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Resumo

Neste trabalho estudamos o teorema de Caratheodory sobre a extensdao de uma
funcdo de conjuntos o-aditiva, definida em um semi-anel, para uma medida o-
finita definida em uma o-4lgebra. Este estudo foi feito com vistas a aplicag¢des
na definicdo de processos estocdsticos que possam ter aplicacdes praticas interes-
santes. Neste sentido novos trabalhos aparecerdo em breve.



0.1 Definicoes Iniciais

Seja 2 um conjunto.
Definicdo 1. A C Z2(Q2) é um anel booleano se:

l. AcAeBe A= AUBe A

2. Ac AeBe A= A\Bec A

A é um anel booleano unitdrio se €2 € A.
Definicdo 2. A C Z(2) é um semi-anel booleano se:

I. AcAeBe A= ANBc A,

.....

Are A Vi, je{l,...,n}tal que B\A = U} | A;.

Observacio: Se .4 € um anel booleano, entdo .4 é um semi-anel: pois se A e
Be Ajentio ANB=AUB\[(A\B)U (B\A)] € Aese AC B, B\A € A.

Definicdo 3. S C F(Q2) é um w-sistemade 2 se Ae Be S=ANBEeES.
Definicdo 4. S C Z(Q2) é um A-sistema de (2 se
1. Se (Sp)nen € tal que S, € Se S, C Spy1, Vn €N, entdo |,y Sn €S,
2. SeAe S, BeSeACB,entio B\A € S.
Seja S C #(Q), chamaremos:
e \(S) de o menor \-sistema contendo S e
e 7(S) de o menor w-sistema contendo S.

Se A € o conjunto de A-sistemas contendo S e I € o conjunto de 7-sistemas
contendo S, entdo A(S) = (4.4 A e 7(S) = [\gen B- Diremos que \(S) e 7(S)
sdo respectivamente o \-sistema e o 7w-sistema gerado por S. No mesmo sentido,
o(S) é a o-dlgebra gerada por S.



0.2 Lemas Basicos

Lema 1. Para que um \-sistema S de () seja uma o-dlgebra, é necessdrio e
suficiente que seja um w-sistema de §) e que §) € S.

Demonstragcdo. A condicdo é evidentemente necessaria. A condi¢ao € suficiente:
pois € Se S é A-sistema = VA € S, A° € S. Se A = |J,,cy An, entdo
A=,2,Cy, onde C,, = J;_, Ak, logo C,, C Cp i1 e como C,, = (N1_ A45)°,
temos C,, € S,logo A € S. O]

Lema 2. Seja P um m-sistema de (), e seja S um \-sistema. Se P C Se€) € S,
entdo o(P) C S.

Demonstragdo. Seja S = M\(P U{Q}),logo S’ C S. Mostraremos que o(P) C
S'. Para isto, mostraremos que S’ é um 7-sistema e entdo, pelo lema 1, S serd
uma o-dlgebra. Como P C S, teremos o(P) C S’ C S.

SejaS" = {SeS |SNPeS VPeP}enioPCS CcSees
S" é um )\ -sistema. De fato:

e (4.1): seja P € P e (Sp)nen, Sn C Spi1, uma sequéncia de elementos de
S, entdo (U, Sn) €S e (Upen Sn) NP =U,n(SnNP) €S

e (42):sejaAdec S, BecS comAC BeP c P,entio B\A € S’ e
(B\A)NP =(BNP)\(ANnP)eS.

ComoPU{Q} c S, temos S ¢ §",logo §' = S".
SejaS”" = {Se€S|SNS €S VS €S} ComoS =8 ,VPePe

vSeS,SNnPePcS, logo P C S"cS8e0eS8”. S éum \-sistema.
De fato:

o (4.1):sejaS €S e (Sy)nen> Sn C Sny1 uma sequéncia de elementos de
5", entdo (U, ey Sn) €S € (USn)nen NS = U,en(S.NS) €S

e (42):sejadec S " eBecS " comAcC BeS €S ,entio B\Ac S e
(B\A)NS = (BNSNANS)eS. ComoPU{Q} CS” temos que
S c8"logoS =8", 0que prova que S’ é um 7-sistema.

O

Lema 3 (Pricipio de extensdo por mensurabilidade). Seja §2 um conjunto, P um -
sistema e o(P) a o-dlgebra gerada por P. Seja H um espago vetorial de fungdes
reais definidas em ) com as seguintes propriedades:

o PV (hy,) sequéncia crescente de fungdes positivas extraidas de H, tais
que h = sup,, h,, é finita (respectivamente limitada) temos h € H;
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L] P2.' IQGH@VPEP, IPEH.

Entdo H contém todas as fungdes reais o ('P)-mensurdveis (respectivamente o(P)-
mensurdveis e limitadas).

Demonstragdo. Observando que:

1. Se f é uma fungdo real o(P)-mensurdvel entdo f = f™— f~,onde f*(x) =
max(0, f(x)) e f~(x) = —min(0, f(z)) sdo fun¢des reais positivas o (P)-
mensuraveis.

2. Toda fung@o real positiva o(P)-mensuravel € limite simples de uma sequén-
cia crescente de funcdes escada definidas em €2 e o(P)-mensuraveis.

3. Como H é um espaco vetorial, se tivermos I, € H, V A € o(P) entdo
as fungdes escada pertencerdo a H e por (P;) todas as fungdes reais o(P)-
mensuraveis (ou limitadas) pertencerao a H.

4. Temos que provarque [, € H, V A € o(P)

e 4.1. Seja S o conjunto dos A C € tal que /4 € H, vamos provar que
S é um \-sistema. De fato:

- 4.1.a. Seja (A,,)neny uma sequéncia crescente de elementos de S
entioVn € N, I4, € Hely a, =supls, €H,por P. Logo,
temos U, A4,, € S.

—41b. Se A€ S, Be SeA C Bentaiolgselg € He
Ip\a = Ip — I4 € 'H, pois 'H € espago vetorial.

e 4.2. Como, por P, PU{Q} C S, 0lema 2 implica que o(P) C S, o
que prova 4.

]

Proposicio 1. Seja Q um conjunto, (E,B) um espago probabilizdvel, p uma
aplicagdo de ) em E, e o(p) a o-dlgebra gerada por ¢ em ). Para que uma
fungdo numérica finita h definida em <) seja o(p)-mensurdvel é necessdrio e su-
ficiente que exista uma fungcdo numérica f finita, definida em E e -mensurdvel tal

que h = f o .
Demonstracdo. A condigdo é evidentemente suficiente, pois h = f o ¢ é o(p)-

mensuravel, se f é Z-mensuravel.
A codigdo € necessdria. De fato:

1. Seja H o conjunto das fungdes numéricas finitas definidas em 2 e o(¢p)-
mensurdveis da forma f o ¢, onde f é Z-mensurdvel. H € um espaco
vetoral. Vamos mostrar que H satisfaz P; e P, do lema 3, com P = o(¢p).
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e Pp. Seja (f, © ¢)nen uma sequéncia crescente de fungdes positivas de
H tal que sup(f, o ) seja finita. Seja g = limsup,,_, . fn, g € B-
mensurdvel. V y € ¢(Q), f.(y) € uma sequéncia crescente e temos

9(y) = limy, . fn(y) = sup, fu(y) < +00. Seja f = gljy< 4o €ntdo
f é Z#-mensurdvel e f é finitae Vo € Q (fop)(z) = (gop)(z) =
sup,,(fn © ¢)(z). Logo H verifica P;.

e . VB € #afungio Igop € H, por defini¢do de H. Igop = I,-1(p)
e {¢ 1(B)|B € B} = o(p), em particular Io = I,-1(q), logo H
satisfaz P,.

2. Pelo lema 3, H contém todas as fungdes o (P)-mensurdveis, logo contém h.

]

0.3 Prolongamento de Caratheodory de uma Funcao
de Conjuntos em uma Medida

Definicdo 5 (medida exterior). Seja E um conjunto. Chama-se medida exterior
em E toda aplicacdo v : P (E) — RT possuindo as seguintes propriedades:

1. v(0) =0,
2. Ac B=v(A) <v(B),
3.V (Ap)nen, An C E, v(UpenAn) <3 en V(An).
Teorema 1. Seja v uma medida exterior em E e seja
J={ACE|VDCE, v(D)=v(DNA)+v(DnNA)}.

Entdo J é uma o-dlgebra de E e v|J é uma medida completa em J ( i.e. VA €

P(E), v(A)=0=A€J).
Demonstragdo. J € uma o-algebra. De fato:

e AcJeDeJ=v(DNA)+v(DN(A)) =v(D),logo A€ J. Ee
0 e Jpoisv(DNP)+v(DNE)=vd) +v(D)=wv(D),porl.

e AcjeBeJ=ANBeJ.ComoD=[DN(ANB)|U[DN(ANB),
temos, por 3, v(D) < v(DN(ANB))+v(DN(ANB)%), VD C E. Para
todo D C E, temos

v(D)
v(D)

(AND)+v(A°N D) e

v(BND)+v(B°ND)
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em particular, substituindo D por AN D e por A° N D, temos

vV(AND)=v(ANBND)+v(ANB°ND) e
v(A°ND)=v(A°NBND)+v(A°NB°N D).

v(D) =v(ANBND)+v(A°NBND)+v(ANB°ND)+v(A°NB°ND).
Como (AN B)* = (A°NB)U (AN B°) U (A°N B°), por 3

v(D)>v(ANBND)+v((ANB)°N D),
logov(D) =v(ANBND)+v(ANB)ND)e ANB € J.
V (Ap)nen, An €3, AiNA; =0, sei# j, temos:

A=|JA e e V(UAn) = v(Ay).

neN neN neN

De fato: como |J,_, Ax = (i, 45)° € J e fazendo B, = |U,_, Ax,
temos VD C FE,

v(DNBy) =v(DNByNBy_y)+v(DNB,NB;_,)
= l/(D N Bk—l) + l/(D N Ak),

pois Ay C By_,,como By, = By_1 UA,temos ByNB;,_, = A, NB;_, =
Ay,. Esta equagdo, por recorréncia, nos permite escrever:

M-

v(DNBy) = v(DNA;).

=1

Como B, € Jtemos: Vne NeVD CFE

v(D)=v(DNB,)+v(DNB;) = Y v(DNAg)+v(DN By

k=1
n

>y v(DNA) +v(DN A9,
k=1

pois A D B, logo B¢ D A€ e aplicando 2, obtemos o resultado. Passando
ao limite quando n — oo temos: V D C E,

v(D) > iy(DﬂAk) +v(DnN A% (1)

k=1



e3implicaV D € E,
v(D)>v(DNA)+v(DnNAS).
Como, por 3, também vale V D € F,
v(D) <v(DNA)+v(DnN A%,

temos a igualdade e A € J. Logo J € uma o-dlgebra. [ Lembrar que se
(C’ )Jnen € uma sequéncia de conjuntos, entdo J,, .y Cn = U,,cn Bn, onde

_C\U“c BinB; =0,sei# j, U C = (N5 C) e
CAULL G = G (U €)'

Fazendo D = A em (1) temos

Como por 3 temos

entdo v(|J, A,) = >, ¥(An) e v é uma medida em J.

Que v é completa em J segue de: se v(A) = 0,entdoV D C E,v(DNA) =0
por 2, e ainda por 2, v(D) > v(DNA)+v(DNA®). Por3,v(D) <v(DNA)+
v(D N A, logose v(A) =0entdo A € J. O]

Definicdo 6. Definiremos o conjunto J do teorema 1 como sendo a o-algebra
gerada pela medida exterior v.

Defini¢do 7. Seja ./ C P(E) e A : ¥ — RY uma fungdo de conjuntos, dizemos
que )\ é:

o simplesmente aditiva em . se para toda familia finita, S, . .., S,, de ele-
mentos de . dois a dois disjuntos tais que | J;_, S; € ., temos X ({J;—, Si) =

Z?:l A(Si)s

e o-aditiva se para toda familia (S;);cn de elementos de . dois a dois dis-
Jjuntos tais que | J;- | S; € .7, temos:

A (U2,S)) Z)\



Proposicio 2. Seja ¥ C P(E) um semi-anel.
e Seja )\ : . — R uma funcdo de conjunto simplesmente aditiva e o-aditiva;

o V B e P(E), seja.”(B) o conjunto das sequéncias finitas ou enumerdveis
de elementos de ., tais que B C | J,, Sy,

e Seja \* : P(FE) — R tal que:

ye(B) = { S AS) : (5.) € Z(B)}, se 7(B) #0,
e se S (B) =1

Entdo \* é uma medida exterior em E , . C J é a o-dlgebra de E gerada por
A" e \ éarestricdo de \* a ..

Demonstragdo. \* € uma medida exterior, de fato:
1. e &, poisse Ae ., 0= A\Alogo D € . e \*() = A\(D) = 0.

2. Se AC Fe B C Fe A C B resulta, 6bviamente, da definicdo de \* que
A (A) < X*(B), pois ./ (B) C L (A).

3. Seja (An)nemy{o}, An € E entdo: se In € N\ {0} tal que \*(A,) = +oo,
teremos

X (U4 < S0 (4)
n=1

e se Vn € N\ {0} A\*(A4,)) < +oo, entdo, dado € > 0, para cada n existe
uma sequéncia (B)); € .7 (A,) tal que

iA(BJz) — 57 S X (4.

1

Temos J,~, A, C U, Bre By € 7, Vnek € N\ {0}, logo

A (U) < STAB < (A*An +i>: N (A,) + e
<_1>%<>;<>Qn;<>
Como € é qualquer real positivo, temos

(U2 4,) < DTN (A,
n=1



Vamos mostrar que para toda sequéncia finita Sy, ..., .S, de elementos de .
dois a dois disjuntos temos que:

(U, S ZA*

[neste caso, fazendo n = 1 temos V .S € .7, A*(S) = A(S) e A = X*|.¥]. De
fato, segue da definicdo de \* que:

(UP_,S)) Z)\

pois S1,..., 5, € L (UL,S;). Ademds, para ¢ > 0, existe (Bg)r € -7 (U,5;)
tal que

A (U,S;) G>Z)\Bk

Como By, € .¥ e By D U ,(S; N By,) temos

n

(UP,S)) +e>Z)\Bk >ZZASmBk > D MSinBy)
=1

> Z)\ (U(S: N By)) > ZMS

Como € € qualquer temos

n

N (ULS) 2 ) A(S)

=1

logo

Finalmente mostraremos que: . C J,ouseja, VB C FeV S € .% temos:
A(B)=X(BNS)+ A (BNS9.

e Sejam Be€ #(E)eS €., B=(BNS)U(BNS logopor3 A\ (B) <
AX(BNS)+AX(BNSe).



e Temos que provar que: \*(B) > A\ (BN S) + A*(BNS°). Se \*(B) = oo
entdo a desigualdade é vdlida. Se \*(B) < oo, para € > 0, 3(S,)nen €
7 (B) tal que

B)+62§:/\(5)

Como . é um semi-anel, S,, € . ¢ S € . entdo S,\S = |J;", B,,, onde
Bl € e B, NBI #0,sei# j. Como S,\S =S, NS temos

N(S0) = A(S) = A(S, N S) + A(S, N S°)

=S, NS)+ zm: A\(BL)

:X"(S NS)+ X (ULB)) e
+€>Z (SuNS) + A" (U, BY))
(BmS)+A*(BmSC),

pois U,—,(S,NS)>BNSel.—, U~ Bi=U,—,(S,.NS°) D BNS-
Como € > 0 € qualquer temos

AY(B) > X(BNS)+ A(BnNS°.

O

Teorema 2. Seja . um semi-anel de partes de E tal que 3(S,,)nen, Sn € S €
UnS, = E. Seja X\ uma aplicacdo de . em R simplesmente aditiva e o-aditiva.
Entdo existe um prolongamento tinico de X em uma medida definida na o-dlgebra
o().Esta medida |1 € o-finita (ou seja, E € a unido de uma familia enumerdvel
de conjuntos de medida finita).

7z

Demonstracdo. Se \* é a medida exterior associada a A e .7 é a o-dlgebra gerada
por \* temos que: pelo teorema 1, A*|.7 é uma medida completa em .7; pela
proposi¢do 2, ¥ C T e A = \*|.¥. Logoo(¥) C T e pu = N|o(¥) é uma
medida em o (%), que prolonga \ a este conjunto. Como A : . — R™ temos
que 1(S,) < +o00, Vne E = U,S, logo u é o-finita.

Sejam duas medidas yi; e po definidas em o (.¥) tais que 1| = s = e
seja M ={M € o(L)|u1 (M) = po(M)}, temos: .# é um A-sistema. De fato:



e Se (Sy)nen étal que S, € A e S,, C S,11, Vn temos:

11 (UnenSn) = 1 (Unen(Snt1\Sn)) Zﬂl Snt1\Sn)

neN

= ZMQ(SR_H\Sn) = M2(Un€NSn)'

neN
e Se M, € # eMy,ec #eM, CM,entao

pr (Ma\My) = py(Ma) — py (My) = po(Ma) — pa(My) = po( Mo\ My).

Como .¥ é um semi-anel, . é também um 7-sistema. Como . C #Z e E € A,
pelolema 2, o(.¥) C .#, o que prova a unicidade. O
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