Relatério Técnico

Nocoes Fundamentais de Processos
Estocasticos

Ernesto Prado Lopes
lopes @cos.ufrj.br

04 de dezembro de 2008



Resumo

Este trabalho € continuacao do anterior e nele estudamos o teorema de Kolmogorov-
Bochner sobre a extensdo de um sistema projetivo em uma medida definida em
um espaco de fungdes. Nosso objetivo € aplicar esses resultados na definicao
de processos estocdsticos que possam ter aplicagdes praticas interessantes. Neste
sentido novos trabalhos aparecerao em breve.



0.1 Definicoes Iniciais e Resultados em Topologia

Seja ((Ey, A:))ier uma familia de espagos mensurdvel. V.S C T,

ES:HEt

tesS

é espaco produto da subfamilia (FE,)scs. Quando |S| < +oo, (E°, #7) é 0 espago
mensurdvel produto, onde %° é gerada pelos paralelepipedos de E°, ou seja,
pelos conjuntos da forma B, x ... X B, , onde By, € %, para 51 < ... < Sp.
Notaremos 7g a projecdo canodnica de E7 em E°. Entio VA € E° temos que
75 (A) = C4 € ET é um cilindro de E” de base A.

Proposicio 1. Seja o conjunto </ dos cilindros de ET de base pertencente a
algum $°,S C T, |S| < +oc entdo o/ é um anel.

Demonstragdo. Sejam S C T, S C T, |S| < +oo, |S'| < 400, A € % e

Ae s
Entao )
CaUCy =g (A Un(A) =l (Ax ES)unl (ES x A)) =
-1 s s N —
Tus (AX B2 ) U (B” x A)) = C(AxES’)u(ESxA’)’

onde (A X ES,) U(ESx A)e B8,
Temos também

ChlCa=CrpnCG =CyNCac=Cyser
onde A’ x A° € B5YS .

Definicio 1. B7 = o (), ou seja, B¢ a o-dlgebra gerada pelo anel < .

Defini¢ao 2. (ET, #7) é chamado espaco produto da familia de espacos mensu-
raveis ((Ey, $:))ter-

A o-dlgebra #1 é a menor o-dlgebra que torna mensurdvel toda projecdo
candnica 75 : BT — E¥, com |S| < +o0.

Definicao 3. Uma sequéncia (C\)xes tem a propriedade da intersecdo finita se
VJ C 1, J| < 00, mjejcj‘ 7&@

Definicio 4. O conjunto € C P (FE) é dito ser uma classe compacta de E, se
V(Ch)nen, Cn € €, com a propriedade da intersegdo finita, tivermos N>, C,, # ()

Teorema 1 (Tychonov). K é compacto, Y\ € I se, e somente se [[,.; Ky é
compacto.



Demonstragdo. A condig@o € suficiente. De fato: m, € continua na topologia
produto e [ ], ., K\ é compacto, logo K, = mx(]],.; ) é compacto.
A condi¢do € necessdria. Suponhamos que VA € I, K, é compacto. Seja

F= {F§ C HK,\|Fgéfachadoe‘v’n€N, Fe,noo N E, #@},

Ael

ou seja, F é o conjunto dos fechados de [[,., K, com a propriedade da inter-
se¢do finita. Seja M D F o conjunto mdximo de subconjuntos de [], ., K\ com
esta propriedade. O lema de Zorn assegura a existéncia deste conjunto. De fato:
seja uma familia totalmente ordenada qualquer de conjuntos de M, a unido destes
conjuntos é uma cota superior desta familia, pois pertence a M , entdo, pelo
lema de Zorn, existe um elemento maximo. Temos que provar que Ng¢Fy # ().
Mostraremos que 3z € [],.; K) tal que = € M,¥YM € M, o que implica em
x € NeFe, pois F C M. Para A fixado, my(Me,) N mx(Me,) N ... Ny (Me,) D
(Mg, NMe,N. . .NMg,) # 0, 1ogo o conjunto ) (M) = {my(M)|M € M} pos-
sui a propriedade da intersecdo finita. Como K, é compacto, 3z, € Nemy(Me).
Seja x = (z)) € [[,e; K. Mostraremos que = € M. De fato: z, € my (M), V&,
logo VU C K, U aberto e zy € U, temos U Nmy(M¢) # O e n H(U) N M # 0,
V¢, Como para a interse¢do finita de abertos 7r;1(U ), com U aberto de K, e
z) € U, que formam a base da topologia produto, a interse¢do com Mg, V¢ é ndo
vazia, entdo para todo aberto A de [],.; K\ com z € A temos AN M, # 0, logo
x € Mg, V€. O que queriamos mostrar. [

0.2 O Teorema de Kolmogorov - Bochner

Lema 1. Seja € o conjunto dos cilindros de ET com base compacta em E° para
algum S C T, |S| < oo. Entdo € é uma classe compacta de E”.

Demonstracdo. Seja (C,,),en uma sequéncia de elementos de &, entdo
Cn = KS'n X ET\Sn,

onde K, é um compacto de E°", |S,| < coe S, C T. Suponhamos que (C},)nen
tenha a propriedade da intersecdo finita, logo C,, # () e K, # 0, Vn € N. Seja
Th=UF_ S, eT =U>,S,. Seja

K; =5, (Ks,), teT,

onde n = inf {p|t € S, }.

Cn=Kg, X H E, x H E, k>n e

te€T\Sn teT\Ty,
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n=1 n=1 teTr \Sn teT\Ty,
logo
k k
ﬂ(]n;é@@ﬂ KSnX H E; %@
n=1 n=1 téTk\Sn
Como
k
N EKs.x J] B|=[Ks.x [] &),
n=1 teTi\Sn n=1 teTK\Sn
temos

k k
ﬂCn#Q)@ﬂ Kg, x H K, | x H £,
n=1 n=1

= te€T)\Sn teT \Ty

pois K # (. Como K =[], .+ K; é compacto e

k k
Evo> (O [Ks,x [ B x ] Ke=()|Ks.x [] & ).

n=1 teT)\Sn teT'\ T}, n=1 teT'\Sh,

temos que

| Ksox J] K| #0.

n=1 teT'\Sn
logo
NC=S | Es.x T[] K| px [] E#0.
n=1 n=1 teT'\Sn teT\T'

]

Lema 2. Se [i é uma funcdo simplesmente aditiva definida em uma dlgebra <f de
subconjuntos de $), e se € é uma classe compacta de partes de (), tal que € C o/

eVA e o,
f(A) =sup{a(C)|C e €eC C A}.

Entdo [ é o-aditiva em <7 .



Demonstragdo. Se i é simplesmente aditiva em .o/ e para toda sequéncia decres-
cente (A, )nen (ou seja, A, 1 C A, Vn € N), A, € o, tal que N°2, A, =0e
fi(A,) < oo tivermos lim,, . fi(A,) = 0, entdo i é o-aditiva em 7. De fato:
seja (By)nen, Bn € & ¢ B;N B; = D parai # j, e B = UpenB,, € &7. Entdo
Cy = B\UL, B; € & e (UL, B,) = j(B) — jiCy), logo >or_, ji(B,) =
fi(B) — fi(Ck). Fazendo k — oo, temos Y | fi(B,,) = fi( B) —limg_. f1(Ck) =
f(B), pois fi(Cr,) < fi(B) < 00,N2,C,, = D e (Cy)nen é uma sequéncia decres-
cente.

Seja (An)nen, An € o, uma sequéncia decrescente tal que N2, A, = D e
fi(Ay,) < 4o00. Tem-se lim fi(A,,) = 0. De fato: para e > 0 temos Vn € N, existe
C,e%,C, CA,com

A(Ch) = fi(An) =
Tem-se que N2, C,, C N2, A,, = (). Como ¥ é classe compacta, existe N € N
tal que se n > N entdo N}_,C} = (). Portanto
i(An) = (A, — OF_,C) = BN Ak — (f_yC)
< U=y (Ae = C)) < ) Ak — Ci) <

k=1 k=

€
— < e.
2n =
1

]

Teorema 2 (Kolmogorov-Bochner). Sejam T' um conjunto de indices qualquer,
S ={SCT||S|<x}e(ES Bs,s)scs uma familia de espacos de medida

na qual
ES=]]E

tesS

€ um espaco topologico e Bs a o-dlgebra de seus borelianos. Supoe-se ainda que
as medidas g possuem a seguinte propriedade:

VB € Bs, us(B) =sup{us(K)| K compacto, K C B} .

A fim de que exista uma medida jir em (ET, $r), com By = 0 {Usesms' (Bs) },
tal que para todo S € . a medida g seja a imagem de j por [is, € necessdrio
e suficiente que (E°, Bg, s, Tss')s. §'cr. Scs' Seja um sistema projetivo.

Demonstragdo. A condigio é necesséria pois Tg = T 0Ty, paratodo (S, S) €
S x ./ comS C S, logo

o -1 _ -1 -1 _ -1
[is = fi7 O Tg = Jp O OTyer = [lg! O Tgor-

Usando os Lemas e o teorema de Caratheodory, podemos provar a suficiéncia.
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. Seja <7 o conjunto dos cilindros de £ com base em % paraalgum S C T,
|S| < co. Entdo o7 é uma élgebra e portanto um semi-anel.

. Seja fi : @/ — R definida por: para cada A € &7, IB € %° tal que
A = 75! (B) entdo fazendo fi(A) = us(B), ou seja, pus(B) = fi(rg' (B)),
entdo g serd a medida imagem de ji por 7g.

A medida /i estd bem definida pois se A = 7' (B) = W;/I(C) onde B €

#%eC € B° entdofazendo S” = SUS', como (ES, B, jus, g/ )5 s'cr scs
¢ um sistema projetivo

A= 711;,} e} W;;,// (B) = W;/} o 775/15,// (C)

ps(B) = pgr (mggn(B)) = pign (10 (C)) = p1gr (C).

. 1 é simplesmente aditiva.

. A classe ¥ C & dos cilindros de E” com base compacta em algum E°,
S CT,|S| < ooé,pelolema 1, uma classe compacta de E7.

. VA € o,

fi(A) = ps(ms(A)) = sup {us(K)|K C ET é compactoe K C mg(A)}
=sup{a(C)|C €€, C C A}.

. O lema 2 garante que /i é o-aditiva.

. Pelo teorema de Caratheodory, existe um prolongamento tnico de ft em uma
medida que chamamos de pr definida em 0(A) = 0(Use sy’ (%Bs)) =
Br.

]
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