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O grafo Kneser K(n, k) tem como seu conjunto de vértices todos os subcon-

juntos de tamanho k de um conjunto de n elementos e dois destes subconjuntos

são adjacentes se eles são disjuntos. O grafo ímpar Ok é o caso especial do grafo

Kneser quando n = 2k + 1. Uma conjectura aberta de Lovász afirma que Ok tem

um caminho hamiltoniano para todo k ≥ 1. Até agora, a conjectura de Lovász

foi comprovada em Ok para k ≤ 13. Nós melhoramos estes valores mostrando que

Ok tem um caminho hamiltoniano para 14 ≤ k ≤ 17. Fazemos isso sem executar

quaisquer algoritmos. Ao invés disso, utilizamos resultados existentes para o pro-

blema de encontrar um ciclo hamiltoniano no grafo Bk: o grafo dos níveis médios

do (2k + 1)-cubo; assim relacionando estes dois importantes problemas. Por fim,

estabelecemos quão próximos os grafos ímpares estão de ser hamiltonianos segundo

uma interpretação bem definida de “próximo”. Mostramos que, para todo k par,

Ok tem um passeio gerador fechado no qual todo vértice aparece no máximo duas

vezes. Além disso, mostramos que para todo k ímpar, Ok tem uma trilha geradora

fechada na qual cada vértice aparece no máximo duas vezes.
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The Kneser graph K(n, k) is a graph whose vertices are all subsets with k ele-

ments of a set that has n elements, and two vertices are joined by an edge if the

corresponding pair of k-subsets is disjoint. The odd graph Ok is the special case

of the Kneser graph when n = 2k + 1. A long standing conjecture due to Lovász

claims that Ok has a hamiltonian path for all k ≥ 1. Previously, Lovász’s conjecture

has been proved for k ≤ 13. We have improved these values by showing that Ok

has a hamiltonian path for 14 ≤ k ≤ 17. Our proofs do not use the execution of

algorithms, relying instead upon existing results on the problem of finding a hamil-

tonian cycle in the graph Bk — the middle levels graph of the (2k + 1)-cube —

thus relating these two important problems. At last, we have established how close

the odd graphs are to being hamiltonian, according to a well-defined interpretation

of “close”. We have shown that, for every k even, Ok has a closed spanning walk

in which every vertex appears at most twice. Moreover, for every k odd, we have

shown that Ok has a closed spanning trail in which every vertex appears at most

twice.
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Capítulo 1

Introdução

Grafos freqüentemente têm sido utilizados para representação da informação. Em

diversos casos, eles são a melhor e, às vezes, a única forma de transmitir informação

de maneira compreensível. Podemos citar, por exemplo, os mapas utilizados para

indicar percursos e distâncias entre cidades. Neste caso, as cidades são representadas

pelos vértices e as estradas representadas pelas arestas do grafo.

Usualmente, a representação da informação através de grafos torna mais fácil a

manipulação da informação, bem como a modelagem de problemas. Um dos mais

notáveis problemas modelados através de grafos foi proposto em 1859 por William

Rowan Hamilton [3] como apenas um jogo matemático, a princípio sem aplicação

prática. Tratava-se da busca por um ciclo gerador em um dodecaedro regular ou, em

outras palavras, um ciclo que passa por todos os pontos do dodecaedro, exatamente

uma vez, e volta ao ponto de origem. Veja, por exemplo, um destes ciclos destacado

no dodecaedro da Figura 1.1 (a).

(a) Um ciclo hamiltoniano (b) Um caminho hamiltoniano

Figura 1.1: Um ciclo e um caminho hamiltonianos no dodecaedro.

O jogo proposto por Hamilton ficou conhecido como o Problema do Ciclo Ha-
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miltoniano (“Hamiltonian Cycle Problem” - HCP, em inglês) e, mais de 100 anos

depois, encontra várias aplicações práticas como, por exemplo, no projeto de circui-

tos impressos. Imagine que temos que construir uma placa de circuito impresso que

possui inúmeros furos para o encaixe de seus componentes. Suponha que tenhamos

um braço eletrônico para perfurar a placa. Precisamos agora de um algoritmo para

descrever a ordem de perfuração da placa. Como temos apenas um braço eletrônico,

a ordem de perfuração da placa pode ser modelada como um HCP, onde os furos

são representados pelos vértices.

O HCP também é utilizado na definição formal do Problema do Caixeiro Via-

jante (“Traveling Salesman Problem” - TSP, em inglês). Dado um grafo completo e

ponderado G, o TSP consiste em determinar um ciclo hamiltoniano C em G tal que

a soma dos pesos de todas as arestas em C seja menor ou igual a um valor k. Por

exemplo, observe que o grafo G da Figura 1.2 (a) é um grafo ponderado e completo

em quatro vértices. O ciclo C1 da Figura 1.2 (b) tem peso 24 enquanto o ciclo C2

da Figura 1.2 (c) tem peso 23. Portanto, C2 é melhor que C1 como solução para o

TSP. De fato, o ciclo C2 é um ciclo de menor peso dentre os ciclos hamiltonianos

de G.

9 7

8

4

4 3

(a) Grafo G

9 7

8

4

4 3

(b) Ciclo C1 de peso 24

9 7

8

4

4 3

(c) Ciclo C2 de peso 23

Figura 1.2: Exemplo para o Problema do Caixeiro Viajante.

Uma versão do problema proposto por Hamilton é o Problema do Caminho

Hamiltoniano (“Hamiltonian Path Problem” - HPP, em inglês) que busca um cami-

nho que passa por todos os pontos exatamente uma vez, porém, não volta ao ponto

de origem. Veja um exemplo no dodecaedro da Figura 1.1 (b). Observe que, se temos

um ciclo hamiltoniano C em um grafo G, obtemos um caminho hamiltoniano em G

simplesmente removendo uma aresta de C. Porém, como veremos na Seção 2.2, o

problema de decisão associado ao HCP é NP-Completo mesmo quando um caminho

hamiltoniano é dado como parte da instância.

Neste trabalho, estudamos o Problema do Ciclo Hamiltoniano restrito a uma
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classe de grafos conhecida como grafos Kneser [4, 5]. De fato, uma classe de grafos

contida nos grafos Kneser e conhecida por grafos ímpares [6] é nosso objeto principal

de estudo.

No próximo capítulo, apresentamos conceitos básicos utilizados no decorrer do

trabalho, bem como resultados existentes na literatura para o problema. No Ca-

pítulo 3, mostramos uma relação entre o HPP nos grafos ímpares e o HCP nos

grafos Kneser bipartidos. No Capítulo 4, mostramos quanto os grafos ímpares estão

“próximos” de serem hamiltonianos, segundo uma interpretação bem definida de

“próximo” de ser hamiltoniano. Finalmente, no Capítulo 5 apresentamos conclusões

e problemas em aberto.
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Capítulo 2

Fundamentação Téorica

Neste capítulo, apresentamos conceitos básicos utilizados no decorrer do trabalho.

O leitor habituado às definições básicas de grafos pode saltar para a seção 2.2.

2.1 Definições em Grafos

Um grafo G é uma tripla ordenada G = (V (G), E(G), ψG), onde V (G) é um conjunto

finito e não vazio de pontos denominados vértices, E(G) é um conjunto finito de

arestas e ψG : E(G)→ V (G)×V (G) é uma função de incidência que associa a cada

aresta e de G um par de vértices u e v, notação ψG(e) = {u, v} (ou ψG(e) = {v, u}

onde a ordem não é importante). Os vértices u e v são chamados de extremos de e.

Neste caso, dizemos que o vértice u é vizinho de v e vice-versa, a aresta e é incidente

a u e v e o par de vértices u e v são adjacentes. Dizemos ainda que duas arestas

incidentes a um vértice em comum são adjacentes. Para simplicidade na notação,

escrevemos uv para o par não-ordenado {u, v}.

Um grafo contém arestas paralelas ou múltiplas se possui arestas diferentes com-

partilhando os mesmos extremos. Se a função de incidência admite arestas com

vértices u e v iguais (u = v), então o grafo contém laços. Um grafo é simples se não

contém laços nem arestas múltiplas.

Neste trabalho utilizamos apenas grafos simples, o que denotaremos simples-

mente por grafos. Sendo assim, como a função de incidência está bem definida pelos

extremos de cada aresta, omitiremos a função de incidência da definição de grafos.

Portanto, um grafo é uma dupla G = (V (G), E(G)) tal que uma aresta e = uv onde
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anteriormente ψG(e) = uv.

Um grafo G = (V (G), E(G)) é finito se V (G) e E(G) são finitos. Dizemos que um

grafo com apenas um vértice é um grafo trivial, caso contrário o grafo é não-trivial.

A vizinhança de um vértice u em um grafo G, denotada por NG(u), consiste no

conjunto de vértices adjacentes a u, conforme ilustrado na Figura 2.1.

NG(u)
u

Figura 2.1: Vizinhança de um vértice.

Dado um grafo G = (V (G), E(G)) e u ∈ V (G), definimos como o grau de u,

denotado por d(u), o tamanho do conjunto d(u) = |NG(u)|. Um grafo G é chamado

de k-regular se todos os seus vértices tem o mesmo grau k.

Um grafo G = (V (G), E(G)) é dito ser cúbico quando G é 3-regular. Veja na

Figura 2.2 um exemplo de grafo cúbico.

Figura 2.2: Um grafo cúbico.

A propriedade abaixo é provada como Corolário 1.2 em [7] e implica que qualquer

grafo cúbico tem número par de vértices.

Propriedade 1. Em qualquer grafo, o número de vértices de grau ímpar é par.

Um grafo é dito completo, denotado por Kn, se todos os seus pares de vértices

são adjacentes. A Figura 2.3 ilustra o grafo completo em dois, três e em quatro

vértices (K2, K3 e K4, respectivamente).

Um grafo G = (V (G), E(G)) é dito bipartido se existe uma bipartição de V (G)

em dois subconjuntos V1 e V2 tal que toda aresta e em E(G) tem exatamente um
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(a) K2 (b) K3 (c) K4

Figura 2.3: Grafos completos K2, K3 e K4.

extremo em V1 e um extremo em V2. O grafo G será chamado de bipartido completo,

denotado por Kn,m, se |V (G)| = n + m, |V1| = m, |V2| = n e, para todo vértice

v ∈ V1, N(v) = V2. Veja na Figura 2.4 os grafos bipartidos completos K2,2 e K3,3.

(a) K2,2 (b) K3,3

Figura 2.4: Grafos bipartidos completos K2,2 e K3,3.

Seja n um inteiro não-negativo, o grafo n-cubo possui 2n vértices, os quais estão

associados biunivocamente às 2n n-uplas binárias, onde um vértice é adjacente a

outro se e somente se a n-upla correspondente a um destes vértices diferir em um

único termo da n-upla do outro. Denotamos o grafo n-cubo por Qn. Veja, por

exemplo, os grafos Q1, Q2, Q3 e Q4 na Figura 2.5.

0 00 01
010 011 111 0110

0100
0101

001011 001 101 100
110 1100

1110
1111

1101 1011
10100011

1 10
000

0001
0000

0111
1001

1000

Figura 2.5: Grafos Q1, Q2, Q3 e Q4.

Um grafo direcionado ou digrafo D = (V (D), A(D)) consiste de um conjunto
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V (D) de vértices e um conjunto A(D) de arcos, onde a função de incidência

φD : A→ V (D)× V (D) associa a cada arco de D um par ordenado de vértices

(não necessariamente distintos) de D (veja alguns digrafos na Figura 2.6). Dado

um grafo completo direcionado D tal que existe apenas um arco entre quaisquer

dois vértices (dois arcos são possíveis com os mesmos extremos, por exemplo (u, v) e

(v, u)), dizemos que D é um torneio. A Figura 2.6 ilustra digrafos que são também

torneios.

Figura 2.6: Torneios em K4.

Chamamos de passeio uma seqüência de vértices e arestas

P = (u = u1, u1u2, u2 . . . , uk−1, uk−1uk, uk = v) em um grafo G. Se u = v, di-

zemos que P é um passeio fechado. Um caminho é um passeio que não repete

vértices. Dizemos que dois caminhos C1 e C2 entre u e v são disjuntos se

(C1 ∩ C2)\{u, v} = ∅. Sejam u e v vértices distintos e sejam também C1 e C2

caminhos disjuntos entre u e v, então chamamos de ciclo a união C1 ∪ C2. O

comprimento de um caminho ou ciclo é o número de suas arestas. Um caminho ou

ciclo de comprimento k é chamado um k-caminho ou k-ciclo, respectivamente. Veja

um exemplo de passeio fechado, caminho e ciclo na Figura 2.7.

Corolário 2. Todo ciclo em um grafo simples tem pelo menos três vértices.

Demonstração. Segue trivialmente do fato de que nossos grafos são simples e das

definições de arestas múltiplas e ciclo.

Um grafo G é dito conexo se existe um caminho entre qualquer par de vértices

de G, caso contrário, dizemos que G é desconexo.

Dizemos que a distância entre um par de vértices x e y em um grafo G, denotado

por dG(x, y), é o comprimento do caminho mais curto entre x e y em G. Se não

existe qualquer caminho conectando x e y em G, então dG(x, y) =∞. Por exemplo,

no grafo da Figura 2.7 dG(v, y) = 2 porque o menor caminho possível entre v e y

tem comprimento 2.
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uv

x y

zw

k p

Figura 2.7: Um grafo G: (a) (v, u, z, p, y, u, v) é um passeio fechado; (b) (v, u, y) e

(v, w, k, p, y) são dois possíveis caminhos entre v e y; (c) (v, u, y, x, v) é um ciclo.

Se um caminho contém todos os vértices do grafo dizemos que este caminho

é hamiltoniano. Um ciclo é hamiltoniano se contém todos os vértices de G. Por

exemplo, no grafo da Figura 2.7, (v, u, y, x, k, w, z, p) é um caminho hamiltoniano e

(v, u, z, w, k, p, y, x, v) é um ciclo hamiltoniano.

Chamamos de trilha um passeio que não repete arestas. Uma trilha que passa por

toda aresta do grafo é chamada trilha euleriana. Uma trilha euleriana fechada é um

passeio fechado que passa por cada aresta do grafo exatamente uma vez. Um grafo

G é euleriano se G contém uma trilha euleriana fechada. Uma condição suficiente

e necessária para um grafo ser euleriano é apresentada no Teorema 3 que aparece

como o Teorema 3.5 em [7].

Teorema 3. Dado um grafo conexo G = (V (G), E(G)), então G é euleriano se e

somente se não tem vértices de grau ímpar.

Dado um grafo G = (V (G), E(G)), um corte de vértices de G é um subconjunto

V ′ de V (G) tal que G−V ′ é desconexo. Um k-corte de vértices é um corte de vértices

com k elementos. A conectividade κ(G) de G é o menor k para o qual G tem um

k-corte de vértices. Então dizemos que G é k-conexo em vértices ou simplesmente

k-conexo se κ(G) ≥ k. Um grafo 2-conexo também é chamado de biconexo. Um

vértice v ∈ V (G) é chamado de articulação ou vértice de corte se V ′ é um corte de

vértices de G, v ∈ V ′ e |V ′| = 1. No grafo G da Figura 2.8 (a), κ(G) = 1 pois o

vértice v é uma articulação.

Similarmente, um corte de arestas é um subconjunto E ′ de E(G) tal que G−E ′ é

desconexo ou trivial. Um k-corte de arestas é um corte de arestas com k elementos.

Assim, definimos a conectividade em arestas κ′(G) de G como o menor k para o qual
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G é desconexo ou trivial. Então dizemos que G é k-conexo em arestas se κ′(G) ≥ k.

Uma aresta uv ∈ E(G) é chamada de ponte se E ′ é um corte de arestas de G,

uv ∈ E ′ e |E ′| = 1. No grafo da Figura 2.8 (a), κ′(G) = 2 pois para desconectar G

precisamos remover pelo menos duas arestas como, por exemplo, {e, f} (Figura 2.8

(b)).

v

hf

ge

(a)

v

hf

ge

(b)

Figura 2.8: Grafo 1-conexo em vértices e 2-conexo em arestas.

O Teorema 4 apresenta um resultado clássico em Teoria dos Grafos que relaciona

o corte de vértices ao corte de arestas em um grafo G.

Teorema 4. Seja G = (V (G), E(G)) um grafo, então κ(G) ≤ κ′(G).

Um grafo H = (V (H), E(H)) é chamado de subgrafo de um grafo G =

(V (G), E(G)) se V (H) ⊆ V (G) e E(H) ⊆ E(G) (veja a Figura 2.9). Dizemos que H

é subgrafo próprio de G se H é subgrafo de G onde V (H) 6= V (G) ou E(H) 6= E(G),

notação H  G. Dizemos que H  G é um subgrafo induzido de G se H é subgrafo

de G e, para todo par de vértices u e v em H, uv ∈ E(H) se e somente se uv ∈ E(G)

(Figura 2.9 (b)). Dizemos que H é um subgrafo gerador de G se V (G) = V (H) e

E(H) ⊂ E(G) (Figura 2.9 (c)).

(a) Grafo G (b) Subgrafo induzido de G,

subgrafo não gerador de G.

(c) Subgrafo gerador de G, sub-

grafo não induzido de G.

Figura 2.9: Subgrafos.

Dizemos que H é uma componente de G, se H é um subgrafo induzido de G.

Com essa noção, apresentamos no Teorema 5 um resultado interessante que utiliza o

Teorema 4 para relacionar o corte de vértices ao corte de arestas em grafos cúbicos.
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Teorema 5. Seja G = (V (G), E(G)) um grafo cúbico, então κ(G) = κ′(G).

Demonstração. Seja S um corte de vértices mínimo (|S| = κ(G)). Como κ(G) ≤

κ′(G) de acordo com o Teorema 4, necessitamos somente fornecer um corte de arestas

de tamanho |S|. Seja H1, H2 duas componentes de G− S. Desde que S é um corte

de vértices mínimo, cada v ∈ S tem um vizinho em H1 e um vizinho em H2. Como

G é 3-regular, v não pode ter dois vizinhos em H1 e dois em H2. Para cada v ∈ S,

remova a aresta de v para um membro de {H1, H2} onde v tem somente um vizinho.

Estas κ(G) arestas quebram todos os caminhos de H1 para H2, exceto no caso

apresentado na Figura 2.10 onde um caminho pode entrar em S via v1 e sair de S

via v2. Neste caso, removemos a aresta para H1 para ambos v1 e v2 para quebrar

todos os caminhos de H1 para H2 através de {v1, v2}.

H1 H2v1

v2

S

Figura 2.10: Ilustração do Teorema 5.

Dado um grafo G = (V (G), E(G)), um subconjunto de arestas M ⊆ E(G) é

chamado um emparelhamento de G se qualquer par de arestas de M não é adjacente

em G. Se todo vértice de G tem uma aresta de M incidente a ele, M é chamado

um emparelhamento perfeito (veja a Figura 2.11). Um k-fator de G é um subgrafo

gerador k-regular de G. Nós dizemos que G é k-fatorável se existem k-fatores dis-

juntos em arestas H1, H2, . . . , Hl tal que G = H1 ∪ H2 ∪ . . . ∪ Hl. Observe que

um emparelhamento perfeito é um 1-fator. Assim, por exemplo, na Figura 2.11, os

emparelhamentos perfeitos H1, H2 e H3 são 1-fatores disjuntos em arestas do grafo

completo bipartido K3,3. Porque K3,3 = H1 ∪H2 ∪H3, o grafo K3,3 é 1-fatorável.

Dizemos que um grafo conexo G é uma árvore se G não contém ciclos. Em uma

árvore T = (V (T ), E(T )) existe um único caminho entre qualquer par de vértices

v, w ∈ V (T ). Dizemos que uma árvore T é uma árvore geradora de um grafo G se

T é um subgrafo gerador de G (veja a Figura 2.12).

Dois grafos G = (V (G), E(G)) e H(V (H), E(H)) são idênticos ou iguais, deno-

tado por G = H, se V (G) = V (H) e E(G) = E(H). Se dois grafos são idênticos,
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(a) H1 (b) H2 (c) H3

Figura 2.11: Uma 1-fatorização do K3,3: decomposição do K3,3 em três emparelha-

mentos perfeitos disjuntos em arestas.

ba d

cef

(a) Grafo G

e

f

c

b

a

d

(b) Árvore geradora T de G

Figura 2.12: Árvore geradora de um grafo.

então eles podem ser representados pelo mesmo desenho de grafo.

Dois grafos G e H são chamados de isomorfos se existe uma bijeção ϕ : V (G)→

V (H) tal que u e v são adjacentes em G se e somente se os vértices ϕ(u) e ϕ(v)

são adjacentes em H e, neste caso, dizemos que ϕ é um isomorfismo entre G e H.

Na Figura 2.13, o mapeamento ϕ(1) = b;ϕ(2) = d;ϕ(3) = f ;ϕ(4) = c;ϕ(5) = e e

ϕ(6) = a é um isomorfismo entre G e H.

3

4

1 2

5 6

(a) Grafo G

=a(6)ϕ ϕ

ϕϕ

(1)

(2)

(4)

b=

c=ϕ

d=(5) =e

ϕ(3)=f

(b) Grafo H

Figura 2.13: Grafos isomorfos.

Um automorfismo de um grafo G = (V (G), E(G)) é um isomorfismo de G entre

G e G, o qual pode ser considerado uma permutação α de V (G) que preserva a

adjacência: uv ∈ E(G) se e somente se α(u)α(v) ∈ E(G). Por exemplo, considere o
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grafo da Figura 2.14 (a). A permutação α(1) = 2, α(2) = 3 e α(3) = 1 resulta no

grafo da Figura 2.14 (b) que é o próprio grafo K3 em (a). Observe que as adjacências

são preservadas.

1

2 3

(a)

2

3 1

(b)

Figura 2.14: Um automorfismo no grafo K3.

Dizemos que um grafo G = (V (G), E(G)) é vértice-transitivo se para todo par

de vértices u, v ∈ V (G) existe um automorfismo α que mapeia u para v. Dizemos

que um grafo G = (V (G), E(G)) é aresta-transitivo se para todo par de arestas

uv, xy ∈ E(G) existe um automorfismo α tal que α(u)α(v) = xy. Qualquer grafo

que é vértice e aresta-transitivo é dito ser um grafo simétrico.

Um bom desenho (“good drawing”, do inglês) de um grafo G é um desenho de G

no plano tal que vértices diferentes são desenhados em pontos diferentes do plano,

nenhuma aresta cruza a si mesma, arestas adjacentes não se cruzam, se, porventura,

duas arestas se cruzarem, se cruzam no máximo uma única vez e no seu interior,

nunca nos extremos, arestas não interceptam vértices, exceto quando incidentes

nestes vértices e um cruzamento somente pode ser compartilhado por duas arestas.

Um grafo é dito planar se admite um bom desenho sem cruzamentos de arestas.

Dado um grafo G planar e um desenho D de G no plano sem cruzamentos de

arestas, as arestas de D dividem o plano em regiões. Dizemos que cada uma dessas

regiões é uma face de D (veja a Figura 2.15).

1 2
3

Figura 2.15: Um desenho planar de um grafo G com 3 faces.

A k-ésima potência de um grafo G = (V (G), E(G)) é o grafo Gk no qual o

conjunto de vértices é V (G) e onde quaisquer dois vértices distintos são adjacentes

em Gk se e somente se a distância entre eles em G é de no máximo k. O grafo G2
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é referido como o quadrado de G e o grafo G3 como o cubo de G. Veja um exemplo

de um quadrado de um grafo na Figura 2.16.

uv

x y

zw

k p

(a) G

uv

x y

zw

k p

(b) G2

Figura 2.16: O quadrado de um grafo G. Observe que somente as arestas vp, uk,

xz e yw não estão em G2 porque a distância em G entre os vértices de cada uma

dessas arestas é maior que 2.

Seja G um grafo cúbico conexo e seja v um vértice de G adjacente aos vértices

u, w e z. Definimos uma expansão de v a divisão de v em três vértices dois a dois

adjacentes vu, vw e vz. Obtemos um novo grafo H aplicando uma expansão a todo

vértice de G tal que dois vértices de H são adjacentes se eles tem o mesmo rótulo.

Veja um exemplo na Figura 2.17.

v

u
zw

(a) K4

vu
uv

zw

vw vz

wv

wz
wu zu

uw uz
zv

(b) Expansão sobre K4

Figura 2.17: A operação de expansão sobre K4.

O produto cartesiano de dois grafos simples G e H é o grafo G�H cujo conjunto

de vértices é V (G)×V (H) e cujo conjunto de arestas é o conjunto de todos os pares

(u1, v1)(u2, v2) tal que u1u2 ∈ E(G) e v1 = v2 ou v1v2 ∈ E(H) e u1 = u2. Assim,

para cada aresta u1u2 de G e cada aresta v1v2 de H, existem quatro arestas em

G�H que são (u1, v1)(u2, v1), (u1, v2)(u2, v2), (u1, v1)(u1, v2) e (u2, v1)(u2, v2).
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Na próxima seção, discutimos alguns resultados existentes para o Problema do

Ciclo Hamiltoniano em grafos gerais e depois restrito à classe de grafos Kneser.

2.2 O Problema do Ciclo Hamiltoniano

Dado um grafo G qualquer, decidir se G tem um ciclo hamiltoniano é um proble-

ma NP-Completo [8]. Foi provado ainda que o problema permanece NP-Completo

mesmo quando:

1. G é planar, cúbico, 3-conexo e não tem faces com menos de 5 arestas [9];

2. G é bipartido [10];

3. G é o quadrado de um grafo [11];

4. um caminho hamiltoniano de G é dado como parte da instância [12].

Em 1971, Tutte [13] conjecturou que todos os grafos bipartidos cúbicos eram

hamiltonianos. Porém, Horton apresentou um contra-exemplo em 96 vértices que foi

publicado por Bondy e Murty [14] em 1976 (página 240). Posteriormente, Ellingham

e Horton [15] apresentaram um contra-exemplo em 54 vértices que, até agora, é o

menor contra-exemplo conhecido para a conjectura de Tutte (veja a Figura 2.18).

Figura 2.18: O menor contra-exemplo conhecido para a conjectura de Tutte: um

grafo bipartido cúbico não-hamiltoniano com 54 vértices. As bipartições estão iden-

tificadas pela cor dos vértices.
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O Problema do Ciclo Hamiltoniano pode ser resolvido em tempo polinomial se

G não tem qualquer vértice cujo grau excede a 2 [16]. É também conhecido que o

cubo de um grafo conexo não-trivial sempre tem um ciclo hamiltoniano [17].

O Problema do Ciclo Hamiltoniano em Digrafos também é NP-Completo [8],

mesmo se G é planar e não tem qualquer vértice envolvido em mais de três arcos [18].

Pode, porém, ser resolvido em tempo polinomial se: (1) nenhum grau de entrada

excede 1; (2) nenhum grau de saída excede 1; (3) G é um torneio [19].

Por outro lado, o Problema do Caminho Hamiltoniano também é NP-Completo,

pois pode ser reduzido facilmente do Problema do Ciclo Hamiltoniano [20], mesmo

se G é planar, cúbico, 3-conexo e não tem qualquer face com menos de 5 arestas [20].

Permanece NP-Completo se G é bipartido [20]. Pode, porém, ser resolvido em tempo

polinomial sob as mesmas restrições do Problema do Ciclo Hamiltoniano.

O Problema do Caminho Hamiltoniano em digrafos também é NP-Completo [20].

Os comentários sobre o Problema do Ciclo Hamiltoniano em Digrafos aplicam-se

também a esse caso. As variantes nas quais o vértice inicial, ou o vértice final ou

mesmo ambos são especificados na instância são também NP-Completos [20]. Pode,

porém, ser resolvido em tempo polinomial para digrafos acíclicos [21].

A seguir, apresentamos a classe de grafos Kneser à qual restringimos o estudo

do Problema do Ciclo e Caminho Hamiltonianos.

2.2.1 Grafos Kneser

Seja [n] o conjunto {1, ..., n} e, para 1 ≤ k ≤ n, seja
(

[n]
k

)
a família de todos os

subconjuntos de [n] de tamanho k aos quais nos referimos como k-subconjuntos.

O grafo Kneser (“Kneser graph”, em inglês) K(n, k) tem
(

[n]
k

)
como seu conjunto

de vértices e dois k-subconjuntos são adjacentes se eles são disjuntos. Veja alguns

exemplos de grafos Kneser na Figura 2.19. Quando não houver ambigüidade, para

simplificar a notação, omitiremos as chaves e as vírgulas na notação de conjuntos

nos exemplos ao longo do texto.

Os grafos Kneser têm sido estudados por muitos autores, especialmente por causa

do seu alto grau de simetria. Eles têm origem em uma conjectura combinatorial

formulada por Kneser [4] que estabelece que se os k-subconjuntos de um (2k + r)-

conjunto são divididos em r + 1 classes, então existem dois subconjuntos disjuntos
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Figura 2.19: Exemplos de grafos Kneser.

na mesma classe.

Lovász [5] deu uma prova para a conjectura de Kneser baseada em teoria dos gra-

fos. Ele demonstrou que o grafo Kneser cujos vértices representam os k-subconjuntos

e onde cada aresta conecta dois subconjuntos disjuntos, não é (r + 1)-colorível em

vértices. Assim, por exemplo, para k = 2 e r = 1, obtemos o grafo K(5, 2) que não

é 2-colorível, mas é 3-colorível em vértices, como mostramos na Figura 2.20.

12

34

1523

45 35

25

24

13

14

Figura 2.20: Uma 3-coloração dos vértices do grafo K(5,2) (grafo de Petersen) onde

k = 2 e r = 1.

Observe que K(n, k) tem
(
n

k

)
vértices e é regular de grau

(
n−k
k

)
. Chen mos-

trou que os grafos Kneser são hamiltonianos para n ≥ 3k [22] e, mais tarde, para

n ≥ 2.62 k + 1 [23]. Shields e Savage [24] mostraram que os grafos Kneser são

hamiltonianos para n ≤ 27, com exceção do grafo de Petersen (K(5, 2)).

Neste trabalho, porém, uma classe de grafos contida nos grafos Kneser e conheci-

da por grafos ímpares é, em especial, nosso objeto principal de estudo. Descrevemos

essa classe a seguir.
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2.2.2 Grafos Ímpares

Para n = 2k+1, o grafo Kneser K(2k+1, k) é chamado o grafo ímpar (“odd graph”,

em inglês) [6] e é denotado por Ok. O grafo O1 é um triângulo e o grafo O2 é o

grafo de Petersen (veja a Figura 2.21). Sendo (k + 1)-regular, o grafo ímpar é o

grafo Kneser K(n, ·) de menor grau para qualquer n fixo e ímpar. O grafo Ok tem
(

2k+1
k

)
vértices e k

(
2k+1
k

)
/2 arestas. Portanto, uma computação exata de caminhos

hamiltonianos em Ok não é viável para grandes valores de k já que o número de

vértices de Ok é Ω(k2k) e k = Ω(n). Biggs [6] menciona a seguinte conjectura:

Conjectura 6 (Biggs, 1979 [6]). O grafo ímpar Ok é hamiltoniano para todo k > 2.

1

2 3
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147
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247

136

245

367

124

567

234

156

347
126

357

256

(c) O3

Figura 2.21: Grafos ímpares para k = 1, 2, 3.

Encontrar ciclos ou caminhos hamiltonianos nos grafos ímpares também gera

interesse devido a uma conhecida conjectura de Lovász [25]:

Conjectura 7 (Lovász, 1970 [25]). Todo grafo não-direcionado, conexo e vértice-

transitivo tem um caminho hamiltoniano.

Uma versão da Conjectura 7 estabelece que:

Conjectura 8 (Lovász, 1970 [25]). Todo grafo não-direcionado, conexo e vértice-

transitivo contém um ciclo hamiltoniano com exceção de cinco grafos: o grafo com-

pleto K2 (Figura 2.3 (a)), o grafo de Petersen (Figura 2.22 (a)), o grafo Coxeter
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(Figura 2.22 (c)) e os dois grafos derivados do grafo de Petersen e do grafo Coxeter

por aplicar a operação de expansão a todo vértice (Figuras 2.22 (b) e (d)).

a

f

h

g

d

j

i

b

c

e

(a) Grafo de Petersen

ae

ci

bc bj
ba

ab
af

fh
fa

fi
jb

jh gi

ge
gj

eg
ea

ed

de

dh
dccb cd

ic
if

ig hj
hd

hf

jg

(b) Expansão sobre os vértices do grafo de Petersen

(c) Grafo Coxeter (d) Expansão sobre os vértices do grafo Coxeter

Figura 2.22: Quatro dos cincos grafos vértice-transitivos não hamiltonianos.

Como os grafos ímpares Ok formam uma família de grafos vértice-transitivos,

conexos e (k+ 1)-regular, o estudo de caminhos e/ou ciclos hamiltonianos em grafos

ímpares pode fornecer mais uma evidência para apoiar a Conjectura 7 ou oferecer

um contra-exemplo para ela.

Os grafos O1 e O2 têm caminhos hamiltonianos (veja a Figura 2.23). Balaban [26]

mostrou que O3 e O4 têm caminhos hamiltonianos. Meredith e Lloyd [27] mostra-

ram que O5 e O6 têm caminhos hamiltonianos. Mather [28] mostrou que O7 tem um

caminho hamiltoniano. Shields e Savage [24] usaram uma heurística cuidadosamente

projetada para encontrar caminhos hamiltonianos em Ok para k ≤ 13. De fato, as
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referências anteriores mostram que, para 3 ≤ k ≤ 13, Ok tem não somente um cami-

nho hamiltoniano, mas também um ciclo hamiltoniano. É bem conhecido que o grafo

de Petersen O2 tem um caminho hamiltoniano, mas nenhum ciclo hamiltoniano.

O1 O2

12

34

1523

45
35

25

24

13

14

1

2 3

Figura 2.23: Caminhos hamiltonianos em O1 e em O2.

A seguir, introduzimos a definição de uma classe de grafos conhecida por grafos

Kneser bipartidos. A definição dessa classe de grafos será necessária para estabele-

cermos alguns resultados no Capítulo 3.

2.2.3 Grafos Kneser Bipartidos

O grafo Kneser bipartido (“Kneser bipartite graph”, em inglês), denotado por

B(n, k), tem
(

[n]
k

)
∪
(

[n]
n−k

)
como seu conjunto de vértices e suas arestas represen-

tam a inclusão entre dois subconjuntos, isto é, A ( B onde A é um k-subconjunto

e B é um (k + 1)-subconjunto. Veja, por exemplo, os grafos B(3, 1) e B(5, 2) nas

Figuras 2.24 (a) e (b).

133
2 23

121

(a) B(3, 1)

12
13
14
15
23
24
25
34
35
45

123
124
125
134
135
145
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245
345

(b) B(5, 2)

00011
00101
01001
10001
00110
01010
10010
01100
10100
11000

00111
01011
10011
01101
10101
11001
01110
10110
11010
11100

(c) B(5, 2) em números biná-

rios

Figura 2.24: Grafos Kneser bipartidos B(3, 1) = B1 e B(5, 2) = B2.
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Existe uma correspondência entre os k-subconjuntos e os (n − k)-subconjuntos

de [n] e o conjunto de números binários de n bits com exatamente k 1’s e n− k 0’s.

A correspondência bnbn−1 . . . b1 → {i|bi = 1} é uma bijeção dos números binários

de n bits para os subconjuntos de [n]. Assim, o grafo B(5, 2) da Figura 2.24 (b)

corresponde exatamente ao grafo da Figura 2.24 (c) em uma representação por

números binários de n bits.

Por meio dessa representação por números binários de n bits, podemos ver o

conjunto de vértices de B(n, k) como dois níveis do n-cubo (veja a Figura 2.25 para

um exemplo no grafo Q5). Em particular, se considerarmos os dois níveis no meio do

n-cubo (para n ímpar), então o grafo Kneser bipartido correspondente B(2k+1, k) é

chamado o grafo dos níveis médios (“middle layers graph”, em inglês) que denotamos

por Bk. Dessa forma, os grafos B(3, 1) e B(5, 2) da Figura 2.24 são os grafos dos

níveis médios B1 e B2, respectivamente.

00000

00001 100000010000010 01000

01111 101111111011011 11101

11111

}
}
}
}
}

B(5, 0)

B(5, 1)

B(5, 2) = B2

B(5, 3)

B(5, 4)

00011 010100010100110 01100 01001 100011010011000 10010

00111 110010111001101 01011 11010 100111010111100 10110

Figura 2.25: Q5 em números binários de n bits.

Assim como os grafos ímpares, os grafos Bk também são grafos conexos e vértice-

transitivos. O famoso problema dos níveis médios (“middle levels problem”, em

inglês) pergunta se Bk tem um ciclo ou caminho hamiltoniano. Dejter et al. [29] apre-

sentaram ciclos hamiltonianos em Bk, para k = 9; adicionalmente, Dejter et al. [30]

apresentaram ciclos hamiltonianos em Bk, para 1 ≤ k ≤ 8. Shields e Savage [31]

mostraram que Bk tem ciclos hamiltonianos para 1 ≤ k ≤ 15. Recentemente, Shields

et al. [32] mostraram que Bk tem ciclos hamiltonianos para k = 16, 17.
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É bem conhecido que os n-cubos são hamiltonianos para n > 1 (veja um ciclo

hamiltoniano em Q5 na Figura 2.26). Considere L1 = (0, 1) o caminho hamilto-

niano em Q1 (Figura 2.5). Então os ciclos hamiltonianos dos n-cubos podem ser

construídos recursivamente da seguinte forma: Ln = (0Ln−1, 1
←−−
Ln−1), para n > 1

onde 0Ln−1 (resp., 1
←−−
Ln−1) denota a lista formada a partir de Ln−1 por adicionar

0 (resp., 1) à frente de cada elemento e
←−−
Ln−1 denota o reverso da lista Ln−1. Por

exemplo, L2 = (00, 01, 11, 10) e L3 = (000, 001, 011, 010, 110, 111, 101, 100). Observe

que o primeiro elemento em Ln também difere em exatamente um dígito do último

elemento em Ln. Logo, Ln é um ciclo hamiltoniano. Isso pode ser implementado

eficientemente tal que os elementos sucessivos podem ser gerados, no pior caso, em

tempo constante [33]. Apesar disso, quando o problema é restrito aos dois níveis

médios do n-cubo, ele permanece em aberto.

0

12345

1 532 4

12 241323 34 14 153545 25

123 145234134 124 245 125135345 235

1234 123523451245 1345

Figura 2.26: Um ciclo hamiltoniano em Q5. Representação sem o uso de números

binários.

Agora, estamos prontos para estabelecer a conjectura que tem sido atribuída a

Dejter, Erdos, Trotter e vários outros, mas que mais provavelmente se originou com

Havel [34].

Conjectura 9 (Havel,1983 [34]). O grafo Bk é hamiltoniano para todo k ≥ 1.

Embora as Conjecturas 6 e 9 tenham atraído muita atenção, elas ainda estão,

possivelmente, longe de ser resolvidas. Não é difícil ver que as duas conjecturas
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estão fortemente relacionadas. Por exemplo, se o grafo Kneser K(n, k) tem um

número ímpar t de vértices e A1, A2, A3, . . . , At, A1 é seu ciclo hamiltoniano então

A1, A2, A3, . . . , At−1, At, A1, A2, A3, . . . , At−1, At, A1 é um ciclo hamiltoniano no grafo

Kneser bipartido B(n, k) onde Ai é o complemento de Ai em relação a [n] (veja um

exemplo na Figura 2.27). Geralmente, se um resultado é provado para uma das

duas conjecturas, então um resultado equivalente é provado também para a outra

conjectura. Aparentemente, a Conjectura 9 poderia ser ligeiramente mais fácil de

provar porque, diferentemente de Ok, o grafo Bk é bipartido.

A1 = 1

A3 = 3A2 = 2

(a) O1

A1 = 1 A3 = 3
A2 = 2

A1 = 23
A2 = 13

A3 = 12

(b) B1

Figura 2.27: Construção de um ciclo hamiltoniano em B1 a partir de um ciclo

hamiltoniano em O1. Restrita a Ok ter número ímpar de vértices.

De fato, o grafo Kneser bipartido é também conhecido como o grafo ímpar

duplo (“doubled odd graph”, em inglês) porque Bk pode ser construído a par-

tir de Ok. Seja H um grafo construído a partir de Ok da seguinte forma: seja

V (Ok) = {x1, x2, . . . , xm}. O conjunto de vértices de H consiste de duas cópias de

V (Ok) denotado por S = {y1, y2, . . . , ym} e T = {z1, z2, . . . , zm} e yizj é uma aresta

em H se e somente se xixj é uma aresta em Ok. Modificamos os rótulos dos vértices

de T em H pelo seu complemento em 2k+1: T = {z1, z2, . . . , zm} e obtemos o grafo

Kneser bipartido Bk como ilustrado na Figura 2.28.

x1 = 1

x3 = 3x2 = 2

(a) O1

y1 = 1 y3 = 3y2 = 2

z1 = 1 z2 = 2 z3 = 3

(b) H

y1 = 1 y3 = 3y2 = 2

z1 = 23 z2 = 13 z3 = 12

(c) B1

Figura 2.28: Construção de B1 a partir de O1.

A Conjectura 9 tem sido verificada, através de experimentos computacionais,
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para todo k ≤ 17 [31, 32], enquanto a Conjectura 6 para k ≤ 13 [24]. Kierstead

e Trotter [35] e Duffus et al. [36] encontraram duas 1-fatorizações diferentes de

Bk na esperança de que a união de dois 1-fatores apropriados fornecesse um ciclo

hamiltoniano de Bk. Infelizmente, esse não foi o caso para as duas 1-fatorizações

fornecidas. Porém, usando essas 1-fatorizações Johnson e Kierstead [37] encontraram

uma 2-fatorização explícita de Ok.

Savage e Winkler [38] provaram o seguinte resultado de aproximação para os

grafos Bk:

Teorema 10 (Savage e Winkler, 1995 [38]). O grafo Bk tem um ciclo de compri-

mento de pelo menos: 
1−

(
2(j+1)
j+1

)

22(j+1)


 |V (Bk)|

se para todo i ≤ j, Bi tem um ciclo hamiltoniano.

Sabemos que Bk tem um ciclo hamiltoniano para 1 ≤ k ≤ 17 [31, 32]. Então,

pelo Teorema 10, o grafo Bk para k ≥ 18 tem um ciclo de comprimento de pelo

menos: 
1−

(
2(17+1)

17+1

)

22(17+1)


 |V (Bk)| = 0, 867|V (Bk)|.

Logo, o grafo Bk para k ≥ 18 tem um ciclo com pelo menos 86.7% dos seus

vértices. Esse valor aumenta conforme Bk é provado ser hamiltoniano. Assim, se o

grafo Bk é provado ser hamiltoniano para j ≤ 40, por exemplo, então, para qualquer

k ≥ 41, Bk tem um ciclo contendo pelo menos 91.21% de seus vértices (veja a

Tabela 2.1). Entretanto, observe na Tabela 2.2 que o grafo Ok tem
(

2k+1
k

)
vértices

enquanto o grafo Bk tem 2
(

2k+1
k

)
vértices. Portanto, uma computação exata de

caminhos ou ciclos hamiltonianos em Ok e em Bk não é viável para grandes valores

de k, o que não impede, porém, a existência de um método que reproduza estes

caminhos/ciclos em tempo exponencial.

Horák et al. [39] mostraram que Bk tem uma trilha geradora fechada que passa

no máximo duas vezes por cada vértice. Outros autores tentaram mostrar que Bk

e Ok estão “próximos” de serem hamiltonianos, onde a palavra “próximo” tem sido

interpretada de diversas maneiras diferentes. Primeiro, um ciclo longo em Bk e Ok

foi procurado. Até o momento, o melhor resultado deste tipo é devido a Johnson [40]

que mostrou que Bk contém um ciclo de comprimento (1−o(1)) |Bk| e Ok contém um
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Se Bj é hamiltoniano para Então Bk tem um ciclo de pelo menos

j ≤ 11 0,8380 |V (Bk)|, para k > 11

j ≤ 15 0,8600 |V (Bk)|, para k > 15

j ≤ 17 0,8679 |V (Bk)|, para k > 17

j ≤ 18 0,8714 |V (Bk)|, para k > 18

j ≤ 19 0,8746 |V (Bk)|, para k > 19

j ≤ 20 0,8776 |V (Bk)|, para k > 20

j ≤ 30 0,8990 |V (Bk)|, para k > 30

j ≤ 40 0,9121 |V (Bk)|, para k > 40

Tabela 2.1: Resultado de Aproximação para Ciclos em Bk

k n |V (Bk)| |E(Bk)| |V (Ok)| |E(Ok)|

1 3 6 6 3 3

2 5 20 30 10 15

3 7 70 140 35 70

4 9 252 630 126 315

5 11 924 2.772 462 1.386

6 13 3.432 12.012 1.716 6.006

7 15 12.870 51.480 6.435 25.740

8 17 48.620 218.790 24.310 109.395

9 19 184.756 923.780 92.378 461.890

10 21 705.432 3.879.876 352.716 1.939.938

11 23 2.704.156 16.224.936 1.352.078 8.112.468

12 25 10.400.600 67.603.900 5.200.300 33.801.950

13 27 40.116.600 280.816.200 20.058.300 140.408.100

14 29 155.117.520 1.163.381.400 77.558.760 581.690.700

15 31 601.080.390 4.808.643.120 300.540.195 2.404.321.560

16 33 2.333.606.220 19.835.652.870 1.166.803.110 9.917.826.435

17 35 9.075.135.300 81.676.217.700 4.537.567.650 40.838.108.850

18 37 35.345.263.800 335.780.006.100 17.672.631.900 167.890.003.050

19 39 137.846.528.820 1.378.465.288.200 68.923.264.410 689.232.644.100

20 41 538.257.874.440 5.651.707.681.620 269.128.937.220 2.825.853.840.810

21 43 2.104.098.963.720 23.145.088.600.920 1.052.049.481.860 11.572.544.300.460

22 45 8.233.430.727.600 94.684.453.367.400 4.116.715.363.800 47.342.226.683.700

23 47 32.247.603.683.100 386.971.244.197.200 16.123.801.841.550 193.485.622.098.600

Tabela 2.2: Número de Vértices e Arestas dos Grafos Ok e Bk. Ambos são (k + 1)-

regular.
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ciclo de comprimento (1− o(1)) |Ok| onde o termo de erro o(1) é da forma c√
k

para

alguma constante c. Chen [23] mostrou que os grafos ímpares e os grafos Kneser

bipartidos são hamiltonianos para n ≥ 2.62 k + 1. A densidade de um grafo G é a

razão |E(G)|
|(V (G)

2 )| . Observe que, para n fixo, quanto menor é o parâmetro k, mais densos

são os grafos Kneser K(n, k) e Kneser bipartido B(n, k). Assim, o grafo ímpar Ok

e o grafo Bk são os mais esparsos de todos esses grafos.

No próximo capítulo, mostramos alguns resultados para o problema de caminho

hamiltoniano nos grafos ímpares. Os resultados foram obtidos pelo uso de resultados

existentes para os grafos Bk [31, 32]. O resultado imediato de nossa abordagem é

que Ok tem um caminho hamiltoniano para 14 ≤ k ≤ 17 (os resultados anteriores

constavam que Ok tem um caminho hamiltoniano para k ≤ 13).
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Capítulo 3

Caminhos Hamiltonianos em

Grafos Ímpares1

Neste capítulo, mostramos que Ok tem um caminho hamiltoniano para 14 ≤ k ≤

17. Fazemos isso sem executar diretamente quaisquer heurísticas. Pelo contrário,

utilizamos resultados existentes para o “middle levels problem” [31, 32], relacionando

assim dois problemas fundamentais: encontrar um caminho hamiltoniano no grafo

ímpar Ok e encontrar um ciclo hamiltoniano no grafo Kneser bipartido Bk.

Embora o problema para os grafos Bk permaneça não resolvido, sabemos que Bk

tem ciclos hamiltonianos para alguns valores de k. Shields e Savage [31] mostraram

que Bk tem ciclos hamiltonianos para 1 ≤ k ≤ 15 e Shields et al. [32] mostraram

que Bk também tem ciclos hamiltonianos para k = 16 e 17. Esses resultados foram

baseados em determinar computacionalmente um ciclo hamiltoniano particular P

em um grafo especial chamado reduzido (definido na Seção 3.1) e em como converter

P em um ciclo hamiltoniano em Bk. Neste capítulo, mostramos como converter P

em um caminho hamiltoniano em Ok, conseqüentemente mostrando que Ok tem um

caminho hamiltoniano para 1 ≤ k ≤ 17. Como vimos na Seção 2.2.2, os resultados

anteriores constam que Ok tem um caminho hamiltoniano para k ≤ 13.

Na Seção 3.1, damos duas definições equivalentes para o grafo reduzido, uma

baseada no grafo Bk e outra baseada no grafo ímpar Ok. Na Seção 3.2, mostramos

como obter um caminho hamiltoniano em Ok através de um caminho hamiltoniano

particular no grafo reduzido.

1Resultados publicados em [41].
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3.1 O Grafo Reduzido

Nesta seção, definimos o grafo reduzido como o resultado de uma operação quociente

∼ aplicada ao grafo Bk. Então, provamos que a mesma operação aplicada ao grafo

ímpar Ok resulta no mesmo grafo reduzido. Começamos com algumas definições.

Denote Zn o conjunto {1, . . . , n} com aritmética módulo n. Por todo o restante

deste trabalho consideramos os vértices de Ok e Bk como subconjuntos de Zn e

n = 2k + 1. Definimos dois k-subconjuntos especiais de Zn que são r1 = {1, . . . , k}

e r2 = {2, 4, 6, . . . , n− 1}.

Dado um conjunto v = {v1, v2, . . . , vt} ⊆ Zn e δ ∈ Zn, denote v+δ = {v1 +δ, v2 +

δ, . . . , vt + δ} e denote v = Zn \ v o complemento de v em relação a Zn. Dizemos

que u, v ⊂ Zn satisfazem u ∼ v se (i) u = v+ δ ou (ii) u = v+ δ para algum δ ∈ Zn.

Assim, por exemplo, para k = 2 e n = 5, 15 ∼ 12 pois satisfazem a condição (i)

desde que 12 = 15 + δ onde δ = 1. Da mesma forma, 15 ∼ 123 pois satisfazem a

condição (ii) desde que 15 = 234, então 15 = 123 + δ onde δ = 1. Observe que ∼

é uma relação de equivalência. Nos referimos à classe de equivalência de v definida

por ∼ como σ(v).

Dado um grafo G, definimos o grafo quociente G̃ como o grafo obtido de G por

identificar os vértices que são equivalentes de acordo com ∼. Mais precisamente, os

vértices de G̃ são as classes de equivalência σ(v) para v ∈ V (G) e se uv ∈ E(G), então

σ(u)σ(v) ∈ E(G̃). Para um exemplo aplicado à classe de grafos Kneser bipartidos,

veja os grafos B2 e B̃2 na Figura 3.1. Observe que se uv ∈ E(G) satisfaz u ∼ v,

então o vértice σ(u) ∈ V (G̃) tem um laço, pois σ(u) = σ(v). Assim, na Figura 3.1 o

vértice σ(r1) em B̃2 tem um laço porque, por exemplo, 12 é adjacente a 123 em B2

e σ(12) = σ(123) desde que 12 = 345, então 12 = 123 + δ onde δ = 2 satisfazendo a

condição (ii).

O grafo quociente B̃k é chamado o grafo reduzido. O seguinte lema é provado

como o Lema 1 em [31].

Lema 11 (Shields e Savage, 1999 [31]). Cada classe de equivalência σ(v) de B̃k

consiste de exatamente n = 2k + 1 k-subconjuntos e n (k + 1)-subconjuntos.

Demonstração. Vamos provar que existem exatamente n distintos k-subconjuntos

em cada classe de equivalência σ(v), desde que o complemento em Zn dos n distintos
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σ(r1) σ(r2)

B2 B̃2

r1=12

123

125

15

145
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345

34

234

23

124

14

134

13

135

35

235

25

245

r2=24

Figura 3.1: O grafo Kneser bipartido B2 e o grafo reduzido B̃2.

k-subconjuntos resulta em n distintos (k + 1)-subconjuntos.

Para essa prova vamos utilizar a representação dos k-subconjuntos como núme-

ros binários de n bits com exatamente k 1’s e (k + 1) 0’s (como na Figura 2.24).

Dada um número binário de n bits X = x1x2 . . . xn, definimos o shift de X, deno-

tado por sh(X), por sh(X) = x2x3 . . . xnx1. Por exemplo, se X = 00011 (veja a

Figura 2.24 (c)) então sh(X) = 00110, sh2(X) = 01100, sh3(X) = 11000 e assim

por diante. Observe que shn(X) = X para qualquer número binário X com n bits.

Por conveniência, podemos pensar em shi(X) como uma rotação de i posições para

a esquerda. Considere que sh0(X) = X e sht+1(X) = sh(sht(X)) para 0 ≤ t ≤ n.

Por meio da representação dos k-subconjuntos por números binários de n bits,

podemos ver que existem, no máximo, n distintos k-subconjuntos em cada classe

de equivalência σ(v) em B̃k. Pois se existem menos subconjuntos em alguma classe

σ(v), então para u ∈ σ(v) existe algum i < n para o qual u = shi(u). Seja g o maior

divisor comum de i e n. Então u consiste de n/g cópias de alguma substring u′ de

comprimento g. Logo, n/g é um fator de ambos k e k + 1 e, portanto, g = n o que

contradiz a hipótese de i < n.

A seguir, provamos o Lema 12 que relaciona Õk e B̃k.

Lema 12. Os grafos quociente Õk e B̃k são isomorfos.

Demonstração. Os vértices de Ok são k-subconjuntos de Zn, com n = 2k + 1, e os

vértices de Bk são os k-subconjuntos e (k + 1)-subconjuntos de Zn. Desde que o
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complemento de um k-subconjunto é um (k+1)-subconjunto, temos V (Õk) = V (B̃k).

Existe uma aresta uv ∈ Ok quando u ∩ v = ∅ e existe uma aresta uv ∈ Bk

quando u ⊂ v. Desde que |u| 6= |v|, ambas afirmações são equivalentes e temos

E(Õk) = E(B̃k).

Observe, por exemplo, que o grafo quociente Õ2 da Figura 3.2 (b) é não somente

isomorfo, mas igual ao grafo quociente B̃2 da Figura 3.1 (b).

r1=12

23

15

34

45 14

25

13

35

24=r2

(a) O2

σ(r1) σ(r2)

(b) Õ2 = B̃2

Figura 3.2: O grafo ímpar O2 e o grafo reduzido Õ2 = B̃2.

Como uma conseqüência da operação quociente aplicada aos grafos ímpares e

aos grafos Kneser bipartidos, observe na Tabela 3.1 que o grafo reduzido B̃k = Õk

tem 2n vezes menos vértices que Bk e n vezes menos vértices que Ok. Assim, por

exemplo, B17 tem 9.075.135.300 vértices, enquanto B̃17 tem 129.644.790 vértices,

que é 70 vezes menor, embora ainda muito grande.

Shields e Savage [31] mostraram que a existência de um caminho hamiltoniano no

grafo reduzido B̃k, começando no vértice σ(r1) e terminando no vértice σ(r2), implica

que Bk é hamiltoniano. Nos referimos a um caminho hamiltoniano começando em

σ(r1) e terminando em σ(r2) como um caminho viável. Usando heurísticas, Shields e

Savage [31] determinaram caminhos viáveis em B̃k para 1 ≤ k ≤ 15. Recentemente,

Shields et al. [32] estenderam este resultado para k ≤ 17.

Na próxima seção, mostramos como um caminho viável no grafo reduzido leva

a um caminho hamiltoniano no grafo ímpar. Utilizaremos os grafos O2 e Õ2 (Fi-

gura 3.2) e também os grafos O3 e Õ3 (Figura 3.3) para exemplificar nosso método.
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367

147

125

r2=135

246

357

146

257

136

247

r1=123

234

345

456

567

167

127

(a) O3

σ(r1)

σ(457)

σ(467)

σ(236)

σ(r2)

(b) Õ3

Figura 3.3: O grafo ímpar O3 e o grafo reduzido Õ3.

30



k n = 2k + 1 |V (Bk)| |V (Ok)| |V (Õk)|

1 3 6 3 1

2 5 20 10 2

3 7 70 35 5

4 9 252 126 14

5 11 924 462 42

6 13 3432 1716 132

7 15 12.870 6435 429

8 17 48.620 24.310 1.430

9 19 184.756 92.378 4.862

10 21 705.432 352.716 16.796

11 23 2704.156 1.352.078 58.786

12 25 10.400.600 5.200.300 208.012

13 27 40.116.600 20.058.300 742.900

14 29 155.117.520 77.558.760 2.674.440

15 31 601.080.390 300.540.195 9.694.845

16 33 2.333.606.220 1.166.803.110 35.357.670

17 35 9.075.135.300 4.537.567.650 129.644.790

18 37 35.345.263.800 17.672.631.900 477.638.700

19 39 137.846.528.820 68.923.264.410 1.767.263.190

20 41 538.257.874.440 269.128.937.220 6.564.120.420

21 43 2.104.098.963.720 1.052.049.481.860 24.466.267.020

22 45 8.233.430.727.600 4.116.715.363.800 91.482.563.640

23 47 32.247.603.683.100 16.123.801.841.550 343.059.613.650

Tabela 3.1: Número de Vértices dos Grafos Ok, Bk e Õk = B̃k

3.2 Caminhos Hamiltonianos no Grafo Ímpar

Antes de mostrarmos como obter um caminho hamiltoniano em Ok através de um

caminho viável em Õk, vamos primeiro examinar a estrutura dos subgrafos de Ok

induzida por σ(r1) e σ(r2).

Lema 13. O subgrafo de Ok induzido por σ(r1) é o ciclo r1, r1 + k, r1 + 2k, . . . , r1 +

(n− 1)k.

Demonstração. O ciclo tem n vértices porque k e n = 2k + 1 são primos entre si.

O fato de que os únicos vértices em σ(r1) que são disjuntos de r1 serem r1 + k e

r1 + (n − 1)k = r1 − k segue da definição que r1 = {1, . . . , k}. Veja um exemplo
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na Figura 3.4 onde (12, 45, 23, 15, 34) é o ciclo induzido por σ(r1) = σ(12) no grafo

ímpar O2.

Lema 14. O subgrafo de Ok induzido por σ(r2) é o ciclo r2, r2 + 1, r2 + 2, . . . , r2 +

(n− 1).

Demonstração. Observe que r2 + j é adjacente a r2 + i + j se e somente se r2 é

adjacente a r2 + j. Portanto, é suficiente provar que r2 é somente adjacente a r2 + 1

e a r2 + (n− 1). Lembre-se que r2 = {2, 4, 6, . . . , n− 1} e que Ok tem arestas entre

conjuntos disjuntos. O grafo Ok tem uma aresta entre r2 e r2 + 1, porque r2 contém

somente números pares e r2 + 1 contém somente números ímpares. Não há aresta

entre r2 e r2 + i para um número par i ≤ n − 3 porque n − 1 ∈ r2 ∩ (r2 + i). Não

há aresta entre r2 e r2 + i para um número ímpar i com 3 ≤ i ≤ n − 2 porque

2 ∈ r2 ∩ (r2 + i). Para a conveniência do leitor, um exemplo é apresentado na

Figura 3.4, onde (24, 35, 14, 25, 13) é o ciclo induzido por σ(r2) = σ(24) no grafo

ímpar O2.

12

34

1523

45
35

25

24

13

14

45 23 15 34
+3+3 +3 +3

r112=

+3

13251435
+1

r224=

+1
+1+1+1

Figura 3.4: Ciclos induzidos por σ(r1) e σ(r2) no grafo ímpar O2.

A seguir, estudamos a relação entre adjacências em Õk e adjacências em Ok.

Lema 15. Se existe uma aresta σ(u)σ(v) em Õk, então existe um emparelhamento

perfeito entre os vértices de σ(u) e os vértices de σ(v) em Ok.

Demonstração. Se σ(u)σ(v) ∈ E(Õk), então existem dois vértices u′ ∈ σ(u) e

v′ ∈ σ(v) que são adjacentes em Ok. Podemos formar um emparelhamento per-

feito emparelhando u′+ i com v′+ i para 1 ≤ i ≤ n. Por exemplo, veja na Figura 3.5

o emparelhamento perfeito em O2 formado da aresta entre σ(r1) e σ(r2) em Õ2

(Figura 3.2 (b)).

O seguinte lema é uma conseqüência imediata do Lema 15 e mostra como cons-

truir caminhos disjuntos em Ok usando um caminho em Õk.
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u′ = 12

u′+ 1 = 23

u′+ 2 = 34

u′+ 3 = 45

u′+ 4 = 15

35 = v′

14 = v′+ 1

25 = v′+ 2

13 = v′+ 3

24 = v′+ 4

σ(r1) σ(r2)

12

34

1523

45
35

25

24

13

14

Figura 3.5: Emparelhamento perfeito em O2 resultado da aresta entre σ(r1) e σ(r2)

em Õ2.

Lema 16. Se existe um caminho P = (p1, . . . , pm) em Õk, então Ok tem n caminhos

disjuntos Pi = (q1 + (i− 1), . . . , qm + (i− 1)), para 1 ≤ i ≤ n, tal que qj ∈ pj, para

1 ≤ j ≤ m.

Por exemplo, considere o caminho P = (σ(r1), σ(457), σ(236)) em Õ3 destacado

na Figura 3.6 (b). A partir de P , definimos n = 7 caminhos disjuntos em O3

(Figura 3.6 (a)):

P1 = (123, 457, 236);

P2 = (234, 156, 347);

P3 = (345, 267, 145);

P4 = (456, 137, 256);

P5 = (567, 124, 367);

P6 = (167, 235, 147);

P7 = (127, 346, 125).

Para construir um caminho hamiltoniano em Ok, concatenamos adequadamente

todos os n caminhos disjuntos obtidos a partir de um caminho viável em Õk da ma-

neira descrita pelo Lema 16. Então, criteriosamente, escolhemos algumas arestas dos

ciclos induzidos por σ(r1) e σ(r2) (Lemas 13 e 14) para conectar os n caminhos em

um único caminho hamiltoniano. Por exemplo, considere as arestas do ciclo induzido

por σ(r1) na Figura 3.7. Podemos utilizar a aresta {123, 567} para conectar os ca-

minhos disjuntos P1 e P5 em O3 obtendo o caminho (367, 124, 567, 123, 457, 236). Da

mesma forma, a aresta {234, 167} conecta os caminhos P2 e P6 e a aresta {345, 127}

conecta P3 e P7. Observe, porém, que as arestas do ciclo induzido por σ(r1) não

podem conectar todos os caminhos P1, . . . , P7 de modo que o resultado seja sempre
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467
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P1

P2

P4

P5

P6

P7

P3

r1=123

234

345

456

567

167

127

457

156

267

137

124

235

346

(a) Os n = 7 caminhos disjuntos em O3 resultantes de P em Õ3.

σ(r1)

σ(457)

σ(467)

σ(236)

σ(r2)

(b) Caminho P = (σ(r1), σ(457), σ(236)) em Õ3.

Figura 3.6: Um caminho no grafo Õ3 resulta em n = 7 caminhos disjuntos em O3.

Arestas não usadas estão cinzas.

34



457

156

267

137

124

235

346

467

157

126

237

134

245

356

236

347

145

256

367

147

125

r2=135

246

357

146

257

136

247

P1

P2

P4

P5

P6

P7

P3

r1=123

234

345

456

567

167

127

(a) Os n = 7 caminhos disjuntos em O3 resultantes de P em Õ3.

σ(r1)

σ(457)

σ(467)

σ(236)

σ(r2)

(b) Caminho P = (σ(r1), σ(457), σ(236)) em Õ3.

Figura 3.7: Em (a) os n = 7 caminhos disjuntos em O3 resultantes do caminho

P destacado em (b). Os caminhos em O3 estão conectados por arestas do ciclo

induzido por σ(r1) (linhas pontilhadas). Arestas não usadas estão cinzas.
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um caminho e, por isso, o caminho P4 não é ligado a nenhum outro. E esta é a razão

porque, nesta construção, necessitamos de que o último vértice do caminho viável

seja σ(r2).

Teorema 17. Se existe um caminho viável P = (p1, . . . , pm) em Õk, então existe

um caminho hamiltoniano em Ok.

Demonstração. Dado um caminho Q, denotamos por
←−
Q o caminho Q atravessado do

último para o primeiro vértice. Dados dois caminhosQ1 e Q2 sem vértices em comum

e o último vértice de Q1 sendo adjacente ao primeiro vértice de Q2, denotamos por

Q1 ◦Q2 o caminho obtido por percorrer os vértices de Q1 seguidos pelos vértices de

Q2.

Pela definição de caminho viável, P = (p1, . . . , pm) é hamiltoniano em Õk, m =

|V (Ok)|/n, p1 = σ(r1) e pm = σ(r2). Pelo Lema 16, para 1 ≤ i ≤ n, existem n

caminhos disjuntos Pi da seguinte forma: Pi = (q1+(i−1), . . . , qm+(i−1)) com q1+

(i− 1) ∈ σ(r1), qm + (i− 1) ∈ σ(r2) e qj + (i− 1) ∈ pj.

Pelo Lema 13 e desde que n = 2k + 1, q1 + i é adjacente a q1 + i+ k. Portanto,
←−−
Pi+1 ◦ Pi+k+1 é um caminho válido. Pelo Lema 14, qm + i é adjacente a qm + i +

1. Portanto, Pi ◦
←−−
Pi+1 é um caminho válido. Conseqüentemente, o seguinte é um

caminho válido: Qi = Pi ◦
←−−
Pi+1 ◦ Pi+k+1 ◦

←−−−−
Pi+k+2, onde

Pi = (q1 + (i− 1), . . . , qm + (i− 1))
←−−
Pi+1 = (qm + i, . . . , q1 + i)

Pi+1+k = (q1 + i+ k, . . . , qm + i+ k)
←−−−−
Pi+k+2 = (qm + i+ k + 1, . . . , q1 + i+ k + 1).

A idéia para concluir a prova é construir um caminho hamiltoniano Q1 ◦ Q3 ◦

Q5 ◦ . . .. Esta construção é ilustrada na Figura 3.8. A seguir, discutimos dois casos

separados, k par e k ímpar, que têm condições diferentes para definir o fim do

caminho.

Se k é par, então mostramos que Rpar = Q1◦Q3◦ . . .◦Qk−1 é um caminho válido.

Pelo Lema 13, o último vértice de Qi, q1 + i + 1 + k, é adjacente a q1 + i + 1, o

primeiro vértice de Qi+2, desde que Pi+2 = (q1 + i+1, . . . , qm+ i+1). Também, Rpar

contém Pi ou
←−
Pi , para i ∈ {1, . . . , 2k+ 1} \ {k+ 1}. Para incluir o caminho que está
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P1

←−
P2 P3

←−
P4 Pk+2

←−−−
Pk+3 Pk+4

←−−−
Pk+5

. . . . . .

q1

qm

σ(r1) :

σ(r2) :

q1+1

qm+1

q1+2

qm+2

q1+3

qm+3

q1+4

qm+k+1 qm+k+2 qm+k+3 qm+k+4

q1+k+1 q1+k+4

Q1

qm+k

←−−−
Pk+1

q1+k

Pn

qm+n−1

q1+n−1

Figura 3.8: Construção do caminho hamiltoniano em Ok com Q1 destacado.

faltando Pk+1, definimos o caminho hamiltoniano em Ok como Hpar = Rpar ◦ Pk+1.

Veja a Figura 3.9 para um exemplo deste caso.

Se k é ímpar, então o mesmo argumento mostra que Rimpar = Q1 ◦Q3 ◦ . . .◦Qk−2

é um caminho válido. No caso ímpar, Rimpar contém Pi ou
←−
Pi , para i ∈ {1, . . . , 2k+

1} \ {k, k + 1, 2k + 1}. Para incluir os caminhos que estão faltando, definimos o

caminho hamiltoniano em Ok como Himpar = Rimpar ◦Pk ◦
←−−
Pk+1 ◦P2k+1. Observe que

a Figura 3.8 ilustra a construção de Himpar. A construção completa de um caminho

hamiltoniano em O3 é ilustrada na Figura 3.10 onde:

Rimpar = Q1 = P1 ◦
←−
P2 ◦ P5 ◦

←−
P6

Himpar = Rimpar ◦ P3︸︷︷︸
Pk

◦
←−
P4︸︷︷︸
←−−−
Pk+1

◦ P7︸︷︷︸
P2k+1

.

P1

P2P4

P3

P5

Rpar = Q1 = (12, 35)
︸ ︷︷ ︸

◦ (14, 23)
︸ ︷︷ ︸

◦ (45, 13)
︸ ︷︷ ︸

◦ (24, 15)
︸ ︷︷ ︸

←−
P2P1 P4

←−
P5

Hpar = Rpar ◦ (34, 25)
︸ ︷︷ ︸

Pk+1 = P3

r1=12

23

15

34

45 14

25

13

35

24=r2

σ(r1) σ(r2)

˜O2

O2

Figura 3.9: Exemplo do Teorema 17: caso em que k é par. À direita: Caminho

viável em Õ2. À esquerda: caminho hamiltoniano em O2.
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(a) Caminho hamiltoniano em O3. Arestas não usadas estão cinzas.

σ(r1)

σ(457)

σ(467)

σ(236)

σ(r2)

(b) Caminho hamiltoniano viável em

Õ3. Arestas não usadas estão cinzas.

r1=123

r2=246 357

234 567

136 247

167345

146 257 135

456 127

P1

P2

P3
P7

P4

P5

P6

(c) Vértices em σ(r1) e σ(r2) e caminhos

P1, P2, . . . , P7 usados na construção do

caminho hamiltoniano em O3. Arestas

dos laços em σ(r1) e σ(r2) estão ponti-

lhadas.

Figura 3.10: Em (a) o caminho hamiltoniano em O3 resultado do caminho viável

em (b). Em (c) os vértices em σ(r1) e σ(r2) e os caminhos usados na construção do

caminho hamiltoniano em O3 em (a).
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É natural perguntar se um ciclo hamiltoniano em Ok pode ser construído a partir

de um ciclo hamiltoniano em Õk. Através de uma heurística, encontramos inúmeros

ciclos hamiltonianos em Õ4 que, em sua maioria, resultam em ciclos hamiltonianos

em O4. Em alguns casos, porém, isso não acontece. Veja, por exemplo, o ciclo

hamiltoniano em Õ4 na Figura 3.11 (a). A idéia para construir um ciclo hamiltoniano

em O4 é similar à idéia utilizada no Teorema 17 e é ilustrada na Figura 3.11 (b).

Primeiro, escolhemos arbitrariamente um vértice A de Õ4 e um vértice u de O4

tal que u ∈ A. Pelo Lema 15, se AB ∈ Õ4 então existe v ∈ B tal que uv ∈ O4.

Então, gradativamente construímos um ciclo em O4 por escolher um vértice que seja

adjacente ao vértice anterior selecionado. Observe, por exemplo, na Figura 3.11 que,

desde que primeiro escolhemos o vértice 1234, precisamos selecionar o vértice 5679

contido no vértice seguinte no ciclo em Õ4. A seguir, 1238 é selecionado e assim

por diante. Esperançosamente, o ciclo termina depois de visitar todos os vértices

do grafo resultando em um ciclo hamiltoniano. Neste caso, porém, o resultado é um

subgrafo gerador de O4 composto por três ciclos disjuntos (veja a Figura 3.12).

No próximo capítulo, apresentamos uma interpretação para “próximo” de ser

hamiltoniano e, conforme essa interpretação, mostramos o quanto os grafos ímpares

estão próximos de serem hamiltonianos.
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˜O4

σ(4789)

σ(1256)

σ(3479)σ(1268)σ(3579)σ(1248)σ(3569)

σ(1478)

σ(2356)

σ(1234) σ(5679) σ(1238) σ(4579) σ(1236)

(a) Um ciclo hamiltoniano em Õ4. Arestas não usadas estão cinzas.

4789

1478

2356

5679 1238 12364579

34793569 12681248 3579

1256

1234

˜O4

23461789 5789

(b) Idéia para construção de um ciclo hamiltoniano em O4: desde que

o vértice 1234 foi primeiro escolhido, o vértice 5679 contido no vértice

seguinte no ciclo em Õ4 deve ser selecionado para compor o ciclo em O4.

A seguir, 1238 é selecionado e assim por diante.

Figura 3.11: Em (a) um ciclo hamiltoniano em O4. Em (b) ilustração da idéia para

construir um ciclo hamiltoniano em O4.
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17892346578912463789145623781469357824691578236914572389

4567 1389 2456 1378 4569 1237 4589 1367 2459 1368 2457 3689 1247 5689

5678 1249 3567 2489 1567 2348 1569 2478 1356 2479 3568 1479 2358 1679

1289 3457 1689 2357 1489 2567 3489 1257 4689 1357 2689 1347 2568 1349

23451678234915682347158923671458237914682359146725893467

3456 2789 1345 2679 3458 1269 3478 2569 1348 2579 1346 2578 1369 4578

12394568127934681259367814592368157924681379245836791245

6789 1235 4678 1359 2678 3459 1267 3589 2467 1358 4679 1258 3469 1278

O4

1234 5679 1238 4579 1236 4789 1256 3479 1268 3579 1248 3569 1478 2356

Figura 3.12: Resultado do ciclo hamiltoniano em Õ4 apresentado na Figura 3.11 (a):

um subgrafo gerador de O4 composto de três ciclos disjuntos.
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Capítulo 4

Prisma Hamiltoniano sobre os

Grafos Ímpares1

No Capítulo 2, vimos uma possível interpretação para a expressão “próximo” de

ser hamiltoniano. Outra interpretação é fornecida em [1] onde uma hierarquia de

grafos é introduzida. Um passeio gerador fechado onde cada vértice é atravessado

no máximo q vezes é chamado um q-passeio, e uma árvore geradora de grau máximo

q é uma q-árvore. Assim, nesta terminologia, um ciclo hamiltoniano é um 1-passeio

e um caminho hamiltoniano é uma 2-árvore. Foi provado em [1] que qualquer grafo

com uma q-árvore tem um q-passeio e que um q-passeio garante a existência de uma

(q + 1)-árvore. Combinando os dois resultados, obtemos:

1-passeio (ciclo hamiltoniano) =⇒ 2-árvore (caminho hamiltoniano) =⇒ 2-passeio

=⇒ 3-árvore =⇒ 3-passeio =⇒ . . .

O prisma sobre um grafo G é o produto cartesiano G�K2 de G com o grafo

completo em dois vértices. Conseqüentemente, o prisma sobre G consiste de duas

cópias de G com um 1-fator unindo os vértices correspondentes. Por exemplo, veja

na Figura 4.1 o prisma sobre os grafos O1, K4 e O2.

Foi mostrado em [2] que a propriedade de ter um prisma hamiltoniano está

“sanduichado” entre a existência de uma 2-árvore e a existência de um 2-passeio.

Assim,

2-árvore =⇒ prisma hamiltoniano =⇒ 2-passeio (4.1)

1Resultados submetidos [42].
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(a) Prisma sobre O1 (b) Prisma sobre K4 (c) Prisma sobre O2

Figura 4.1: Prisma sobre os grafos O1, K4 e O2.

Neste sentido, grafos que têm um prisma hamiltoniano estão próximos de serem

hamiltonianos, mesmo mais próximos que grafos que tem um 2-passeio.

Agora, vamos nos deter um pouco mais na expressão 4.1. Se um grafo G tem

um caminho hamiltoniano (2-árvore), então construímos um ciclo hamiltoniano no

prisma sobre G unindo o caminho hamiltoniano em cada cópia do grafo através de

duas arestas de K2 (veja a Figura 4.2). Por outro lado, um ciclo hamiltoniano no

prisma sobre G não implica um caminho hamiltoniano em G. Observe na Figura 4.3

que o prisma sobre o grafo bipartido completo K2,4 é hamiltoniano, muito embora

não exista um caminho hamiltoniano (2-árvore) em K2,4 pois a diferença entre o

tamanho das duas bipartições é maior que 1.

(a) Caminho hamiltoniano em O1. (b) Ciclo hamiltoniano no prisma sobre O1.

Figura 4.2: Construção de um ciclo hamiltoniano no prisma sobre O1 através de um

caminho hamiltoniano em O1: cada cópia de O1 em (b) tem destacado o caminho

hamiltoniano em (a) que são unidos por duas arestas de K2 no prisma.

Ainda na expressão 4.1, a partir de um ciclo hamiltoniano no prisma sobre um

grafo G vamos construir um 2-passeio em G: use a mesma ordem dos vértices que

aparecem em um ciclo hamiltoniano no prisma sobre G, conforme ilustramos na

Figura 4.4. Observe que o 2-passeio corresponde às arestas das duas cópias de G

que estão no ciclo hamiltoniano. Por outro lado, o grafo G da Figura 4.5 (a) tem

um 2-passeio, porém o prisma sobre G não é hamiltoniano. Observe na Figura 4.5

(b) que os vértices a1, d1, f1, a2, d2 e f2 têm grau 2. Portanto, para que o grafo
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seja hamiltoniano, todas as arestas incidentes a esses vértices têm de estar no ciclo

(arestas destacadas). No entanto, não é possível formar um ciclo hamiltoniano

contendo todas essas arestas.

Em [39] foi provado que para todo k ≥ 1, o prisma sobre o grafo Bk é hamilto-

niano. Nosso principal resultado neste capítulo estabelece o mesmo resultado para

os grafos ímpares quando k é par:

Teorema 18. O prisma sobre o grafo ímpar Ok, k ≥ 2, k par, é hamiltoniano.

Observação 19. Como vimos na Seção 2.2 e no Capítulo 3, Ok tem um ciclo ou

caminho hamiltoniano para k ≤ 17 o que, de fato, implica que o prisma sobre Ok é

hamiltoniano. Assim, é suficiente provar o Teorema 18 para k > 17.

A técnica usada na prova do Teorema 18 não pode ser usada para provar que

o grafo Ok tem um prisma hamiltoniano quando k é ímpar. Neste caso, podemos

apenas mostrar que Ok tem não somente um 2-passeio, mas também uma 2-trilha,

ou seja, um 2-passeio que não repete arestas.

4.1 Preliminares

Nesta seção, introduzimos alguma notação, noções, e estabelecemos resultados

de [36, 39] e [37] que serão frequentemente usados para provar o resultado prin-

cipal deste capítulo. A idéia principal da prova é mostrar que Ok contém um sub-

grafo gerador cúbico 3-conexo desde que foi mostrado em [43] (mais tarde também

em [44]) que todo grafo cúbico 3-conexo tem um prisma hamiltoniano. Construímos

tal subgrafo usando uma adequada projeção Π de um subgrafo de Bk. Portanto,

começamos com a definição desta projeção Π.

Seja A um vértice de Bk. Então Π(A) = A se A é um k-subconjunto e Π(A) = A

se A é um (k+1)-subconjunto. A projeção de uma aresta e = AB em Bk é induzida

pela projeção de seus extremos, ou seja, Π(e) = Π(A)Π(B). A projeção Π(G) de

um subgrafo G de Bk é obtida por aplicar Π a todos os vértices e arestas de G.

Por exemplo, suponha que A é um vértice em B2 (veja a Figura 4.6). Se A = 12,

então Π(A) = 12. Porém, se A = 123, então Π(A) = 45 pois Zn = {1, 2, 3, 4, 5} em

B2. Assim, para cada vértice A e aresta e em Bk, Π(A) e Π(e), é um vértice e uma
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(a) K2,4 (b) Um ciclo hamiltoniano no prisma sobreK2,4.

Figura 4.3: O prisma sobre K2,4 é hamiltoniano porém K2,4 não tem caminho ha-

miltoniano pois a diferença entre o tamanho das duas bipartições é maior que 1.

u

xyv

(a) K4.

G1

G2

u1

y1
v1

x1

u2

x2v2
y2

(b) Um ciclo hamiltoniano no prisma sobre K4: C = (u2, y2, v2, x2,

x1, y1, v1, u1, u2). Arestas não usadas estão cinzas.

Figura 4.4: Construção de um 2-passeio em K4 através de um ciclo hamiltoniano no

prisma sobre K4. Em (b), para facilitar o entendimento, chamamos de G1 e G2 as

duas cópias do K4 usadas para formar o prisma (e assim também os vértices estão

nomeados com o mesmo índice do grafo). Um 2-passeio em K4 é obtido removendo-

se os índices dos vértices em C: (u, y, v, x, y, v, u).
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aresta em Ok, respectivamente. O objetivo é obter um subgrafo em Ok a partir de

um subgrafo de Bk. Como Ok não tem (k + 1)-subconjuntos, a projeção Π leva os

(k + 1)-subconjuntos de Bk a k-subconjuntos através de seus complementos em Zn.

Seja C um ciclo em Bk. Então Π(C) é um ciclo em Ok se e somente se não existe

vértice A em C tal que A também está em C. Caso contrário, porque Π(A) = Π(A)

temos um 2-passeio em Π(C). Observe, por exemplo, o ciclo destacado na Figura 4.6.

Quando aplicamos a projeção Π sobre C, obtemos um 2-passeio, pois a primeira

metade de C, isto é (12, 123, 23, 234, 34), contém o complemento de todos os vértices

na segunda metade de C que é (345, 45, 145, 15, 125).

Construímos o subgrafo gerador cúbico desejado em Ok aplicando Π sobre em-

parelhamentos modulares de Bk. O conceito de emparelhamento modular foi intro-

duzido em [36]. Para todo k-subconjunto A de Zn e i ∈ {1, 2, . . . , k+ 1}, o empare-

lhamento modular mi tem arestas A,A ∪ {aj}, onde j ≡ (i +
∑
a∈A

a) (mod k + 1) e

aj é o j-ésimo maior elemento em A. Para um exemplo, veja os emparelhamentos

modulares em B2 na Figura 4.7. Observe que B2 tem 3 emparelhamentos modulares

desde que k = 2 e (k + 1) = 3. Para a conveniência do leitor, ilustramos o cálculo

das arestas em m1,m2 e m3 para o conjunto A = 12 na Tabela 4.1. Em m1, j é

1 e, portanto, devemos selecionar o primeiro maior elemento em A = 345, obtendo

assim a aresta {12, 125}. Em m2, j é 2 e, por isso, o segundo maior elemento de A

é escolhido, resultando na aresta {12, 124}.

i
∑
a∈A
a i+

∑
a∈A
a j aj Aresta em mi

1 3 4 1 5 {12, 125}

2 3 5 2 4 {12, 124}

3 3 6 3 3 {12, 123}

Tabela 4.1: Os três emparelhamentos modulares para o conjunto A = 12 em B2.

Em [36] foi mostrado que os emparelhamentos modulares m′is, i = 1, ..., k+1 são

emparelhamentos perfeitos e formam uma 1-fatorização de Bk. Ao trabalhar com

os elementos de Zn, os compreenderemos ordenados ciclicamente, com 1 sendo o

sucessor de 2k+1. Toda computação feita módulo k+1 tomará resíduo do conjunto

{1, 2, . . . , k + 1}.

Através das 1-fatorizações de Bk resultantes dos emparelhamentos modulares,
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a

b

dcef

(a) 2-passeio em G: (a, b, c, d, c, e, f, e, b, a).

a1

b1

f1 e1 c1 d1

a2

b2

f2 e2 c2 d2

(b) O prisma sobre G não é hamiltoniano.

Desde que os vértices a1, f1, f2, d1 e d2 tem

grau 2, as arestas pretas obrigatoriamente es-

tão em um ciclo hamiltoniano no grafo. Po-

rém, não é possível encontrar um ciclo que

contenha todas estas arestas.

Figura 4.5: Um exemplo de que um 2-passeio não implica um prisma hamiltoniano.

Em (b) nomeamos os vértices com o mesmo índice da cópia de G.

123 = Π−1(45)

124 = Π−1(35)

125 = Π−1(34)

134 = Π−1(25)

135 = Π−1(24)

145 = Π−1(23)

234 = Π−1(15)

235 = Π−1(14)

245 = Π−1(13)

345 = Π−1(12)

12

13

14

15

23

24

25

34

35

45

Figura 4.6: Um ciclo C = (12, 123, 23, 234, 34, 345, 45, 145, 15, 125) em B2 (arestas

pretas) cuja projeção Π(C) = (12, 45, 23, 15, 34, 12, 45, 23, 15, 34) em O2 é um 2-

passeio.
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Johnson e Kierstead [37] encontraram uma 2-fatorização explícita de Ok. O Teo-

rema 20 de Johnson e Kierstead [37] fornece um ingrediente chave para nossa prova.

Teorema 20 (Johnson e Kierstead, 2004 [37]). Seja fi = Π(mi), onde mi é o i-

ésimo emparelhamento modular. Então fi é um 2-fator de Ok e fj = fk+2−j, para

j ∈ {1, 2, . . . , ⌈k+1
2
⌉}, exceto quando k é par e j = k+2

2
. Se k é par e j = k+2

2
,

então fi é um emparelhamento perfeito de Ok. Além disso, para k ímpar e j ∈

{1, 2, . . . , ⌈k+1
2
⌉}, fj’s formam uma 2-fatorização de Ok. Para k par, fj’s formam

uma decomposição de Ok em k
2

distintos 2-fatores e um emparelhamento perfeito.

Em outras palavras, o Teorema 20 diz que a projeção dos (k+1) emparelhamentos

modulares do grafo Bk resulta em uma 2-fatorização de Ok, se k é ímpar. Se k é par,

a projeção resulta em k
2

distintos 2-fatores e um emparelhamento perfeito. Vamos

ilustrar a idéia com exemplos. Suponha que k = 2, então B2 tem (k + 1) = 3

emparelhamentos modulares. Assim, segundo o Teorema 20, a projeção de m1 é

igual a projeção de m3, ou seja, Π(m1) = Π(m3). Além disso, Π(m1) é um 2-fator

e Π(m2) é um emparelhamento perfeito em O2, conforme ilustramos nas Figura 4.8

e 4.9.

Agora, suponha que k = 3, entãoB3 tem (k+1) = 4 emparelhamentos modulares.

Segundo o Teorema 20, Π(m1) = Π(m4) e Π(m2) = Π(m3) (como ilustrado na

Figura 4.10 (a)). Como Π(m1) e Π(m2) são 2-fatores distintos de O3, eles formam

uma 2-fatorização de O3.

Observe que, conforme o Teorema 20, a projeção de m1 é igual a projeção de

mk+1, a projeção de m2 é igual a projeção de mk, a projeção de m3 é igual a projeção

de mk−1 e assim por diante. Ilustramos essa idéia em um esquema na Figura 4.10

para k = 3, 4.

Embora a próxima afirmação esteja implícita no Teorema 20, a formulamos como

o Corolário 21, pois será freqüentemente usada. Sejam A e B dois k-subconjuntos tal

que e = AB é uma aresta em Bk. Dizemos que a aresta AB é a aresta complementar

de e, denotada por e.

Corolário 21. Seja e uma aresta em Bk tal que e ∈ mi, então e ∈ mk+2−i. Em

particular, e e sua aresta complementar e pertencem ao mesmo emparelhamento

modular se e somente se k é par e i = k+2
2

.
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(a) m1

12

13

14

15

23

24

25

34

35

45

123

124

125

134

135

145

234

235

245

345

(b) m2

12

13

14

15

23

24

25

34

35

45

123

124

125

134

135

145

234

235

245

345

(c) m3

Figura 4.7: Os três emparelhamentos modulares em B2.

12

13

14

15

23

24

25

34

35

45

123 = Π−1(45)

124 = Π−1(35)

125 = Π−1(34)

134 = Π−1(25)

135 = Π−1(24)

145 = Π−1(23)

234 = Π−1(15)

235 = Π−1(14)

245 = Π−1(13)

345 = Π−1(12)

(a) f1 = Π(m1)

12

13

14

15

23

24

25

34

35

45

123 = Π−1(45)

124 = Π−1(35)

125 = Π−1(34)

134 = Π−1(25)

135 = Π−1(24)

145 = Π−1(23)

234 = Π−1(15)

235 = Π−1(14)

245 = Π−1(13)

345 = Π−1(12)

(b) f3 = Π(m3)

Figura 4.8: Um 2-fator em O2: a projeção de m1 em (a) e a projeção de m3 em

(b) resultam no mesmo 2-fator em O2 (Figura 4.9 (b)). Por exemplo, a projeção

das arestas {34, 234} e {15, 145} de m1 resulta em {34, 15} e {15, 23}. Porém, a

projeção das arestas {15, 125} e {23, 234} de m3 resulta nas mesmas arestas {15, 34}

e {23, 15} em O2.
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12

13

14

15

23

24

25

34

35

45

123 = Π−1(45)

124 = Π−1(35)

125 = Π−1(34)

134 = Π−1(25)

135 = Π−1(24)

145 = Π−1(23)

234 = Π−1(15)

235 = Π−1(14)

245 = Π−1(13)

345 = Π−1(12)

(a) f2 = Π(m2)

12

34

1523

45
35

25

24

13

14

(b) O2

Figura 4.9: Um emparelhamento perfeito em O2: em (a) a projeção de m3 é um

emparelhamento perfeito em O2. Por exemplo, Π({12, 124}) = Π({35, 345}) que é

igual a {12, 35} em O2. Assim, duas arestas em m2 são projetadas para a mesma

aresta em O2. Em (b) o 2-fator (arestas pretas) da projeção de m1 (Figura 4.8) e o

emparelhamento perfeito (arestas cinzas) em (a).

Π(m1) Π(m2) Π(m3) Π(m4)

=
=

(a) Bk, k = 3 e (k+1) = 4 emparelhamentos

modulares.

Π(m1) Π(m2) Π(m3) Π(m4)

=
=

Π(m5)

(b) Bk, k = 4 e (k+1) = 5 emparelhamentos

modulares.

Figura 4.10: Em (a) Π(m1) = Π(m4) e Π(m2) = Π(m3). Em (b) Π(m1) = Π(m5) e

Π(m2) = Π(m4).

Observe, por exemplo, o grafo B2 na Figura 4.7 (a) e (c). Toda aresta em m1

tem sua aresta complementar em m3 e vice-versa. Assim, por exemplo, a aresta

{12, 125} ∈ m1 e {12, 125} = {345, 34} ∈ m3. Por outro lado, observe na Figura 4.7

(b) que toda aresta em m2 tem seu complemento também em m2. Por exemplo,

{35, 345} ∈ m2 e também {35, 345} = {124, 12} ∈ m2. No contexto do Teorema 20,

isso implica que toda aresta em Π(m2) aparece exatamente duas vezes (Figura 4.9

(a)). E, embora cada aresta apareça exatamente uma vez em Π(m1), ela também

aparece em Π(m3) (Figura 4.8).

Para o próximo lema usaremos uma definição já apresentada no Capítulo 3,

mas que foi aplicada em uma representação por números binários de n bits. Por isso

vamos redefini-la. Seja A = {a1, a2, . . .} um k-subconjunto ou (k+1)-subconjunto de
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Zn, então o shift de A, denotado por sh(A), é o conjunto sh(A) = {a1+1, a2+1, . . .}.

Assim, o shift de A é obtido de A por uma translação de todos os elementos de A

de 1 para a direita. Por exemplo, observe que 234 = sh(123), pois {1 + 1, 2 +

1, 3 + 1} = sh(123). Assim também sh2(123) = 345, sh3(123) = 145 e assim por

diante. Considere que sh0(A) = A e sht+1(A) = sh(sht(A)) para t ≥ 0. Observe

que sh2k+1(A) = A. Como foi mostrado em [36, 39], shi(A) 6= shj(A) para todo

0 ≤ i 6= j ≤ 2k.

Duffus et al. [36] provaram:

Lema 22 (Duffus et al., 1994 [36]). Para qualquer i ∈ {1, . . . , k+ 1}, se uma aresta

AB ∈ mi, então também a aresta sh(A)sh(B) ∈ mi.

Segundo o Lema 22, se a aresta e = {23, 123} ∈ m1 de B2, então todos os

quatro shifts de e também estão em m1. E, de fato, sh(e) = {34, 234}, sh2(e) =

{45, 345}, sh3(e) = {15, 145} e sh4(e) = {12, 125} estão em m1, como podemos

conferir na Figura 4.8 (a).

Os próximos teorema e lema contêm resultados de [39] necessários para a prova

de nosso principal resultado.

Teorema 23 (Horák et al., 2005 [39]). Para i ∈ {1, ..., k + 1}, a união Mi de

emparelhamentos mi,mi+1, e mi+2 é um subgrafo gerador conexo de Bk.

Observe que a projeção de Mi é um subgrafo gerador de Ok. No Corolário 24,

mostramos que esse subgrafo gerador também é conexo.

Corolário 24. Seja Fi = fi ∪ fi+1 ∪ fi+2 = Π(Mi), então Fi é conexo.

Demonstração. Seja A e B dois k-subconjuntos em Fi. Seja A′, B′ subconjuntos em

Mi tal que A = Π(A′) e B = Π(B′). Porque Mi é conexo, existe um caminho P

entre A′ e B′ em Mi. Portanto, Π(P ) é um passeio entre A e B em Fi.

Um segmento em um conjunto A ∈ Zn, denotado por [a, b], é uma seqüência

contígua de elementos de A, onde a e b são o menor e o maior número no segmento,

respectivamente. Desde que compreendemos os elementos de Zn ordenados ciclica-

mente, os elementos 1 e 2k+ 1 são considerados adjacentes e, por isso, um segmento

pode “voltar” ao começo. Por exemplo, para A = 125 ∈ V (B2) (Figura 4.7), os

segmentos de A são [2] e [5, 1].
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Como os mi’s são emparelhamentos perfeitos, a união de quaisquer empare-

lhamentos modulares forma um 2-fator. Observe que um 2-fator em um grafo G

constitui um subgrafo gerador de G composto de um ou mais ciclos. O Lema 25

de Horák et al. [39] apresenta algumas propriedades interessantes sobre os ciclos em

um 2-fator formado por dois emparelhamentos modulares consecutivos mi e mi+1.

Lema 25 (Horák et al., 2005 [39]). Seja C um ciclo no 2-fator mi ∪ mi+1, onde

i ∈ {1, . . . , k + 1} e seja A um conjunto em C. Então:

( i) Para todo 1 ≤ t ≤ 2k, sht(A) também está em C.

( ii) Os conjuntos A, sh(A), . . . , sh2k(A) estão uniformemente distribuídos em C,

ou seja, dC(A, sh(A)) = dC(sht(A), sht+1(A)), onde t ∈ {1, . . . , 2k} e dC de-

nota a distância dos vértices em C.

( iii) Se um conjunto B está no ciclo C e AB ∈ E(Bk), então dC(A,B) = 1 ou

dC(A,B) > dC(A, sh(A)).

( iv) Se A tem t segmentos, então o comprimento de C é 2(2k + 1)(t + δ), onde

δ ∈ {0, 1}.

O ciclo C ∈ m2 ∪m3 em B4, na Figura 4.11, pode ilustrar as propriedades do

Lema 25. Primeiro, observe que todos os shifts do vértice A = 1257 (e de todos os

demais vértices) estão em C conforme a propriedade (i) do Lema 25. Também a

distância em C entre os vértices sht(A) e sht+1(A) é sempre 6 para t ∈ {1, . . . , 2k+1},

onde (2k + 1) = 9. O mesmo acontece para os demais vértices B,D,E, F e G. Isso

ilustra a propriedade (ii). Finalmente, note que e = {2578, 24578} é uma aresta de

B4 mas que não está em C. Assim, dC(2578, 24578) > dC(2578, 3689) conforme a

propriedade (iii).

Como no Teorema 20, agora formularemos um corolário contendo várias afirma-

ções que seguem imediatamente do Lema 25.

Corolário 26. Para quaisquer dois conjuntos A,B em um ciclo C em mi ∪mi+1:

( i) dC(A, sh(A)) = dC(B, sh(B)).

( ii) Ambos os caminhos entre A e sh(A) em C contêm pelo menos um shift de B

para cada vértice B em C.
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Figura 4.11: Um ciclo C de m2 ∪m3 em B4 onde n = 2k + 1 = 9.
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( iii) dC(A,B) = dC(sht(A), sht(B)).

( iv) Para k ≥ 6, o comprimento de C é < 1
4
|Bk|.

Demonstração. (i) Pelo Lema 25 parte (ii), os shifts de cada conjunto A estão

uniformemente distribuídos em C. A propriedade segue do fato de que cada

conjunto tem 2k + 1 shifts distintos em C.

(ii) Segue diretamente da parte (i).

(iii) Para cada conjunto A em C o comprimento dos dois caminhos entre A e sh(A)

em C é dC(A, sh(A)) e 2k.dC(A, sh(A)), respectivamente. Ou seja, A e sh(A)

dividem C em um caminho curto e um caminho longo. Escolhemos uma das

duas orientações cíclicas das arestas de C para a esquerda ou para a direita.

Segue da prova do Lema 25 (i) que, para todo vértice A em C, o caminho

curto entre A e sh(A) é orientado de A para sh(A), ou o caminho longo entre

A e sh(A) é orientado de A para sh(A). Combinar este fato com o Lema 25

(ii) completa a prova.

(iv) Um k-subconjunto ou um (k + 1)-subconjunto A em C tem no máximo k

segmentos. Portanto, pelo Lema 25 (iv), o comprimento de C é no máximo

2(2k + 1)(k + 1). Portanto, 2(2k + 1)(k + 1) < 1
2

(
2k+1
k

)
= 1

4
|Bk|, para k ≥ 6.

4.2 Prova do Resultado Principal

A partir de agora, assumimos que k é um número par. Começamos a seção com três

lemas que serão repetidamente usados na prova. O primeiro contém observações

de [36] e, portanto, sua prova é omitida.

Lema 27. Para cada 0 ≤ t ≤ 2k:

( i) sht(A) = sht(A);

( ii) sht(Π(A)) = Π(sht(A)).

Seja W um ciclo e sejam A,B,C e D vértices em W . Dizemos que a ordem

cíclica dos quatro vértices em W é ABCD se existe um caminho P entre A e D
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em W tal que B está em P entre A e C e C está neste caminho entre B e D assim

como ilustrado na Figura 4.12.

A B C D

W P

Figura 4.12: Ordem cíclica dos quatro vértices A,B,C e D em um ciclo W . O

caminho P está destacado por arestas pretas.

Os emparelhamentos modulares m k

2
,m k

2
+1 e m k

2
+2 de Bk são frequentemente

usados na prova do teorema principal. Portanto, por simplicidade, considere p = k
2
.

Observe que, desta forma, Π(mp) = Π(mp+2) é um 2-fator de Ok e Π(mp+1) é um

emparelhamento perfeito de Ok.

Lema 28. Seja e = AB uma aresta de um ciclo C em mp ∪ mp+1. Se e = AB

também está em C, então a ordem cíclica dos vértices A, B, A e B em C é ABBA.

Demonstração. Introduzimos uma orientação cíclica das arestas em C tal que se

uma aresta e = AB está em mp+1 então e está orientada da seguinte maneira:
−→e = (A,B) onde supomos, sem perda de generalidade, que A é um k-subconjunto

e B é um (k+ 1)-subconjunto. Desta forma, o vértice inicial de cada aresta de mp+1

é um k-subconjunto. Pelo Corolário 21, tanto e = AB quanto e = AB têm ambos

que estar em mp+1. Portanto, a ordem cíclica dos vértices A, A, B e B tem que

ser A,B,B,A porque B é um k-subconjunto e tem que vir antes de A que é um

(k + 1)-subconjunto. Observe o esquema na Figura 4.13.

O próximo lema mostra que, se ambos A e A estão no mesmo ciclo em mp∪mp+1,

então eles não estão “próximos” um do outro.

Lema 29. Seja C um ciclo em mp ∪mp+1 e seja A um conjunto tal que ambos A

e seu complemento A estão em C. Então dC(A,A) > dC(A, sh(A)). Em particular,

denotamos por P e T os dois caminhos disjuntos em arestas entre A e A cuja união

é C. Então, para cada conjunto B em C, existe pelo menos um shift de B em P

e pelo menos um shift de B em T . Além disso, se sh(A) está em P então sh(A)

pertence a T .

Demonstração. Usamos notação de [39]. Para um k-subconjunto A, denotamos por

A(+i) o elemento adicionado a A para obter o (k+1)-subconjunto adjacente a A no
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B

A
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(k + 1)− subconjuntos

k − subconjuntos

mp+1

mp

Figura 4.13: Ilustração do Lema 28: os vértices A e B da aresta e ocorrem no ciclo

C na ordem A,B por causa da orientação cíclica que escolhemos. Da forma como

apresentamos na figura, todo vértice no extremo inferior das arestas (vértices •) é

um k-subconjunto e todo vértice no extremo superior das arestas (vértices ◦) é um

(k+ 1)-subconjunto. Assim, quando e ocorre em C, B que é um k-subconjunto tem

que vir antes de A que é um (k + 1)-subconjunto.

emparelhamento modular mi. Seja D = A ∪A(+(p+ 1)), ou seja, a aresta e = AD

está em mp+1. Então, pelo Corolário 21, a aresta complementar e = AD está em

mp+1. Além disso, desde que A e A estão em C, e também está em C. Pelo Lema 28,

a ordem cíclica dos vértices A,A,D e D é ADDA.

Seja A um k-subconjunto e sejam [aj, bj], j = 1, . . . ,m seus segmentos. Nomea-

mos os segmentos à direita de A(+p) e o segmento [aj, bj] é o primeiro segmento à

direita do segmento [aj−1, bj−1]. Por exemplo, considere o k-subconjunto X = 1236

do grafo B4 que tem segmentos [1, 3] e [6, 6]. No emparelhamento modular m3, ob-

temos X ∪X(+3) = 12346, então nomeamos os segmentos à direita de X(+3) = 4

obtendo 4, [6, 6], [1, 3].

Seja P o caminho entre A e A em C que não contém D e D. Em [39] os autores

mostram que, dado qualquer ciclo C em mp ∪mp+1, o caminho dado abaixo come-

çando em A e seguido por A∪A(+p) (isto é, a primeira aresta do caminho está em

mp) é uma parte de C. Observe que P tem a propriedade porque D não está em

P . Para simplificar a notação, se para algum 1 ≤ i ≤ m, é ai = bi, então fazemos

[ai + 1, bi] = ∅. O começo do caminho P é como segue:

A = {[a1, b1], [a2, b2], . . . , [am−1, bm−1], [am, bm]},

A ∪ A(+p) = {A(+p), [a1, b1], [a2, b2], . . . , [am−1, bm−1], [am, bm]},

{A(+p), [a1 + 1, b1], [a2, b2], . . . , [am−1, bm−1], [am, bm]},

{A(+p), [a1 + 1, b1 + 1], [a2, b2], . . . , [am−1, bm−1], [am, bm]},

{A(+p), [a1 + 1, b1 + 1], [a2 + 1, b2], . . . , [am−1, bm−1], [am, bm]},

{A(+p), [a1 + 1, b1 + 1], [a2 + 1, b2 + 1], . . . , [am−1, bm−1], [am, bm]},
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...

{A(+p), [a1 + 1, b1 + 1], [a2 + 1, b2 + 1], . . . , [am−1 + 1, bm−1 + 1], [am, bm]} = E,

{A(+p), [a1 + 1, b1 + 1], [a2 + 1, b2 + 1], . . . , [am−1 + 1, bm−1 + 1], [am + 1, bm]} = B.

Trivialmente, A não está em P entre A e E, desde que todos os conjuntos lá

contém o elemento bm. Além disso, se A(+p) = bm + 1, então B = sh(A), e a

distância d(A,A) em P é > dC(A, sh(A)).

Caso contrário, se A(+p) 6= bm + 1 então os dois vértices em P que imediata-

mente seguem B são

{A(+p), [a1 +1, b1 +1], [a2 +1, b2 +1], . . . , [am−1 +1, bm−1 +1], [am+1, bm+1]} = F ,

{[a1 + 1, b1 + 1], [a2 + 1, b2 + 1], . . . , [am−1 + 1, bm−1 + 1], [am + 1, bm + 1]} = sh(A).

Portanto, se F 6= A, terminamos com essa parte da prova. Entretanto, se cada

segmento de A fosse um único elemento, isto é, quando ai = bi para todo i = 1, ...,m

e a1− 1 = A(+p) = bm + 2, então F = A. Assim, neste caso a distância d(A,A) em

P seria dC(A, sh(A))− 1.

Agora mostramos que isso não pode acontecer. Provamos que se cada segmento

de A é composto de um único elemento, então A(+p) 6= bm + 2. Para simplificar o

cálculo, assuma primeiro queA = A′ = {1, 3, 5, ..., 2k−1}̇. Assim todos segmentos de

A′ são compostos de um único elemento. Neste caso teríamos d(A′, A′) em P igual a

dC(A′, sh(A′))−1 se e somente se A′(+p) = 2k+1. Pela definição de emparelhamento

modular mp, A′(+p) é o j-ésimo maior elemento de A′, assim teríamos que ter j = 1,

o que significa que A(+p) é o maior elemento de A. Entretanto, j ≡ p +
∑
a∈A′

a

(mod k+ 1) = k
2

+ 1 + 3 + ...+ (2k− 1) (mod k+ 1) = k
2

+ k2 (mod k+ 1) = k
2

+ 1

(mod k + 1) 6= 1 para todo k > 0, assim A′(+p) 6= 2k + 1. Portanto, d(A′, A′) em

P é > dC(A, sh(A)). Em geral, se todos os segmentos de A são compostos de um

único elemento, então A tem que ser um shift de A′, digamos A = sht(A′). Então,

obtemos que em P é d(A,A) = d(sht(A), sht(A)) = d(sht(A), sht(A)) = d(A′, A′) >

dC(A′, sh(A′)) = dC(A, sh(A)). A primeira igualdade segue do Corolário 26, parte

(iii), a segunda do Lema 27, parte (i), enquanto a última igualdade é dada pelo

Corolário 26, parte (i). Concluímos que d(A,A) em P é > dC(A, sh(A)).

Seja T o caminho entre A e A em C que contém D e, portanto, contém também

57



D, porque a ordem cíclica dos vértices A,A,D e D em C é ADDA. Considere o

subcaminho P ′ entre D e D de T. Desde que a primeira aresta de P ′ está em mp,

podemos aplicar a P ′ o resultado acima. O que significa que a distância d(D,D)

em P ′ é > dC(D, sh(D)) = dC(A, sh(A)). Conseqüentemente, a distância d(A,A)

em T é d(D,D)) + 2 > d(A, sh(A)) + 2. Como d(A,A) > dC(A, sh(A)) em ambos

caminhos P e T , concluímos que dC(A,A) > dC(A, sh(A)). O resto do enunciado do

teorema segue do Corolário 26 partes (ii) e (iii).

Antes de provarmos o resultado principal, introduzimos mais uma noção.

Definição 30. Seja C um ciclo em mp∪mp+1 e seja P um caminho em C. Então P

será chamado curto se para cada vértice A em P o caminho P não contém qualquer

shift sht(A) de A para 1 ≤ t ≤ 2k.

Em outras palavras, um caminho P é curto se para qualquer conjunto A o

caminho P contém no máximo um shift de A (A é considerado ser o 0-ésimo shift

de A). Pelo Corolário 26, parte (ii), o comprimento de P é < dC(A, sh(A)) para

qualquer conjunto A em C.

Prova do Teorema 18. Provaremos que o prisma sobre o grafo ímpar Ok, k ≥ 2,

k par, é hamiltoniano. Relembramos que p = k
2

e fi = Π(mi). Seja Mp = mp ∪

mp+1 ∪mp+2 a união dos três emparelhamentos modulares no “meio” do intervalo

1, ..., k + 1. Seja Fp = Π(Mp) = fp ∪ fp+1 ∪ fp+2. Pelo Teorema 20, fp = fp+2

é um 2-fator em Ok e fp+1 é um emparelhamento perfeito de Ok. Isto implica

que Fp = Π(Mp) = Π(mp ∪ mp+1) = fp ∪ fp+1 é um grafo cúbico. Conforme [43]

(veja também [44]), qualquer grafo cúbico 3-conexo tem um prisma hamiltoniano.

Portanto, para provar o teorema, é suficiente mostrar que Fp é 3-conexo em arestas

de acordo com o Teorema 5. Pelo Corolário 24, Fp é conexo. Como uma consequência

imediata, obtemos a seguinte importante propriedade.

Propriedade 31. Seja C um ciclo em mp ∪mp+1. Então existe uma aresta e em

mp tal que Π(e) = DE, D está em Π(C) mas E não está em Π(C).

Demonstração. Como Fp = fp ∪ fp+1, isto é, Fp é uma união de um 2-fator com

um emparelhamento perfeito, cada vértice D em Fp é incidente a duas arestas de

fp e uma aresta de fp+1. Seja D = Π(A). Cada vértice A em C é incidente em
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C com uma aresta de mp, digamos mp(A) = ABA, e uma aresta de mp+1, digamos

mp+1(A). Assim, D está em Π(C) incidente a Π(mp(A)) e Π(mp+1(A)). Considere a

aresta eA = AEA em mp. Pelo Corolário 21 BA 6= EA. Conseqüentemente, Π(eA) =

Π(A)Π(EA) = Π(A)Π(EA) 6= Π(mp(A)) é uma aresta de fp que é a terceira aresta

incidente a D em Fp. Se existe um vértice A em C tal que Π(EA) não está em Π(C),

fechamos a prova. Caso contrário, se para cada A em C, Π(EA) está em Π(C), então

o subgrafo G de Fp induzido por Π(V (C)), onde V (C) é o conjunto de vértices de

C, é um subgrafo cúbico de Fp. Desde que Fp é conexo implicaria que mp ∪mp+1

consiste somente de C, isto é, que C é um ciclo hamiltoniano de Bk. Entretanto, veja

o Corolário 26, parte (iv), o comprimento de C é < 1
4
|Bk| , portanto |Π(V (C))| <

1
2
|Ok|. Portanto, existe em mp uma aresta com as propriedades requeridas.

Também necessitaremos da seguinte extensão da Propriedade 31. Como a prova

contém as mesmas idéias, será omitida.

Propriedade 32. Seja W e W ′ dois ciclos em mp ∪ mp+1. Então, existe uma

aresta AB ∈ mp tal que Π(AB) = DE, D está em Π(W ∪W ′), mas E não está em

Π(W ∪W ′).

Agora, estamos prontos para mostrar que Fp é 3-conexo em arestas. Suponha, por

contradição, que {x, y} é um corte de arestas em Fp. Denote por R uma componente

de Fp − {x, y}. Além disso, tome S = V (Fp)− R. Para a prova a seguir, definimos

x = AB, y = DE, e assumimos que A,D ∈ R e B,E ∈ S. Consideraremos três

casos principais:

(1) x ∈ fp e y ∈ fp+1: Desde que x está em um ciclo C em fp e y /∈ C,

remover y desconecta Fp − {x} se e somente se y é uma ponte de Fp. Existe uma

aresta g = DE e seu complemento g = DE em mp+1 tal que Π(g) = Π(g) = y.

Esteja g em um ciclo W1 de mp ∪mp+1 e g em um ciclo W2 de mp ∪mp+1.

(1.1) W1 6= W2. Assuma, sem perda de generalidade, que x /∈W1. Então, W1−g

é um caminho entre D e E em mp∪mp+1 e, portanto, Π(W1− g) é um passeio entre

D e E de R para S em Fp, uma contradição (veja a Figura 4.14).

(1.2) W1 = W2 = W . Então, pelo Lema 28, a ordem cíclica dos vértices D,D,E

e E em C é DEED. Além disso, pelo Lema 29, um dos vértices sh(D) e sh(D) está

no caminho entre D e D em C que não contém E e o outro está no caminho entre D
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Figura 4.14: Ilustração do caso 1.1 do Teorema 18: um ciclo W1 ∈ m2∪m3 de B4 sem

a aresta g = {1467, 14679} ∈ m3. Observe que, porque g = {23589, 2358} /∈ W1,

W1 − g é um caminho em B4 e, portanto, Π(W1 − g) é um passeio em O4.
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e D em C contendo ambos E e E. Assim, um dos conjuntos Π(sh(D)) e Π(sh(D)

está em R e o outro está em S. Desde que sh(D) = sh(D) (veja Lema 27, parte (i))

Π(sh(D)) = Π(sh(D)) = Π(sh(D)) ∈ R ∩ S, uma contradição (veja a Figura 4.15).

(2) x, y ∈ fp: Seja x ∈ Π(Wx), y ∈ Π(Wy), onde Wx e Wy são ciclos em

mp ∪mp+1. Consideramos dois subcasos:

(2.1) Wx 6= Wy. De modo geral, ambos Π(Wx) e Π(Wy) são passeios fechados.

Uma aresta e de mp+1 poderia, hipoteticamente, ser uma ponte de Π(Wx), pois

pode acontecer que ambos e e seu complemento e estejam em Wx. Entretanto,

pelo Corolário 21, x não pode ser uma ponte de Π(Wx). Conseqüentemente, Π(Wx)

contém um ciclo Cx, desde que x é uma aresta deste ciclo. Como y /∈ Π(Wx), y não

está em Cx. Pela mesma razão, existe um ciclo Cy em Π(Wy) tal que y é uma aresta

de Cy e x não está em Cy. Observe que Π(Wx) e Π(Wy) não tem que ser disjuntos,

mesmo Cx e Cy não tem que ser disjuntos. Entretanto, como explicado acima, y não

é uma aresta de Cx e x não é uma aresta de Cy. Desde que Fp é conexo e x é uma

aresta do ciclo Cx, Fp−{x} também é conexo. Porque y é uma aresta do ciclo Cy e

x /∈ Cy, Cy está em Fp−{x}, que implica que Fp−{x, y} é novamente conexo, uma

contradição (veja a Figura 4.16).

(2.2) Wx = Wy = W .

Relembramos que, conforme o Corolário 21, existe somente uma aresta e em mp

tal que Π(e) = x e somente uma aresta f tal que Π(f) = y. Portanto, W −

{Π−1(x),Π−1(y)} = W − {e, f} consiste de dois caminhos, digamos P1 e P2 (veja a

Figura 4.17 (a)). Observe que Π(P1) e Π(P2) pertencem a diferentes componentes

de Fp − {x, y}, digamos Π(P1) ⊂ S e Π(P2) ⊂ R. Pela Propriedade 31, existe uma

aresta UV ∈ mp tal que Π(U) = F está em Π(W ) mas Π(V ) não está. Seja W ′ o

ciclo de mp∪mp+1 tal que UV ∈W ′. Assuma primeiro que existe um shift de U em

P1 e outro shift de U está em P2. Portanto, um shift de F pertence a Π(W ′)∩Π(P1)

e outro shift de F está em Π(W ′)∩Π(P2). Assim, Π(W ′)∩R 6= ∅ e Π(W ′)∩S 6= ∅.

Como e /∈ W ′, f /∈ W ′, Π(W ′) é um passeio fechado. Assim, existe um caminho de

R para S, uma contradição (veja a Figura 4.17 (b)).

Agora, considere o caso quando um dos caminhos P1 e P2, digamos P1, não

contém qualquer shift de U , isto é, P1 é curto (conforme a Definição 30). Seja

h = GH uma aresta em P1, h ∈ mp+1. Assim também o complemento h = GH ∈
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Figura 4.15: Ilustração do caso 1.2 do Teorema 18: um ciclo W1 ∈ m2 ∪m3 de B4

sem a aresta g = {1267, 12467} ∈ m3. Como g = {34589, 3589} também está em

W1, R e S seriam desconectados. Porém, σ(D) = 2378 ∈ W1 ∩ S ao mesmo tempo

que σ(D) = 14569 ∈W1 ∩R. Porque Π(σ(D)) = Π(σ(D)) = 2378, R e S não estão

desconectados.

Π(Wx) Π(Wy)

x y

Figura 4.16: Ilustração do caso 2.1 do Teorema 18: Wx 6= Wy, x não pode estar em

Π(Wy) e y não pode estar em Π(Wx), então remover x e y não desconecta o grafo.
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mp+1. Desde que P1 é curto, se h estivesse em W então, pelo Lema 29, h estaria

em P2, desde que dW (G, sh(G)) < dW (G,G). Observe que Π(h) = Π(h), portanto

Π(G) = Π(G) ∈ R ∩ S, uma contradição.

Conseqüentemente, h não está em W . Seja W ∗ um ciclo de mp ∪mp+1 tal que

h = GH ∈ W ∗. Porque Π(h) = Π(h), h está em P1 e Π(P1) ⊂ S, o fato que

Fp − {x, y} é desconexo implica também Π(W ∗) ⊂ S. Pelo Lema 25 todos shifts

de G estão em W ∗, portanto, pelo Lema 27, parte (ii), todos shifts de Π(G) estão

em S. Por outro lado, G está em P1 (que é uma parte de W ) e, pelo mesmo lema,

todos seus shifts de G também estão em W . Desde que, para todo vértice C de W ,

P1 contém no máximo um shift de C, implica sht(G), 1 ≤ t ≤ 2k, estão em P2 e

portanto Π(sht(G)), 1 ≤ t ≤ 2k, estão em R. Entretanto, Π(sht(G)) = Π(sht(G)) =

Π(sht(G)) ∈ R ∩ S, uma contradição (veja a Figura 4.18).

(3) x, y ∈ fp+1: Seja x = AB = Π(AB) = Π(AB) e y = DE = Π(DE) =

Π(DE). Consideramos três subcasos:

(3.1) Existe um ciclo W em mp ∪mp+1 que contém exatamente uma das quatro

arestas AB, AB, DE e DE, digamos AB. Então W −AB é um caminho e Π(W −

AB) é um passeio A−B em Fp de R para S, uma contradição.

(3.2) Existem dois ciclos W1, W2 in mp ∪mp+1 tal que ambos W1 e W2 contêm

exatamente duas das quatro arestas.

(3.2.1) {AB,AB} ∈W1 e {DE,DE} ∈W2.

A prova deste caso é idêntica à prova do caso (1.2).

(3.2.2) {AB,DE} ∈ W1 e {AB,DE} ∈W2.

Pela Propriedade 32, existe uma aresta e = UV ∈ mp tal que Π(U) = G ∈ Π(W1 ∪

W2), digamos G ∈ Π(W1) ∩ R, mas Π(V ) /∈ Π(W1 ∪W2). Desde que G ∈ Π(W1),

isto implica que todos os shifts de G também estão em Π(W1), conforme o Lema 25

parte (i) e o Lema 27 parte (ii).

Seja W o ciclo em mp ∪ mp+1 contendo e. Então W 6= Wi, i = 1, 2. Além

disso, {AB,AB,DE,DE} /∈ W implica que nenhuma aresta f ∈ W é Π(f) = x ou

Π(f) = y. Portanto, x, y /∈ Π(W ), o que significa que Π(W ) é um passeio fechado em

Fp − {x, y}. Desde que U ∈ W , pelo Lema 27 parte (ii), todos os shifts de G estão

também em Π(W ). Assim, se existe algum sht(G) ∈ Π(W1) ∩ S para 1 ≤ t ≤ 2k,

então Π(W ) contém um passeio de G a sht(G) de R para S, uma contradição (veja
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(a) W − {e, f} resulta em P1 e P2

Π(W )
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x
RS

Π(P2)Π(P1)

Π(W ′)

sh
t(F ) F = Π(U) Π(V )

(b) Π(W )

Figura 4.17: Ilustração do caso 2.2 do Teorema 18: em (a) W ∈ mp∪mp+1; e, f ∈ mp

tal que Π(e) = x e Π(f) = y. Em (b) a aresta Π(UV ) garante um caminho de R a

S através do ciclo Π(W ′).

RS

Π(W ∗) Π(W )

y

x

Π(P2)Π(P1)

Π(U) Π(V )Π(h)

Π(G)

Π(H)

Π(G)

Π(H)
Π(h)

Figura 4.18: Ilustração do caso 2.2 do Teorema 18: h /∈ W pois então h ∈ P2 e

assim Π(h) = Π(h) ∈ R ∩ S. Então h ∈W ∗ e Π(W ∗) ∈ S. Porém, para 1 ≤ t ≤ 2k,

sht(G) ∈ P2 enquanto sht(G) ∈W ∗, ou seja, Π(sht(G)) = Π(sht(G)) ∈ R ∩ S.
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a Figura 4.19).

Assim, somos deixados com o caso em que não existe qualquer shift de G em

Π(W1) ∩ S. Como antes, assuma A,D ∈ R e B,E ∈ S. Seja P1 o caminho entre

B e E em W1 tal que Π(P1) ⊂ S e seja P2 o caminho entre B e E em W2 tal que

Π(P2) ⊂ S. Desde que nenhum shift de G está em Π(W1)∩S, nenhum shift de U está

em P1 e, conseqüentemente, P1 é curto. Agora, mostramos que P2 tem também que

ser curto. Porque P1 é curto, ele não contém qualquer shift de B, exceto o próprio

B. Assim todos os shifts de B, exceto sh0(B) = B estão em W1\P1, e portanto

Π(sht(B)) ∈ R para todo 1 ≤ t ≤ 2k. Se P2 não fosse curto, então conteria pelo

menos um shift de B diferente de B. Entretanto, isto implicaria que R∩S 6= ∅, uma

contradição (veja a Figura 4.20). Além disso, sejam BI e BJ ∈ mp as primeiras

arestas em P1 e P2, respectivamente. Se J estivesse em W2 então, porque P2 é

curto, pelo Lema 29, J estaria em W2 \ P2. Isto implica que Π(J) está em R, uma

contradição porque Π(J) = Π(J).

Suponha agora que J está em W1. Desde que BJ ∈ mp, então BJ está em mp+2,

isto é, BJ está em Bk. Além disso, pelo Corolário 21, BI e BJ não são arestas

complementares, assim I 6= J, e, portanto, Π(I) 6= Π(J). Conseqüentemente, se J

estivesse em P1 então, pelo Lema 25 parte (iii), dW1(B, J) > dW1(B, sh(B)) o que

contradiz o fato de que P1 é curto. Portanto, Π(J) teria que estar em Π(W1) ∩ R,

uma contradição.

Finalmente, consideramos o caso em que J está em um ciclo W ∗ de mp ∪mp+1,

W ∗ 6= Wi, i = 1, 2. Porque Π(J) = Π(J) e Π(W ∗) é um passeio fechado, temos

que ter Π(W ∗) ⊂ S. De acordo com o Lema 25, todos os shifts de J estão em

W ∗. Desde que P2 contém no máximo um shift de cada vértice, cada sht(J) para

1 ≤ t ≤ 2k está em W2 \ P2. Conseqüentemente, Π(sht(J)) ∈ R, uma contradição

porque Π(sht(J)) = Π(sht(J)) ∈ Π(W ∗) ⊂ S (veja a Figura 4.21.

(3.3) Existe um ciclo W em mp ∪ mp+1 que contém todas as quatro arestas.

Considere os dois caminhos P1 e P2 de W −{AB, AB}. Então DE e DE pertencem

ao mesmo caminho Pi, i = 1, 2 ou um deles pertence a P1 e o outro pertence a P2.

Sabemos, conforme o Lema 28, que a ordem cíclica dos vértices A,B,A e B em W

é ABBA e a ordem cíclica dos vértices D,E,D e E em W é DEED. Relembramos

que A,D ∈ R e B,E ∈ S. Portanto, necessitamos considerar somente dois subcasos:
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(b) Π(W1) e Π(W2)

Figura 4.19: Ilustração do caso 3.2.2 do Teorema 18: em (a) todos os shifts de U

estão em W1 e em W . Em (b) porque W 6= W1,W2 e x, y /∈ Π(W ), temos Π(W )

conectando R e S.

W1

BA

ED

W2

BA

ED

P1

P2

UV

I

J

Figura 4.20: Ilustração do caso 3.2.2 do Teorema 18: todos os shifts de B estão em

W1 \ P1, pois P1 é curto já que não tem shift de U . Então, P2 também é curto,

caso contrário, P2 conteria algum sht(B) para 1 ≤ t ≤ 2k e, conseqüentemente,

Π(sht(B)) = Π(sht(B)) ∈ R ∩ S. O vértice J não está em W2, pois como J ∈ P2 e

P2 é curto, então J ∈W2 \P2. Mas então Π(J) = Π(J) ∈ R∩S, uma contradição.

(3.3.1) A ordem cíclica dos vértices em W é ABDEBAED.

Existe em W um caminho PB entre B e B que não contém A e A e um caminho PA

entre A e A que não contém B e B. Observe que Π(PB) ∈ S e Π(PA) ∈ R. Então

Π(DE) está em S e Π(DE) está em R, uma contradição porque Π(DE) = Π(DE)
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(veja a Figura 4.22).

(3.3.2) A ordem cíclica dos vértices em W é ABBADEED.

A prova, neste caso, é similar à prova do caso (3.2.2). Seja S1 o caminho entre B

e B em W e seja S2 o caminho entre E e E em W , ambos não contendo A. Pelo

Lema 29, nem S1 nem S2 são curtos. Além disso, Π(Si) ⊂ S para i = 1, 2. Pela

Propriedade 31, existe uma aresta e ∈ mp tal que Π(e) = GH, G ∈ Π(W ) mas

H /∈ Π(W ). Seja G = Π(U) e seja W ′ o ciclo em mp ∪mp+1 contendo U . Não existe

nenhuma aresta f ∈ W ′ com Π(f) = x ou Π(f) = y. Portanto, Π(W ′) é um passeio

fechado em Fp−{x, y}. Pelo Lema 25, W ′ contém todos os shifts de U e, portanto,

Π(W ′) contém todos os shifts de G. Porque nem S1 nem S2 são curtos, existe um

shift de G = Π(U) em S. Se houvesse um shift de G em R a prova estaria pronta

porque Π(W ′) conteria um passeio de R para S.

Assim, assuma agora que não há nenhum shift de G em R. Seja P1 o caminho

entre A e D e seja P2 o caminho entre A e D que não contém B. Então Π(Pi) ⊂ R,

i = 1, 2. Desde que não há qualquer shift de G em R, não há nenhum shift de U em

Pi, i = 1, 2 e, conseqüentemente, ambos P1 e P2 são curtos. Sejam AI e AJ ∈ mp

as primeiras arestas em P1 e P2, respectivamente. Porque P2 é curto, pelo Lema 29,

J não está em P2. Assuma que J está em P1. Entretanto, isto contradiz o Lema 25

(iii), porque AJ é uma aresta em Bk e, pelo Corolário 21, Π(I) 6= Π(J). Portanto,

J não está em W , caso contrário teríamos Π(J) = Π(J) ∈ R ∩ S, uma contradição.

Finalmente, esteja J em um ciclo W1 6= W em mp ∪mp+1. Porque Π(J) = Π(J),

Π(W1) ⊂ R. Sabemos que W1 contém todos os shifts de J , isto é, todos os shifts

de Π(J) estão em R. Entretanto, desde que cada um dos caminhos P1 e P2 contém

no máximo um shift de J , existem pelo menos (2k − 1) shifts de Π(J) em S, uma

contradição. A prova está completa.

Consideramos agora o caso quando k é ímpar. Como já discutimos no começo

do capítulo, a técnica utilizada no Teorema 18 não pode ser aplicada a este caso. A

razão é que utilizamos emparelhamentos modulares para definir um subgrafo cúbico

gerador em Ok e, quando k é ímpar, os emparelhamentos modulares resultam em

uma 2-fatorização de Ok (veja um exemplo na Figura 4.23). Desta forma, podemos

definir subgrafos geradores q-regulares em Ok onde q é sempre par. Adicionalmente,

observe na Tabela 2.2 que, para alguns valores de k ímpar, Ok tem número de vértices
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UV

I

J

W ∗

J

Figura 4.21: Ilustração do caso 3.2.2 do Teorema 18: J ∈W ∗ de mp ∪mp+1. Então

Π(W ∗) ⊂ S. Todos os shifts de J estão em W ∗. Porém, porque P2 é curto, sht(J)

para 1 ≤ t ≤ 2k está em W2 \ P2. Então, para 1 ≤ t ≤ 2k, Π(sht(J)) ∈ R e

Π(sht(J)) ∈ S, uma contradição porque Π(sht(J)) = Π(sht(J)).

W

A B

D

E

A B

D

E } PB}PA

Figura 4.22: Ilustração do caso 3.3.1 do Teorema 18: A,D ∈ R e B,E ∈ S. Em

W ∈ mp ∪mp+1, o caminho PB vai de B a B passando pela aresta DE e o caminho

PA vai de A a A passando pela aresta DE. Como B ∈ S e A ∈ R, Π(PB) ∈ S e

Π(PA) ∈ R. Mas então Π(D,E) = Π(D,E) ∈ R ∩ S, uma contradição.
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(b) 2 ciclos formados em Π(m2) = Π(m3).

Figura 4.23: A 2-fatorização em O3 resultante da projeção dos emparelhamentos

modulares em B3.

ímpar. Nestes casos, de acordo com a Propriedade 1, não é possível encontrar um

subgrafo gerador cúbico em Ok. Portanto, para k ímpar, mostramos somente que:

Teorema 33. Para k ≥ 3 e k ímpar, Ok tem uma 2-trilha.

Demonstração. Seja j = k−1
2

e Mj = mj∪mj+1∪mj+2. Desde que Π(mj) e Π(mj+1)

são 2-fatores distintos emOk mas Π(mj+1) = Π(mj+2), Π(Mj) é um subgrafo gerador

4-regular de Ok, pois a projeção dos emparelhamentos modulares em Bk, quando k

é ímpar, é uma 2-fatorização de Ok . Pelo Corolário 24, Fj = Π(Mj) é conexo. De

acordo com o Teorema 3, todo grafo 4-regular conexo é euleriano. Logo, Π(Mj) tem

uma trilha geradora que passa no máximo duas vezes por cada vértice de Ok.

O diagrama na Figura 4.24 ilustra a relação entre algumas classes de grafos. A

classe de grafos que tem um 2-passeio contém a classe de grafos que tem um prisma

hamiltoniano porque, como já vimos, um prisma hamiltoniano implica em um 2-

passeio porém o contrário não é verdade. Também a classe de grafos que tem uma

2-trilha está estritamente contida na classe de grafos que tem um 2-passeio. Uma

interseção entre a classe de grafos que tem um prisma hamiltoniano com a classe de

grafos que tem uma 2-trilha indica que alguns grafos tem um prisma hamiltoniano

e também uma 2-trilha. Observe que, segundo a interpretação de próximo de ser

hamiltoniana de [1, 2], um grafo que tem um prisma hamiltoniano está tão próximo

69



de ser hamiltoniano quanto um grafo que tem uma 2-trilha.

2-passeio

2-trilha

prisma hamiltoniano

ciclo
hamiltoniano

Figura 4.24: Relação entre algumas classes de grafos segundo a interpretação de

próximo de ser hamiltoniano proposta em [1, 2].
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Capítulo 5

Conclusões

No Capítulo 3, mostramos uma relação entre os grafos Bk e os grafos ímpares Ok.

Determinamos um caminho hamiltoniano no grafo ímpar Ok pelo uso de um caminho

viável no grafo reduzido Õk que é isomorfo a B̃k. Desta maneira, determinamos

caminhos hamiltonianos em Ok para k menor ou igual a 17. Resultados anteriores

mostram que Ok tem um caminho ou ciclo hamiltoniano para k ≤ 13. É natural

perguntar se um ciclo hamiltoniano em Ok pode ser construído de maneira similar,

isto é, se podemos construir um ciclo hamiltoniano em Ok a partir de um ciclo

hamiltoniano em Õk usando uma estratégia parecida à utilizada para caminhos

hamiltonianos. Mostramos que nem sempre isso é possível.

Todos os caminhos viáveis conhecidos para o grafo reduzido foram determinados

por computador usando heurísticas. Encontrar um caminho viável no grafo redu-

zido B̃17 [32] levou mais de 20 dias de processamento em um AMD Athlon 3500+.

Estudos na estrutura do grafo reduzido podem ajudar a encontrar caminhos viá-

veis mais rapidamente e, possivelmente, dizer se todos os grafos reduzidos têm um

caminho viável. É importante observar que mesmo que o grafo reduzido não te-

nha um caminho viável, o grafo ímpar correspondente ainda pode ter um caminho

hamiltoniano.

Savage e Winkler [38] mostraram que Bk tem um ciclo contendo pelo menos

86.7% dos vértices do grafo, para k ≥ 17. Até agora, no entanto, nenhum resultado

nesse sentido tem sido determinado para os grafos ímpares.

Horák et al. [39] mostraram que o grafo Bk tem um prisma hamiltoniano. No

Capítulo 4, mostramos um resultado similar para os grafos ímpares para k par, isto
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é, quando k é par, o grafo Ok tem um prisma hamiltoniano. Porém, permanece em

aberto mostrar que os grafos ímpares têm um prisma hamiltoniano quando k é ímpar.

Uma abordagem possível pode ser mostrar que qualquer grafo regular 4-conexo G

tem um prisma hamiltoniano. E então determinar um subgrafo gerador q-regular de

Ok, para q = 4 e k ímpar, que seja 4-conexo. Outras possíveis abordagens seriam:

1. Determinar um subgrafo gerador biconexo de Ok tal que o grau de vértices

do grafo é no máximo 3. De acordo com [43], todo grafo biconexo com grau

máximo 3 tem um prisma hamiltoniano.

2. Um cacto é um grafo conexo C tal que quaisquer dois ciclos são disjuntos em

vértices, todo vértice com grau no mínimo 3 encontra-se em um ciclo e C tem

pelo menos dois vértices. O cacto é par se todos seus ciclos têm tamanho

par. Segundo [44], o prisma sobre qualquer cacto par com grau máximo 3 é

hamiltoniano. Assim, poderíamos procurar por um cacto par gerador em Ok.

Ainda, outros problemas em aberto no contexto de prismas hamiltonianos in-

cluem:

1. Seja G um grafo planar 3-conexo, G tem um prisma hamiltoniano?

2. Seja G um grafo 4-regular 4-conexo, G tem um prisma hamiltoniano?

3. Seja G um grafo cúbico 3-conexo, sabemos que G tem um prisma hamiltoni-

ano [43, 44]. Mas G tem uma decomposição hamiltoniana?

Uma vez que não é conhecido se grafos vértice-transitivos definidos por um pa-

râmetro simples, tais como os grafos ímpares e os grafos Bk, têm caminhos ou ciclos

hamiltonianos, a conjectura de Lovász [25] permanece desafiadoramente aberta.
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