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para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)
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Sistemas lineares de grande porte aparecem como resultado da modelagem de
véarios problemas nas engenharias. A busca de métodos para resolucao destes siste-
mas ¢ muito abordada pela Ciéncia da Computagao.

Nosso objetivo foi o de desenvolver e implentar um codigo para resolver sistemas
lineares de multiplos lados direitos, tal codigo corresponde ao método do Gradiente
Bi-Conjugado Estabilizado em Bloco (Bl-BiCGStab) com precondicionadores.
Para atingir a nossa meta estudamos dez métodos, baseados ou no método de Arnoldi
para se gerar bases ortonormais, ou no método da Bi-Ortogonalizagao de Lanczos. O
foco deste estudo foi o de utilizar projegoes, ortogonais ou obliquas, sobre subespacgos
de Krylov apropriados. Como resultado deste estudo obtivemos nove proposicoes.
Fizemos a implementacao do método do BI-BiCGStab com precondicionadores,
usando o programa MATLAB. Assim, concluimos que o método proposto se apre-
senta como uma opg¢ao para resolucao de sistemas lineares de grande porte com

multiplos lados direitos.
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SOLUTION OF LARGE LINEAR SYSTEMS WITH MULTIPLE HIGHT-HAND
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Valéria Saldanha Motta
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Large linear systems appear as a result of modelling several problems in engineer-
ing. The search for methods to solve these systems is much discussed in Computer
Science.

Our goal was to develop and implement a code to solve linear systems of equations
with multiple right-hand sides, this code corresponds to the Block Bi-Conjugate
Gradient Stabilized (Bl-BiCGStab) with preconditioner method.

To achieve our goal we studied ten methods, based or on Arnoldi’s method to gen-
erate orthonormal basis and or on Bi-Orthogonalization of Lanczos method. The
focus of this study was to use orthogonal or oblique projections over suitable Krylov
subspaces. As a result of this study we obtained nine propositions.

We implemented the Bl-BiCGStab with preconditioner method using the MATLAB
program. Thus, we concluded that the proposed method offers as an option for

solving large linear systems with multiple right-hand sides.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas lineares de grande porte aparecem como resultado da modelagem de vérios
problemas nas engenharias. A busca de métodos para resolucao destes sistemas é
muito abordada pela Ciéncia da Computacao.

Consideremos um sistema linear,
AX =B, (1.1)

onde A é uma matriz real de ordem n, nao-simétrica, X e B matrizes reais de ordem
nx s, com s << n.

Uma maneira de resolver (1.1) seria solucionar s sistemas lineares, usando, por
exemplo, uma decomposi¢ao LU da matriz A. O custo computacional seria o da
decomposigao de A, O(n?), o que poderia ser problematico do ponto de vista numé-
rico, dependendo do valor de n.

Nosso objetivo é o estudo da resolucao de sistemas lineares com multiplos lados
direitos. Para tal, iremos estudar alguns métodos de resolucao de sistemas, dando
maior enfoque ao método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado em Bloco (Bl-
BiCGStab) [7]. Faremos a implementacao de tal método usando o programa MA-
TLAB. Temos como diferencial o acréscimo de precondicionadores.

O enfoque tedrico escolhido foi o de determinar quais os espagos de Krylov envolvi-
dos, que tipo de projecao é usada, ortogonal ou obliqua, e obter a férmula matricial
dos operadores de proje¢ao nos diversos métodos iterativos abordados. Chamaremos
de teorema os resultados classicos da literatura e de proposicdo o que apresentaremos
e demonstraremos neste trabalho. Neste contexto, foram desenvolvidas 19 proposi-

goes.



No Capitulo 2, faremos a analise e sintese de trabalhos publicados. Os trabalhos
foram selecionados, considerando sua relevancia e data de publicagao, priorizando
0s mais recentes.

Nos Capitulos 3 e 4, vamos apresentar a parte teodrica, defini¢oes e teoremas de
Algebra Linear, que serdo importantes para o estudo de diversos métodos iterativos
abordados. No capitulo 4, teremos como resultado a Proposicao 4.1.

No Capitulo 5, apresentaremos o Algoritmo da Bi-Ortogonaliza¢ao de Lanczos [13],
Algoritmo 5.1, e, a partir dele, vamos obter as Proposi¢oes 5.1 e 5.2. O método
da Bi-Ortogonalizagao de Lanczos [13| sera abordado, usando-se o enfoque de pro-
jecoes. A partir dai, vamos obter a Proposicao 5.3, que explicita o operador de
projecao usado por este método.

No Capitulo 6, apresentaremos o Algoritmo de Arnoldi [14] e teremos como resul-
tado a Proposicao 6.1, que mostra o operador de projecao ortogonal do método de
Arnoldi [14].

No Capitulo 7, serd abordado o método do Residuo Minimo Generalizado (GM-
RES) [15]. Antes, porém, vamos apresentar métodos precursores do GMRES [15].
Sao eles: 0o método do Residuo Conjugado Generalizado (GCR) [16] e o método da
Ortogonalizagdo Completa (FOM) [14]. Serao apresentadas as Proposigoes 7.1 a 7.6,
que estao relacionadas aos métodos estudados neste capitulo.

No Capitulo 8, vamos apresentar o método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado
[17]. Antes, porém, apresentaremos os métodos Gradiente Bi-Conjugado [18| e do
Gradiente Conjugado Quadrado [19]. Como resultado, teremos as Proposigoes 8.1
a 8.5.

No Capitulo 9, o método a ser apresentado é o do Gradiente Bi-Conjugado Esta-
bilizado em Bloco (BI-BiCGStab) [7]. Faremos, previamente, o estudo do método
do Gradiente Bi-Conjugado em bloco (BI-BiCG) |20]. Como resultados decorrentes
deste estudo serao apresentadas as Proposicoes 9.1 a 9.5.

No Capitulo 10, faremos a implementagao do codigo do BI-BiCGStab [7] com pre-
condicionadores, desenvolvido em MATLAB. Também faremos a implementacgao do
BI-GMRES |[21], acrescentando precondicionadores. Teremos quinze tabelas de da-
dos, onde analisaremos a performance do BI-BiCGStab [7] com precondicionadores.

Vamos comparé-lo com um método em bloco, o BI-GMRES [21] com precondiciona-



dores. Mostraremos que o BI-BiCGStab [7] com precondicionadores é mais eficiente
que o BI-GMRES [21] com precondicionadores. Vamos também comparar o Bl-
BiCGStab [7] com precondicionadores com o GMRES [15] e com o BiCGStab [17]

aplicados s vezes. Como resultado obteremos performances equivalentes.



Capitulo 2

Estado da Arte

2.1 Introducao

Neste capitulo, vamos expor uma visao geral sobre alguns métodos para resolugao
de sistemas lineares com multiplos lados direitos. Vamos considerar a equagao (1.1),
com as mesmas hipoteses da Introducgao desta tese.

Usaremos o produto interno de Frobenius, (X,Y)r = tr(X7Y) e, consequentemente,
a norma gerada por este produto interno, || X ||z = [tr(X7X)]*/2. A solucdo inicial
serd dada por uma matriz de ordem n x s, Xy ; o residuo inicial serd Ry = B — AX.
Na secao (2.2), faremos a andlise de alguns artigos relevantes. Nesta, ao se menci-
onar sistema linear em bloco, devemos nos reportar a equagao , munidos das
hipoteses aqui apresentadas.

Na secao (2.3), sera apresentada uma sintese dos artigos abordados. Vamos agrupar
alguns conceitos segundo varios critérios, para que possamos obter uma visao geral

dos métodos desenvolvidos que se correlacionam com esta tese.

2.2 Analise de artigos selecionados

Apresentaremos a analise de alguns artigos selecionados. Tais artigos foram escolhi-
dos levando-se em conta a relevancia a partir do niimero de citagoes e importancia
para o desenvolvimento desta tese, outro fator de escolha foi o tempo de publicagao,
escolhemos os mais recentes.

Se forem mencionados sistemas lineares em bloco, estamos nos referindo a equacao
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(1.1), munida das hipdteses apresentadas na introducao deste capitulo.

2.2.1 An Iterative Method for Nonsymmetric Systems with
Multiple Right-Hand Sides [1]

Seja o sistema linear (1.1), sob as mesmas hipoteses que estao na introdugao deste
capitulo.

O artigo [1], em suas primeiras segoes, descreveu os métodos em bloco existentes
para se resolver sistemas lineares, destacando-se o método do Residuo Minimo Gene-
ralizado em Bloco (BI-GMRES) |21]. Apresentou-se, entao, o algoritmo do Residuo
Minimo Generalizado Modificado Hibrido (MHGMRES) [1].

O MHGMRES parte de uma solugao inicial para o sistema (1.1), X, e calcula o
residuo inicial, Ry. Tendo Ry, um novo sistema (seed system) é gerado e resolvido
empregando-se o GMRES [15]; a solucao do sistema original é atualizada como um
todo; gera-se um novo sistema, e assim sucessivamente. Este algoritmo apresenta
uma boa performance quando todos os lados direitos do sistema nao estao disponi-
veis ao se iniciar a sua resolugao.

Alguns resultados teodricos foram obtidos; por exemplo, uma cota superior para a
norma do residuo, a cada iteracao. Os autores finalizaram com os resultados nu-
méricos obtidos com a implementagao do método para algumas matrizes da colegao
de matrizes esparsas Harwell-Boeing [22], aplicando o algoritmo sobre diferentes

niumeros de lados direitos, s = 5,10, 15, 20.

2.2.2 Breakdowns in the Implementation of the Lanczos

Method for Solving Linear Systems |[2]

O artigo [2] descreveu o método de Lanczos [13] usando, para isto, polinémios or-
togonais e funcionais lineares. Desta forma, foi obtido o polinémio ortogonal que
descreve o residuo associado a um sistema linear Az = b, onde A é uma matriz real
de ordem n e x e b, vetores de ordem n.

Foi exibida uma classificagao quanto as possiveis falhas, breakdowns, do método de
Lanczos [13].

O true breakdown ocorre quando o polindmio ortogonal, Py, dado por r, = Py (A)ro,
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nao existe. Neste caso, para se evitar este tipo de breakdown no algoritmo, os auto-
res sugeriram trés estratégias:

- identificar este tipo de breakdown;

- determinar o grau do proximo polindmio ortogonal existente;

- pular os polindmios nao existentes.

O ghost breakdown ocorre quando nenhum dos termos usados nas féormulas de re-
corréncia empregadas no algoritmo existe. Para se evitar este tipo de breakdown,
deve-se identificar e pular os polinomios durante a execugao do algoritmo.

Existe, ainda, o near breakdown, que pode ser do tipo true ou ghost. Este ocorre
quando algum dos termos usados nas recorréncias nao ¢ exatamente igual a zero,
mas tao proximo, que serao gerados erros de aproximagcao que comprometerao seri-
amente o algoritmo. Uma forma de se evitar esta falha é pular os polinémios que
geram este tipo de breakdown. Dependendo do caso, uma outra estratégia também
pode ser aplicada, que é a mudanca do produto interno, consequentemente da norma

utilizada ao longo das recorréncias envolvidas.

2.2.3 A Lanczos-Type Method for Multiple Starting Vectors
3]

O objetivo deste artigo |3] é apresentar uma extensao do método de Lanczos [13].
O método sera iniciado com dois blocos de vetores iniciais para os subespacos de
Krylov, a direita e a esquerda, de uma determinada matriz real de ordem n. Este
método ¢ diferente do método de Lanczos [13] em bloco e dos métodos em bloco
em geral, pois os vetores em bloco iniciais nao precisam ter a mesma dimensao.
Foram definidos dois processos que foram implementados no algoritmo proposto.
O look-ahead, que consiste em continuar o algoritmo quando um breakdown ou um
near-breakdown ocorre, aplicando uma relaxagao em alguma condi¢ao do método,
por exemplo, na biortogonalizacao. O outro processo é a deflagao, que consiste em
identificar e ignorar vetores linearmente dependentes nos subespagos de Krylov em
bloco.

Os autores propuseram trés desafios, no sentido de obter um algoritmo robusto. Sao
eles:

- Incluir o processo de deflacao no algoritmo, para detectar e deletar vetores linear-



mente dependentes;

- Tratar vetores em bloco de diferentes ordens pelo algoritmo;

- Incorporar técnicas de look-ahead para se evitar os possiveis exact breakdowns e
near-breakdowns.

A partir de entao, os autores apresentaram argumentos teéricos para a construgao
dos passos do algoritmo de Lanczos [13] com deflagao e look-ahead.

Apos apresentarem o algoritmo em si, alguns teoremas foram expostos e demons-

trados, concluindo, assim, o artigo.

2.2.4 Block Bidiagonalization Methods for Solving Nonsyme-
tric Linear Systems with Multiple Right-Hand Sides [4]

Neste artigo [4], foram apresentados dois algoritmos de bidiagonaliza¢do em bloco,
Bidiagonalizagao de Lanczos em Bloco (Bl-BLanczos) e Bidiagonalizagao do Residuo
Minimo em Bloco (Bl-BMinres), para resolugao de sistemas lineares de grande porte,
nao-simétricos, com multiplos lados direitos.

Nos algoritmos propostos pelo autor, o sistema linear (1.1) foi substituido pelo
sistema linear simétrico abaixo,

AX = B, (2.1)

A:OA,X:Y,B:B (2.2)
AT 0 X 0

sao matrizes em bloco de ordens 2n X 2n, 2n X s e 2n X s, respectivamente.
Foram apresentados teoremas e lemas que embasam teoricamente os algoritmos apre-
sentados.
Os métodos Bl-BLanczos e Bl-BMinres [4] foram comparados nao s6 numericamente,
mas também com os métodos do Gradiente Biconjugado em Bloco (BI-BCG) [20]
e do Residuo Minimo Generalizado em Bloco (BI-GMRES) [21]. Os métodos pro-
postos também foram comparados com os métodos da Bidiagonalizacao de Lanczos
(BLanczos) [23] e da Bidiagonalizagao do Residuo Minimo (BMinres) [23] aplicados
aos s lados direitos dos sistema (1.1). Nao foram usados quaisquer precondiciona-

dores no sistema estendido (2.1) a ser resolvido.

O resultado dos experimentos numéricos mostrou que os algoritmos propostos, Bl-
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BLanczos e Bl-BMinres [4], sdo mais eficientes para resolugao de sistemas lineares
com multiplos lados direitos, quando comparados com BLanczos, BMinres, BI-BCG

[20] e B-GMRES [21].

2.2.5 The breakdowns of BiCGStab [5]

Este artigo [5] tem como propostas classificar os possiveis tipos de falhas (break-
downs) do algoritmo do BiCGStab [24] e, também, ver como um parametro externo
ao algoritmo pode afetar estas falhas.

Tomando um sistema linear, Ax = b, onde A é uma matriz real de ordem n, e, x e
b, vetores de ordem n, os trés tipos de falhas que podem ocorrer com o BiCGStab
[17] sdo pivot breakdown, Lanczos breakdown e stabilization breakdown, que serao
definidas posteriormente. Segue o algoritmo.

Inicializagdo: Escolha x) € C" e seja w) := W) := b — AxJ. Escolha y, € C" tal
que 0y == YWY # 0 e 0} := yH A £ 0.

Recursividade: Para k£ =0,1,2,...

0
W = ~—i€, (2.3)
5k
Wi = Wi — AWy, (2.4)
(AW§+1)HW£+1
= ) 2.5
T 2
Wil = Wiy — AW Xk (2.6)
XPH = X Whwk + WE Xk, (2.7)
Opp1 = S’é{W]Zﬂa (2.8)
—Oki1
¢k = =, (29)
Op Xk41
Wil = Wil — (Wi — AW U, (2.10)
b = VoAWK (2.11)

inalizacao: k+1 _ ~ R 2 W ~ - koo
Finalizagao: Se w; [, = 0, entdo X341 := X;.1; ¢ a solugao do sistema. Se wy; = 0,

entdo x§,, == x} + Whwy ¢ a solucio do sistema.

As falhas do algoritmo foram caracterizadas como:

- Pivot breakdown, 6, , = 0, como consequéncia w41 pode se tornar infinito.

- Lanczos breakdown, 0,1 = 0, a base fica estagnada, ou seja, com a mesma dimen-

Sao0.



- Stabilization breakdown, x, = 0, Y pode se tornar infinito.

Como varios sistemas lineares vém da discretizagao de alguns PDEs; e estes envolvem
um parametro, consideremos como v tal parametro. Os autores correlacionaram o
valor de v com o do parametro 7., que é o valor do parametro obtido no momento
do breakdown. Concluiram que, no caso dos Lanczos e stabilization breakdowns, a
perda de acurdcia numérica é descontinua quando consideram |y —-,| e, para o pivot

breakdown, é aproximadamente inversamente proporcional a |y — v.|.

2.2.6 A priorit error bounds on invariant subspace approxi-

mations by block Krylov subspaces [6]

O principal ponto deste artigo [6] é estabelecer uma estimativa de erro a priori para
métodos de subespacos de Krylov em bloco.

Considerando um subespago de Krylov, sem ser em bloco, K = K,,,(A, z), o Lema
1.1 [6] mostra que em K temos varias informagoes sobre um autovetor v. Este lema
se utiliza do seno entre um subespago e um vetor para concluir este fato.

Os autores estendem o Lema 1.1 [6] para o caso de um subespaco de Krylov em
bloco, K = K,,,(A, X) = [X, AX, ..., A"71 X]. Para tal, generalizam a definigao da
funcao seno, e uma série de proposicoes teodricas sao apresentadas e demonstradas.
Obtém, assim, um limite para o erro (error bound) para o seno entre o subespago
de Krylov em bloco, K, e o subespago invariante de A desejado, V.

Os autores concluem estabelecendo relagoes entre suas estimativas e as apresentadas

por Saad [25].

2.2.7 A Block Version of BICGSTAB for Linear Systems with
Multiple Right-Hand Sides [7]

Consideremos o sistema linear (1.1]), sob as mesmas hipoteses dadas.

Os autores deste artigo [7] apresentaram varias definigdes e proposigoes, evidenci-
ando alguns toépicos teodricos de polindmios de matrizes.

Construiram o algoritmo de uma versao em bloco do Gradiente Bi-Conjugado Es-
tabilizado e demonstraram alguns resultados a respeito desse algoritmo, usando a

teoria anteriormente apresentada.



Finalizaram o artigo com experimentos numéricos, utilizando algumas matrizes da
cole¢@o de matrizes esparsas Harwell-Boeing [22] e aplicando o BI-BiCGStab [7] so-
bre os lados direitos, s = 5,10. Obtiveram comparacoes entre o BI-BiCGSTAB
[7] e os seguintes métodos: BI-QMR, BI-GMRES [21] e BI-BiCG. Concluiram que
o BI-BiCGStab [7] é vantajoso em relagao ao BI-GMRES [21]| e ao BiCGStab [17]

aplicado sobre os s lados direitos.

2.2.8 Global FOM and GMRES algorithms for matrix equa-
tions [8|

Partindo de um sistema linear em bloco (1.1), este artigo [8] apresentou duas novas
alternativas de resolugao deste sistema: os métodos da Ortogonalizagao Completa
Global (GI-FOM) e do Residuo Minimo Generalizado Global (GI-GMRES). Tais
métodos que utilizam, respectivamente, projecoes ortogonal e obliqua do residuo
inicial sobre subespacgos de Krylov em bloco.

Os autores descreveram o algoritmo de Arnoldi Global (Gl-Arnoldi), que utiliza
projecao ortogonal para gerar uma base ortonormal para um subespago de Krylov
em bloco. E importante observar que a matriz de Hessenberg, Hy,, gerada pelo Gl-
Arnoldi é de ordem k, enquanto que a gerada pelo método de Arnoldi em Bloco
(Bl-Arnoldi) [26] é de ordem ks.

Seguem os algoritmos GI-FOM e GI-GMRES, juntamente com alguns teoremas e
lemas a respeito deles. Foi obtida uma desigualdade ((4.14) [8]) que relaciona as
normas dos residuos gerados pelos dois métodos desenvolvidos, bem como a inter-
pretagao geométrica desta relacao.

Para ambos os métodos, a necessidade de memoria aumenta a cada iteragao execu-
tada. Uma tentativa de solucionar este problema € reiniciar os algoritmos a cada m
iteragoes. Pode-se, ainda, truncar o Gl-Arnoldi, usando-se uma Ortogonalizagao de
Gram-Schmidt Global parcial.

O algoritmos do GI-GMRES e do BI-GMRES [21] foram comparados, levando-se em
consideracao o custo das principais operagoes envolvidas.

Ainda como uma contribuicao, o GI-GMRES foi aplicado na resolugao da equagao
de Lyapunov, AX + X AT + B = 0, gerando um novo algoritmo.

A partir de experimentos numéricos com matrizes da colegao Harwell-Boeing [22] e
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s lados direitos, s = 5, 10, 20, 30, 40, os autores concluiram que o GI-GMRES é mais
eficiente do que aplicar s vezes o GMRES [15] para cada lado direito do sistema

linear )

2.2.9 Block Krylov Space Methods for Linear Systems With
Multiple Right-hand Sides: an Introduction [9]

Consideremos o sistema linear (1.1) e as hipoteses feitas na introdugao deste capi-
tulo.

Este artigo de Gutknecht [9] trata, principalmente, da parte teorica relacionada a su-
bespagos de Krylov em bloco e aborda os métodos de Arnoldi em Bloco (Bl-Arnoldi)
[26] e Residuo Minimo Generalizado em Bloco (BI-GMRES) [21].

Os métodos de Krylov em bloco, quando comparados aos que nao sao em bloco,
tém como vantagens obter espacos de busca maiores para as solucoes aproximadas
e poder computar simultaneamente varios produtos matriz-vetor. Como desvan-
tagens, temos que os residuos gerados pelos métodos em bloco sao, possivelmente,
linearmente dependentes. H4 a necessidade de muita memoria, e algumas constantes
matriciais usadas durante os algoritmos se tornam nao inversiveis, gerando proble-
mas ao longo dos algoritmos.

Muitos dos algoritmos em bloco podem ser obtidos por generalizacao dos métodos
existentes, porém, deve ser dada uma atencao a estabilidade dos algoritmos em
bloco. Um outro ponto importante é que estes algoritmos devem ser implementados
usando-se precondicionadores, caso contréario, irao convergir muito lentamente.

Ha um esclarecimento importante em relagao a descricao dos subespagos de Krylov
em bloco, ligado & definicao de grau destes subespacos. Muitos artigos fazem a ge-
neralizagao da combinacao linear de matrizes, sem levar em consideracao qual é a
principal caracteristica das constantes. Como cada matriz tem, por exemplo, s co-
lunas, os escalares desta combinagao linear serao matrizes de ordem s. Os métodos
onde os escalares nao sao matriciais devem ser chamados, na verdade, de métodos
globais e nao de métodos em bloco.

Quando se trabalha com sistemas lineares com multiplos lados direitos, a possi-
bilidade de que alguns residuos sejam linearmente dependentes deve ser resolvida,

reduzindo-se o numeros de lados direitos; o nome deste processo é deflagao. A defla-
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¢ao pode ser feita ao se iniciar o algoritmo ou em outro passo qualquer. "A deflagao
nao depende de um destes s sistemas lineares em particular, mas da dimensao do
subespago gerado pelos s residuos"|[9].

A partir da teoria desenvolvida no texto, o autor analisou o algoritmo do BI-GMRES
[21]. Considerou o algoritmo de Bl-Arnoldi [26], visto a importancia da base orto-
gonal em bloco que é construida por este algoritmo e que posteriormente sera usada
pelo algoritmo BI-GMRES [21]. A discussao a respeito do BI-GMRES [21] abordou
a necessidade de memoria e o custo computacional. Algumas tabelas foram geradas,
obtendo-se dados relevantes a respeito deste algoritmo.

Posteriormente, os dois algoritmos ja citados foram deflacionados e analisados a par-
tir desta mudanca.

O artigo foi finalizado com a apresentacao de dados de experimentos numéricos

desenvolvidos pelo autor.

2.2.10 Conwvergence properties of some block Krylov subspace

methods for multiple linear systems [10]

Seja o sistema linear (1.1). O artigo [10] apresentou alguns resultados sobre a con-
vergéncia dos seguintes métodos de Krylov em bloco: GI-GMRES e GI-FOM |[8|.
Para a obtencao de tais resultados, o estudo foi feito em duas grandes classes de
métodos: a do Residuo Minimo Global (GI-MR), que é equivalente, ao GI-GMRES
¢ a do Residuo Ortogonal Minimo Global (GI-OR), equivalente ao GI-FOM.

Os autores trabalharam com o produto matricial definido abaixo em muitas de suas

demonstragoes.

Definigao 2.1 Sejam A = [Ay, As,...,A)] e B = [By, By, ..., B matrizes de di-
mensoes n X ps e n X ls, respectivamente, onde A; e B; (i=1,....p; j=1,...,1)

sio matrizes de ordem n x s. Entao a matriz AT o B de ordem p x | € definida por:

<A,By>r <A,By>p ... <A, B >p
<Ay, By > <Ay, By>p ... <Ay, B >

AT o B — 2’1 F 2'2 F | 2'1 F ' (2.12)
_<Ap,B1>F <Ap,BQ>F <ApaBl>F_

Observacgoes
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1. Se s =1, entao A" o B = ATB.

2.85es=1,p=1el =1, entao dados A = u € R" e B = v € R", temos

AT o B=u"v € R.

3. A matriz A = [A}, Ay, ..., A,] é F-ortonormal se e somente se AT o A =1I,.

4. Se X € R™* entao X7 o X = || X|%.

Os teoremas e proposicoes obtidas se utilizam do produto de Kronecker e do com-
plemento de Shur, além do produto definido (2.12). Foram obtidas aproximagoes e
relagoes entre os residuos do GI-MR e do GI-OR. Como um resultado bastante in-
teressante, podemos destacar os residuos e solucoes aproximadas que foram obtidas

empregando o complemento de Shur para o GI-MR e o GI-OR.

2.2.11 The Block Grade of a Block Krylov Space [11]

Os autores fizeram um estudo tedrico sobre o subespaco de Krylov em bloco. A
importancia deste estudo se deve ao fato de que estes subespagos sao fundamentais
quando tratamos de alguns dos principais métodos iterativos para resolugao de sis-
temas lineares com multiplos lados direitos.

A caracterizacao do grau do subespago foi apresentada na Proposi¢ao 1 [11]. Tam-
bém foi apresentada uma série de defini¢oes equivalentes para este conceito. Teori-
camente, o grau do subespago de Krylov é o ntimero méximo de iteragoes para se
chegar a solugao exata de um sistema linear. Os métodos iterativos geram solugoes
aproximadas em um nimero menor de iteragoes.

Foram descritos os subespagos de Krylov em bloco e o grau em bloco deste subes-
paco. Seguiram, dai, teoremas e lemas de caracterizacao, equivaléncia e relagoes
entre os conceitos expostos. A patir de entao, demonstraram que a solugao exata
de um sistema linear em bloco pertence a um subespago de Krylov em bloco.
Usando a teoria desenvolvida ao longo do artigo [11], a base do subespago de Krylov

e os polindémios minimos em bloco associados a uma matriz A foram caracterizados.
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2.3 Sintese dos artigos selecionados

Ao se abordar um sistema linear em bloco (1.1), podemos analisa-lo usando diferen-
tes enfoques e, a partir de cada um deles, obter uma classificacao.

H4, no entanto, uma preocupagao comum: evitar a geracao de vetores linearmente
dependentes pelo método escolhido. Os métodos estudados usam como espago de
busca um subespago de Krylov. Se forem obtidas dire¢oes linearmente dependentes,
o grau do subespaco fica comprometido, consequentemente, a solugao aproximada
também. Nos artigos selecionados, aparecem duas estratégias para se evitar este
tipo de problema: a deflagao e o look-ahead. A deflagdo consiste em reduzir o ni-
mero de lados direitos do sistema (1.1), o que acarreta uma diminui¢ao no nimero de
operacoes matriz-vetor, levando em conta os residuos que sao linearmente dependen-
tes. O look-ahead consiste em continuar o algoritmo quando ocorre um breakdown,
por exemplo, relaxando a condi¢cao de bi-ortogonalizacao no caso do algoritmo de
Lanczos [13]. De alguma forma, deve-se pular os vetores que causam problema no
algoritmo.

Considerando a equagao (1.1), uma forma de diferenciar os métodos iterativos uti-
lizados na resolucao deste sistema é pensar qual o tipo de projecao de residuo que
é feito sobre um determinado subespago de Krylov. Usando a projecao ortogonal,
temos os seguintes métodos: GI-FOM |[8] e Bl-Arnoldi [26]. Se optamos pela proje-
¢ao obliqua, temos: MHGMRES [1], Bl-BMinres [4], BI-BiCGStab [7], GI-GMRES
[8], BLGMRES [21], BI-BiCG |20], Bl-Lanczos 23] , BMinres [23], BICGStab [24] e
Lanczos [13].

Podemos diferenciar os métodos a partir da forma como o algoritmo vai gerar a
solugdo aproximada do sistema (1.1). Os métodos em bloco vao iterar os s siste-
mas a serem resolvidos simultaneamente. Como exemplos, temos: Bl-BMinres [4],
BI-BiCGStab |7], B-GMRES |[21], BI-BiCG |[20], Bl-Lanczos 23] e Bl-Arnoldi [26].
Outra caracteristica é que a matriz de Hessenberg gerada tem ordem ns. Os méto-
dos globais ocorrem quando projetamos globalmente, o residuo sobre um subespaco
de Krylov, de forma ortogonal ou obliqua, . Alguns destes métodos sao: GI-FOM
[8] e GI-GMRES [8]. Nestes algoritmos, a matriz de Hessenberg tem dimensao s

. Ha os métodos que partem da resolucao de um sistema inicial, os seed systems.
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Os outros residuos sao projetados no subespacgo de Krylov gerado pela resolucao do
seed system, por exemplo, o MHGMRES [1]. Este método também é chamado de
método hibrido, pois ¢ um método em bloco baseado no GMRES [15], que usa seed
system e a aproximagcao de Richardson.

A partir da nossa pesquisa bibliografica, podemos constatar que existem poucos arti-
gos sobre BI-BiCGStab [7]. Por este motivo, preferimos trabalhar com este método,

aplicado a sistemas lineares com multiplos lados direitos de grande porte.
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Capitulo 3

Operadores de Projecao

3.1 Introducao

Neste capitulo serdo tratadas algumas definicdes e teoremas de Algebra Linear,
utilizados nos capitulos seguintes. Tais conceitos serao aplicados a alguns métodos
iterativos de resolucao de sistemas lineares.

Foram feitas demonstracoes de alguns teoremas, porque ou as provas encontradas
na literatura nao eram bastante claras, ou a técnica utilizada na demonstracao era
interessante para os topicos a serem desenvolvidos. Os teoremas que nao foram
demonstrados apresentam referéncias relativas as demonstragoes.

Os pontos principais deste capitulo sao tratar as projecoes, ortogonal ou obliqua,

sob o ponto de vista matricial, e, também, sua capacidade de minimizacao.

3.2 Imagem e Nicleo de uma Projecao

Definicao 3.1 Considere P uma transformacao linear, P € dita uma projecao, P :

C* — C" se P> = P, P ¢ também chamada idempotente.

-

Defini¢ao 3.2 Seja I uma transformagao linear, I : C* — C", com I(x) = x, I ¢

chamada transformacgao identidade.

Definicao 3.3 Considere T uma transformacao linear, T : C* — C" , temos:
1. O nicleo de T', N(T), € dado por:

N(T) = {z € C"|T(x) = 0}.
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2. O dominio de T, D(T), ¢ dado por:

D(T) ={z € C" |3y € C", T(x) = y}.

3. A imagem de T, Im(T), € dada por:

Im(T)={y e C"|Jz € C",T(x) = y}.

Teorema 3.1 Seja P uma projegao, temos entao que:
1. N(P)=1Im(I — P);
2. N(P)nIm(P)={0};
3. Sex € Im(P) = P(x) = x.

Prova [26].

Teorema 3.2 O espagco C" pode ser decomposto na sequinte soma direta:
C" = N(P)@® Im(P),
ou seja,
Ve e C",dxy € Im(P) AN3Jxe € N(P) tais que x =1+ Xo,
onde P € uma projegao, P : C* — C".

Prova
Considere P uma projecao, P : C* — C" . Todo elemento x € C" pode ser escrito
da forma,

z=(I—P)(z)+ P(x).

Pelo Teorema 3.1, itens 1 e 2, podemos concluir a prova. o

Uma reciproca interessante ¢ dada no teorema a seguir.

Teorema 3.3 Para todo par de subespagos M e S de C", tais que, a soma direta

desses dois subespacos resulta em C™, temos que existe uma unica projecao, P, onde

Im(P)=M e N(P)=S.
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Prova

Seja x € C", ©x = x1 + 29, onde x1 € M e x5 € S. Vamos definir a seguinte funcao
P.

r, se veM
P(z) = (3.1)
0, se z€8

Para x = 0, temos que, P(0) = 0, pois P é uma transformacao linear, entao, seja

xeCn,

P?(x) = P?%(x;+13) = P*(1) + P*(22)

= P(z1)+ P(0) =2, = P(x).

Logo, P?(z) = P(x),Vx € C", ou seja, P é uma projecao. A partir da defini¢ao da
fungao, temos que, Im(P) = M e N(P) = S, o que conclui a prova da existéncia
da fungao P.

Suponhamos que uma proje¢ao @, @ : C" — C", tal que, Im(Q) =M e N(Q) =S
e, Q(x) # P(z), Vx € C", temos

reC" Ay e MANTlz, €S com = =1+ 2

Qlz) = Q1)+ Q(x2) = Qx1) = 11
= P(x1) + P(x2) = P(x)

= P(z) =Q(x),Vz € C". Absurdo! o

Corolario 3.1 Considerando o Teoremal3.3 temos
C" = N(P) & Im(P).

Prova
Por hipotese temos, C* = M & S, e Im(P) = M e N(P) = S. Assim C" =
N(P) & Im(P). o

Corolario 3.2 Considerando o Teoremal3.3, seja L = S*+. Entdo

ueM
(3.2)

r—ull
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Prova

Se dim(Im(P)) = m entdo, pelo Teorema 3.1} item 1, dim(N(P)) = dim(Im(I —
P)) = n — m. Podemos definir S a partir de seu complemento ortogonal, I = S,
onde dim(L) = m. Facamos u = P(x), assim, pelo Teorema item 1 e pelo

Teorema 3.3} temos que:

Plz)e M ue M
x—P(z)e S r—ull ¢

Essa transformacao linear P é dita projecao sobre M, ao longo ou paralela ao su-

bespaco linear S, ou, uma projecao sobre M e ortogonal ao subespago L.

Teorema 3.4 Dados dois subespacos M, L € C", de mesma dimensao m, as duas

condicoes abaixo sao equivalentes:
1. Nenhum vetor de M diferente de zero € ortogonal a L.

2. Para todo x € C™ existe um unico vetor u que satisfaz as condi¢oes dadas em

3.2).

Prova

1) Queremos provar que as condigoes dadas em (3.2) sdo satisfeitas. Temos, por
hipétese, que se z € M e z 1L = x = 0, ou seja, M N L+ = {0}. Como dim (L) =
m = dim(Lt) = n —m, entdo C* = M @& L*. Usando o Teorema 3.3 temos que
existe uma projecao P, tal que Im(P) = M e N(P) = L*, como pelo Teorema 3.1,
item 1, N(P) = Im(I — P), segue que :

P(x)e M ue M
fazendo, u= P(z) =

r— P(x) e L* r—ullL

ou seja, 1 = 2.
2) Suponhamos que Ju € M, u # 0, tal que u é ortogonal a L. Seja x € C", onde

x € L, entao:
(@ —u,u) = (z,u) — (u,u) =0 — [Jul = [juf| #0

assim x — u nao é ortogonal a L, ou seja, as condi¢oes dadas em (3.2) nao sao

satisfeitas, absurdo! Logo u = 0, podemos concluir que 2 = 1. o
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Figura 3.1: Projecao de x sobre M e ortogonal a L.
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Uma interpretagao geométrica desse teorema seria a de que dados M, L C C", sob
as hipoteses do Teorema 3.4, existe um tnico subespaco L+ C C" ortogonal a M.
Essa interpretacao é analoga ao V' postulado de Euclides.

Resumindo, dados em C" os subespagos de mesma dimensao, M e L, satisfazendo
a condi¢ao, M N L+ = {0}, existe uma projecio P sobre M e ortogonal a L que
define o vetor proje¢ao u para todo x € C" atendendo as condigoes de (3.2). Essa
projecao é tal que:

Im(P)=M e N(P)=L"

Se P(x) =0, z € N(P), ou seja, x € L*.

3.2.1 Representacao Matricial

Definicao 3.4 Seja a matriz A € C"*",a matriz adjunta, que é a transposta con-
jugada de A, notada por A" ¢
AP = AT,

onde barra representa a operagao de conjugagao.

Teorema 3.5 Considere M, L € C", com dim(M) = dim(L) =m, M N L+ = {0},

V e W, bases de M e L, respectivamente. Entao, WHV ¢ nao-singular.

Prova [26].

Defini¢ao 3.5 Dois conjuntos de vetores A = {aq,...,an} ¢ B={by,..., by} sdo

ditos bi-ortogonais se:
(Cli, b]) = 51']'7 onde 5ij =

Na forma matricial temos BTA = 1.

Teorema 3.6 Considere M, L € C", com dim(M) = dim(L) =m, M N L+ = {0},
Ve W, bases de M e L, respectivamente. Entao, existe uma projecao P, sobre M

e com direcao ortogonal a L, dada por:
P=VWHV)"'TWH, (3.3)
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Prova

Do Teorema 3.4} temos que C* = M @ L+, pelo Teorema 3.3, podemos considerar
M = Im(P). Sejam, V = [vy,...,v,] e W = [wy,...,wy,], bases de M e L,
respectivamente. Como P(x) € M, seja Vy sua representagao na base V. A restrigao

x — P(x)LL é equivalente & condigao:
((z —=Vy),w;j) =0 para j=1,...,m.

Na forma matricial pode ser reescrita como:

Wz —Vy) =0. (3.4)
Segue que:
Wz —Vy) = 0
Wz —Wivy = 0
Wiy = Why
y = (WHV) "Wy
logo:

P=vwivy'wh. o

Corolario 3.3 Considerando as hipoteses do Teorema 3.6, e sejam V e W bi-
ortogonais, entao

P(z) = VWHz,

ou seja,

P=VWwWH (3.5)

Prova

Por definicao, WHV = I, substituindo em (3.4), obtemos (3.5)). o

3.2.2 Projecoes Ortogonais

Definicao 3.6 Seja o subespaco vetorial, S C C™ . A operacao ou func¢ao, produto
interno, (,): S x S — C, estd definida, se os sequintes axiomas sao atendidos:

Sejam u,v,w € S ea,f € C
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2. (u,v+w) = (u,v) + (u,w);

3. (au,v) = alu,v) e (u, fv) = B(u,v);

4. (u,u) >0, ¢ (u,u) =0« u=0.
Definicao 3.7 Uma projecio P € dita ortogonal se

Pip=ppT = 1 (3.6)
Se o espago vetorial considerado, S C C", admite um produto interno, temos que
(u,v) = (Pu, Pv), Vx,Yy € S.

Se a igualdade (3.6) nao se verifica, P € dita obliqua.

Teorema 3.7 Seja P uma projecao ortogonal de C", entdao o nicleo de P € igual

ao complemento ortogonal da imagem de P, ou seja,
N(P) = Im(P)™*. (3.7)

Prova

Sejam = € N(P) e y € I'm(P), segue que

(z,y) = (P(x), P(y)) = (0,y) =0,
como x € N(P) e Yy € Im(P), temos que (z,y) = 0, entio

z € Im(P): = N(P) C Im(P)*. (3.8)
Seja z € Im(P)*, entio (z, P(y)) = 0, Yy € S. Mas

(z, P(y)) = (P(x), P((P(y))) = (P(x), P*(y)) = (P(x),y),
assim (P(z),y) = 0, ¥y € S, entdo
r € N(P) = Im(P): Cc N(P). (3.9)

De (3.8)) e (3.9), podemos concluir a igualdade (3.7)). o

Podemos ilustrar a condi¢ao acima na Figura 1.2.
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_dPx)

Figura 3.2: Projegao ortogonal de x sobre M.

Teorema 3.8 Seja P uma projecio , entdo PH ¢ tal que
(PH2,y) = (z, Py), vV, Vy € C", (3.10)
além disso, P2 ¢ uma projecao.

Prova
Tomando P e aplicando a propriedade anti-comutativa do produto interno, temos

(3.10). Podemos observar que para Vz,Vy € C",
(P™)?z,y) = (P"x, Py) = (x, P*y) = (z, Py) = (P"x,y).

Entao PY é uma projecao. ¢

Corolario 3.4 Como conseqiiéncia do Teoremal3.8, temos:
N(P?) = Im(P)*, (3.11)
N(P) = Im(P™)* (3.12)

Prova

Vamos provar a igualdade (3.11).

'Matrizes, P, tais que PH#P = PPH sio chamadas matrizes normais
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Seja x € N(PH), entao, Vo' € C", temos

(PH(z),2)) = 0de() = (x,P(2")) =0
= 21Im(P) =z € Im(P)*. (3.13)

Por outro lado, se x € I'm(P)*, entdo, Va' € C, segue que

(z,P(2")) = 0de() = (PPz,2")=0
= PH(2)=0=2¢ec N(P)¥) (3.14)

De, e (3.14), concluimos (3.11); analogamente, provariamos (3.12). o

Teorema 3.9 Uma projecao € ortogonal se, e somente se, é Hermitiana.

Prova [26].

Teorema 3.10 Seja P uma projecao ortogonal sobre o subespaco vetorial M C C™,
M = Im(P). Considere uma matriz V, de ordem n x m, cujas colunas formam uma

base ortonormal de M. Entdo, podemos representar P pela matriz P = V'V, além

disso,
VVHre M e  (I-VVHze M- (3.15)

Prova
Esse é um caso particular da representacao matricial de uma projegao dada por (3.5),

fazendo M = L e, tomando V segundo a hipdtese, segue dai, também, (3.15). o

Teorema 3.11 A representacao de uma projecao ortogonal, P, nao € unica, e,

para quaisquer duas bases ortonormais, Vi,Vo € M, com Im(P) = M, temos que
|G A%

Prova

A representacao de P nao seréd unica, pois M tem mais de uma base ortonormal,
basta entao aplicar o Teorema|3.10 as bases consideradas.

Sejam Vi, V5 bases ortonormais de M, entao 43C' € C™*™ tal que Vi = VLC, com
CCH = CHC =T |27], assim

ViV = VOO = V,CCHVE =WV o
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Teorema 3.12 Seja P uma proje¢ao ortogonal, entao
=[5 = ([ Px]l3 + I(I — P)|j3- (3.16)

Prova
Seja x € C", temos que z = Pz + (I — P)x , mas PxLl(] — P)x, assim (3.16) se

verifica. o
Corolario 3.5 Uma consequéncia do Teorema!3.12 € que, Vo € C",
[1P(3 < [lz]l3. (3.17)

Prova

Segue de (3.16). o

Corolario 3.6 Segue do Coroldrio|3.5 que

Temos ainda que, se tomarmos x € Im(P),

[P()]2

[E41p

Pla)=z = |P@):=lzlz = =1

logo 0 sup|,.0 {W} =1 € atingido. Portanto:
[Pl =1,

para toda projecao ortogonal P.

Prova

Segue de (3.17). o

Uma projecao ortogonal tem apenas dois autovalores distintos: zero, com
multiplicidade igual & dim(N(P)) , e um, com multiplicidade igual a dim(Im(P)).
Qualquer vetor da imagem de P é um autovetor associado ao autovalor um.
Qualquer vetor do niicleo de P é um autovetor associado ao autovalor zero.

No préximo teorema, uma importante condigao de otimalidade é estabelecida.
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Teorema 3.13 Seja P uma projecao ortogonal sobre um subespaco M C C". FEn-

tao, para todo x € C", € verdade que:

min [z -yl = |z — Pzl.. (3.18)
Prova [26].
Seja y = Px para a projecao ortogonal P sobre o subespaco M, temos:

Corolario 3.7 Sejam M um subespaco de C" e x € C". Entao:
min ||z -yl = |z — g
se satisfaz as duas condigoes abaizro:

yeM,
x—yLM.

Prova [26].
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Capitulo 4

Método de Projecao e Subespaco de
Krylov

4.1 Introducao

Neste capitulo vamos abordar o algoritmo de uma projecao obliqua e alguns
teoremas relacionados. Uma de nossas contribuigoes é apresentar o operador de
projecao e sua representacao matricial.

Em relagdo ao outro assunto tratado, Subespago de Krylov, apresentaremos
algumas defini¢oes e teoremas. Optamos por fazer as demonstracoes de alguns deles
explicitamente, como contribuigao, pois na literatura consultada, ou nao aparecem
demonstrados, ou nao sao bem explicados.

Denominamos de teorema os resultados cléssicos obtidos da literatura e proposicao,
as que foram propostas e demonstradas e que nao se encontram na bibliografia

pesquisada.

4.2 Método de Projecao

Seja A uma matriz de ordem n e b um vetor de C", considere, entao, o sistema linear
Az =b. (4.1)

Uma das formas de se obter uma aproximagcao para a solu¢ao desse sistema é usar

uma técnica de projecao.
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Sejam IC e L dois subespagos de C™ de dimensao m. A partir desses subespacos,
vamos obter um operador de projegao, P, de tal forma que C" = N(P) @ Im(P).
Vamos utillizar a proje¢ao obliqua sobre K, com direcao ortogonal a £. Conside-
rando Z uma solucao aproximada do sistema e o residuo dado por r = b — Az,
teremos como resultado uma aproximagcao da solucao do sistema dado, que atende
a

Determine 7 € K tal que b— AZLL.

Se desejarmos utilizar uma solucgao inicial, zg, entao a solucao aproximada deve ser
procurada no espaco afim xg + K, ao invés de no espago vetorial K. O problema

pode ser redefinido por:
Determine = € xg+K tal que b— AT LL.

Podemos escrever T na forma & = xg+ 6 com 6 € K. O vetor residuo inicial ry é
definido como rg = b — Axg e o erro e é dado por e = 2* — T, onde z* é a solugao

exata do sistema (4.1). Sustituindo Z e 7o, segue que
b—A(xog+6)LL ou roy— AdLL.
Em outras palavras, a solucao aproximada pode ser definida como:
T = xo+0, 0€K; (4.2)
(ro — Ad,w) = 0, Ywe L. (4.3)

Esse é o passo basico da projecao, na sua forma mais geral.

Vamos construir o algoritmo da projegao, tendo uma solugao inicial z,

T = xo+Vy;
Vy = 7 — xp;
AVy = AT — zo);
AVy = b—Axg— (b—AZ) =19 —T;
WHAVYy = Wi, — W7
WAV = W
y = (WHAV) "Wy,
Onde WH AV precisa ser invertivel, para que esta operacao faca sentido.

Um protétipo da técnica de projecao é representado no Algoritmo 2.1.
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Algoritmo 4.1. Protétipo do Método de Projegao

1. Sejam a matriz A e os vetores zg e b, Do

2 Selecione um par de subespacos K e L
3 Escolha bases V' = [v1,...,vp] e W = [wy,...,wy] para K e L
4 r:=b— Az

5. y:i=WHAV) 1wy
6 z:=x+Vy

7

O teorema, a seguir, mostra dois casos particulares onde sabemos, a priori, que a

matriz W2 AV é invertivel.

Teorema 4.1 Sejam A € C"", K e L subespacos de C", satisfazendo uma das
condicoes abaizo:

(1) A é positiva definida e KK = L ou

(i) A € nao-singular e L = AK.

Entao a matriz WHAV € nao-singular para quaisquer bases V. e W, de K e L,

respectivamente.

Prova [26].

Teorema 4.2 Suponha que A é uma matriz simétrica positiva definida, K, L C C"
e K=L. Entao um vetor T resulta de um método de projecao ortogonal sobre IC, com

vetor inicial xo, se minimiza a A-norma do erro sobre xq + IC, isto €, se

E(z)= min E(z),

onde

x* € solugao exata.

Prova |26].

Teorema 4.3 Seja A uma matriz quadrada qualquer, IC,L C C" e suponha que
L=AK. Entao um vetor T € resultado de um método de projecao (obliqua) sobre

IC com direcao ortogonal a L e, partindo do vetor inicial xo, se minimiza a norma
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Euclidiana (2-norma) do residuo b — Ax sobre xo + IC, isto €, se

R(Z) = min R(z),

r€xo+K

onde R(z) = ||b — Ax||o.
Prova [26].

Proposigao 4.1 Seja o Algoritmo 2.1. Entao, existe um operador de projegao obli-
qua, P, que projeta o erro e = x* — xqy, onde x* € a solu¢ao exata, sobre o subespaco
IC, de tal forma que o residuo r € ortogonal a L. O subespaco IKC € o subespaco de
busca da solugcio do sistema, a projecao tem direcao orotogonal ao subespaco L . A

matriz que representa tal operador é dada por:
P=V(WHAV)'TWH A,
onde V e W sao bases dos subespacos KC e L, respectivamente.

Prova
O passo 6 do algoritmo é semelhante a equagao (4.2), tomemos § = Vy.
No passo 7 temos y = (WHAV)~1WHr sabendo que r = Ae, onde ¢ é o erro, temos

que:
y=WH"AV)'WHAe e §=VIWTAV)'WH Ae. (4.4)

Considere P = V(WHAV)"'WHA, podemos verificar que P? = P, ou seja, P ¢é a
projecao dada na Proposicao
Da equacao (4.4) segue que 6 = Pe, por hipdtese, temos que d € K, entao, podemos

concluir que 0 é a projegao do erro e sobre o subespago K. o

4.3 Subespaco de Krylov

O interesse do tema Subespago de Krylov reside no fato de ser o subespago de
busca das aproximagoes da solugdo de um sistema linear (equacao (4.1)) para os
métodos iterativos que serao apresentados posteriormente. Demonstraremos de
forma detalhada nao s6 as razoes que credenciam o subespaco de Krylov como um
bom espaco de busca, mas também os teoremas que mostram como se obter uma

base para o subespaco de Krylov.
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Defini¢ao 4.1 Considere o conjunto de vetores V.= {vy,...,v,,} C C" o subes-
pago vetorial gerado por V., S C C", notado por S = [v1,...,v,] , ou entdo,

S = span(V).

Definicao 4.2 Um subespaco de Krylov ¢ gerado por uma matriz A, de ordem

n, e por um vetor v € C", da sequinte forma:
[v, Av, ..., A" 1.

Notamos tal subespago por K,,(A,v) [26], [24].

Definicao 4.3 Seja A uma matriz de ordem n, o determinante
p(t) = det(A —tI)

€ chamado polinémio caracteristico de A, que pode ser escrito como

d d
pt) =[]t =)™, nj<ned nj=n,
j=1

j=1

onde \i,...,\g sao autovalores distintos de A.

Definigao 4.4 Seja A uma matriz de ordem n. O polinémio minimo de um

vetor v € o polindmio monico nao-nulo, p, de menor grau, tal que, p(A)v = 0.

Definicao 4.5 Seja A uma matriz de ordem n, o grau do polindémio minimo de v

com relagao a A, € chamado grau de v com relagao a A.

Teorema 4.4 O subespaco de Krylov K., é de dimensao m, se o grau p de v com

relacao a A € maior ou igual a m, ou seja,
dim(K,,) =m «—  grau(v) > m.

Portanto,

dim(K,,) = min{m, grau(v)}.
Prova [26].
Teorema 4.5 Seja QQ,, uma projecao sobre IC,, e seja A, a restricao de A em IC,,,

isto é, Alx,, = Am = QmA. Entdo, para todo polinénio q de grau menor ou igual a

m — 1, temos que



e, para todo polionio de grau menor que m,

QmQ<A>U = Q(Am)v'

Prova [26].

Procuramos, entao, uma forma de se obter uma base para o subespaco de

Krylov, K, = K (A, v).

Teorema 4.6 Sejam os vetores da base do subespago de Krylov, K, = K,,(A,v),

dados por:

u = A"

Definimos a matriz U;, de ordem n X 1, aquela cujas colunas sao os vetores u;,
i=1,...,m. Sejam e; o i-ésimo vetor da base canonica de C', B; wma matriz de
ordem 1, tal que
B (b)) - 0 se i1#j+1 (45)
1 se 1=7+1
Entao,

Antes da prova deste teorema, vamos analisa-lo. Reescrevendo a igualdade desejada

matricialmente, segue que

a ... Qp Uy ... U — Uy ... U bl bz

nxn nx1 nxi X1

nx1

Suponhamos que

A=AU; = (ar;) . U=UB; = (u).

Temos, entao,

n
Gy = ) aptiyy © g = Uppo ke
p=1
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Tal fato pode ser interpretado da seguinte forma. O produto U;B; faz com que a
tltima coluna dessa matriz seja nula e cada coluna u; = u;,1, ou seja, o produto
elimina a primeira coluna de U; e substitui pela segunda coluna, e assim sucessiva-
mente, até que a i-ésima coluna seja uma coluna nula.

Agora vamos ver o produto e,

Uz‘+1€7;H= 0 0 ... uu
| |

Considere U = U;B; + u;y1ell) daf segue que, parai=1,...,j — 1, temos:

nx1

Upj = Ujt1k = Qkj,
visto que u;;1 = Auy;, entao,
AU = U, B: R §
i — Ug z+uz+le¢ .

Agora vamos & demonstracao formal usando inducao matemaética.
Prova
1) Suponhamos i = 1,

AanUl = AU1 = U2, pOiS u; =0,

U1

U2

UBy=| | 0]=0

Assim Ay, Uy = Uy By + ugell.
2)Queremos provar que
AUy, = Up By + jpr el
implica
AUt = Upy1Bri1 + tproef .

Podemos escrever

AUpt1 = A | Uy upys
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Da hipotese da inducao e da definicao de wuy, temos

_ H —
AU, = | UpBy 4+ upiey wpro | = | U1 Brgr Wpo

€ segue que

H
AUps1 = Upy1 Bry1 + Upq2ei - o

Definicao 4.6 Considere a matriz H = (h;;), H € uma matriz Hessenberg supe-
rior se h;; = 0 para todo para i, j, tal que it > j+1. Matrizes Hessenberg inferior

podem ser definidas de forma andloga.

Teorema 4.7 Considerando as matrizes B; dada por (4.5) e R; , uma matriz tri-
angular superior, tal que, U; = Q;R;, com QEQ; = I, Q; unitiria. Temos que a

matriz

—1
€ uma matriz Hessenberg superior.

Prova

Facamos uma indugao matematica sobre o indice 1.
1) Base da indugao:

Suponha que 7 = 1.

RByR; = [m][0][~] = [0] = H,

(&1

A base é verdadeira para ¢ = 1.

2) Vamos provar que
Hy = RyByR; !
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onde Hj é uma Hessenberg superior, implica que Hy,, é Hessenberg superior.

—1
Hipn = BriBraR

-1 1 p—1
R Tk By, Rk —;Rk Tk41

0 1

H
0 « € =

0
0
| BaBy +rppaef 0] R —LIR'r
0

H 1
aey, 0 =

«

RkBkRI;I + Tk+1€kHR];1 —é(RkBlezl + Tk+1ekHR,;1)

Hp-1 Hp—1
aey Ry —e Ry rpq

Vamos calcular cada elemento da matriz Hy,, dada acima. Facamos

Hipin Hiqio
Hy =

Hit121 Hpq120

Segue que Hyiq11 = RkBkR,gl + rkﬂe,;HR,;l. Observe que:

Tk+14,1
| | Tk+1,1
H Tk+1,2
Tk+1€ = ) 00 ... 1 1k= 00
. X
| | Tk+1,k Kk
Tk4+1,k x1
_ -1
Ty T T
| Tk+1,1 0 1
T T
Hp-1 22
Fepiep Bw =1 0
x
’ Tk4+1,k .
- 0 0 T
| | rolr
kk " k+1,1
= 0 0 : = Col
|| rtr
L kk T k+1,k ke

Assim, temos que Hyi11 = H, + Col, onde Hj, = RkBlezl ¢ Hessenberg superior,
pela hipotese da inducao. Entao Hji;; ¢ uma matriz de ordem k, Hessenberg
superior .

Hypon=aefRy'=10 0 ... a]R,glz[o 0 ... arg -
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Temos, ainda que
1
Hii112 = (_E>Hk+1,117"k+1
Uma Hessenberg que multiplica um vetor, ¢ um vetor, entao Hyy112 ¢ uma matriz

de ordem 1 x k.

Finalmente,
Hp—1 ~1
Hpy120 = —€ By Ty = T T Lk

Assim, os elemento da matriz Hy 1, sdo tais que

;

hij € Hepin, 4,7=1,...,k

hijer+1721, Z:k—i-l, ,jzl,...,k}

Hk+1 = (h”) =
hij € Hyp102, t=1,...,k, j=k+1
| Pij € Higr22, 0,7 =k +1
= Hy.1 € uma Hessenberg superior. o

Teorema 4.8 Seja o subespago de Krylov, K,, = K,,(A,v), entao, 3Q,, € C™*™,

tal que

onde QEQ,, = I e H,, é uma matriz Hessenberg superior.

Prova

Seja a base de IC,,,, dada por
w=A"Y, i=1...m.

Definimos a matriz U;, de ordem n X i, aquela cujas colunas sao os vetores u;,
1=1,...,m.
Pelo Teorema (4.6, temos

AUz = Usz + Ui-{—lefl‘

Podemos fazer a decomposicao QR de U;, pois as colunas de U; sao linearmente

independentes, seja
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com Q¥Q; = I e R; uma matriz triangular superior. Assim,

AQ;R; = QiRsz'-l-UHlef{
AQi = QiRBiR' +usief R (4.7)

Aplicando o Teorema a equacao , obtemos:

AQ; = Qiﬁi + Uiﬂ@f]R;l

~ 1
= Q:H;+ ;Uiﬂef{, (4.8)

(43
onde I:IZ- = R;B;R; Le Hessenberg superior.

A matriz U;; também apresenta fatoragao QQR, dada por

Ui+1 = Qi+1Ri+1

Qi qi R; T
H
Vi it 1,41 0 Titir+1
) H
Como Qi1 € tal que Q4 Qi1 =1,
H
Qi U5 Qi qi I 0
H H
4 Qit+1,i+1 Ui Qit1ivt 01
segue o sistema:
4
Qf{Qi+viUfI:I:>viviH:O:>v¢:O
H, _ _ 1 H, _ 1 HA _ . H
Qi i = —Qit1,+1V; = U; = T GitLitL Hl@i q; = —m% Q; = v;
H., _ H
q; 4i = —qit+1,i+17;
H 2 _
(& Ot Qi1 = 1
Assim,
Qi qi
Qiy1 =
0 Git1i+1
Qi i R; T
Ui =
0 Git1i41 0 7Tit1r41
Uipr = Qi +Tit1i1G + Tit1i11Gi11,i41
= Qi + Tit1i41¢i11 (4.9)
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Substituindo (4.9) em (4.8]), segue que

~ 1. Tiv14
AQ: = Qi(H;+ Fﬂ?f{) + %Qi—&—le{{

1 0,0

= Qsz + aqi+1ef{. (410)
Entao,
QI AQ; = Q' QiH; + Q' gipref’ = Hi + Q' giae]’.
Observe que Qg el = 0 pois as colunas de ); sao ortogonais a g1, por
construcao. Entao, QF AQ; = H;, onde H; ¢ uma matriz Hessenberg superior. o

Observamos que se fizermos

qz'li1AQi = qz‘li1QiHi + Oéqili1Qi+1€fI
qg-lAQi = Oéeﬁ
6 AQQT = ael' QY
Gir1Ag = Oéef{Qf{CIi = ¢i1Ag = a.
Como QF | AQ;+1 = H;y1, temos que o = hyi1;.

Em varios métodos para resolucao de sistemas lineares, o subespaco de Kry-
lov é utilizado como espaco de busca para a melhor solu¢ao aproximada de Ax = b.
Vejamos por que tal subespago é conveniente.

Dado um sistema linear, Az = b, e z* sua solucdo exata. Vamos considerar A

nao-singular.

Teorema 4.9 Seja A uma matriz nao-singular de ordem n, entdao

onde «; sao os coeficientes do polindmio minimo associado a A.

Prova
Sejam \q, ..., \g os autovalores distintos de A, o polindémio caracteristico de A sera

dado por

p(t) =3t M),y <,

Jj=1
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Seja ¢ o polindmio minimo associado a A,

d
q(t) = Z(t —X;)™, onde 1<m;<n;.

j=1
Podemos escrever

m d
q(A) = Z a; A7) onde m = ij.
=0 j=1

Como A é nao-singular, temos que

d
Qg = H )‘j 7£ 0.
j=1
Sabemos que ¢(A) = 0 entdo

ool + oA+ ... +a, A" = 0

A_l = — Z ()éj+1Aj. 3%

Teorema 4.10 Considere a solugdo exata, x*, de um sistema linear da forma Ax =

b, onde A € a matriz nao-singular de ordem n, € tal que
€ xg+ Kn(A, 1),

onde xog € a aproximacao da solucao inicial e m o grau do polindmio minimo de A.

Prova

Suponhamos que zy = 0, a solucao exata do sistema é dada por z* = A~1b, assim

= A7
1 m—1
G Y
(%)) =0
m—1
1 )
= — Z Oéj_HAjb.
Qp “—
7=0
Entao z* é escrito como combinacao linear de (b, Ab, ..., A™71b), ou seja, z* €

Kon(A, D).

Se g = 0 podemos ver, facilmente, que K,,(A,b) = K,,(A,1r9) e podemos usar
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K., (A, rg) como espago de busca para a solu¢do aproximada.

Suponhamos que zy # 0, entao

= Ail(A.To + 7“0)

-1
= ZEO+A To,

logo z* € xg + K, (A, 70). o
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Capitulo 5

Método da Bi-Ortogonalizacao de

Lanczos

5.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos o método da Bi-Ortogonalizagao de Lanczos [13], que
¢ parte do método das "iteragdes minimizadas". Vamos provar que o algoritmo
apresentado gera bases bi-ortogonais para dois subespagos de Krylov convenientes.
Sob o enfoque escolhido, serd apresentada uma proposicao que demonstra a
existéncia de um operador de projecao que atua neste método, sua formulagao
explicita sera exibida.

O método desenvolvido por Lanczos [13| tem como objetivo encontrar solugoes para
problemas de autovalores de operadores lineares, principalmente os relacionados
com a teoria das vibracoes. Lanczos observou que, a partir de duas séries, a saber,
expansao de Liouville-Neumann ou série de Schmidt, as equacoes de operadores
diferenciais ou integrais podem ser resolvidas.

Ele construiu o método das "iteragoes minimizadas" (minimized iterations) para
determinar autovalores e autovetores de uma dada matriz. Lanczos desenvolveu
seu algoritmo para matrizes simétricas e nao-simétricas e apresentou algumas
aplicacoes: "Vibracgoes laterais de uma barra", "O problema de autovalores do ope-
rador linear integral", "O problema de autovalores do operador linear diferencial",
"Equagoes diferenciais de segunda ordem; Método de Milne".

Em outro artigo [28], Lanczos descreve um algoritmo para resolver sistemas lineares,
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com um grande ntimero de variaveis, usando uma sucessao de aproximagoes.

5.2 Meétodo da Bi-Ortogonalizacao de Lanczos

Considere a matriz A de ordem n. A proposta do método é gerar duas bases, V e

W, bi-ortogonais, para os seguintes subespacos de Krylov,
K=KnAuv) e L=K,(A" w),

respectivamente.
Sejam

V=A{v1,v9,...,00} e W ={w,we,...,wy}

Mostraremos o algoritmo que gera as bases V' e W, de modo que estas sejam bi-

ortogonais. Vejamos o algoritmo da Bi-Ortogonalizagao de Lanczos.

Algoritmo 5.1. Algoritmo da Bi-Ortogonalizacao de Lanczos
1. Escolha dois vetores vy, w; tais que (v, w;) =1
2. Sejam 1 =01 =0, wg=vy =0

3. Paraj=1,2,...,m. Do

4. a; = (Avj, wj)

5. Vi1 = Avj — ojvj — Bjvi—1

6. W1 = Alw; — ajwj — §jwiq

7. i1 = |(Dj41, 1) [Y/2. If §j41 = 0 Stop
8. Bi1 = (D511, Wj11) /6541

9. Wjr1 = Wjt1/Bj+1

10.  wjy1 = 0j41/0j+1

11. EndDo

Esse algoritmo gera duas bases, V' e W, bi-ortogonais.

Teorema 5.1 Dado o Algoritmo 5.1, os conjuntos gerados por este algoritmo, a

cada iteracao, dados por:

V; = {Ula"'avi}a

= {wl,...,wi}

.
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sdo bases de K; = K;i(A,v1) e de L; = K;(A" wy), respectivamente.

Prova

Vamos provar que tais conjuntos sao bases para os subespacos considerados. Para
tal, usaremos inducao matematica.

Provaremos que V; = {vy,...,v;} é base de K;.

1) Vi = {v1} gera K1 = K1(A,vq).

2) Demonstraremos que

Kk(Aavl) = [Uh s 7Ak—1,01] = [Ula ey Uk

implica
Ki(Av) = vy, ... 7Ak7}1] = [v1, .-, Urga]-
Temos que
Afyy = A(AM )
k
= A < Z CLj’Uj) y
j=1
pois, pela hipétese da indugdo, A*~tv; € [v1,...,v]. Segue que
k
Akvl = ( Z CLjAUj) .
j=1

Do passo 5, do Algoritmo 5.1, temos Av; = 0;41+a;v;+5,v;_1, onde V41 = 0,410;41.

Assim,

k
Afyy = Z (04105401 + @05 + Bivj-1)
j=1

;

ajéj s ] = k? —|— 1
k41
= ijvj, com b; = a;o + aj_16; 7 j=k
j=1
aj1Bj41 +aja;+aj_16;—1 , j=1,...,k—1
\
Entao,
Ay € [or, .o opp] = [or, o AR C o, v (5.1)

Dos passos 5 e 10 , do Algoritmo 5.1, segue que
1

Vg1 = 6—(14?% — 0V — Brg_1). (5.2)
k1
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Pela hipotese da inducao,

vp € v, .., A ] = g = Za] vy, (5.3)
k—1

Vg—1 € [1)1, e ,Ak’%l] = Ug—1 = ijAjil?)l. (54)
j=1

Substituindo as (5.3) e (5.4) em (5.2),

Vpr1 = 5k+1 AZQJAJ vl — ZaJAJ v — B Zb AT 11)1
= Ay, — A b; At
5k+1 E;a] V1 — Qy Zaj v1 — Ok Z v1)
(
Clj s j =k
k -
1 . —Qpjp1 + A1 ) J=k-1
= 5 chAjvl, onde ¢; = ’ ’
R =1 —Qpa; — ﬂkb] ‘a1, J=2,..., k—1
L —aga; — Prb; ) J=1
Entao,
Vk+1 € [1)1, .. 7Ak?}1] = [2}17 - ,Uk_H] C [?}1, S ,Akvl] (55)

De (5.1) e (5.5), concluimos que K;(A,v;) = [vy,..., A v] = [vy,...,v]. Analo-

gamente, provariamos que £; = K;(A® wy) = [wy, ..., w;]. o

Teorema 5.2 Caso o Algoritmo 5.1 cumpra m passos temos ,entao,
(v, wj) = 1 <45 <m.
0,se i#7

Prova [26].

Teorema 5.3 Caso o Algoritmo 5.1 cumpra m passos, este gera bases bi-ortogonais,

V e W, aos subespagos K = K,,(A,v1) e L = K,,(A" w,), respectivamente.

Prova

A demonstragao decorre imediatamente dos Teoremas|5.1/e(5.2. o

Em aritmética exata, o ponto central do algoritmo de Lanczos sao os passos
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5 e 6, onde temos trés vetores envolvidos em cada equacao, v;_1, vj, vj41, € W;_q,
wj, wjr1. Cada uma delas é chamada recorréncia de trés termos [13], [28]. Nessa

formulagao, cada vetor das bases, V e W, tem norma unitaria e (vj, w;) = 1.

Proposicao 5.1 Seja o Algoritmo 5.1. Entao, existe um operador de projecio P;
que projeta o vetor Av; ortogonalmente a L; sobre o subespagﬁl@, ondei=1,....m

. A matriz que representa tal operador € dada por

onde V; e W;, sao bases bi-ortogonais de IC; e L;, respectivamente, geradas pelo
Algoritmo 5.1.

Temos, também, o operador de projecio Q; = P, que projeta o vetor AHw; sobre
o subespaco L;, ortogonalmente a IC;, onde ¢ = 1,...,m . A matriz que representa
tal operador é dada por

Qi = WiV,

Prova

Considerando o passo 5, e fazendo o,v; + Biv;_1 = Viy = P;(x), temos
VViHﬁiH = I/VZHA% - WZ-HV;?J-
Pelo Teorema 5.3, temos que W o;,1 =0 e WHV; = I, entao
y = WH A,

ou seja,

Pi(Avy) = ViWH Av; = P, = VWH.

Observe que P? = P, logo, P; ¢ uma proje¢ao. Analogamente, podemos mostrar

que Q; = W,V

Para provarmos que Av; — P(Av;) LL;, devemos provar que
(Av; — P(Av;),w;) =0 para k=1,... i

Como

Pi(Av)) = ViWH Aw;,

10s subespagos, L; e K; , sdo dados por: £; = K;(AT w) e K; = K;(A,vy).

46



temos que

(Av; — Py(Avy),wp) = (Av; — ViWH Avy,wy) = WH (Av; — ViWH Avy)
= WHAv;, — WHV,WH Av;,

V; e W; sao bi-ortogonais. Assim,
WHV,WH Av; = W Av,,

entao,

(Av; — P, Av;,w,) =0, para k=1,...,1,

ou seja, P; projeta o vetor Av; ortogonalmente a L; sobre o subespago K;. Poderia-

mos provar um resultado anélogo para @);. o
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Capitulo 6

Método de Arnoldi

6.1 Introducao

Neste capitulo, vamos apresentar um dos principais métodos iterativos para se gerar
uma base ortonormal para um subespaco de Krylov. Os teoremas apresentados serao
demonstrados detalhadamente, por serem fundamentais na compreensao do método.
Abordando o método de Arnoldi [14], sob o ponto de vista das projegoes, teremos
como resultado uma proposicao que demonstra a existéncia do operador de projecao,

bem como sua representagao matricial. Tal operador é usado neste método.

6.2 Método de Arnoldi

O trabalho de Arnoldi [14] é baseado no artigo de Lanczos [13], onde foi discutido
o método das "iteragoes minimizadas" (minimized iterations) [13|. Apresentou tal
método, aplicando-o para solucionar a equagao caracteristica de uma matriz, tanto
no caso homogéneo como no nao-homogéneo. Como resultado, obteve uma redugao
no "volume de trabalho numérico" em aplicacoes praticas. E importante frisar
que, assim como Lanczos, Arnoldi busca solucoes para problemas de autovalores.
Vamos abordar parte desse trabalho, onde temos um algoritmo que constréi uma
base ortonormal, V' = {vy,vy,..., vy}, de um subespaco de Krylov, K,,(A,v;).
Este método é conhecido como método de Arnoldi [14]. A ortonormalizagao admite

diferentes procedimentos, um deles é o método de Gram-Schmidt.
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Algoritmo 6.1. Algoritmo de Arnoldi

1. Escolha um vetor v; com ||vi|| = 1.

2. Forj=1,....m—1,do

3 Fori=1,2,...,7,do

4 hi; = (Avj,v;)

5 end

6. Vj41 = Avj — Zgzl hi jvi

7 hjt1,5 = |0j41] if hj41,; = O then end
8 Vit = hifll]

9 end.

Em termos matriciais, os passos 2 a 8 do Algoritmo 6.1 podem ser escritos como
VHAV,, = H,, , onde H,, ¢ uma matriz de Hessenberg superior, ou seja, h; ; = 0,
para i > j + 1. Para demonstracao de tal afirmacao, ver Teorema 2.8.

A proposi¢ao a seguir prova que os vetores vy, vo, . .., U, gerados pelo Algoritmo 6.1

geram o subespago de Krylov K,,(A,vy).
Teorema 6.1 Seja o Algoritmo 6.1. Entao,
[v1, Avy, ..., A" o] = oy, v, Ul

Prova

Vamos fazer uma indu¢ao matemaética sobre a ordem da base.

1) Para k = 1, temos [v;] = [v1], ou seja, o caso base se verifica.
2) Se
[v1, Avy, ..., A¥ ] = o, va, ... 0]
Entao,
[v1, Avy, ..., Aoy, AR = oy, va, 0 o, U
Temos que

Akvl = A(Ak_l’Ul).

Por hipotese, A* v, € [v1,v2,...,v;]. Entao, existem a; € C, com j = 1,...,k,

tais que
k
A" = Z a;vj.
Jj=1
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Assim,
k k
Akl)l = A(Z CLjUj) = Z CLjA’Uj.
i=1 j=1

Entretanto, pelo passo 6 do Algoritmo 6.1, temos que

J
Av; = hypgoge+ Y g
i—1
j+1
= D hiju;,
i=1
k
= A% € [v1,v2, ..., U, V],
k-1 k
= [v1, Avy, . AT 0, AR C [on, va, e Uk V) (6.1)

Resta provar que

k-1 k
Vpy1 € [v1, Avg, ..., A tog, AV

Dos passos 6 e 8 do Algoritmo 6.1, segue que

k
1
Vkpt+1 = (Avk — Z hj,kvj) .
j=1

Pry1k

Como, por hipétese, vy, ..., v, € [v1, Avy, ..., A¥ 1y, entdo existem b; € C, j =

0,...,k—1, tais que
k k—1
Z hj,kvj = Z bjAjl)l.
j=1 j=0

Temos também que vy, € [vy, Avy, ..., A¥" o], entao existem ¢; € C,j =0,...,k—1

tais que

k—1
Vi = E chjvl.
J=0

Assim,
k
A’Uk» = ZC]'A]UL
j=1
Entao,
1 k k—1
Vgy1 = < c;Alvy — b-A]m).
Pit1k ; ’ z_; !
j= j=
Segue que
k—1 k
= Upy1 € [v1, Avy, .. A 0y, ATy
= [v1, 02, Uk, Veg] C o1, Avy, . Ao, AP (6.2)
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Das equagoes (6.1) e (6.2), podemos concluir que

[U1,AU17---7A%1] = [V1,V2, . . ., Upt1)- <

Na proxima proposi¢ao, vamos obter uma outra base para o subespago de Krylov

Km(A, U1>.
Teorema 6.2 Seja o Algoritmo 6.1. Entao,
(1,02, ..., U] = [v1, Ave, ..., AV, 1]

Prova

Pelo passo 6 do Algoritmo 6.1, temos que

j
hy 050 = Avy = > ;.
=1

Entao,
j+1
AUj :Zhi7jvi’ \V/j = ]_,...,k?.
i=1
Assim,

= Avj € [v1,v2,..., 041, Vi=1,..,k;

= [v1, Avy, ..., Avg] C v, 09, ..o, Vg ). (6.3)

Faremos uma inducao matematica para a outra inclusao.
1) O caso base se verifica, pois [v1] C [v1]
2)Provaremos que

[v1, V2, ..., 0] C [v1, Ava, ..., Avy_4]
implica

[V1, V2, .o, Uk 4] C v, Avg, .oy Awg].

Sabemos que

k
1
Vg1 = (Avk — Z hz‘,kvi>-
=1

Ptk
Como vy,...,v; € [v1, Avg, ..., Aug_1], por hipotese, segue que
k—1
Up = a1pv1 + E aspAvs, parap=1,... k.
s=2
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Assim

Piy1k

k k—1
1
Vhp1 = <Avk — g hig(arvr + E ajiAUj))
i=1 Jj=2

k
= b1U1 + Z bjAUj

=2

Entao,

= Uy € (U1, Avy, ..., Ayl

= (01,09, .., U] C [v1, Avg, .. Avg]. (6.4)
Das equacoes (6.3) e (6.4), temos que

[U1, V2, .. Upy1] = [01, Ava, . .., Aug]. o

A partir dos Teoremas e 6.2, temos que
[v1, Avy, ..., A"y = [vr,va, .. U] = [v1, Avs, . Avg_q],

ou seja, temos trés conjuntos geradores para o subespago de Krylov K, (A, vy).
Na proposigao a seguir vamos analisar o método de Arnoldi [14], usando o enfoque

de projecoes.

Proposicao 6.1 Seja o Algoritmo 6.1. Entao, existe um operador de projecio P;,
que projeta ortogonalmente o vetor Av; sobre o subespago de Krylov K; = K;(A,vq),

ondei=1,...,m. A matriz que representa tal operador € dada por:
P, =VVi",
onde V; € uma base ortonormal de IC;.

Prova
Temos V; uma base para o subespaco de Krylov, ;. Considerando o passo 6 do

Algoritmo 6.1, teremos
i
i1 = Av; — Z ht,ﬂ)t-
t=1
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Facamos Vy = Zizl he vy = P(x)

Uip1 = Av; —Viy

Vo = Ve - ViTvy

(2

Mas, por hipotese, as colunas de V; sao ortogonais a ;1. Assim, VA9, = 0 e

temos também que V;#V; = I, entdo:
y = VI Ay, assim Pi(Av) = V;V;H Av;, = P, = V;V2,

Observe que P? = P;, logo P; é uma projegao.

Temos P, = V;VH = (V;VI)H = PH P ortogonal, ou seja, P; projeta ortogonal-
mente Av; sobre ;.

Podemos concluir que a projegao P; = V;V:¥ projeta ortogonalmente o vetor Auv;

sobre o subespago de Krylov, K;(A,vy), comi=1,... m. o
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Capitulo 7

Método do Residuo Minimo
Generalizado (GMRES)

7.1 Introducao

O método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES) foi proposto por Saad e
Schultz [15] no ano de 1986. E um método iterativo, para resolugio de sistemas
lineares, onde a cada passo a norma do residuo é minimizada sobre um subespaco
de Krylov escolhido. O GMRES [15] utiliza o método de Arnoldi [14] para o célculo
de uma base ortonormal para um subespaco de Krylov.

Inicialmente, apresentaremos os métodos do Residuo Conjugado Generalizado
(GCR) [16] e da Ortogonalizagao Completa (FOM) [14]. Posteriormente, apresen-
taremos o GMRES [15] na sua forma classica. Faremos uma analise dos métodos
sob o enfoque de projecoes sobre subespacos de Krylov.

Neste capitulo, serao apresentadas cinco proposicoes, que demonstram a existéncia
e representacao matricial dos operadores de projecao, que fazem parte dos métodos

estudados.
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7.2 Meétodo do Residuo Minimo Generalizado

7.2.1 Meétodo do Residuo Conjugado Generalizado

Vamos abordar o método do Residuo Conjugado Generalizado (GCR) [16], método
iterativo utilizado para resolver sistemas lineares da forma Ax = b, onde A é uma
matriz de ordem n. Neste método, devemos ter como hipotese que a parte simétricﬁ
de A seja positiva-definida . O GCR [16] é matematicamente equivalente ao GMRES
[15], ou seja, os dois métodos produzem a mesma aproximagao, Ty, em aritmética
exata.

Segue o algoritmo do GCR [16].

Algoritmo 7.1. Algoritmo do Residuo Conjugado Generalizado

1. Escolha xg e calcule ro = b — Axg, py = ro

2. Para 7 =0,... até convergir Do

_ (T‘vAp')
3. A= (A;’j’A;?j)
4. Tj+1 = Xj + Q;p;
5. ’I"j+1 = 7“]' — OéjApj
6. Parai=1,...,5 Do

o (Arji1,Apq)

7. Calcule f3;; = — b Ap) i J:Api)
8. EndDo
9. Pj+1 = Tj41 + ZLO Bijpi
10. EndDo

Teorema 7.1 Considerando o Algoritmo 7.1, as sequintes relagoes ocorrem:

1. (Apy, Ap;) =0, se i # j;
2. (ri,Ap;) =0, sei > j;
3. (ri, Ap;) = (ri, Ary);
4. (ri,Ar;) =0, sei > j;
5. (ri, Api) = (ro, Api), sei > j;
6. (po,--,pi) = (po, Apo, - - ., A'po) = (1o, ..., 75);
7. Ser; #0, entao p; #0;
8. xip1 minimiza E(w) = ||b — Awl|s sobre o espago afim xo + (po,...,pi).
'Toda matriz A de ordem n pode ser escrita como A = A; + Ay, onde , A} = AT A; é simétrica
e, Ay = —AT A, é dita anti-simétrica.
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Prova [16]
Teorema 7.2 Seja o Algoritmo 7.1. Entao,
Tm € To + Km(A, 7”0).

Prova

Vamos usar inducao matemaética.
1) zg € 2o + K (A, 1), Ym € N.
2) Suponhamos que

T € xo + Kk(A, TO).
Existe um polinémio P;_;(A), tal que
T = Ty + Pk_l(A)To.
Queremos provar que
Tri1 € 2o + Kip1(A, 10).

Pelo passo 4 do Algoritmo 7.1, temos

Thy1 = T + APk

Pela hipotese da indugdo, xxy1 = 2o + Pr_1(A)ro + aypr. Do Teoremal7.1} item 6,
temos que py € Ky y1(A, o), entdo existe Qr(A), tal que pp = Qr(A)rg. Assim,

Th1r = To+ Peo1(A)ro + arQr(A)rg
= xo+ Tp(A)rg, com Ti(A) = Pr_1(A) + apQr(A).

Segue que Ty € T+ Kii1(A,10).
Logo,
T € To + Kin(A, 1), Ym € N. o

Teorema 7.3 Seja o Algoritmo 7.1. Considere K = K,,,(A,py) e L = AK subespa-

cos de Krylov. Entao, o conjunto {Apg, Ap1, ..., Apm_1} € uma base de L.

Prova
Do item 1, Teorema 7.1, segue que o conjunto {Apg, Aps, ..., Apm_1} € um conjunto

ortogonal. Como dim(L) = m, temos que o conjunto dado ¢ uma base de L. o
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Proposigao 7.1 Dado o Algoritmo 7.1. FExiste uma projegcao ortogonal Pl(i) sobre

L;, que projeta o residuo r;, dada por
PO =w,(WHW)"'WE  ou PP = AV;[(AV))T AV (AV,)!

onde V; e W; sao bases de K; = K;1(A, po) e L; = AK;, respectivamente.
Prova
Do passo 5 do Algoritmo 7.1, temos que

Tig1 = T4 — a; Api,

onde a;Ap; = Wiy, com y € C™. Podemos concluir essa afirmagao a partir do
Teorema [7.3.
Do Teorema 7.1} item 2, temos que

(riy1,Apj) =0, paraj=1,....4
Entao,

WH?”iH = W/iH(T’i—M/z’?/)

2

Yy = (W/z‘HW/z‘)_IWiHTi-
Observe que (WHW,;)~! existe, pois W tem posto completo.

Temos a projecio P{’ = Wi(WHW,) "W/ (P")2 = P, alem disso P ¢

Hermitiana, ou seja, (Pl(i))H = Pl(i) , logo Pl(i) é ortogonal.o

Observagao:
As bases geradas pelo Algoritmo 7.1 nao sao ortonormais. Podemos con-
cluir, apenas, que W = {Apy, Ap1, ..., Ap,m_1} é uma base ortogonal de L, e,

V ={po,p1,---,Pm_1} ¢ uma base A A-ortogonal de K.
Proposicao 7.2 Dado o Algoritmo 7.1. Entao, existe uma projeciao obliqua PQ(i)

que projeta o erro, e; = x* — x;, sobre K;, com dire¢cao ortogonal a L;, dada por
P =V WHAV) "' WHA ou P =V, (VA" AV)"'VH AT A,
Onde V; e W; sao bases de K; = K;11(A, po) e L; = AK;, respectivamente.
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Prova

Do passo 5 do Algoritmo 7.1, temos que

Tit1 = T3 — a; Ap;

= ri— Aap;.

Temos

Py (z) = Viy = cup.
Do Teorema 7.1} item 2, segue que

(riv1,Ap;) = 0, paraj=1,... 1.
(ri—AViy, Ap;) = 0
WH(r,—AViy) = 0
y = (WIAV)"'W/ir,.

Como r; = Ae;, logo,

P = V(WHAV) WA ou B = V(VIATAV)TWIAT A o

7.2.2 Meétodo da Ortogonalizagao Completa

O método da Ortogonalizagao Completa (FOM) [14] é um método iterativo para
solugao de sistemas lineares, foi apresentado em 1951 por Arnodi [14].
Considerando um sistema linear Ax = b, sendo A uma matriz de ordem n, o método
consiste em determinar a solucao x,, do sistema.

Usando o método de Arnoldi [14] de geracao de bases ortonormais, determinamos
uma base ortonormal, partindo-se das colunas da matriz A. Uma matriz H é também
obtida apoés todas as iteragdes, como no método de Arnoldi [14].

Considerando uma solucao inicial xq e o residuo rq = b— Axy, tomamos o subespaco
de Krylov K, = K,,(A,ro) e adotamos a hipotese de Galerkin, ou seja, o residuo

ortogonal ao subespaco considerado,

b—AZEZ’J_ICH_l, Z:O,,m—l

Sendo vy = 77 e aplicando o método de Arnoldi [14], temos

VIAV,, = H,,.
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A solucao aproximada do sistema é dada por

Tm = 2o+ VinlYm, com
ym = H'(Iroller).

A seguir, vamos escrever o algoritmo do FOM [14], porém é importante que a ca-
racteristica principal desse algoritmo fique clara. No FOM [14], executamos os m
passos da iteracao e, ao final, obtemos a matriz H,,. Podemos entao calcular y,,,
usando a matrix inversa de H,,, e determinar a solucao x,, do sistema Ax = b.

Vejamos o algoritmo da Ortogonalizagao Completa|l14].

Algoritmo 7.2. Algoritmo da Ortogonalizagcao Completa
1. Escolha um vetor xp, compute ro = b — Axg e v1 = 1o/||ro]|-

2. Paraj=1,...,m—1, Do

3. Parai=1,...,j5 Do

4. hij = (Avj,v;)

D. EndDo

6. Ojy1 = Avj — Zgzl i jv;

7. hjt1,5 = |0j41] if hjy1,; =0 go to 10
8. Vil = h?:j

9. EndDo

10. Forme a solugao: xp = xg + Viyi, onde y, = H,;lHroHel.

Podemos observar que o algoritmo falha, se o grau do polindémio minimo é no minimo
m, e a matriz H,, é nao-singular.

Nesse algoritmo, obtemos o subespaco de Krylov K, a partir de ry e da matriz A.
Uma base ortonormal é obtida e, entao, determina-se uma solugao para o sistema
linear considerado. Observe que uma solucao aproximada nao é obtida a cada nova

diregao, a solugao é obtida ao final de todas as iteragoes.

Proposicao 7.3 Seja o Algoritmo 7.2. Entdao, existe uma projecao ortogonal P;
sobre o subespaco K;, que projeta o erro egy, de tal forma que o residuo r; € ortogonal

a IC;. A matriz que representa tal operador € dada por
P, = ViV AV) 'V 4,
onde V; € uma base ortonormal de IC;.
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Prova

Do Algoritmo 7.2, passo 10, temos que
x; = xg + 0;, onde 6; = Vjy; € K.
Pela hipotese dada, segue que
(ri,v;) = 0, paraj=1,...,i
(ro — AViys,v;) = 0
V;H(To —Avy;)) = 0
yi = (V;AV) W .

Assim,

6; = Vi(ViAV;) Ve,

ou seja,

P = V(I AV) VA

7.2.3 Meétodo do Minimo Residuo Generalizado

O método do Residuo Minimo Generalizado[15] é um método iterativo que vai de-
terminar a solucao aproximada x; de um sistema linear da forma Az = b.

Serao considerados os subespagos de Krylov IC; = K;(A, ro) e as solugdes aproxima-
das serao da forma xq + ¢;, onde §; € K;.

Tal algoritmo usa o algoritmo de Arnoldi [14], determinando, assim, uma base orto-
normal V;, e a matriz de Hessenberg H,,.

Temos que a igualdade abaixo

‘/;E1AV; = Hi—i—l,i
é valida e podemos reescrevé-la como:

AV =Vig Higa

O GMRES [15] tem como ponto principal minimizar a norma do residuo sobre /C;,

ou seja, o que se quer € resolver o seguinte problema:
in |[b— A 0;)|l2 = mi — Ad; 7.1
min [lb = Al + 8)ll2 = min lIro — A%l (7.1)
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Facamos 0; = V;y;. Vamos definir a funcao J, a qual desejamos minimizar:
J(yi) = |lro — Adi[2.
Seja 3 = ||ro|2, segue que
J(yi) = Bvr — AViyill2;
J(yi) = [Vi(Ber — Higi) |2,

onde ey é o primeiro vetor da base canonica de R™.

Como V' é uma base ortonormal, a funcao J fica sendo dada por

J(yi) = ||Ber — Hyyill2

Assim, temos a seguinte solu¢ao para o problema de minimos quadrados dado pela

equagao (7.1):

Ty = To + mem7

onde y,,, minimiza a fung¢ao J em R™.

Segue o algoritmo do GMRES [15].

Algoritmo 7.3. Algoritmo do Residuo Minimo Generalizado

ro
[loll

1. Escolha zq e calcule rg = b — Azg e v1 =

2. for j=1,...,m

3. for i=1,...,7

4. hij = (Avj, v;)

5. D41 = Av; — S0 hijv;

6. hjs1,5 = ||0j41] if hjy1; =0go to 9

[ h?:j

8. end

9. end

10. Forme a solucdo: x,, = xo + Vinym onde y,, minimiza J(y;) = ||Be1 — Hmym||, onde
B = llroll

Uma questao natural que surge quando estudamos um algoritmo é:

Sob quais condigoes o algoritmo falha?

Teorema 7.4 A solucdo x; produzida pelo GMRES [15] no passo j € exata se, e

somente se, as sequintes condi¢oes equivalentes ocorrem:
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1. O algoritmo falha no passo j;

2. Vj41 = 0;

3. hjp1;=0;

4. O grau do polinémio minimo do residuo inicial ro € iqual a j.

Prova [15].

Corolario 7.1 Para uma matriz de ondem n x n, o GMRES [15] termina em no

maxrimo n passos.

Prova [15].

Teorema 7.5 Seja A uma matriz nao-singular. Entdo, o algoritmo do GMRES
[15] falha no passo j, isto é, hji1; =0, se a solugao aproximada x; a solugdo exata.
Prova [26].

Proposicao 7.4 Seja o Algoritmo 7.3. Entao, existe uma projegao obliqua P; sobre

o subespaco IC;, que projeta o erro ey, de tal forma que o residuo r; € ortogonal a

L; = AK;. A matriz que representa tal operador € dada por
P, =V,(VEATAV,))'VH AR A,
onde V; e W; sao bases de IC; e L;, respectivamente.

Prova

Segue do passo 10, do Algortimo 5.3, que
ri =ro — AViy;.
Como queremos que a norma do residuo seja minima, devemos ter que o residuo é
ortogonal a L;, pois L; = AK;. Assim,
(ri,w;) = 0, paraj=1,...,1.
(ro — AViys,w;) = 0
Wil(ro — AViyi) = 0
yi = (WHAV)T Wi
v = (WIAV) W Aey.
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Entao, P; sera dada por

Como WZ = {Avl, ..

P =V,(WHAV)'WHA,

., Av;}, segue que

P, = Vy(VIAR AV) TV AR A,
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Capitulo 8

Método do Gradiente Bi-Conjugado
Estabilizado (BiCGStab)

8.1 Introducao

O método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado, desenvolvido por Van der Vorst
[17], ¢ um método iterativo para resolucdo de sistemas lineares, onde a matriz prin-
cipal do sistema é qualquer.

Vamos estudar os algoritmos do Gradiente Bi-Conjugado [18] e do Gradiente Con-
jugado Quadrado [19], para que possamos abordar o algoritmo do Gradiente Bi-
Conjugado Estabilizado [17].

Apresentaremos proposicoes sobre os algoritmos estudados, tendo como enfoque

projecoes sobre subespacos de Krylov convenientes.

8.2 Meétodo do Gradiente Bi-Conjugado

Dado um sistema linear
Ax =0,

onde A é uma matriz de C"*". Sejam xq a aproximacao inicial da solugao do sistema
erog=>b— Axg o residuo inicial.

Consideremos dois subespacos de Krylov,
ICZ‘ = KI(A, 7‘0) (§] L:z = KZ(AH, 720),
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7o € escolhido, tal que (rg, 7o) # 0.

As solugoes aproximadas z; € xo+ K;(A, o) serao obtidas de tal forma que o residuo
associado 7; seja ortogonal ao subespaco L; e, 7;, ortogonal a K;.

O método do BiCG [18] termina em n passos, mas nao ha nenhuma propriedade de
minimizagao nos passos intermedidrios, como no método do Gradiente Conjugado
[18] ou GMRES [15].

Abaixo, segue o algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado [18].

Algoritmo 8.1. Algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado
1. Seja xp uma solugéo inicial. Compute g = b — Axg
2. Escolha 7 tal que (ro,70) # 0, por exemplo, ro = 7
3. po=1

4. po=po =0

5. fori=1,2,3,...

6. pi = (Fim1,mi1); Bim1 = (5E4)

7. pi =7ri—1+ Bic1pia1

8. Pi = Fi1 + Bic1Pi-1

9. v; = Ap;

0. o=

11. T; = w1+ a;p;

12. if x; é suficientemente acurado entdao end

13. TP =Ti—1 — QU5

14. i = i1 — o Ap;

15. end

Teorema 8.1 Os vetores produzidos pelo algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado[18]

satisfazem as sequintes propriedades de ortogonalidade:
(rju 7:1) = 0 para i 7£ ja
(Apjp) = 0 para  i#}].
Prova [26].

Do passo 2 ao 9, mais os passos 13 e 14, temos a geragao das bases bi-ortogonais

para os subespagos K e L, respectivamente.
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Podemos identificar as recorréncias de trés termos nos passos 7 e 8, e , também, em
13 e 14. Vé-se a relagao entre este algoritmo e o da Bi-Ortogonalizacao de Lanczos
[13]. De fato, aquele pode ser derivado a partir deste.

Vejamos algumas proposi¢oes que decorrem do Algoritmo 8.1, estabelecendo

possiveis bases para o subespaco .

Teorema 8.2 Dado o Algoritmo 8.1, entao Ar; pode ser escrito como combinag¢ao

linear de {ro, ..., 141}, ou seja, existem escalares y; € C, tais que
i+1
Ary =) gy, i=0,...,m—1, (8.1)
§=0
Prova

Usaremos indugao matematica para desenvolver a demonstragao.

1) Do passo 13 do Algoritmo 8.1 segue que

rn = To— 0V
= ro— o Apy, mas py =1y
1

A'I"l = a—l(TO—Tl).

2) Suponhamos a equagao (8.1), ou seja,

k+1

Ar = Z YT
=0

Vamos provar que ela implica que é valida para k + 1.

Do passo 13, temos

Tk4+2 = Ti41 — Op42Vk42
= Tk4+1 — 041<:+2Apk+2
= Thy1 — Q2 A(Trg1 + Brr1Prs1)

Qg2 ATgy1 = —Thyo + Thr1 — Q2 Bpr1 ADr11-

Pelos passos 9 e 13, Apgi1 = (rg — rge1). Assim

A1

Oék+25k+1
Q2 AT1 = —Thgo + 11 — ———— (T — Tha1).

41
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Entao,

A L [ags2fk1 py2Bk41
Tkl = T+ (1 — ————— ) Tk1 — T2

Qf+2 Qf+1 O+1

A Br+1 Q1 — QroBrin 1
Th41 = Tk + Thk+1 — Tk+2;

Qk+1 Q1042 A2
o que conclui a inducao e a prova do teorema. o
Teorema 8.3 Seja o Algoritmo 8.1, entao,

KZ(A, 7"0) = [TQ, T1y... 7ri—1]- (82)

Prova
Facamos uma indugao matematica sobre a dimensao do subespaco considerado.

1) Temos que

Ky (A, ro) = [ro].
2) Se
Ki(A o) = [roy .-y Tr1],
entao,
Kig1(A,ro) = [ro, ..., AFrgl = [ro, ..., 1]
a) ([ro, ..., A*rq) C [ro,...,7m1])

Sabemos que

AkT’O = A(Akil’l”o),

mas, pela hipotese da indugao, segue que

k—1
Aty = szrj.
§=0
Assim,
k—1
AkT’O = A(Z Zj?“j);
§=0
k—1
= Z ZjA?“j. (83)
§=0

Do Teorema 8.2, temos que
j+1

Ar; = Z YsTs- (8.4)
s=0
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Substituindo a equacao (8.3) na equacao (8.4), vem
j+1

k—1
AkTO = sz<zysrs>
j=0 =0
k
= thrj.
j=0

Entao, Afrg € [ro,..., ] o que implica [rg, ..., A¥ro] C [ro, ..., 4]

b) ([ro,...,rs] C [ro, ..., AFrg))

Dos passos 6 e 13, segue que

Tk = Tk—1— OUk
= 71_1 — apApg. (8.5)
Do passo 7, temos,
Pr = Tk-1 + Br—1Pk—1. (8.6)

Substituindo (8.6) em (8.5) vem

e = Tp—1 — Ar_1 + Br—1Dk—1)
= Tp1 — AT — B 1 Apr—1. (8.7)

Da hipoétese da inducao, temos

k—1
A Z ZjAjT(). (88)
7=0

Do passo 13, podemos determinar

Apg-1 = (rh—2 — TE-1). (8.9)

Og—1
Substituindo (8.9) e (8.8) em (8.7), temos

Oékﬂk—1

(0778

o ﬁ a 6 k—1
= — k kT'k,Q + <1 + k k_1>7“k,1 — OékA< Z ZjAJT'())
7=0

TE = Tk—1 — ATE_1 — (kaz - qu)

Q1 -1

k—2

O -1 1 K
= — Te_2 + <1 + — T — Oéijzélj+ To + ozkzk,lA To
Q-1 Ok—1 X

« — [0 — :
_ b Lyt (14_&)2%14]700_

Qg1

k—2
— Z akszj“ro + agzp_1 A%, (8.10)
=0
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Como ry_s € Kj_5(A, 19), podemos reescrever a equagao (8.10):

k—1
k
T = QpZp—1A 7’0—1‘2 y; Arg
J=0

k
= E y;jArg, sendo zj = apzi_1.
J=0

Entao, ry, € [ro, ..., A¥rg]. Segue que [ro, ..., 7] C [ro, ..., A¥ro).

Logo, de (a) e (b), [ro,...,7] = [ro,. .., A¥rg]. o
Teorema 8.4 Seja o Algoritmo 8.1, entao

Ki(A,r0) = [p1,p2, - -, pil- (8.11)

Prova
Faremos uma indugao matematica sobre a dimensao do subespago K;(A, o).

1) Temos que p; = 9, logo, [p1] = [ro] = K1(A,ro).

2) Suponhamos a igualdade para k, isto é,
Ki(A;ro) = [p1,p2s - -+, il (8.12)
Provaremos que tal hipotese implica na igualdade
Kiy1(A,rg) = [ro, ..., A%rol = [p1, - .., Prsil,

provando as duas inclusoes a seguir:

a) ([T07...,Ak7“0] C [pla v 7pk+1])

Do Teorema 8.3, segue que
k
5=0
Do passo 7 do Algoritmo 8.1, temos

T; = pjt1 — Bip;- (8.14)

Substiuindo a equacao (8.14) em (8.13),

k
Afry = Zyj (Pj+1 — Bps)
j=0
kt1

= Zyjpj, pois pg = 0. (8.15)

Jj=1
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De (8.15), temos que Afrg € [py,...,pri1], ou seja, [ro, ..., A%ro] C [p1,. .., Dre1)-

b) ([ph cee 7pk+1] - [TO, cee 7Ak7’0])
Do passo 7 do Algoritmo 8.1, segue que

Prt1 = Tk + Brpr- (8.16)
Do Teorema [8.3] temos
k
TR = ZyjAjro. (8.17)
=0

Da hipotese da inducao (8.12), podemos escrever
k—1
pr = ZyjA]ro (8.18)
§=0

Substituindo as equagoes e (8.18) em , podemos concluir que

k
Pk+1 = E ZjA]T().

J=0

Assim, Dk+1 € [TOJ R 7AkT0]7 entao [pla s 7pk+1] C {T()v s 7AkT0]'

De (a) e (b), Kpi1(A,70) = [ro,..., A%r¢] = [p1, ..., Dry1]- o

Teorema 8.5 Dado o Algoritmo 8.1, entao existem os polinomios G;, de grau i, e

F; 1, de grau v — 1, tais que

ri = Gi(A)rg, com Go(A) =1, (8.19)
fi = Gi(AM)rg, com Go(A) =1,

pi = Fi_1(A)re, com Fy(A) =1, (8.20)

pi = Fi_1(AM)ry, com Fy(A)=1.

Prova

Segue dos Teoremas 8.3 ¢8.4. o
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Teorema 8.6 Dado o Algoritmo 8.1, a relagao entre os polinomios G;(A) e F;(A),

vistos em (8.19) e (8.20), respectivamente, é dada por
Gi(A)ro = (Gim1(A) — i AFi 1 (A))ro,
Fi(A)ro = (Gi(A) + BiFi-1(A))ro,
ou,
Gi(A) = Gia(A) — mAF 1 (A),
Fi(A) = Gi(A) + BiFia(A),
onde [3; e o; sao dados pelo Algoritmo 8.1.

Prova
A demonstragao sera feita usando a indu¢ao matemética.
1) Segue dos passos 7 e 13 do Algoritmo 8.1 que

rn = To— OélA’/’(),

pe = 11+ Bip1,

(8.21)

(8.22)

das equagoes (8.19) e , fazendo r; = G1(A)rg, pr = Fo(A)rg e p2 = Fi(A)ro,

segue que

Gi1(A)rg = (Go(A) — ag AFy(A))ro,
Fl(A)’f’Q — (Gl(A)—i—ﬁlFo(A))’l“o

2) Suponhamos que

Fp(A)rog = (Ge(A) + BeFr—1(A))ro,
Gk(A)T’O = (Gk_l(A)—OékAFk_l(A))To.

Queremos provar que implica em

Fr(A)rg = (Grea(A) + By 1 Fr(A))ro,
Gk+1(A)7”0 = (Gk<A) _ak-JrlAFk(A))rO.

Dos passos 7 e 13, temos que

Tkr1 = T — apApy,
Dkt+2 = Thel + Brg1Dks1-
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Das equacoes (8.19) e (8.20), temos

r, = Gr(A)ro,
"1 = Grp(A)ro

pe = Fra(A)ro,
pr1 = Fi(A)ro,

Prr2 = Fri(A)ro.

Substituindo nas equagoes (8.23) e (8.24), finalizamos a demonstracao do

teorema. o

Na proposicao seguinte, veremos que o Algoritmo 8.1 usa uma projecao obli-

qua sobre K; = K;(A,rp), com dire¢do ortogonal a L; = K;(AH 7).

Proposicao 8.1 Seja o Algoritmo 8.1. Entao, existe uma projecao obliqua P; sobre
o subespaco K; = K;(A,ry), que projeta o erro ey, de tal forma que o residuo r; é
ortogonal a L; = Ki(AH,fo). Considere V; e W; bases de IC; e L;, respectivamente.

A matriz que representa tal operador € dada por
P, = V(W[ AV) W A,

Prova

Anéloga & da Proposicao 2.1.

8.3 Meétodo do Gradiente Conjugado Quadrado

O método do Gradiente Conjugado Quadrado (CGS), apresentado por Sonneveld
[19] em 1989, ¢ aplicado na resolugao de sistemas lineares, onde a matriz principal
do sistema é nao-simérica e esparsa.

Pode ser classificado como método de Lanczos [13], e uma de suas diferengas em
relagdo ao BiCG [18] é que ndo utiliza a matriz adjunta na multiplicagdo matriz-
vetor, a matriz adjunta nem mesmo chega a ser formada.

Vejamos do CGS [19].
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Algoritmo 8.2. Algoritmo do Gradiente Conjugado Quadrado
1. Seja xg uma solucgéo inicial. Compute rog = b — Axg
2. Escolha 7 tal que (ro,79) # 0, i.e., rog = 7o
3.po=Lpo=q=0

4. For i =1,2,3,...

5. pi = (Fo,ri—1)

6. Bic1 = (pipfl)

7. U = 71i—1 + Bi—1qi—1

8. pi = ui + Bi1(gi—1 + Bi—1pi-1)

9. v; = Ap;

10. o = (ﬂﬁz}i)

11. q; = U; — QuV;

12. U = u; +q;

13. T = w1 + oty

14. se x; € suficientemente acurado entao End

15. i =11 — o Al

16. Fim

Em (8.19), vimos que no método do BiCG [18], o residuo r; pode ser obtido como

Ti(BiCG) = Gi(A)To-

Teorema 8.7 Dado o Algoritmo 8.2, temos que

r, = G,LQ(A)TO
¢ = Gi(A)Fz’A (A)To
pi = F2 (A)rg

up = Gi1(A)F1(A)ro,

onde G;(A) e F;_1(A) sao dadas pelas equagoes (8.22) e (8.21), do Teorema8.6.

Prova

Fagamos uma indugao matematica.
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1) Para i = 0, temos

r o= ro—oaq(ur +q)
= 19 — a1 A(ro + Logo + q1)
= 19— aArg — a1 A(u; — ag Apy)
= 1o — o Arg — a1 Arg + o Apy
= 71y — 201 Arg + a2 Ar

= Gi(A)ro

g = 19— ai1Arg
= [Go(A) — an AF(A)]Fo(A)ro
= Gi(A)Fo(A)ro

o= 1= F5(A)ro

u = 19 = Go(A)Fo(A)ro.

2) Queremos provar que
Ty = Gi(A)ro ( )
% = Gr(A)F_1(A)ry (8.26)
(8.27)
(8.28)

e = Fi(A)rg 8.27

up = Grp-1(A)Fr_1(A)ro. 8.28
Implica

Tk+1 = k—',-l(A)

@1 = Grua(A)F(A)ro

Pr+1 = ( )70

U1 = GR(A)F(A)ro

Das equacoes (8.21) e (8.22), temos que

Gk+1(A) = Gk(A)—Oék+1AFk<A), (829)
Fi(A) = Gi(A) + FrFia(A), - (8.30)
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Segue que
Gri(A) = GiA) = 20411 AGL(A)Fy(A) + aj AP FE(A),
FRA) = Gi(A) + 28kGr(A) Fi1(A) + BiFi1(A)*.
Substituindo-se Fi(A), dado pela equagao (8.22)), no produto G(A)Fy(A), vem
Gr(A)Fu(A) = Gi(A) + BrGr(A) Fr_1(A). (8.31)
Multiplicando a equagao (8.21, com i = k), por Fi(A), temos

Gk(A)Fk_l(A) = Gk_l(A)Fk_l(A) - (l/kAFk_l(A)Q. (832)

Assim, das equagoes (8.21, com i = k), (8.30), (8.31) e (8.32)),

Gri(A)? = Gi(A) = ar AQRGE(A) + 26,Gr(A) Fr-1(A) — ar1 AFE(A)),
Grr(A)F(A) = GHA)F(A) — ar AF(A),
F2(A) = Gi(A)+2B,Gr(A)Fp_1(A) + BiF,_1(A)*.

Entao
Giri(A)? = Gi(A) — k1 AQGH(A) + 26,Gi(A) Fe1 (A) — i AFE (A))
Gra(A)F(A) = GiA) + BriGr(A) Fr1(A) — ap AFE(A)
Fi(A) = Gi(A) +26,G(A) Fa(A) + BiFra (A)?,
Gi(A)F(A) = Gi(A) + BiGr(A)Fr-1(A)

Da hipotese da indugao, dada pelas equagoes (8.25), (8.26) e (8.27), temos que

Grr1(A)rg = 16 — appr AQRrk + 28kqr — Qg1 Apr) =
= Tkl (8.33)
Gri(A)F(A)ro = 16+ Bkar — k1 Apr = Qe
FR(A)ro = e+ 26kgk + Bibe = Prsa
Gr(A)F(A) = 1+ Brgr = tpia
Entao,
i = GiA)rg
& = GiA)F (A,

pi = F?—l(A)TU



Observacao:

Fazendo

Uy = 2r; + 2B3iqi—1 — o Ap;,

segue da equagao (8.33) o passo 15 do Algoritmo 8.2.

Sob o ponto de vista de operadores de projecdao, a Proposi¢ao [8.1 também se
aplica ao CGS [19]. Considerando o Algoritmo 8.2, nao aparecem, explicitamente,
as recorréncias de trés termos de Lanczos, para se obter as bases bi-ortogonais dos
subespagos de Krylov K; e £; . Porém, tal método pode ser obtido a partir do
BiCG [18], ou seja, este também é um método onde o residuo é obtido usando-se

uma projecao obliqua do erro eq sobre C;, com dire¢ao ortogonal a L;.

8.4 Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabili-

zado

Desenvolvido por Van der Vorst em 1992, o método do Gradiente Bi-Conjugado
Estabilizado [17] aplica-se para resolu¢ao de sistemas lineares com matrizes nao-
simétricas. Também pode ser classificado como um método de Lanczos [13].

O BiCGStab [17] pode ser obtido a partir do BiCG [18] e, como o CGS [19], néo
usa a matriz conjugada.

Vejamos o método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado.
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Algoritmo 8.3. Algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado
1. Seja xg uma solucgéo inicial. Compute rog = b — Axg
2. Escolha 7 tal que (ro,79) # 0, i.e., rog = 7o

3. po=0ap=wy =1

4. vg=po =0

5. Para:1=1,2,3.... Do

6. pi = (ro0,70); Bi-1 = (E)(G=)

7. pi = 1ri 1+ Bic1(pic1 — wis1vio1)

8. v; = Ap;

9. Qi = (ffﬁ)z')

10. S =Ti—1 — Q,;

11. t; = As;

2. wi= Gy

13. T = Ti1 + qpi + wis;

14. se x; € suficientemente acurado entao EndDo
15. T, = 8 — wit;

16. Fim

Teorema 8.8 Dado o Algoritmo 8.3, temos que
pi = Qia(A)Fi1(A)ro
ri = Qi(A)Gi(A)r,
onde G;(A) e F;_1(A) sao dadas pelas equagoes (8.22) e (8.21), do Teorema 8.6 e
Qit1(A) = (I —w;A)Qi(A), com Qo(A) = 1.

Prova
Vamos usar uma inducao matematica para demonstrar este teorema.

1) Para ¢ = 1, temos que

P = 10=Qo(A)Fy(A)
ry = 81 —wity
= 19— a1 Arg — w1 Arg — wiag A%rg
= (I —wA)rg— (I —wiA)aArg
= (I —wA)I — a1 A)rg = Q1(A)G1(A).
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2) Provaremos que

e = Qr_1(A)Fi_1(A)ro (8.34)
r = Qr(A)Gr(A)ro (8.35)

implica

Pey1 = Qr(A)FL(A)ro
T = Qit1(A)Grpr(A)ro.

Podemos calcular os seguintes produtos:

Qu(A)Fe(A) = (I —wpA)Qy-1(A)F(A)
Qir1(A)Gri1(A) = (I — w1 A)Qi(A)Gria (A).

Das equagoes (8.22) e (8.21), segue que

Qr(A)Fr(A) = (I —wp—1A)Qp-1(A)[Gr(A) + BrFr-1(A)]
Qri1(A)Gri(A) = (I —wr1A)Qr(A)[Gr(A) — apy1 AFL(A)].

Assim,

Qr(A)FL(A) = (I —wA)[Qr-1(A)Gr(A) + BrQr-1(A) Fi—1(A)]
Qir1(A)Gri1(A) = (I — w1 A)[Qr(A)Gr(A) — 1 AQr(A) Fi(A)].

Vamos calcular Qr_1(A)Gr(A):

Qr-1(A)Gr(A) = Qp-1(A)[Gr-1(A) — aAF;_1(A)]
= Qr-1(A)Gr-1(A) — 4 AQr_1(A) F_1(A). (8.36)

Da equagao (8.36), segue que

Qr(A)Fp(A) = (I —wiA)[Qr-1(A)Gr-1(A) — ax AQr1(A) Fr1(A) +
+ BeQr-1(A)Fr_1(A)],
Qr+1(A)Gri1(4) = (I — w1 A)[Qr(A)Gr(A) — a1 AQk(A) Fi(A)].
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Da hipotese da inducao dada pelas equacoes (8.35) e (8.34),

Qr(A)Fp(A)ro = (I —wpA)(rr—1 — arApr + Brpr)
= Tho1 — AP 4 Brpr — W ATr-1 — Wi AP + Wi BrADy
= 1ho1 — pApr — W A(rk—1 — arApy) + Brpe — wiBrApk
= Sk — witk + Bkpk — Brwr Apy
= T+ BkPr — BrwirApk
= DPk+1
Qr1(A)Grri(A)ro = (I — wp1A)(re — 1 Api41)
= Tk — 1 APt — Wi ATy + Wrp 1 e AP
= 1% — 1 Aprr — W1 A(re — ap1Apria)
= Skl — Wit1les1

= Tkt
concluindo, assim, a indugao matematica. o
A Proposi¢ao 8.1 também se aplica ao BiCGStab [17]. Tal método pode ser

obtido a partir do BiCG [18], ou seja, neste método, o residuo também é obtido

usando-se uma projecao obliqua do erro ey sobre K;, com diregao ortogonal a L;.
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Capitulo 9

Método do Gradiente Bi-Conjugado

Estabilizado em Bloco

(Bl-BiCGStab)

9.1 Introducao

Os métodos tratados neste capitulo sao métodos iterativos em bloco para resolugao

de sistemas lineares da forma

AX = B, (9.1)

onde A € C™™ ¢ uma matriz nao-singular, X, B € C"**.

Um dos objetivos dos algoritmos em bloco é o de resolver sistemas com multiplos
lados direitos de forma mais eficiente do que os algoritmos que nao sao em bloco.
Nem sempre isso é possivel, mas quando a matriz A é densa, ou quando trabalhamos
com um pré-condicionador [15],pag. 262, o método pode ser bem atrativo.

O’Leary [20], em 1980, apresentou o método BI-BiCG , discutiu sua implementagcao
e resultados obtidos a partir de testes realizados.

Dai [29], no ano de 1998, propds dois algoritmos: Bi-diagonalizagdo de Lanczos
em bloco e Bi-diagonalizagdo do Minimo Residuo (Minres) em bloco, ambos para
resolucao de sistemas lineares nao-simétricos com multiplos lados direitos. Pelos
seus testes, concluiu que os métodos de bi-diagonalizacao em bloco tém, na pratica,
uma melhor performance que o GMRES em bloco e o BiCG em bloco, para a

resolucao do problema proposto.
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Guennouni , Jbilou e Sadok [7] (2003) apresentaram o método do Bl-BiCGSTab [7],
partindo no método do BI-BiCG, usando como ferramenta polindbmios ortogonais
de valores matriciais. Em [30] (2004), propuseram o método de Lanczos em bloco,
cuja iteracao é obtida com um complemento de Shur, e mostraram a conexao deste
método como polinémios ortogonais de valores matriciais.

Iniciaremos com o algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado em bloco , desenvolvido
por O’Leary [20]. Proposi¢oes e teoremas relacionados a este método serao
demonstrados, bem como a proposicao obtida, usando o enfoque de projecoes sobre
subespagos de Krylov em bloco convenientes. A partir dai, veremos o algoritmo do
Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado em bloco [7],m como proposigoes e teoremas

decorrentes deste.

9.2 Meétodo do Gradiente Bi-Conjugado em Bloco
(Bl-BiCG)

O algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado em bloco (Bl-BiCG) foi proposto por
O’Leary [20], sendo obtido como uma generalizagdo do método do Gradiente Bi-

Conjugado [18], |13].

Definigao 9.1 O subespaco de Krylov em bloco é gerado pelas matrizes A € C™*"

eV e C"*, da sequinte forma:
V,AV,..., A" V).

Notamos tal subespago por K,,(A, V) [7], [20].

Vamos considerar uma solugao inicial Xy e o residuo inicial Ry = B — AXj, com

Xo, Ry € C™*5. Sejam os subespagos de Krylov em bloco de dimensao ¢
Ki = Kl(A, Ro) (§ Lz = KZ(AH, Ro),

onde R, é escolhida arbitrariamente e Ry, Ry € C™** tém posto s.
As solugoes aproximadas X; € Xy + K;(A, Ry), serdo obtidas de tal forma que o

residuo associado R; seja ortogonal ao subespaco L; e R; ortogonal a K.
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No passo i, teremos X; = Xy + 4A;, uma aproximagao da solu¢ao do sistema (9.1),
onde A; € K;.

O método do BI-BiCG termina em no méaximo [n/ s} iteragoes , quando ha s sis-
temas a serem resolvidos (ver [20]). Assim como o BCG [18|, ndo ha nenhuma
propriedade de minimizacao nos passos intermediarios, ou seja, nao podemos asse-
gurar que || R[] < [|Rs]].

Vejamos o algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado em bloco [20].

Algoritmo 9.1. Algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado em bloco
1. Seja Xy € C"*5. Compute, Ry = B — AXj, matriz de posto s
2. Escolha Ry € C™** matriz de posto s

3. Py= Ry, Py = Ry

4. Parat=0,1,... Do

5. o; = (PHAP)'RIR,

Xit1 = X; + Py

Riy1 = R; — AP«

a; = (PHAHP)'RER;

Riy1 =R, — A" P,

10. Bi = (RIR)™'RE |\ Ripa

11. Bi = (RER;))'RE Riy

12. Piy1 = Ry + Pif;

13.  Py1= R+ B

14. EndDo

© 0 N>

O algoritmo falha se as matrizes P¥ AP; e R” R; sao singulares. Para os teoremas e

proposicoes a seguir, estamos considerando que o Algoritmo 9.1 nao falha.

Teorema 9.1 Dado o Algoritmo 9.1, entio APa; e AH P&, podem ser escritos
como combinagio linear de {Ry,...,Riz1} e {Ro,..., Riy1}, respectivamente, ou

seja, existem escalares aj,a; € C, tais que

i+1
APo; = Y a;R;: (9.2)
7=0
i+1
=0

In/s] = ng,no € N, ng é o menor natural tal que n/s < ng.
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Prova
Usaremos indugao matematica para demonstrar (9.2).

1) Do passo 7 do Algoritmo 9.1, segue que

R, = Ry — APy,
AP()O(O == RO—Rl.

2) Suponhamos que se verifica para k, ou seja,

k+1
APkOék = Z ajRj, com  aj e C.

J=0

Vamos provar que
k+2

APk+1ak+1 = ijRj, com bj € C.
j=0

Do passo 7, temos que
Riyo = Rpy1— APppiogg

AP0 = Rppr — Rigo

= Ry — APyo — Rypo
k+1

— Rk —_ Z CLJR] - Rk+2
j=0
(
—a; , jE{0,... k+1}\{k};
k+2
= ijRj,Ondebj: 1—a; , J=FK;
§=0
-1 J=k+2.

Concluimos (9.2); de maneira anéloga, podemos provar (9.3). o

Teorema 9.2 Dado o Algoritmo 9.1, entao

Kl(A, R()) = [RQ, ey Ri—l] = [Po, ey Pi—l]; (94)
Kl(A,éo) = [Ro,... ,Rifl] == [Po,...,Pifl]. (95)
Prova

Vamos provar (9.4) usando induc¢ao matemética. Comecaremos pela igualdade

[RO,...7R7:_1] - [P07...,B_1].
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1) Pelo passo 3 do Algoritmo 9.1, temos que [Ry] = [P].

2) Supondo que
[Ro,...,kal] - [Po,...,Pkfl],

vamos provar que

[R07"-;Rk]:[P07---7Pk]-

Do passo 7, segue que

Ry = Ry—1 — AP_10y1.

Mas, pela hipotese da inducao, temos que Ry = ijo bsjPj paras=0,...,k—1,¢e
pelo Teorema (9.1, APy a1 = Z?:o a;R;, com aj,b; € C. Assim,

Rk = Zbk] ZCLJ
= Zbk] ZaJZbﬁPt
= ZCJ'IDJ'
j=0

Entao,
Ry € [FRy,..., P = [Ro,...,Ri] C[Po,..., P (9.6)
Pelo passo 12,
k—1
P. = R, — P._10k_1, mas, pela hipotese da indugao, P,_1 = ZajR]
=0

k
= D ok
5=0
Segue que
P, e [R(),...,Rk] = [P(),...,Pk] - [Ro,...,Rk] (97)
De (9.6) e (9.7), temos que
[Ro, ..., R] = [Fo, ..., Pl (9-8)

Para concluir, provaremos que K;(A, Ry) = [Ro, ..., Ri_1].

1)Pelo passo 3 do Algoritmo 9.1, temos que [Ro] = [P].
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2) Suponhamos que a igualdade Ky(A, Ry) = [Ry,..
mos provar que Ky 1(A, Ry) = [Ro, ...

AkRO -

Entao,

AkRO € [ROa s 7Rk] = Kk+1<A7 RO) - [R07 ce

Do passo 7, vem

., Rg_1] se verifica.

9 Rk]
k—1
A(A*'Ry), da hipotese da indugao, A" 'Ry = Z bils
=0
k—1
AP
§=0
k—1
Shar
§=0
(Rj - ijl)&;a
k—1
ARy = Y bi(R; = Ryp)ay”
7=0
k
=0

7Rk]

Ry =
= Ry — A(qu - Pk72ﬁk72)05k71

= Ri1 — ARp_1ap—1 + Pr_oBr—20u,_1.

Ry — APy 1054

De (9.8), Rj—1 = Z?;é b By,

k-1 k—1
Rp=) 0P —AY bP+ Psfisou 1.
j=0 j=0

Va-

(9.9)

Da hipotese da inducao, segue que P; = Zizo c;A°Ry, para j =1,...,k — 1, entao

R, =

k—1 J k—1 J J
Z bj Z CjASR() —A Z bj Z CjASRO + Z CjAk_2R0ﬂk_2ak_1
j=0 =0 j=0 =0 s=0

k
= Z dejRo.
j=0

Assim,

Ry € Kk+1(A, Ro) = [Ro,.

“ey Rk] C Kk+1(A7 RO)
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Das equacoes (9.9) e (9.10), segue que
Kk+1<A7 RO) = [R07"'7Rk]' (911)

Das igualdades (9.8) e (9.11), finalizamos as duas inducées, verificando assim, a
igualdade ; de maneira anéaloga, provarfamos (9.5). o

Teorema 9.3 Dado o Algoritmo 9.1, as sequintes relagoes se verificam
(a) RFR; =0 e PAP; =0, para j < i;
(b) RER; =0 e PHA"P; =0, para j < i.

Prova
Provaremos o item (a) usando indu¢ao matematica.

1) Suponhamos que i = 1 e j = 0 do Algoritmo 9.1, temos

RERy = (Ry— A" Pyag) R,
= RIR,—al' P AR,
= R{' Ry — [(Py" A" By) ™" R{f Ro]" Py ARy
= RYRy— RERG(PPAP)"'PF ARy, mas Py = R,

= 0

PIAPy, = (Ri+ PyBo)" APy
— RIAP, + pEPEAR,
= RI(Ry— R))op' + SEPEAR,
= RPRyag? — RIRyap! + BEPE ARy, mas R Ry =0
= —RERja;! +Béf]5(fIAPO
— —RUYR,[(PIAP) ' RY Ro|™ + [(RY Ro)"'RI' Ry BY AP,
= —RI'R(RIRy) ' Py APy + R R\(R Ry) ' Py AP,
= 0.
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2) Suponhamos que as igualdades, RkH R;j=0c¢ 15151 AP; =0, para j < k, se verificam.
Vamos provar que R R; =0e P2 AP; = 0.
RYLAR; = (Ri— A"DBa)"R;

= RIR; —a PP AR;, ;mas RFR; = 0

= —a/ PI'AR;

= —a BA(P; — Pioafja)

= —al'PI AP+ &' B AP 153, 1.
Da hipétese da indugao, temos que P AP; = 0e P¥ AP;_; = 0. Entao, RkHHRj =0.

Pl AP, = (Ryi1 + Pufi) R AP

= RIP AP+ Bl P AP,

5, ,mas p,fAPJ =0
- RI?HAPJ'
= RL (R — Ry)aj!
— RkHHRjHa;l — R£{+1Rja;l
= 0.

Observamos que RY! | R, = 0 e P AP, = 0, pois ambas cumprem a hip6tese da

indugao matematica. Logo, podemos concluir que o item (a) se verifica. Provariamos

o item (b), analogamente. o

Teorema 9.4 Dado o Algoritmo 9.1, entdo, as colunas de R; sao ortogonais a
K (A" Ry). Além disso, se o algoritmo ndo termina antes de t = [n/s] passos,
R, = 0. Analogamente, temos que as colunas de Ry, sdo ortogonais a Ki(A, Ry), e

étzo.

Prova [20].

Vamos definir um polinémio de valores matriciais.

Definicao 9.2 O polinomio de wvalores matriciais P, de grau i, € dado por um

polinénio da forma ‘
P(t) = Z thja
=0
onde Q; € C*° et € C.
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Definigao 9.3 Sejam P um polinémio de valores matriciais, as matrizes A € C"*#,

Y € C"*® e © € C***, podemos definir as sequintes operagoes:

(a) Produto o [31] '
P(A) oY = AYQ;
=0

(b) Polinémio matricial PO

(PO)(t) = i:mj@.

Teorema 9.5 Sejam P e Q polindomios de valores matriciais, as matrizes A € C**%,
Y eCv 0eC eQ; € C*°. Temos que

(1) (P(A)oY)O = (PO)(A)eY;

(2) (P+Q)(A)oY =P(A)oY + Q(A)oY.

Prova [7].

Teorema 9.6 Dado o Algoritmo 9.1, entao existem os polinomios, G; e F;, de grau

i, tais que
R; = Gi(A)o Ry, com Go(A) =1 (9.12)
P = Fi(A)o Ry, com Fo(A) =1, (9.13)

onde
Gia(t) = Git) —tF:(t)ay (9.14)
Fir(t) = Gin(t) + Fi(t) 5, (9.15)

e, a; € (31 sao dados pelos passos 5 e 10 do Algoritmo 9.1.

Prova

Faremos a demonstracao usando indug¢ao matematica, para demonstrar as equagoes

(9.12) e (9.13).

1) Para i = 0, pelo passo 3 do Algoritmo 9.1,temos

Ry = Gy(A)o Ry
Po = R():fo(A)ORo.
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2) Vamos supor que as igualdades abaixo se verificam:

R, = gk(A>ORO
Pk - ./Tk(A)ORO

Queremos provar que

Ry = ngrl(A)ORO
Piy1 = Fip1(A) o Ry.

Dos passo 7 e 12, e do Teorema (9.5), segue que

Ryyw = Ry — APoy
= Gi(A) o Ry — A(Fr(A) o Ry)a,
= Gr(A)o Ry — (AFi(A)ax) o Ry
=[Gk — AFrag|(A) o Ry
= Gr1(A)Ro
Peyi = R+ b
= Gry10 Ro+ (Fi(A) o Ro) B
= Gr10 Ry + (Fi(A)Bx) o Ro
= [Gr+1 + FiBel(A) o Ro)
= Fri1(A) o Ry. o
Proposigao 9.1 Dado o Algoritmo 9.1. Entdo, existe uma projecao @, que projeta

o erro E sobre o subespaco de Krylov em bloco, K = K(A, Ry). A matriz que

representa este operador € dada por
Q=V(WHAV)'TWHA,
onde V e W sdo bases de K = K(A, Ry) e L = K(A" Ry), respectivamente.

Prova

Observe que os passos 6 e 7 podem ser reescritos como

X = X+A e (9.16)
R = R-—AA. (9.17)
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Com A € K(A, Ry), tomamos A = VY.

Por hip6tese, o residuo ¢ ortogonal ao subespago, L = K (A, RO). Assim,
WHR=WHR - WHAVY. (9.18)
Mas, WHR = 0, entao,
Y = (WHAV)'WHR. (9.19)
Sabemos que o residuo R é dado por R = AE, onde E é o erro. Entao, temos que

Y = (WHAV)'WHAE (9.20)

A=VWTAV)'WHAE. (9.21)

Vamos considerar Q = V(WH2AV)"'WH A, Podemos verificar que Q% = Q, ou seja,
() é uma projegao que projeta o erro E sobre o subespaco K = K(A, Ry). o

9.3 Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabili-
zado em Bloco (BI-BiCGStab)

O método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado em bloco [7] ¢ uma generalizacao
do BiCGStab [17]. O BI-BiCGStab [7] difere do BI-BiCG [20], entre outras razoes,

por nao calcular a matriz conjugada do sistema (9.1).

Definicao 9.4 Sejam as matrizes X, Y € C"**, podemos definir o sequinte produto

mterno

(X, Y)p = tr(X"Y),

onde, Z € C™", tr(Z) = Z?Zl zii. A nmorma associada a este produto interno € a

norma de Frobenius, denotada por, || - || F.

Segue o algoritmo do BI-BiCGStab [7].
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Algoritmo 9.2. Algoritmo Bl-BiCGStab (2003)

1. Seja Xy € C™*%. Compute Ry = B — AXy matriz de posto s
2. Escolha Ry € C™** matriz de posto s

3. Py= Ry, By=Ry

4. Parat=0,1,... Do

5. Vi = AP,

6. Resolva (]:26{ Vi)ay = ]:25[ R;
7. S; = R — Vo

8. T, = AS;

9. wi = (T3, Si)r /(L;, i) F

10. Xit1 =X, + Py +w;S;

11. Riy1 =S5 —wiT;

12. Resolva (R(l)qvi)ﬁi = —R(%{Ti
13.  Piy1 = Rip1 + (P —wiVi)B;
14. EndDo

Teorema 9.7 Dado o Algoritmo 9.2, entdao,

R, = (Q:G:i)(A)o Ry (9.22)
P = (QiFi)(A) o Ry, (9.23)

onde G; e F; sao dadas pelas equagdes (9.14)) e (9.15), respectivamente, e

Qini(t) = (1 —wit)Qi(t),

e Qo(t) = I, I € C***, matriz identidade, w; dado pelo passo 9 do Algoritmo.

Prova

Vamos provar a igualdade (9.22) por inducao matemaética.
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1) Dos passos 11 e 13 do Algoritmo 9.2, segue que

Ry = Sy—woly
= Ry — Voag — woASy
— Ry — APyag — woA(Ry — Vaao)
= Ry — APyon — woARy + woA*Pyayg
— (I —woA)Ro — (I — woA)APyag, mas Py = Ry
— (I - woA)(I — A)Roaro
= [(I —woA)(I — Aag)] o Ry
= (Q1G1)(A) o Ry (9.24)
Py = R+ (B —wiWo)bo
= R+ (Py— woARy) Py, de ()
(Q1G1)(A) o Ro + (I — woA)Pofo
= (Q1G1)(A) o Ro + (I — woA)(Fo(A) o Ro) 0o
(©1G1)(A) o Ry + (Q1F0fo) © Ry
= [Q1(G1 + Folo](A) o Ry
= (Q1F1)(A) o Ry. (9.25)

2) Suponhamos que as igualdades

R, = (91Gk)(A) o Ry
P, = (Qkfk)(A)ORo

se verificam. Vamos provar que

Riy1 = (Qi41Gk4+1)(A) o Ry
Piy1 = (Qrr1Fkt1)(A) o Ry.
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Do passos 11 e 13 do Algoritmo 9.2, temos que

Ry

Py

= Sp—wiTy

(1 — wrA) (R — APray), aplicando a hipotese da indugao,
(1 = wrA)[(QuGr)(A) o Ro + A(QuFi)(A) © Ro]
(1 — wiA)(Qr(A))[Gr(A) 0 Ry + AF(A) o Ryl

[Qk+1(A)Gr+1(A)] o Ro

(Qr+1Gk+1)(A) o Ry (9.26)

= Rppr + (P — wieVi) Br

Rii1 + (Py — wi APy) B

Rii1 + (I — wiA)Pyf, de ()

(Qr11Gk11)(A) 0 Ry + (I — wip A)(QrFr)(A) 0 RoF
(Qir1Gk+1)(A) © Ro + [(I — wieA) Qu(FrFi)|(A) o Ro
(Qrr1Gk+1)(A) © Ro 4 [(Lit1) (FrBe)](A) 0 Ro

[Qi+1(Grs1 + Fifi)](A) o Ro

(Qrs1Fkt1)(A) o Ry. o (9.27)
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Capitulo 10

Resultados Numeéricos

10.1 Introducao

Neste capitulo, vamos verificar a viabilidade do método estudado neste trabalho,
bem como sua comparacao com outros métodos da literatura, sao eles: BI-GMRES
[21], BiCGStab-S e GMRES-S, os dois ultimos serao definidos na segao 10.2.2.

Implementaremos o codigo desenvolvido em Matlab do Bl-BiCGStab [7] com precon-
dicionador. Optamos por gerar tabelas a partir dos resultados numéricos gerados.
Analisando as tabelas vamos concluir que o BI-BiCGStab [7] com precondicionador
se mostrou eficiente na resolucao de sistemas lineares (1.1) e equivalente ao métodos

BiCGStab-S e GMRES-S.

10.2 Tabelas

Apresentaremos alguns resultados da implementacao do cédigo desenvolvido, Bl-
BiCGStab [7] com precondicionador, considerando o sistema (1.1). As matrizes
principais dos sistemas, A, foram obtidas de [12] . Para o namero de lados direitos
s, escolhemos os seguintes valores: 4,8,12,16 e 20. Usamos a tolerancia de 107°
para a norma do residuo relativo. O ntimero maximo de iteracoes escolhido foi 20.
Para cada sistema, a solugao exata é conhecida, ou seja, nao foi determinada a partir
de nenhum outro método iterativo. Assim, para cada experimento, foi obtido o erro
em relacao a solugao exata, o que é bastante representativo, pois, em geral, utiliza-se

apenas a limitagao da norma do residuo relativo.
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10.2.1 Resultados da aplicacao do BI-BiCGStab com precon-

dicionadores sobre matrizes de teste [12]

As tabelas que seguem foram obtidas, aplicando-se o algoritmo desenvolvido nesta
tese para um conjunto de matrizes selecionadas de [12]. Para cada matriz, foi gerada
uma tabela. A cada valor de s, s = 4,8,12,16 e 20, variando os tipos de precondici-
onadores, geramos sete linhas de dados. Iremos adotar como precondicionadores a
decomposicao LU da matriz A, ou seja, o produto de uma matriz L por uma matriz
unitaria triangular superior, U. Por sua vez, L é o produto de uma matriz triangular
inferior por uma matriz de permutacao. Usamos a fungao "luinc" do MATLAB e
variamos o grau de tolerancia da esparsidade das matrizes L e U. Adotaremos a

nomenclatura a seguir:
x LU — decomposicao LU com tolerancia 0, ou seja, LU completa;
* LU-6 — decomposicao LU com tolerancia 10~¢;
* LU-4 — decomposigao LU com tolerancia 10™;
* LU-2 — decomposi¢ao LU com tolerancia 1072

x DiagOnes — matriz diagonal sendo seus elementos os da diagonal principal da

matriz A, substituindo valores 0 por 1;

x DiagSum — matriz diagonal sendo seus elementos os da diagonal principal da
matriz A, substituindo valores 0 pela soma dos valores absolutos dos elementos

desta linha de A;
* None — nenhum precondicionador.

Para ntimero méximo de iteragoes, ficou estabelecido 20. A coluna "Erro" representa
o erro obtido entre as solugdes exata e a gerada pelo BI-BiCGStab [7]. Considerando
X* a solugao exata e X a solugao gerada pelo BI-BiCGStab [7], o erro E sera dado
W A norma relativa do residuo é dada por Nﬁ”@, onde R=B— AX e
Ry = B — AXy; X, solugao obtida pelo BI-BiCGStab [7] e Xy, solugdo inicial do

por

sistema (1.1). Na coluna "Flag", cada ntimero representa uma informacao a respeito

do processo iterativo, sao elas:
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x 0 — BI-BiCGStab converge para a tolerancia desejada até o niimero de itera-

¢oes definido;

x 1 — Bl-BiCGStab nao converge até o nimero de iteracoes definido;

* 2 — um dos precondicionadores, M1 ou M2, é mal condicionado;

* 3 — uma das matrizes usadas para calculos intermediarios do algoritmo nao

é inversivel.

As tabelas geradas a partir dos dados obtidos pela implementacao do BI-BiCGStab
sao as tabelas 10.1 a 10.11. A partir destas, podemos observar que, excetuando a
matriz Watt 2 [12], o BI-BiCGStab deve ser implementado usando um precondicio-
nador, e que os melhores preconcionadores foram os obtidos a partir da decomposigao

LU da matriz A.
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Tabela 10.1: Sherman4 - Matriz real, nao-simétrica, de ordem 1104, com 3786 ele-

mentos nao-nulos.

Numero de lados direitos | Pré-Condicionadores Erro Iteragbes | Norma relativa do residuo | Flag
LU 3.31e-015 1 7e-031 0
LU-6 2.96e-006 1 1.26e-009 0
LU-4 0.00219 1 8.46e-007 0
4 LU-2 0.368 20 0.00012 1
DiagOnes 0.658 20 0.000759 1
DiagSum 0.664 20 0.000431 1
None 1.12 20 0.136 1
LU 2.08e-015 1 7.8e-031 0
LU-6 3.12e-006 1 1.28e-009 0
LU-4 0.00187 1 7e-007 0
8 LU-2 0.0739 3 9.46e-007 0
DiagOnes 5.94e+042 20 7.05e+041 1
DiagSum 1.59¢+-016 20 1.32e+015 1
None - - - 2
LU 2.67e-015 1 6.28e-030 0
LU-6 3.05e-006 1 9.76e-010 0
LU-4 0.00222 1 6.47e-007 0
12 LU-2 0.00396 1 9.85e-007 0
DiagOnes 2.26e+-032 20 2.66e+030 1
DiagSum 1.63e+118 20 6.39e+116 1
None - - - 2
LU 2.47e-015 1 1.23e-030 0
LU-6 3.23e-006 1 1.35e-009 0
LU-4 0.00219 1 8.41e-007 0
16 LU-2 - - - 2
DiagOnes - - - 2
DiagSum 1.06e+-053 20 5.17e+051 1
None 3.75e+076 20 1.13e+076 1
LU 3.81e-015 1 2.34e-030 0
LU-6 3.13e-006 1 1.35e-009 0
LU-4 0.000908 1 3.62e-007 0
20 LU-2 0.00271 1 9.91e-007 0
DiagOnes - - — -
DiagSum 7.16e+008 20 6.44e-+007 1
None 1.15e+4-042 20 2.95e+041 1
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Tabela 10.2: Pde900 - Matriz real, nao-simétrica, de ordem 900, com 4380 elementos

nao-nulos.

Numero de lados direitos | Pré-Condicionadores Erro Iteragbes | Norma relativa do residuo | Flag
LU 2.89e-016 1 1.3e-030 0
LU-6 1.66e-009 1 4.92e-012 0
LU-4 6.97e-006 1 1.77e-008 0
4 LU-2 0.000253 1 5.97e-007 0
DiagOnes 2.47e+037 20 3.61e+035 1
DiagSum 3.03e+067 20 1.87e+4-065 1
None 1.15 20 0.0383 1
LU 3.01e-016 1 2.07e-031 0
LU-6 4.02e-010 1 2.52e-012 0
LU-4 3.76e-005 1 5.94e-008 0
8 LU-2 0.000439 1 9.48e-007 0
DiagOnes 9.46e+014 20 8.8e+012 1
DiagSum 8.85e+038 20 2.89e-+037 1
None 4.7e+042 20 2.09e+041 1
LU 3e-016 1 4.58e-031 0
LU-6 2.6e-009 1 4.47e-012 0
LU-4 2.76e-005 1 2.84e-008 0
12 LU-2 0.000748 1 8.1e-007 0
DiagOnes 3.02e+115 20 1.09e+-114 1
DiagSum 3.38e+087 20 8.51e+085 1
None 6.09e+060 20 2.13e+059 1
LU 3.17e-016 1 9.18e-032 0
LU-6 4.53e-010 1 1.37e-012 0
LU-4 2.03e-005 1 7.04e-008 0
16 LU-2 0.000665 1 9.49e-007 0
DiagOnes 1.05e+-012 20 2.55e+010 1
DiagSum 6.69e+037 20 1.58e+4-036 1
None - - - 2
LU 3.98e-016 1 1.99e-031 0
LU-6 8.05e-009 1 5.16e-011 0
LU-4 1.71e-005 1 5.15e-008 0
20 LU-2 0.000583 1 7.32e-007 0
DiagOnes - - - 2
DiagSum 4.6le+117 20 1.17e+116 1
None - - - 2
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Tabela 10.3: Tols4000 - Matriz real, nao-simétrica, de ordem 4000, com 8784 ele-

mentos nao-nulos.

Numero de lados direitos | Pré-Condicionadores Erro Iteragbes | Norma relativa do residuo | Flag
LU 7.14e-017 1 2.01e-031 0
LU-6 5.42e-017 1 4.21e-033 0
LU-4 2.96e-009 1 9.43e-013 0
4 LU-2 0.000132 1 3.86e-008 0
DiagOnes 4.43e+046 20 1.34e+042 1
DiagSum 2.02 20 1.81 1
None 7.5Te+047 20 6.18e+044 1
LU 6.96e-017 1 9.58e-030 0
LU-6 0.000118 1 4.45e-008 0
LU-4 2.72e-009 1 9.3e-013 0
8 LU-2 0.000118 1 4.45e-008 0
DiagOnes 5.69e+-068 20 1.29e+065 1
DiagSum 2.23e+-065 20 2.43e+-065 1
None 3.28e+064 20 1.94e+4-061 1
LU 4.38e-017 1 7.86e-033 0
LU-6 6.84e-017 1 2.49e-031 0
LU-4 2.19e-009 1 7.94e-013 0
12 LU-2 0.000119 1 4.42e-008 0
DiagOnes 3.25e+060 20 7.66e+056 1
DiagSum 2.66e+014 20 2.33e+014 1
None 3.07e+005 20 1.02 1
LU 6.33e-017 1 8.07e-033 0
LU-6 6.36e-017 1 5.68e-032 0
LU-4 2.6e-009 1 9.09e-013 0
16 LU-2 0.000154 1 5.34e-008 0
DiagOnes 1.51e+4-080 20 3.08e+076 1
DiagSum 7.42 20 0.00184 1
None 7.01e+003 20 5.67 1
LU 6.47e-017 1 1.04e-031 0
LU-6 6.71e-017 1 2.03e-031 0
LU-4 3.24e-009 1 1.03e-012 0
20 LU-2 0.000145 1 5.35e-008 0
DiagOnes 1.44e+4-006 20 184 1
DiagSum 69.2 20 0.00905 1
None 2.66e+-004 20 14.7 1
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Tabela 10.4: Dw2048 - Matriz real, nao-simétrica, de ordem 2048, com 10114 ele-

mentos nao-nulos.

Numero de lados direitos | Pré-Condicionadores Erro Iteragbes | Norma relativa do residuo | Flag
LU 4.01e-015 1 5.79e-032 0
LU-6 6.47e-010 1 1.4e-013 0
LU-4 6.45e-009 1 1.32e-012 0
4 LU-2 0.00872 1 9.63e-007 0
DiagOnes 4.3e+009 20 6.41e+-006 1
DiagSum 3.57 20 0.00159 1
None 0.992 20 0.000571 1
LU 7.39e-015 1 1.84e-031 0
LU-6 2.51e-009 1 3.54e-013 0
LU-4 4.59e-009 1 7.2e-013 0
8 LU-2 0.00731 1 7.55e-007 0
DiagOnes 8.45 20 0.0109 1
DiagSum 0.335 20 0.000144 1
None 0.2 20 0.000112 1
LU 7.01e-015 1 4.36e-031 0
LU-6 7.86e-009 1 9.49e-013 0
LU-4 1.68e-009 1 4.09e-013 0
12 LU-2 0.00319 1 5.9e-007 0
DiagOnes 3.25 20 0.00496 1
DiagSum 0.158 20 7.34e-005 1
None 0.255 20 0.000255 1
LU 5.95e-015 1 1.33e-031 0
LU-6 1.81e-009 1 3.38e-013 0
LU-4 3.73e-009 1 7.63e-013 0
16 LU-2 0.00642 1 8.62e-007 0
DiagOnes 5.02 20 0.00653 1
DiagSum 1.35 20 0.000595 1
None 0.681 20 0.000629 1
LU 9.94e-015 1 1.49e-030 0
LU-6 7.9e-009 1 1.05e-012 0
LU-4 8.69e-009 1 1.37e-012 0
20 LU-2 0.0074 1 9.21e-007 0
DiagOnes 4.71 20 0.00437 1
DiagSum 1.44 20 0.000705 1
None 0.934 20 0.00075 1
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Tabela 10.5: Watt 1 - Matriz real, nao-simétrica. de ordem 1865, com 11360 ele-

mentos nao-nulos.

Numero de lados direitos | Pré-Condicionadores Erro Iteragbes | Norma relativa do residuo | Flag
LU 3.13e-015 1 1.5e-032 0
LU-6 0.000432 1 6.16e-015 0
LU-4 0.235 1 1.43e-012 0
4 LU-2 0.849 1 1.25e-011 0
DiagOnes 0.925 1 6.01e-010 0
DiagSum 1.14 1 3.13e-009 0
None - - - 2
LU 3.52e-015 1 9.12e-033 0
LU-6 0.000419 1 1.95e-015 0
LU-4 0.229 1 4.59e-013 0
8 LU-2 0.86 1 4.04e-012 0
DiagOnes 0.938 1 1.71e-010 0
DiagSum 1.05 1 9.1e-010 0
None - - - 2
LU 2.62e-015 1 1.87e-032 0
LU-6 0.000433 1 1.63e-015 0
LU-4 0.237 1 3.82e-013 0
12 LU-2 0.866 1 3.36e-012 0
DiagOnes 0.943 1 1.15e-010 0
DiagSum 1.03 1 5.78e-010 0
None 7.99e+069 20 5.37e+067 1
LU 2.19e-015 1 1.67e-033 0
LU-6 0.000422 1 1.71e-015 0
LU-4 0.233 1 4.05e-013 0
16 LU-2 0.875 1 3.55e-012 0
DiagOnes 0.947 1 1.09e-010 0
DiagSum 1.03 1 5.69e-010 0
None - - - 2
LU 3.9e-015 1 3.22e-032 0
LU-6 0.000441 1 1.76e-015 0
LU-4 0.24 1 4.12e-013 0
20 LU-2 0.875 1 3.6e-012 0
DiagOnes 0.948 1 1.03e-010 0
DiagSum 1.01 1 5.26e-010 0
None - - - 2
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Tabela 10.6: Watt 2 - Matriz real, nao-simétrica, de ordem 1865, com 11550 ele-

mentos nao-nulos.

Numero de lados direitos | Pré-Condicionadores | Erro | Iteracbes | Norma relativa do residuo | Flag
LU 0.905 2 9.91e-007 0
LU-6 0.611 1 8.2e-011 0
LU-4 0.685 1 5.42e-011 0
4 LU-4 1.02 1 5.01e-010 0
DiagOnes 0.919 5 3.85e-007 0
DiagSum 35.6 6 4.84e-008 0
None 0.979 2 1.19e-008 0
LU 0.918 3 5.44e-007 0
LU-6 0.756 1 1.62e-010 0
LU-4 0.786 1 1.82e-010 0
8 LU-2 0.947 1 5.51e-010 0
DiagOnes 0.929 7 2.38e-007 0
DiagOnes 55.7 4 9.45e-007 0
None 0.987 3 9.5e-010 0
LU 0.924 3 5.72e-007 0
LU-6 0.788 1 1.11e-010 0
LU-4 0.824 1 1.38e-010 0
12 LU-2 0.948 1 3.31e-010 0
DiagOnes 1.71 3 5.69e-008 0
DiagSum 129 6 8.04e-007 0
None 0.986 2 1.9e-007 0
LU 0.916 3 5.25e-007 0
LU-6 0.659 1 1.06e-010 0
LU-4 0.693 1 1.28e-010 0
16 LU-2 0.962 1 3.31e-010 0
DiagOnes 0.967 3 1.09e-007 0
DiagSum 16 7 6.24e-008 0
None 0.98 2 2.31e-008 0
LU 0.933 2 1.72e-007 0
LU-6 0.674 1 1.16e-010 0
LU-4 0.734 1 1.29e-010 0
20 LU-2 1.22 1 9.96e-010 0
DiagOnes 0.966 3 3.2e-007 0
DiagSum 128 5 7.49e-007 0
None 0.969 2 5.95e-007 0
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Tabela 10.7: Cry2500 - Matriz real, nao-simétrica, de ordem 2500, com 12349 ele-

mentos nao-nulos.

Numero de lados direitos | Pré-Condicionadores Erro Iteragbes | Norma relativa do residuo | Flag
LU 1 1 1 3
LU-6 0.528 2 8.21e-009 0
LU-4 2.19 4 7.6e-007 0
4 LU-2 1 1 1 3
DiagOnes 1.96e+4-005 20 0.259 1
DiagSum 6.75e+004 20 0.268 1
None 2.55 20 0.287 1
LU 1 1 1 3
LU-6 0.542 2 1.88e-008 0
LU-4 3.05 4 3.82e-008 0
8 LU-2 1 1 1 3
DiagOnes 3.86e+004 20 0.0242 1
DiagSum 4.27e+004 20 0.176 1
None 1.09 20 0.103 1
LU 1 1 1 3
LU-6 0.546 2 2.56e-008 0
LU-4 2.72 4 1.86e-008 0
12 LU-2 1 1 1 3
DiagOnes 4.23e+004 20 0.0579 1
DiagSum 4.45e+-003 20 1.08 1
None 1.19 20 0.122 1
LU 1 1 1 3
LU-6 0.522 2 1.26e-008 0
LU-4 2.35 3 9.46e-007 0
16 LU-4 1 1 1 3
DiagOnes 1.65e+-004 20 0.0188 1
DiagSum 1.85e+-003 20 0.0359 1
None 0.941 20 0.0206 1
LU 1 1 1 3
LU-6 0.531 2 2.2e-008 0
LU-4 3.42 4 3.94e-008 0
20 LU-2 1 1 1 3
DiagOnes 6.88e+004 20 0.0414 1
DiagSum 38.5 20 0.031 1
None 0.967 20 0.0374 1
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Tabela 10.8: Pde2961 - Matriz real, nao-simétrica, de ordem 2961, com 14585 ele-

mentos nao-nulos.

Numero de lados direitos | Pré-Condicionadores Erro Iteragbes | Norma relativa do residuo | Flag
LU 0.0371 20 3.88e-006 1
LU-6 7.13e-008 1 4.25e-011 0
LU-4 0.000278 1 2.56e-008 0
4 LU-2 0.000429 1 4.43e-008 0
DiagOnes 2.14 20 0.00177 1
DiagSum 8.91 20 0.00631 1
None 1.2 20 0.00125 1
LU 0.00408 17 7.81e-007 0
LU-6 1.82e-007 1 2.89e-011 0
LU-4 0.000137 1 2.35e-008 0
8 LU-2 0.000622 1 1.75e-007 0
DiagOnes 1.78 20 0.00108 1
DiagSum 1.23 20 0.000879 1
None 3.56 20 0.00522 1
LU 0.00332 15 5.03e-007 0
LU-6 3.82e-007 1 4.49e-011 0
LU-4 0.000595 1 9.86e-008 0
12 LU-2 0.000847 1 1.05e-007 0
DiagOnes 2.43 20 0.00134 1
DiagSum 2.33 20 0.00125 1
None 3.2 20 0.00465 1
LU 0.0031 14 6.59e-007 0
LU-6 2.91e-007 1 7.99e-011 0
LU-4 4.88e-009 2 1.18e-012 0
16 LU-2 0.000989 1 7.47e-007 0
DiagOnes 10.5 20 0.00709 1
DiagSum 6.86 20 0.00562 1
None 5.14 20 0.00827 1
LU 0.000356 13 9.1e-008 0
LU-6 8.2e-008 1 1.72e-011 0
LU-4 0.000127 1 3.05e-008 0
20 LU-2 0.000114 1 5.52e-008 0
DiagOnes 16.1 20 0.0114 1
DiagSum 58.3 20 0.0328 1
None 9.63 20 0.0156 1
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Tabela 10.9: Rdb32001 - Matriz real, nao-simétrica, de ordem 3200, com 18880

elementos nao-nulos.

Numero de lados direitos | Pré-Condicionadores Erro Iteragbes | Norma relativa do residuo | Flag
LU 29.5 20 0.114 1
LU-6 1.63e-009 1 7.69e-012 0
LU-4 8.99e-005 1 3.3e-007 0
4 LU-2 0.000124 13 5.55e-007 0
DiagOnes 47.7 20 0.211 1
DiagSum 4.58 20 0.0223 1
None 1.51 20 0.00993 1
LU 27.7 20 0.124 1
LU-6 2e-009 1 7.03e-012 0
LU-4 6.3e-005 1 3.13e-007 0
8 LU-2 0.000148 10 6.72e-007 0
DiagOnes 14.7 20 0.0979 1
DiagSum 158 20 0.735 1
None 1.49 20 0.0099 1
LU 21.2 20 0.0707 1
LU-6 4.29e-009 1 2.97e-011 0
LU-4 9.85e-005 1 3.64e-007 0
12 LU-2 3.39e-005 8 1.01e-007 0
DiagOnes 36.9 20 0.157 1
DiagSum 20.5 20 0.0521 1
None 23.7 20 0.118 1
LU 10.1 20 0.035 1
LU-6 3.03e-008 1 2.72e-010 0
LU-4 6.22e-005 1 3.21e-007 0
16 LU-2 4.93e-006 9 2.87e-008 0
DiagOnes 240 20 1.08 1
DiagSum 264 20 0.734 1
None 6.63 20 0.0533 1
LU 10.5 20 0.0266 1
LU-6 3.7e-009 1 2.06e-011 0
LU-4 7.88e-005 1 3.71e-007 0
20 LU-2 5.15e-006 9 2.37e-008 0
DiagOnes 12.1 20 0.0342 1
DiagSum 21.5 20 0.046 1
None 4.97 20 0.0185 1
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Tabela 10.10: Fidap021 - Matriz real, nao-simétrica, de ordem 656, com 18962

elementos nao-nulos.

Numero de lados direitos | Pré-Condicionadores Erro Iteragbes | Norma relativa do residuo | Flag
LU 1 0 1 2
LU-6 0.113 1 1.49e-011 0
LU-4 26.2 1 6.61e-009 0
4 LU-2 1 0 1 2
DiagOnes 0.581 2 6.64e-007 0
DiagSum 0.877 8 5.58e-007 0
None 1.83 20 2.86e-005 1
LU 1 0 1 2
LU-6 0.801 1 1.25e-011 0
LU-4 46.8 1 3.62e-009 0
8 LU-2 1 0 1 2
DiagOnes 0.874 3 9.98e-007 0
DiagSum 0.97 7 3.67e-007 0
None 2.92 20 2.93e-005 1
LU 1 0 1 2
LU-6 0.241 1 1.91e-011 0
LU-4 53.8 1 4.7e-009 0
12 LU-2 1 0 1 2
DiagOnes 0.55 3 4.9e-007 0
DiagSum 1.19 7 2.54e-007 0
None 2.42 20 2.02e-005 1
LU 1 0 1 2
LU-6 0.112 1 1.29e-011 0
LU-4 33.7 1 4.3e-009 0
16 LU-2 1 0 1 2
DiagOnes 0.579 3 4.02e-007 0
DiagSum 1.13 8 3.75e-007 0
None 1.34 20 7.05e-006 1
LU 1 0 1 2
LU-6 0.0918 1 1.45e-011 0
LU-4 51.8 1 6.17e-009 0
20 LU-2 1 0 1 2
DiagOnes 0.526 4 1.86e-007 0
DiagSum 0.956 6 4.38e-007 0
None 36.6 20 0.000296 1

106



Tabela 10.11: Cavity05 - Matriz real, nao-simétrica, de ordem 1182, com 32633

elementos nao-nulos.

Numero de lados direitos | Pré-Condicionadores Erro Iteragbes | Norma relativa do residuo | Flag
LU 1 1 1 3
LU-6 0.001 1 3.97e-010 0
LU-4 0.0538 1 4.31e-008 0
4 LU-2 1 0 1 2
DiagOnes 4.28 20 3.43e-005 1
DiagSum 1.93 20 4.89e-005 1
None 0.621 20 0.000187 1
LU 1 1 1 3
LU-6 0.000685 1 2.87e-010 0
LU-4 0.0753 1 3.46e-008 0
8 LU-2 1 0 1 2
DiagOnes 6.94 20 5.99e-005 1
DiagSum 2.38 20 2.07e-005 1
None 0.538 20 6.47e-005 1
LU 1 1 1 3
LU-6 0.000538 1 3.9e-010 0
LU-4 0.0488 1 3.59e-008 0
12 LU-2 1 0 1 2
DiagOnes 12.6 20 0.000129 1
DiagSum 12.6 20 0.000129 1
None 7.39 20 0.00354 1
LU 1 1 1 3
LU-6 0.000437 1 2.87e-010 0
LU-4 0.0325 1 3.8e-008 0
16 LU-2 1 0 1 2
DiagOnes 2.1 20 9.36e-006 1
DiagSum 662 20 0.00587 1
None 3.22 20 0.000839 1
LU 1 1 1 3
LU-6 0.000455 1 2.88e-010 0
LU-4 0.0342 1 2.78e-008 0
20 LU-2 1 0 1 2
DiagOnes 7.87 20 3.22e-005 1
DiagSum 2.15 20 1.94e-005 1
None 0.575 20 0.000122 1
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10.2.2 Resultado da comparacao do BI-BiCGStab com pre-

condicionadores com outros métodos iterativos

Tomando o sistema linear (1.1), escolhemos para matriz A a matriz real Pde2961
[12], que é nao simétrica, de ordem 2961 e com 14585 elementos nao-nulos. Varia-
mos o nimero de lados direitos, s = 4,8,12,16 e 20. Para as tabelas 10.12 e 10.13,
tomamos os precondicionadores LU-6 e LU-4, respectivamente. O objetivo destas
tabelas é gerar dados para se comparar o BI-BiCGStab com outros métodos da li-
teratura abordada. O BI-GMRES é o método GMRES em bloco desenvolvido por
Vital [21], e implementado com o uso de precondicionadores. Confrontando estes
dois métodos em bloco, temos que o BI-BiCGStab ¢é mais eficiente que o BI-GMRES
[21]. Isto fica claro observando as colunas de erro, ntmero de iteragbes e norma
do residuo relativo. Os métodos BiCGStab-S e GMRES-S sao os métodos BiCGS-
tab [17] e GMRES [15] aplicados a cada um dos s lados direitos do sistema (1.1).
Comparando o Bl-BiCGStab com o BiCGStab-S e GMRES-S, observamos que o
método proposto apresenta as colunas erro, nimero de iteragoes e norma do residuo
relativo, com valores que nos permitem concluir que esse método é uma boa opgao
para resolucao de sistemas lineares cuja matriz principal, A, seja Pde2961 [12].

As tabelas 10.14 e 10.15 foram geradas fazendo A = Rdb3200l. A matriz Rdb3200(
[12] ¢ uma nao simétrica, de ordem 3200, com 18880 elementos nao-nulos. Compa-
rando os métodos em bloco, BI-BiCGStab com precondicionador e BI-GMRES [21],
temos que a performance do Bl-BiCGStab com precondicionador é a melhor. Ob-
servando o Bl-BiCGStab em relagao aos métodos BiCGStab-S e GMRES-S, usando
os precondicionadores LU-6, o BI-BiCGStab com precondicionador é melhor que o
GMRES-S e semelhante ao BiCGStab-S, em termos das colunas erro, niimero de
iteragoes e norma relativa do residuo. J& com os precondicionadores LU-4, o Bl-
BiCGStab com precondicionador apresenta uma performance equivalente aos méto-
dos BiCGStab-S e GMRES-S.

Considerando os resultados obtidos nas tabelas 10.12, 10.13, 10.14 e 10.15, as co-
lunas Erro, Iteracoes e Norma relativa do residuo, podemos concluir que o método
BI-BiCGStab com precondicionador se apresenta como uma opgao para resolugao

de sistemas lineares de grande porte com multiplos lados direitos.

108



Tabela 10.12: Matriz Pde2961 com precondicionador LU-6

Numero de lados direitos Método Erro Iteracoes | Norma relativa do residuo | Flag

BI-BiCGStab | 1.59e-007 1 2.46e-011 0

BiCGStab-S | 4.03e-008 1 6.24e-012 0

! BI-GMRES 0.00704 13 9.78e-007 0
GMRES-S 2.83e-008 1 6.99e-011 0

BI-BiCGStab | 1.52e-007 1 1.41e-011 0

BiCGStab-S 3.5e-008 1 6.28e-012 0

* BI-GMRES 0.000729 15 9.99e-007 0
GMRES-S 2.38e-008 1 7.18e-011 0

BI-BiCGStab | 1.55e-007 1 6.67e-011 0

BiCGStab-S 3.7e-008 1 6.31e-012 0

. BI-GMRES 0.00353 13 7.89e-007 0
GMRES-S 2.55e-008 1 7.4e-011 0

BI-BiCGStab | 2.13e-007 1 2.81e-011 0

BiCGStab-S | 3.23e-008 1 6.38e-012 0

10 BI-GMRES 0.000782 13 9.96e-007 0
GMRES-S 2.16e-008 1 7.82e-011 0

BI-BiCGStab | 6.72e-008 1 1.21e-011 0

BiCGStab-S | 3.44e-008 1 6.31e-012 0

20 BI-GMRES 0.000492 16 9.84e-007 0
GMRES-S 2.33e-008 1 7.4e-011 0
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Tabela 10.13: Matriz Pde2961 com precondicionador LU-4

Numero de lados direitos Método Erro Iteracoes | Norma relativa do residuo | Flag

BI-BiCGStab | 0.000197 1 2.96e-008 0

BiCGStab-S | 0.000307 1 2.49e-008 0

! BI-GMRES 0.00704 13 9.78e-007 0
GMRES-S 0.000194 1 4.75e-007 0

BI-BiCGStab | 0.000142 1 6.92e-008 0

BiCGStab-S 0.00031 1 2.77e-008 0

* BI-GMRES 0.000729 15 9.99e-007 0
GMRES-S 0.000161 1 4.83e-007 0

BI-BiCGStab | 0.000237 1 1.08e-007 0

BiCGStab-S | 0.000316 1 2.79e-008 0

. BI-GMRES 0.00353 13 7.89e-007 0
GMRES-S 0.000179 1 5.15e-007 0

BI-BiCGStab | 0.000116 1 3.67e-008 0

BiCGStab-S | 0.000315 1 3.21e-008 0

10 BI-GMRES 0.000782 13 9.96e-007 0
GMRES-S 0.000147 1 5.29e-007 0

BI-BiCGStab | 0.000147 1 3.67e-008 0

BiCGStab-S | 0.000312 1 2.9e-008 0

20 BI-GMRES 0.000492 16 9.84e-007 0
GMRES-S 0.000159 1 5.03e-007 0
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Tabela 10.14: Matriz Rdb32001 com precondicionador LU-6

Numero de lados direitos Método Erro Iteracoes | Norma relativa do residuo | Flag

BI-BiCGStab | 1.63e-009 1 7.69e-012 0

BiCGStab-S | 2.45e-009 1 5.73e-012 0

! BI-GMRES 2.74 20 0.0288 1
GMRES-S 0.00032 1 8.26e-007 0

BI-BiCGStab 2e-009 1 7.03e-012 0

BiCGStab-S | 2.41e-009 1 6.5e-012 0

* BI-GMRES 2.91 20 0.155 1
GMRES-S 0.000244 1 8.27e-007 0

BI-BiCGStab | 4.29e-009 1 2.97e-011 0

BiCGStab-S | 2.46e-009 1 5.44e-012 0

. BI-GMRES 2.87 20 0.242 0
GMRES-S 0.000338 1 8.22e-007 0

BI-BiCGStab | 3.03e-008 1 2.72e-010 0

BiCGStab-S | 2.45e-009 1 6.56e-012 0

10 BI-GMRES 2.79 20 0.137 0
GMRES-S 0.000255 1 8.28e-007 0

BI-BiCGStab | 3.7e-009 1 2.06e-011 0

BiCGStab-S | 2.43e-009 1 5.77e-012 0

20 BI-GMRES 2.87 20 0.241 0
GMRES-S 0.000298 1 8.25e-007 0
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Tabela 10.15: Matriz Rdb32001 com precondicionador LU-4

Numero de lados direitos Método Erro Iteracoes | Norma relativa do residuo | Flag

BI-BiCGStab | 8.99e-005 1 3.3e-007 0

BiCGStab-S | 6.16e-005 1 2.27e-007 0

! BI-GMRES 2.74 20 0.0288 1
GMRES-S 5.78e-005 1 1.49e-007 0

BlI-BiCGStab | 6.3e-005 1 3.13e-007 0

BiCGStab-S | 4.91e-005 1 2.38e-007 0

* BI-GMRES 2.91 20 0.155 1
GMRES-S 4.81e-005 1 1.63e-007 0

BI-BiCGStab | 9.85e-005 1 3.64e-007 0

BiCGStab-S | 5.78e-005 1 2.03e-007 0

. BI-GMRES 2.87 20 0.242 1
GMRES-S 5.53e-005 1 1.34e-007 0

BI-BiCGStab | 6.22e-005 1 3.21e-007 0

BiCGStab-S | 5.29e-005 1 2.53e-007 0

10 BI-GMRES 2.79 20 0.137 1
GMRES-S 5.28e-005 1 1.72e-007 0

BI-BiCGStab | 7.88e-005 1 3.71e-007 0

BiCGStab-S | 5.67e-005 1 2.33e-007 0

20 BI-GMRES 2.87 20 0.241 1
GMRES-S 5.55e-005 1 1.54e-007 0
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Capitulo 11

Conclusao

O objetivo deste trabalho foi estudar métodos iterativos baseados no método de
Arnoldi [14], para se gerar bases ortonormais, e no método da Bi-Ortogonalizacao
de Lanczos [13], visando ao método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado em
Bloco com precondicionadores. O ponto de vista deste estudo foi o de utilizar
projecoes, ortogonais ou obliquas, sobre subespacos de Krylov apropriados.

No Capitulo 2, apresentamos uma analise e sintese de artigos relevantes para este
trabalho, tendo assim o estado da arte.

No Capitulo 3, foram feitas algumas defini¢oes e alguns teoremas que foram usados
ao longo deste trabalho.

No Capitulo 4, apresentamos como resultado a Proposicao 4.1, onde, a partir do
Algoritmo 4.1, obtivemos o operador de projecao obliqua sobre o subespago de
Krylov, utilizado no método de projecao apresentado.

No Capitulo 5, nas Proposicoes 5.1 e 5.2, temos como resultado que, pelo Algoritmo
5.1, geramos bases bi-ortogonais para os subespagos de Krylov considerados. Na
Proposigao 5.3, tratamos o método da Bi-Ortogonalizacao de Lanczos [13] sob o
enfoque de projecoes e, como resultado, obtivemos o operador de projecao que atua
neste algoritmo.

No Capitulo 6, mostramos que, de fato, o Algoritmo 6.1 gera bases para o subespaco
de Krylov escolhido. Na Proposigao 6.1, obtivemos o operador de projecao ortogonal
do método de Arnoldi [14].

No Capitulo 7, nas Proposicoes 7.1 e 7.2, mostramos que a solucao aproximada

gerada a partir do Algoritmo 7.1 estd em um subespaco de Krylov, K, e que a
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base obtida para o subespaco de Krylov £ = AK pode ser gerada a partir da base
do subespaco K, usando-se , para isto, o Algoritmo 5.1. Nas Proposicoes 7.3 e
7.4, obtivemos como resultado os operadores de projecao do Algoritmo 5.1. Nas
Proposigoes 7.5 e 7.6, temos os operadores de proje¢ao envolvidos nos Algoritmos
7.2 e 7.3, respectivamente.

No Capitulo 8, a Proposicao 8.1 assegura que Ar; pode ser escrito como combinagao
linear dos vetores r;, ¢ = 0,...,m — 1. Nas Proposicoes 8.2 e 8.3, certificamos
que os conjuntos obtidos a partir do Algoritmo 8.1 s@o bases para o subespaco
de Krylov considerado. Na Proposicao 8.4, apresentamos o operador de projegao
do Algoritmo 8.1. Na Proposicao 8.5, mostramos que os vetores, obtidos a partir
do Algoritmo 8.2, podem ser expressos pelo produto de um polinomio em A pelo
residuo inicial, r.

No Capitulo 9, na Proposicao 9.1, a partir do Algoritmo 9.1, mostramos que as
direcdes AP; e AP, podem ser expressas, respectivamente, como combinacao linear
de R; e 15%, 1 =0,.... Na Proposicao 9.2, provamos que os conjuntos gerados pelo
Algoritmo 9.1 sao bases para os subespagcos de Krylov considerados. Na Proposigao
9.3, provamos a ortogonalidade das direcoes R; e Rj e a A-ortogonalidade das
direcoes P; e Pj, com i > j. Na Proposicao 9.4, obtivemos o operador de projegao
que atua no Algoritmo 9.1. Na Proposicao 9.5, mostramos que as matrizes R; e
P;, geradas a partir do Algoritmo 9.1, podem ser escritas como um produto de um
polindémio matricial de A pelo residuo inicial Ry.

As proposigoes apresentadas sao propostas novas, que nao foram encontradas em
nenhum dos textos pesquisados.

No capitulo 10, analisando as tabelas 1.1 a 1.15, podemos concluir que o método
proposto e implementado, BI-BiCGStab |7] com precondicionadores, se apresenta
como uma op¢ao para resolugao de sistemas lineares de grande porte com multiplos
lados direitos. Ao comparé-lo com o BI-GMRES [21], temos que o BI-BiCGStab |7]
com precondicionadores apresenta uma melhor performance em um niimero menor
de iteragdes. Quando confrontamos com os métodos do BiCGStab [17] e GMRES
[15], aplicados s vezes, s = 4,8,12,16 e 20, a performance do BI-BICGStab [7] é

equivalente a dos outros dois métodos.
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Vejamos, a partir dos seguintes diagramas, a correlagdo entre os métodos

abordados:

Subespaco de Krylov

:]IPI"O jecao ortogonal

Método de Arnoldi & AV, = V11 H; 11, = H; 11, é Hessenberg
A simétrica ﬂ

ﬂA nao-simétrica

Método de Lanczos = H;4; ¢ tridiagonal GMRES

JJA positiva definida

Método do Gradiente Conjugado

Subespaco de Krylov

A nao-simétrica || Projecao obliqua

Método da Bi-Ortogonalizacao de Lanczos< Bases Bi-Ortogonais

Método do Gradiente Bi-Conjugado

Método do Gradiente Conjugado Quadrado

Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado

Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado em Bloco

v

Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado em Bloco com precondicionador

Vemos algumas hipoteses para trabalhos futuros, que podem ser divididos em trés

focos. Um deles seria manter o codigo do Bl-BiCGStab [7] e refinar a busca de
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precondicionadores que pudessem tornar o método mais atraente. Um segundo ca-
minho seria o de trabalhar teoricamente com o método. A partir dai, gerar novos
teoremas e lemas pertinentes. Como terceira opcao, vemos a possibilidade de gerar
um novo método. Partindo do método de Lanczos [13], seria feito um procedimento
analogo ao BI-BiCGStab [7], porém escolhendo escalares distintos dos mais ado-
tados na literatura e que resultam no Bl-BiCGStab [7]. Simultaneamente, seriam
construidos argumentos teodricos, teoremas e lemas, que respaldassem o novo método

desenvolvido.
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