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Uma transposi¢ao é uma operacao que troca dois blocos consecutivos e adjacentes
em uma permutacao. Uma transposicao pré-fixada é uma transposicado que move
o primeiro elemento em uma permutacdo. Definimos um grafo denominado Grafo
de Rearranjo de Genomas por Transposi¢oes Pré-fixadas no qual cada vértice esta
associado a uma permutacao do Grupo Simétrico S, e dois vértices sao adjacentes
quando existe uma transposicao pré-fixada que aplicada a uma permutacao produz

a outra.

Neste trabalho apresentamos propriedades deste grafo, dentre as quais a principal
é a existéncia e a construgao de ciclos Hamiltonianos. Além de ser interessante pelo
fato de o problema de saber se existe ciclo Hamiltoniano em um grafo ser NP-
Completo, também corrobora a conjectura de Lovasz sobre ciclo Hamiltoniano em
Grafos de Cayley. Em uma abordagem de Bioinformatica, também torna possivel
listar todas as permutagoes de um determinado tamanho, numa ordem na qual
ha uma transposicao pré-fixada entre duas permutagdes consecutivas, e ainda de
modo que todas as permutagoes com o mesmo tltimo elemento estejam consecutivas
nesta listagem, o que auxilia no estudo do problema desafiador de ordenar por

transposicgoes.
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A transposition is an operation that exchanges two consecutive adjacent blocks in
a permutation. A prefix transposition is a transposition that moves the first element
in the permutation. We define the Prefix Transposition Genome Rearrangement
Graph, the vertices are the permutations the Symmetric Group S,, and two vertices
are adjacent when there exists a prefix transposition that applied to a permutation

produces the other one.

In this work we present properties of this graph, amongst which the main one
is the existence and construction of Hamiltonian cycles. Besides being interesting
for the fact that to know whether there are Hamiltonian cycles in a graph is NP-
Complete, also it corroborates to Lovasz’s conjecture about Hamiltonian cycles in
Cayley graphs. In the context of Bioinformatics, it additionally yields a list of all the
permutations of a given size, in an order that has a prefix transposition between two
consecutive permutations, and in a particular way such that all the permutations
with the same last element are consecutive in this order, which contributes to the

study of the challenging problem to sorting by transpositions.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos mais conhecidos problemas modelados através de grafos foi apresentado em
1857 por William Rowan Hamilton [I], proposto apenas como um jogo matemético
chamado Around the World, a principio sem aplicagao pratica. O jogo era feito sobre
um dodecaedro em que cada vértice estava associado a uma cidade importante da
época. Tratava-se da busca de uma rota através dos vértices do dodecaedro que ini-
ciasse e terminasse em uma mesma cidade passando uma tinica vez em cada cidade.
Em homenagem a Hamilton, uma solugdo do seu jogo passou a ser chamada de
ciclo Hamiltoniano. Veja na Figura|l.1) um dodecaedro com um ciclo Hamiltoniano

destacado.

Figura 1.1: O dodecaedro com um ciclo Hamiltoniano destacado.

O jogo proposto por Hamilton ficou conhecido como o Problema do Ciclo Hamil-



toniano (PCH) e, mais de 100 anos depois, encontrar ciclo Hamiltoniano em um
grafo é ainda um problema desafiador em teoria dos grafos. Decidir se um grafo
possui ciclo Hamiltoniano é um dos cléssicos problemas NP-Completos [2]. O Pro-
blema do Caminho Hamiltoniano, que consiste em passar por todos os vértices de
um grafo, através das arestas, exatamente uma vez sem formar um ciclo, também é
NP-Completo [3]. Foi provado ainda que o problema de decidir se um grafo possui
ciclo Hamiltoniano permanece NP-Completo mesmo quando um caminho Hamil-
toniano do grafo é dado como parte da instancia [4]. Estudo de caminhos e ciclos
Hamiltonianos é importante para ciéncia da computacao ([5], [6]), em planejamentos

combinatorios ([7], [8]), além de outras areas.

Neste trabalho, estudamos o PCH em um grafo que denotamos por Grafo de Re-
arranjo de Genomas por Transposi¢oes Pré-Fixadas, PFTRG(n), este grafo possui
como conjunto de vértices todas as n! permutacoes do grupo simétrico .S,, formadas
por n elementos distintos e cada aresta corresponde a existéncia de uma transposicao
pré-fixada que troca dois blocos consecutivos e adjacentes em que necessariamente

um dos blocos contém o primeiro elemento.

Antes de apresentar o grafo, vamos observar através de exemplos as operacoes

de rearranjo de genomas por transposicoes e por transposigoes pré-fixadas.

Observe no Exemplo (1| que a operacao de rearranjo por transposigoes consiste
em transpor um bloco de elementos consecutivos para qualquer lugar da permutagao
a esquerda desse bloco. Ja a operacao de rearranjo por transposicoes pré-fixadas,
que é um caso particular das transposi¢oes, consiste em mover o bloco de elementos

consecutivos para a primeira posigdo da permutacdo, observe no Exemplo [2]

Exemplo 1. msy =[876 514 3 2]

|t

oy =[85147632

Exemplo 2. msy =[876 514 3 2]

’

o =[514 87632
Veja na Figura[1.2) os grafos PFTRG(1), PFTRG(2) e PFTRG(3).
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° —o 31
1 12 21 312 132
(a) Grafo PFTRG(1) (b) Grafo PFTRG(2) (c) Grafo PFTRG(3)

Figura 1.2: Grafos PFTRG(n) comn =1,n=2en = 3.

Um grafo que codifica a estrutura de um grupo e usa um conjunto especi-
ficado, geralmente finito, gerador para o grupo é um grafo de Cayley [9]. O
grafo PFTRG(n) é um grafo de Cayley associado a um conjunto gerador parti-
cular do grupo Simétrico .S,,. Nesse aspecto, existe uma conjectura bem conhecida
de Lévasz [10] de que todo grafo vértice-transitivo conexo, nao-direcionado, pos-
sui um caminho Hamiltoniano. Mas, sdo conhecidos somente 4 grafos conexos,
nao-direcionados e vértice-transitivos que nao possuem ciclo Hamiltoniano e todos
esses grafos possuem caminho Hamiltoniano [9]. Eles sdo: grafo de Petersen (ver
Figura [1.3]a]), grafo Coxeter (ver Figura [1.4]a]), e os grafos obtidos do grafo de
Petersen e do grafo Coxeter substituindo cada vértice por um tridngulo e juntando
os vértices do jeito natural, a saber, como o grafo de Petersen e o grafo Coxeter sao
cubicos, fazemos uma expansao de forma que as arestas incidentes em cada vértice
tornardo a incidir nos vértices do tridngulo (ver Figuras [1.3[b], [1.4]b], respectiva-
mente). E importante destacar que o grafo completo com 2 vértices (ver Figura
também é vértice-transitivo, conexo e nao-direcionado que possui caminho Hamil-
toniano, mas seréd ignorado por nao fazer muito sentido falar de ciclo Hamiltoniano
neste grafo. Foi observado que todos os quatro grafos citados nao sao grafos de
Cayley. Entao a conjectura de Lovasz pode ser vista como : Todo grafo finito de
Cayley conexo possui ciclo Hamiltoniano [9]. A busca por ciclos Hamiltonianos nos
grafos Cayley foi iniciado em 1959 por Rapaport [11].

Vale ressaltar que nao é conhecido um grafo vértice-transitivo conexo sem cami-

nho Hamiltoniano.

A existéncia de ciclo Hamiltoniano no grafo PFTRG, além de corroborar a
conjectura de Lovasz, também possui importancia na area de Rearranjo de Genomas

COINoO veremos a seguir.



(a) Grafo de Petersen.  (b) Grafo de Petersen ex-

pandido.

Figura 1.3: Grafos Petersen e Petersen expandido.

(a) Grafo Coxeter. (b) Grafo Coxeter ex-

pandido.

Figura 1.4: Grafos Coxeter e Coxeter expandido.

*—4

Figura 1.5: O grafo completo com 2 vértices K.

Com énfase em Bioinformatica, as permutagoes deste grafo podem ser usadas
para representar a sequéncia de genes e algumas operagoes com permutacoes repre-
sentam eventos evolucionarios. Um problema classico é o de determinar o menor
numero de mutagoes necessarias para transformar uma sequéncia de genes do DNA
de uma espécie em outra (problema de distancia entre genomas através de rear-
ranjo). Dentre as mutagoes possiveis que nao alteram a natureza dos genes, mas

apenas a posicao dos mesmos, os tipos mais estudados sao reversao e transposicao.



A distancia entre duas espécies é comumente usada como entrada em algoritmos de
construgao de arvores filogenéticas [12]. Outro problema bem conhecido é o didmetro
do grafo, que consiste em determinar a maior distancia entre dois vértices quaisquer

do grafo.

O evento de rearranjo mais estudado foi a reversao, que é uma operagdo que
inverte, ou melhor, troca a ordem de um bloco de qualquer tamanho em uma per-
mutacao [I13]. Caprara [I4] provou que a distancia de reversdo é um problema
NP-dificil.

H&a uma variacao, para este problema, considerando permutagoes com sinal, nas
quais, cada elemento da permutagao possui um sinal positivo ou negativo, e em
cada operagao de reversao, o sinal de cada elemento do bloco invertido ¢é trocado.
Em 1999, Hannenhalli e Pevzner [15] mostraram que o problema da distancia de
reversao com orientacao pode ser resolvido em tempo polinomial.

Outra variagao interessante deste problema é chamado de problema de reversdo
pré-fizada ou problema de reversdao de panqueca como foi originalmente chamado [16],
onde apenas reversoes envolvendo os primeiros elementos consecutivos de uma per-
mutacao sao permitidas. Heydari e Sudborough [17] provaram que o problema de
distancia de reversao pré-fixada é NP-dificil. Gates e Papadimitriou [18] e Heydari

e Sudborough [19] estudaram o didmetro de reversoes pré-fixadas.

Ja o evento de rearranjo denotado por transposicao é uma operag¢ao no qual um
segmento é cortado de uma permutagdo e é inserido em outra posi¢ao da mesma
permutacao, ou de outra forma, troca dois blocos consecutivos e adjacentes em uma
permutacao [20]. Para o problema de distancia de transposi¢cdo nao se conhece,
até este momento, nenhum algoritmo polinomial, e nem uma prova de que é um
problema NP-dificil, o que conhecemos sao algoritmos aproximativos ([21], [22],[23]).

Desde os primeiros trabalhos formais de 1998 [24] até os resultados mais recentes
de 2006 [25] e de 2008 [26] busca-se sem sucesso uma forma de estimar de maneira

exata a distancia de transposi¢ao para qualquer permutagao.

Por conhecermos menos o problema de transposicao em relagao ao de reversao,
abordamos neste trabalho apenas eventos de transposicao. E como a distancia de

transposi¢ao, e também o didmetro, sao problemas complexos, afinal estao em aberto



por mais de 10 anos, optamos por estudar uma variacao do evento de transposicao
introduzida por Dias e Meidanis [27], chamada transposigao pré-fixada, onde um
dos blocos trocados da permutacao deve conter o primeiro elemento. Ao explorar
esta variacao, Dias e Meidanis observaram que o diametro de transposicao pré-fixada
estava entre § e n—1, e conjecturaram que seria igual a n—[ % |. Em seguida, Chitturi
e Sudborough [28] melhoraram estes limites, encontrando o didmetro entre 2 e
n—logg n. Recentemente, em 2008, Labarre [29] melhorou ainda mais o limite inferior
para o diametro de transposicao pré-fixada encontrando L‘?”Z—’Llj Em um trabalho
mais atual, de 2009, Sharmin e outros [30] também estudaram este problema e
encontraram um algoritmo de aproximagao de razao 3 para ordenar transposi¢oes
pré-fixadas. Porém, a complexidade do problema de distancia de transposicao pré-
fixada ainda estd em aberto também.

A fim de estudarmos mais caracteristicas acerca das transposi¢des pré-fixadas,
definimos o grafo PFTRG(n) e investigamos propriedades combinatérias e estru-
turais deste grafo, inclusive a existéncia de ciclos de diferentes tamanhos e ciclos
Hamiltonianos, em particular, obtivemos uma listagem de todas as permutacoes do
grafo, numa ordem na qual temos uma transposicao pré-fixada entre duas consecuti-
vas desta listagem, e ainda de um modo em que todas as permutagoes que terminem

com um mesmo elemento estejam consecutivas nesta listagem, o que auxilia no es-

tudo do problema desafiador de ordenar por transposigoes.

O trabalho estd dividido da seguinte forma: Inicialmente, no Capitulo 2] defini-
mos conceitos importantes que serao utilizados adiante. No Capitulo|3[apresentamos
algumas propriedades do grafo estudado chamado Grafo de Rearranjo de Genomas
por Transposi¢oes Pré-Fixadas. No Capitulo [ apresentamos o resultado principal
do trabalho onde mostramos que o grafo estudado possui ciclo Hamiltoniano. E,

finalmente, no Capitulo [5| estao as conclusoes.



Capitulo 2
Definicoes gerais

Neste capitulo, apresentamos conceitos basicos utilizados no decorrer do trabalho.

Sugerimos para o leitor habituado as definigdes bésicas de teoria de grafos [31] que

comece na Se¢ao [2.2]

2.1 Definicoes em grafos

Um grafo G é uma tripla ordenada G = (V(G), E(G),%¢), onde V(G) é um conjunto
finito e nao vazio de pontos denominados wvértices, F(G) é um conjunto finito de
arestas e Vg : E(G) — V(G) x V(G) é uma funcao de incidéncia que associa a cada
aresta e de E(G) um par de vértices u e v, notagao ¢g(e) = {u,v} (oupg(e) = {v,u}
onde a ordem nao ¢ importante). Os vértices u e v sao chamados de extremos de e.
Neste caso, dizemos que o vértice u é vizinho de v e vice-versa, a aresta e é incidente
em u e v, e 0 par de vértices u e v sdao adjacentes. Para simplicidade na notagao,
escrevemos (u,v) para o par ndao-ordenado {u,v} e (u,v) para o par ordenado de u
awv.

Um grafo contém arestas paralelas ou mailtiplas se possui arestas diferentes com-
partilhando os mesmos extremos. Se a funcao de incidéncia admite arestas com
vértices u e v iguais (u = v), entdo o grafo contém lagos. Um grafo é simples se nao
contém lacos nem arestas paralelas.

Neste trabalho utilizamos apenas grafos simples, o que denotaremos simples-
mente por grafos. Sendo assim, como a funcao de incidéncia esta bem definida pelos

extremos de cada aresta, omitiremos a funcao de incidéncia da definicao de grafos.



Portanto, um grafo ¢ uma dupla G = (V(G), E(G)) tal que denotaremos uma aresta
e = (u,v) para a qual ¥g(e) = (u,v).

Definimos como grau de um vértice, denotado por d(u), o niimero de vértices
adjacentes ao vértice u. Um grafo G ¢é dito regular se todos os seus vértices tem o
mesmo grau. Um grafo é k-reqular quando todos os vértices possuem o mesmo grau
k. Chamamos de grafo cubico o grafo 3-regular.

Um grafo direcionado ou digrafo D = (V (D), A(D), ¢p) consiste de um conjunto
V(D) de vértices e um conjunto A(D) de arcos, onde a fungao de incidéncia ¢p
associa a cada arco de D um par ordenado de vértices (ndo necessariamente distintos)
de D.

Um grafo G ¢ dito conexo se existe um caminho entre qualquer par de vértices
de GG, caso contrario, dizemos que G é desconezxo.

Um grafo H = (V(H), E(H)) é chamado de subgrafo de G = (V(G), E(G)) se
V(H) CV(G) ese E(H) C E(G).

Chamamos de passeio P em um grafo G uma sequéncia de vértices e arestas
P = (u = uy,ugug, g, -+ , Up_1, Up_1Ug, Up = V). Se u = v, dizemos que P é um
passeio fechado. Um caminho é um passeio que nao repete vértices. Dizemos que
dois caminhos C} e Cy entre u e v sdo disjuntos se (C; N Cy)\{u,v} = 0. Sejam u
e v vértices distintos, sejam também C; e C5 caminhos disjuntos entre u e v, entao
chamamos de ciclo a uniao C7 U Cy. Um k-ciclo é um ciclo composto de k vértices.

Se um caminho contém todos os vértices do grafo dizemos que este caminho é
Hamiltoniano. Um ciclo é Hamiltoniano se contém todos os vértices de um grafo G.

Dois grafos G e H sao chamados de isomorfos se existe uma bijecao f: G — H
tal que u e v sdo adjacentes em G se, e somente se, os vértices f(u) e f(v) sdo
adjacentes em H.

Um automorfismo de um grafo G = (V(G), E(G)) é um isomorfismo de G em G,
isto é, f : G — G que preserva a adjacéncia: se (u,v) € E(G) entdo (f(u), f(v)) €
E(G). Na Figura2.1 o mapeamento f(1) =2; f(2) = 6; f(3) = 5; f(4) =3; f(5) =4
e f(6) =1 é um automorfismo de G.

Dizemos que um grafo G = (V, E) é vértice-transitivo se para todo par de vértices
u,v € V(Q) existe um automorfismo f tal que f(u) = f(v). Dizemos que um grafo

G = (V, E) ¢ aresta-transitivo se para todo par de arestas (u,v) € E(G) existe um



f(1)=2 f(3)=5 f(5)=4
f(2) =6 f(4)=3 f(6)=1

Figura 2.1: Exemplo de automorfismo.

automorfismo f tal que f(u) = f(v). Qualquer grafo vértice e aresta-transitivo é
dito ser um grafo simétrico.

Um grafo G = (V, E) é dito distancia-transitivo se, dados quaisquer dois vértices
v,w € V a qualquer distancia d, e quaisquer outros dois vértices x,y € V a mesma
distancia d, existe um automorfismo do grafo que mapeia v em z e w em y. Um

grafo distancia-transitivo é simétrico.

2.2 Grafos de Cayley

Esta dissertagao trata de grafos que sao definidos por grupos, o que causa um conflito
de notagao. Decidimos usar a partir deste momento a letra G para grupo e a letra

I' para grafo.

Definicao 1. (grafos de Cayley) [9] Sejam G um grupo finito e S um conjunto
gerador de G. O grafo de G (associado a S), que vamos denotar por T'(G,S), é um
grafo de Cayley com conjunto de vértices V(') sendo os elementos de (v,vs) € E(I)
se existe s € S tal que w = vs. Quando S é simétrico (ou fechado para inverso),
isto é, se s € S implica s~ € S e ndo contém a identidade ¢, o grafo de Cayley de

G (associado a S), T'(G,S), € nao-direcionado e nao contém lagos.

O grafo de Cayley I'(G, S) possui as arestas construidas da sequinte forma:
0+1=1,14+1=2,24+1=3,3+1=4, 44+1=0,

gerando as arestas orientadas:

—
<l
—
~—
—
=i
N
~
—
)
w
S~
—
N
N
~—
S~
]
ol
~
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E o grafo pode ser visto na Figura|2.2

0o

Z/\OT
./

*—

3

Figura 2.2: Grafo de Cayley direcionado com conjunto gerador {1}.

Observe que para s = 1, s! =4 ¢ S, portanto o grafo de Cayley da Figura

¢é direcionado.

Exemplo 4. Quando utilizamos o mesmo grupo do exemplo anterior, porém com
conjunto gerador S = {1,4}. Temos a sequinte construcio das arestas:

Para s =1

0+1=1,1+1=2,241=3

Wl
+
=
Il
R
N
+
—
Il
<l

gerando as arestas orientadas:
0,1), (1,2), (2,3), (3,4), (4,0).
Para s =4 :

0+4=14

gerando as arestas orientadas:

Figura 2.3: Grafo de Cayley direcionado com conjunto gerador {1,4}.
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Observe no grafo de Cayley da Fz’gum que st =4 € S. As arestas orientadas
para ambos os lados sdo trocadas por arestas ndo-orientadas, o que faz este grafo
ser nao-direcionado. Como v =0 ¢ S, também ndo possui lagos.

Assim representamos o grafo como na Figura[2.4)

il
nol

Figura 2.4: Grafo de Cayley com conjunto gerador {1,4}.

Definigao 2. [37] O grupo simétrico, denotado por S,, é o conjunto de todas as
permutacoes de n elementos com a operagao composicao (ou produto) - e com a

permutagao identidade v, como elemento neutro.

Neste trabalho, para os grafos de Cayley considerados, o grupo finito utilizado
é G = 5,, e o conjunto gerador S sera formado por elementos de G de forma que
un) € S eses €S, entdo s7' € S. Logo, os grafos sao nao-direcionados e nao

contem lagos.

O Exemplo [5| explica como a composi¢ao de permutagdes funciona e entao pode-

mos analisar melhor o Exemplo [6]

Exemplo 5. Sejam as permutagoes o = [1 3 2] e B = [2 3 1]. Tem-se que v =
a-f=[132]-1231]=[321], pois v = [71 12 3] onde: 11 = ag, = az = 3,
Yo =g, =03 =2 €7 =qg, =0 = 1.

Observe que, em geral, dadas o, 3 € S,,, obtemos a permutacdo composicao v =

a - 3 através da relagio v; = ag,, onde t =1,--- ,n.
Para fixar a notagao, consideramos o exemplo para n = 3 onde o grupo simétrico

G = (537 )

Exemplo 6. Sejam G = (Ss,-) = ({[1 23],[132],[213],[23 1],[312],[321]},")
e conjunto gerador S = {[2 1 3],[2 3 1], [3 1 2|}, acompanhe a construcio das arestas

para o grafo de Cayley I'(Ss, S):
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Para s =21 3] :
123213 =[213], [132-[213]=[312], [213]-[213]=[123],

[231]-[213]=[321], [312]-[213]=[132], [321]-[213]=[231],

gerando as arestas orientadas:
(t23],[213])), ([132],312]), ([213],[123]),

(231],[321]), (312,[132]), (321],[231]).

Para s =123 1]:
123-231=[231], [132-231]=[321], [213]-[231]=[132],

[231]-[231]=[312, [312]-[231]=[123], [321]-[231]=[21 3],

gerando as arestas orientadas:
(123],[231]), {[132],[321]), ([213],]132]),

(231],[312]), ([312],[123]), ([321],[21 3]).

Paras=[312]:
123]-[312]=[312], [132]-[312]=[213], [213]-[312]=[321],
231]-[312]=[123], [312]-[312]=[231], [321]-[312]=[132],
gerando as arestas orientadas:

(123],[312]), ([132],[213]), ([213],[321]),

(231,[123]), (312,[231]), (321],[132]).

E o grafo estd representado na Figura[2.9.

123 213
312 132

Figura 2.5: Grafo de Cayley I'(Ss, S).
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2.3 Rearranjo de genomas

Aqui, apresentamos conceitos basicos usados em Rearranjo de Genomas. Note que
algumas defini¢oes, inclusive a transposicao, sao diferentes das defini¢oes usadas em

outras areas.

Definicao 3. Uma permutacao linear, ou simplesmente uma permutagdo, de n

elementos € uma funcdo bijetiva 7 tal que

m: {1,2,...,n} — {1,2,..,n}
i — (i) =m
denotada usualmente por

7]'[”] = [7‘(‘1 7T2 o .. 71—7’7,]

tal que 1 < m < n,m # m; parai # j.

A permutagdo identidade i, é definida como ) =[12 --- nl.
A permutagdo reversa pp,) é definida como pp,; = [n -+ 2 1].
A permutacgao 7T[:L]1 ¢ a inversa de mp,, i. e., a permutacao tal que 7, 7@]1 =

—1
Un) = Tp] * Tin)-

Definicao 4. ([13/,[35],[34l]) Uma reversao, denotada por r(i,j), 1 <i < j < n,
¢ uma operacao que inverte a ordem dos elementos de uma permutacdao entre as
posigoes i e j, da forma ilustrada a sequir. Seja Ty = [T Ty -+ W oW e Ty;

———
a aplicagdo da reversio r(i,j) a permutagdo Ty, produz a sequinte permutagdo:

Tn) (i, ) = [mom oo Moy T Tj—1-" Ti41 T Tjyp - ).

Exemplo 7. Seja m5 = [3 2 5 4 1] e considere a reversao r(3,5), aplicada a
permutagao ms)

32 r(3,5) =[3 2

541]- 14 5].
——" —"

Definicao 5. ([24/,[35]) Uma transposicao denotada por t(i,j, k), onde 1 < i <
J<k<n+1, “corta" os elementos entre as posicoes j e k — 1 (ambas inclusas) e

“cola-os" imediatamente antes da posicao i. Uma transposicao estd associada a uma
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permutac@o. Seja uma permutacdo ), note que Ty - t(, j, k) = Ty - () - (4, 4, k).
Seja m) = [m my - Wiy W e Wiy W - Mp1 T cc- Tyl 6 aplicagdo da
| S —

transposicao t(i, j, k) a permutagio Tn) produz a sequinte permutagao:
Tn) - t(i,j,k’) = [7T1 T = M1 Ty = M1 T+ Tj1 T = 7Tn]>
—_———
onde - representa composi¢cio de permutacoes.

Exemplo 8. Seja myg = [8 76 5 1 4 3 2] e considere a transposicao t(2,4,7),

aplicada a permutagdo g :
876 w 32]-1(2,4,7)=[8 w 76 32
ou
T - ([12345678]-4(2,4,7) =mg (14562378 =[85147632].

Defini¢ao 6. [36/ Uma transposicao pré-fixada denotada por t(1,j, k) ou pt(j, k),
onde 1 < j <k <n+1, “corta” os elementos entre as posigoes j e k — 1 (am-

bas inclusas) e “cola-os" imediatamente antes da primeira posicio. Seja ) =

[Ty mo --- Wiy W e W1 Mg - Ty, entdo:
~—_——
Tn] -~ pt(j7k):[77j vt Mp—1 T T v Tj—1 T - 7Tn]-
—— ——

A transposicao pré-fixada também esté associada a uma permutacao.

Exemplo 9. Sejamg = [8 765 14 3 2] e considere a transposicio pt(4,7), aplicada

a permutagao T :
87651432 -pt(4,7)=[>1487632].
—— —
Definicao 7. [37] Um intercambio de blocos (ou block-interchange, também deno-

minado block-swapping) com parametros (i,7,k,1), onde 1 <i<j<k<l<n+1,

troca a posicao dos blocos de elementos w;---mw;_1 € w, -+ m_1 em uma permutacdo.
J

Seja Ty = (M T coc Wiy W e Wjog My o Mpoq T ccc M1 T - Ty, entdo:
—— —— —_————
W[n}'b@vj)k)l): [771 T = 1T =+ Tp—1 Ty = Tg—1 Ty -+ i1 T - 7Tn]-
——_——— —_—
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Exemplo 10. Seja mg = [8 76 5 1 4 3 2] e considere b(3,5,6,9), aplicada a

permutagao Ty

b(3,5,6,9) =87 432 1 65].

87 65 1
~~ ~

4379]-
——"

{

Uma transposigao (i, j, k) equivale a um intercimbio de blocos b(i, j, 7, k), onde
dois blocos adjacentes trocam de posicao.

Uma transposicao pré-fixada pt(j, k) equivale a um intercambio de blocos
b(1, 4,7, k), onde dois blocos adjacentes trocam de posi¢ao e um dos blocos contém

o primeiro elemento.

Exemplo 11. Seja mg = [8 76 5 1 4 3 2] e considere b(1,5,5,7), aplicada a

permutagao mg)

8765 14 32]-b(1,5,5,7)=1[148765 32|

—— ~~ N~ ——
Definicao 8. [2]/ A distancia de transposicao di(m, o) entre duas permutacées
T, 0 €S, € 0 nimero minimo q de transposigoes t1,ta, -+ ,t, tal que ™ -t - ty -

cty = 0.
Observe que dy(m, o) é uma métrica no Sy:
1. Vm,o € Syt di(m,0) 2 0edy(m,0) =0 =0 (trivial);

2. Vm,o0 €8, : di(m,0) =di(o,m): se di(m,0) = q entdo existem ¢ transposi¢oes
ti,te, -ty tal que w1y -t9-...-t, = 0. Isto implica que a'tq_l -t;_ll ot =,
desde que a inversa de uma transposicao seja uma transposicao. Na verdade,
como (t(i,7,k))~t = t(i,i + k — j, k), temos dy(o,7) < dy(m,0). A inequagio

di(o,m) = di(m,0) é provada analogamente;

3. Vm,0,0 €S, : di(m,0) < dy(m,0) + di(0,6) (desigualdade triangular).

Definicao 9. [27] A disténcia de transposigao pré-fixada d(m, o) entre duas per-
mutagoes w,0 € S, € o numero minimo q de transposicoes pti,pta,--- ,pt, tal que

m™opty - pty - ... - pty = 0.
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Podemos utilizar os mesmos argumentos de distancia de transposi¢ao para con-

cluir que dy (7, o) é uma métrica do S,,.

Definicao 10. ([13/,[35],[34]) A distancia de reversdo d,.(m, o) entre duas permu-

tagoes T, 0 € S, € 0 nimero minimo q de reversoes ri,--- 74 tal que Try-...Tyg = 0.

Defini¢ao 11. [Z]] O didmetro de transposicao Di(n) do grupo simétrico S, € a

maior distancia de transposicao entre quaisquer dois elementos do grupo, ou seja:

Di(n) := maz{dy(m,0);m, 0 € S,}.

Defini¢do 12. O diametro de transposicao pré-fixada D, (n) do grupo simétrico
Sp € a maior distancia de transposicao pré-fixada entre quaisquer dois elementos do
grupo, ou seja:

Dy (n) :== max{dy(r,0);m 0 € S,}.

Defini¢ao 13. [32] O grafo de uma permutagio m) possui conjunto de vértices

{1,2--- ,n} e contém uma aresta orientada (u,v) quando mp)(u) = v.

Defini¢ao 14. Uma permutacao uniciclica op,) € uma permutagdo cujo grafo asso-

ciado a ela possui um unico ciclo.

Exemplo 12. Seja dg) = [8 4 56 7 1 2 3]. Note que: dg(1) = 8, d5(8) = 3,
dig1(3) = 5, Oyg(5) = 7, 01)(7) = 2, 01)(2) = 4, djs)(4) = 6, dj(6) = L.

O grafo da permutagao Og forma um tnico ciclo:

1-8—~>3—-5—-7T—2—4—06—1.

A composicdo de uma permutagao uniciclica dj,) com uma permutacao p, qual-
quer pode ser feita trocando cada elemento u da permutagao i, por dp,(u) = v.

Realizando composi¢oes sucessivas da permutacao uniciclica dp,) a permutacao
Ty obtemos, no maximo, n permutagoes distintas (inclusive 7)), pois 7 -5&] =

T[n], onde 6% representa a composicao de dj,) aplicada a 7, exatamente n vezes.
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Exemplo 13. Seja d,) como no exemplo anterior e seja ngp =258 6 3 4 7 1].
Entdo: mg) -0y =[47315628|.
Note que:
sy + Ofs)  Ofs) = sy~ Oy = (6258 7 1 4 3];

T - Oy = [14 73286 5];
sy Oy = [86254317];
T - O = [314 7658 2];
T - Oy =[5 86217 34];
g - Ofy = [7 314825 6];

s - 0 = 2586347 1] =7

2.4 Operacoes

Definimos aqui algumas operagoes que serao usadas nos préximos capitulos.

Defini¢ao 15. (insercio de um elemento v na dltima posicio) Seja mp_1) =
[m1 my +-+ Wn_1] uma permutacio de m — 1 elementos e x um inteiro entre 1 e

/

n. Definiremos m,_1] ® x como sendo a permutagdo [my 7y --- 7,_; x] onde:

T, SeT; £
n, sem =,
ou seja, esta operacao consiste em inserir o elemento x na ultima posicao e colocar

o valor n na posicao onde estava o elemento x.

Exemplo 14. Seja 7,1 = [3 2 1 4] e seja x = 3, entdo 7, = [3214] &3 =
52143

Defini¢ao 16. [36] Denotamos concatenagao da sequéncia a com a sequéncia b,
a®b, a operacao que une um bloco contendo uma sequéncia a a outro bloco contendo

uma sequéncia b.
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Exemplo 15. Sejaa=[12 3] eb=1[45 6], temos que:

a®b=[123]0[456]=[123450.

Também utilizamos um operador generalizado de concatenagao tal que O;_; f (1)
é a sequéncia resultante da concatenacao das sequéncias f(i), com ¢ variando de j

até z.

Exemplo 16. Considere a sequéncia resultante do operador generalizado de con-
catenagao f(i) =[1+3i 2+ 3i] com j =0 e z =4, temos:

4
OI+3i2+3i] =[12457810 11 13 14].

i=0
A principio, o operador concatenagao poderia unir sequéncias com elementos
repetidos. Porém, como nesta tese usamos este operador para juntar elementos de

uma permutagao, os elementos sdo distintos e a concatenacao de todas as sequéncias

resulta em uma permutagao.
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Capitulo 3

O grafo PFTRG

Neste capitulo, introduzimos o grafo PF'T'RG e apresentamos algumas propriedades

combinatoérias e estruturais deste grafo.

3.1 Propriedades gerais

Definicao 17. Denotaremos o Grafo de Rearranjo de Genomas por Transposigoes
Pré-Fixadas, PFTRG(n), o grafo cujo conjunto de vértices é o grupo simétrico
Sn, possuindo como arestas o0s pares (T, 0f)) para os quais existe uma trans-
posicao pt(j, k) tal que op) = 7 - pt(g, k). Observe na Figura 0s grafos
PFTRG(1), PFTRG(2) e PFTRG(3).

123 213
3
° — o 31
1 12 21 312 132
(a) Grafo PFTRG(1) (b) Grafo PFTRG(2) (c) Grafo PFTRG(3)

Figura 3.1: Grafos PFTRG(n) comn =1,n=2en = 3.

n?-n
2

Proposicao 18. O grafo PFTRG(n) é regular de grau

Demonstragao. O grau de cada vértice é o nimero de transposicoes pré-fixadas que
podemos associar a uma permutagao.

Seja uma permutagao 7, de n elementos.
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Na verdade queremos determinar o nimero de maneiras distintas de arrumar n
elementos de modo que s6 é possivel mover elementos para a primeira posicao.

Observe que podemos mover de n — 1 maneiras distintas os blocos contendo 1
elemento, pois somente o primeiro elemento nao serd movido.

Podemos mover de n — 2 maneiras distintas os blocos contendo 2 elementos.

E assim sucessivamente, até que existe 1 maneira de mover o bloco contendo
n — 1 elementos.

(14+n—1)(n—1) n(n—1)

Ao fazermos a soma X7 = 1424+ ... +n—2+n—1= 5 ==

n-——nm

2

Como o argumento é analogo para qualquer vértice, temos que o grafo

PFTRG(n) é regular de grau ”22_”. O

Observe que este valor é o niimero de transposicoes pré-fixadas diferentes que

podem ser aplicadas a cada permutagao de n elementos.

Proposicao 19. O grafo PFTRG(n) possui N = n! vértices e M = ("QT)"! arestas.

Demonstracio. O nimero de vértices é o nimero de permutagoes de n elementos,
ou seja, N = n! vértices. Como o grafo é regular, o nimero de arestas pode ser
verificado pela seguinte relacdo: o dobro do niimero de arestas M é igual ao nimero
de vértices (n!) vezes o grau de cada vértice (A), ou seja:

~nlA nln?—n  (n®—n)n

2 2 2 4

]

Proposicao 20. A inversa de uma transposi¢io pré-fivada pt(j, k) é uma trans-

posicio pré-fivada pt(k — j+ 1, k), isto é, (pt(4, k)t =pt(k —j+ 1, k).

Demonstragio. Seja 7, = T - pt(j, k), e queremos encontrar a permutacao
(pt(7,k))~* tal que T, - (0t k))~! = mpn). Descrevamos cada elemento mj, 1 <

I <nde an] em funcao de I:

T—1+7; sel<Il<l+4+k—7y

~

= Tkt sel+k—j<l<k

0, sel >k,
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ou seja,
M = [T Tiat - Moot T Mg oMy W),
e considere a aplicagao da transposicao pt(l + k — j, k) a an], dando origem a
Tin] = Tn] -pt(1+k — 4, k), ou seja,
Ty = [y e Ty T oo Mo T e W),

onde cada elemento 7, é tal que

<<y
sej<Il'<k
>

el

2
n

Para 1 < I’ < j,como 1+k—j <U'+k—j<j+(k—j), obtemos 7 =4 ; =
T k—j)—ktj = T3 0 caso j < I' < k, temos 7y = w1 = T—_jy1)-145 = 7}, POis
neste caso j — (j — 1) <I'—j+ 1 < k—j+ 1. Em udltima instancia, ' > k, temos
7, =, = m,. Em todos os casos, temos que 1, = 7, logo pt(k—j+1,k) é a inversa

de pt(j, k). ]
Proposicao 21. O grafo PFTRG(n) é um grafo de Cayley.

Demonstragao. Seja G = (S,,,) onde S, é um grupo finito e seja o conjunto S =
{tm) - pt(J, k), 1 < j < k <n+ 1} Primeiramente observe que ¢ ¢ S.

Note que dado s € S temos que o inverso s~ € S (pela Proposigao , a inversa
de uma transposigao pré-fixada é também pré-fixada).

Resta mostrar que S é de fato um conjunto gerador de . Para tal, vamos
mostrar que existe caminho entre quaisquer dois vértices deste grafo, ou seja, G é
conexo. Em particular, basta mostrar que existe caminho entre qualquer permutagao
Ty do grafo e a permutagao identidade ¢, (pois se existe caminho entre 7, e ¢y
e entre oy, € L[], entao existe caminho entre 7, e a[n]).

Considere uma permutacao qualquer 7, = [m 7o -+ - 7,).

Uma forma facil de se obter um caminho entre 7, e ¢, utilizando somente
transposicoes pré-fixadas é fazendo o seguinte procedimento: mover para frente o
elemento n — 1, em seguida, mover para frente o elemento n — 2 e assim sucessiva-

mente. Note que o elemento n estarda naturalmente ao final da permutacao, visto
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que todos os elementos que estariam a sua direita passarao para a sua esquerda, isto
significa que precisamos de n — 1 operacgoes. Isto é:
Para ¢ < 1 até n — 1 faca

Seja [ tal que m; =n —1
Tp] < T[] -pt(l,l—l— 1).

Observe que o numero [ indica a posi¢do em que o elemento n — ¢ se encontra e
portanto para transpor o elemento da posicao [ para a primeira posicao aplicamos
a transposicao pré-fixada pt(l,1+ 1).

Logo, I'(G, S) = PFTRG(n) é um grafo de Cayley. O]

Lema 22. [9] Os grafos de Cayley sao vértice-transitivos.

Demonstragio. Os grafos de Cayley I'(G,S) = (V,FE) sao da forma: G =
({g1,92,- - gn},) e S ={s1,80,--+ ,8m}, S C G tal que (g,h) € E;21 < g,h <n
se, e somente se, existe s € S tal que h =g - s.

Para mostrar que os grafos de Cayley sdo vértice-transitivos deve existir um
automorfismo A tal que:

Para todo g, h € G temos que A(g) = ¢’ - g = h através de uma fungao bijetora
A tal que:

A:G—-(G

Ay g—4g g

Devemos ter que:

Para todo ¢g,h € G temos que: (g,h) € E, se e somente se,

(A(g), A(h)) € E.

Primeiramente, vamos analisar que:

Para todo (g, h) € E temos que existe s tal que h = g - s.
Alg) =99
Ah) =g -h=g-(g-5)=(9-9)-s=Alg)-s
Como A(h) = A(g) - s entdo: (A(g), A(h)) € E.

Agora, analisaremos a volta, ou seja:
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Para todo (g, h) ¢ E temos que nao existe s tal que h =g - s.
Seja t € G tal que t ¢ S, temos que h = g - t.
Alg) =49 -9
Ah) =g -h=4¢"-(g-t)=(gg)-t=Alg)-t.
Como t ¢ S, entao (A(g), A(h)) ¢ E.

Logo, os grafos de Cayley sao vértice-transitivos. m

Corolario 23. O grafo PFTRG(n) é vértice-transitivo.

Demonstragao. Como os grafos de Cayley sao vértice-transitivos e o PFTRG(n) é

um grafo de Cayley, entao este é vértice-transitivo. m

E valido ressaltar que nem todo grafo vértice-transitivo é um grafo de Cayley.
Um exemplo simples é o grafo de Petersen, que é um grafo ctibico com 10 vértices

que é vértice-transitivo e ndo é um grafo de Cayley.

Proposicao 24. O grafo PFTRG(n) nao é aresta-transitivo.

Demonstrag¢io. Como se pode observar na Figura (c) da Pagina do
PFTRG(3). A aresta e; = ([2 3 1],[3 2 1]) ndo pertence a um 3 — ciclo e por-
tanto ndo pode ser mapeada pela aresta e = ([1 2 3],[3 1 2]) que pertence a um

3 — ciclo. Entao nao existe automorfismo A tal que A(e;) = es.

A generalizaggo para o PFTRG(n) ¢é facil pois a aresta
(23145...n],[32145 ... n]) continuara nao pertencendo a um tridngulo e portanto

continuara nao podendo ser mapeada pela aresta ([12345...n],[31245...n]). O

Corolario 25. O grafo PFTRG(n) nao € simétrico e portanto nao € distincia-

transitivo.
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3.2 Particionamento do grafo PFTRG

Lema 26. O grafo PFTRG(n) pode ser particionado em n grafos isomorfos ao
PFTRG(n — 1), tal que as permutagoes de cada particao PFTRG,(n),1 <z < n

terminem com um mesmo elemento x.

Demonstragao. Sejam my,_1) = [y -+ Tp_1] € Op_1) = [01 -+ 0n_1] dois vértices
distintos do PFTRG(n —1). Considere a permutacao 7,—q ® «, sendo x um inteiro
entre 1 e n e @ é a operacao citada na Defini¢ao [I5] da Pagina [I7] Podemos obser-
var que T,—1) @ « é um vértice do PFTRG,(n) e que T,_1], 0n—1) 580 adjacentes
no PFTRG(n — 1) se, e somente se, aplicando a mesma transposi¢ao pré-fixada
pt(j, k), 1 <j <k <n, mp_1 @, 0p_1 ® x sdo adjacentes no PFTRG,(n).

Seja pt(j, k) uma transposicao pré-fixada tal que op,—1) = m—1) - pt(j, k), ou seja,
Oln-1] = [7Tj trr Mp—1 T T mvr T Mg =0 ° 7Tn—1],
onde o [-ésimo elemento de oy, é:

Ti4j—1, S€1<l<1—|—]€—j
0 = Tl—k+7) S€1+I€—j<l<k

0, sel > k.
Cada elemento da permutacao afn} = OJp—1) @ x é descrito da seguinte forma:
x, sel=n

/
0,=14 0, seo#Fx

n, seo; =x.
Aplicando-se pt(j, k) a Tip = Tn-1] © , obtemos 7y, = [, - pt(7, k) descrita por:
Ty, sel<I<l+k—j

Ty = 7r§_k+j, sel+k—7<I<k

7, sel > k.

Comparemos um elemento o; com um elemento 7;. Se | = n, entdo o), = 7w, = .

Sendo [ < n, dividimos a analise em trés casos:
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o 1<i<ltk—j

o ) Ttj-1, 0 S€ Tqj-1 #
= Mgj—1 =

n, S€ T4j—1 = T,
o, seo #x
n, seo;=u,
(pois oy = m4jq para i <1 <1+ k—j)
/

e l+k—j<i<k

" / T—ktjy  S€ Mi—kij 7 T
T = Tkyj =

n, S€ T—k+j = T,
o, seo#x
n, seo;=ux,
(pois o) = m_j+; para 1 +k — j <1 < k)

/

o[>k

T, SeTm FT

n, sem =4a,

o, seoFzx
n, seo =u,
(pois o, = m para | > k)
= o).
Logo, temos que todo e qualquer elemento ijﬂ = (1) ® ) - pt(j, k) ¢é igual
a afn] = OJp—1) ® T, ou seja, existe uma transposicao que transforma 7,1 © x
em o, @ , o que indica que estas duas permutacoes sao adjacentes em

PFTRG(n).
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Observacao 27. Neste particionamento, podemos denominar PFTRG.(n), 1 <
xr < n, o grafo isomorfo ao PFTRG(n—1) com todas as permutagoes de n elementos

contendo x na ultima posicao.

No grafo PFTRG(n) construido desta forma, cada vértice com tltimo elemento
y possui uma aresta incidente em cada particio PFTRG.(n), 1 <z < n, = #y.

A Figura exibe a construcao de parte do grafo PFTRG(4) em 4 partigoes
formadas por grafos isomorfos ao PFTRG(3) onde estao representadas apenas as

arestas incidentes a permutagao identidade ¢ = [1 2 3 4].

[123] @ 4 — [1234 34] = [213] @ 4

(321] & 4

43) = [213] @ 3
3Tg(321] @ 3
(312 & 3 = [4123] [1423] = [132] & 3

Figura 3.2: Parte do PFTRG(4) a partir do PFTRG(3) com todas as arestas

incidentes ao vértice identidade ¢[).
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Capitulo 4

Ciclos Hamiltonianos no grafo

PFTRG

Neste capitulo, apresentamos uma forma especial de construir ciclos Hamiltonianos
no grafo PFTRG(n). O processo de construgdo é recursivo, isto é, a construgao
do ciclo Hamiltoniano do PFT RG(n) é obtida a partir do ciclo Hamiltoniano do
PFTRG(n —1).

A construgao do ciclo Hamiltoniano sera diferente de acordo com a paridade de n.
Para a construcao do ciclo Hamiltoniano do PFTRG(n) para n par, precisamos de
apenas um ciclo Hamiltoniano de ordem n — 1 (portanto impar) construido de uma
forma particular, como sera mostrado. Ja para a construcao do ciclo Hamiltoniano
do PFTRG(n) para n impar, precisamos de 3 ciclos Hamiltonianos pares construidos
cada um de forma particular também. E entdao exibimos, através do teorema que
sera apresentado, uma forma recursiva de obter pelo menos um ciclo Hamiltoniano

no grafo PFTRG(n), para qualquer n.

Construimos o grafo PFTRG(n) como vimos no Lema [26] da P4gina[24] ou seja,
como n grafos isomorfos ao PFTRG(n — 1) em que conhecemos em cada partigao
PFTRG.(n), 1 < z < n o ultimo elemento z de cada partigdo. Isso significa
que dada uma permutacao qualquer de n elementos sabemos exatamente em qual

particao esta se encontra, basta observar o tltimo elemento.

Para provar que o grafo PFTRG(n) é Hamiltoniano usamos o conceito de grafo

reduzido, que apresentamos a seguir. Exemplos serdo dados nas Figuras [4.1] e [4.2]
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Definicao 28. Um subgrafo do PFTRG(n) formado por 2 vértices adjacentes de

cada particao PFTRG,(n), 1 < x < n é um grafo reduzido se formar um ciclo.

E importante ressaltar que ha intimeros grafos reduzidos do grafo PF TRG(n)

para um dado n > 3.

Note que o grafo reduzido do PFTRG(n) é um 2n-ciclo, pois h& 2 vértices de

cada particao e existem n partigoes.

Definigao 29. Chamamos de aresta representante a aresta incidente a vértices de
mesma particao e a transposi¢ao pré-fizada pt(j, k) associada a esta aresta é chamada

de transposigao pré-fixada representante pt,(j, k).

Definicao 30. Chamamos de aresta ligante a aresta incidente a vértices de particoes
distintas e a transposi¢io pré-fivada pt(j, k) associada a esta aresta é chamada de

transposigao pré-fixada ligante pt;(j, k).

Observe alguns exemplos de diferentes grafos reduzidos para n = 6. As tabelas
e mostram dois vértices de cada particio e as transposigoes pré-fixadas

intercalando representantes e ligantes entre vértices adjacentes.

Através das tabelas obtemos dois grafos reduzidos para n = 6 que podem ser
observados na figura e figura contendo as permutacoes da tabela e
tabela [4.2] respectivamente. As arestas pontilhadas sdo arestas representantes e as

arestas preenchidas sao arestas ligantes no grafo reduzido.

Para mostrar que um grafo é um grafo reduzido do PFTRG(n) devemos garan-
tir que existe o ciclo que percorre cada vértice exatamente uma vez intercalando
arestas representante e ligante, de modo que nao hé repeticdo das partigoes do

PFTRG,(n), 1 <z < n.

Um grafo reduzido do PFTRG(n) é um ciclo Hamiltoniano neste subgrafo do
PFTRG(n). E facil ver que este grafo é um ciclo que passa por todos os vértices
exatamente uma vez.

Apresentamos, através dos Lemas B2 33 e M0, construgdes particulares de
grafos reduzidos do PFTRG(n) em que exigimos um vértice de origem, que serd

sempre o vértice identidade ¢f,), € um vértice de término vyy,.
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Permutacao | Transposicao
123456 pt(4,6)
451236 pt(6,7)
645123 pt(4,6)
126453 pt(6,7)
312645 pt(4,6)
643125 pt(6,7)
564312 pt(4,6)
315642 pt(6,7)
231564 pt(4,6)
562314 pt(6,7)
456231 pt(4,6)
234561 pt(6,7)
123456

Tabela 4.1: Tabela referente aos vértices de um grafo reduzido do PFTRG(6).

123456

234561 o—"® - - 451236
45623 '1/. ‘ \645 123
562314 f126453

‘ 312645

231564\ ,
- o— T 643125

315642 °
564312

Figura 4.1: Um grafo reduzido para n = 6 utilizando a tabela
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Permutacao | Transposicao
123456 pt(4,6)
451236 pt(2,7)
512364 pt(4,6)
365124 pt(2,7)
651243 pt(4,6)
246513 pt(2,7)
465132 pt(4,6)
134652 pt(2,7)
346521 pt(4,6)
523461 pt(2,7)
234615 pt(4,6)
612345 pt(2,7)
123456 -

Tabela 4.2: Tabela referente aos vértices de um outro grafo reduzido do PFTRG(6).

123456
612345 - . a451236
234615 o ‘\\b512364
523461 365124
346521Q\\‘ ©651243
1346529 - . .(///° 246513
465132

Figura 4.2: Outro grafo reduzido para n = 6 utilizando a tabela [4.2]

4.1 Grafos reduzidos do grafo PFTRG

4.1.1 Caso par

Vamos mostrar a existéncia de trés grafos reduzidos distintos quando n é par, pois
estes sao importantes para o teorema que apresentamos posteriormente.
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Lema 31. Quando n € par e n > 6, existe um grafo reduzido do PFTRG(n) com
Vi = U] € Vop =t - PE(2,n+1) =23 --- n 1] utilizando:
pt.(4,n) como transposicao pré-fizada representante;

pti(n,n + 1) como transposi¢io pré-fizada ligante.
Demonstracao. Fagamos uma permutagao 5[74 resultante da composicao da trans-
posicao pré-fixada representante pt,.(4,n) com a transposicdo pré-fixada ligante

pti(n,n + 1), aplicada a identidade, isto é,

(tp) - Pto(4,m)) - pty(n,n+1) =6y = [n 45 -+~ n—112 3]

Observe que a permutagao dp,) = [n4 5 --- n—112 3] é uniciclica (ver Definicao
14)), analise:

O (1) =n

Omy(n) =3,

On)(3) = 5,

dpmy(@ = 5,a fmpar) = a + 2 enquanto a < n — 3,

Opy(n —3) =n —1,

Op(n —1) =2,

O (2) = 4,

dmj(a = 4,a par) = a + 2 enquanto a < n — 4,

Opj(n —4) =n — 2,

Opy(n —2) = 1.

Note que o grafo da permutacao 9y, forma um tnico ciclo:

n—-3—-5—-7—-9—--—>nh-1)—2—4

—-6—8—:--—>(n—-2)—1—n.

Esta ordem do ciclo da permutacgao uniciclica é exatamente a ordem das parti¢oes

PFTRG.(n),1 <z < n percorridas, ou seja,

PFTRG,(n), PFTRG3(n), PFTRGs(n), PFTRG7(n), PFTRGy(n),-- -,
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PFTRG,_1(n), PFTRGs(n), PFTRG4(n), PFTRG4(n), PFTRGs(n), -+ |

PFTRG, _s(n), PFTRG,(n), PFTRG,(n).

J& vimos que existe o grafo reduzido, agora precisamos mostrar que este grafo
reduzido possui o vértice de término vo, = ¢ - pt(2,n +1)=1[23 --- n 1]

Para encontrarmos o vértice vs,_; basta compor a permutacao ¢, com a per-
mutacao dp, (ver Exemplo na Pégina exatamente n — 1 vezes, pois dp, € a
composicao das transposicoes pré-fixadas representante e ligante aplicada a identi-
dade e temos n — 1 composic¢oes até chegar no vértice vq,_1.

Porém, Un] * 5[7;1]71

equivale a percorrer apenas uma vez o grafo da permutacao
dn) o sentido contrario ja que 5@] = 0jp), isto é, devemos alterar cada elemento u
da permutacao ¢, pelo consecutivo éj,(u) = v do grafo da permutacao dy, percor-
rido no sentido contrario. Como o grafo da permutacao dy, percorrido no sentido

contrario é:

n—-1—-mn-2)—-—>8—-6—-4—2—(n—1)
— =9 >57—>5—>3—>n.

Como 5&]_1(1) =n—2; 5{;]_1(2) =n—1; 5[’;]_1(3) =n; 5%—1(4) =2; 5[’;]_1(5) =3;
ot(6) =4; -+ ;07 (n) = 1, obtemos:

Vo1 = [n—2n—1n234 --- 1] e portanto ao aplicarmos a transposi¢ao
pré-fixada representante pt,.(4,n) encontramos vy,

Vop = VUon—1 - Plr(4,m) =23 -+ n 1] = - pt(2,n + 1).

Observe que a Figura [£.1 é um exemplo deste grafo reduzido para n = 6.

Lema 32. Quando n é par e n > 6, eziste um grafo reduzido do PFTRG(n) com
Vi = U] € Vop = L - Pt(n,n+1)=[n 123 --- n—1] utilizando:
pt.(4,n) como transposiciao pré-fivada representante;

pti(2,n + 1) como transposicao pré-fizada ligante.

Demonstragio. O argumento ¢ analogo ao anterior, facamos uma permutagao dp,
resultante da composi¢do da transposi¢ao pré-fixada representante pt,.(4,n) com a

transposigao pré-fixada ligante pt;(2,n + 1), aplicada a identidade, isto é,
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(4 - Pt (4,0)) -2, +1) =04y = [56 7 -+~ n—1123n 4]

Vamos observar que a permutagao 6, = [56 7 --- n—11 2 3 n 4] é uniciclica
(ver Defini¢do [14). Dividiremos a analise em dois casos:

Para o caso em que n é da forma 4t + 2, t € N*:

O (n) = 4,

dpmj(a@ =4, a=4t) = a+ 4 enquanto a < n — 2,

O (n = 2) =3,

O (3) =7,

dpmj(a =7, a =4t +3) = a+ 4 enquanto a < n — 3,
Opmy(n —3) =2,

Note que o grafo da permutacao dj,) forma um tnico ciclo:

n—4—-8—-12—---—n—-2)—-3—-7—11
—-15—---—>n-3)—>22—-6—-10—---— (n—4)

—-1-5—-9—.--—=(n-1) —n.

Esta ordem do ciclo da permutacao uniciclica é exatamente a ordem das parti¢oes

PFTRG,(n), 1 <z < n percorridas, ou seja,

PFTRG,(n), PFTRG4(n), PFTRGs(n), PFTRG15(n), -+ , PFTRG,_5(n),

PFTRGs(n), PFTRG:(n), PFTRGy(n), PFTRGy5(n), -+ , PEFTRG,_5(n),
PFTRGy(n), PFTRG4(n), PFTRGy(n),--- , PFTRG,_4(n), PFTRG,(n),

PFTRG;(n), PFTRGy(n),--- ,PFTRG,_1(n), PFTRG,(n).
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Observe que a Figura é um exemplo deste grafo reduzido para n = 6.

Resta analisar se a permutagao dy,) = [56 7 --- n—11 2 3 n 4] é uniciclica para

o caso em que n é da forma 4t, t € N* — {1}:

Oy (1)
O (4) =
Oy (@ >
Oy (1 —
oy (1) =
O (5) =
Oy (@ >
Oy (1 —
o) (2) =
O] (
Oy (a >
Oy (1 —
O (3) =
O (
Opm)(a >
Oy (n —

=4,

8, a—4t)—a—|—4enquantoa<n—4
4):

9, a= 4t+1)—a+4enquantoa<n—3

0, a—4t—|—2)—a—|—4enquantoa<n—2

):

11, a—4t+3)—a+4enquantoa<n—1

1) =

Note que o grafo da permutacao dj,) forma um tnico ciclo:

n—4—-8—-12—.---—>n—-4)—-1—-5—-9
—--—>Mn-3)—2—-6—-10—--—>(n—-2)—3

—-7—-11—-15—--—=(n-1) —-n.

Esta ordem do ciclo da permutacao uniciclica é exatamente a ordem das parti¢oes

PFTRG,(n),1 < x < n percorridas, ou seja,

PFTRG,(n), PFTRG,(n), PFTRGs(n), PFTRG1(n),- - , PFTRG,_4(n),

PFTRGy(n), PFTRG5(n), PFTRGy(n), -+ , PFTRG,_3(n), PFTRGs(n),

PFTRG4(n), PFTRGo(n), -+ , PFTRG,_s(n), PFTRG3(n), PFTRG+(n),
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PFTRGy(n), PFTRG:5(n), -+ , PFTRG,_1(n), PFTRG,(n).

Ja vimos que existe o grafo reduzido, agora precisamos mostrar que este grafo
reduzido possui o vértice de término vo, = tf - pt(n,n+1)=[Mn 123 - - n—1]

Para encontrarmos o vértice vq,_1, utilizamos o mesmo argumento do Lema 31},
compondo a permutagao tp, com a permutagao (5[n] exatamente n — 1 vezes, equiva-
lente a alterar cada elemento u da permutagao v, pelo consecutivo dp,(u) = v do
grafo da permutacgdo dp, percorrido no sentido contrario. O grafo da permutacao
dfn) percorrido no sentido contrario para os dois casos apresentados neste lema é:

Para o caso em que n =4t + 2, t € N*:

n—n-1)—-—-9—-5—-1—-(n—-4)—---—10
—-6—-2—-nN-3)—--—15—-1-7-3
—-n—-2)—--—12—-8—4—-n

Para o caso em que n = 4t, t € N* — {1}:

n—-m-1)—-—15-1-7-3—(n-2)
—--—>10-6—-2—-nN—-3)—>--—>9—>5
—-1-n—-4)—--—12—-8—-4—-n

Embora a ordem seja diferente, podemos observar que vs,_1 € 0 mesmo, e obte-
mos:
Vo1 =[n—4n—-3n—-2n123 --- n—>5n—1] e portanto ao aplicarmos a
transposigao pré-fixada representante pt,(4,n) encontramos vey,:
Vo = Von—1 - Ptr(4,n) =n 123 -+ n—1] =1 -pt(n,n +1).
O

Lema 33. Quando n é par e n > 6, existe grafo reduzido do PFTRG(n) com
Vi = U] € Von = L) - PL3,n+ 1) =1[34 --- n 1 2] utilizando:

pt.(4,n) e pti(n,n + 1) ezatamente "5* vezes,

e pt;(2,n + 1) exatamente 1 vez,

n,n+ 1) exatamente ”7’4 vezes,

3
N N
Q]
i
<t
—~ o~

n—1,n+ 1) exatamente 1 vez,
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ptr(4,n) e pty(n,n+ 1) exatamente 1 vez,
pt.(4,n) e pty(n — 1,n+ 1) ezatamente 1 vez.

Demonstragio. Para o caso em que n = 6 basta observar pela Tabela [4.3] que existe

tal grafo reduzido.

Permutacao | Transposicao
123456 pt(4,6)
451236 pt(6,7)
645123 pt(4,6)
126453 pt(2,7)
264531 pt(4,6)
532641 pt(6,7)
153264 pt(4,6)
261534 pt(5,7)
342615 pt(4,6)
613425 pt(6,7)
561342 pt(4,6)
345612 pt(5,7)
123456 -

Tabela 4.3: Tabela representando outro grafo reduzido do PFTRG(6).

Para mostrar que o ciclo Hamiltoniano no grafo reduzido do PFTRG(n), n >
8,m par, percorre todas as particoes sem repeti-las, e como as transposicoes pré-

fixadas ligantes sao distintas neste caso, dividimos em diversas fases e utilizamos o

operador de concatenagio (ver Defini¢do [16 da Pagina [17).

Fase 1) aplicar as transposigoes pré-fixadas pt,(4,n) e pt;(n,n + 1) exatamente

n—4

5 vezes, obtendo a familia F(n),n > 8,n par:

n—_8
2

Fin)=n-5n-2n-112n406 ([2i+1,2i+4 6 [n—3].
i=1
Fase 2) aplicar as transposigoes pré-fixadas pt,.(4,n) e pt;(2,n + 1) exatamente

uma vez, obtendo a familia Fy(n),n > 8, n par:
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n—6

FEn)=2n4do(O2i+1,2i+46n-1n-31].

=1

Fase 3) aplicar as transposigoes pré-fixadas pt,(4,n) e pt;(n,n + 1) exatamente

n—4

5 vezes, obtendo a familia F5(n),n > 8,n par:

n—"T
Fsn)=n—4n—-1n-32n1o(li+2/6[n-2].
i=1
Fase 4) aplicar as transposigoes pré-fixadas pt,(4,n) e pt;(n—1,n+1) exatamente
uma vez, obtendo a familia Fy(n),n > 8 n par:
n—>6
Fin)=n-3n-22n1loOi+2on-1].
i=1
Fase 5) aplicar as transposigoes pré-fixadas pt,.(4,n) e pt;(n,n + 1) exatamente
uma vez, obtendo a familia F5(n),n > 8,n par:
n—4
Fsn)=mn-1n1oOli+2 o2
i=1
Fase 6) aplicar as transposigoes pré-fixadas pt,(4,n) e pt;(n—1,n+1) exatamente

uma vez, obtendo a familia Fg(n) = ¢f,),n > 8,n par.

Devemos observar que ao aplicarmos as transposi¢oes sugeridas, de fato encon-
traremos as permutacoes resultantes de cada fase, portanto precisamos analisar cada

caso em particular em cada observagao a seguir.

Observagao 34. A fase 1 transforma ), na permutagio Fi(n).

Considere 7., onde 0 < z < ”T"l, como sendo a permutacao obtida apods z

transposicoes da fase 1. Entao temos a seguinte recorréncia:

To = Un|;
n—>5
m =70 - ptr(4,n) - pt(n,n+1) = [n] © Oli +4] © [1 2 3];
i=0
n—"7
Ty = - pte(4,n) - phi(n,n+1) = 3] © (Dli+ 6] [1 2 n 4 5];
=0
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n—4
5

T, =m,_1 - pt.(4,n) - pti(n,n+ 1), para 3 < z <

Para 2 < 2z < "7_4, vamos mostrar que a férmula para a permutagao 7, pode ser
vista como:
n—2z—3 z—2
=2z-106 O Re+D)+idol2ndo@ORi+12i+46[22z+1].
i=0 i=1

Ou, de forma equivalente:

T, =2:-10a,®0[12n4] 068, ®[2z+1],

onde,

B.=2i+12i+4]

=1

A prova dessa afirmacao pode ser feita por indugdo. Para o caso base z = 2

temos:

n—2.2-3 2—-2
22-160 O R+ +ilol2ndo@O2i+1,2i+40[22+1]
=0 =1

@6+z [12n45]
=0

Vamos provar agora que para 3 < z+1 < 74 —1, temos 7, - pt,.(4,n) - pty(n,n+
1) = moq1.

Perceba que a z-ésima transposicao da fase 1 remove o bloco contendo os trés
primeiros elementos para a penultima posi¢cao da permutagao, logo apds remove o
ultimo elemento para frente da permutacao. Essa observagdo torna mais claras as

seguintes formulas relacionando as subsequéncias o e § de 7, e m,41.
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R+ 1) 241416 néz)g[z(z +1) 4]
n—2(z+1)—3
=2+ 2z+)+1leo ¢ [2=+1+1)+1]

i=0
=[22+4+22243] O a,y.

z+1-2
Boyi= () [20+1 2i+ 4]
i=1
z—2
=20 +12i+402(z-1)+12(z—1)+4]
=1
=0,.022—-12z+2].

Surge que

=2:-10a,0[12n4 606, 0[22+1]
=22-102:4+22243]|0a,11©[12n4] OB, ®© 22+ 1]
=22-1224+22243]0a,1 0120466, 6[22+1].

Aplicando as transposicoes pré-fixadas pt,.(4,n) e pt;(n,n + 1) & permutacao m,

obtemos 7,1:

.- pte(4,n) -pti(n,n+1) = 224+1] 00,11 O[1 21408, 022 —1224+2]©[22+ 3]
=22410a,110[12n4] O F41 O[22+ 3]

=20z+1)-10am1 0121400, ©2(z+1)+1]

- 7TZ+17
0 que prova que apos = transp081goes da fase 1 obtemos a permutacao:
n—2(2=4)-3 n-4_o
n—4 2 n—4 2 n—4
Tos = [2( 5 )—1]® [2( 5 +1)+i]o[1 2n4]® @ [2i+1 2i+4] @[2(T)+1]

=n-5lo@h-2+i]ol2n4oOR2i+12+406n -3

=n-5n—-2n-112n460(RRi+12i+406[n-3
=1

—_

IZFH(H).
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Observagao 35. A fase 2 transforma Fy(n) na permutagao Fy(n).

Basta observar que a composicao das transposigbes pré-fixadas pt.(4,n) e

pti(2,n + 1) resulta em Fy(n).

Fy(n) = Fi(n) - pt.(4,n) - pt;(2,n + 1),
onde,

n—=_8
e
Fin)=n—5n—-2n-112n40 (ORi+12i+4[n-3.
i=1
Aplicando a transposigao pré-fixada pt,.(4,n) em Fj(n) temos que o bloco con-

tendo os elementos [n —5 n — 2 n — 1] é transposto para a penultima posi¢do da

permutacao Fj(n).

n—=_8
2

Fi(n) pt,(4,n)=[12n4 o0 (ORi+12+40n-5n-2n—1n- 3]

i=1

n—=6

T2
=12n4o@2i+12i+46n—-1n-3]

=1

Aplicando a transposigao pré-fixada pt;(2,n + 1) a permutacao Fy(n) - pt.(4,n)

temos que o elemento 1 é transposto para o final da permutagao obtendo:

n—=6
Fi(n)-pt,(4,n) -pti(2,n+1)=2n4 0 ()20+12i+40n—-1n-31]
=1

Observacao 36. A fase 3 transforma Fy(n), na permutacio F3(n).

Considere 7., onde 0 < z < "7_4, como sendo a permutacao obtida apds z

transposicoes da fase 3. Entao temos a seguinte recorréncia:
o = Fy(n);

n—=6

2
T =m0 pt(d,n) - ph(n,n+1) =10 (20+12i+4O[n—1n—32n4];

=1
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n—~6
2

Ty =1 - pte(d,n) - phn,n+1) =40 ()Ri+12i+40n—-1n-32n136;

=2

n—4

T, =m,1 - pte(4,n) - pti(n,n+ 1), para 3 < z < 5

Para 2 < z < "T"l, vamos mostrar que a férmula para a permutagao 7, pode ser

vista como:

n—=6

wz:[2z]®5[2@'+12@'+4]®[n—1n—32n1}@263[i+2]®[2z+2].

1=z =1

Ou, de forma equivalente:

T, =[22]0a,0n—-1n-32n10608, 622+ 2],
onde,

n—=6

. = OR2i+12i+4].
Ol )

=z

2z—-3

B.=Oli+2.

=1

A prova dessa afirmacao é analoga a da fase 1 e serd também feita por inducao.

Para o caso base z = 2 temos:

n—=6
2 2.2-3
m=[220(ORi+12+40h-1n-32n16 (Oi+26[22+2]
=2 =1
nT—G
=Mdo@2i+12i+46n—-1n-32n136]
=2

Vamos provar agora que para 3 < z+1 < ”T_4 —1, temos 7, - pt,.(4,n) - pt;(n,n+
1) =7m,01.

Perceba que a z-ésima transposicao da fase 3 troca o bloco contendo o ultimo
elemento com o bloco contendo os trés primeiros elementos. Essa observacao torna

mais claras as seguintes formulas relacionando as subsequéncias a e f de 7, e m,41.
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n—=6

2

o, = ()[2i+ 1 2i +4]

n—=6

2
=[2z4122+40 () [20+12i+4]

1=z+1

=224 122 +4] © azy1.

2(z+1)—3
Bog1 = @ [i + 2]
=1
2z—1
= Oli+2]
=1
2z—3

= Q[z’+2]®[2222+1]

=0, 02z 2z+1].

Surge que

T, =[22]0a.0n—-1n-32n1]008,© 22+ 2]
=[22]0224 12244 0ap1On—-1n-32n10606 622+2].

Aplicando as transposigoes pré-fixadas pt,.(4,n) e pt;(n,n + 1) a permutagao m,

encontramos 7,4:

. -ptr(4,n)-pti(n,n+1) = [224+2]0a,110n—1n—-32n 10,022 22+1 2z +4]
=22420a,110N—-1n—-32n1]06 .41 O[22 +4]
=20z+1D)]0a10n—-1n=-32n10F,11 0 2(z+1)+ 2|
= Tz+1,

0 que prova que apés “5 transposicoes da fase 1 obtemos a permutagio:
n—4 = ) ‘ > , n—4
nd 5 ilc; (24[2@+1 2i+4on—1n-32n1e ) [2+2]®[2(?)—|—2]

_ i=1
="

:[n—4n—1n—32n1]@6[i+2]®[n_2]

=1
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Observagao 37. A fase 4 transforma F3(n) na permutagao Fy(n).

Basta observar que a composicao das transposigoes pré-fixadas pt,.(4,n) e pt;(n—

1,n+ 1) resulta em Fy(n).

Fy(n) = F3(n) - pt.(4,n) - pt;(n — 1,n + 1),
onde,

n—"7T
Fsn)=n—-4n—-1n-32n1o(i+2/6[n-2].
i=1
Aplicando a transposigao pré-fixada pt,.(4,n) em F3(n) temos que o bloco con-
tendo os elementos [n —4 n — 1 n — 3] é transposto para a penultima posi¢do da
permutagao Fs(n).
n—"7
Fs(n) -pt.(4,n)=2nlloOi+2]0nh—-4n—-1n—-3n-2].
i=1
Aplicando a transposicao pré-fixada pt;(n—1,n+1) a permutacao Fz(n)-pt,.(4,n)

temos que o bloco contendo os elementos [n — 3 n — 2] é transposto para frente da

permutacao obtendo :

Fg(n)-ptr(él,n)-ptl(n—l,n+1):[n—3n—22n1]@6[i+2]®[n—4n—1]
:[n—3n—22n1]@6[i+2]®[n—1]

i=1

Observacao 38. A fase 5 transforma Fy(n) na permutacio F5(n).

Basta observar que a composicao das transposigbes pré-fixadas pt.(4,n) e

pti(n,n + 1) resulta em F5(n).

F5(n) = Fy(n) - pt.(4,n) - pty(n,n + 1),

onde,
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n—>6
Fin)=n-3n-22n1loOi+2on-1].
i=1
Aplicando a transposigao pré-fixada pt,.(4,n) em Fj(n) temos que o bloco con-
tendo os elementos [n — 3 n — 2 2] é transposto para a peniltima posi¢ao da permu-
tagao Fy(n).
n—>6
Ey(n)-pty(4,n)=n1o@i+2®n-3n—-22n-1].
i=1
Aplicando a transposi¢ao pré-fixada pt;(n,n + 1) a permutagao Fy(n) - pt(4,n)

temos que o elemento n — 1 é transposto para frente da permutagao, obtendo:

Fy(n)-pt.(4,n) -ptiln,n+1)=[n—1n 1]@6[i+2]®[n—3n—22]

Observagao 39. A fase 6 transforma F5(n) na permutacao Fg(n) = vy

Basta observar que a composi¢ao das transposigoes pré-fixadas pt,.(4,n) e pt;(n—

1,n+ 1) resulta em Fg(n).

Fs(n) = F5(n) - pt.(4,n) - pt;(n — 1,n + 1),
onde,

Fs(n)=[n—1n1] @6[i+2] © [2].

i=1
Aplicando a transposigao pré-fixada pt,.(4,n) em Fs(n) temos que o bloco con-
tendo os elementos [n— 1 n 1] é transposto para a penultima posigdo da permutagao
F5(n) e assim obtemos vgy,:
n—4

Vo, = F5(n) - pt,(4,n) = Oli+2]G[n—1n12].

=1
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Aplicando a transposigao pré-fixada pt;(n — 1,n + 1) & permutacdo F5(n) - pt.(4,n)
temos que o bloco contendo os elementos [1 2] é transposto para frente da permu-
tagao, obtendo:

n—4

F5(n) - pto(4,n) -ptiln —Ln+1)=[12] @ Oi +2] ® [n — 1 n]

i=1

=1 2]@6[i+2]
= ) = Fg(n).

Consequentemente, a ordem das partigdes percorridas no grafo reduzido sera:

PFTRG,(n), PFTRGs(n), PFTRGs(n), PFTRG:(n),--- , PFTRG,_5(n),

PFTRGy(n), PFTRG4(n), PFTRGg(n), PFTRGs(n),- -+ , PFTRG,_5(n),

PFTRG,_1(n), PFTRG5(n), PFTRG,(n)

4.1.2 Caso impar

Lema 40. Quando n é impar e n > 5, existe grafo reduzido do PFTRG(n) com
Vi = U] € Vop = Uy P4+ 1) =[45 - - n 12 3] utilizando:

pt.(2,n) e pty(n — 1,n+ 1) exatamente n — 4 vezes,

pt-(2,n) e pty(n —2,n+ 1) exatamente 1 vez,

(

(
ptr(2,n) e pt;(2,n + 1) exatamente 1 vez,
pt.(n—1,n) e pti(n,n+ 1) exatamente 1 vez,
(

pt.(3,n) e pti(n —2,n+ 1) exatamente 1 vez.

Demonstragcio. O argumento deste caso é analogo ao anterior, ou seja, dividimos
em varias fases e usamos o operador concatenacao para exibir as permutagoes per-

corridas.

Fase 1) aplicar as transposigoes pré-fixadas pt,(2,n) e pt;(n—1,n+1) exatamente

n — 4 vezes, obtendo a familia Fj(n),n > 5,n impar:
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Fi(n) = [1] @8{z’+4} © (2 3 4].

Fase 2) aplicar as transposigoes pré-fixadas pt,(2,n) e pt;(n—2,n+1) exatamente
uma vez, obtendo a familia Fy(n),n > 5,n impar:
n—3
Emn)=3B1o@Gli+3 2.
i=1
Fase 3) aplicar as transposigoes pré-fixadas pt,.(2,n) e pt;(2,n + 1) exatamente
uma vez, obtendo a familia F3(n),n > 5,n impar:
n—3
Fs(n)=Qli+3l®[321].
i=1
Fase 4) aplicar as transposigoes pré-fixadas pt,.(n—1,n) e pt;(n,n+1) exatamente
uma vez, obtendo a familia Fy(n),n > 5,n impar:
n—3
Fin)=[120 Oli+3 e [3].
i=1
Fase 5) aplicar as transposigoes pré-fixadas pt,(3,n) e pt;(n—2,n+1) exatamente

uma vez, obtendo a familia F5(n) = ¢[,),n > 5,n impar.

Devemos observar que ao aplicarmos as transposicoes sugeridas, de fato encon-
traremos as permutacoes de cada fase, portanto precisamos analisar cada caso em

particular nas observacoes abaixo:

Observacao 41. A fase 1 transforma v, na permutagio Fy(n).

Considere 7., onde 0 < z < n — 4, como sendo a permutacao obtida apds z

transposicoes da fase 1. Entao temos a seguinte recorréncia:
o = Un)s

T, =m.—1 pt.(2,n) - pty(n —1,n+1),para 1 < z < n — 4.

Para 0 < z < n — 4, vamos mostrar que a féormula para a permutagao 7, pode

ser vista como:
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z n z

m=1o0Oh-2+i]06 b_ 2 +1].

i=1 =0

Ou, de forma equivalente:

T, = [1] © a, Qﬁm
onde,

a, =On—z+1.
i=1
n—2—z

B.= @O [2+1].

i=0
A prova dessa afirmacao pode ser feita por inducao. Para o caso base z = 0

temos:

0 n—2

mo=[oOh+io G2+

i=1 =0

= U]

Vamos provar agora que para 1 < z+ 1 < n — 5, temos 7, - pt.(2,n) - pt;(n —
Ln+1)=m,1.

Perceba que a z-ésima transposicao da fase 1 remove o ultimo elemento da per-

mutacao e o insere na segunda posi¢ao. Em outras palavras, o ultimo elemento de (3,

torna-se o primeiro elemento de «,. Essa observacao torna mais claras as seguintes

formulas relacionando as subsequéncias a e 3 de 7, e m,41.

z

[2 4 1]

n—

f= 0

29—
1=0
n—2—(z+1)

= (O [2+4i6n-2

=0
= 0,110 [n—2z].

Qo = Oln— (= +1) +i

i=1
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:[n—z]Qg)Q[n—(z+1)+i]
:[n—z](ﬁ@[n—z+i]

=n-z20a,.

Surge que

sz[l]@O‘ZQﬁz
=[1]Oa, ®B41©[n— 2]

Aplicando as transposigdes pré-fixadas pt,.(2,n) - pt;(n — 1,n + 1) a permutagao

7, obtemos 7, :

- pt(2,n) - ptiin —1,n+ 1) =10 n—2]Oa, ® B,
=[1]© 11 © Bopa
- 7TZ+17

0 que prova que apos n — 4 transposicoes da fase 1 obtemos a permutacao

n—4 n—2—(n—4)
wn,4:[1]@@1[n—(n—4)+ﬂ® @O 2 + 1]
= [1] QTQ[i+4] @Q[zﬂ]

:[1]@8[¢+4]@[234]

Observagao 42. A fase 2 transforma Fy(n) na permutacio Fy(n).

Basta observar que a composi¢ao das transposigoes pré-fixadas pt,.(2,n) e pt;(n—

2,n 4+ 1) resulta em Fy(n).

Fy(n) = Fi(n) - pt.(2,n) - pt;(n — 2,n + 1),

onde,
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Fi(n) = [1] @8{z’+4} © (2 3 4].

Aplicando a transposicao pré-fixada pt,.(2,n) em Fj(n) temos que o elemento 1
¢ transposto para a pentltima posigdo da permutagao Fj(n).
n—4

Fi(n)-pt,(2,n)=Oli+4 e [2314].

i=1
Aplicando a transposigao pré-fixada pt;(n—2,n+1) a permutacao Fj(n)-pt(2,n)
temos que o bloco contendo os trés tltimos elementos [3 1 4] é transposto para frente,
obtendo:
n—4
Fi(n) - pto(2,m) -phin—2n+1) = 3140 Qli+4 o2
i=1

n—3

=BlUoEli+30

Observagao 43. A fase 3 transforma Fy(n) na permutacao F3(n).

Basta observar que a composicao das transposigbes pré-fixadas pt.(2,n) e

pti(2,n + 1) resulta em F3(n).

F3(n) = Fy(n) - pt.(2,n) - pt;(2,n + 1),
onde,

n—3

Bmn)=3B1o@li+3 2.

=1

Aplicando a transposicao pré-fixada pt,.(2,n) em Fy(n) temos que o elemento 3

é transposto para a pentltima posigao da permutagao Fy(n). Logo:

Fy(n)-pt.(2,n) =[1]® nc;)[z +3]®[3 2]

Aplicando a transposicao pré-fixada pt;(2,n + 1) a permutacao Fy(n) - pt.(2,n)
temos que o elemento 1 ¢é transposto para a ultima posicao da permutacao, resul-

tando:
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n—3

Ey(n)-pt,(2,n) -pti(2,n+1) = (i +3]® [3 2 1]

i=1

= F3(n).

Observacao 44. A fase 4 transforma F3(n) na permutacio Fy(n).

Basta observar que a composicao das transposigoes pré-fixadas pt.(n — 1,n) e

pti(n,n + 1) resulta em Fy(n).

Fy(n) = F3(n) - pt.(n — 1,n) - pt;(n,n + 1),

onde,

Fy(n) = 63[2' +3]@[321]

=1

Aplicando a transposigao pré-fixada pt,.(n—1,n) em F3(n) temos que o elemento

2 é transposto para frente da permutagao F3(n).

n—3
Fy(n) - pt.(n—1,n) = 2] 0 Ol + 3] @[3 1].
i=1
Aplicando a transposicao pré-fixada pt;(n, n+1) a permutacao Fs(n)-pt,.(n—1,n)

temos que o elemento 1 é transposto para frente da permutacao, obtendo:

F3(n)-pt.(n—1,n) -pti(n,n+1)=[12]© 8[2 + 3] ® [3]

i=1

Observacao 45. A fase 5 transforma Fy(n) na permutacio F5(n) = i,

Basta observar que a composi¢ao das transposigoes pré-fixadas pt,.(3,n) e pt;(n—

2,n + 1) resulta em Fx(n).

F5(n) = Fy(n) - pt,.(3,n) - pti(n — 2,n + 1),

onde,

Fy(n) =112] @6[@' + 3] ®@ [3].

=1
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Aplicando a transposigao pré-fixada pt,.(3,n) em Fy(n) temos que o bloco con-
tendo os elementos [1 2] é transposto para a pentltima posigao da permutagao Fy(n)
e assim obtemos vy,,:

n—3

Vo = Fi(n) - pt,(3,n) = (Dli+ 3] ©[1 2 3].

i=1
Aplicando a transposicao pré-fixada pt;(n—2,n+1) a permutacao Fy(n)-pt,.(3,n)

temos que o bloco contendo os trés dltimos elementos, a saber, [1 2 3| é transposto
para frente da permutacgao, obtendo:
n—3

Fy(n) - pt,(3,n) -pti(n —2,n+1)=[123]® ()i + 3]

- @[z‘]
= L[n} = F5(n)

Consequentemente, a ordem das particoes percorridas pelo grafo reduzido é:

PFTRG,(n), PFTRG,_1(n), PFTRG,_s(n), PFTRG,_3(n), - , PFTRG4(n),

PFTRGs(n), PEFTRG:(n), PFTRGs(n), PFTRG,(n)

]

Agora que todos os grafos reduzidos do PFTRG(n) que precisamos ja foram
apresentados, além de provadas as suas existéncias, para cada caso, vamos buscar o

ciclo Hamiltoniano no PFTRG(n).

4.2 Ciclos Hamiltonianos no PFTRG

Nesta segao, mostramos que a partir dos grafos reduzidos do PFTRG(n) que cons-
truimos na se¢ao anterior, formamos ciclos Hamiltonianos no PFTRG(n). Por ser
um processo recursivo, necessitamos de trés ciclos Hamiltonianos particulares com
n par para construir um ciclo Hamiltoniano particular com n impar e necessitamos
de apenas um ciclo Hamiltoniano com n impar para construir trés ciclos Hamilto-
nianos particulares com n par. Porém, para o caso em que n = 3, temos que fazer

separadamente, pois nao faria sentido para o caso impar a permutagao pt(4,3 + 1).
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Proposicao 46. O grafo PFTRG(3) possui ciclo Hamiltoniano.
Demonstragao. Basta observar a sequéncia dos vértices abaixo:

[123],[231],[321],]213],[132],[312],[123].

observe o ciclo destacado do PFT RG(3) na Figura [4.3] abaixo:

123 213
o]

312 132

Figura 4.3: Um ciclo Hamiltoniano no PFT RG(3).

Teorema 47. O grafo PFTRG(n), n > 4 possui ciclo Hamiltoniano
(v1, V2, ..., U, v1) da sequinte forma:

A) Paran > 4,n par:

Existe a construgao dos 3 ciclos Hamiltonianos abaixo:

1. Euxiste ciclo Hamiltoniano com vy = ) € Vp1 = tf) - PE(2,n + 1).

2. Euxiste ciclo Hamiltoniano com vy = tn) € Un1 = ) - pt(n,n + 1).

3. Eiste ciclo Hamiltoniano com vy = L) € Up) = Ly -pt(3,n+1).

B) Paran > 5,n impar:

FEziste ciclo Hamiltoniano com vy = tpy) € Vp1 = Ly -pt(4,n +1).

Demonstragao. Usando inducao matematica em n, temos que:

Base da inducao:

Para n par, seja n = 4.

O grafo PFTRG(4) possui ciclo Hamiltoniano:
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1. Ciclo Hamiltoniano com vy = tyg) € Vai—o4 = tfa] - pt(2,5), isto é, v; = [1 2 3 4]

e voy = [2 3 4 1] dado pelos vértices de permutagoes:

[1234],[2314],[3214],[2134],[1324],[3124],
[4312],[3142),[1342],[3412],[4132],[1432],
[2143],[1423],[4123],[1243],[2413],[4213],
[3421],[4231),[2431],[4321],[3241],[234 1],

[1234].

Observe na Figura[d.4] o ciclo Hamiltoniano destacado onde as arestas ligantes
nao pertencentes ao ciclo Hamiltoniano nao foram representadas a fim de nao

poluir visualmente a figura.

4123 1423

Figura 4.4: Um ciclo Hamiltoniano destacado no PFT RG(4) com somente as arestas

ligantes do ciclo.

2. Ciclo Hamiltoniano com vy = t[q € vg—24 = t[g - pt(4,5), isto é, vy = [1 2 3 4

e vgg = [4 1 2 3] dado pelos vértices de permutagoes:

[1234],[2134),[3214],[1324],[3124],[2314],
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[3142],[1342),[4132],[3412,[4312],[1432],
[4321],[3421),[2341],[4231],[2431],[324 1],
[2413],[4213],[1423],[2143],[1243],[4123],

123 4],

Observe na Figura{4.5], o ciclo Hamiltoniano destacado onde as arestas ligantes

nao pertencentes ao ciclo nao foram representadas.

4123 1423

Figura 4.5: Outro ciclo Hamiltoniano destacado no PFTRG(4) com somente as

arestas ligantes do ciclo.

3. Ciclo Hamiltoniano com vy = t[q € vg—24 = t[g - P(3,5), isto é, vy = [1 2 3 4

e vgg = [3 4 1 2] dado pelos vértices de permutagoes:

[1234],[3124],[2314],[3214],[1324],[2134],
[3421),[2341],[4231],[2431],[3241],[4321],
[2143],[4213],[1423],[4123],[2413],[124 3],
[4312),[1432),[3142),[1342],[4132],[3412],

[1234].
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Observe na Figura [4.6| o ciclo Hamiltoniano destacado onde as arestas ligantes

nao pertencentes ao ciclo nao foram representadas.

4123 1423

Figura 4.6: Outro ciclo Hamiltoniano do PF'T' RG(4) com somente as arestas ligantes

do ciclo.

Para n impar, seja a base de indugao n = 5.

O grafo PFTRG(5) possui ciclo Hamiltoniano com vy = 5 € Usi—120 = ([5)

pt(4,6), isto é, v = [1234 5] e vigg = [4 5 1 2 3] dado pelos vértices de permutagoes:

[12345],[23145],[32145],[21345],[13245],[31245],[43125],[31425],

[13425],[34125],[41325],[14325],[21435],[14235],[41235],[12435],
[24135],[42135)],[34215],[42315)],[24315],[43215],[32415],[23415],
[15234],[52134],[25134],[51234],[12534],[21534],[32154],[21354],
[12354],[23154],[31254],[13254],[51234],[13524],[31524],[15324],
[53124],[35124],[23514],[35214],[53214],[32514],[25314],[52314],
[31452],[14352],[41352],[13452],[34152],[43152],[54312],[43512],

[34512),[45312),[53412),[35412],[13542],[35142],[53142],[31542],
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[15342],[51342],[45132],[51432],[15432],[54132],[41532],[14532],
[45321],[54321],[35421],[43521],[34521],[53421],[34251],[4325 1],
[24351],[32451],[23451],[42351],[23541],[32541],[53241],[25341],
[52341],[35241],[52431],[25431],[42531],[54231],[45231],[2453 1],
[12453],[41253],[24153],[42153],[14253],[21453],[45213],[24513],
[52413],[25413],[42513],[54213],[21543],[52143],[15243],[51243],
[25143],[12543],[54123],[15423],[41523],[14523],[51423],[45123],

[12345].

Por possuir 120 vértices, a figura do ciclo Hamiltoniano destacado no PFT RG(5)
foi omitida.
Hipoétese de Inducao:

Suponha que o teorema seja valido paran=m — 1,n > 4.

Prova de inducao:
Deve-se mostrar que o grafo PF'T RG(m) possui ciclo Hamiltoniano da seguinte
forma:

A) Para m > 6, m par:

Existe a construcao dos 3 ciclos Hamiltonianos abaixo:

1. Existe ciclo Hamiltoniano com vy = t[m] € Uyt = L) - PE(2, m + 1).
2. Existe ciclo Hamiltoniano com vy = i) € Ut = L) - pt(m,m+1).
3. Existe ciclo Hamiltoniano com vy = i) € Ut = Ly -pt(3,m +1).

B) Para m > 5, m impar:
Existe ciclo Hamiltoniano com vy = ¢y € Ut = Ly -pt(4,m +1).
Como afirmado anteriormente, vamos mostrar que o grafo PFTRG(m) possui

ciclos Hamiltonianos a partir dos grafos reduzidos do PFT RG(m), pois sabemos

que todo grafo reduzido do PFTRG(m) ¢ Hamiltoniano.
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Construimos o grafo PFTRG(m) a partir do grafo reduzido do PFT RG(m) da
seguinte forma: as m arestas ligantes do grafo reduzido do PFT RG(m) pertencem
ao ciclo Hamiltoniano no PFTRG(m). J& as m arestas representantes do grafo
reduzido, representadas por linhas pontilhadas na Figura 4.7, precisam ser substi-
tuidas por um caminho Hamiltoniano contendo todos os vértices existentes na devida
partigio PFTRG,(m),1 < z < m. Observe na Figura o grafo com as mesmas
arestas ligantes do grafo reduzido e as arestas representantes sendo substituidas por

um caminho Hamiltoniano.

Figura 4.7: Modelo de um grafo reduzido do PFTRG(m).

Figura 4.8: Permanéncia das arestas ligantes e substituicao das arestas represen-

tantes por um caminho Hamiltoniano nas partigoes.

Precisamos mostrar, para m par e m impar, que existe caminho Hamiltoniano
que substitua cada aresta representante do grafo reduzido do PFTRG(m) por um
caminho Hamiltoniano contendo todos os vértices da respectiva particao.

A) Para o caso em que m é par:

1. Vamos mostrar que existe ciclo Hamiltoniano no PFTRG(m) com vy = i
€ Ut = Um] - PL(2,m + 1).

Sabemos que existe um grafo reduzido do PFTRG(m) com vy = i) € Vg =

om] - pt(2,m + 1), pelo Lema [31]
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Como o grafo reduzido do PFTRG(m) é Hamiltoniano, ao manter as arestas
ligantes do grafo reduzido e substituir cada aresta representante por um caminho
Hamiltoniano contendo todos os vértices da respectiva particico PFTRG,,1 < x <
m, obtemos um ciclo Hamiltoniano do PFTRG(m). Vale a pena ressaltar que as
arestas representantes ligam dois vértices de uma mesma partigao.

Para substituirmos as arestas representantes que podemos escrever na forma
(U], Vim)), U], Vim] € PFTRG,(m),1 < & < m, tal que v = Uy - pt(4,m),
utilizamos a hipétese de indugao, pois como m — 1 é impar, conhecemos um ciclo
Hamiltoniano no PFTRG(m—1) com vy = (pn_1] € Upm—1) = Lm—1]-Pt(4,m), ou seja,
conhecemos uma sequéncia de transposigoes pré-fixadas tal que entre vy e v(y,_1)
existe caminho Hamiltoniano no PFTRG(m — 1).

Utilizando a operacao inser¢do do elemento m na ultima posigdo (ver
Defini¢ao [15] na Pégina [17)), obtemos um caminho Hamiltoniano na particdo do
PFTRG(m), PFTRG,,(m), que substitua a aresta representante entre ) € vy
nesta partigao, pois esta partigao é isomorfa ao grafo PFT RG(m — 1) pelo Lema
da Péagina [17]

Para a substituicdo das outras arestas representantes (w[m), Vjm)) tal que vp, =
U] - Plr(4,m) referente as particoes PFTRG,(m),1 < o < m — 1, basta utilizar,
a partir do vértice up,), a mesma sequéncia de transposicoes pré-fixadas usada para
obter o caminho Hamiltoniano na particaio PFTRG,,(m) do PFT RG(m) obtendo
o vértice v}, pois cada particaio PFTRG,(m) é isomorfa ao grafo PFTRG(m — 1),
pelo Lema |26,

2. Vamos mostrar que existe ciclo Hamiltoniano no PFTRG(m) com v = [y
€ Ul = Um] - Pt(m, m + 1).
O argumento é analogo ao item 1, basta usar o Lema[32 da Pagina[32 que certifica

que existe um grafo reduzido com v = ([ € Ut = L) - pL(m, m + 1).

3. Vamos mostrar que existe ciclo Hamiltoniano no PFTRG(m) com vy = L[y
€ Ut = Um] - PL(3,m + 1).

O argumento é andlogo ao item 1, basta usar o Lema[33|da Pagina[35 que certifica
que existe um grafo reduzido com vy = t[p) € Vi = 1) - PE(3,m + 1).

E importante ressaltar que as arestas ligantes diferentes nio influenciam, pois

estas ja pertencem ao ciclo Hamiltoniano no PFT RG(m).
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B) Para o caso em que m ¢é impar:

Queremos mostrar que existe ciclo Hamiltoniano no PFTRG(m) com vy =
€ Upt = Lm] - PH(4,m + 1).

Sabemos, pelo Lema [0 da Pégina que existe um grafo reduzido do
PFTRG(m) com vq = i) € Uyt = L) - DE(4, m + 1).

O argumento é andlogo ao par, porém neste caso, utilizamos no grafo re-
duzido trés tipos de transposicoes pré-fixadas representantes diferentes, a saber,
pt(2,m), pt.(m—1,m) e pt,(3, m). Isto significa que serdo necessarios trés caminhos
Hamiltonianos distintos, ou melhor, trés sequéncias de transposicoes pré-fixadas dis-
tintas, que substituam as arestas representantes.

Mas pela hipétese de indugao, para m — 1 par, existem trés ciclos Hamiltonianos
do PFTRG(m — 1): um ciclo com v1 = i) € Ut = tfmy) - pt(2,m + 1), outro com
V1 = U] € Ut = U] -PE(mM —1,m4-1) e outro com vy = L] € U = L) - PL(3, m+1),
ou seja, conhecemos as sequéncias de transposicoes pré-fixadas entre vy e v(,—1y tal
que existe caminho Hamiltoniano entre eles no PFTRG(m — 1).

Utilizando a operacao insercao do elemento m na ultima posigdo (ver
Definigao nos trés ciclos Hamiltonianos do PFTRG(m — 1), obtemos trés ciclos
Hamiltonianos distintos na particaio PFT RG,,(m), pois esta é isomorfa ao grafo
PFTRG(m—1), pelo Lema . Entao, temos trés caminhos Hamiltonianos diferen-
tes que ligam vy a v,—1y da partichio PF'TRG,,(m). Observando o grafo reduzido
do PFTRG(m), m impar, verificamos que a transposigao pré-fixada que esté asso-
ciada ao vértice ¢[n € pt,(2,m), entdo optamos pelo caminho Hamiltoniano que esté
entre Vi = L] € Vin—1)t = Ljm] - PH(2,M).

Para substituir as arestas representantes (upy], Upn)) referentes as outras partigoes
PFTRG,(m),1 < x < m — 1, tal que v, = upy - ptr(j, k), basta aplicar uma
das trés sequéncias de transposicoes ja conhecidas, que aplicada a up, chegue em
Um] Por um caminho Hamiltoniano. Isto é possivel pois, para cada uma das trés
transposicoes pré-fixadas representantes distintas que ligam wujp,) a vy, existe um
caminho Hamiltoniano entre uy, e v}, por hipétese de indugao.

Basta fazer as seguintes substituigoes:

Se V) = Upm) - Pt (2, m) entdo substitua esta aresta pelo caminho Hamiltoniano

entre Upm] € Vpn] = Uy - Ptr(2, m), aplicando a sequéncia de transposicoes pré-fixadas
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ja conhecida, por hipétese de indugao, ao vértice uy, obtendo ao final vj,,; da mesma
particao.

Se V) = Upm - ptr(m — 1,m) entao substitua esta aresta pelo caminho Hamilto-
niano entre Upmy,) € V) = Uy - ptr(m — 1, m).

E se vpn) = upm)-ptr (3, m) entao substitua esta aresta pelo caminho Hamiltoniano
entre Upy] € Vpy) = Upm) - Pt (3, m).

E assim é possivel substituir cada aresta representante por um caminho Hamil-
toniano contendo todos os vértices da respectiva particao.

Logo, o PFTRG(m), m > 5 possui ciclo Hamiltoniano.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, definimos o Grafo de Rearranjo de genomas por Transposi¢oes Pré-
Fixadas encontrando propriedades combinatoriais e estruturais para esse grafo, tais

CO1mo:

n2—n

e Regular de grau "

_ (n%2—n)

. L !
e Possui N = n! vértices e M 1 ™ arestas.

e E um grafo de Cayley e portanto vértice-transitivo.

e NAO é aresta-transitivo e portanto NAO é simétrico.

e A inversa de uma transposicao pré-fixada pt é uma transposicao pré-fixada
ptL.

e Particio do PFTRG(n) em n cépias isomorfas ao PFTRG(n — 1), tal que as

permutacoes de cada particdo terminem com um mesmo elemento.

e Construimos 4 grafos reduzidos do grafo PFT RG. Cada um com dois vértices
fixos, a saber, o ponto de origem e ultimo vértice percorrido.
e O grafo PFTRG possui ciclo Hamiltoniano com dois vértices fixos.

Vale a pena destacar que decidir se um grafo possui ciclo Hamiltoniano é NP-
Completo. Além disso, como o PFTRG é um grafo de Cayley e possui ciclo

Hamiltoniano, esse grafo corrobora a conjectura de Lovasz.

Observe a tabela comparativa [5.1] cujo objetivo é complementar a importancia

do resultado obtido neste trabalho.
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- Avertice | Ciclo Hamiltoniano | Problema distancia
TRG(n) O(n?) Jwo J-S, 1991 Bafna e Pevzner, 1998
PFTRG(n) | O(n?) Caroline, 2010 Dias e Meidanis, 2002
BS(n) O(n) Jwo J-S, 1991 Darlington, 1978

Tabela 5.1: Tabela comparativa.

A tabela é composta de trés grafos: o grafo de rearranjo de genomas por trans-
posi¢oes (T'RG), o grafo de rearranjo de genomas por transposigoes pré-fixadas
(PFTRG) e o grafo Bubble-sort(BS), neste tltimo grafo as transposigoes ad-
mitidas s@o aquelas que trocam dois elementos consecutivos de lugar. Todos
estes grafos possuem o mesmo conjunto de vértices. Observe a ordem do grau
do vértice representado na tabela: o TRG é o mais denso possuindo ordem
cubica, ja o PFTRG esta entre os dois, possuindo ordem quadratica e o BS
é¢ o menos denso possuindo ordem linear. Foi mostrado em 1991 que existe
ciclo Hamiltoniano no BSS, mas como o BSS é um subgrafo do T RG, temos que
o TRG também possui ciclo Hamiltoniano. Porém, o BS nao ¢é subgrafo do
PFTRG entao nada podemos afirmar. Através do nosso trabalho, mostramos

que existe ciclo Hamiltoniano no PFTRG.

A tabela também trata do problema de distancia. Apesar do problema
original de distancia introduzido por Bafna e Pevzner em 1998 tratar do grafo
TRG, o problema de distancia por transposicoes pré-fixadas introduzido por
Dias e Meidanis em 2002 ja esta sendo estudado separadamente, pois também
possui muitos problemas em aberto, e portanto encontrar propriedades acerca

deste grafo deve contribuir na area de rearranjo de genomas.

A forma como o ciclo Hamiltoniano é construido produz uma listagem de
permutacoes de forma que s6 tenhamos transposicoes pré-fixadas entre duas
consecutivas, isto pode contrubuir no problema de distancia, pois o fato de se
ter um ciclo Hamiltoniano garante que todas as permutacoes foram percorridas
sem repetir nem pular nenhuma. Observe que o fato de que as permutagoes
serem agrupadas por particoes ajuda a escolher apenas um sub-conjunto de

permutagoes com alguns elementos em posi¢oes comuns (fixando os tltimos
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elementos, por exemplo, "...21"ou "...4537"). E caso se deseje que as permu-
tagOes nao sejam uniformes, mas variadas, basta "pular'as permutagoes usando

o grafo reduzido.
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