COPPE/UFRJ

ALGORITMOS DE PLANEJAMENTO EM DIMENSAO ARBITRARIA

Hélio Bomfim de Macédo Filho

Dissertagao de Mestrado apresentada ao
Programa de Pos-graduacao em Engenharia
de Sistemas e Computacao, COPPE, da
Universidade Federal do Rio de Janeiro,
como parte dos requisitos necessarios a
obtencao do titulo de Mestre em Engenharia

de Sistemas e Computacao.

Orientadores: Celina Miraglia Herrera de
Figueiredo

Guilherme Dias da Fonseca

Rio de Janeiro

Fevereiro de 2010



ALGORITMOS DE PLANEJAMENTO EM DIMENSAO ARBITRARIA

Hélio Bomfim de Macédo Filho

DISSERTACAO SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO
ALBERTO LUIZ COIMBRA DE POS-GRADUACAO E PESQUISA DE
ENGENHARIA (COPPE) DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE
JANEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA A
OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE EM CIENCIAS EM ENGENHARIA DE
SISTEMAS E COMPUTACAO.

Examinada por:

Prof. Celina Miraglia Herrera de Figueiredo, D.Sc.

Prof. Guilherme Dias da Fonseca, Ph.D.

Prof. Claudio Esperanca, Ph.D.

Prof. Thomas Lewiner, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
FEVEREIRO DE 2010



Macédo Filho, Hélio Bomfim de

Algoritmos  de  Planejamento em  Dimensao
Arbitraria/Hélio Bomfim de Macédo Filho. — Rio de
Janeiro: UFRJ/COPPE, 2010.

[XEI? p- 29, Tcm.

Orientadores: Celina Miraglia Herrera de Figueiredo
Guilherme Dias da Fonseca

Dissertacao (mestrado) — UFRJ/COPPE/Programa de
Engenharia de Sistemas e Computacao, 2010.

Referéncias Bibliograficas: p. [79—[83]

1.  Geometria Computacional. 2. Planejamento
de Movimento. 3. Algoritmo. 4.  Amostragem.
[. Figueiredo, Celina Miraglia Herrera de et al. 1I.
Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE,
Programa de Engenharia de Sistemas e Computagao. III.

Titulo.

1ii




v

Ao meu pai Hélio Bomfim de

Macédo (in memoriam ).



Agradecimentos

Agradego ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico (CNPq)
pelo suporte financeiro. Aos meus orientadores, Celina e Guilherme, por tudo que
aprendi com eles. Aprendizado que transcedeu os limites da pesquisa cientifica.

Aos meus genitores, especialmente ao meu pai, que dedico o titulo de mestre.
Meu pai, especialmente, sempre foi o maior incentivador para que eu me dedicasse
a carreira académica. Infelizmente, ele partiu cedo demais e teve o direito tolhido
de acompanhar as fases do meu mestrado, do inicio ao fim. A minha mie que
substituiu de forma equivalente as condigoes que meu pai certamente me proveria em
todo esse tempo. Também agradeco ao restante de minha familia. Devo ressaltar,
especificamente, o meu agradecimento a duas familias em essencial: a familia da
minha tia, por parte de pai, Socorro Macédo, vulgo Toto, e a familia da minha tia,
por parte de mae, Branca Stul. Guardo eterno agradecimento a ambas, por diversos
motivos, especialmente por me darem seguranca e terem, quaisquer que sejam as
causas, o meu profundo sentimento de confianga nelas.

Aos meus amigos de colégio, que sempre estiveram presentes em minha vida.
Pelo menos uma dezena de anos de amizade que, mesmo que nao estejamos nas
mesmas cidades ou mesmo em continentes diferentes, ainda tenho a seguranca de
que posso contar com eles para qualquer necessidade. Vou citar alguns, por ordem
alfabética, mas que pertencem a mesma classe de equivaléncia da mais alta casta de
amizade: Bruno Vasconcelos, Felipe Leal, Gilson Almeida, Rui Kléber e Leonardo
Felipe.

Aos meus amigos de faculdade, que foram minha familia por 4 anos em turnos
integrais. Sao tantos, que possivelmente nao lembrarei de todos. Portanto, para
nao ocasionar divergéncias, espero que os que se sintam encaixados nesse grupo,

sejam agraciados com meu agradecimento. Aos membros do CRAD, especialmente



os professores Joaquim Bento e Creto Vidal. Aos membros do ParGO, especialmente
os professores Manoel Campélo, Claudia Linhares e Ricardo Corréa.

Aos meus amigos de apartamento no Rio de Janeiro, com quem compartilhei
6timos momentos e foram excelentes comigo: Heraldo Carneiro, Samuel Barbosa e
Yuri Lima. Nos 2 anos que convivi com eles, particionados em conjuntos disjuntos
de 1,5 ano com o Heraldo, no Jardim Guanabara, e 0,5 ano com o Samuel e o Yuri,
no Leblon. Desses 2 anos, s6 guardei boas lembrancas na convivéncia com eles.
Agradeco a paciéncia do Heraldo em uma mé fase da minha vida, em que me sentia
muito ligado a Fortaleza, e agrade¢o os bons momentos que proporcionei a todos, em
seguida, na melhor fase da minha vida. Devo ressaltar a convivéncia com Olivério
Fernandes, Vinicius Pires e Fabricio Raphael que foram os primeiros amigos que fiz
no Rio de Janeiro e guardo 6timas lembrancas.

Aos meus amigos de COPPETEC, com quem aproveitei a esséncia da vida.
Trés pessoas merecem fortemente um agradecimento especial aqui: Clarissa Vilela,
Vinicius Von Held e professor Blaschek. Sao diversos os motivos, mas sucintamente
vou citar apenas um de cada: Clarissa pelos conselhos, Vinicius e professor Blaschek
por terem acreditado em mim.

Aos meus amigos da UFRJ, com quem aprendi e estou aprendendo cada vez
mais sobre a vida académica e o restante que a envolve. Em especial, os que fiz ami-
zade no inicio e tenho boas lembrancas em especifico, por ordem alfabética: André
Korenchendler, Caroline Reis, Daniel Posner, Danilo Artigas, Diana Sasaki, Erika
Morais, Hebert Coelho, Marcelo Lopes e Murilo Silva. Peco desculpas aos demais,
mas por falha minha de nao estar tao presente, compartilhei poucos momentos.

A minha namorada Marina, a quem devo atribuir como a maior “culpada” da
minha felicidade nos ultimos 2 meses. Ela esta ocupando os poucos vazios da minha
vida e preenchendo com o que ha de bom. Também agradeco a sua familia que tem
me recebido muito bem, especialmente aos recém casados: Marcela e Felipe Delson,
que conheco héa anos e sao bem queridos por mim. Entrei pra familia certa!

Ao Leblon. Morar 14 certamente foi a melhor decisao que tomei no Rio de Janeiro:
crucial para me dar o folego que precisava para terminar o mestrado.

Finalmente, o mais esperado! Sempre presente de forma inesperada as rodas de

chopps que participei: um brinde & mim!

vi
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O movimento planejado de robds consiste em tracar o movimento do robd de
um ponto inicial g;,; para um ponto final gy, evitando colisao com obstaculos
e retornando o movimento se existir. Ha duas principais filosofias utilizadas para
resolver esse problema. A primeira consiste da construcao explicita do espago em
que o rob6 pode se movimentar sem que haja colisdo. O foco é resolver problemas
de planejamento de movimento em espacos bidimensionais e tridimensionais. A
segunda consiste da amostragem de pontos onde o robé pode se movimentar. O
foco é resolver problemas de planejamento de movimento em dimensoes superiores.
Entretanto, na segunda filosofia, como nao ha uma construcgao explicita, nao sabemos
a forma dos objetos e temos que lidar com a incerteza sobre o formato dos obstaculos.
Além dessas duas abordagens, ha variagdes como, por exemplo, modelos realistas das
cenas, como o caso em que os objetos nao sejam longos e estreitos. Apresentaremos

uma nova forma de resolver a variagao citada como exemplo.
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Robot motion planning consists of building the path for the movement of a robot
from a initial point g;,; to a destination point ¢.,q avoiding collisions with obstacles
and returning the movement, if it exists. There are two main philosophies used to
solve the problem. The first is based on the explicit construction of the space where
the robot moves without collisions. It is better suited to solve motion planning
problems in two-dimensional and three-dimensional spaces. The second is based on
sampling the points where the robot can move. It is better suited to solve motion
planning problems in higher dimensions. However, in the second philosophy, as
there is no explicit construction, object shapes are not known and we must deal
with the uncertainty of the obstacles shapes. Besides these two approaches, there
are variations as, for example, realistic models for the scenes, as when objects are

not long and narrow. We present a new way to solve the variation cited.
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Capitulo 1

Introducao

Dependendo da aplicacao, tanto o agente utilizado na inteligéncia artificial quanto
o robd utilizado na robdtica precisam de um plano ou uma estratégia para tragar
rotas. Imagine uma linha de montagem de automéveis, em que a tarefa de um
robo é realizar manutencao nas maquinas, por exemplo, para colocar 6leo. Todas
as informagoes da linha de montagem, especialmente geométricas, estao disponiveis
para o robo responsavel pela manutencao. Um robd auténomo precisa saber que
trajetorias escolher, em meio ao ambiente em que se encontra, de modo a conseguir
se locomover evitando colisao com obstaculos. Além disso, em ambientes geometri-
camente complexos, o rob0 precisa saber que operagoes necessita realizar para guiar
seu movimento quando nao ha certeza sobre a forma e a disposi¢cao dos objetos
na linha de montagem. Responder estas questoes é o objetivo do planejamento de
movimentos.

O estudo acerca de planejamento de movimento de robos foi um assunto estudado
intensivamente nas ultimas duas décadas [1]. Aplica¢oes como computagao grafica
e biologia molecular também motivaram o desenvolvimento desta area. No caso
da computacao grafica, o planejamento de movimentos pode reduzir bastante a
interacao humana nos jogos. Enquanto na biologia molecular, pode-se simular o
movimento de moléculas se acoplando em uma parede celular.

Inicialmente, o problema de planejamento de movimentos foi formulado como o
problema do movimento de pianos [2]: Dado um objeto R e uma regiao limitada
por uma colecao de paredes, em que R evita colisao com elas, o problema consiste

em encontrar um movimento continuo conectando duas posi¢oes ou dizer que o



movimento nao existe. As posicoes, assim como a orientacao de R sao dadas como
entrada do problema.

Algumas defini¢oes sdo necessarias para formalizarmos o problema. A Sec¢ao|1.1
apresenta as defini¢goes preliminares. Na Secédo [1.2] falamos sobre estruturas de
dados necessarias para alguns algoritmos de planejamento presentes no texto. Na
Secao [1.3] é feita uma breve descricao das duas principais filosofias utilizadas para
a resolu¢ao do problema de planejamento. Esta introducao termina com um roteiro

dos demais capitulos e como os capitulos se relacionam.

1.1 Preliminares

Iniciaremos nossas definicbes preliminares comecando pelo robo, descricdao
geométrica de tamanho constante que o robd tem e o espaco fisico em que o robo
se move. Observe que, ao longo do texto, tratamos a dimensdao como um valor

arbitrario, ou seja, a dimensao tem um valor constante d.

Definigao 1.1 (Descrigdo de complexidade constante). Descri¢ao geométrica defi-
nida por um ntmero constante de equagoes e inequagoes polinomiais de grau maximo

constante, onde o niimero de variaveis também é constante.
Definicao 1.2 (Rob6 R). Um poliedro R de complexidade constante d-dimensional.

Definigao 1.3 (Espaco fisico W). O ambiente W, d-dimensional, no qual o robé R

Se move.

No espago fisico temos possivelmente obstaculos com os quais o robo deve evitar

colidir.

Defini¢ao 1.4 (Obstéculo P). Um obstaculo P é um poliedro de complexidade

constante, d-dimensional.

Podemos considerar apenas a parte do espaco fisico em que nao haja colisao
com nenhum obstaculo, ou seja, também é possivel definir o espago fisico W,
d-dimensional, por um conjunto de obstaculos P;, ¢ = 1,...,n, tal que W =
RN\UL, P

Ja que temos todos os objetos em um espaco fisico, agora precisamos definir o

posicionamento do robé R no espaco fisico.



Definigao 1.5 (Configura¢ao ou posicionamento). A porc¢ao do espago fisico ocu-

pada pelo robd em um dado instante.

Note que no restante do texto, usaremos o termo posicionamento e configuracao
de forma intercambiavel, dependendo do contexto. As defini¢des sobre configuracao
também se aplicam a posicionamento e vice-versa.

O posicionamento do robé R pode eventualmente ter intersecdo com algum

obstaculo.

Defini¢ao 1.6 (Configuragdo ou posicionamento livre/proibido). Um posiciona-
mento em que o robd R é disjunto dos obstaculos é dito um posicionamento livre.

Caso contrario, é dito um posicionamento proibido.

Além disso, para especificar qual o posicionamento do rob6 R no espago fisico,
alguns parametros reais sao necessarios, por exemplo, as coordenadas da translagao

aplicada a R e os angulos das rotagoes aplicadas a R em relagao aos eixos.

Definigao 1.7 (k graus de liberdade). O nimero k de parametros reais que deter-

minam o posicionamento do robo R.

Para trabalharmos no espaco fisico, precisamos saber quais as posi¢oes que o robd
R pode assumir de tal forma a evitar colisdo com os obstaculos. Como cada posi-
cionamento é definido por k parametros reais, nés trabalharemos no que chamamos

de espaco de configuragao.

Definicao 1.8 (Espaco de configuragao C'). Uma por¢ao do espago em k-dimensdes
¢ dito um espaco de configuracdo C', onde cada ponto desse espago é um posiciona-

mento distinto do robd R.

Na definicao do espaco de configuracao C'; o uso do k é proposital, referenciando
o numero de graus de liberdade que representa todos os possiveis posicionamentos
do rob6 R. Todo o conjunto de posicionamentos do robdé R em que hé colisao com

algum obstaculo P, é chamado de obstaculo expandido P*.

Definicao 1.9 (Obstéculo expandido P*). Para um obstéculo P, o obstaculo ex-
pandido P* é o espaco de configuracao consistindo do posicionamento proibido do

robo R em colisao com P.



Chamamos de espaco de configuracao proibido a uniao dos obstaculos expandi-

dos.

Definig¢ao 1.10 (Espago de configuragao proibida Cp). O subconjunto C'p do espaco

de configuracao C' consistindo de posicionamentos proibidos do rob6é R: Up P*.

Em contra-partida, o restante do espago de configuracao que nao é proibido, é

dito espaco de configuragao livre.

Definig¢ao 1.11 (Espago de configuracao livre C'r). O subconjunto Cr do espago de

configuragdo C' consistindo de posicionamentos livres do robd R: Cr = C\ Up P*.

Agora, o problema consiste em encontrar um movimento continuo livre de colisao
conectando duas posi¢oes ou dizer que o movimento nao existe, sendo nosso objetivo

encontrar um movimento livre de colisao.

Definicao 1.12 (Movimento livre de colisdo). Um caminho contido em um espago
de configuracao livre Cr em que quaisquer dois posicionamentos do robé R sejam
posicionamentos livres, que possam ser alcangados de um para o outro (e vice-versa)

através de um caminho livre de colisao e que estejam na mesma componente conexa

de CF

Com a terminologia bésica, agora estamos aptos a apresentar a formulacao mais

basica do problema de movimento de pianos:

Formulagao 1 (Problema do movimento de pianos). Seguem os ingredientes do

problema do movimento de pianos:
e Um espaco fisico W em que d =2 ou d = 3.
e Um robo R em que d =2 oud=3.
e QObsticulos P, i=1,...,n.
e Um espaco de configuragao C'.
e Uma configuracao @i, € Cr, dita configuracao inicial.

o Uma configuracao qsim € Cr, dita configuragdao final.



e Um algoritmo que retorna em tempo finito um movimento continuo livre de
colisio T : [0,1] — Cp, tal que 7(0) = gin; € T(1) = qpim caso haja solugao.

Caso nao haja solugdo, deve retornar que um caminho nao existe.

Varios exemplos de defini¢oes e componentes do problema do movimento de

pianos podem ser encontrados na Figura|1.1

Posz’cz’dnqmen:to livre

~.d

Figura 1.1: Exemplo de espago fisico W

Algumas defini¢oes que envolvem o espago de configuracao C' podem ser encon-
tradas na Figura |1.2] que foi obtido a partir do espaco fisico da Figura [1.1. Estao
ilustrados o espago de configuracao proibida Cp e 0 espago de configuracao livre C,
no caso em que ha apenas a translacao.

Na roboética, o movimento planejado é fundamental e ja se encontra formulado
de diversas formas, inclusive utilizando varios robos, que se comunicam por juntas,
nao se comunicam ou tém uma comunicagdo sem a necessidade de juntas.

Modificando o terceiro item da Formulagao [T, obtemos uma das possiveis va-

riagoes mencionadas:



Figura 1.2: Exemplo de espacgo de configuracao C

Formulagao 2 (Variag¢ao do problema do movimento de pianos). Sequem os ingre-

dientes de uma varia¢ao do problema do movimento de pianos:
e Um espaco fisico W em que d =2 ou d = 3.

e Um r0b6 R em que d = 2 ou d = 3 e formado pela ligacdo de m juntas,
Ay, As, oo Ay, onde cada parametro que define a posicao de uma junta, au-

menta em 1 o grau de liberdade.
e Obsticulos P, 1=1,...,n.
e Um espaco de configuracao C'.
e Uma configuracdo @i € Cr, dita configuragdo inicial.
e Uma configuracio qgim € Cr, dita configuracao final.

o Um algoritmo que retorna em tempo finito um movimento continuo livre de

colisio 7 : [0,1] — Cp, tal que 7(0) = ¢in; € T(1) = qfim caso haja solugado.
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Caso nao haja solucdo, deve retornar que um caminho nao existe.

1.2 Estruturas de Dados

Esta secao esta focada nas estruturas de dados que serao necessarias ao longo do
texto, pois precisamos de estruturas que preprocessam o cenario de forma a obter

informagoes de forma eficiente e que representem o cenario.

1.2.1 Mapa Trapezoidal

Suponha que queiramos preprocessar n obstaculos bidimensionais para consultas
de localizacao de pontos. Para tanto, vamos dividir o espaco de configuracao em
células, utilizando um mapa trapezoidal.

A construcao do mapa trapezoidal é bem simples. Para cada vértice que pertence
ao espaco de configuracao proibido Cp, trace raios para cima e para baixo através do
espago de configuracao livre C'r até que haja colisao com algum elemento do espaco
de configuracao proibido Cp.

O mapa trapezoidal [3] tem este nome porque particiona o espa¢o (no nosso caso,
o espaco de configuracgao livre Cr) em um conjunto de células d-dimensionais, com
d = {1,2}, onde uma célula 2-dimensional é um trapézio ou um triangulo, sendo o
triangulo denotado por trapézio degenerado, como se fosse um trapézio onde uma
das arestas verticais tem tamanho infinitesimal.

Um exemplo de um mapa trapezoidal construido sobre um espago de configuracao
pode ser visualizado na Figura , obtido a partir da Figura .

Observe que na decomposi¢ao trapezoidal, obtemos 4 diferentes possibilidades

de se tracar os prolongamentos:

1. Um vértice s6 pode ter prolongamentos para cima. Veja um exemplo na Fi-

gura [[4(a)

2. Um vértice s6 pode ter prolongamentos para baixo. Veja um exemplo na

Figura [[4(b]

3. Um vértice tem ambos os prolongamentos. Veja um exemplo na Figura|l.4(c)|



>

(a) Espago de configuragdo C' (b) Mapa trapezoidal do espago de confi-

guragao C

Figura 1.3: Mapa trapezoidal de um espago de configuracao

4. Um vértice ndo tem nenhum prolongamento. Veja um exemplo na Fi-

gura [1.4(d)

1.2.2 Lista de arestas duplamente conexas (DCEL)

Os espagos de configuragdo bidimensionais sdo subdivisdes induzidas por grafos,
onde um grafo G é uma estrutura contida no espago de configuracdo C. Vamos

definir os conceitos de vértice, aresta e face.

Definig¢ao 1.13 (Vértice). Um né do grafo contido no espago de configuragao é dito

um vértice.

Defini¢do 1.14 (Aresta). Um arco do grafo contido no espago de configuragao é

dito uma aresta.

Definicao 1.15 (Face). Um subconjunto conexo maximal de um plano que nao

contém um ponto em uma aresta ou em um vértice é dito uma face da subdivisao.

Essas definicoes foram apresentadas porque uma DCFEL contém vértice, aresta
e face como entidades. Além disso, para cada vértice, aresta e face do espago de
configuragao C' em que o grafo esta contido, a DCEL tem um registro.

Para manter as informacoes topoldgicas e geométricas, cada registro mantém

informagoes adicionais, de forma a garantir que estas informagcoes sejam preservadas.



(a) Caso I: Vértice com prolongamento (b) Caso II: Vértice com prolonga-

apenas para cima mento apenas para baixo

(c) Caso III: Vértice com prolonga- (d) Caso IV: Vértice sem prolonga-

mento para baixo e para cima mento

Figura 1.4: Tipos possiveis de prolongamentos no mapa trapezoidal

A lista de arestas duplamente conexas [4] tem este nome porque uma aresta
geralmente limita duas faces. Assim, vemos os diferentes lados de uma aresta,
como uma semi-aresta cada e, além disso, para toda semi-aresta, temos um ponteiro
para a proxima semi-aresta na circulacao da face e outro ponteiro para a semi-aresta
anterior. Antes de apresentarmos as informacoes armazenadas em todas as entidade,

nao somente as semi-arestas, uma terminologia a mais nos sera tutil:

Definicao 1.16 (Incidéncia). Quando um vértice ¢ um ponto final de uma aresta,
dizemos que o vértice e a aresta sao incidentes. Da mesma forma que uma face e

uma aresta ou vértice da fronteira da face sdo incidentes.
Agora seguem as entidades:
e Vértice, digamos v.

1. Coordenadas de v;



2. Ponteiro para uma aresta que tem v como origem.
e Face, digamos f.
1. Ponteiro para uma aresta que seja incidente. Ponteiro nulo caso f seja
ilimitada.

2. Lista com um ponteiro para uma semi-aresta de cada buraco de f.
e Semi-aresta, digamos e.

1. Ponteiro para o vértice que seja sua origem.
2. Ponteiro para a outra semi-aresta que, junto com e, constituem a aresta.
3. Ponteiro para a face a qual e seja incidente.
4. Ponteiro para a préxima semi-aresta que seja incidente a mesma face de e.

5. Ponteiro para a anterior semi-aresta que seja incidente a mesma face de e.

Um exemplo de DCEL pode ser encontrado na Figura [1.5] onde os ponteiros
das semi-arestas para a face fo foram omitidos para evitar a sobrecarga de setas na

figura.

Figura 1.5: Exemplo de DCEL, com ponteiros das semi-arestas para face fy omitidos
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1.2.3 Quadtree

A quadtree [5] é uma estrutura de dados muito simples e uma das mais poderosas
para utilizar em problemas geométricos. Apresentaremos nesta se¢ao uma variacao
de quadtree que utilizaremos no restante do texto.

Suponha que queremos preprocessar n obstaculos d-dimensionais para consultas
de localizagao de pontos. Para tanto, construa uma arvore 7', onde a raiz corresponde
ao espaco fisico limitado por uma caixa envolvente que contenha todos os obstaculos.
Além disso, cada né interno da arvore T' é um hipercubo d-dimensional que tem 2¢
filhos, onde os 2% filhos correspondem aos 2¢ hipercubos de mesmo tamanho obtidos
por um corte perpendicular a cada um dos d eixos.

A construcao da quadtree é recursiva e iniciada a partir da raiz, onde a cada
né v da arvore é verificado se ha uma quantidade maior que uma constante ¢ de
poliedros que intersectam. Caso haja, criamos os filhos de v e, para cada filho
do né6 v, sera atribuida uma lista de poliedros que intersectam o respectivo filho.
Realizamos o procedimento recursivamente nos filhos até que nao haja mais do que
¢ intersecoes entre o nd e sua lista de poliedros. Esta lista, chamada de lista de
conflito, é armazenada apenas em cada né folha.

Um exemplo de quadtree bidimensional pode ser visualizado na Figura .

O leitor interessado pode encontrar bastante informacao e aplicacoes de quad-

trees em SAMET [6].

1.2.4 Quadtree compactada

Note na Figura que os vértices b e ¢ da representacao hierarquica tem apenas
um né filho com poliedros intersectando. O tnico né filho que esses vértices tém
vao ter os mesmos poliedros intersectando que os pais tinham. Logo, esses vértices
podem ser eliminados. Essa é a idéia da quadtree compactada [7].

Se tivermos uma sequéncia de arestas na representacao hierarquica que propague
essa propriedade de ter apenas um filho com poliedros intersectando, podemos troca-
las por apenas uma tUnica aresta. Para nao perder a informacao da localizacao do
hipercubo que um né, digamos v, representa, vamos armazenar as coordenadas do
hipercubo e o nivel em que se encontra na representacao hierarquica.

O processo é recursivo e aplica-se a substituicao de cada sequéncias de arestas
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que mantém a propriedade de ter apenas um filho com poliedros intersectando, por
arestas ligada por 2 vértices, sendo o pai o primeiro vértice da sequéncia e o filho
sendo o ultimo vértice da sequéncia. A arvore resultante é a quadtree compactada.

Um exemplo de quadtree compactada bidimensional pode ser visualizado na

Figura|l.6(b)| obtida a partir da quadtree bidimensional da Figura [1.6(a)l

1.2.5 Hierarquia de Separadores

A hierarquia de separadores é uma arvore contendo separadores, onde um separador
¢ um no v obtido de uma arvore 7' com n nos tal que a remocgao v de T' produz uma
floresta F', onde toda arvore em F' tem no maximo [%1 nos.

Utilizaremos a hierarquia de separadores obtido apartir de sucessivamente ex-
trairmos separadores, recursivamente, da quadtree até que nao tenhamos mais
vértices na quadtree. Como a quadtree é uma arvore e toda arvore tem um se-
parador e pode ser computado em tempo O(n) [8], temos que um separador pode
ser obtido da quadtree em tamanho O(n).

O processo inicia na raiz e repetidamente segue para a maior sub-arvore, até que
o separador seja alcancado. A hierarquia de separadores T é construida atribuindo
a raiz o separador v de uma quadtree, digamos T'. Os filhos de v serdo as raizes da
hierarquia de separadores das arvores obtidas por remover v de T. A hierarquia de
separadores 7" tem tamanho O(n), altura O(logn) e pode ser construida em tempo
O(nlogn) [8].

Um exemplo de hierarquia de separadores pode ser visualizado na Figura

1.3 Duas principais filosofias

1.3.1 Construcgao explicita

Conceitualmente, o problema é construir de forma eficiente e/ou simples uma fron-
teira explicita ou uma representacao sélida do espaco de configuragao livre C'r e/ou
espacgo de configuracao proibida C'p. Principalmente em dimensoes inferiores, sao
bastante utilizadas e, na maioria dos casos, os algoritmos que utilizam essa filosofia

retornam a solucao correta de forma exata.
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Figura 1.6: Quadtree e sua representacao hierarquica antes e depois da compactagao

Vérias solucoes utilizando construcao explicita sao simples e elegantes. Entre-
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Figura 1.7: Exemplo de hierarquia de separadores obtida a partir da quadtree da

Figura

tanto, dezenas de anos foram necessarios para que elas fossem descobertas. Quando
ainda formulado como o problema de movimento de pianos, as solugoes eram com-
plexas e extremamente nao-triviais, além de menos gerais, resolvendo casos bem
especificos de planejamento de movimento [9].

Apresentaremos um conceito chamado de soma de Minkowski que é bastante til

na construcao explicita do espaco de configuragao C'.

Diferenca e soma de Minkowski

A soma de Minkowski é uma operagao realizada em dois conjuntos, obtendo um
conjunto. O resultado é a soma de cada elemento de um conjunto com todos os
outros elementos do outro conjunto. Antes de introduzirmos a defini¢ao formal da
soma de Minkowski, introduziremos a diferenca de Minkowski, por ser definida de
formas diferentes na literatura [10]. Posteriormente, mostraremos como reescrever
a diferenca de Minkowski utilizando a soma de Minkowski, para que nao haja ne-
cessidade de utilizar um termo que pode se tornar ambiguo ao longo do texto, por
suas defini¢oes diferentes na literatura. Basicamente, a diferenca de Minkowski é
uma operacao realizada em dois conjuntos, obtendo um conjunto. O resultado é a
diferenca de cada elemento do primeiro conjunto com todos os outros elementos do

outro conjunto.
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Definigdo 1.17 (Diferenca de Minkowski). Seja S; C R? e S, C R A diferenca
de Minkowski de S; por Sy, denotado por S; & S; é:

108 ={p—q:p€ Si,q€ S},
onde p — ¢ é a diferenca de vetores p € R? e ¢ € R,
Agora, definiremos formalmente a soma de Minkowski.

Definigdo 1.18 (Soma de Minkowski). Seja S; € R% e S5 C R%L A soma de
Minkowski de S; por S,, denotado por S; & Sy é:

S1® S ={p+q:p€Si,qe S}
onde p + g é a soma de vetores p € R? e g € R%.

Note que podemos fazer a diferenca de Minkowski a partir da soma de Minkowski,
aplicando a reflexdo de Sy sobre a origem, ou seja, 51 © Sy = S; @ (—S53), onde
=Sy ={—q:q€ S}

A Figura[L.8 mostra um exemplo da soma de Minkowski, onde S é um triangulo,

Sy é um quadrilatero e S7 & Sy é um hexagono.

A

7 5+2
.

6+2
°

Figura 1.8: Soma de Minkowski de um triangulo e um quadrilatero

A soma de Minkowski envolve um ntmero possivelmente infinito de somas, mas

no nosso caso em que utilizaremos em poligonos, esta soma tem um limite superior

15



quadratico de somas em funcdo da quantidade de vértices de cada poligono, seja

convexo Ou Nao-convexo.

1.3.2 Amostragem

A filosofia da amostragem, pode ser dividida em deterministica e probabilistica. Al-
guns métodos utilizam uma amostragem deterministica do espago de configuragao C,
geralmente utilizando grades. Outros métodos utilizam uma amostragem aleatéria.
As amostragens aleatorias tém algumas vantagens sobre a deterministica, princi-
palmente quanto a quantidade de pontos utilizados para resolver o problema de
planejamento.

O espago de configuracao C' para o planejamento de movimento tem uma quan-
tidade incontavel infinita de pontos. Desta forma, um algoritmo de planejamento
baseado em amostragem pode considerar no maximo um nimero contavel de amos-
tras, para que o algoritmo retorne uma solu¢do em tempo finito. Se o algoritmo
nao termina em tempo finito, a amostragem pode ser infinita contavel e nao ha
um caminho possivel. Mas o que esperamos ¢é terminar em tempo finito, conside-
rando apenas um numero finito de amostras. Ao contrario da filosofia de construgao
explicita, lidamos principalmente com dimensoes superiores.

Entretanto, como o espaco de configuragao C' nao é construido de forma explicita,
nao ha como saber a forma de alguns objetos e temos que lidar com a incerteza do
que pode acontecer. Esta filosofia é bem utilizada na pratica e tem funcionado bem.
Alguns estudos recentes tentam fazer uma analise mais profunda deste método para
entender por que a técnica de amostragem tem funcionado [I1]. Apresentaremos
alguns destes estudos que, apesar de presentes na literatura, atualmente ainda nao

se encontram nos livros especializados no assunto, inclusive nos mais recentes.

1.4 Roteiro

O trabalho é organizado de acordo com o roteiro abaixo.
No Capitulo 2| apresentamos abordagens deterministicas encontradas na litera-
tura para a construcao explicita do espaco de configuracdo C. O foco é resolver

problemas de planejamento de movimento em dimensoes inferiores.
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No Capitulo [3] apresentamos diversas abordagens baseadas em amostragens en-
contradas na literatura, onde ndao ha uma construcao explicita do espago de confi-
guracao C' ou sua construcgao se torna proibitiva pela alta complexidade geométrica
da cena. O foco desse capitulo é a solu¢ao dos problemas de planejamento de movi-
mento em dimensdes superiores. Os algoritmos lidam com a incerteza do ambiente
e sobre as formas dos objetos, pois nao tém todas as informagodes do espaco de
configuragao C'.

Desta forma, com os Capitulos 2] e [3 estamos aptos a resolver o problema de
planejamento de movimento em dimensao arbitraria, o que sugere o titulo desta
dissertacao, podendo escolher dentre as diversas técnicas a que melhor convier de
acordo com a dimensao.

No Capitulo[d] discutimos varia¢oes do problema de planejamento de movimento
utilizadas na pratica, em especial o caso de que para todo ponto p pertencente
a um obstaculo, a vizinhanca de p requer uma “alta densidade” do objeto a que
ele pertence, evitando que muitos outros objetos de um certo tamanho minimo
estejam na vizinhanca de p, ou seja, os obstaculos nao podem estar tao aglutinados
e cada objeto nao pode ser longo e estreito. Propomos uma nova forma de resolver
esse problema que ¢ muito mais simples que o resultado mais atual e de melhor
complexidade, utilizando técnicas do Capitulo [3

No Capitulo [5], fazemos uma concluséao do trabalho realizado e trabalhos futuros
que estudaremos e atacaremos para aprofundar em outras filosofias e variagoes do
problema de planejamento do movimento.

Segue uma diagramacao dos capitulos na Figura (1.9, indicando os pré-requisitos
dos capitulos. Cada capitulo que tem uma ligacao com outro capitulo disposto mais

acima significa que este é pré-requisito daquele.
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Capitulo 1

Introducao

Capitulo 2 Capitulo 3

Construcao

o Amostragem
Explicita 2

Capitulo 4

Cenérios
Realistas

Capitulo 5

Conclusao

Figura 1.9: Disposicao dos capitulos
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Capitulo 2

Construcao explicita

Para resolver o problema de planejamento de robos, precisamos de algoritmos que
percorram o espaco de configuracdao C' para computar uma sequéncia de confi-
guragdes que possa ser traduzida em um caminho no nosso espago fisico W, que
seja livre de colisao. Precisamos remover de C as configuragoes proibidas para ob-
termos o espago de configuracao livre C'r e, assim, um algoritmo de planejamento
que encontre um caminho continuo livre de colisao de uma configuragao inicial ¢;,;
a uma configuragao final gf;,. Todos esses ingredientes, aliados a um algoritmo
que resolva este problema de uma forma exata ¢ o objetivo deste capitulo, onde
construimos explicitamente o espaco de configuracao livre Cr para que o algoritmo
tenha todas as informagoes necessarias.

Uma duavida que podemos ter é como identificar as configuragoes proibidas para

que as removamos do espago de configuracao C"

Questionamento 1. Dados um rob6 R, um obstaculo P e um posicionamento p

qualquer, como podemos descobrir se R esta colidindo com P?

Para facilitar a notacao, apresentamos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2.1 (Robd R(t)). Um Robd R em um posicionamento t = (t1,ta,. .., )
¢ denotado por R(t). Note que um Robd R(0) nao sofreu nenhuma transformagao

e, por isso, denotaremos apenas por R.

Agora, precisamos saber como responder o Questionamento Suponha que R(t)

colide com P. Seja p € R(t) (N P um ponto da interse¢cdo. Como p—t € R(0) = R e

19



p € P, temos:

(tl,tg,...,tk) =t
= t+p—p
c {t+p—p}

C {p—(p—t):pe PreR}
—
Em contra-partida, seja (t1,ta,...,t) € {p —7 : p € P,r € R}. Logo, existe
P = (py,py,...,0) € Per = (r,rh,...,1r}) € R, tal que (t1,ta,...,tx) = (p} —
T, Py — Thy oo Pl — T3), Ou seja, py =1 +ty, ph =715 +to, ..., Pl =11 + tk, 0 que
implica p’ € R(t).
Note que {p —r : p € P,r € R} é a diferenga de Minkowski P © R, introduzida

na Definicao [1.17 Pagina Desta forma, concluimos que:
Teorema 2.1. R(t) intersecta P < (t1,ts,...,ty) € PO R

Podemos redefinir o espago de configuracdo proibida Cp, onde P = |J; P;, da

seguinte forma:

Cp = {a€C13i, AN R(g) # 0}
= {qeC|Ti,qe P,© R}

= {¢eC|3i,qe hd(-R)}

Na Figura temos um exemplo unidimensional do calculo de C'p usando dife-

renca de Minkowski.

Figura 2.1: Exemplo de computacao do espaco de configuracao proibida Cp
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Neste capitulo, precisamos de algumas terminologias que se farao necessarias
no decorrer do texto, principalmente quanto a forma dos objetos, ja que estamos
tratando aqui da construcao explicita do espaco de configuracao C'. Logo, se torna
importante a definicdo do que estad dentro ou que esta na fronteira de um objeto.
Todo elemento que nao estiver dentro ou na fronteira do objeto esta fora.

Precisamos saber quando considerar se um ponto esta dentro do objeto.

Defini¢ao 2.2 (Ponto interior). Sejam M um espaco métrico com métrica p, X um
subconjunto de M e z um ponto de X. Dizemos que x é um ponto interior de X se

Ir > 0,Vy com distancia p(z,y) < r, onde y € X.

Apos saber identificar quando um ponto pertence ao interior de um objeto, ao

reunir todos os pontos que atendem a essa propriedade, temos o interior deste objeto.

Defini¢ao 2.3 (Interior de S). O interior de um conjunto .S, denotado por int(.S),

¢ o conjunto de todos os pontos interiores de S.

O que nao faz parte do interior do objeto, mas continua fazendo parte do objeto,

chamaremos de fronteira.

Definigao 2.4 (Fronteira de S). A fronteira de um conjunto S, denotado por 05,

é o conjunto de todos os pontos de S que nao sejam pontos interiores, ou seja:
0S ={qlqe SAq¢int(S)}.

Agora, iniciaremos outra série de defini¢oes importantes que culmina em um
objeto de nosso interesse particular. Primeiro, precisamos definir um mapeamento
de um intervalo em um espaco, que denotamos por curva, formalmente definida

abaixo.

Defini¢ao 2.5 (Curva 7). Seja I = [a,b], onde a,b € R. Uma curva v é um

mapeamento continuo v : I — X, onde X é um espago métrico.

Em particular, temos interesse quando a curva é definida utilizando um dominio

em que as extremidades do intervalo sao iguais na imagem do mapeamento.

Definicao 2.6 (Curva fechada). Uma curva 7 em um dominio I = [a,b] é fechada
se 7(a) =~(b).
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O objeto de nosso particular interesse é o poligono, uma curva definida por linhas

fechadas em um plano.

Defini¢ao 2.7 (Poligono). Um poligono é uma figura geométrica plana limitado,

cuja fronteira é. uma linha poligonal fechada.

O restante do capitulo é organizado da seguinte forma. Na Secao [2.1] falaremos
sobre um algoritmo para resolver o problema de translacdo em um espaco fisico
bidimensional, cujo material é baseado em DE BERG et al. [10], Capitulo 13. Na
Secao [2.2] sera feita uma breve indicacao para o leitor mais interessado em resol-
ver o problema de dimensao arbitraria utilizando construgao explicita do espaco de
configuragao C. Sendo uma das partes mais importantes deste texto, a construcao
explicita do espaco de configuracao C' nao ¢é trivial. Se em dimensoes inferiores a
construcao ja é complicada, em dimensao arbitraria precisariamos de muitos ele-
mentos, o que fugiria um pouco do objetivo da dissertacao, pois daria uma énfase
muito maior a construgao explicita e nao ao movimento planejado de robds como

um todo e suas principais técnicas.

2.1 Movimento planejado 2D

Nesta se¢cao supomos que nosso Robo R apenas translada e os obstaculos sao dis-
juntos. Agora, com a soma de Minkowski, sabemos responder o Questionamento [I]
porém precisamos aprender a computar eficientemente a soma de Minkowski. Um

estudo sobre soma de Minkowski pode ser encontrado em JAVGAL [12].

2.1.1 Soma de Minkowski

Surge uma duvida interessante:

Questionamento 2. A soma de Minkowski é comutativa?

Lema 2.2. A soma de Minkowski é comutativa:
PeQQ=QaP

Prova. Trivial, pois a soma de vetores é comutativa (p + ¢ = g+ p). O
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Naturalmente, surgem outras duvidas, tal como calcular esta soma computacio-
nalmente, afinal estamos tratando de uma definicdo que envolve uma operacao da
soma de todos os pontos de um conjunto possivelmente infinito com todos os pontos
do outro conjunto também possivelmente infinito, ou seja, uma soma possivelmente
infinita de pontos. Por outro lado, estamos lidando com poligonos que podemos
definir a partir de um ntmero finito de vértices. Ea partir disto que podemos al-
cancar alguma forma finita de calcular a soma de Minkowski. Comecaremos pela

introdugao da seguinte notagao:

Definicdo 2.8 (Ponto extremo). Seja uma direcdo dada por um vetor e pi, ..., pn
os vértices do poligono P. Um vértice p;, 1 < i < n, é extremo na direcio de u se
para to vértice p;, 1 < j <n,

— —
u u

* Di,

“p; <

onde - ¢ o produto escalar.

Ps

A - p3
Wp

(a) Ponto extremo ps em uma dire¢do (b) Ponto extremo ps em outra diregao
Figura 2.2: Pontos extremos de um mesmo poligono
Para ilustrar bem a Definicao [2.8, veja a Figura O poligono esta sendo

projetado na direcao da reta. O que sera que podemos aproveitar desse conceito de

ponto extremo?

Lema 2.3. Sejam P e @ dois poligonos e PQ = P ® Q. Um ponto extremo na

— —
direcao d em PQ € a soma de pontos extremos na direcio d de P e ().
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Prova. Suponha, por absurdo, que o ponto extremo na direcao 7 em P( nao
necessariamente é a soma de pontos extremos na direcao E} em P e (). Seja o
ponto pq, soma de p € P e g € (), extremo na direcao 7 em P(@). Sem perda de
generalidade (pois a soma de Minkowski é comutativa, pelo Lema , suponha que
o ponto p nao ¢é extremo na direcao E), afinal pelo menos um dos dois pontos nao é
extremo na dire¢ao d. Seja ¢ um ponto de Q e p’ um ponto de P que seja extremo
na direcao d. Sabemos que p' 4+ g € PQ, pela Definigao (soma de Minkowski),
e que d - (P +q) > d - (p+ q), pois d - (') > d -p, o que contradiz o fato de que
p + g é ponto extremo de P() na direcao d. n

A soma de Minkowski de dois poligonos convexos resulta sempre em um poligono
convexo? Se for o caso, isto aliado a propriedade anterior, garantiria que precisamos
apenas computar os vértices que sao tnicos em relagdo a ser um ponto extremo
em uma dada direcao, pois qualquer outro ponto do conjunto é obtido através da
combinacao linear desses vértices. Em suma, bastaria passear pelo par de vértices
em que cada vértice do par é o ponto extremo de cada poligono em uma mesma
direcdo. Este passeio percorreria os poligonos no sentido anti-horario. Segue o

resultado que almejamos:

Teorema 2.4. Sejam P e Q) dois poligonos convexros com n e m arestas, respecti-
vamente, PQQ = P ® Q e k o numero de pares distintos de arestas paralelas de P e
@ na mesma direcao. Entdo a soma de Minkowski P() é um poligono convexo com

|E| =n+m—k, onde E € o conjunto de arestas de PQ).

Prova. Para provar que a soma de Minkowski de dois poligonos convexos P, () é um
poligono convexo, precisamos mostrar que um segmento de reta ligando dois pontos
de P() esta inteiramente contido em PQ. Sejam esses dois pontos pg = p+q e
¢ =p +q¢. A equacgdo paramétrica do segmento de reta com extremidades nos

pontos pq e p'q’ é dada por:
2(t) = pg+t(p'd — pg),
com 0 <t < 1. Reescrevendo, temos:
2(t) = prag+t +dt—tp—tq

= p+t —p)+q+tld —q

p(t) q(t)
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Note que p; é a equagao paramétrica ligando p e p’ e ¢(t) é a equacdo paramétrica
ligando ¢ e ¢’. Sabemos que P e () sdo convexos e, portanto, qualquer segmento de
reta definido por dois pontos de um mesmo conjunto estd inteiramente contido no
mesmo conjunto, logo p(t) € P e ¢q(t) € Q. Isso implica que 2(t) € P & Q, pela
Definicao (soma de Minkowski). Portanto, todo o segmento de reta que liga os
pontos pq e p'q’ também pertencem a PQ).

Considere uma aresta extrema na direcdo de uma normal externa em P(Q). Pelo
Lema sabemos que P e/ou @) tém uma aresta extrema nesta diregao. Se ambos
tém aresta extrema nesta diregao, elas gerardo uma aresta apenas (veja a Figura
em que a normal n; da aresta e; e a normal n; da aresta e4) coincidem em PQ).

Logo,

|E| =m+n— k.

Figura 2.3: Cada normal distinta das arestas de P e ) define uma aresta em P ® Q).

Corolario. Sejam P e @ dois poligonos convexos com n e m arestas, respec-
tivamente, PQQ = P & Q e E € o conjunto de arestas de PQ. PQ é um

poligono convero com os sequintes limites sobre a cardinalidade de suas arestas:

n< |E] <2n,cason=m

mazx(n,m)+ 1< |E| <n+m, caso contrdrio

Prova. Com n = m, podemos ter de 0 a todas as arestas paralelas. Caso contrario,

sem perda de generalidade suponha n < m. Desta forma, ndo podemos ter n arestas
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paralelas, pois a soma dos angulos internos daria 180°, mas podemos ter até n — 1

arestas paralelas. Basta aplicar o Teorema que o resultado segue. O]

Com o resultado em maos, delineamos o algoritmo:

Algoritmo 1: Soma de Minkowski de poligonos convexos

Entrada: P: Poligono convexo com vértices pq,...,p, ordenados em sentido
anti-horario

@: Poligono convexo com vértices qi, ..., ¢, ordenados em sentido

anti-horario

p1 e ¢ sdo vértices com menor ordenada (e menor abscissa em caso de

empate)

Saida: P & ): Soma de Minkowski de P e @)

1 inicio

2 1 — 1;

3 | Je— 1

4 Pnt1 < P13

5 Pry2 < DP2;

6 Om+1 < 415

7 Am+2 < q2;

8 repita

9 Adicionar p; + g; como vértice de P & Q);
10 se angulo(p;pi+1) < angulo(g;g;+1) entao
11 te—1+1;
12 senao
13 se angulo(p;pi+1) > angulo(g;qj+1) entao
14 je— i+
15 senao
16 1+— 14+ 1;
17 Je—J+1L
18 atéi=n+lej=m+1;
19 retorna P @ (),

20 fim
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Ja que calculamos a soma de Minkowski para poligonos convexos, agora genera-
lizaremos para qualquer tipo de poligono.

Seja apenas um dos poligonos nao convexo. Mais precisamente, seja R um
poligono convexo e P um poligono nao-convexo, com n e m vértices respecti-
vamente. Podemos construir um exemplo que sua complexidade é O(nm): R é um
poligono de n vértices, obtido pela metade de cima de um poligono (2n — 2)-regular

m

e P(@) é uma coroa de m vértices com {EJ pontas. A soma de Minkowski tem

(n+1) {%J + 1 = O(nm) vértices, como pode ser verificado na Figura H

R® PQ

Figura 2.4: Limite inferior da soma de Minkowski de um poligono convexo com um

poligono nao-convexo

A idéia seria quebrar o poligono nao-convexo em partes convexas, calcular a
soma de Minkowski para cada pedaco e, ao final, utilizarmos a unido dos resultados
colando-os. Exemplificando melhor o exemplo, veja a Figura [2.5| e observe que um
poligono nao-convexo, digamos P(), de quatro lados pode ser decomposto em dois
triangulos, digamos P e (), que sao obviamente convexos.

Agora, suponha que R @ PQ = (R® P) U (R ® Q). Dado isto, pode-se utilizar
o algoritmo de soma de Minkowski para poligonos convexos como procedimento do
algoritmo para calcular R& P e R& Q) e, com cada resultado, utilizar a unidao para
nos dar a solucao. Para mostrar que isso é possivel, provaremos que a suposicao é

verdadeira

Proposicao 2.5. Sejam R, P e QQ conjuntos.

R®e(PUQ)=(R®P)U(RDQ)
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Figura 2.5: Decomposicao de um poligono nao convexo em dois poligonos convexos

Demonstracao. (=) Sejax € RO (PUQ). Pela Definigao (soma de Minkowski),
Pagina temos: * = a+ b, onde a € Re b € PU(. Temos 2 casos nao-

necessariamente disjuntos:
1.be P. Logo,z€ (R®Q)C(R® P)U(R® Q).
2. b€ Q. Anélogo ao caso acima.
(<) Sejay € (R® P)U(R@ Q). Temos 2 casos nao-necessariamente disjuntos:

1. y € (R® P). Resultado segue da definicdo da soma de Minkowski que nos
garante, RO P C R® (PUQ).

2. y € (R® Q). Anélogo ao caso acima.

]

Agora, vamos generalizar esta idéia. Sabe-se que um poligono P nao-convexo
com n vértices pode ser triangulado em n — 2 triangulos: tq,...,t,_o. Tal resultado
pode ser visto em DE BERG et al. [10], Capitulo 3. Disto, pode-se utilizar a idéia
de calcular as n — 2 somas de Minkowski de poligonos convexos e, com o resultado
destas somas, computar a uniao entre eles. Resumindo, seja R o poligono convexo,

P o poligono nao convexo e ty, . ..,t, o os triangulos obtidos através da triangulacao

de P. Logo,
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ReP—Ro |t (2.1)
i=1

Com o exemplo da Figura [2.4] sabemos que o limite inferior da soma de Min-

kowski com apenas um poligono sendo nao-convexo tem complexidade igual a

O(nm). Se a unido tiver complexidade linear em relacdo ao tamanho da soma

de arestas dos poligonos a serem unidos, obteremos o limite superior com complexi-

dade a O(nm) e, portanto, a complexidade da soma de Minkowski em questao tem
O(nm).

Como computamos a soma de Minkowski n — 2 vezes e cada vez tem comple-

xidade limitado por 3 + _m_, entao a complexidade desta etapa é
~—~ —~—

lados do triangulo  lados de R
O(nm). Para que a complexidade da soma de Minkowski seja igual a O(nm) pre-

cisamos mostrar que a uniao de poligonos convexos com nm vértices ao total tem
complexidade igual a O(nm). Para tanto, necessita-se de mais resultados, logo a

seguir.

Pseudodiscos

Necessitamos de alguma notagao que nos auxiliara a apresentar a complexidade da
unidao de uma cole¢cdo de somas de Minkowski. Seguindo as defini¢oes do inicio do
capitulo, temos interesse em um caso de curvas, onde nao temos dois elementos di-
ferentes do dominio cujo mapeamento leve em um tnico elemento, ou seja, podemos
desenhar no espaco uma curva que nao cruza ela mesma em nenhum ponto, podendo

apenas terminar aonde comecou.

Defini¢ao 2.9 (Curva simples). Uma curva 7 em um dominio I = [a,b] é simples

se é injetiva, ou seja: y(x) = vy(y) — x = y,Vx,y € I.

Comegamos por definir o que sdo pseudodiscos, cole¢oes de pseudodiscos e avango

de fronteira entre pares de pseudodiscos.

Defini¢ao 2.10 (Pseudodiscos). Considere dois objetos planares p; e py, cada um
limitado por uma curva fechada simples. O par p;, ps € um par de pseudodiscos
se suas fronteiras (Jp; e Ops, respectivamente) se intersectam em, no maximo, dois

pontos.
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Quando temos uma colecao de n objetos, em que qualquer combinacao desses n
objetos, dois a dois, sempre produz um par de pseudodiscos, temos uma cole¢ao de

pseudodiscos.

Defini¢ao 2.11 (Colecao de pseudodiscos). Uma cole¢ao de pseudodiscos é uma
colecao de objetos, cada um limitado por uma curva fechada simples, se todo par

de objetos na cole¢ao é um par de pseudodiscos.

Uma terminologia que sera til quando estivermos trabalhando com pseudodiscos
é¢ o momento em que um par de pseudodiscos se interceptam em um ponto, chamado

de avanco de fronteira.

Defini¢ao 2.12 (Avancgo de fronteira). Sejam os poligonos P e ). Um ponto de
intersecao p € OPNOE é um avanco de fronteira se 9P avanca do interior de () para

o exterior de () em p.

Para as nossas necessidades, temos poligonos disjuntos. Esta informacao adicio-
nal sera muito importante mais a frente. Neste momento, precisamos de um pouco
mais de terminologia. Precisamos olhar para pontos extremos em varias diregoes.
Quando um ponto extremo em uma determinada dire¢ao pertence a um poligono

P, o poligono P ¢ extremo naquela direcao.

+ ~ ’ ’ 7 . . ~ —
Defini¢ao 2.13 (Poligono extremo). O poligono é mais extremo numa dire¢do 7
do que os demais poligonos, se seu ponto extremo é mais extremo naquela direcao

do que os outros pontos extremos dos demais poligonos.

Podemos reunir as informagoes de todos os pontos extremos em todas as direcoes,
modelando com um circulo unitario que possa ser divido em fatias, onde cada fatia
significa que todos os pontos extremos naquelas dire¢oes pertencem a um mesmo

poligono.

Definicao 2.14 (Diregdes extremas). Modelando o conjunto de todas as diregdes
pelo circulo unitario, centrado na origem, dizemos que as dire¢oes extremas de uma
. ~ e . ~ e . ~ . .
direcdo vy a uma direcao vy, correspondem a todas as direcoes em sentido anti-

horario cujos pontos extremos sao de um mesmo poligono.
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Figura 2.7: Poligonos e suas dire¢oes extremas

Pela Figura[2.6] temos uma idéia do que seria a modelagem de diregdes extremas

Ja pela Figura temos um exemplo pratico onde tracamos a modelagem de
dire¢bes extremas para poligonos disjuntos.

O resultado abaixo é a ligacao entre soma de Minkowski e a propriedade de

pseudodiscos, servindo para provar que a soma de Minkowski de dois poligonos

convexos disjuntos sao pseudodiscos.

Teorema 2.6. Sejam P e Q) poligonos converos com interiores disjuntos. Sejam

— — . ~ . ~ s .
ny e ny direcoes no qual P é mais extremo que Q. Entdo P € mais extremo do que

é

. ~ — — . . . ~ —
Q em todas as direcoes de ni a ny ou € mais extremo em todas as diregcoes de ny a
q

ny.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que P nao é mais extremo do que () em
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. ~ — — . ~
todas as direcoes de n; a ng, nem de ny a ny. Logo, temos pelo menos uma direcao,
igamos n3, de ny a ny em que o ponto mais extremo seja o de () e pelo menos
. ~ . — — — . .
uma dire¢ao, digamos nj, de ny a n; em que o ponto mais extremo seja o de Q.
Como P ¢é convexo, todo ponto obtido pela combinacao linear, digamos l;5, dos
. ~ — — 7
pontos extremos de P nas direcdes ni e ny também pertencem a P. Sem perda de
generalidade, suponha que a combinacao linear esteja totalmente contida no espaco
. . ~ — — , .
definido entre as direcdes de n; a ns. Por outro lado, hd um ponto de () mais
P = = ,
extremo que P, na direcdo ng4, entre as dire¢oes ny e ny. Como ) é convexo, a
. ~ . . . . ~ —
combinagao linear, digamos l34, do ponto mais extremo da dire¢ao ns, com o ponto
. . ~ — ’ . .
mais extremo na direcao nz, também pertence a ). Note que [34 intersecta lio, pois
. . . ~ —
um ponto extremo, digamos p, de l34 pertence ao espago definido entre as dire¢oes ns
— . . ~ —
e ny e o outro ponto extremo de l34 pertence ao espaco definido entre as diregoes ni e
— 7 . . ~ - .
ng, onde p é o ponto mais extremo na dire¢ao n3, sendo mais extremo que um ponto
de l12, 0 que implica que o ponto da intersec¢ao pertence a P e a () (absurdo, pois P

e @) sao disjuntos). Veja a Figura para visualizar os ingredientes da prova. [

el

Figura 2.8: Ingredientes da demonstracao do Teorema [2.6

Teorema 2.7. Sejam R um poligono convexo e o par P, Q) dois poligonos convexos
com interiores disjuntos. Entdo as duas somas de Minkowski R ® P e R® @ sdo

pseudodiscos.

Demonstracdo. Para provar que R® P e R® () sao pseudodiscos, temos dois casos:
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1. O(R® P)Nint(R & Q) é conexo: suponha, por absurdo, que nao é conexo.
Entao, percorrendo 0(R @ P) temos pelo menos 4 pontos, digamos a, b, c,
d, que alternam (em sentido anti-horario) entre pertencer e nao pertencer
a mt(R @ Q). Sem perda de generalidade, suponha a,c € int(R @ Q) e
b,d ¢ int(R & (). Sejam entao as normais para fora do poligono R & P,
digamos 1, 1y, e, g, Nos pontos a, b, ¢, d respectivamente. Tem-se entdo
que o ponto mais extremo de n,, n. pertence a R®Q e ny,, ng pertence a RO P.
Mas, pelo Lema temos que P é mais extremo que Q nas direcdes ny, ng €
() é mais extremo que P nas direcdes n,, n.. Mas isto contradiz o Teorema ,
que diz que P é mais extremo que () nas direcoes de n,, n, ou nas direces de

— —
n07 n(l‘
2. I(R® Q) Nint(R® P) é conexo: analogo ao item acima.

O

Agora, sabemos que a soma de Minkowski com poligonos convexos e disjuntos
entre si sao pseudodiscos. Logo, uma cole¢ao de somas de Minkowski é uma colecao
de pseudodiscos. Tudo que precisamos saber é se a uniao de pseudodiscos com n
arestas é linear em n. Assim, temos o que queriamos: para calcular a Equacao [2.1],
precisamos de uma complexidade linear na soma total de arestas para computar a
unido, provando nossa complexidade de O(nm) para resolver a soma de Minkowski
de um poligono convexo com um nao-convexo.

Uma propriedade importante sobre pseudodiscos e avango de fronteira, segue:

Lema 2.8. Um par de pseudodiscos poligonais P, () definem no mazximo 2 avangos

de fronteiras.

Demonstracdo. Suponha que existem mais de 2 avancos de fronteiras. Sejam 2
avancos de fronteira consecutivos, digamos p e p’, em que, sem perda de generalidade,
definem uma curva que pertence a int(P)N9oQ (int(p) é o interior do objeto P). O
terceiro avanco de fronteira, digamos p”, vai comecar a definir outra curva disjunta.
Absurdo, pois P e ) sdo um par de pseudodiscos e, por isso, int(P)NIQ é conexo.

O

Teorema 2.9. Seja S uma colecao de pseudodiscos poligonais com n arestas no

total. Entao a complezidade da uniao é O(n).
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Demonstracdo. Existem dois tipos de vértices na unidao das fronteiras:

e Vértices do pseudodisco: estes vértices sao simplesmente os mesmos vértices

que estardo presentes na fronteira da unido.

e Pontos de intersecao entre interiores de duas arestas de pseudodiscos: seja
um vértice imaginario, digamos v, que é a intersecdo de uma aresta e de um
pseudodisco P € S e uma aresta ¢ de um pseudodisco P’ € S. Entdao ene’ é
um avango de fronteira. Pelo Lema [2.8, temos no maximo mais um avango de
fronteira. Este avango de fronteira estd em e ou €’ ou em nenhum dos dois (é
importante notar que as mesmas arestas nao contém outro avanco de fronteira,
o que simplifica bastante, pois nossos pseudodiscos sao poligonais). Suponha,
sem perda de generalidade, que e ndo tem um avanco de fronteira com 9P’
Comegando em e, siga e em direcao ao interior de P’ e alcance a extremidade
de e, que certamente nao alcanga o exterior de P’ (pois supomos que e nao
possui outro avango de fronteira). Atribuimos o vértice v a esta extremidade

de e.

Precisamos provar que, desta forma em que atribuimos os vértices da unidao das
fronteiras, atribuimos, no maximo, cada vértice de qualquer pseudodisco duas vezes.
Obviamente, o primeiro tipo de vértice, em que estd presente apenas na fronteira
de um pseudodisco, é atribuido apenas uma vez, por ele mesmo, pois, obviamente,
faz parte da uniao das fronteiras. O segundo tipo de vértice, pode ser visto em dois

Casos:

e Vértice de um pseudodisco que esta no interior de outro pseudodisco: este
vértice v estard no interior da unido de pseudodiscos. Siga as arestas de P
incidentes a v até a que a fronteira da uniao seja alcancada em um avancgo de
alguma aresta. Estes avangos (possivelmente até 2) sdo os unicos atribuidos

a v.

e Vértice de um pseudodisco que esta na fronteira de outro pseudodisco: este
vértice v pode ser atribuido por ele mesmo, por achar que estd na uniao da
fronteira ou entdao pelos avancos (possivelmente até 2) ao longo de suas duas

arestas incidentes. Pode ser atribuido pelos avangos, apenas se as arestas
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H C
Figura 2.9: Limite inferior da soma de Minkowski de 2 poligonos nao-convexos

incidentes forem de v para dentro da unidao dos pseudodiscos. Neste caso, ele

nao ¢ atribuido por ele mesmo.
m

Para o leitor mais interessado, extensoes do resultado do Teorema podem ser
encontrados em PACH et al. [13].

Concluimos que a complexidade da soma de Minkowski de um poligono nao-
convexo com um poligono convexo é O(nm), onde n é a quantidade de vértices do
primeiro poligono e m a quantidade de vértices do segundo poligono. Para calcular
a complexidade da soma de Minkowski de um poligono nao-convexo com um nao-
convexo, a idéia é basicamente a mesma. Triangular ambos os poligonos e utilizar a
soma de minkowski em O(n?m?) pares de tridngulos. Assim temos o limite superior
da complexidade. Para obter o limite inferior da complexidade, basta construir
um exemplo com que a soma de Minkowski de dois poligonos nao-convexos seja
O(n*m?). Veja a Figura para um exemplo.

As complexidades da soma de Minkowski ja conhecidas podem ser visualizadas
na Tabela [2.1] retirada de JAVGAL [12].

Seja o conjunto dos obstaculos P;, 1 < ¢ < n, denotado por P. Para computar
cada obstaculo expandido P}, basta utilizarmos a soma de Minkowski do robd R
com o obstaculo P;. Triangular todos os obstaculos resulta em O(n) obstéaculos tri-
angulares com interiores disjuntos, onde n é o nimero de arestas. Note que 0s novos
obstaculos sdo convexos, pelo fato de serem triangulares. Como o robd R tem des-

cricao de complexidade constante, os obstaculos expandidos P, 1 < i < n, também

35



Tabela 2.1: Limites da complexidade da soma de Minkowski

A: Poligono/Poliedro de complexidade n

B: Poligono/Poliedro de complexidade m

2D || B A Complexidade Complexidade de tempo do
Combinatorial algoritmo
de A® B
Convexo Convexo O(m +n) O(m +n)
Convexo Monétono | O(mn) O(mn)
Convexo Simples O(mn) O(mnlog(mn))
Disco Simples O(n) O(n)
Formato Formato O(mnmin(m,n))| O(mnlog(mn))
de estrela | de estrela
Monétono | Simples O(mn?) O((mn + k)log(mn)), k =
O(mn?)
Simples Simples O(m*n?) O(mlog m+nlogn+s+(s+
k)log s + k(m + n)log(m +
n)),k = O(m™?),s =
O(mn)O(m?*n?)

tém complexidade constante e, pelo Teorema [2.7] formam um conjunto de pseudo-

discos. Finalmente, a unido desse conjunto, pelo Teorema [2.9] tem complexidade

linear, provando o Teorema [2.10}

Teorema 2.10. Seja um robé R convexo de descri¢do de complexidade constante que

translada entre um conjunto S de obstdculos poligonais com um total de n arestas.

A complezidade do espaco de configuracao livre Cp € O(n).

Sejam os triangulos ty, 1%, ...

,t, resultantes da triangulacao do conjunto de

obstaculos P. O espago de configuragao proibida C'p é:

Cp = O t; ® (—R).

=1
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Note que precisamos fazer a unido de regioes planares. Utilizando a estrutura
de dados DCEFEL, introduzida na Pagina |8 podemos fazer essa uniao utilizando um
algoritmo presente em DE BERG et al. [10], Capitulo 2.

Com uma abordagem de divisao-e-conquista, delineamos o algoritmo para reali-

zar o processamento do espaco de configuracao proibida Cp.

Algoritmo 2: Computacao do espaco de configuracao proibida Cp

Entrada: P;,, 1 <7 <n: Uma colecao de obstaculos
R: Robo
Saida: Cp: Espaco de configuracao proibida

1 inicio

2 se n = 1 entao

3 retorna R® Py,
4 senao

Cp «+— Algoritmo (Ph T PM) ;
2

. C% «— Algoritmo (P[ﬂ +1,..., ) ;
bl

7 retorna C}LJC%;

8 fim

Para analisarmos a complexidade do Algoritmo [2 seja |P;| a complexidade do
obstédculo P;, 1 < i < n. Sabemos que a triangulagao ¢ linear [14], portanto trian-
gular todos os obstaculos utiliza tempo linear.

Pela Linha 3 do Algoritmo 2 temos que a soma de Minkowski é linear em cada

triangulo. Pela Linha 7 do Algoritmo [2| temos uma complexidade de
O((ICp| + |CE + |Cp J CED 10g(ICp| + |CR])),

onde |C}|, |C%] e |ChUC3| denotam a complexidade de C}, C3 e CL U C%, respec-
tivamente. Sabemos que o espago livre ¢ linear, pelo Teorema [2.10, logo |Ch|, |C%|

e |CLUC3%| sao O(n). Como resultado, para cada nivel de recursio temos
O((ICp| + |C3| + |Cp U C3[) Log(ICp| + ICE])) = O(nlogn),
obtendo a seguinte relagao de recorréncia sobre o tempo de execugao do Algoritmo [2}
n
T(n) = 2xT( H) + O(nlogn)

= O(nlog®n).
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Com todo o espago de configuracao livre C'r construido explicitamente, preci-
samos percorré-lo. Para esse fim, utilizaremos o mapa trapezoidal, introduzido na
Pagina [7. O mapa trapezoidal é construido em tempo esperado de O(nlogn) utili-
zando um algoritmo randomizado presente em DE BERG et al. [10], Capitulo 6.

Apo6s a construgao do mapa trapezoidal, criaremos um guia em que cada trapézio
e cada prolongamento tera um vértice em seus centros. Ligaremos com arestas os
pares de vértices em que um esta no centro de um trapézio, digamos trap, e o outro
estd em um prolongamento pertencente a fronteira de trap. Utilizando a estrutura
de dados DCEL, introduzida na Pédgina [ o custo da constru¢ao do guia é linear,
pois precisamos apenas percorrer as listas de arestas.

Dadas a configuracao inicial g;,; e a configuracao final ¢y;,,, do robd R, encontrare-
mos um caminho da seguinte forma: escolhemos os trapézios em que as configuragoes
pertencem, sendo cada busca por localizacao de ponto no trapézio executada em
O(logn). Se ambas as configuragoes estiverem no mesmo trapézio, basta tracar ape-
nas uma reta entre as configuragoes. Caso contrario, a configuracao inicial g;,; vai
ter um linha reta para o vértice do trapézio que ¢;,; representa e um algoritmo de
busca em grafo sera efetuado - busca em profundidade, por exemplo, cujo tempo é
linear - para descobrir o caminho para o trapézio, digamos trap’, que a configuragao
final gy, pertence. Depois, serd tracado uma linha reta do vértice que representa o
trapézio trap’ para a configuracao final ¢y;,. Caso o algoritmo de busca no grafo nao
ache um resultado, isto significa que ndo ha um caminho continuo livre de colisdo
entre a configuragao inicial ¢;,; e a configuracao final g, do rob6 R. Com isto,

concluimos:

Teorema 2.11. Seja um robo R convexo de descricao de complexidade constante que
translada entre um conjunto P de obstaculos poligonais com um total de n arestas.
Preprocessamos o conjunto de obstdculos P em tempo esperado de O(n log? n), tal
que para qualquer par de configura¢oes (Gini, ¢fim) respondemos, em tempo linear, se
hd um caminho continuo livre de colisao para R ligando essas duas configuracoes.

Caso haja, esse caminho serd retornado.

Um exemplo sobre toda essa estrutura montada, da construcao do espaco de

configuragao livre C'r ao guia, pode ser encontrado na Figura [2.10]
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Figura 2.10: Guia em espaco de configuracao livre C'p

2.2 Movimento planejado em dimensao arbitraria

Existem algoritmos de construcao explicita que resolvem o problema de planeja-
mento de movimento de robos em dimensao arbitraria. As solugdes que mostramos
ja foram produtos de décadas de pesquisa para a obtencao de algoritmos eficientes
e praticos, mas que nao sao tao simples. Os algoritmos que resolvem em dimensao
arbitraria infelizmente sao extremamente desafiadores para entender e implemen-
tar, fora a complexidade, que deixa a desejar. A solucao que utiliza decomposi¢ao
algébrica cilindrica - uma variagdo do mapa trapezoidal, onde os prolongamentos nao
param quando interceptam os outros obstaculos, podendo ser visualizado um exem-
plo na Figura - tem tempo de execug¢ao duplamente exponencial na dimensao
e depende de outros fatores [15].

Outro algoritmo que nao depende da decomposicao cilindrica e que tem uma
complexidade melhor (somente exponencial, com um expoente igual ao nimero de
graus de liberdade do robd) é chamado de guia de Canny [16]. Sendo mais preciso
sobre sua complexidade, o algoritmo executa em tempo de O(n*logn). Variagoes e

melhorias desse algoritmo podem ser encontradas em BAUSU et al. [15].
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Figura 2.11: Decomposicao cilindrica de um espago de configuracao C
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Capitulo 3

Amostragem

Imagine uma cena com centenas de milhares de primitivas geométricas. Computar
a representacao exata do espaco de configuracao livre Cr levaria um tempo que
tornaria essa abordagem proibitiva em termos de aplicagdo pratica do movimento
planejado de robds. Evitando a construcao explicita do espago e utilizando um
esquema baseado em amostragem, algoritmos para testar se existe um determinado
caminho que seja livre de colisao podem ser mais eficientes, mesmo manuseando
modelos geométricos complexos [L1].

Com a amostragem, utiliza-se algoritmos de deteccao de colisao, permitindo que
os algoritmos de planejamento possam ser independentes de modelos geométricos
particulares, nao importando se sao politopos, poliedros nao convexos, conjuntos
semi-algébricos ou primitivas geométricas, além de outras estruturas geométricas.

Uma vez que as amostras foram coletadas, o préximo passo é verificar se ha
colis@o dessas amostras com o espaco de configuracao C. Entretanto, a detecgao
de colisao foge do escopo deste capitulo, apesar de ser uma componente critica do
planejamento baseado em amostragem, pois geralmente o maior tempo gasto em
aplicacoes de planejamento ¢ na detecgdo de colisdo. O leitor mais interessado deve
consultar GOODMAN e O’'ROURKE [17], Capitulo 35.

Mesmo que a deteccao de colisao verifique que amostras pertencem ao espaco de
configuragao livre Cp, algoritmos de planejamento requerem que todo o caminho seja
mapeado no espaco de configuracao livre Cr. Logo, no problema de planejamento
de robds utilizando amostragem, identificamos um subproblema que é o problema

do planejamento de caminho:
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Definigao 3.1 (Planejamento de caminho). Temos como hipdtese que a construgao
explicita do espaco de configuracao C' é proibitiva e um algoritmo de colisao estéa dis-
ponivel como uma caixa preta, que responde de forma eficiente se uma determinada
configuragao pertence ou nao ao espago de configuragao livre Cr. Sejam o espaco
de configuragao C' C R? e o par de configuragoes (qini, ¢sim) sendo uma consulta de
planejamento de caminho. O problema de planejamento de caminho consiste em

encontrar um caminho continuo livre de colisdo 7 : [0,1] — Cp, tal que 7(0) = g

e 7(1) = qfim.

Ha de se notar que a amostragem de todo o espago de configuracao C' ¢ infinita,
mesmo que seja apenas verificar se um caminho pertence ao espaco de configuragao
livte C'r, pois um caminho tem uma quantidade infinita de pontos. Em termos
praticos, isto é impossivel de ser tratado por um computador. Entretanto, sera que
poderiamos ter amostras finitas que podem resolver nosso problema?

Com um pouco de terminologia apresentada abaixo, matematicamente podemos
aproximar um conjunto por um subconjunto seu, o que torna possivel aproximar
um conjunto infinito de pontos por um conjunto finito de pontos, que seria o nosso
espaco de configuracao C'. Comecamos pela definicdo de aderéncia, que permite

aproximar um ponto a um subconjunto:

Definic¢ao 3.2 (Aderente). Um ponto p é dito aderente a um subconjunto X de um
espaco métrico M quando, para cada € > 0, p(p, X) < €, onde p denota a métrica

de M.

Intuitivamente, um ponto p é aderente a um subconjunto X, que existem pontos
de X arbitrariamente proximos de p, ou seja, para cada € > 0, podemos encontrar
um z € X, tal que p(a,z) < e. Com isso, podemos unir todos os pontos que sao

aderentes a X e teremos o que denotamos por fecho:

Definigao 3.3 (Fecho). O fecho de um conjunto X num espago métrico M, denotado

por fecho(X) é o conjunto dos pontos de M que sdo aderentes a X.

Para entender o proximo passo, precisamos definir um termo bem usual em
topologia: a bola aberta de um certo elemento, que corresponde a um conjunto de

pontos que estao a uma distancia menor que um certo valor.
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Defini¢ao 3.4 (Bola aberta). Sejam M um espago métrico com métrica p, X um
subconjunto de M e z um ponto de X. O conjunto de pontos de X que estao a uma
distancia de x estritamente inferior a 6 é chamado de bola aberta centrada em x de
raio 9, ou seja:

B(x,9) ={y € X : p(x,y) < d},

onde p denota a métrica de M.

Quando toda bola aberta em M contém algum ponto de X, podemos aproximar

M utilizando os pontos de X. Isso é possivel quando o conjunto é denso:

Defini¢ao 3.5 (Denso). Um subconjunto X C M ¢é dito denso em M quando
fecho(X)= M.

Observe que as defini¢oes sao bem gerais, mas no nosso contexto, o espago métrico
M que utilizamos é o espaco Euclidiano. A definicdo de denso também é uma
defini¢do bem geral. Por exemplo, o conjunto dos nimeros racionais (Q) é denso no
conjunto dos ntimeros reais (R).

A notagao de denso foi introduzida porque qualquer espago de configuragao C
pode ser bem aproximado por uma amostragem em que o numero de iteragoes tende
para o infinito [I8]. Isto é um problema, pois o interessante é ter a garantia de que
o problema vai ser resolvido em tempo finito. Por isto, estamos interessados nos

algoritmos ditos completos:

Definicao 3.6 (Algoritmo completo). Um algoritmo é dito completo se, para qual-
quer entrada, o algoritmo reporta em tempo finito se ha uma solugao. Além disso,

se essa solucao existe, também sera reportada em tempo finito.

Observe que no caso de nao haver solugdo, o algoritmo pode executar indefini-
damente.

A amostragem pode ser feita usando as abordagens deterministica e proba-
bilistica. Utilizando uma abordagem deterministica, as amostras podem ser dis-
postas em formato de grade, onde sdo fixados k&’ pontos por eixo, sendo necesséarios
k" pontos para formar a grade. Outra forma de construir a grade é definir o ta-
manho do intervalo entre os pontos do mesmo eixo, ou seja, a resolu¢ao, como esta

sendo definido abaixo.
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Defini¢ao 3.7 (Grade ortogonal regular G(r)). Uma grade ortogonal regular G(r)

com resolucao r é definida por:
G(r)=A{(z1r,...,zar) | 215 .., 24 € L}.

Iustramos um exemplo de grade ortogonal regular G(r) na Figura 3.1}

r

ik

Figura 3.1: Exemplo bidimensional de G(r)

Uma generalizagao da idéia de resoluc¢ao é um critério chamado de dispersao [19].
A medida que a resolucao é aumentada a dispers ao diminui, por isso temos uma

generalizacao.

Defini¢ao 3.8 (Dispersao). Sejam a,b € R, X = [a, b]d C R? 0 espaco em que 0s
pontos serao amostrados e P = {py,pa,...,p,} um conjunto finito de n pontos em
X. A dispersao dessa amostragem é:

d(P, p) =sup p(x, P),
rzeX

onde p denota qualquer métrica e sup denota o menor limite superior.

Intuitivamente, a dispersao sobre R", utilizando como métrica de distancia a
n

métrica Euclidiana, ou seja, p(z,p) = | > |z; — pi|?, pode ser interpretada como
i=1
o raio da maior bola vazia que pode ser colocada no espaco depois que os pontos
sao amostrados. Podemos visualizar um exemplo na Figura onde algumas bolas
vazias foram colocadas, para entender melhor o conceito.
A definicao de dispersao foi desenvolvida para limitar o erro de problemas de

otimizagao [20]. O uso de dispersao no problema de movimento planejado de robos

¢ importante para evitar que ocorram espacos grandes em que nao existam pontos
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Figura 3.2: Exemplo bidimensional de dispersao utilizando métrica Euclidiana.

amostrados, de forma que ao melhorar a dispersao, os pontos se distribuem mais
uniformemente no espaco de configuracao.
A respeito da definicao de algoritmos completos, densidade e segundo as abor-

dagens deterministica e probabilistica, introduzimos as notacgoes a seguir.

Definigao 3.9 (Resolugao completa). Um algoritmo utilizando a abordagem deter-

ministica de amostragem densa é dito de resolugao completa.

Em outras palavras, um algoritmo de resolucdo completa achard a solugdo em
tempo finito se ela existir. Porém, podera executar infinitamente caso a solugao nao
exista. Ja utilizando a abordagem probabilistica basta que, com uma quantidade de

pontos suficiente, a probabilidade que encontre uma solucao convirja para 1.

Definicao 3.10 (Probabilisticamente completo). Um algoritmo utilizando a abor-
dagem probabilistica de amostragem em que, com uma quantidade de pontos su-
ficiente, a probabilidade que seja denso convirja para 1 é dito probabilisticamente

completo.

Observe que nem todo algoritmo de resolucdo completa é algoritmo completo e
que nem todo algoritmo probabilisticamente completo é algoritmo completo.

A amostragem, como foi dito anteriormente, pode ser feita utilizando as abor-
dagens deterministica e probabilistica. Uma abordagem deterministica bastante co-
mum é a amostragem baseada em grade. Na Sec¢ao(3.1], apresentaremos um algoritmo

que, a priori, nao é resolugao completa, nem mesmo um algoritmo completo, porém
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probabilisticamente completo. Entretanto, na Secao discutimos brevemente
formas de resolver o problema de resolucao completa do algoritmo apresentado na
Segdo [3.1] Uma abordagem probabilistica bastante comum é o guia probabilistico,
discutido na Secao Na Secao tracaremos uma analise do porqué do guia

probabilistico funcionar tao bem.

3.1 Amostragem baseada em grade

Definir uma grade sobre o espago de configuracao e utilizar algoritmos de buscas é
considerado por muitos como a forma mais simples de planejamento de caminho [20].
Podemos generalizar ainda mais a defini¢ao de grade apresentada na Defini¢cao(3.7

para o caso em que cada dimensao tem uma resolucao possivelmente diferente.

Definicao 3.11 (Grade ortogonal G(ry,...,74)). Uma grade ortogonal G(ry,...,74)

com resolugoes 71, ...,rq é definida por:
G(rir. . 1a) = {(aarns- . 2ara) | 220 € T,

Ilustramos um exemplo de grade ortogonal G(ry,72) na Figura [3.3]

T

Figura 3.3: Exemplo bidimensional de G(ry,13)

Depois de definida a grade, precisamos explicitar a representacao de um ponto

da grade.

Definicio 3.12 (Ponto da grade). Sejam a,b € R, X = [a,b]? € R? em que a grade
G(ry,...,rq) serd amostrada. Um ponto ¢ = (2171, ...,2474) ¢ dito um ponto da

d
grade, onde z1,...,2g € Z e z111, ..., zqrq € |a,b]".
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A partir de um ponto da grade, seria interessante buscar os vizinhos que estejam
distantes até k passos dados em dimensoes diferentes, onde cada dimensao fornece
apenas dois passos a serem dados, do tamanho da distancia entre pontos adjacentes
da grade na mesma dire¢cao, mas em ambos sentidos. O conjunto obtido com esta

defini¢ao é formalmente apresentado abaixo.

Definigao 3.13 (k-vizinhanga). Uma k vizinhanga de um ponto ¢ da grade d-
dimensional, que nao seja um ponto de fronteira da grade, é definida recursivamente

CO1mMo.:

Ni(q) = {gE£Ary £Arg, £ £ Ar,, |
1Saha?""aakdeai%a’j7i¢j71Singk}

UNeai(@U---UM(a),

onde Ar; é o ponto d-dimensional em que a i-ésima componente é a i-ésima resolucao

e o resto das componentes sao nulas.

Tendo em maos a defini¢do de grade, ponto da grade e vizinhanga, um algoritmo
de planejamento de caminho ¢é facilmente obtido. Primeiro, se os pontos gin; € qfim
nao tém seus equivalentes em pontos da grade, eles devem ser ligados a pontos da
grade mais pertos, conectando gn; € qgim & grade.

Note que se todos os pontos da grade e as arestas forem verificados por co-
lisdes, ao removermos os que colidem, nés obteremos um guia que podera servir
para multiplas consultas, pois contera, a priori, a informacao de arestas livres de
colisao para responder a qualquer par de configuracao inicial e final do problema
de planejamento de caminho. Entretanto, nao se fazem necessarias todas as veri-
ficagoes a priori, podendo ser feitas a medida que as consultas sdo realizadas. Os
vértices e arestas, a medida que o algoritmo esta sendo executado, que se tornam
candidatos a verificagdo por colisao ao utilizarmos algoritmos de buscas para resol-
ver o problema de planejamento de caminho, sao verificados se colidem com algum
obstaculo e sao guardados em alguma estrutura de dados eficiente para que nao seja

necessario realizar esta computagao novamente.

47



3.1.1 Problemas em grades

Se as resolucoes da grade forem Otimas para o problema a ser considerado, ou seja,
a resolucao é a menor possivel de forma a garantir que o algoritmo seja resolucao
completa, o algoritmo terd um bom desempenho. Porém, se a resolucao for alta
demais o algoritmo pode nao ser resolucao completa e se a resolugao for baixa
demais tera um péssimo desempenho.

Existem diversas formas para corrigir o problema da resolugdo incompleta, se-
guindo o paradigma de iterativamente refinar a resolucao até que uma solugao seja
encontrada. Uma solucao bem ingénua seria a de, a cada iteracao, caso nao houvesse
um retorno positivo de que o caminho exista, diminuir pela metade a resolucao da
grade, dobrando a quantidade de pontos por eixo. Se na primeira iteracao, a grade
tem 27 pontos, na i-ésima iteracdo, a grade terd 2¢ pontos. Mesmo que arestas e
vértices possam ser reutilizados em um passo do refinamento da grade, a taxa de
crescimento do tempo de busca cresceria muito rapidamente. Imagine que sejam
d = 10 dimensdes. A primeira grade terd 2'* = 1024 pontos a serem buscados. Na
segunda iteracao, a quantidade de pontos aumentara para 1048576. O que mostra
que a grade em dimensoes elevadas nao é uma boa estratégia a ser escolhida.

H& formas para que esse niimero de pontos nao cresca tao rapidamente. Uma
forma seria calcular a quantidade de pontos em cada eixo em funcao da iteracao i do
algoritmo, usando a férmula ¢, em vez de diminuirmos pela metade a resolucao da
grade. Outra forma seria diminuir uma resolug¢ao por eixo a cada iteragdo. Enfim,
varias estratégias podem ser criadas e até combinadas para evitar esse crescimento

tao rapido no tempo de busca.

3.2 Guia probabilistico

Introduzido em KAVRAKI et al. [21], o guia probabilistico foi desenvolvido para re-
solver o problema da amostragem baseada em grade, devido ao nimero exponencial

de pontos em fung¢ao da dimensao. O método é executado em duas fases:

1. Fase de aprendizado: um guia, cuja representacao é um grafo nao-direcionado
G topoldgico, é construido ao gerar repetidamente configuracoes livres do rob6

e conectando essas configuragoes usando um planejador de caminho simples,
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mas eficiente, responsavel por verificar se existe um caminho livre de colisao
definido por um segmento de reta entre dois vértices. Desta forma, os espacos

livres sao os vértices de G e as conexoes entre as configuragoes sao as arestas.

2. Fase de consulta: uma consulta requer um caminho entre duas configuragoes
livres do rob6. Primeiro, o método faz um casamento entre um par de confi-
guragoes livres e um par de vértices do guia. Segundo, o método faz uma busca
no grafo e fornece as informagdes necessarias para descobrir uma sequéncia de
vértices que conectem a dupla de vértices que representam a dupla de confi-

guragoes livres. Essa sequéncia de vértices é um caminho viavel para o robd.

3.2.1 Fase de aprendizado

A fase de aprendizado necessita construir uma estrutura que permita que multiplas
consultas sejam realizadas no mesmo espago e tratadas eficientemente. Esta es-
trutura é o grafo retornado pelo Algoritmo [3| que ilustra o processo da fase de
aprendizado.

O algoritmo executara até que sejam escolhidos k& amostras que pertencam ao
espago de configuragao livre Cp.

Em cada iteracdo do lago externo, a amostra se torna um vértice v do grafo
G e, depois, tenta conectar esse vértice a cada vértice, digamos v', que esteja
proximo de v e que ja nao se encontra na mesma componente conexa, verificado
pela operagdo —~mesmaComponenteConexa(v,v'), para evitar processamento extra
com a operagao planejador PodeComputarCaminho(v,v’). Vale lembrar que esta
ultima operacdo usa um método de planejamento local que verifica se existe um
caminho sem colisoes entre v e v'.

Além disso, podemos utilizar varios critérios para escolher N,. Originalmente, os
vértices que eram considerados como vizinhos eram ordenados por ordem crescente
de distancia de v. Isto faz sentido, pois é intuitivamente menos custoso, em relacao
aos demais, verificar se o caminho entre v e seu vizinho, se ele estiver bem préximo,

é livre de colisao.
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Algoritmo 3: Algoritmo da fase de aprendizado

10

11

12

13

14

Entrada: k: quantidade de amostras no espaco de configuracoes livres
Saida: G(N, E): grafo nao-direcionado
inicio
N — 0;
E «— 0;
1 +— 0
enquanto i < k faca
v «+— uma configuracao livre escolhida aleatoriamente;
1 — 1+ 1;
N, «— um conjunto de vizinhos candidatos de v escolhidos de N;
N e NU{v};
para cada v’ € N, faca
se =mesmaComponenteConexa(v,v') A

planejador PodeComputarCaminho(v,v’) entao

| B BU{(v,));

retorna G(N, E);
fim

Alguns outros critérios para escolher N, sao [22]:

e Os k vértices mais proximos: tentar conectar cada configuracao v
com os k vértices mais proximos do grafo G. Desta forma a com-
paragao —mesmaComponenteConezxa(v,v') se transformaria na comparagao

grau(v) < k.

e [k vértices de cada componente conexa: tentar obter até k elementos de cada

componente conexa de G que estejam perto da nova configuracao.

e Os vértices mais préximos em um raio r: tentar obter os vértices que estejam
até uma distancia r do vértice v. Se o parametro nao for especificado, tentar
usar um limite superior para nao tentar fazer muitas conexoes e diminuir o raio
da bola caso o niimero de pontos seja alto, que pode ser baseado na dispersao,

se esta informacao estiver disponivel para v.
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e Visibilidade: um vértice é inttil quando pode ser conectado a apenas uma

componente e é descartado. Apenas os vértices tteis sdo considerados [23].

Na Figura [3.4] podemos entender o passo-a-passo da fase de aprendizado do

algoritmo de guia probabilistico.

3.2.2 Fase de consulta

Quando a consulta é realizada, os dois pontos gin; € qfim que definem as configuragoes
inicial e final, respectivamente, sdo tratados como dois novos nés no grafo G. Por-
tanto, utilizamos o Algoritmo [3| para adiciona-los a G e tentarmos conecta-los ao
restante do grafo. Apo0s isto, realizamos uma busca no grafo para descobrir se ha
um caminho livre de colisao que liga gin; a ¢fim. Se houver uma resposta afirmativa,
o caminho tracado no grafo G' tem um caminho equivalente no espaco de confi-
guracao livre C'r. Porém, a resposta negativa pode ter duas interpretagoes: uma
interpretacao é que o caminho realmente nao existe, enquanto a outra interpretacao
é que o caminho pode existir, mas o espag¢o nao foi amostrado de modo a verificar
que o caminho existe. Este problema é semelhante no caso em que as grades nao
tém uma resolugao apropriada.

Note que a amostragem é baseada em grafos e em ambas as fases do guia proba-
bilistico envolve-se busca em grafo. Algumas das buscas que podem ser utilizadas sao
as buscas em largura e profundidade [24, Capitulo 22], algoritmo de Dijkstra [24,
Capitulo 24|, A*, “best-first”, busca em profundidade iterativa e busca bidirecio-
nal |25, Capitulo 3].

Podemos entender o passo-a-passo da fase de consulta do algoritmo de guia
probabilistico na Figura (3.5|.

Na pratica, o guia probabilistico é amplamente utilizado e foram propostas
inimeras variagoes ao longo de alguns anos, cuja comparagoes entre si se tornavam
complicadas, por utilizarem implementacoes, bibliotecas e cenas diferentes para tes-
tes, além de terem sido executadas em maquinas de configuragoes diferentes. Um
estudo comparativo de véarias técnicas que foram testadas no mesmo ambiente de
configuragao, com as mesmas bibliotecas em comum e na mesma cena estao presentes

em GERAERTS e OVERMARS [22].
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4
y

(a) Espago de configuracéo (b) k amostragens sdo realizadas

(c¢) Apenas configuragdes que ndo colidem sdo (d) Cada configuracao é ligada diretamente aos

consideradas vizinhos mais préximos

’4 \ 2l
=
-7

(e) Serdo consideradas apenas as ligagdes sem (f) As ligacdes livres de colisdo sdo os caminhos

colisdo do guia probabilistico

Figura 3.4: Fase de aprendizado do guia probabilistico
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qfim
[ ]

(a) As configuragdes gin; € qfim sdo incluidas (b) O Guia probabilistico busca um caminho

entre Gin; € qfim

Figura 3.5: Fase de consulta do guia probabilistico

3.2.3 Guia probabilistico preguicoso

O guia probabilistico monta um plano de consulta que responde de forma eficiente o
problema de planejamento de caminho. Porém, o fato de construir um guia extenso
tem um certo custo, o que para a realizacdo de até uma quantidade de consultas
pode nao ser vantajoso, o que levou a uma variacao em que a fase de aprendizado é
mais rapida em responder uma tnica consulta. Além disso, o plano de consulta pode
ser reusado para replanejar caminhos onde a configuracao do espacgo é dinamica, ou
seja, pode mudar.

No algoritmo de guia probabilistico, na fase de planejamento, ao tentar ligar,
através de uma aresta, todo vértice v a um vizinho v, a aresta é verificada se esta
em colisdo com os obstaculos. No algoritmo de guia probabilistico preguicoso, essa
verificag@o nao é realizada. Apenas na fase de consulta, quando a busca esta sendo
realizada com o algoritmo de busca A*, é que as arestas sdo verificadas se estao
em colisdao. As arestas que estiverem em colisdo sao retiradas do grafo G e a busca
é refeita até que um caminho vidvel seja encontrado [26]. Uma variagdo do guia
probabilistico preguicoso seria, na fase de consulta, verificar se as arestas durante a
busca estao em colisdo e nao apenas quando a solugdo é encontrada [27]. Observe
que, se a soluc¢ao nao for encontrada, carece inserir novos nos ao guia e os algoritmos
sao executados novamente. A vantagem do guia probabilistico preguicoso sobre o

guia probabilistico é que a solugao pode ser encontrada sem que todas as arestas
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sejam verificadas quanto a colisdo, mesmo que nao seja improvavel disto acontecer.

3.3 Desempenho do guia probabilistico

O guia probabilistico é um método largamente utilizado, pois funciona muito bem
na pratica, mostrando bom desempenho empiricamente e geralmente sao probabi-
listicamente completos [28].

Note que na funcao planejador PodeComputarCaminho(v,v") do Algoritmo ,
Pagina podemos dizer que v enxerga v’ caso o retorno desta funcao seja verda-

deiro. Logo, introduzimos o conceito de conjunto visibilidade:

Defini¢ao 3.14 (Conjunto visibilidade V(M)). O conjunto visibilidade de um con-
junto M de configuragdes em um espaco de configuragao livre Cr é
V(M) = V(v),
veM
onde V(v) = {v' | v' € CF A planejador PodeComputarCaminho(v,v") = verdadeiro}

é o conjunto de vértices v’ que v enxerga.

Se alguns pontos tém um conjunto visibilidade relativamente grande, sera facil
amostrar um conjunto de configuracdes que enxerguem, juntas, a maior parte do
espaco de configuracao livre Cr. Se todo ponto tem um conjunto de visibilidade
de proporc¢ao € do volume do espaco de configuracao livre C'r, temos um espago de

configuragao livre e-bom [29]:

Defini¢ao 3.15 (Espaco de configuracao e-bom). Seja € € (0,1] uma constante e
um espaco de configuragao livre Cr. Um ponto v € Cp é e-bom se enxerga pelo

menos uma fragao € de Cp:
u(V(v)) = en(Cr),

onde p(S) denota o volume de um subconjunto S C Cr. Se todo ponto v € Cp é

e-bom, entdao Cr é e-bom.

Temos um exemplo de um vértice 0,35-bom, na Figura [3.6]
Hé de se ressaltar que o estudo realizado em KAVRAKI et al. [29] estima a taxa

de convergéncia probabilistica de uma variante do guia probabilistico, que admite
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Figura 3.6: Exemplo de e-bom: vértice v é 0,35-bom

que um planejador completo esteja disponivel para melhorar a conectividade do
guia. Entretanto, a hipdtese que este planejador completo exista nao é realista.

A definicao de e-bom ¢é fraca para qualquer conclusao em relacao a conectividade
do guia construido, apenas nos diz que ¢é facil amostrar um conjunto de configuragoes
que, juntas, conseguem ver muito do espaco de configuracdo C'r. Uma propriedade
mais forte, chamada (a, 3, €)-expansivo [28], é necessaria para obtermos maiores

conclusoes quanto a conectividade.

Definicao 3.16 (Espaco de configuragao (a, (3, €)-expansivo). Sejam «, 3, € € (0, 1]
constantes. O espago de configuracao livre Cr é dito («, 3, €)-expansivo se cada uma

de suas componentes conexas C'r, C Cf satisfaz as seguintes condigoes:

e Todo ponto v € Cp é ebom, ou seja, para todos os pontos v € Cp,
p(V(v) = epn(Cr).
e Para qualquer subconjunto de pontos S C Cg, o conjunto [-espia(S) =

{ve S| uV@\S)>p-uCr\S)} tem volume u(f-espia(S)) > a - u(S).

Para deixar bem claro a notacao de [(-espia(5), veja a Figura onde S ¢é
o espago de configuracao abaixo da linha tracejada. Neste exemplo, o conjunto

V(v')\S representa pelo menos 10% da componente conexa do espago de confi-
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guracao livre que v’ pertence, a menos de S. Logo, v pertence a 0, 1-espia(S). Ja o
conjunto V (v)\S representa menos de 10% da componente conexa do espaco de con-

figuragao livre que v pertence, a menos de S. Logo, v ndo pertence a 0, 1-espia(5).

Figura 3.7: Exemplo de (-espia(S): v' € 0,1-espia(S), v ¢ 0,1-espia(S)

Assim, o Teorema |3.1| caracteriza o desempenho do guia probabilistico em um

espaco de configuracdo («, 3, €)-expansivo C' e é provado em HSU et al. [2§].

Teorema 3.1. Sejam um espago de configuragao (a, 3, €)-expansivo C e o par de
configuragoes (Qini, fim) pertencentes a mesma componente de C. O Algoritmo @
Pdgina com amostragem uniforme retorna um caminho entre Gini € Qfim COM
probabilidade tendendo a 1 em uma taxa exponencial em func¢ao do crescimento de k
(a quantidade de amostras no espago de configuragao livre Cr ). Mais precisamente,

o limite superior da probabilidade de falha é:

(2 elcr))

€Q

onde ¢y, co € c3 sao constantes positivas.

Os valores de «a, # e € quando grandes, resultam em um tempo de computagao
mais rapido, pois k precisa ser pequeno para que as respostas das consultas sejam
corretas. Em relacdo aos valores de «, § e € quando pequenos, resulta em respostas

incorretas, mesmo quando o guia ¢ muito grande.
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Teorema 3.2. Para quaisquer € > 0, k > 0 arbitrariamente grandes e v € (0, 1],
existem o e [y tais que se F' nao € («, (3, €)-expansivo para o > o e 3 > [y, entdo
exIStem Qini € Qrim presentes na mesma componente conexa F' tais que o Algoritmo@
Pa’gma falha para retornar um caminho entre ¢in; € qfim com probabilidade maior

do que 7.

Demonstragao. Se F nao é (o, (3, €)-expansivo, para a > «ag e § > [y, entao existe
uma componente conexa F; de F' e um subconjunto S C F; com um espia pequeno

tal que

1(Bo-espia(S)) < apu(S). (3.1)

Para extrair um limite inferior na probabilidade que o Algoritmo [3] Pégina [50]
gera um guia que nao contém um caminho ligando ¢;,; € gfim, vamos utilizar as
configuracées gin; € ¢fim escolhidas uniformemente de S e seu complemento F;\S,
respectivamente. Esse caminho deve conter dois nés consecutivos, digamos v € S
e v € F\S. Note que v € V(v) e v € V(v'). Sejam L = fy-espia(S) e L' seu

complemento, isto é, L’ = S\ L. Temos, pela defini¢do de probabilidade total:

P eVw) = PW eV |vel)Poe L)+ P e€V(v)|veLl)Pvel)

< 1-Pwel)+ P eV |vel)-1
e Provar que P(v € L) < ap:

— Se v = @;. Entdo, P(v € L) = %, se (in; for escolhido uniformemente

)
de S. Segue da Equacao que P(v € L) < ayp.

— Se v # @in;- Entdo v é um né correspondente a uma configuragado amos-
aou(S)

trada uniformemente de F. Logo, P(v € L) = 48 <

I T
SCFe % < 1, concluimos que P(v € L) < ay.
e Provar que P(v' € V(v) |v e L) < fy:
— Se v = qfim. Como gy, foi escolhido uniformemente de F;\S, entao

P e V) |vel)= % Pela definicao de espia, temos para

todo v' € L: u(V(v)\S) < Bou(E;\S). Logo, P(v' € V(v)|v e L") < [So.
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— Seja v’ # qfim. Entao P(v/ € V(v) |[v e L)) = ”(‘:L((Q)\S) < ﬁo“g@)s) < Bo.

Com isso, até agora temos que P(v' € V(v)) < o+ fo < 2max(a, Fy). Escolha

max(ag, fy) < %. Denotaremos por ¢i,i = ¢fm O evento em que existe um

caminho, no guia, conectando g;n; € gfin,. Como o guia tem k + 2 nos,
k+2 , )
P(Gini = qfim) < 5 P(v' € V(v)) <3k%- 2max(ag, ) < 1—1.

Sejam as configuracoes Gini € S € ¢pim € F;\S escolhidas uniformemente dos
seus respectivos conjuntos. Existe pelo menos um par de configuragées gj,; € ¢y,
tal que o Algoritmo , Pagina falha em produzir um caminho entre ¢j,; e ¢},

com probabilidade maior que . Por outro lado, se escolher ag e [y menores que

1=y
6k2 9

todos os pares de configuragdes q;,,; € ¢};,, vao fazer o Algoritmo , Péagina ,

falhar em produzir um caminho entre ¢;,; e ¢};,, com probabilidade maior que v. [

3.4 Espectro entre grades e guia probabilistico

De um lado, temos a amostragem baseada em grade utilizando uma amostragem
deterministica. Por outro lado, temos a amostragem do guia probabilistico utili-
zando uma amostragem probabilistica. Enquanto o guia probabilistico tem uma
pobre distribuicao dos pontos e uma estrutura irregular de vizinhanca, a amostra-
gem baseada em grade tem o problema do excesso de pontos amostrados. Entre
essas abordagens, ha outras abordagens que sao apresentadas na Tabela reti-
rada de LAVALLE et al. [20], que resume as familias de algoritmos de planejamento
utilizando amostragem, mostrando qual a dimensdo apropriada dessas familias, a
forma em que os pontos estao dispostos no espaco e a avaliacdo quanto ao critério

de dispersao mencionado no inicio do capitulo.
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Tabela 3.1: Familia de algoritmos de planejamento utilizando amostragem

Algoritmo de Planejamento || Disposi¢ao dos pontos | Dimensao | Dispersao
Busca em grade Muitos pontos por | Proibitiva Otima
eixo em altas
dimensoes
Busca em grade subamos- || Poucos pontos por | Escalonada Otima
trada eixo para  di-
mensao
moderada
Guia reticulado Estrutura  de  vizi- | Arbitrario | Otima
nhanca regular em
eixos nao ortogonais
Guia quasi-aleatério Estrutura de  vizi- | Arbitrario | Otima com
nhanca irregular constantes
altas
Guia probabilistico Estrutura de vizi- | Arbitrario | Nao-6tima

nhanca irregular
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Capitulo 4

Cenarios Realistas

Em configuracoes tipicas, os obstaculos tendem a nao ter partes longas e estrei-
tas. Assim, a tendéncia é de ndo termos uma aglomeracao de obstaculos em um
local, pois um obstaculo ja ocupa boa parte desse local. Uma técnica explora este
fato, onde espera-se que os obstéculos sejam “gordos” (hé& diversas definigoes para
“gordo”, embora haja uma equivaléncia provada entre algumas delas [30), Se¢ao 5],
mas intuitivamente queremos que os obstaculos nao tenham partes longas e estrei-
tas). Os obstaculos tendem a nao ser muito préximos, no sentido de que o rob6
possa interagir com um numero constante de obstaculos em uma por¢ao do espaco
fisico ocupado pelo robd em um dado instante. Em DE BERG et al. [31] e [17,
Capitulo 47] hé referéncias para outros modelos realistas de cenas como entrada,
tais como ambientes de baixa densidade de obstaculos.

Neste trabalho, temos uma hipotese que consideramos realista:

1. O rob6 R é relativamente pequeno comparado aos obstaculos: R é no maximo
b-r, onde b é alguma constante positiva e r é o menor raio de todas as

hiperesferas minimais que circunscrevem pelo menos um obstaculo.

Nosso objetivo é descartar os obstaculos que os robos que sao de tamanho ilimi-
tado.
Uma definicdo importante que serd utilizada no restante deste capitulo é a

notacao de duplo fatorial apresentada abaixo.

Defini¢ao 4.1 (Duplo fatorial n!!). O duplo fatorial de n é representado por n!! e
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definidio recursivamente por

I.n=0o0un=1.
nll =
n-(n—2)1n>1.

4.1 “Gordo”

Introduziremos nesta sec¢ao a definicdo de gordo que utilizaremos no restante do
texto, obtida a partir de VAN DER STAPPEN et al. [32]. Para tanto, precisamos de
um pouco de notacao que sera util: as regioes esféricas d-dimensionais centradas em

um ponto com localizagdo arbitraria em um objeto £ (no nosso caso, um obstaculo

P).

Definicao 4.2 (Bola fechada S, ). Sejam M um espago métrico com métrica p, X
um subconjunto de M e m um ponto de X. O conjunto de pontos de X que estao
a uma distancia de x igual ou inferior a r é chamado de bola fechada centrada em

m de raio r, ou seja:

S(m,r) ={y e X : p(m,y) <r},

onde p denota a métrica de M.

Observe que é uma defini¢do bem geral, mas no nosso contexto o espago métrico
M que utilizamos ¢é o espa¢o Euclidiano. Daqui em diante, para evidenciar a di-
ferenca, chamaremos a bola fechada S, , no espago métrico Euclidiano de regiao
esférica fechada S,, .

Definiremos a seguir um conjunto sobre um objeto E que consiste de todas as
hiperesferas centradas dentro de F e nao totalmente contendo FE, necessario para a

definicdo de um objeto k-gordo.

Definigdo 4.3 (Ug). Sejam E C R? um objeto e r € R. Ug consiste da unido de
todas as hiperesferas de raio r centradas dentro de E e nao totalmente contendo F,
isto é,

Up= U {Smr SR |3 > 0,88, E # 0}

meFE

Agora, estamos aptos a definir um objeto k-gordo.
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Definigao 4.4 (k-gordo). Seja £ C R? um objeto e k > 1, uma constante. O objeto

E é k-gordo se para todas as hiperesferas S € Ug

k - volume(E () S) > volume(S)

ObJ"?}) hiperesfera /_>0bjeto
/->hiperesfera

centro da esfera centro da esfera

(a) Hiperesfera € Ug (b) Hiperesfera ¢ Ug

objeto hiperesfera

centro da esfere

(c) Hiperesfera ¢ Ug

Figura 4.1: Exemplos decorrentes da definicao de Ug.

Em outras palavras, um objeto k-gordo E deve cobrir pelo menos %—ésimo de
qualquer hiperesfera que seja centrada dentro de F e que nao contenha E comple-
tamente (veja a Figura para exemplos no espago bidimensional).

A definicao de k-gordo intuitivamente nos diz que para todo ponto p € E, a
vizinhanca de p requer uma “alta densidade” de FE, evitando que muitos outros
objetos k-gordos de um certo tamanho minimo estejam na vizinhanca de p.

Na literatura existem diversas outras defini¢oes de k-gordo [33], mas considera-
remos, no restante do texto, apenas a Definicao [4.4]

Algumas observacoes podem ser feitas acerca da definicao de k-gordo. Por exem-
plo, a utilizacdo de regioes esféricas pode ser trocada por qualquer outra regiao

compacta, tal como regides limitadas por simplexos regulares, hipercubos fechados,

etc.
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Outras observacoes que podem ser feitas sdo acerca de propriedades, tais como:
o limite inferior em k& depende da dimensao e de que todo objeto k-gordo é k'-gordo,
para k' > k. Sobre o limite inferior de k, note que podemos inferir, pela defini¢ao,
que nao podemos ter k < 1 em qualquer dimensao. Além disso, um objeto 5-gordo
pode ser possivel em 2 dimensoes, mas ¢ impossivel em 3 dimensoes. Esse exemplo

é consequéncia do Teorema 4.1

Teorema 4.1. O limite inferior de k, de um objeto k-gordo, é dependente da di-

mensdo d. Precisamente, k > 2¢.

Demonstracdo. Suponha que temos um objeto k-gordo F de didmetro 9, cujo volume
é limitado superiormente pelo volume de uma hiperesfera de diametro 6. Como
temos em E um didmetro 9, isto significa que dois pontos de E, digamos pi, po,
estao a ¢ de distancia entre eles. Note que a regiao esférica fechada S, 5 pertence
a Ug, pois p1 € E e py € 0S5, ,. Da mesma forma, a regiao esférica fechada S,, s
pertence a Ug, pois p» € E e p; € 05,,,. Com ambas a observagoes, mostramos
que Ug tem elementos de S com raio J.

Temos até entao:

volume(E () S) < volume(E). (4.1)
4 d
I gg, d par.
Volume(E) << 2 . (4.2)

% 6%, d par.

2(2m)™
@n+1)1l

A partir de [4.1] [£.2] e £.3] temos que

Volume(S) = (4.3)

- 6%, caso contrério.

volume(E () S) < volume(E) < 2 - volume(S).

Isto, em combinagao com o fato de que k - volume(E N S) > volume(S), pela De-
finicao [4.4] resulta em

k> 24



Em VAN DER STAPPEN e OVERMARS [30], foi provado que o nimero de
objetos k-gordos intersectando uma determinada regiao, que nao ¢ muito maior

comparado aos objetos, é constante. Segue o resultado no Lema 4.2

Lema 4.2. Sejam O um conjunto de objetos k-gordos em R em que a hiperesfera
minimal que circunscreve cada objeto tenha raio pelo menos r e seja ¢ € RT uma
constante positiva. Se R for qualquer regido em que a hiperesfera minimal que cir-
cunscreva essa regiao tenha raio c-r, entdo o numero de objetos E € O intersectando

a regiao R é limitado superiormente pela constante k - (¢ + 1)<,

Demonstracdao. Sejam P,,;, o obstaculo com a hiperesfera minimal, digamos
Sminimal = de todas as hiperesferas que circunscrevem os elementos de C' e uma
configuracdo ¢ em que a regiao R esteja em contato com P,;,. Veja que R fica
completamente dentro de uma regiao esférica fechada S, ;... Note que m também
¢ o centro de Syrinimal,

Qualquer obstaculo, digamos P’, que também tiver em contato com R tera in-
tersegao nao-nula com a regiao esférica fechada S,,,..,. Logo, existe um ponto
m' € P'(\Smrier- Seja a regido esférica fechada S, .

Vamos provar que Sy, , € Upr. Suponha, por contradicdo que 95, NP’ # 0.
Sabemos que m’ € P', pois m’ € P’ Sy r4er. Como temos que 0S5, , NP # 0,
isso implica que o objeto P’ cabe todo dentro uma hiperesfera cujo raio é menor que
r, o que é um absurdo.

Para cada obstaculo P’ que tem interse¢ao nao-vazia com R, vamos construir
uma regiao esférica fechada S, ,. Todas essas regides estarao totalmente dentro
da regiao esférica fechada S, 2.r4cr. Note novamente que m também é o centro de
Sprmimal - Veja, a Figura para um exemplo bidimensional, com os ingredientes
fornecidos nesta demonstracao.

Mais a frente, precisamos do volume de uma hiperesfera I com raios de valor r,
dado pela férmula
7;—! . H r, d par.
volume(I) = ) g

@n H r, caso contrario.
ie{1,...,d}

Para concluir a prova, como cada obstiaculo P’ que tem intersecao nao-vazia com

R é k-gordo e S,y . € Upr, P' tem pelo menos uma parte do volume %volume(Sm,’T)
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dentro de Sy, 2.7 4c.r, Onde
g
-T2 (2-71)4, d par.
2 d—1
2(2m) 2
T @)

&=

— - volume(Syy ) = (4.4)

k

-(2-7)%, caso contrério.

I =

Ja o volume da regiao Sy, 2.,4cr, cujo didmetro é limitado superiormente por
(c+1)(2-r),é

T ((e+1)(2- 1)), d par.

volume(Sy 254er) =3 2 (4.5)

“((c+1)(2-7))4, caso contrario.

Desta forma, divindo a Equacao pela Equagdo [.4] temos o limite superior

de objetos E € O intersectando a regiao R:

volume(Sy, 2.r+cr)

=k-(c+1)*
volume(Syy )
[
Sm,Q-r+c-r
S’m,'r—b—c"r
Sm’,r
Sminimal !
m,r
m
r c-r 2.7 c-T T

Figura 4.2: Exemplo dos ingredientes usados no Lema
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4.2 Localizacao de pontos em objetos k-gordos

Utilizando amostragem baseada em grade, queremos resolver o problema de loca-
lizacdo de pontos. Para tanto, vamos utilizar uma grade ortogonal regular, definida
na Pdgina[d4 O objetivo desta se¢ao é encontrar resolugao de forma que o algoritmo
de amostragem baseada em grade seja de resolu¢ao completa.

Sera necessario a utilizacao de elipsdide e hiperesfera em posicao padrao, que

introduziremos a seguir.

Definigao 4.5 (Elipséide L em posi¢ao padrao). Um elipséide L na posigao padrao

é descrito usando a férmula

5,

SO
IA
—_

(4.6)

L:Z

ie{1,....d}

onde a;,1 <1 < d, sdo constantes.

Veja a Figura {4.3(a)| para um exemplo bidimensional de elipsdide.

(a) Elipséide L (b) Hiperesfera I

(¢) Hiperesfera I contida na Elipséide L

Figura 4.3: Elipséides e hiperesferas

Defini¢ao 4.6 (Hiperesfera I em posi¢ao padrao). Uma hiperesfera I na posicao

padrao é descrito usando a férmula

I: Z %Sl,

e{1,...,d}

SN
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onde w é constante.

Veja a Figura [4.3(b)| para um exemplo bidimensional de hiperesfera.

Se w < a;, 1 < i < d, entao a hiperesfera I esta contida no elipsdide L, como

pode ser visto na Figura [4.3(c)|
O volume de um elipséide L é dado pela férmula

d
2

WT; ’ H a;, d par.
2 .
volume(L) = SL-“@} (4.7)
2(2&))”2 : H a;, caso contrario.
ie{1,....d}

Para encontrarmos a solugao apropriada precisamos introduzir alguns resulta-
dos béasicos. Comecamos a busca pela resolucao apropriada definindo para cada
obstaculo P uma grande hiperesfera que esteja contida em P, de tal forma que pelo

menos um ponto da grade atinja essa hiperesfera. Isto é facil usando a Proprie-

dade (4.3

Propriedade 4.3. Sejam r a resolucio da grade e d a quantidade de dimensoes.

Qualquer hiperesfera com raio pelo menos 7"2—d contém pelo menos um ponto da grade

ortogonal reqular.

A hiperesfera serd determinada mais adiante. Por enquanto, vamos focar nos
elipsdides, que serao tteis na construcao da hiperesfera. E possivel identificar
uma grande hiperesfera na parte convexa de um objeto. No nosso caso, como os
obstaculos sao k-gordos, seus elipsdides contém, de fato, grandes hiperesferas.

Para mostrar que um elipséide L contém uma grande hiperesfera, um limite
inferior no volume nao ¢é suficiente, pois é possivel construir elipsoides longos e
estreitos. Ao inserir um limite superior no didmetro do elipséide L, evitamos de

construir tais elipsoides longos e estreitos.

Lema 4.4. Sejam um elipséide L C R? com volume(L) >V e § um limite superior

no diametro de L. Logo, L contém uma hiperesfera com raio pelo menos

), d par.

d—
(2(%) 2 .Qd—l)
(@ 5

, caso contrario.
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Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade, vamos utilizar a férmula de um elipséide
L na posigao padrao (Equagao e a férmula do seu volume (Equagcao . O
limite superior de d no didmetro implica a; < g, 1<q7<d.

Suponha por contradicao que L contém uma hiperesfera com um raio, digamos

Ga; ImMenor que

Y
|
—

), d par.

, caso contrario.

Para facilitar a notagao, seja y4 a constante multiplicativa da formula de volume

do elipsbide na d-ésima dimensao. Com o limite superior de § no didmetro, temos

volume(L) = 7q-a;- I @

i€{1,....d} i
Voot
< Yar_- (5> : I1 a;
Vd i€{1,...,d},i#]
_ 1% (2)“ s\
= V7
o que é um absurdo, pois volume(L) > V. ]

A Propriedade [4.3] com o Lema [4.4] sdo utilizados em OVERMARS e VAN DER
STAPPEN [34] para encontrar uma resolu¢ao apropriada para que o algoritmo de

amostragem em grade seja resolucao completa, resultando no Lema [4.5]

Lema 4.5. Sejam C um conjunto de objetos k-gordos convezos E C R? com hi-
peresferas minimais que os circunscrevem tendo raio pelo menos r e R C R uma
regido com didmetro h - r, para alguma constante h. O conjunto Q(R) de objetos
E € C intersectando R pode ser encontrado por consultas de localizagdo de pontos
com pontos da grade ortogonal regular com resolucdo 2k~1d= @2y limitada pela di-
ferenca de Minkowski da regido R com a regiao esférica fechada no zero euclidiano

com raio r: G2k d~ ) N(R & Sy,).
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4.3 Método proposto

4.3.1 Busca de Regiao entre objetos gordos
Estrutura de Dados para a localizagcao de pontos

A nossa idéia é utilizar uma quadtree compactada, definida na Paginall1] para obter

o resultado abaixo:

Teorema 4.6. Um conjunto C' de O(n) objetos k-gordos de complezidade constante
e disjuntos em R? pode ser armazenado em uma estrutura de dados de tamanho
O(n), tal que, para um ponto de consulta p € R?, podemos retornar em tempo

O(logn) o objeto E € C que contenha p, ou vazio caso ndo exista tal objeto.

Demonstracao. Seja ¢ a constante que define o tamanho maximo de uma lista de
conflito, formalizada na Secao [1.2.3] Pagina [I1} onde mostramos como a quadtree
é construida. Depois de construida uma quadtree, para cada pai de folha, digamos
], da arvore, vamos associar [J ao menor objeto que tenha intersecao com a regiao
delimitada pelo hipercubo que [J representa. Logo, temos uma funcao v que leva
de [ para 1 objeto do nosso conjunto de obstaculos C. Precisamos provar que um
determinado objeto é, utilizando a func¢ao v, a imagem de um conjunto de pais
das folhas, cuja cardinalidade é constante. Veja a Figura para um exemplo

bidimensional, com os ingredientes fornecidos nesta demonstracao.

F A

&

v

Figura 4.4: Exemplo dos ingredientes usados no Teorema
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Atribuimos a ¢ o limite superior de objetos que interceptam a regiao definida
pelo hipercubo que U representa, digamos [, dado pelo Lema 4.2 em que a regiao
(i tem a hiperesfera minimal que a circunscreve com raio d. Temos pelo menos um
objeto em que a hiperesfera minimal tenha raio menor que 9, pois se todos os objetos
tivessem a hiperesfera minimal com raio maior ou igual a §, poderiamos ter uma
quantidade de objetos interceptando essa regiao menor ou igual a ¢ e [J nao seria
pai de folha. Logo, sabemos que o menor objeto certamente tem uma hiperesfera
minimal que o circunscreva com raio menor que . Além disso, todas as folhas que
se associam a esse objeto tém as hiperesferas minimais que os circunscrevem com
raio maior ou igual a . Logo, o nimero de folhas com que o objeto tem interse¢ao
é constante.

Desta forma, podemos provar que o ntmero de folhas é linear, pois cada objeto
estd associado a um numero constante de folhas. Sejam r; a quantidade de folhas
associadas ao objeto P;, 1 <17 < n, e j o indice do objeto cuja quantidade de folhas
associadas é a maior dentre os objetos de C. Logo, o niimero de folhas é dado por

n n

D i <YK

i=1 i=1
=1nn- KJ]‘

=0O(n). (4.8)

Como as listas de conflitos estao associadas as folhas, o tamanho total das listas
de conflito é dado pelo niimero de folhas vezes o tamanho maximo da lista de conflito,
onde ja sabemos que o nimero de folhas é linear, ou seja, O(n) e a lista de conflito
é ¢, resultando em uma estrutura de dados de tamanho O(n).

Agora, precisamos provar que o tempo de consulta é O(logn). Para tanto, vamos

construir uma quadtree com hierarquia de separadores, definida na Pégina[12] [

O resultado mais préximo que encontramos [34] desenvolveu uma estrutura de

dados com o resultado presente no Teorema [4.7]

Teorema 4.7. Um conjunto C' de O(n) objetos k-gordos de complezidade constante
e disjuntos em R? pode ser armazenado em uma estrutura de dados de tamanho
O(n log?™1 n), tal que, para um ponto de consulta p € R?, podemos retornar em
tempo O(logdi1 n) o objeto E € C que contenha p, ou vazio caso nao ezista tal

objeto.
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Portanto, nossa proposta reduz as complexidades de busca de O(logd_1 n) para
O(log n) e de tamanho de O(nlog® ! n) para O(n), onde n é a quantidade de vértices

dos poliedros.

Busca de Regiao por localizacao de pontos

A estrutura de localizacao de pontos pode ser usada para resolver a busca de regioes
em tempo de consulta na mesma ordem de complexidade da localizacao de pontos,
no caso em que C seja um conjunto arbitrario de objetos convexos. A solugao usa
propriedades locais de objetos convexos, vistas no Lema [£.2] Isto torna possivel
descobrir qualquer objeto ou parte de objeto com um certo tamanho minimo, sem a
necessidade de saber sua localizagao exata, com pelo menos um ponto de um padrao
suficientemente denso, mas nao tao grande, de pontos amostrados. Isto nao seria
possivel se os objetos nao fossem gordos, pois a chance de atingir um segmento de
reta por um padrao de pontos extremamente denso seria praticamente zero. Este
padrao de pontos sera uma grade ortogonal regular.

O préximo passo é encontrar a resolucao da grade, tal que o menor subcon-
junto da grade ortogonal regular garantidamente atinja qualquer objeto F tendo
interseccao nao-vazia com a regiao de consulta R.

Na Secao mostramos que uma resolugao alta o suficiente que atinge todos os
objetos E que pertencem a regiao de consulta é G(Qk_ld’(d+%)r) N(R & So.), que
denotaremos por H.

Pelo Teorema 4.6, podemos fazer consultas de localizagao de pontos entre uma
quantidade de objetos k-gordos com todos os pontos em H em tempo O(|H|logn).
O resultado das consultas tém, no méaximo, um nimero |H| de elementos. Para
cada elemento do resultado, ha a verificacao de intersecao entre o obstaculo dado
como retorno e o robd. Como ambos tém complexidade constante, a verificacao da
intersecao é feita em tempo constante. Desta forma, o tempo total da computacao
¢ dominado por O(|H|logn), consequéncia das consultas de localizagao de pontos.

Precisamos saber qual a cardinalidade de H. A diferenca de Minkowski R© Sy ,

cabe completamente no hipercubo
(21" = pyay + (h+ 1)p] x - x [ag = p,ag + (h+1)p],
onde z*, 1 < i < d, é a w;-coordenada minimal em R. Assim, o ntimero de elementos
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em H é limitado pelo nimero de pontos na grade que pertencem ao hipercubo que
circunscreve a grade. A explicacdo desse pardgrafo leva a Equacao 1.9 que mostra

que a cardinalidade de H é constante.

H < |Gk 'd*2Dr)N (4.9)

(2 — paf + (h+1)p] x -+ x [z — p,xf + (h+ 1)p] |

(ht+2)p (h+2)p

((h+2)p)
((h+2)p)
(2k—1d~(@+32) p)d
L avd ‘

= (Gra™H(lh) +2))

= O((kd"n)")

= O(1), pois k, h e d sdo constantes.

Como o tempo total da computacgao é dominado por O(|H|logn), consequéncia
das consultas de localizacao de pontos e H tem cardinalidade constante, temos entao
que o tempo para fazer busca de regiao por localizacao de pontos é O(logn). Este

resultado é resumido no Teorema [4.8

Teorema 4.8. Seja C' um conjunto de objetos k-gordos convexos de complexidades
constantes E C R? com hiperesferas minimais que os circunscrevem tendo raio pelo
menos r e seja R C R? uma regido com diametro h-r, para alguma constante h > 0
ek > 1. Uma busca de regiao utilizando R C R de digmetro no mdximo h - r nos

objetos em C' executa em tempo O(logn).

Para um exemplo do Teorema[4.8] veja o espaco de configuracéo na Figura[t.5(a)]

O primeiro passo ¢ montar a quadtree sobre esse espaco de configuracdao C', ilus-
trado na Figura [4.5(b)l A representagao hierarquica da quadtree esta ilustrada na
Figura 4.5(c)l O ultimo passo é montar a hierarquia de separadores em cima da

quadtree da Figura [4.5(c), resultando na Figura [4.5(d)| para garantir as complexi-

dades de consulta de localizacdo de pontos.
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v

(a) Exemplo de espago de configuracio C' (b) Quadtree com ¢ = 2 montada sobre o

espago de configuragdo C

a

__________________ Nivel 0

___________ =—-Nivel 1

____________ Nivel 2

________________ Nivel 3

()
r S t 'J. Pai de folha

. Folha com lista de conflito ndo-nula

@ Folha com lista de conflito vazia

(c) Representagao hierdrquica da quadtree

Pai de folha

O,
Il m @
o

@ Folha com lista de conflito vazia

Folha com lista de conflito ndo-nula

(d) Representagdo hierdrquica da hierarquia de separadores sobre a

quadtree

Figura 4.5: Exemplo de montagem da estrutura de dados para consulta de loca-

lizagdo de pontos no espago de configuracao C'
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Agora, s6 precisamos utilizar o algoritmo de amostragem baseada em grade com
os seguintes pontos para consultas de localizacao de pontos que representam uma
regiio R: G(2k~*d~2)r)N(R & Sp,). Como os objetos sio k-gordos, temos a
garantia de que pelo menos um ponto sempre intersecta um poliedro. Assim, para
qualquer regiao R que consultarmos, nés saberemos se essa regiao R colide com
algum obstaculo. Dessa forma, sabemos sempre quando um posicionamento de um

robd colide com algum obstéaculo.

4.4 Consideracoes finais

Propomos o uso da hierarquia de separadores em cima da quadtree compactada
utilizando a lista de conflito. No cenario realista de objetos “gordos”, nossa pro-
posta diminui as complexidades atuais na solu¢ao desenvolvida em OVERMARS
e VAN DER STAPPEN [34], onde foi desenvolvida uma estrutura de dados com
o resultado presente em VAN DER STAPPEN e OVERMARS [30]. A redugao
das complexidades de busca foram de O(log?'n) para O(logn) e de tamanho de
O(nlog®' n) para O(n) na estrutura de dados, onde n é a quantidade de vértices
dos poliedros.

Além disso, a solucdo retne as melhores caracteristicas das duas filosofias ao
retornar a resposta correta em tempo finito, caracteristica geralmente encontrado
na filosofia da construcao explicita, e funcionar bem em qualquer dimensao, carac-

teristica geralmente encontrado na filosofia da amostragem.
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Capitulo 5

Conclusao

Abordamos o problema de planejamento como a necessidade de converter as in-
formagoes de um espago fisico W, ambiente em que temos objetos que devemos
evitar colisao, na descricao de como movimentar-nos.

A formulagao mais basica do problema de planejamento é conhecida como pro-
blema do movimento de piano. As aplicacoes do problema de planejamento fazem
parte do nosso dia-a-dia, inclusive em casa: mover um moével de um lugar para outro
ou retirar um alimento da geladeira.

O material, da forma em que foi apresentado, cobriu os topicos fundamentais
relacionados ao tema e precisamente apresentando cada ingrediente utilizado na for-
mulacao e resolugao do problema do planejamento. Entretanto, nao nos prendemos
apenas ao basico dos principais elementos que fazem parte do que envolve o problema,

de planejamento, aprofundamos em alguns pontos:

e No Capitulo [1} apresentamos as estruturas de dados utilizadas ao longo do

texto.

e No Capitulo[2], fomos precisos sobre todo o desenvolvimento do algoritmo para
resolver o problema de translagao utilizando construcao explicita do espago

bidimensional.

e No Capitulo |3 apresentamos a anélise sobre o funcionamento do algoritmo de

amostragem em um espago de configuracao C'.

e No Capitulo [4, desenvolvemos uma nova forma de resolver, utilizando amos-

tragem, o cendario realista em que os objetos sao considerados gordos.
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e Em cada capitulo, indicamos referéncias para o leitor se aprofundar em algo-
ritmos mais eficientes, recentes e informagoes adicionais sobre os mais variados
ingredientes que estao envolvidos diretamente com o problema e com as vari-

adas solugoes.

Discorremos sobre as duas principais filosofias do problema de planejamento. A
filosofia da construcgao explicita e a filosofia da abordagem baseada em amostragem,
que ¢ dividida em deterministica e probabilistica.

A construgao explicita do espago de configuracao C, trabalhado no Capitulo 2]
reine todas as informagoes dos objetos, codificando-as com o objetivo de obter
um caminho livre de colisdo eficientemente com base nas infomagoes disponiveis.
Geralmente, os algoritmos que usam construgao explicita sao completos, retornando
corretamente a solucao, se ela existir.

A especificagdo dos elementos de entrada na filosofia de construgao explicita,
como a convexidade dos objetos ou a limitacao de apenas um tipo de movimento,
pode induzir a construcao de algoritmos eficientes, elegantes e praticos do ponto
de vista da implementacao. Se nao houver qualquer especificagao dos elementos
de entrada temos a dificuldade de conciliar o conceito de algoritmo completo e
solucoes eficientes, elegantes e praticas. Como geralmente os algoritmo de construgao
explicita nao recorrem a aproximagao, sao mencionados como algoritmos exatos.

Em contraste com os métodos de construgao explicita, os métodos baseados em
amostragem, trabalhados no Capitulo [3] usam informages obtidas diretamente de
um detector de colisao a medida que amostras sao coletadas do espaco de confi-
guracao C'.

Sobre a filosofia da amostragem, a primeira observacao a ser feita é a inde-
pendéncia sobre os elementos dados como entrada do problema. Agora, por exem-
plo, ndao é importante saber se o poliedro é convexo, pois o detector de colisao é
uma caixa preta que responde se ha colisao entre quaisquer elementos dados como
entrada. A segunda observagao é sobre a facilidade de obter a solugao, pois com a
amostragem temos uma abordagem bem mais simples que a construcao explicita,
além do desenvolvimento de bons algoritmos de deteccao de colisao para construir
algoritmos de planejamento capazes de serem eficientes para resolver instancias do

problema de planejamento com um numero alto de graus de liberdade. Porém, al-
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goritmos completos sao mais dificeis de obter. E mais facil obtermos algoritmos de
resolu¢ao completa e/ou probabilisticamente completos.

A maioria dos algoritmos baseados em amostragem sao de amostragem aleatoria,
que geralmente sao probabilisticamente completos. Ja os algoritmos de amostragem
deterministica geralmente sao de resolugcao completa.

Para o cendrio realista de objetos gordos, trabalhado no Capitulo [4, utilizamos
a amostragem deterministica. O interessante a ser mencionado sobre a abordagem
é que o algoritmo obtido é completo, retornando a solucao correta se existir. Nao é
necessario fazer a construcao explicita do espaco, pois a restri¢cao sobre a entrada do
problema permite que possamos resolver o problema utilizando apenas a amostra-
gem. Finalizamos em uma solucao que retine as vantagens do método baseado em
amostragem aliada as vantagens que sao mais comuns aos métodos de construcao
explicita. A solucdo para o problema também melhora as complexidades atuais da
solucdo do problema, utilizando uma estrutura de dados bastante conhecida e de
facil implementacao do que a presente na atual solucao.

Na Secao motivaremos o estudo das outras filosofias para o problema de

planejamento e variagoes que podem ser melhoradas.

5.1 Trabalhos Futuros

O material dos capitulos anteriores concentra os esforcos nas solugoes baseadas na
construcao explicita e na abordagem baseada em amostragem. Campos potenciais
constituem outra filosofia para resolver o problema do planejamento.

Na filosofia de campos potenciais, o espaco de configuracao C' é tratado como
um campo potencial que combina a configuragao final como a forga atrativa e os
obstaculos como as forgas repulsivas. Na Figura [5.1] pode ser visto um exemplo.
Temos vantagens e desvantagens com esse método. A vantagem é que podemos
tragar o movimento com pouco custo computacional. A desvantagem é que o robo
pode ficar preso em um minimo local do campo potencial e nao encontrar a solugao.
O algoritmo chamado campo potencial randomizado [35] utiliza o campo potencial
como filosofia e passeio aleatério para evitar os minimos locais quando o robd fica

preso enquanto a busca esta sendo executada.
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O leitor interessado em como unir solugoes de mais de uma filosofia, pode consul-
tar em MAZER et al. [36] para um exemplo de um método utilizando amostragem

e que aproveitou como inspira¢ao idéias do campo potencial.

AY¥
o ?{: \\\\\
W

qznz szm

LRV VPYRYSS.
2

Figura 5.1: Exemplo utilizando a filosofia de campo potencial

Outro ponto a ser pesquisado é o estudo de mais variacoes do planejamento de
movimento e buscar solugdes para o problema em especifico. Um exemplo bastante
comum é o problema de planejamento que varia com o tempo. Vimos até agora
um espaco fisico estatico, onde o robd pode se locomover enquanto os objetos per-
manecem parados, resultando em um espaco de configuracao estacionario. Agora,
imagine que os objetos podem se deslocar de acordo com o tempo, e nao podemos
ter a certeza do préoximo estado do espaco de configuracao C, apesar de sabermos o
estado atual. Mais além, alguns proximos estados podem ser modelados probabilis-

ticamente [37] utilizando conceitos da teoria de controles estocastica [38].
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