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Um empacotamento de circulos é um arranjo de circulos no interior de uma regiao
limitada de tal forma que ndo haja superposi¢cdo e o menor raio seja maximizado. No
presente trabalho, consideramos o empacotamento de circulos sobre uma esfera unitdria
no R’. Este problema apresenta uma série de obstaculos que inviabilizam a obten¢do
direta de solugcdes globais. Entre estas dificuldades, destacam-se a ndo-linearidade, ndo-
convexidade e ndo-diferenciabilidade. Assim, em geral, o problema de empacotamento
possui inimeros minimos locais. Para superar estes obstdculos, propomos a ado¢do da
técnica conhecida como suavizacdo hiperbodlica, onde a solucdo final € obtida pela
resolucio de uma sequéncia de subproblemas irrestritos e completamente
diferencidveis. Aplicamos também o conceito de conjunto restri¢des ativas que reduz o
esforco computacional e aprimora a qualidade das solucdes obtidas. Para comprovar a
eficiéncia e robustez da metodologia adotada, os resultados dos experimentos numeéricos

sdo comparados aos encontrados na literatura.
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RESOLUTION OF THE PROBLEM OF PACKING OF CIRCUMFERENCES IN
SURFACE OF A SPHERE VIA HYPERBOLIC SMOOTHING

Jurair Rosa de Paula Junior

March/2010

Advisor: Adilson Elias Xavier
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A circle packing is an arrangement of circles inside a given boundary such that
no two overlap and the minimum radius is maximized. We consider the circle packing
over a unit sphere in R’. This problem presents several vicissitudes, which preclude to
obtain an optimal solution. It presents the characteristics of nonlinearity, non-convexity
and non-differentiability. Thus, generally, the problem has a variety of local minimum.
In order to overcome these difficulties, we propose the adoption of the technique known
as hyperbolic smoothing. In this approach, the final solution is obtained solving a
sequence of completely differentiable unconstrained optimization subproblems. It is
also applied the idea of active set of constraints, which minimizes the computational
effort and improve the quality of solutions. To show the efficiency and robustness of the
adopted methodology, the results of numerical experiments are compared to those found

in the literature.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, tem-se como principal objetivo solucionar o problema de empaco-
tamento de circunferéncias/circulos congruentes sem sobreposi¢ao na superficie de
uma esfera unitaria. Almeja-se encontrar a posicao dos centros dos circulos que
possibilite produzir o maximo diametro de ¢ circulos idénticos, nao sobrepostos,
dispostos sobre a superficie de uma esfera unitaria. Equivalentemente, esse pro-
blema corresponde a maximizar a minima distancia entre pares de ¢ pontos sobre
a superficie de uma esfera unitaria. A figura 1.1 exemplifica a ideia do problema em

questao.

Figura 1.1: Empacotamento na esfera.

Esse problema também é conhecido como Tammes, botanico holandés, devido
a suas investigacoes sobre a distribui¢ao de orificios no pélen de graos esféricos,
como apresentado em [2]. Tammes observou que a natureza distribuiu esses orificios

de forma homogénea sobre a superficie esférica da semente maximizando a menor



distancia entre eles. Esse comportamento equivale perfeitamente ao problema em
questao. A figura 1.2 mostra graos de pdlen que apresentam uma distribuicao de

furos que inspirou a formulacao desse problema.

Figura 1.2: Graos de polen.

O problema Tammes, aparentemente singelo, esta associado a um problema ma-
tematico cuja resolugao apresenta varias peripécias, as quais dificultam a obtencao
de uma solucao 6tima. Apresenta as caracteristicas de nao-linearidade, nao conve-
xidade e nao-diferenciabilidade. Para os casos em que ¢ <4 e ¢ € {4,6,8,12,20}
(cujas solugdes sao dadas pelos vértices dos poliedros regulares convexos) o problema
¢ simples. J& no caso geral, o problema possui uma variedade de minimos locais.
Dessa forma, a obtencao do minimo global para o mesmo é uma tarefa extremamente
dificil.

No presente trabalho, adota-se a abordagem conhecida como suavizacao hi-
perbdlica para a resolucao do problema de empacotamento de circulos na superficie
de uma esfera unitaria.

A suavizacao hiperbdlica corresponde a um desdobramento direto do método da
penalizacao hiperbdlica, destinado a resolucao do problema geral de programacao
nao-linear com restri¢oes, originalmente apresentado em [3].

A suavizacao hiperbdlica foi originalmente utilizada na resolucao de uma aplicacao
préatica: Calibra¢ao Automadtica de Modelos Hidrolégicos, como apresentado em [4]
e [5]. Posteriormente, foi utilizada para resolver um problema de controle elétrico,
conforme apresentado em [6], e para a minimizagao de fungoes definidas por mais

de uma cldusula, como apresentado em [7].



Face aos sucessos iniciais, a metodologia foi estendida a uma ampla classe de
Problemas de Programacgao Matematica Nao-Diferenciaveis [8], em particular, foi
utilizada com amplo éxito na resolucao do importante problema tedrico e pratico
conhecido como Minimax. Para um melhor entendimento das peripécias que envol-
vem um problema Minimax, bem como da teoria aplicada para resolver o mesmo,
consultar os trabalhos [9, 10].

Recentemente aplica-se esta técnica a resolucao do problema de Recobrimento
de Uma Regiao Plana por Circulos, de aplicabilidade direta a localizacao 6tima de
estagoes de telefonia celular, cuja modelagem engendra um problema Min-Max-Min,
conforme apresentado em [11, 12, 13]. Dentre as tltimas aplica¢oes dessa aborda-
gem estao: resolugdo de problemas de agrupamento (clustering), [14], problemas
de classificacao segundo o critério de maquina vetor suporte (SVM), [15], problema
de empacotamento de circulos em um quadrado unitario [16, 17] e o problema de
geometria molecular [1].

A solugao dos problemas que utilizam a técnica de suavizacao hiperbdlica, como
os problemas citados acima, basicamente é obtida através da resolucao de uma
sequéncia infinita de problemas continuamente diferenciaveis, classe C°, que se
aproximam do problema original gradativamente em funcao da atualizacao do para-
metro de suavizacao. O desempenho computacional dessa técnica obteve pleno éxito,
frente a todos os problemas supracitados.

O presente trabalho tem uma forte conexao com o problema de empacotamento
de circulos em um quadrado unitério apresentado nas teses de mestrado [18, 16], as
quais fazem uso da mesma técnica de suavizacao hiperbdlica aqui apresentada.

Uma das mais importantes aplicacoes praticas para o problema de empacota-
mento de circulos na superficie de uma esfera é a construcao de cédigos esféricos
[19]. Em geral, os meios disponiveis para transferéncia de dados tém ruidos que sao
provocados por influéncias de naturezas diversas, os quais eventualmente provocam
perturbacoes nos valores originalmente emitidos. Por isso, durante a decodificacao
dos dados no destino final é inexoravel a ocorréncia de erros. Portanto, para mi-
nimizar tais erros de transferéncia, deve-se definir uma codificagao com a maior
separacao possivel dos simbolos bésicos do alfabeto em questao.

Vale destacar que os problemas de empacotamento estao intimamente ligados a



diversos outros problemas, tais como: recobrimento, nimero de adjacéncias, quan-
tizacao e de codificacao de canal.

De forma geral, os problemas de empacotamento tém uma natureza nao-linear,
nao-diferencidvel e nao convexa, como registrado em [18, 16]. Consequentemente
possuem uma miriade de minimos locais. Portanto, qualquer metodologia para so-
lucionar esse tipo de problema enfrentard dificuldades tedricas e computacionais
extremamente adversas. Desse modo, nao é razoavel esperar que exista uma me-
todologia que possa produzir um ponto de minimo global para todas as instancias
desse problema.

Os problemas de empacotamento, do ponto de vista computacional, pertencem
a classe dos problemas NP-completos'. Esses problemas sao ditos intratdveis.

Tal fato é confirmado por Yan e Wenqi [20]: “O empacotamento de circulos é um
problema NP-completo. A resolucao de problemas NP-completos é um gargalo para
as técnicas computacionais e para a Ciéncia da Computacao. Pesquisas realizadas
desde os anos 1970, entretanto, mostram que para os problemas de empacotamento
de circulos nao existe um algoritmo que seja completo, rigoroso e eficiente, ou seja,
nao se deve pensar em utilizar métodos matematicos profusamente axiomaticos e
formalistas. O que se busca obter é um algoritmo aproximativo ou um método
heuristico para a resolucao de problemas NP-completos, que nao seja absolutamente
completo e definitivo, porém, que tenha alta velocidade, confiabilidade e eficiéncia”.

Nesse enfoque aproximativo ou heuristico, o foco principal, visto aos olhos dos
pesquisadores da area, deixa de ser a obtencao do 6timo global e passa a ser a
reducao do esfor¢o computacional para obtencao de boas solugoes.

Dentro desse referencial de complexidade NP-completo dos problemas de empaco-
tamento, a perspectiva deste trabalho pode se propor a apresentar uma alternativa
metodologica para abordar essa classe de problemas que ofereca os requisitos de
eficiéncia, resultados produzidos com tempos computacionais aceitaveis, e de pre-
cisao, produzindo resultados de boa qualidade numérica, em comparacao com os
algoritmos consentaneos na literatura.

Na literatura se percebe claramente que a matriz principal dessa generosa familia

Iproblemas em que o tempo computacional necessario para sua resolucao cresce exponencial-

mente em funcao do tamanho da entrada de dados para todo método conhecido.



de natureza geométrica é a conjectura de Kepler.

1.1 Conjectura de Kepler

Segundo os relatos histéricos, a conjectura de Kepler surgiu no século XVII através
da pergunta feita por Walter Raleigh ao mateméatico Thomas Harriot, apds cons-
truir uma pilha com balas de canhao (figura 1.3): “Existe uma férmula geral para

determinar a quantidade de balas de canhao necessarias para criar tal pilha?”.

Figura 1.3: Empilhamento de bolas.

Harriot nao teve grandes dificuldades para respondé-la. Ele foi além e desen-
volveu estudos sobre empacotamentos limitados e teoria atomica [21].

Kepler tomou conhecimento dos estudos elaborados por Harriot, que o aconse-
lhou a utilizar teoria atomica em suas pesquisas sobre 6Gtica [21].

Em 1611, quando realizou um ensaio sobre a constituicao da matéria, Kepler
descreveu o empacotamento cibico de face centrada (figura 1.4), e afirmou que “o
empacotamento seria o mais justo possivel, e nenhum outro arranjo teria mais esfe-
ras no mesmo contentor”. Tal conclusao ficou conhecida desde entao por Conjectura
de Kepler. Hilbert a mencionara em sua lista de problemas em aberto para o século
XX [22]. Esses acontecimentos deram origem a uma ampla classe de problemas, e
em particular, ao problema apresentado nesta dissertagao.

Gauss, em seus estudos conseguiu demonstrar que o empacotamento cibico de



Figura 1.4: A conjectura de Kepler.

face centrada é o arranjo em reticulado regular de maior densidade em trés di-
mensoes. Porém, o primeiro avanco significativo somente foi feito com L. Fejes
Téth em 1953. Ele reduziu a conjectura de Kepler para um numero finito, mas
praticamente impossivel humanamente, de calculos.

Sendo assim, Toth aventa a possibilidade que os calculos feitos por computadores
resolveriam a conjectura de Kepler, e afirma: “Parece que o problema pode ser
reduzido pela determinacao do minimo da funcdo de um numero finito de varidveis,
e considerando o rdpido desenvolvimento de nossos computadores, € imagindvel que
esse minimo possa ser determinado com grande precisao” [23].

Em 1998 Thomas Hales, utilizando as ideias de demonstracao fundamentadas na
resolucao de uma série de problemas de otimizagao usando computadores (método
de exaustao), anunciou que teve uma prova da conjectura de Kepler. Os Referees
disseram que a prova de Hales estd “99% certa”. Assim a conjectura de Kepler estd
agora muito perto de transforma-se em um teorema. Em 2003, T. Hales publicou um
artigo detalhado descrevendo a parte nao computacional desta prova. Ele trabalha
em uma prova formal para remover qualquer resto de incerteza, e estima que tal

prova levard cerca de 20 anos de trabalho [24, 25, 26, 27, 28, 29].



1.2 Sequéncia da apresentacao

Este trabalho de dissertacao estd organizado como segue.

No Capitulo 2 é feita uma revisao bibliografica, resumidamente, da generosa
familia de problemas de programacao matematica com natureza geométrica similares
ao problema de empacotamento na esfera; problemas de toques ou entrechoques,
conhecidos na literatura como kissing number; recobrimentos em esferas; e trés
problemas de arranjo sobre uma esfera.

No Capitulo 3 é descrito formalmente o problema matemético associado ao em-
pacotamento de circulos na superficie de uma esfera unitaria, suas caracteristicas e
a metodologia proposta para resolucao do mesmo.

No Capitulo 4 sao apresentados os experimentos computacionais desenvolvidos
e seus respectivos resultados, obtidos pela aplicacao da metodologia proposta, os
quais sao comparados com aqueles registrados na literatura.

Finalmente, no Capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes e sugestoes para futu-

ros trabalhos.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Nos problemas de empacotamento o principal objetivo é alocar um conjunto de
objetos em um dado contentor com o intuito de se obter a maior densidade de em-
pacotamento possivel, ou seja, maximizar a proporcao entre o volume dos objetos e o
volume total do contentor. Nesse capitulo serd apresentado, sucintamente, um con-
junto de problemas de empacotamento de circulos em regioes esféricas e problemas
correlatos relevantes.

Os casos especificos que se desdobram da ideia bésica de empacotamento nao
sao de interesse puramente tedrico, pelo contrario, estao ligados a importantes pro-
blemas de natureza pratica. Sao relatados como importantes problemas nas areas:
matemdtica aplicada, fisica, biologia, quimica e engenharia [30]. Alguns campos
sao relatados para a aplicagao desses problemas, como por exemplo: complexidade
computacional, aproximagao numérica, problemas de empacotamento, modelos de
energia potencial multi-objetivo, mecanica celeste, eletrostatica, cristalografia, mo-
delagem de estrutura molecular e morfologia viral [30]. Trabalhos relacionados aos
campos citados podem ser consultados em Conway e Sloan [31], Greengard [32],
Pain [33], Dean [34], Pardalos, Shalloway e Xue [35], Neumaier [36, 37|, Hartke [38],
Wales e Scheraga [39].

Ao observar os trabalhos realizados por [40, 41, 42|, pode-se concluir que hé
uma relacao direta entre os problemas de empacotamento e as questoes de teoria
de codificacao. Sendo assim, o parametro a ser maximizado na problematica do
empacotamento ¢ o raio do circulo, ja para os problemas relacionados a codificacao

de canal, o que se objetiva é a minimizacao da probabilidade de erros. Além disso,



considerando um canal discreto binério (¢-nério), a busca de codigos corretores de
erros nada mais é que o estudo de um caso discreto de empacotamento de esferas,
como descritos em [31, 43].

Diante das questoes apresentadas pode-se perceber que a obtencao de uma boa
solucao para o problema Tammes sera de grande valia tanto no ambito tedrico quanto
no pratico.

Os estudos referentes ao tema nao se cansam, e pode-se ter um apanhado geral,
muito amplo e bastante atual, a partir do trabalho enciclopédico de [31]. A seguir,

sera feita uma apresentagao sucinta de um conjunto de problemas correlatos.

2.1 Empacotamento de Esferas em Espacos
n-Dimensionais

O empacotamento de esferas em espacos n-dimensionais pode ser considerado como
uma generalizacao da conjectura de Kepler. Essa espécie de empacotamento vislum-
bra definir a conformacao, regular ou nao, de esferas ou hiper-esferas no espago n-
dimensional que enseje a maior densidade possivel. Em um espaco de uma dimensao
isso ¢ trivial, pois uma bola unidimensional ¢ um segmento de reta e pode-se obter

uma densidade igual a 1.

Figura 2.1: Empacotamento regular hexagonal, ou “colméia”, em R2.

A seguir sao apresentados particularidades dos casos R?, R3 e R*. Porém, vale
ressaltar que nesses problemas o contentor é o espaco todo, ou seja, R™.

Para o espaco de duas dimensoes, o R?, a maior densidade é dada pelo empaco-



tamento regular hexagonal, ou “colméia”, ﬁg =0,9069... . A verificagao desse fato
¢ dada por [16]. Em trés dimensoes a resposta ainda é desconhecida. Mas, se forem
considerados somente empacotamentos requlares, nesse caso a resposta é conhecida.
Gauss [44] demonstrou que o arranjo reqular! ctibico de face centrada, esquemati-
zado na figura 2.2, é o mais denso empacotamento regular em trés dimensoes. As

provas desse resultado podem ser encontradas em [45, 46, 47, 48, 49].

Figura 2.2: Arranjo regular ciibico de face centrada em R3.

Em quatro dimensoes, o mais denso empacotamento conhecido é o arranjo regular

"2 Dy, no qual os centros das bolas estao todos

conhecido por “tabuleiro de damas
nos pontos (up,us,us,us) onde os w; sao inteiros cuja soma é um numero par.
Assim sendo, (0,0,0,0) é permitido, bem como (1,1,0,0), mas nao (1,0,0,0).
A bola centrada em (0,0,0,0) tem outras 24 bolas ao seu redor, centradas nos
pontos cujas coordenadas tenham qualquer combinacao de ordem e sinal dos valores
{£1,4£1,0,0}. HA 6 opgdes de posicionamento para os zeros e, dai, 4 outras opgoes
para os 1 e seus sinais, num total de 24 possibilidades. Quaisquer dois centros
distintos de D4, devem diferir por no minimo 1 em duas coordenadas, ou por
no minimo 2 em uma coordenada, dado que a distancia minima entre centros é
V2~ 1,414...

A partir da definigdo supracitada temos que D4 contém os centros (2,0,0,0),

(0,2,0,0), ..., (0,0,0,2), (1,1,0,0), (1,0,1,0), ..., (0,0,1,1) e, inversamente, que

'Em um arranjo regular, hd uma periodicidade na disposicdo dos planos de esferas. Para
visualizar o arranjo regular ctibico de face centrada, imagine um cubo e coloque uma esfera em
cada vértice desse cubo. Depois, coloque uma esfera no centro de cada face do cubo. Todas as

esferas devem ter o mesmo raio.
2 Checkerboard.
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cada centro em D, ¢é uma combinagao inteira desses vetores. Na verdade, basta

usar (2,0,0,0), (1,1,0,0), (1,0,1,0) e (1,0,0,1) para definir a matriz

2.0 0 0
1100
M= (2.1)
1010
100 1

A matriz M é a matriz geradora para D,. Ou seja, todos os elementos em
D4 podem ser obtidos por meio de todas as possiveis combinacoes lineares das
linhas de M.  Em decorréncia da definicao em (2.1), D, tem determinante
det Dy = (det M)? = 4.

Para calcular a densidade de D,, é necessario conhecer o volume de uma bola
n-dimensional de raio p. Esse valor € igual a V,, - p", ou seja, ¢ proporcional
ao raio elevado a poténcia n ponderado por V,, que é o volume de uma bola

n-dimensional de raio unitario dado por

Vo= (2.2)
y 2 2V (n = 1)/2)! 2.3

n!

A equagao (2.3) é uma forma alternativa utilizada para valores impares de n,
evitando o uso de (n/2)! .

A drea da superficie da bola de raio p ¢ dada por n -V, -p"" !, e a densidade
do arranjo regular A ¢é expressa por
V- p”

vdet A

Quando se toma o valor de p igual a metade da menor distancia entre dois

A:

(2.4)

pontos do arranjo, p passa a chamar-se raio de empacotamento de A. Para o
arranjo regular Dy, temos que V; =72/2, p=1/v/2, de forma que a densidade
é

A = —WQ =
= =0,6169... . 2.5
16 ’ (2:5)
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Esta é a maior densidade conhecida em quatro dimensoes. Korkine e Zolotareff
[50] j& provaram que esta é a maior densidade possivel para um empacotamento em
arranjo regular para quatro dimensoes.

D, pode ser generalizado, de forma 6bvia, para um empacotamento em arranjo
regular de n dimensoes D,: basta tomar n coordenadas inteiras com somatoério
par.

Se um arranjo regular puder ser obtido de algum outro por rotacao, reflexao e
mudanca de escala, diz-se que sao equivalentes ou similares, denotando-se por =.
Duas matrizes geradoras, M e M’ definem arranjos regulares equivalentes se
e somente se sao relacionadas por M’ = ¢cUMB, onde ¢ é uma constante nao
nula, U ¢é uma matriz com elementos inteiros e determinante +1, e B ¢ uma
matriz ortogonal real (com B - B' =1T). As matrizes de Gram correspondentes se
relacionam por A’ = FUAU"' [31, 18].

Se detU = =+1 e ¢=1, entao M e M’ sao arranjos requlares congruentes. Por
exemplo, o arranjo regular cibico de face centrada ocorre em ambas as sequéncias
A, e D,, visto que Az = Ds.

Por que tanta pesquisa para achar empacotamentos densos de bolas n-dimensionais?

Existem varias razoes:

i) Este é um problema interessante de geometria pura. Em 1900, David Hilbert
[22] o mencionou em sua lista de problemas em aberto para o século XX. Além
disso, segundo comentam Conway e Sloane [31], os melhores empacotamentos

mostram conexoes, por vezes inesperadas, com outros ramos da matematica;

ii) Existem aplicacoes diretas dos empacotamentos com arranjos regulares na te-

oria dos numeros;

iii) H& aplicagoes diretas dos empacotamentos com arranjos regulares de bolas

para problemas oriundos das comunicacoes digitais.
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iv)

vi)

Um exemplo disso é uma pergunta tipica de projeto de comunicagoes por

radio mével em Spread Spectrum?: quantas esferas de raio 0,25 podem ser

empacotadas em uma esfera de raio 1, num espaco de 100 dimensoes?

Empacotamentos em duas e em trés dimensoes tem varias aplicagoes. Por
exemplo, os circulos em um empacotamento bidimensional dentro de outro
circulo podem representar fibras éticas, vistas em um corte transversal de um
cabo, conforme ilustrado pela figura 2.3. Empacotamentos tridimensionais
tem aplicagoes em quimica, fisica, biologia, projeto de antenas, tomografia por

raios-X e na analise estatistica em esferas;

Empacotamentos n-dimensionais podem ser utilizados nos calculos numéricos
de integrais, seja na superficie de uma bola em R™ ou no seu interior. Uma
aplicagao relacionada, ainda nao muito utilizada, é a utilizacao de tais empa-
cotamentos para a resolugao de problemas n-dimensionais de busca ou apro-

ximagao;

Recentes desenvolvimentos no campo da fisica envolveram os arranjos regulares

Eg, Aoy e os arranjos de Lorentz correlatos nas dimensoes 10 e 26.

Figura 2.3: Cabo de fibra éptica.

3E uma técnica de codificacio para a transmissio digital de sinais. Consiste em codificar e

modificar o sinal de informagao executando o seu espalhamento no espectro de frequéncias. O

sinal espalhado ocupa uma banda maior que a informacao original, porém possui baixa densidade

de poténcia e, portanto, apresenta uma baixa relacao sinal/ruido.
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Segundo registram Conway e Sloane [31], os melhores empacotamentos conheci-
dos sao: Z, Ao, As, D,, Ds, Eg, E7, Eg, Ko, Aig e Mgy, Desses, somente
os trés primeiros sao, comprovadamente, os mais densos possiveis nas respectivas
dimensoes, com a observagao de que As ¢é o arranjo reqular mais denso possivel.
Em sendo confirmada a prova de Hales [21], esse arranjo regular passard a ser, com-
provadamente, o mais denso empacotamento possivel em trés dimensoes conforme

previsto por Kepler [51].

2.2 Numero de Toques ou Entrechoques (“Kis-
sing Number”)

O problema de niimeros de toques ou entrechoques, conhecido como “kissing num-
ber”, surge com a indagacao a respeito de quantas bolas de raio unitario poderiam
tocar, ao mesmo tempo, uma outra bola de raio unitario centrada na origem, sem
esbarrarem umas nas outras [18]. Na figura 2.4 tem-se o exemplo para o caso tridi-

mensional.

Figura 2.4: Kissing Number em R3.

Pelo seu grande apelo geométrico, esse problema tem sido estudado em diversas

dimensoes [16].
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A seguir serao descritos alguns problemas de empacotamento sobre uma esfera.

No entanto, antes disso, faz-se necessario algumas definicoes.

Definicao 2.1: A superficie de uma esfera unitaria B , no R"*!, é denotada por

STL
Definigao 2.2: x; representa um ponto no R3. Dessa forma, x; = (i1, Zi2, Ti3)-

Definigao 2.3: z(q) representa um conjunto de pontos no R3 ie., z(q) =

{.fl,’i, 1= 1, 2, ceey q}
Definicao 2.4: ||.|| denota a norma euclidiana.

Definicao 2.5: A distancia entre dois pontos genéricos z; e =z, é denotada por

dij = d(ﬂfi,ﬂfj) = ||lz; — 37]”

2.3 Familia de Problemas de Arranjo sobre uma
Esfera

Existem intimeras formulagoes de problemas em esferas, no espago de 3 dimensoes,
ou em hiper-esferas, em espacos de 4 ou mais dimensoes. Abaixo serao apresentados
sucintamente alguns problemas sobre esferas descritos em [52, 30].

Segundo Pinter [30], o modelo geral do arranjo 6timo de pontos sobre uma esfera
¢ o seguinte: dado uma esfera unitdria B no R?, e um inteiro positivo ¢, deseja-se
encontrar uma g-upla de vetores unitarios distribuidos na superficie S? de B tal

que z(q) otimiza o valor de uma dada funcao critério f(z(q)) especifica, onde
llzil| =1, i=1,2,...,q. (2.6)

O problema de distribuicao de um ntmero ¢ de pontos sobre a superficie de
uma esfera de maneira uniforme, tem inspirado nao somente matemaéticos, como
também, atraido a atencao de pesquisadores da area bioldgica, quimica e fisica em
estudos desenvolvidos em morfologia viral, cristalografia, estruturas moleculares e
eletrostatica [30].

Em duas dimensoes, esse problema ¢ andlogo a distribuicao de ¢ pontos sobre

uma circunferéncia com distancia igualmente espacgadas.

15



A otimizacao com respeito a um critério de decisao, como a energia total de re-
pulsao, é uma maneira natural para encontrar a distribuigao de pontos sobre a esfera.
O descobrimento feito por Kroto et al. [53], em 1985, de moléculas de carbono-60
(Cgo) estavel com atomos arranjados numa estrutura esférica, conforme mostra a
figura 2.5, influenciou consideravelmente as atividades cientificas nesse tema. O es-
tudo do Cgp gerou um ramo de pesquisa aposto na matemaética, revelado por [54].
Conseguinte as descobertas, a busca passou a ser a de encontrar uma maior estabi-
lidade das moléculas de carbono. Embora nao se espere que tais moléculas tenham
estruturas regularmente esféricas (devido as restrigoes de vinculos), a construgao
de maior estabilidade de configuracoes de pontos sobre uma esfera caracteriza tal

modelagem [16].

Figura 2.5: Moléculas de carbono-60 estavel.

Em eletrostatica, a localizagao de cargas pontuais idénticas sobre a esfera, de tal
modo que elas estejam em equilibrio com respeito a Lei de Coulomb, é um problema
desafiador, e algumas vezes referido como o problema dual para o problema de
estabilidade de moléculas.

Dentre as diversas aplicagoes para a distribuicao uniforme de pontos sobre a
esfera, existe algumas importantes na ciéncia da computagao, como por exemplo:
calculos de areas, os quais dependem de uma escolha apropriada de uma amostra
de pontos numa dada ordem para aproxima-la por uma funcao integral; estudo de

complexidade computacional, onde se utiliza o problema de encontrar ¢ pontos
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esféricos que maximizam o produto de suas distancias mutuas.

Segundo Gongalves Junior (2007), “as configuragoes étimas parecem seguir um
padrao: os pontos distribuidos sobre a esfera tendem a se arranjarem por si proprios,
em acordo com a estrutura hexagonal, ligeiramente perturbada” [16].

Para um ntumero relativamente grande de pontos distribuidos sobre a superficie
da esfera, observou-se, a partir de uma pesquisa empirica, que todas células de
Dirichlet para uma configuracao otima, exceto exatamente doze, sao hexagonais
[52]. As excegoes sao células pentagonais. As figuras 2.5 e 2.10 mostram as células

de Dirichlet para o caso especifico do carbono-60 estéavel.

2.3.1 Problema Eliptico de Fekete

O problema Eliptico de Fekete, apresenta a seguinte formulagao matematica: dada
uma esfera unitdria B no espaco Euclidiano R?, e um inteiro positivo ¢, deseja-se

encontrar a g-upla de pontos ou vetores unitarios

z(q), (2.7)

sobre a superficie S? de B, que maximiza o produto das distancias entre todos os
possiveis pares {z; , z;}, 1 <i<j<gq.
Em outras palavras, interessa encontrar o maximo global da funcao dada por

Pz(@) = ] llei—all (2.8)

1<i<j<gq

r €5% i=1,2,..4q.

Por razoes de melhor tratamento numérico, pode-se aplicar a transformagao lo-
garitmica [30]. Consequentemente, a fungao objetivo em (2.8) é substituida pela
funcao potencial logaritmica, e o problema anterior é equivalente ao problema de

minimizar o Logaritmo da Energia

Ea@)= Y logllai— I (29
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2.3.2 Problema de Fekete

O problema de distribuicao de ¢ pontos sobre uma esfera ou problema de Fekete

pode ser formulado como o da minimizacao da fungao energia

Ex(a) = Y lm—all (2.10)

1<i<j<gq
onde valores 6timos 2*(q) = {z}, i = 1,2,...,q} s@o denominados pontos de Fekete.

Fisicamente, isto representa a energia de ¢ particulas carregadas que se repe-
lem mutuamente de acordo com a Lei de Coulomb. Nesse contexto, o problema é
conhecido como problema Thompson.

Configuragoes 6timas para esse problema sao conhecidas para 1 < ¢ < 6 e
q = 12, conforme apresentado por [55].

O sitio [56] contém um Applet?, chamado Applet Thompson, que tem por objetivo
apresentar as figuras que representam esse problema, dado como entrada um niimero
q de pontos iniciais (contido no intervalo 2 < ¢ < 5000), bem como o resultado final
do empacotamento. Dentre os algoritmos utilizados nesse Applet estao: Relaxagao,
Monte Carlo, Algoritmo Genético, dentre outros.

As figuras 2.6 e 2.7 representam um caso particular para o problema Thompson.
Nas figuras 2.6(a) e 2.7(a) as cores denotam nimeros de particulas: verde: 4; ver-
melho: 5; azul: 6; amarelo: 7; roxo: 8; preto: outros. J& nas figuras 2.6(b) e 2.7(b)
o esquema de cores indicam, vermelho: altas energias; azul: baixas energias.

Para gerar a figura 2.6 bem como seu resultado final, figura 2.7, foram utilizados
50 pontos iniciais aleatorios e, para solucionar o problema, o algoritmo de Relaxagao.

A solugao final encontrada foi E = 1055.18760627.

2.3.3 Problema Tammes

O problema de arranjo de ¢ pontos sobre uma esfera pergunta como maximizar a

minima distancia entre esses ¢ pontos. Este problema pode ser descrito como

dy= max = min |lz: - | (2.11)

4software que é executado no contexto de outro programa. O termo foi introduzido pelo Ap-

pleScript em 1993.
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(a) Triangulagdo Delaunay de ¢ = 50 (b) Estirpe parcial da energia de to-
em R3. das as particulas com relagao a trian-

gulacdo Delaunay, para ¢ = 50 em R>.

Figura 2.6: Pontos iniciais gerados para ¢ = 50 em R3.

(a) Solugao final para o caso mostrado (b) Solugéo final para o caso mostrado

na figura 2.6(a). na figura 2.6(b).

Figura 2.7: Solucao final para caso mostrado na figura 2.6.
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O arranjo correspondente é denominado empacotamento otimo. A figura 2.8
apresenta o melhor empacotamento conhecido para o caso ¢ = 150 circulos sobre

a superficie S? de uma esfera unitdria B em R3.

Figura 2.8: Empacotamento de circulos na superficie da esfera em R3.

Solucoes 6timas para esse problema sao conhecidas para os casos 1 < g < 12
e q = 24, conforme citado em [55]. No entanto, no sitio [57] pode-se encontrar
solucoes putativas para R?, intervalo 4 < ¢ < 130; R*, intervalo 5 < ¢ <130 e
g = 600; e para o R® no intervalo 6 < ¢ < 130.

Uma aplicacao pratica do problema de Tammes, como previamente comentado,
estd na construcao de cédigos esféricos. Em geral, os meios disponiveis para trans-
feréncia de dados tém ruidos que sao provocados por influéncias de naturezas di-
versas, os quais eventualmente provocam perturbacoes nos valores originalmente
emitidos. Por isso, durante a decodificacao dos dados no destino final é inexoravel
a ocorrencia de erros. Portanto, para minimizar tais erros de transferéncia, deve-
se definir uma codificacao com a maior separagao possivel dos simbolos basicos do
alfabeto em questao.

Isso deve-se ao fato de que o decodificador escolhe o simbolo béasico do alfabeto
mais préximo. Portanto, para minimizar as escolhas erradas, os simbolos (ou pontos,
representados pelos centros dos circulos) devem estar o mais separado possivel uns

dos outros.
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2.3.4 Problema s-Energia Riesz

Esse problema engendra uma formulagao mais geral, pois os casos na esfera vistos
anteriormente podem ser definidos como derivagoes dessa formulagao, como descrito

a seguir. A formulacao desse problema é como segue:

> ; s> 0;

||xz_%||

Ey(x(q)) = § == (2.12)

Z log _$J|| ==

1<i<j<q

onde z(g) denota o conjunto de ¢ pontos distintos em R?  Para u € RY o

problema de minimizar a s-energia de n-pontos sobre pu ¢é definido como:

&(p,q) = min Eg(xq,...,2,). (2.13)

z(q) C p
As imagens contidas na figura 2.9 correspondem a energia referente ao conjunto

de 101 pontos com s =0.1, s=1 e s =4 (da esquerda para a direita).

Figura 2.9: s-Energia Riesz.

Como previamente dito, esse problema é mais geral e engendra formulagoes para
outros problemas a medida que o parametro s varia. Quando s = 0, considera-
se o problema Eliptico de Fekete ou, como também é conhecido, problema Whyte
[55]; s =1: problema de Fekete ou, no contexto fisico, conhecido como problema
Thompson; s — +o00: problema Tammes.

Na literatura tém sido relatados extensos calculos para obter configuragoes étimas
e sua energia correspondente. Intimeros trabalhos trataram o caso s = 1, como por

exemplo [58, 59]. J& nos trabalhos [60, 61, 62] foram considerados outros valores de
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s. Pode-se encontrar no sitio [63] uma relagdo dos melhores resultados conhecidos
expostos por Hardin, Sloane e Smith. Para os casos ¢ > 100, longe de serem
triviais, sao algumas vezes utilizados para testes em rotinas de otimizacgao global
[64].

Esse problema é registrado como grande desafio, devido a existéncia de inimeros
minimos locais para o mesmo. Além disso, os minimos locais tem energias muito
proximas do minimo global, apesar da dificuldade de se provar essa aproximagao
com alguma precisao [52]. De qualquer modo, de acordo com Erber e Hockney [65],
estima-se que o numero de minimos locais distintos (a menos de movimentos de
rotacgao e de reflexdo) cresce exponencialmente com gq.

Em contrapartida, segundo os mesmos autores, algumas estruturas de configura-
¢oes 6timas para valores 32 < ¢ <200, com s =0 e s =1 exibem um padrao
hexagonal-pentagonal de células de Dirichlet.

A figura 2.10 apresenta ¢ = 122 pontos em equilibrio sobre uma esfera com

suas correspondentes células de Dirichlet.

Figura 2.10: Os 122 pontos em equilibrio sobre uma esfera.
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2.3.5 Problema Soma de Poténcia

Para esse problema, o critério é a maximizagao da Soma das Poténcias das Distancias.

Sua formulagao ¢é a seguinte:

Maximizar — Pa(x(q)) = Y |lai—2][* a>0 (2.14)
1<i<j<yq

Sujeito a: r€S5% i=1,2,..4q

onde « ¢é o parametro do modelo.

Observou-se que este problema ¢é interessante somente para o caso em que « < 2.
Para ¢ pare « > 2, configuracoes étimas consistem de dois grupos iguais, obtidos
pela alocacao da metade dos pontos em posicoes opostas, por exemplo, metade no

polo norte e a outra metade no pélo sul da esfera [52].

2.4 Problema de Recobrimento

Nesse problema, deseja-se recobrir totalmente uma esfera com ¢ circulos idénticos
de forma a minimizar o raio dos mesmos. Dessa forma, a distancia maxima de
qualquer ponto da esfera ao centro do circulo mais préximo tem de ser tao pequena
quanto possivel. Sejam x; os centros dos circulos, o problema pode ser descrito

como:
d, = max min ||z — x| (2.15)
z € S? (

Equivalentemente, procura-se o menor raio de ¢ circulos idénticos que recobram
a superficie de uma esfera unitaria. A figura 2.11 representa a solugao para o caso
q = 100.

Para se ter uma idéia das dificuldades intrinsecas a resolucao do problema de
recobrimento, vale a pena lembrar que um problema de dimensao muito pequena:
recobrimento de um quadrado com 6 circulos congruentes foi objeto de um artigo
numa revista cientifica internacional [66].

Pode-se encontrar no sitio [67] uma relacdo dos melhores resultados conhecidos,

em trés dimensoes, expostos por Hardin, Sloane e Smith.
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Figura 2.11: Problema de Recobrimento na esfera unitdria em R3.
2.5 Empacotamento de esferas em um cubo em
RZ&

Seja um cubo C € R?* e um nimero ¢ de esferas em R3, deseja-se alocar as ¢
esferas dentro do cubo, sem sobreposicao, maximizando seu raio. Equivalentemente
deseja-se maximizar a minima distancia entre pares de ¢ esferas b;, 1 =1,2,...,q,

dentro do cubo. Esse problema pode ser formulado como:

y nax o min ||z — 2], (2.16)

onde {x;,i=1,2,...,q} correspondem aos centros das esferas b; C C,i=1,2,...,q,
em R3.

A figura 2.12 representa o problema em questao para o caso particular ¢ = 20.

Figura 2.12: Problema de empacotamento de esferas em um cubo.
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O sitio [68] contém um Applet, escrito por Martin Erren, que tem por objetivo
apresentar as figuras que representam esse problema, dado como entrada um nimero
q de esferas iniciais (contido no intervalo 1 < ¢ < 72), bem como o resultado final

do empacotamento. A figura 2.12 foi gerada usando esse Applet.

2.6 Empacotamento de esferas em uma esfera em
R?)

Seja uma esfera B € R3 e um ntimero ¢ de esferas em R3, deseja-se alocar as ¢
esferas dentro de B, sem sobreposicao, maximizando seu raio. Equivalentemente
deseja-se maximizar a minima distancia entre pares de ¢ esferas b;, i =1,2,...,q,

dentro da esfera B. Esse problema pode ser formulado como:

A min ||z — 241, (2.17)

onde {z;,i=1,2,....,q} correspondem aos centros das esferas b; C B em R3.

A figura 2.13 representa o problema em questao para o caso particular g = 20.

Figura 2.13: Problema de empacotamento de esferas em esfera.

O sitio [69] contém um Applet, escrito por Martin Erren, que tem por objetivo
apresentar as figuras que representam esse problema, dado como entrada um nimero
q de esferas iniciais (contido no intervalo 1 < ¢ < 50), bem como o resultado final
do empacotamento. A figura 2.13 foi gerada usando esse Applet.

Outros tipos de problemas de empacotamento em esferas, e também em circulos,

podem ser encontrados em Birgin e Sobral [70, 71].
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Capitulo 3

Descricao do Problema e

Metodologia de Resolucao

3.1 Descricao do Problema

Como ja dito no Capitulo 1, o problema de empacotamento de circulos congruentes,
sem sobreposicao, sobre a superficie de uma esfera pode ser formulado como um pro-
blema de otimizacao maz-min, o qual corresponde a maximizar a minima distancia

entre todos os pares de ¢ pontos dispostos na superficie S? de uma esfera unitdria

B e R3:

dy=_ mex i |z =g (3.1)

No problema (3.1), d, corresponde a distancia étima entre os centros das ¢
circunferéncias, limitantes dos circulos, dispostos na superficie da esfera unitaria, z;
e x; correspondem a centros de circulos ou pontos genéricos. As componentes de
cada ponto x; € R? serao representadas na forma x; = (241, 4, 233), i = 1,2, ...,q.
A restrigao y,...,x, € S? garante que os centros dos circulos permanecam sobre a

superficie da esfera unitdria e pode ser assim representada:

> (@) = 1. (3.2)

Na figura 3.1, d(z,y) representa a distancia entre dois pontos genéricos = e y

em R3 e 6 representa o angulo de separacao entre os mesmos pontos.
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Figura 3.1: Distancia entre dois pontos genéricos sobre a esfera em R3.

O problema Tammes, representado por (3.1), pode ser colocado numa forma

equivalente, como o problema de programacao nao-linear

Maximizar r
Sujeito a: ||z; —xjlls >2r, i=1,2,..,q—1; j=i+1,..,9 (3.3

v, €8%  i=1,2..q

onde r ¢é o raio dos circulos, os vetores x; € R®, i = 1,2,...,q, correspondem
aos centros dos circulos dispostos na superficie S? da esfera unitdaria B € R3. A
restricao de desigualdade implica a nao sobreposicao dos circulos congruentes, pois
a distancia entre dois pontos estard limitada inferiormente por 2r, i. e., a minima
distancia entre dois centros de circulos para que os mesmos nao se sobreponham.
E a ultima restricao garante que os centros serao dispostos na superficie da esfera
unitaria.

O problema (3.3) estd corretamente especificado. Porém, como veremos a se-
guir, esse problema pode ser simplificado, reduzindo consideravalmente o esforco
computacional.

No processo iterativo é possivel ter uma visao dos vizinhos e, por via de con-
sequéncia, estimar restrigoes que realmente contribuem na solu¢ao do problema, ou

seja, restricoes ativas.
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Com esse referencial definimos o novo problema:

Maximizar r
Sujeito a: ||z, — x|l >2r, 1=1,2,..,q; Jj € Ji(9) (3.4)

T; € 52, 1= 1,2, ey q,

onde Ji(7) representa o conjunto dos k pontos vizinhos mais préximos do ponto
i.

A racionalidade do problema (3.4) se d4 ao fato de que um circulo, contido no R?
ou S? por exemplo, pode ter no maximo 6 vizinhos. Esse fato pode ser verificado
observando as figuras bidimensionais 2.1 (planar) e 2.8 (esférica).

No processo iterativo de minimizagao do problema (3.4) ¢ natural se comegar
com um numero maior de vizinhos. Nesse caso optamos por k& = 12. A razao
dessa escolha é que a configuracao do conjunto dos ¢ pontos iniciais ainda é
precaria porque se esta no inicio do processo iterativo. A medida que se avanca
nesse mesmo processo iterativo, as vizinhangas vao se definindo mais claramente, ou
seja, vao se estabilizando. Nesse momento é natural que passemos a considerar um
numero menor de vizinhos. Dado a figura 3.2, podemos perceber que se ligarmos os
pontos dos centros de todos os circulos ao centro do circulo central, irao se formar
seis triangulos equilateros, totalizando um giro de 360°. Desse modo, fica claro
que o numero maximo de vizinhos é igual a 6, entao passamos a considerar essa

quantidade de vizinhos.

Figura 3.2: Numero maximo de vizinhos de um circulo.
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Se comparado ao problema (3.3), o problema (3.4) é mais simples e, além disso,
mais preciso. Isso ocorre porque o nimero de restricoes é muito menor, o que o
torna computacionalmente mais rapido e sobretudo mais preciso, porque nao havera
a influéncia deletaria de cédlculos de restrigoes absolutamente nao-ativas, correspon-
dentes a centros muito distantes entre si.

Podemos, entretanto, tornar o problema (3.4) ainda mais simples substituindo
as coordenadas cartesianas por esféricas. Dessa forma, é possivel fazer com que as
restri¢oes de pertinéncia dos centros dos circulos a superficie da esfera unitaria sejam
obrigatoriamente obedecidas. Nesse contexto, cada centro do circulo x; ¢é definido

por duas variaveis

a € [0, 27 (3.5)

Bi € [-m/2, ©/2] (3.6)

onde «; representa o angulo de rotacao e [3; o angulo de elevagao, conforme

podemos observar na figura 3.3.

Z A

(x, Y, 2)

x
R
]
v

Figura 3.3: Coordenadas esféricas.

A correspondéncia entre as coordenadas cartesianas e coordenadas esféricas dos

pontos situados na superficie da esfera unitaria, é dada pelas expressoes abaixo:

Ty = cosq; Cos [ (3.7)
Tip = sino; cos (3.8)
T3 = sin 6@ (39)
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Através do uso desse esquema, temos na verdade a vinculagao x; = x;(«ay, 53;) e,
consequentemente, as segundas restrigoes do problema (3.4) sdo automaticamente
atendidas por construcao. Além disso, tem-se a vantagem adicional de se trabalhar
num espaco solucao de menor dimensao, i.e., passa-se de um espago de dimensao
R3? para R2.

Por simplicidade de notagao manteremos, no que se segue, a notacao cartesiana
simplificada, mas sem esquecer que os centros dos circulos sao dados pelas equacoes
3.7, 3.8 € 3.9, e que as varidveis independentes de fato sao os pares («;, [3;).

Nesse contexto de coordenadas esféricas, define-se o problema (3.10).

Maximizar r

Sujeito a: ||z; —xjlla >2r, i=1,2,....q; j € Jp(i). (3.10)

Para a formulagao (3.10), onde se tem um conjunto de inequagoes quadraticas
concavas, nao existe abordagem geral de bom desempenho para traté-la [16].

Essa formulagao apresenta a caracteristica de nao-diferenciabilidade. Além disso,
a funcao objetivo é nao-convexa, tendo, em geral, inimeros minimos locais. A
obten¢ao do minimo global para esse problema é uma tarefa de grande dificuldade,
como registra as referéncias consultadas.

Locatelli e Raber [72] classificaram os problemas de empacotamento em duas
categorias. De acordo com os autores, a primeira categoria inclui os casos em que foi
possivel provar a otimalidade do problema de maneira exata, seja explicitamente ou
utilizando apoio computacional para alcancar essa meta. A segunda categoria inclui
apenas os casos em que a unica possibilidade é o aprimoramento dos resultados com
respeito as melhores solucoes previamente encontradas, que sao conhecidas como
otimos putativos.

A resolucao de forma exata para esse problema é tao somente possivel para alguns
valores inteiros de ¢ circulos empacotados. A figura 3.4 apresenta empacotamentos
Otimos para ¢ =4, ¢ =6, ¢q=28, ¢q=12 e ¢ = 20, que correspondem,
respectivamente, aos vértices de um tetraedro regular, octaedro regular, hexaedro
regular, dodecaedro regular e icosaedro regular.

Existem 9 poliedros regulares, 5 sélidos platonicos e 4 poliedros de Kepler-

Poinsot. Em particular, os poliedros regulares convexos, conhecidos como solidos
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platonicos, ensejam formas étimas de empacotamento na superficie da esfera, como

mostra a figura 3.4.

40000

Figura 3.4: Poliedros regulares convexos.

Até o presente momento, a mais atualizada reuniao dos melhores resultados
putativos de empacotamentos de circulos sobre a esfera unitaria foi compilada e
publicada na Internet por Sloane [57]. Os valores putativos publicados de separagao
méaxima (angulo) abrangem desde ¢ = 4 até ¢ = 130 circulos empacotados no
R3, ¢g=5 até ¢=130 no R* e ¢q=6 até ¢=130 no R® bem como o valor
isolado ¢ = 600 no R*.

Para ¢ = 131 até ¢ = 150, os melhores resultados putativos de empacotamentos
de circulos sobre a esfera unitaria foi compilada e publicada por Teshima e Ogawa
[73].

Dentro do referencial de complexidade NP-completa dos problemas de empacota-
mento, a perspectiva deste trabalho é apresentar uma alternativa metodologica para
abordar esse problema, oferecendo resultados eficientes com tempos computacionais
aceitaveis e de precisao compativel aos melhores registrados na literatura.

Nesse momento surge a articulagao das técnicas suavizacao e penalizacao hi-
perbdlica. Uma estratégia elegante, eficiente e extremamente simples que permite
transformar um problema de natureza fortemente nao-diferencidvel em uma alter-
nativa diferenciavel. Nessa estratégia, a resolugao do problema original é obtida
pela resolucao de uma sequéncia infinita de problemas completamente diferenciaveis
e sem restricoes, classe C°°, que gradativamente se aproximam do problema ori-
ginal. Primeiramente é feita a suavizacao das restricoes do problema. A seguir,
se faz a inclusao dessas restrigoes diferenciaveis na funcao objetivo via penalizacao
hiperbdlica. A sequéncia de resolugao € feita com a modulacao do par de parametros
da suavizagao e penalizagao (7, &), fazendo com que a nova fungao objetivo se apro-

xime cada vez mais da original, respeitando todas as restri¢oes, com uma tolerancia
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de aproximacao predeteminada.

Esta técnica é um desdobramento do método de penalizacao hiperbélica original-
mente apresentado por Xavier [3], constituindo-se, de certa forma, em uma extensao
dos processos apresentados por Santos [8], para problemas nao diferencidveis em ge-

ral, e por Chaves [9], para problemas min-max em particular.

3.2 Aproximacao do Problema via Suavizacao Hi-
perbdlica

O problema (3.10), aparentemente singelo, estd associado a um modelo matematico
cuja resolugao apresenta varias peripécias. Primeiramente, apresenta as carac-
teristicas de nao-linearidade, nao convexidade e nao-diferenciabilidade. Assim, em
geral, o problema possui uma miriade de minimos locais. Portanto, a obtencao do
minimo global para esse problema é uma tarefa de grande dificuldade.

Para a resolugao do problema (3.10), a técnica de suavizagao hiperbdélica o apro-
xima por uma particular formulacao completamente diferenciavel, classe C*.

Na abordagem de suavizagao hiperbdlica a fungao nao-diferenciavel distancia

euclidiana entre dois pontos quaisquer no R",

3

zij(2) = ||lws — zl2 = (Tir — 41,)? (3.11)
k=1

¢é aproximada pela fungao hiperbélica:

n

Gij(z,7) = Z(mzk —xj)? + 72 (3.12)

k=1

A funcao ¢ ¢ apresentada pela figura 3.5. Ela tem as seguintes propriedades:
i) ¢ij(x,7) > 25(x), V 7>0;

ii) ¢;;(x,7) é uma funcao estritamente crescente em 7, V7 > 0;

i) lim ¢y (2, 7) = 2i(2);

iv) ¢;; ¢ uma funcao da classe C*°.
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Figura 3.5: Fungao ¢ (SH).

Substituindo a distancia euclidiana original pela funcao distancia suavizada ¢,

obtém-se o problema

Maximizar T

Sujeito a:  ¢i(x,7) >2r, i=1,2,....q; j€ J(). (3.13)

A racionalidade dessa substituicao estd primeiramente na viabilizagao do uso de
métodos de otimizacao consagradamente mais robustos e mais eficientes, conforme
sobejamente registrado na literatura de otimizacao, em particular, aqueles que se
utilizam das informacoes de derivadas de segunda ordem, tais como, o método de
Newton, Quase-Newton ou Gradiente Conjugado [74, 75, 76, 77, 78|.

Adicionalmente, a Suavizacao Hiperbdlica tem a propriedade de eliminacao de
grande parte dos minimos locais. A figura 3.6 mostra um efeito andlogo, porém
inverso, dessa propriedade (2 medida que aumentamos o valor do parametro 7, mais
concava torna-se a funcdo objetivo). Tal propriedade foi inicialmente apresentada
por Xavier [79]. Depois por: Brito [13]; Moreno [80]; e finalmente por Souza [1].

Certamente o problema (3.13) é uma versao diferencidvel do problema original
(3.10), mas nao exatamente equivalente. Resolvé-lo nao significa resolver o problema
original. Para contornar essa dificuldade, a técnica de suavizacao hiperbélica resolve
uma sequéncia infinita de problemas suavizados, [ = 1,2, ..., 400, parametrizados

por uma sequéncia estritamente decrescente de parametros 7; tendendo a zero, ou
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tau=0.00 tau=0.50 tau=1.00

tau=1.75 tau=2.00

Figura 3.6: Variacao do parametro 7 [1].

seja:

Ti+1 < T (314)
lim 7, =0.
l——+o0

Através desse procedimento de reducao gradativa do parametro 7, forca-se
que a sequéncia de problemas suavizados se aproxime assintoticamente do problema
original.

O resultado tedrico que dé racionalidade a esse enfoque estd demonstrado em
Santos [8]: “Para qualquer ponto de minimo local do problema original e para qual-
quer vizi nhanga 0 > 0 especificada, existe um valor limitante T tal que, para todo
7 < T, existe um ponto de minimo local do problema suavizado I; situado dentro

dessa vizinhanc¢a O desse ponto de minimo local T, ou seja:

||z, — z|| < & (3.15)

para todo T < T.”
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3.3 A Técnica da Penalizacao Hiperbdlica

Deve ser primeira e categoricamente enfatizado que para a resolucao do problema
de programagao nao-linear com restrigoes (3.13), gerado pela suavizac¢ao, poderia
ser usado qualquer um dos métodos para tal fim existentes na literatura classica
de otimizagao. O uso do método da penalizacao hiperbdlica é simplesmente uma
alternativa, mas é uma alternativa extremamente atrativa, pois torna possivel um
acoplamento natural com a suavizagao hiperbdlica como veremos.

Abaixo, é feita uma breve revisao do método de penalizacao hiperbdlica, que
pode ser vista em detalhes em [3, 81]. O método destina-se a resoluc¢ao do problema
geral de programacao nao-linear sujeito a restricoes de desigualdade, que pode ser

colocado sob a seguinte forma:

Minimizar f(x)

Sujeito a:  gi(x) >0, i=1,...,m, (3.16)

onde f:R"—=R e g;: R" — R.
Similarmente a outros métodos de penalizagao, a Penalizagao Hiperbodlica in-
corpora a funcao objetivo as restricoes do problema gerando uma fungao objetivo

modificada ou penalizada:

Minimizar f(z) + Z P(gi(z)). (3.17)

=1

A denominacao Penalizacao Hiperbdlica decorre do método fazer uso da funcao:

2
P(y,a,&) = — (% tana> Y+ \/(% tana> y? + &2, (3.18)

onde « € [O, g) e & > 0, que é uma funcao hiperbdlica com uma assintota

horizontal e uma inclinada, com angulo «, pertencente a classe de fungoes C°.
A figura 3.7 mostra o grafico da Fungao Penalizada. A medida que y, associado
ao valor da restricao contemplada aumenta, o valor da penalidade decresce assinto-
ticamente a zero. A medida que y se torna cada mais negativo, ou seja, aumenta o
valor da violacao, o valor da penalidade cresce assintoticamente a reta —y - tan(«).
Assim, é uma penalidade que trabalha coerentemente tanto na regiao viavel como

na regiao inviavel, conforme representado na figura 3.8.

35



0, (X)

- = = L max(x, 0)

Figura 3.7: Penalizagao Hiperbdlica.

Penalizacao 1 Penalizagio
Hiperbélica I | interior

Penalizagado
Exterior

Figura 3.8: Penalizacao Interior, Hiperbdlica e Exterior.
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Numa forma mais compacta, fazendo A = %tan «, a funcao de penalidade

hiperbélica pode ser escrita de uma forma mais conveniente:
Py, a,§) = =Ay + VN> + &, (3.19)

que é uma funcao da classe C*°.

Para resolver o problema (3.17) pela técnica de penalizacao hiperbdlica é gerada

uma sequéncia de subproblemas intermediarios, k= 1,2, ..., definido como:
Minimizar F(z, A, &) = f(x) + Z P(gi(x), M, &k)- (3.20)

i=1
Apresentado o método de penalizacao hiperbdlica, agora definiremos entao a
formulacdo penalizada do problema suavizado (3.13). O novo problema, chamado

de (Fsppviz), ¢ definido como:

Minimizar — F(z, 7, A, &) = =7 = Y P(6i;(x, 7), A &)
=1

k=1,2,...

Essa é a formulacao final para o problema Tammes, a qual é prioritariamente
considerada nesta dissertagao.

Diversamente de outros métodos de penalizacao que tem um tnico parametro, o
método da Penalizagao Hiperbodlica possui dois parametros, A e & . O algoritmo
1 essencialmente manipula esses parametros.

A racionalidade do algoritmo da penalizagao hiperbdlica é resumidamente expli-
cada por Xavier [3]: “A sequéncia de subproblemas € obtida pela variagao controlada
dos dois parametros, A e &, em duas diferentes fases do algoritmo. Inicialmente,
se aumenta o parametro A, causando um aumento significativo na penaliza¢ao
fora da regidgo vidvel e, ao mesmo tempo, uma reducdao significativa na penaliza¢ao
para os pontos dentro da regiao vidvel. Esse processo continua até que se obtenha
um ponto vidvel. Dai em diante, mantém-se A constante e se diminui o valor
de & sequencialmente. Dessa maneira, a penalizacdo interna fica cada vez mais

wrrelevante, mantendo o mesmo nivel de proibi¢cao na regiao externa”.
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Algoritmo 1 Penalizagao Hiperbdlica
Requer

xO’ )\ka fk

x =Y

Laco
r = argmin, F(x, A\, &)
Se (x == Ponto inviavel) entao
Ao =71"Xg, 1 >1;
Senao
Se=b-&, 0<b<I
Fim se

Fim laco

3.4 A Articulagao da Suavizacao Hiperbdlica com
a Penalizacao Hiperbdlica

A articulagdao das técnicas de Suavizagao Hiperbdlica e da Penalizacao Hiperbdlica
é muito atrativa e natural, pois ambas consideram a resolucao de uma sequéncia
infinita de subproblemas:

No procedimento de Suavizacao essa sequéncia é gerada pelo decréscimo conti-

nuado do parametro 7 até zero.

Figura 3.9: Decréscimo continuado do parametro & até zero.

No método de Penalizagao Hiperbdlica, essa geracao é efetuada, na segunda fase
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desse algoritmo, através do decréscimo do parametro £ até zero, conforme descrito
na Secao 3.3 e apresentado na figura 3.9.

A articulacao consiste na geracao de uma tnica sequéncia infinita de problemas
suavizados penalizados através de um decréscimo simultaneo de ambos parametros.
Isso pode ser estabelecido com um singelo acoplamento linear do parametro de
suavizacao 7 com o parametro & da Penalizacao.

Dentro desse referencial, foi desenvolvida uma abordagem para tornar eficiente
a utilizacao simultanea de ambos os métodos. O algoritmo 2 combina o uso das
duas técnicas dentro de uma unica sequéncia infinita de resolucao de problemas
suavizados penalizados, através do acoplamento linear do parametro de suavizacao

7 com o parametro de penalizacao &, decrescendo ambos, simultaneamente, a zero.

Algoritmo 2 SPH para empacotamento de circulos na esfera unitaria
Requer

22, 7, & A=1, p, 0<p<lLl

x =’
Laco
r = argming Fspyvi(z,7,\, &)
Se (z == Ponto invidvel) entao
A=r-A, r>1;
Senao
T=pT
§=p-§
Fim se
Fim laco

Deve ser observado que o método de Penalizacao Hiperbodlica contempla, em sua
fase inicial, a manipulacao do parametro J\, associado ao angulo de inclinacao
da assintota, até a obtengao de um ponto 6timo intermediario vidvel. Nesse algo-
ritmo simplificado acima, o parametro A ¢ mantido constante no valor 1, por ser
esse um valor suficientemente alto para garantir o atendimento a essa exigéncia de
viabilidade.

Na implementagao do algoritmo 2 o par de parametros (7, £), respectivamente
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de suavizagao e de penalizacao, foram acoplados linearmente através de uma cons-
tante positiva « adequada, na forma ¢ = ar.  Dessa forma, foi garantido o
decréscimo simultaneo de ambos os parametros, tornando mais eficiente a aplicacao

combinada de ambos os métodos, conforme se podera comprovar no Capitulo 4.
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Capitulo 4

Resultados Computacionais

No desenvolvimento da presente implementacao da proposta metodologica: Sua-
vizagao Hiperbdlica e Penalizacao Hiperbdlica, o principal esforco foi dirigido a har-
monizacao entre os dois efeitos, bem como, na escolha dos demais parametros do
algoritmo. As atividades pertinentes foram feitas empiricamente através de um
processo de experimentos computacionais.

Tendo a perspectiva de se efetuar uma validacao geral da metodologia proposta,
foram planejados, implementados e processados diversos experimentos computacio-
nais.

A seguir ¢ feita uma discussao sobre cada um dos parametros.

O parametro 7 da Suavizacao Hiperbdlica é por exceléncia um parametro vi-
tal da suavizacao, pois da diretamente o nivel da mesma. A escolha de um valor
pequeno implica obviamente num problema muito nervoso ou duro, préximo a natu-
reza nao diferenciavel dada pela distancia euclidiana. A escolha de um valor grande
implica suavizagao excessiva, distanciamento grande do problema original e falta de
sensibilidade.

A experimentacao mostrou adequada a especificacao de um valor inicial mode-
rado para o parametro 7, no intervalo 0.01 <7 <0.1.

O parametro ¢ da Penalizacao Hiperbodlica esta natural e intimamente ligado
ao parametro 7. Ele esta associado a rigidez dos circulos e a fronteira da regiao
viavel. Os valores iniciais mais adequados para os parametros de penalizacao foram
¢ =0.0001.

Mais importante sobretudo, é a harmonizacao entre o uso conjunto das técnicas
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de Suavizacao e de Penalizacao Hiperbdlica. Nesse sentido, a experiéncia empirica
demonstrou que a relagao ideal entre esses parametros deve se situar dentro da faixa
100 < 7/& < 1000.

A manipulagao do parametro de redugao p tem dois compromissos. Um valor
excessivo para o parametro p prejudica a continuidade harmoniosa dos processos
aproximativos, que pode ser catastrofica, gerando iteragoes mais demoradas. Em
contrapartida, um valor pequeno aumenta desnecessariamente o numero total de
iteracoes. Foi observado que o valor p = 0.1 foi adequado na conciliacao desses
dois efeitos indesejados.

A geracao dos pontos iniciais é outra questao importante para auxiliar na con-
vergencia do problema para uma boa solugao, pois se pudermos iniciar o processo
iterativo com um conjunto de pontos iniciais distribuidos uniformemente sobre a es-
fera, certamente isso facilitara na obtencao de uma boa solucao final. Diante disso,
utilizamos uma regra para gerar o conjunto de pontos iniciais de forma uniforme
sobre a esfera unitaria, o qual é apresentado a seguir, utilizando como referéncia a

figura 4.1.

Figura 4.1: Distribuicao do conjunto inicial de pontos uniformemente sobre S2.

Primeiramente, o valor do angulo de rotacao « ¢ criado aleatoriamente no
intervalo de sua definigao [0, 27].

Quanto ao valor do angulo de elevacao (3 tem-se que levar em consideracao a
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area abrangida para cada valor de f.

Temos que a area representada pelas duas setas vermelhas é dada por
dA = 27 cos( rdf.

Em nosso caso a esfera é unitaria, » = 1. Assim, a area da esfera até um angulo

[ é expressa por:

B
AB) = / 2 cos 3 df

—7/2

AB) = QW[Sinﬁ]fﬂ_/Q,
A(B) = 2r[sinf+1].

Fixando [ = m/2 temos a drea total da esfera:

A(esfera) = 2m [sin7w/2 +1],

Alesfera) = 4m .

Agora devemos associar um numero aleatério a, gerado no intervalo [0, 1],
a um angulo [ tal que a area correspondente a esse angulo tenha distribuicao

uniforme. Dessa forma, devemos fazer por construcao:

Ap
A(esfera) ’

21 [sin G+ 1]
4

sin f = (2a—1).

Como o nimero aleatério a estd no intervalo [0, 1], tem-se que sin § =
(-1, +1], ou pB=[-7/2, +7/2].

Apesar dessa regra ser muito importante, percebeu-se que nem sempre partir da
estaca zero é uma boa opcao, dado que o processo de minimizacao anterior pode
oferecer excelentes qualidades em sua configuracao geral ou em subestruturas ou
padroes locais. Dai a racionalidade de se criar um segundo critério para geragao dos
pontos iniciais.

O segundo critério se fundamenta justamente nos questionamentos e inquietagoes
de que nao é razoavel jogar tudo fora. Pode-se tentar aproveitar qualidades sub-

jacentes da solucao de étimo local anterior. Assim procede o novo critério, faz
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uma pequena perturbacao do ponto 6timo anterior. A perturbacao produz um novo
ponto inicial, enquanto a sua pequenez permite a perduragao de sub-configuracoes
com excelentes propriedades de qualidade, eventualmente globalmente otimais, da
ultima solugao.

No novo critério de geracao de pontos iniciais, o parametro ¢ associado ao
tamanho do deslocamento aleatério em torno da solugao 6tima obtida na tltima
iteracao com o objetivo de produzir o novo ponto inicial tem um papel fundamental
no desempenho pritico do mesmo. O mnovo ponto inicial é dado por: ¥ =
zj 0 + (Rand(0) — 0,5), onde Rand(0) € [0, 1].

O parametro perturbacao ¢ tem um efeito deterministico na obtencao de
solucoes de empacotamento de boa qualidade. Um valor excessivo em ¢ implica na
determinacao de ponto inicial dominantemente aleatorio, esquecendo as qualidades
do ponto 6timo da iteracao anterior. Afinal, esse ponto é um étimo local, e por
isso possui configuragoes de subconjunto de circulos com alto grau de compacidade.
Assim, ¢ alto destréi completamente essas configuracoes parciais de boa qualidade.
De outro lado, § pequeno implica ficar amarrado no 6timo da iteragao anterior, ou
seja, o novo ponto 6timo calculado tem a tendéncia de nao sair do lugar. O valor
d = 1/7 mostrou-se uma escolha adequada.

Finalmente, deve-se explicar a escolha dos parametros A da Penalizacao Hi-
perbodlica. Para isso, deve-se voltar ao problema de programagao nao-linear (3.16).
Sendo A, 7= 1,2,...,m os multiplicadores 6timos de Lagrange desse problema,
Xavier [3] prova que se os valores dos parametros J\; da penalizacao hiperbdlica
forem escolhidos de acordo com \; = A7, i = 1,2,...,m, o problema (3.16) seria
resolvido em uma tnica iteracao desse algoritmo. Ou seja, teriamos uma situacao
da penalizacao exata, onde os termos de penalidade contemplariam de uma forma
precisa e completa o papel delimitante de suas correspondentes restrigoes.

Em relagao aos parametros A da Penalizacao Hiperbdlica associados a cada
uma restri¢do do segundo conjunto de restri¢oes do problema (3.13), foi adotado o
valor A =1, suficientemente alto para garantir viabilidade.

De forma geral, tem que ser explicitado que o desempenho geral da metodologia
proposta ¢é afetado profundamente pela escolha dos parametros iniciais e de sua

variacao, e sobretudo, pela harmonia entre os mesmos.
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O algoritmo da Penalizacao Hiperbdlica (pagina 38) contempla a resolucao de um
problema de programacao nao-linear irrestrito. Como ja enfatizado sobejamente, a
técnica de suavizagao engendra um problema de otimizacao da classe C°°, permi-
tindo o uso de algoritmos de otimizacao mais robustos e eficientes.

Nos presentes experimentos, foi utilizado o algoritmo Quase-Newton, com atu-
alizagdo da matriz hessiana dada pela forma BFGS, na implementagao VA13C da
Harwell Library, biblioteca disponibilizada gratuitamente no sitio [82].

Os programas utilizados foram elaborados em FORTRAN, compilador Intel For-
tran para linux versao 11.0.074, tendo sido executados em um computador pessoal
portatil Hewlett-Packard (HP), com processador Intel Core 2 Duo, 1.83 GHz, dotado
de 3 GBytes de memédria RAM e 320 GBytes de disco rigido.

Maranas et al [83] ao analisar o empacotamento de circulos em um quadrado
unitario destacam que: “esses problemas de empacotamento tem uma natureza nao-
linear, nao-diferencidvel, ndo convexa e, essencialmente, possuem uma miriade de
minimos locais”. Assim, nenhuma metodologia pode garantir que o 6timo global
possa ser atingido com uma unica tentativa de ponto inicial. Por isso, Maranas et
al [83] utilizaram em seus experimentos, para os casos q = 2 até q = 30, multiplos
pontos iniciais para atingir os resultados publicados. Dentro desse referencial, pro-
cedimento andlogo foi adotado neste presente trabalho.

A fim de apresentar a superioridade da formulacao Fsppy,. comparada a for-
mulacao que nao utiliza apenas a informacgao da vizinhanca, a qual chamaremos
de Fsppy, na tabela 4.1 é apresentado uma comparacao dos resultados obtidos por
ambas formulacoes para as instancias ¢ = 110 a ¢ = 130. Na tabela 4.1 as
colunas representam respectivamente: ntimero de circulos; valor da funcao objetivo
utilizando a formulagdo Fspyyv,,; tempo computacional médio gasto (em segun-
dos); valor da fungao objetivo utilizando a formulacao Fspy; tempo computacional
médio gasto (em segundos); e finalmente a diferenca entre o valor da fungao objetivo
obtido pela formulacao Fspyy;. com o valor obtido na formulacao Fspp.

O tempo computacional para todas as instancias foi consideravelmente menor,
e os resultados obtidos também foram superiores na maioria dos casos. Com a

comparacao feita na tabela 4.1 fica claro a superioridade da formulacao Fspgv;..
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Tabela 4.1: Comparacao de resultados entre formulacao Fspyyi. € Fspy no

intervalo: 110 < ¢ < 130.

q Fspuviz CPU Fspu CPU | Fsprviz - Fspu
110 | 0,348948360628 2,74 | 0,348419999170 6,75 5,28E-04
111 | 0,346756374085 2,87 | 0,346613381059 6,79 1,43E-04
112 | 0,345427923954 3,12 | 0,345066087853 7,19 3,62E-04
113 | 0,343954505401 2,85 | 0,343787472599 7,34 1,67E-04
114 | 0,342912684762 3,05 | 0,342912684807 6,87 -4,50E-11
115 | 0,340824019626 3,17 | 0,340684245604 7,71 1,40E-04
116 | 0,339551324120 2,96 | 0,339216984230 7,48 3,34E-04
117 | 0,338033148911 3,62 | 0,338033148920 8,03 -8,71E-12
118 | 0,336795521882 3,11 | 0,336472608448 7,93 3,23E-04
119 | 0,335297596343 3,40 | 0,335297596974 8,18 -6,31E-10
120 | 0,334651544938 3,22 | 0,334011629286 8,32 6,40E-04
121 | 0,332386620002 3,61 | 0,332281645093 8,68 1,05E-04
122 | 0,331300490754 3,65 | 0,330318492477 9,07 9,82E-04
123 | 0,330205141956 3,71 | 0,329991654256 9,22 2,13E-04
124 | 0,329301165891 3,82 | 0,328381307201 8,68 9,20E-04
125 | 0,327083506130 4,06 | 0,326962221811 9,66 1,21E-04
126 | 0,326334843113 3,45 | 0,325653498329 9,62 6,81E-04
127 | 0,324758670043 3,55 | 0,324493801193 9,89 2,65E-04
128 | 0,323610909385 3,61 | 0,322940489705 9,83 6,70E-04
129 | 0,322575127685 3,86 | 0,322153904642 10,10 4,21E-04
130 | 0,321661125399 3,62 | 0,321083593049 10,48 5,78 E-04

¢: namero de circulos.
Fsppvi.: valor da funcao objetivo obtido pela formulagao que utiliza informacao
apenas da vizinhanca.
Fspp: valor da funcao objetivo obtido pela formulacao que nao utiliza informagao
apenas da vizinhanca.

C'PU: tempo médio gasto (em segundos), i.e., tempo total gasto / 100 tentativas.
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As tabelas 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7 mostram os resultados obtidos para o em-
pacotamento de circulos na superficie da esfera unitaria no intervalo 4 < ¢ < 130.
As colunas representam, respectivamente: nimero de circulos; valores 6timos puta-
tivos registradas na literatura, oriundos do sitio [57], pertencente a Sloane; melhores
valores correspondentes obtidos no experimento utilizando a formulagao Fspyvis;
diferenca entre os valores étimos putativos e os melhores valores encontrados nos
experimentos; nimero de pontos iniciais utilizados; frequéncia de ocorréncia dos
melhores valores observada em 100 tentativas; e tempo computacional médio gasto,

em segundos, para obter a solugao.
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Tabela 4.2: Resultados computacionais para empacotamento no intervalo: 4 < 25.

q F* Fsprvis F*— Fspuvi. NT NFspuvi. CPU
4 1,6329932  1,632993161855 3,81E-08 100 100 0,00
5 14142136 1414213562373 3.76E-08 100 100 0,00
6 1,4142136 1,414213562373 3,76E-08 100 100 0,00
7 1,2568705  1,256870468480 3,15E-08 100 100 0,01
8 12155625 1215562524131  -241E-08 100 100 0,01
9  1,1547005  1,154700538379 -3,84E-08 100 100 0,01
10 1,0914263 1,091426291403 8,60E-09 100 32 0,02
11 1,0514622 1,051462224238 -2,42E-08 100 100 0,02
12 1,0514622 1,051462224238 -2,42E-08 100 100 0,02
13 0,9564136  0,956413627224 -2,72E-08 100 25 0,04
14 0,9338626  0,933862623344 -2,33E-08 100 71 0,04
15 0,9026562  0,902656188229 1,18E-08 100 21 0,05
16 0,8805741  0,880574112176 -1,22E-08 100 58 0,06
17 0,8624449  0,862444879317 2,07E-08 100 94 0,08
18  0,8382174  0,838217355794 4,42E-08 100 85 0,09
19  0,8085581  0,808558114720 -1,47TE-08 100 45 0,13
20  0,8043915 0,804391523912 -2,39E-08 100 98 0,10
21 0,7752439  0,775243921529 -2,15E-08 100 13 0,20
22 0,7611751  0,761175067143 3,29E-08 100 42 0,17
23 0,7445173  0,744517313609 -1,36E-08 100 76 0,14
24 0,7442063  0,744206331156 -3,12E-08 100 99 0,12
25 0,7107762  0,710776155230 4,48 E-08 100 7 0,24

¢: numero de circulos.

F*: valor 6timo putativo.

Fsppvi.: valor da funcao objetivo obtido pela formulagao que utiliza informacao
apenas da vizinhanca.

F* — Fsppy;.: diferenca entre valor 6timo putativo e melhor valor encontrado.
NT': numero de tentativas.

NFspgvi.: frequéncia da melhor solugao encontrada.

C'PU: tempo médio gasto (em segundos), i.e., tempo total gasto / 100 tentativas.
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Tabela 4.3: Resultados computacionais para empacotamento no intervalo: 26 < 47.

q F* Fsprvi. F* — Fsppvi: NT NFsppyi. CPU
26 0,7010304 0,701030417143 -1,71E-08 100 7 0,28
27 0,6951414  0,695141408957 -8,96E-09 100 9 0,25
28 0,6734534  0,673453395065 4,93E-09 100 2 0,34
29  0,6629006  0,662900571807 2,82E-08 100 3 0,37
30  0,6609813  0,660981277957 2,20E-08 100 72 0,28
31  0,6463457 0,646345707344 -7,34E-09 100 2 0,39
32 0,6424693  0,642469275730 2,43E-08 100 43 0,37
33 0,6222578  0,622257802446 -2,45E-09 100 1 0,45
34 0,6148425 0,614842520971 -2,10E-08 100 1 0,48
35 0,6067326 0,606732607497 -7,50E-09 100 2 0,48
36 0,6045690 0,604568961676 3,83E-08 100 13 0,53
37 0,5917897  0,591789691968 8,03E-09 100 3 0,53
38  0,6889257  0,588925700880 -8,80E-10 100 47 0,48
39  0,5762095 0,576209471615 2,84E-08 100 1 0,58
40  0,5706802  0,570680168793 3,12E-08 100 2 0,63
41  0,5634956  0,563495620163 -2,02E-08 100 2 0,58
42 0,5597650  0,559765037067 -3,71E-08 100 4 0,61
43 0,5527950  0,552794961199 3,88E-08 100 1 0,63
44 0,5509966  0,550996591088 8,91E-09 100 7 0,64
45  0,5399084  0,539908373556 2,64E-08 100 4 0,71
46 0,5337899  0,533789908364 -8,36E-09 100 1 0,69
47 0,5308063  0,530806252018 4,80E-08 100 4 0,71

¢: numero de circulos.

F*: valor 6timo putativo.

Fsppvi.: valor da funcao objetivo obtido pela formulagao que utiliza informacao
apenas da vizinhanca.

F* — Fsppy;.: diferenca entre valor 6timo putativo e melhor valor encontrado.
NT': numero de tentativas.

NFspgvi.: frequéncia da melhor solugao encontrada.

C'PU: tempo médio gasto (em segundos), i.e., tempo total gasto / 100 tentativas.
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Tabela 4.4: Resultados computacionais para empacotamento no intervalo: 48 < 69.

q F* Fsprvi. F* — Fsppvi: NT NFsppyi. CPU
48  0,5304860 0,530486012868 -1,29E-08 100 26 0,71
49  0,5163497 0,516349728288 -2,83E-08 100 1 0,80
50 0,5134721  0,513472084681 1,53E-08 100 2 0,81
51 0,5069825  0,506982514629 -1,46E-08 100 1 0,87
52 0,5040502  0,504050178494 2,15E-08 100 16 0,84
53 0,4976147 0,497614702445 -2,45E-09 100 3 0,84
54  0,4959752 0,495975188174 1,18E-08 100 3 0,87
55 0,4882928  0,488292849580 -4,96E-08 100 2 0,90
56 0,4863505 0,486350535294 -3,53E-08 100 8 0,93
57 0,4809080  0,480908021136 -2,11E-08 100 2 0,95
58  0,4763282 0,476328153285 4,67E-08 100 1 0,98
59 04735911  0,473591095466 4,53E-09 100 2 1,00
60 0,4701626 0,470162594026 5,97E-09 100 3 1,01
61 0,4647398 0,464739834139 -3,41E-08 100 2 1,06
62 0,4615261 0,461526054370 4,56 E-08 100 1 1,09
63 0,4581786  0,458178609683 -9,68E-09 100 1 1,10
64 0,4538983  0,453898297998 2,00E-09 100 1 1,15
65 0,4510895  0,451089550789 -5,08 E-08 100 1 1,14
66  0,4490083  0,449008290607 9,39E-09 100 1 1,24
67 0,4445262 0,444526202243 -2,24E-09 100 1 1,31
68  0,4407790 0,440779034130 -3,41E-08 100 1 1,32
69 0,4385624  0,438559458247 2,94E-06 100 1 1,29

¢: numero de circulos.

F*: valor 6timo putativo.

Fsppvi.: valor da funcao objetivo obtido pela formulagao que utiliza informacao
apenas da vizinhanca.

F* — Fsppy;.: diferenca entre valor 6timo putativo e melhor valor encontrado.
NT': numero de tentativas.

NFspgvi.: frequéncia da melhor solugao encontrada.

C'PU: tempo médio gasto (em segundos), i.e., tempo total gasto / 100 tentativas.

50



Tabela 4.5: Resultados computacionais para empacotamento no intervalo: 70 < 91.

q F* Fsprvis F*— Fspuvi. NT NFspuvi. CPU
70 0,4357912  0,435791149971 5,00E-08 100 1 1,41
71 04326737 0,432673695120 4,88E-09 100 3 1,35
72 0,4316265 0,431626492596 7,40E-09 100 14 1,34
73 0,4252726  0,425272211754 3,88E-07 100 1 1,42
74 0,4230068  0,423006794738 5,26 E-09 100 1 1,46
75 0,4209729  0,420972909695 -9,70E-09 100 2 1,48
76 0,4180116 0,418011643177 -4,32E-08 100 1 1,52
77 0,4158453  0,415845280944 1,91E-08 100 1 1,56
78  0,4146458  0,414645779509 2,05E-08 100 2 1,63
79 0,4094020  0,409401979866 2,01E-08 100 1 1,63
80  0,4081902  0,408190247940 -4, 79E-08 100 1 1,64
81 0,4046796  0,404679640289 -4,03E-08 100 1 1,69
82 0,4020636  0,402063575564 2,44E-08 100 1 1,73
83 0,4001553  0,400155265476 3,45E-08 100 2 1,76
84  0,3996206 0,399620572821 2,72E-08 100 11 1,77
85 0,3949582  0,394958158778 4,12E-08 100 17 1,81
86  0,3931650 0,393165034566 -3,46E-08 100 2 1,83
87 0,3909793  0,390979290335 9,66E-09 100 1 1,84
88  0,3896308  0,389630818615 -1,86E-08 100 9 1,85
89  0,3870408 0,387040757166 4,28 E-08 100 1 1,98
90 0,3842565 0,384224781394 3,17E-05 100 1 1,95
91 0,3825054  0,382505357867 4,21E-08 100 1 1,97

¢: numero de circulos.

F*: valor 6timo putativo.

Fsppvi.: valor da funcao objetivo obtido pela formulagao que utiliza informacao
apenas da vizinhanca.

F* — Fsppy;.: diferenca entre valor 6timo putativo e melhor valor encontrado.
NT': numero de tentativas.

NFspgvi.: frequéncia da melhor solugao encontrada.

C'PU: tempo médio gasto (em segundos), i.e., tempo total gasto / 100 tentativas.
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Tabela 4.6: Resultados computacionais para empacotamento no intervalo: 92 < 113.

q F* Fsprvis F*— Fspuvi. NT NFspuvi. CPU
92 0,3820905 0,382090522671 -2,27E-08 100 2 2,16
93  0,3783688  0,378368783272 1,67E-08 100 D 2,18
94 0,3768834 0,376883270813 1,29E-07 100 1 2,41
95  0,3746692  0,374669193217 6,78E-09 100 1 2,22
96 0,3734015 0,373401445654 5,43E-08 100 1 2,33
97  0,3713439  0,371344179058 -2,79E-07 100 1 2,61
98  0,3708369 0,370836915515 -1,55E-08 100 ) 2,39
99  0,3668041  0,366804134924 -3,49E-08 100 1 2,41
100 0,3650065  0,365006495920 4,08E-09 100 1 2,37
101 0,3632471  0,363247113879 -1,39E-08 100 1 2,34
102 0,3619942  0,361771617385 2,23E-04 100 1 2,38
103 0,3599785  0,359977605190 8,95E-07 100 1 2,39
104 0,3585767  0,358576683407 1,66E-08 100 1 2,61
105  0,3565544  0,356554350165 4,98E-08 100 1 2,63
106  0,3548464  0,354846404420 -4,42E-09 100 1 2,72
107 0,3535030  0,353503034724 -3,47E-08 100 1 2,80
108 0,3525280  0,352527958541 4,15E-08 100 1 2,69
109  0,3498626  0,349862456641 1,43E-07 100 1 2,65
110 0,3492097  0,348948360628 2,61E-04 100 3 2,74
111 0,3469952  0,346756374085 2,39E-04 100 1 2,87
112 0,3454279  0,345427923954 -2,40E-08 100 6 3,12
113 0,3439545  0,343954505401 -5,40E-09 100 2 2,85

¢: numero de circulos.

F*: valor 6timo putativo.

Fsppvi.: valor da funcao objetivo obtido pela formulagao que utiliza informacao
apenas da vizinhanca.

F* — Fsppy;.: diferenca entre valor 6timo putativo e melhor valor encontrado.
NT': numero de tentativas.

NFspgvi.: frequéncia da melhor solugao encontrada.

C'PU: tempo médio gasto (em segundos), i.e., tempo total gasto / 100 tentativas.
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Tabela 4.7: Resultados computacionais para empacotamento no intervalo: 114 <

130.

q F* Fsprvi- F* — Fsppgvi. NT NFsppyi. CPU
114 0,3429127  0,342912684762 1,562E-08 100 9 3,05
115 0,3408316  0,340824019626 7,58E-06 100 1 3,17
116 0,3395555  0,339551324120 4,18E-06 100 2 2,96
117 0,3380331  0,338033148911 -4,89E-08 100 1 3,62
118  0,3367955  0,336795521882 -2,19E-08 100 1 3,11
119 0,3357013  0,335297596343 4,04E-04 100 1 3,40
120 0,3356715  0,334651544938 1,02E-03 100 1 S
121 0,3324314  0,332386620002 4,48E-05 100 1 3,61
122 0,3313008  0,331300490754 3,09E-07 100 1 3,65
123 0,3302052  0,330205141956 5,80E-08 100 1 3,71
124 0,3293018  0,329301165891 6,34E-07 100 1 3,82
125 0,3274236  0,327083506130 3,40E-04 100 1 4,06
126 0,3263348  0,326334843113 -4,31E-08 100 7 3,45
127 0,3247587  0,324758670043 3,00E-08 100 1 3,55
128 0,3238100  0,323610909385 1,99E-04 100 1 3,61
129 0,3225785  0,322575127685 3,37E-06 100 1 3,86
130 0,3216635 0,321661125399 2,37E-06 100 1 3,62

¢: numero de circulos.

F*: valor 6timo putativo.

Fsprvi.: valor da funcao objetivo obtido pela formulagao que utiliza informacao
apenas da vizinhanca.

F* — Fspgpyi.: diferenca entre valor 6timo putativo e melhor valor encontrado.
NT': nimero de tentativas.

NFsppvi.: frequéncia da melhor solucao encontrada.

C'PU: tempo médio gasto (em segundos), i.e., tempo total gasto / 100 tentativas.
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E interessante registrar que o numero de pontos iniciais utilizados foi extrema-
mente pequeno se comparado a demais abordagens encontradas na literatura. Além
disso, vale ressaltar que o tempo computacional gasto para obter cada solucao foi
muito pequeno, variando entre 0, 00 - 3,62 segundos, para as instancias no intervalo
4 < qg < 130.

Apesar do numero de pontos iniciais ter sido extremamente pequeno, os re-
sultados obtidos utilizando a formulacao Ssppy;. foram muito bons. No inter-
valo 4 < ¢ < 130, s6 nao alcangamos o 6timo putativo nas instancias: ¢ €
{69,90,102,110, 111,116,119, 120, 121, 125,128,129, 130}.  Ou seja, s6 nao conse-
guimos chegar ao 6timo putativo para 13, de um total de 127 instancias.

Os resultados putativos apresentados por Sloane [57] limitarem-se ao intervalo
4 < g <130 circulos, para o R3. Portanto, para o intervalo 131 < ¢ < 150 a
comparacao foi feita através dos valores 6timos putativos apresentados por Teshima
e Ogawa. A tabela 4.8 mostra os resultados obtidos para o empacotamento de
circulos na superficie da esfera unitaria no intervalo 131 < g < 150.

As colunas da tabela 4.8 representam, respectivamente: numero de circulos;
valores 6timos putativos registradas na literatura, oriundos do sitio [73]; melhores
valores correspondentes obtidos no experimento utilizando a formulacao Fsppyvis;
diferenca entre os valores 6timos putativos e os melhores valores encontrados nos
experimentos; numero de pontos iniciais utilizados; frequéncia de ocorréncia dos
melhores valores observada em 100 tentativas; e tempo computacional médio gasto,

em segundos, para obter a solugao.
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Tabela 4.8: Resultados computacionais para empacotamento no intervalo: 131 <

150.

q F Fspuvi- F*— Fspuvi. NT NFspuvi. CPU
131  0,3177496  0,319331003890 -1,58E-03 100 1 3,71
132 0,3177496  0,317935156944 -1,86E-04 100 1 3,62
133 0,3148761 0,317021856030 -2,15E-03 100 1 3,70
134  0,3134766  0,315494088649 -2,02E-03 100 1 3,79
135 0,3111370 0,314979325770 -3,84E-03 100 1 3,83
136 0,3111370 0,313955219476 -2,82E-03 100 1 3,89
137 0,3104516  0,312427203292 -1,98E-03 100 1 3,83
138 0,3072094  0,310990967665 -3,78E-03 100 1 3,97
139  0,3065848  0,310015829274 -3,43E-03 100 1 4,04
140  0,3065848  0,309150339525 -2,57E-03 100 1 4,12
141 03052789 0308326196764  -3.05E-03 100 | 414
142 0,3028969 0,307213372854 -4,32E-03 100 1 4,21
143 0,3027569  0,306059814691 -3,30E-03 100 1 4,25
144 0,3027569  0,304098187630 -1,34E-03 100 1 417
145  0,3018093  0,303598192402 -1,79E-03 100 1 4,26
146 0,3013350  0,302426370502 -1,09E-03 100 1 4,39
147 0,2987279 0,301532529984 -2,80E-03 100 1 4,30
148 0,2963959  0,300813645339 -4,42E-03 100 1 4,46
149  0,2956542 0,299628229303 -3,97E-03 100 1 4,45
150  0,2953150  0,298583167276 -3,27E-03 100 1 4,54

¢: numero de circulos.

F*: valor 6timo putativo.

Fsppvi.: valor da funcao objetivo obtido pela formulagao que utiliza informacao
apenas da vizinhanca.

F* — Fsppy;.: diferenca entre valor 6timo putativo e melhor valor encontrado.
NT': numero de tentativas.

NFspgvi.: frequéncia da melhor solugao encontrada.

C'PU: tempo médio gasto (em segundos), i.e., tempo total gasto / 100 tentativas.
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Para essas instancias deve-se registrar a superioridade do método aqui apresen-
tado, dado que para todas as instancias apresentadas na tabela 4.8 os valores obtidos
utilizando a formulacao Fspgy;. foi superior aos valores 6timos putativos, inicial-
mente apresentados por Teshima e Ogawa, e novamente com tempos computacionais
expressivamente pequenos. Dessa forma, encontramos novos 6timos putativos para
as instancias 131 < g < 150.

Apés a apresentacao dos resultados, sao delineadas as conclusoes sobre o trabalho

realizado.
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Capitulo 5

Conclusoes

Como ja sobeja e peremptoriamente colocado no corpo deste trabalho, dentro de
um referencial de complexidade NP-completa do problema de empacotamento de
circulos na esfera unitaria, a perspectiva deste trabalho, unicamente, poderia se
propor a apresentar uma alternativa metodolégica para abordar o problema em
questao que ofereca os requisitos de eficiéncia, resultados produzidos com tempos
computacionais aceitaveis, e de precisao, resultados produzidos de boa qualidade
numérica, vis-a-vis os algoritmos consentaneos na literatura.

Dentro dessa perspectiva, pode-se acreditar que a proposta foi exitosa, pois a
articulacao das técnicas de Suavizacao Hiperbdlica com a Penalizacao Hiperbdlica e a
posterior harmonizacao do conjunto de seus parametros, proporcionaram resultados
com as propriedades aprioristicamente idealizadas.

Em suma, por todos os resultados obtidos, pode-se afirmar que a abordagem
metodologica foi plenamente exitosa, pois permitiu a obtencao de resultados muito
similares aqueles 6timos putativos, apresentados em Sloane [57]. Ademais, produziu
véarios novos 6timos globais, inicialmente apresentados por Teshima e Ogawa [73],
dentro do nivel de precisao dado pela maquina e pelos valores finais dos parametros
7 e & , em tempos de computacao relativamente pequenos.

Por fim, vale ressaltar que o nimero de pontos iniciais utilizados nesse traba-
lho é extremamente pequeno se comparado ao que os algoritmos consentaneos na

literatura utilizam.
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5.1 Proposta para Trabalhos Futuros

Como uma extensao natural do presente trabalho, pode-se cogitar o emprego da
abordagem contemplada na generalizacao e na resolugao desse mesmo problema no
espago n-dimensional. Tal feito ja foi atingido por Lovisolo e Da Silva, em 2001 [84].

Definir mais precisamente o conjunto das restri¢coes ativas. Como podemos ver
na figura 5.1 nem sempre precisamos considerar 6 vizinhos ativos, pois em alguns
casos isso nao é necessario. Por exemplo, na primeira imagem (da esquerda para a
direita) temos 5 vizinhos ativos. J4 na segunda imagem temos apenas 4 vizinhos

ativos.

Figura 5.1: Determinando a vizinhanca exata do circulo.

E, finalmente, solucionar problemas de empacotamentos de esferas em regioes
compactas e convexas do R", como o empacotamento de esferas congruentes no

cubo unitario, por exemplo.
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