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Seja G um grafo simples e finito. Seja S C V(G), seu intervalo fechado I[S] é o
conjunto de todos os vértices em algum caminho minimo entre pares de vértices de
S. O conjunto S é convexo se I[S] = S. Dizemos que S é geodésico se I[S] = V(G).
O contorno Ct(G) de G é o conjunto formado por vértices v tais que nenhum vizinho
de v possui excentricidade maior que v. Nesta tese, definimos o conceito de particao
convexa em grafos. Se existe uma particao de V' (G) em p conjuntos convexos entao
G ¢é dito p-convexo. Provamos que é N P-completo decidir se um grafo G é p-convexo
para um inteiro fixo p > 2. Demonstramos que todo grafo cordal conexo é p-convexo,
para 1 < p < n. Estabelecemos condigoes sobre n e k para decidir se uma poténcia
de ciclo C* é p-convexa. Também desenvolvemos um algoritmo linear para decidir
se um cografo é p-convexo. Finalmente, nds consideramos o problema de determinar
se o contorno de um grafo conexo G é geodésico. Provamos que se o diametro de G

¢ menor ou igual a 4, entdo Ct(G) é geodésico.
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Let G be a finite simple graph. Let S C V(G), its closed interval I[S] is the
set of all vertices lying on a shortest path between any pair of vertices of S. The
set S is convex if I[S] = S. We say that S is geodetic if I[S] = V(G). The
contour C't(G) of G is the set formed by vertices v such that no neighbor of v has an
eccentricity greater than v. In this thesis, we define the concept of convex partition
of graphs. If there exists a partition of V(&) into p convex sets we say that G is
p-convex. We prove that is NV P-complete to decide whether a graph G is p-convex
for a fixed integer p > 2. We show that every connected chordal graph is p-convex,
for 1 < p < n. We establish conditions on n and k to decide if a power of cycle
C* is p-convex. We also develop a linear-time algorithm to decide if a cograph is
p-convex. Finally, we consider the problem of determining whether the contour of a

connected graph G is geodetic. We prove that if the diameter of G is less than or
equal to 4, then Ct(G) is geodetic.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Convexidade em grafos

Nos ultimos anos, muitos artigos foram publicados estendendo, em certo sentido,
conceitos e métodos de matematica continua para teoria dos grafos. O conceito de
convexidade é um desses tépicos de interesse. A analogia entre os conceitos de con-
junto convexo em matematica discreta e continua pode ser feita se considerarmos o
conjunto de vértices de um grafo conexo e a distancia entre vértices como um espaco
métrico. Dessa forma, um subconjunto de vértices S é denominado convexo se S é
igual ao conjunto de vértices em todos os caminhos minimos entre pares de vértices

de S. Outras defini¢coes de convexidade ja foram estudadas considerando-se outros

tipos de caminhos. como caminhos induzidos : FARBER e

JAMISON, , ) ou caminhos triangulares ,11999).

Alguns artigos generalizaram o conceito euclidiano de conjuntos convexos para

teoria dos grafos
MISON, [1985:
EMINEN, [1981)). Convexidade em grafos também ja foi estudada sobre diferentes

aspectos como conjuntos geodésicos; e niimeros geodésico, envoltorio e de convexi-

dade (CACERES et all, 2006: DOURADQO et _all, 2006, 2009 2010).

) ) Y ) )

Um dos nossos temas de interesse é o problema de particao. Uma p-particao
de V(G) é uma partigdo de V(G) em p conjuntos disjuntos. Uma p-particao é
dita convexa se todos os p conjuntos sao convexos. Se um grafo G possui uma p-

particao convexa, entao G é dito p-convero. Observamos que nao existe na literatura



o conceito de particao em conjuntos convexos, esta é uma definicao original desta

tese. A partir desta definicao formulamos o seguinte problema de decisao:

PARTICAO CONVEXA

Instancia: Grafo G e inteiro p.

Pergunta: G é p-convexo?

Tratamos a complexidade deste problema para algumas classes de grafos e para

algumas variagoes do caso geral. Um caso particular que também temos interesse é

o caso onde p é fixo. Denominanos este problema de p-PARTICAO CONVEXA.

P-PARTIGAO CONVEXA

Instancia: Grafo G.

Pergunta: G é p-convexo?

Resolvemos o problema da p-particao convexa para grafos gerais em ARTIGAS

et al. ), neste artigo provamos que o problema é N P-completo para g

p > 2 fixo. Ainda em IARTIGAS et all (2007

) (conforme

ualquer

RTIGAS et al

007h

))

provamos que ¢ possivel decidir em tempo polinomial o problema PARTICAO CON-

VEXA para cografos. Em

RTIGAS et al

2007h) provamos que os grafos cordais

sao p-convexos para todo p tal que 1 < p < n.

O estudo de p-convexidade em cografos nos fez considerar casos particulares de

particoes convexas. Em particular, se uma p-particao convexa possui no maximo um

conjunto que nao é clique definimos esta particao como p-particao convexa quase-

clique. Estudamos esta estrutura, bem como uma generalizacao do conceito de

convexidade para grafos desconexos em

ARTIGAS et al

2007d).

Em IARTIGAS et al

2008) determinamos condigoes sobre n e k para decidir se

uma poténcia de ciclo C* é p-convexa.

Os resultados mencionados acima, as provas completas, e algumas melhorias

nos resultados foram submetidos a revista Discrete Mathematics

009). Além disso, mencionamos 0s resumos

tuem os resultados iniciais desta tese.

ARTIGAS et al

Y

RTIGAS et all (2007 H) que consti-



Outra definicao importante para o nosso trabalho é a de conjunto geodésico num
grafo G. Um conjunto S C V(G) é geodésico se o conjunto de vértices em todos os
caminhos minimos, entre pares de vértices de S, é igual a V(G).

Durante a tese também estudamos o conceito de contorno de um grafo. O con-
torno Ct(G) de um grafo G conexo é o conjunto de vértices v € V(G) tais que
ecc(v) > ecc(w), para todo w adjacente a v, onde ecc(v) é a excentricidade do
vértice v. Esta definicao foi introduzida em (CACERES et all (2007), neste artigo
os autores consideraram generalizagoes da propriedade de Minkowski-Krein-Milman
que diz: “Todo conjunto convexo ¢é o fecho convexo dos seus vértices extremos”.
Sem abordar estas definigoes (pelo menos por enquanto), a ideia contida nesta pro-
priedade é a de conseguir determinar um conjunto convexo S utilizando apenas um
subconjunto de vértices de S e um operador sobre o grafo.

Um dos motivos de interesse em Ct(G) é que este conjunto é um candidato
natural a conjunto geodésico de qualquer grafo G, i.e., o conjunto de vértices em
todos os caminhos minimos entre pares de vértices de Ct(G) ¢é igual a V(G). No
mesmo artigo CACERES et al. (2005) foi provado que esta intuigao nao é verdadeira
e existem classes de grafos para as quais existem grafos que nao possuem contorno
geodésico. O problema de decidir se uma classe de grafos possui o contorno geodésico
foi considerado em ICACERES. et al. (2008, 2004) onde provou-se que grafos de
permutacao nao necessariamente possuem o contorno geodésico; tanto os grafos
distancia-hereditaria, como os cordais, possuem contorno geodésico; e os autores
mencionam que o problema encontra-se em aberto para as classes paridade, bipartido
e cocordal.

Nossa primeira colaboracao sobre este tema (ARTIGAS et all, 2010) foi uma
simples observagao que todos os grafos circulantes G possuem Ct(G) = V(G). De-
pois, correlacionamos este problema ao diametro do grafo. Provamos que se G é um
grafo com diametro menor ou igual a 4, entao Ct(G) é geodésico. Este resultado é
o melhor possivel no sentido que existe um grafo G com diametro 5 tal que Ct(G)
nao é geodésico. Observamos que o nosso resultado implica que grafos livres de
Ps possuem contorno geodésico. Como consequéncia resolvemos o problema para

cocordais.



1.2 Organizacao da tese

Esse texto é a exposicao unificada de nossos trabalhos realizados ARTIGAS

et al. (2007 , 2008, 12009, ). Sao referéncias béasicas no estudo de Con-

vexidade (CHARTRAND et al mﬂ)-wqm\ Jll_% ); [FARBE
Lo5), FARBER & 1A\ISON (1950): BARARY & NIEMINEN (1951) ¢ Teoria dos

Grafos BONDY e MURTY! (2008); BRANDSTADT et al 1999)

No capitulo 2 introduzimos as notagoes e defini¢oes principais a serem utilizadas
neste trabalho. Definimos conjunto convexo, conjunto envoltério, envoltéria con-

vexa e partigoes convexas. Apresentamos também os problemas basicos e nossos

resultados obtidos para eles IARTTIGAS et all (2007d, 2009).

No capitulo Bl consideramos o problema PARTICAO CONVEXA para grafos desco-

nexos e também analisamos casos particulares de particoes convexas. Estes proble-

mas foram tratados em IARTIGAS et all (2007d, 2009).

)

No capitulo ll estudamos grafos cordais, poténcias de ciclos e cografos. Provamos
que um grafo cordal é p-convexo para todo 1 < p < n; determinamos condigoes sobre
n e k para decidir se uma poténcia de ciclos C* é p-convexa; e apresentamos uma
caracterizagao para cografos p-convexos, bem como um algoritmo tempo linear para

decidir se um cografo é p-convexo. Estes problemas foram tratados em ARTIGAS

et al. ( , 2008, 2009).
No capitulo B consideramos o problema de decidir se o contorno de um grafo

é geodésico. Apresentamos alguns resultados e motivacoes existentes na literatura,

bem como os nossos resultados sobre o assunto IARTIGAS et _all (2010).

Por fim, no capitulo Bl apresentamos nossas conclusoes e alguns problemas que

temos interesse em trabalhar no futuro.



Capitulo 2

Definicoes e resultados iniciais

Neste capitulo apresentaremos notagoes, defini¢oes e conceitos basicos deste tra-

balho.

2.1 Preliminares

Um grafo G é uma dupla ordenada (V(G), E(G)), onde V(G) é um conjunto
finito, cujos elementos sdo denominados vértices, e E(G) é um conjunto de sub-
conjuntos de V(G) com cardinalidade dois, os elementos de F(G) sdo denominados
arestas. Uma aresta entre os vértices v, w de V sera representada por {v,w}. Para
simplificar a notacdo adotaremos |V (G)| =n e |E(G)| = m.

O complemento de um grafo G, denotado por G, é um grafo tal que V(G) = V(G)
e E(G) = {{v,w}| v,w € V(G) e {v,w} ¢ E(G)}.

Um subgrafo G' de G é um grafo onde V(G') C V(G) e E(G') C E(G). Seja S
um conjunto tal que S C V(G), denotamos por G[S]| o subgrafo de G induzido pelo
conjunto de vértices S, onde V(G[S]) = S e E(G[S]) = {{v,w} € E(G)| v,w € S}.

Se {v,w} € E(G), entao dizemos que existe uma aresta entre v, w e ainda mais
v,w sao vértices adjacentes. Um caminho P, com comprimento k, entre vy e vy
em (G é uma sequéncia finita de vértices distintos vg,vq,..., v, onde v;_1,v; sdo
adjacentes, para 1 < i < k, representamos o comprimento de P por |P|. Observe
que |P| é exatamente o ntimero de arestas em P.

A distancia entre dois vértices v, w de G, dg(v,w), é o comprimento do menor

caminho entre v e w. A excentricidade ecci(v) de um vértice v € V(G) é a distancia



méxima entre v e algum vértice de G. O diametro diam(G) de um grafo G é a
excentricidade méaxima dos vértices de V(G). Quando estiver claro qual é o grafo
G, adotaremos d(v,w) e ecc(v).

Dois vértices v, w sao coneros se existe um caminho entre v e w em G. Um
grafo G é conexo se todo par de vértices v, w de G é conexo, do contrario ele é dito
desconezo. Se G é desconexo podemos particionar V' em conjuntos Vi, ..., V,, onde os
vértices v, w € V, se e somente se, v, w sdo conexos. Cada subgrafo G[V1], ..., G[V,)]
¢ denominado componente conexa de G.

Um grafo C, é um ciclo, com comprimento n, se ¢ uma sequéncia nao nula e
finita vy, vy ... v, de vértices, tal que {v;_1,v;} € E(C,), 1 <i<n,vg=wv,en > 3.

Seja S C V(G). O conjunto S é denominado de clique se G[S]| possui aresta
entre todo par de vértices de S. Se G[S] nao possui nenhuma aresta, entdo S é
denominado conjunto independente de vértices.

Definimos Ng(v) = {w € G | d(v,w) = 1} e Ngv] = {w € G| d(v,w) < 1}.
Os conjuntos Ng(v) e Ng[v] sdo respectivamente chamados de vizinhanga aberta e
vizinhanga fechada de v em G. Generalizando este conceito para conjuntos, Ng(S) =
{w e V(G)\ S | d(v,w) = 1, para algum v € S} e Ng[S] = {w € V(G)] d(v,w) <
1, para algum v € S}.

Dizemos que v € V(G) é um vértice simplicial de G se Ng(v) é uma clique.
Dizemos que v € V(G) é um vértice universal de G se Nglv] = V(G).

Um grafo G é p-colorivel se existe uma atribuigao de p cores, para os vértices de
V(G), tal que vértices adjacentes possuem cores distintas. O ndmero cromdtico de
G, x(G), é o menor inteiro p para o qual G é p-colorivel.

Os demais conceitos bésicos em Teoria dos Grafos podem ser encontrados

em BONDY e MURTY! (2008).

2.2 Algumas definicoes

As defini¢oes a seguir sao especificas sobre convexidade.

Definicao 2.1. Seja G um grafo. Uma geodésica entre dois vértices u,v € um

caminho entre u e v com comprimento d(u,v).

Observe que uma geodésica de um grafo é exatamente um caminho minimo



G

Figura 2.1: Grafo G.

deste grafo. Esta nomenclatura, além de simplificar nossa notacao também auxilia

a analogia com a geometria.

Definigao 2.2. O intervalo fechado entre dois vértices u,v € o conjunto I[u,v]
de todos os vértices pertencentes a alguma geodésica entre u e v. O intervalo

fechado também pode ser denominado fecho geodésico. Se S C V(G), entdo

IS = U Iu,v].

u,vES
Como exemplo, utilizaremos a Figura 2l Temos I[a,c] = {a,b,c,d}. Seja

S ={a,b,c}, entao I[S] = {a,b,c,d}.

Definicao 2.3. Um conjunto S C V(G) é denominado conjunto geodésico de G
se I[S] = V(G). O nimero geodésico, gn(G), de um grafo G é a cardinalidade do

menor conjunto geodésico de G.

Na Figura 11 sejam S; = {a,c, f}, So = {c,e,g} e S3 = {b,d, e, g}. Os conjun-
tos Sp e S3 sdo geodésicos. O conjunto S, nao é geodésico pois I[Ss] = {a, ¢, e, f, g}
Testando todos os casos concluimos que gn(G) = 3.

Determinar o numero geodésico de um grafo é um interessante problema
de otimizacao. E conhecido que a versao de decisao deste problema é N P-

completo. Diversos trabalhos foram desenvolvidos sobre este tema, alguns exemplos

sio ICACERES et all (2006); DOURADO et all (2010).

Definigao 2.4. Seja G um grafo e S C V(G). Entdo S é dito convexo em G se
I[S]=S.

No grafo da Figura 21l o conjunto S; = {a,b,c,d} é convexo e o conjunto

Se = {a, b, ¢} nao, pois I[Ss] = {a,b, c,d}.

7



Definicao 2.5. Seja G um grafo e S C V(G). Denotamos por I,[S] o menor
conjunto convero de G que contém S. Denominamos I[S] por fecho convexo de S
em G. Se I,[S] = V(G), entdao S é chamado conjunto envoltério de G. O nimero

envoltorio de G € a cardinalidade do menor conjunto envoltorio de G.

Recorrendo mais uma vez ao grafo G da FiguraIl sejam S; = {a,b,c,d} e Sy =
{a,b,c}. Ambos os conjuntos possuem o mesmo fecho convexo, I;[S1] = I;[Ss] = 5.
Observamos que S C V(G) é convexo se, e somente se, I,[S] = S.

Na Figura 211 S; = {a,c¢, f} e Sy = {b,d, e, g} sao conjuntos envoltérios de G.
Testando todos os possiveis casos concluimos que hn(G) = 3. Por defini¢ao, dado
um grafo G e S C V(G), temos I[S] C I;[S], e isto implica que todo conjunto
geodésico de G ¢ envoltdrio, e consequentemente hn(G) < gn(G).

Outro problema de otimizacao de interesse é o de determinar o niimero envoltério
de um grafo. Este problema é N P-completo para o caso geral e foi considerado

em DOURADO et all (20094); EVERETT e SEIDMAN (1987).

As definicGes anteriores constituem o grupo de defini¢oes basicas para o estudo de
convexidade em grafos. Algumas referéncias mais abrangentes sobre estes conceitos

sao BUCKLEY e HARARY (1990); ICHARTRAND et all (2002h).

Encontramos na literatura classificagoes para outras convexidades. Essencial-
mente, o que diferencia uma convexidade de outra é a definicao de intervalo fechado.
Outra possivel defini¢ao de intervalo fechado entre u e v seria: Iu,v] é o conjunto
dos vértices em algum caminho induzido de u a v. Quando I[u,v] é definido desta
maneira esta convexidade recebe o nome de convexidade monofonica (DOURADO
et al., 2009h; FARBER. e JAMISON, [1986, ]_%_J; , 2008). Outra definicao
de intervalo fechado também foi considerada em ICHANGAT e MATHEW (1999).

Neste trabalho sempre usaremos a definicao de intervalo fechado como conjunto dos
vértices sobre geodésicas, esta convexidade recebe o nome de convexidade geodésica.
Conforme a literatura adotaremos apenas o nome convexidade para tratar de con-
vexidade geodésica.

Nao trabalhamos com convexidade monofonica ao longo do doutorado, mas temos
interesse em estudar esta convexidade num futuro. Para o futuro também podemos
trabalhar com o conceito de fecho convexo. Sobre este assunto foram feitos os

trabalhos [CHARTRAND et all (20024); DOURADO et all (20094); EVERETT e




(a) (b)

Figura 2.2: Grafo 2-convexo

SEIDMAN (1985).

O foco de nossos estudos é o problema de particao.

Definicao 2.6. Seja V = (Vi,...,V,), 1 < p <n, uma parti¢cio de V(G). Denomi-
namos uma particio de V(G) em p conjuntos de p-parti¢io. Se V contém apenas
cliques dizemos que V € uma partigdo clique de G. Definimos ©(G) como o me-
nor inteiro p > 1 para o qual G possui uma p-particao clique. Se V contém no
maximo um conjunto nao clique, denominamos ) de particao quase-clique de G. Se
V contém apenas conjuntos converos, entao V é uma particao convexa de G. Se
V contém somente conjuntos convexros e é quase-clique entao dizemos que V € uma

particao convexa quase-clique de G.

Esta tese é um trabalho pioneiro sobre particoes em conjuntos convexos. Tal con-

ceito foi criado e desenvolvido em alguns dos artigos constituem resultados parciais

do presente texto (ARTIGAS et all, 2007ab,d/d, 2008, 2009).

Definigao 2.7. Um grafo € p-convexo se V(G) admite uma p-parti¢ao convexa. Em
particular, se um grafo € 2-convero denominamos biconvexo. O numero de particao
convexa de um grafo G, ©.(G), é o menor inteiro p > 2 para o qual G € p-convezo.
Um grafo é fortemente p-convexo se € p-convezro e toda p-particao convexa de G é

quase-clique.

Os conceitos de particao convexa quase-clique e grafo fortemente p-convexo sur-
giram naturalmente com o estudo de parti¢oes convexas em cografos. No Capitulo B,
desenvolveremos melhor estas defini¢oes, mas elas nao sao nosso principal objeto de
estudo.

A Figura EZ2(a) mostra um grafo G 2-convexo, na Figura Z2(b) exibimos uma

2-particao convexa de G.



Observagao 2.8. Se S ¢ uma clique de um grafo G, entao S € um conjunto convexo

de G. Consequentemente, toda parti¢ao clique de V(G) é uma parti¢io conveza de

V(@)

Observamos que nem todo conjunto convexo é uma clique. Na Figura BXIl o

conjunto {a,b,c,d} é convexo e nao é clique.

Observacao 2.9. Se G é um grafo p-partido, para p > 2, entdo G € p-convezo.

Além disso, existe uma particio convezxa de V(G) em p cliques.

2.3 Resultados iniciais

O primeiro resultado apresentado neste texto é o algoritmo para decidir se um
conjunto S C V(G) é convexo. Este algoritmo foi desenvolvido em FARBER e
JAMISON ([1986).

Algoritmo 1 Algoritmo para decidir se o conjunto S é convexo.

(i) Determinarmos a distancia entre qualquer par de vértices de G, utilizando o

algoritmo de Floyd (ELOYD, 1962).

(ii) Verificamos para todos os vértices u,v € S e w ¢ S se d(u,v) = d(u,w) +

d(w,v).

(iii) Se tal w existe, entdo S nao é convexo. Sendo, S é convexo.

O item (7) do Algoritmo [ pode ser executado em tempo O(n?). O item (ii) é
executado em tempo constante para cada uma das O(n?) triplas de V(G). Logo, o

Algoritmo [ tem complexidade O(n?).

A Definicao B sugere um problema de otimizacao. A versao de decisao deste
problema constitui um importante problema no estudo de parti¢coes em conjuntos

CONVEXO0S:
PARTICAO CONVEXA
Instancia: Grafo G e inteiro p tal que 1 < p < n.

Pergunta: G ¢é p-convexo?
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Respondemos a uma formulacao mais restrita que esta em IARTIGAS et all
(2007d, 2009). Provamos que este problema é N P-completo ainda que p > 2 seja

fixo. A esta nova formulagao do problema damos o nome de p-PARTIGAO CONVEXA:

pP-PARTIGAO CONVEXA
Instancia: Grafo G.

Pergunta: G é p-convexo?

Para demonstrar que p-PARTICAO CONVEXA é N P-completo, fizemos uma
reducao do problema que denominaremos p-PARTIGAO EM CLIQUES. Este problema
consiste no problema de particionar o conjunto de vértices de um grafo num nimero

fixo de cliques.

pP-PARTIGAO CLIQUE
Instancia: Grafo G.
Pergunta: G possui uma p-particao clique?

Em 1972, Karp (KARPF, 1972) provou que este problema é N P-completo para
p=3.

Ao contrario do problema p-PARTIGAO CLIQUE, se um grafo G é p-convexo nao
implica que G é (p + 1)-convexo. Por exemplo, as Figuras Z3|(a) e Z3[(b) mostram
uma 2-particdo convexa e uma 4-particao convexa de um grafo. Entretanto, este
grafo nao possui uma 3-particdo convexa.

Na Figura 24 exibimos esquematicamente um grafo GG, onde V(G) = RUK US
e |K| = |S|]. O conjunto R é um conjunto de vértices com uma relagdo qualquer
de adjacéncias entre seus vértices; o conjunto K é uma clique; e S é um conjunto
independente de vértices. Todos os pares de vértices u,w, onde u € R e w € K,
sao adjacentes; Todos os pares de vértices u,w, onde u € R e w € S, sao nao
adjacentes; e por fim, existe uma bijecao f entre os vértices de K e S tal que
Nes+(v) = {f(v)}-

E facil ver que num grafo H qualquer nenhum vértice x de grau 1 se encontra

numa geodésica entre outros dois vértices do grafo. Logo, (V(H) — x,{z}) é uma

11



Figura 2.3: (a) 2-parti¢ao convexa e (b) 4-partigdo convexa de um grafo que nao

possui uma 3-particao convexa.

Figura 2.4: Representacao de um grafo p-convexo para p < [S|+1oup > O(G). Se

|S] +1 < p < O(G), ndo sabemos determinar se o grafo é p-convexo.

particao convexa de H. Portanto, repetindo este argumento concluimos que o grafo
G da Figura 2] possui uma p-particdo convexa V = (Vi,...,V,), para p < |S|+ 1.
Suponha que ©(G) > |S|+ 1. Pela Observacao B8 sabemos que G é p-convexo,
para p > O(G). Entao, G é p-convexo para p < |S|+1oup > O(G). Para |S|+1 <
p < O(G), ndo temos uma resposta trivial para este problema. Este intervalo de
valores ¢é ilustrado na Figura 24 Com este exemplo ilustramos a importancia de

investigar o problema p-PARTIGAO CONVEXA.

2.4 NP-completude de p-PARTICAO CONVEXA

Na presente secdo, provamos que o problema p-PARTICAO CONVEXA é N P-

completo, para p > 2.
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Teorema 2.10. p-PARTIGAO CONVEXA é N P-completo, para p > 3.

Demonstracao. O problema pertence a NP pois, de acordo com o Algoritmo [l é
possivel verificar em tempo polinomial quando um subconjunto S de V(G) é convexo.
Portanto, dada uma particao, verificamos em tempo polinomial se cada um de seus
conjuntos é convexo.

A prova que o problema ¢ N P-dificil é uma reducao do problema p-PARTICAO
EM CLIQUES. Sem perda de generalidade, seja G um grafo, com |V (G)| > 2, tal que
V(G) nao é uma clique. Seja G' um grafo obtido de G' com a adi¢ao de dois vértices
u e v tais que N(u) = N(v) = V(G).

Inicialmente, provaremos que qualquer conjunto convexo préprio de V(G') é uma
clique. Suponha que C' é um conjunto convexo préprio de V(G’), tal que C nao é
uma clique. Neste caso, u,v € C. Como [[u,v] = V(G’), temos que C = V(G'),
uma contradigao.

Se V(@) possui uma particao V em p cliques, entdo podemos construir uma
p-particao convexa V' de V(G') adicionando u, v a conjuntos distintos de V.

Reciprocamente, uma p-partigao convexa V' de V(G’), induz uma partigao de
V(G) em ¢ cliques, onde p — 2 < ¢ < p. Se £ # p, dividimos uma clique de V' em
duas cliques para obter uma partigdo de V(G) em £+ 1 cliques. Se ¢+ 1 # p, entao

repetimos este argumento até obter uma p-partigao clique de V(G). O

O resultado acima é valido para todos os valores de p > 3. A prova do caso p = 2
nao pode ser obtida com uma extensao da reducao do Teorema EZT0. Isto ocorre pois
o problema de decidir se V' (G) possui uma particao em duas cliques é polinomial.
Investigamos o problema 2-PARTICAO CONVEXA e concluimos que ele também é
N P-completo. No entanto, a demonstracao deste caso é bem mais trabalhosa que a
do caso p > 3. Este resultado foi obtido reduzindo o problema N P-completo 1-IN-3
3sAT (GAREY e JOHNSON, [1979) para 2-PARTIGAO CONVEXA.

1-IN-3 3SAT

Instancia: Conjunto X = {zy,...,x,} de varidveis, colegao C = {c1,...,¢,} de
clausulas sobre X tais que cada cldusula ¢ € C tem |c¢| = 3 e nenhum literal

negativo.
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Pergunta: Existe uma atribuicao de verdade para X tal que cada clausula em C

tem exatamente um literal verdadeiro?

Dizemos que C ¢é satisfativel se existe uma atribuicao de verdade para X tal que

C ¢ satisfativel e cada cldusula em C tem exatamente um literal verdadeiro.
Teorema 2.11. 2-PARTIGAO CONVEXA ¢é N P-completo.

Demonstracao. Novamente, o problema pertence a NP, porque podemos verificar
em tempo polinomial se um conjunto é convexo utilizando o Algoritmo [[l Para
reduzir 1-IN-3 3SAT para 2-PARTIGAO CONVEXA construimos uma instancia par-
ticular G de 2-PARTIGAO CONVEXA a partir de uma instancia genérica (X,C) de
1-IN-3 3sAT, tal que C é satisfativel se, e somente se, G é biconvexo. Primeiro,
descrevemos a construcao da instancia particular G de 2-PARTICAO CONVEXA; em
seguida, provamos no Lema que uma 2-parti¢ao convexa de V(G) define uma
atribuicao de verdade que satisfaz (X,C); finalmente, provamos no Lema que
uma atribuigdo de verdade que satisfaz (X,C) define um grafo G biconvexo. Esses

passos sao explicados em detalhes a seguir. O

Construcdao de uma instancia particular de 2-PARTIGAO CONVEXA.

O conjunto de vértices V(G) contém: para toda variavel z; € X, um vértice z;
in G; para toda clausula ¢; em C onze vértices: f;, 11, 12,03,0;, 05, 63, q;,q;, ¢}, tj; e
dois vértices auxiliares: f e t.

Denotamos por F = {f;|1 < j < m}, L = {l}j]1l < j < m1 < i < 3},
X={r1,..., 2}, Q={¢}[1<j<m1<i<3}, L={l[1<j<m1<i<3}e
T ={t;|]1 <j<m}.

O conjunto de arestas E(G) é tal que: X U Q é uma clique; f é um vértice
universal para FF U X U @, e t é universal para X U Q U T; além disso, para
toda clausula ¢; = {2, 2., 24}, adicionamos as arestas {lj, s}, {{7, 2z}, {I3, 24},
Y L B3 U B 0 8, 40 83,40, 63, {0 03, (a2 ), (g}, 62} e (11.2),
{6, 63, {6, 63, {62, 6}, {13,065}, {I3,£3}. A construgao de G estd concluida.

Os Lemas e provam a equivaléncia necessaria para obtencao do Te-

orema [ZTIl Na Figura exibimos um exemplo de uma instancia particular

(X,C) = ({x1, x2, w3, 24, x5}, { (21, 22, 23), (T3, 24, T5) }).
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Figura 2.5: Grafo G para a instancia (X,C) = ({z1,xe, v3, x4, v5}, {(71, T2, x3),
(23,24, 75)}). Omitimos todas as arestas entre L e £. O retangulo representa uma
clique, os vértices brancos pertencem a V; e os vértices negros pertencem a Vy. Os

vértices brancos de X representam as variaveis de X atribuidas como verdadeiras.

Lema 2.12. Se G ¢ biconvexo, entao C € satisfativel.

Demonstragao. Seja V = (Vy,V;) biparticao convexa de V(G). Inicialmente, prova-
remos que f et nao pertencem ao mesmo conjunto de V. Suponha que f,t € Vy,
entao XUQ C V;. Sejam v, w dois vértices de FF'ULULUT gerados por clausulas dis-
tintas de C. Os vértices v e w nado pertencem a V; pois I[v, w]NV; # (). Portanto, V;
é formado por no maximo oito vértices, os vértices de S = {f;, 1,17, 13, 05,65, 63, t;}
gerados por uma unica clausula ¢; de C. Observe que S nao ¢ um conjunto convexo,
porque existe uma geodésica entre ljl» e E} que utiliza vértices de XUQ. Logo, V; C S.
E facil ver que, se um vértice de S = {fj,l]l, ljz, l;’} pertence a Vy, entao todos os
vértices de S" pertencem a Vj. Consequentemente, concluimos que ou V; = S’ ou
V; = S\S". Sem perda de generalidade, suponha que V; = S’. Como €3 € I[l}, %], V;
nao é um conjunto convexo. Portanto, V nao é uma biparticao convexa e concluimos
que f et pertencem a conjuntos distintos de V. Assumiremos que f € Vy et € V.

Como f € I[f;,t], entdo f; € V; para todo 1 < j < m. Analogamente, t; € V,
para todo 1 < j < m.

Agora, provaremos que V define uma atribuicao de verdade satisfativel para
(X,C). Primeiro, afirmamos que se o vértice z; pertence a Vy, entao Ngiruz,)(2i) C

Vi. Seja v € Ngjruz,(xi), esta propriedade é valida porque existe uma geodésica

entre v e t contendo ;. Analogamente, se o vértice x; pertence a V;, entao
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Neiruz) (7)) € Vi Consequentemente, podemos associar o conjunto X com X, e
L com C e V representarda uma atribuicao de verdade para o conjunto de variaveis,
onde a variavel z; é verdadeira se, e somente se, o vértice x; € V;. Veja Figura 23,

onde os vértices brancos pertencem a V; e os vértices negros pertencem a V. Ainda

L2 3

5 1 < j < m, exatamente um

falta provar que para cada conjunto L; = {I
dos vértices pertence a V;. Se pelo menos dois vértices v, w de L; pertencem a V;,
entdao f; € Ifv,w], o que é uma contradicao. Se L; C Vy, entao {(;,03,63} C Vy, e

consequentemente ¢; € Vy, uma nova contradigao. Isto conclui a prova. O
A reciproca do Lema -T2 é exibida a seguir no Lema T3
Lema 2.13. Se C € satisfativel, entao G é biconvezo.

Demonstragao. Suponha que existe uma atribui¢ao de verdade que satisfaz (X,C).
Construimos uma bipartigao (Vy,V;) de V(G) como se segue. Inicialmente, adici-
onamos a V; os vértices t,ty,...,t,,, 0s vértices xz; e l; € Nairusg (x;) tais que a
varidvel x; é verdadeira; e os vértices ¢, £} tais que [5 nao foi adicionada a V;, para
todol1 < j <mel<i <3 Definimos V; = V(G)\V;. Completamos a prova

mostrando que os conjuntos Vy e V; sao convexos.

Fato 1. O vértice I’ € Vy se, e somente se, NG[XU%;](Z;'-) € Vi, paratodo1 <j<me
1< <3,

Fato 2. O vértice l; € V; se, e somente se, Eé €V, paratodol1 <j3<mel<i<3.
Fato 3. O vértice l; € V; se, e somente se, q§ e V,paratodo1 <j<mel<i<3.

Fato 4. Para todo I’ € L, se I’ € V}, entdo Ng(lj) € Vy. Portanto, se para algum

w € Vi I[l2,w] € Vi, entdo existe um vértice v € Ng(l}) tal que I[v,w] Z V.

Provaremos que V; ¢ convexo demonstrando que nao existe um vértice em V;
pertencente a uma geodésica entre dois vértices nao adjacentes v, w € V. Considere
0S casos seguintes:

Seja v = f. Caso w € L: pelo Fato 4 nao é necessario analisar este caso. Caso
w € L: d(v,w) = 2 utilizando um vértice z de @ e pelo Fato 3, z € V. Seja v € F.
Caso w € F': trivial. Caso w € L: fato 4. Caso w € X U Q: trivial. Caso w € L:

seja P uma geodésica entre v e w. Se |P| = 2, entdo V(P) C V; pelo Fato 2; se
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Figura 2.6: Grafo e sua 2-cobertura convexa

|P| = 3, entao V(P) C V; pelo Fato 3. Seja v € L. Pelo Fato 4 nao é necessario
analisar este caso. Seja v € X UQ U L, trivial.
A prova que V; é convexo é andloga. Logo, se C é satisfativel, entdo V(G) tem

uma biparti¢ao convexa. ]

Dado que o problema p-PARTIGAO CONVEXA é N P-completo, analisamos a sua
complexidade para algumas classes de grafos. Nossos resultados para classes es-

pecificas serao apresentados no capitulo Bl

2.5 Coberturas convexas

Um conceito similar ao da particao convexa é a cobertura convexa. A diferenca

é que os conjuntos de uma cobertura convexa nao precisam ser disjuntos.

Definicao 2.14. Seja G um grafo. Uma p-cobertura convexa de G, V =

i
V1,....V,), € uma p-upla onde V.= |J V;; V; CV(G) € convexo e V;  |J Vj,
1<i<p 1<j<p

para todo 1 <1 < p.

Observe que toda p-particao convexa de G é uma p-cobertura convexa. No
entanto, a reciproca nao é vélida. Apresentamos, na figura 28l um exemplo de
grafo que possui uma 2-cobertura convexa e nao possui uma 2-particao convexa.

O grafo da figura Z8 possui a 2-cobertura convexa apresentada na figura. Con-
cluimos que ele nao é 2-convexo analisando todos os possiveis casos de biparticao

convexa.

Definicao 2.15. Seja G um grafo. Definimos como p.(G), o menor inteiro p > 2

para o qual G tem uma p-cobertura convexa.
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Um dos nossos possiveis focos para o futuro é trabalhar com coberturas convexas.
Uma de nossas intengoes é entender melhor a relagdo entre ©.(G) e ¢.(G). Até o
presente momento, sabemos que ¢.(G) < O.(G) e que nem todo grafo G possui
0.(G) = 2, por exemplo, ¢.(K33) = 3. E também, que ¢.(G) = O.(G), se G é
um grafo bipartido completo. Assim como a particao em convexos, consideramos o
problema de decidir se um grafo GG possui uma cobertura em p conjuntos convexos.

Este problema também é N P-completo para p > 3 fixo.

p-COBERTURA CONVEXA
Instancia: Grafo G.

Pergunta: G possui uma p-cobertura convexa?

Teorema 2.16. p-COBERTURA CONVEXA é N P-completo, para p > 3.

Demonstracdo. O problema pertence a NP pois, de acordo com o Algoritmo [, é
possivel verificar em tempo polinomial quando um subconjunto S de V(G) é convexo.
Portanto, dada uma cobertura, verificamos em tempo polinomial se cada um de seus
conjuntos é convexo.

A prova que o problema é N P-dificil é uma reducao do problema p-PARTIGAO
EM CLIQUES. Sem perda de generalidade, seja G um grafo, com |V (G)| > 2, tal que
V(G) nao é uma clique. Seja G’ um grafo obtido de G com a adicao de dois vértices
u e v tais que N(u) = N(v) = V(G).

Assim como no Teorema ZI0, qualquer conjunto convexo préprio de V(G') é
uma clique.

Se V(@) possui uma partigado V em p cliques, entdo podemos construir uma p-
particao clique V' de V(G') adicionando u, v a conjuntos distintos de V. Como toda
clique é um conjunto convexo, V' é uma p-cobertura convexa de V(G').

Reciprocamente, seja V' = (V/,...,V]) uma p-cobertura convexa de V(G'), e
consequentemente uma cobertura em p cliques de V(G’). Tomamos V = (V4,...,V}),
onde V; = V/\ | Vj, paral <i < p. Da definicdo de cobertura convexa todo
Vi # 0 e, portz;é(i]% ¢ uma p-particao clique de V(G’). Andlogo ao Teorema ZT0
V induz uma particao de V(G) em ¢ cliques, onde p — 2 < ¢ < p. Conforme o

Teorema EZT0, V(G) possui uma p-particao clique. O]
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2.6 Problemas em aberto

Sobre os problemas e conceitos apresentados neste capitulo temos interesse em
entender melhor a relagdo entre particao e cobertura convexa e gostariamos de in-
vestigar a complexidade do problema 2-COBERTURA CONVEXA.

Além do mencionado acima, pretendemos estudar o problema da cobertura para
algumas classes de grafos. Indiretamente, ao estudar partigdes, provamos que o
problema da cobertura também é polinomial para algumas classes. No entanto,
nossa duvida maior é se existe alguma classe para a qual o problema da particao

convexa seja N P-completo e o da cobertura polinomial.
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Capitulo 3

Particoes convexas e grafos

desconexos

No Capitulo ] apresentamos as definigoes de convexidade de acordo com nossos
trabalhos realizados. No entanto, nas ultimas décadas intensificou-se o estudo de
convexidade abstrata, comegando pela criagao de um conjunto de axiomas que gene-
ralizasse o conceito euclidiano de convexidade. Um extenso estudo sobre o assunto
pode ser encontrado em VAN DE VEL (1993).

A seguir apresentamos o conjunto de axiomas que, conforme CACERES et al.
(2004) representam a generalizagao da convexidade euclidiana para Teoria dos Gra-
fos. Definicoes equivalentes sao apresentadas em CACERES et al! (2006); PELAYO
(2008).

3.1 Definicao e resultados gerais

Definigao 3.1. Um espaco de convexidade em grafos € um par ordenado (G, &), for-
mado por um grafo conexo G e, €, uma familia de subconjuntos de V(G) (chamados

conjuntos converos) que atende as sequintes propriedades:
(i) V(G), ) € &;
(ii) € é fechada para intersegoes;

(iii) Todo conjunto convexo induz um subgrafo conexo de G.
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Figura 3.1: 3-particao convexa

No presente capitulo, exibiremos resultados gerais sobre particoes convexas de
grafos. Neste trabalho utilizamos uma generalizacao da definicao Bl esta genera-
lizagao consiste em nao utilizar o item B da definicao. Os resultados a seguir estao
presentes em IARTIGAS et all (2009) e também apareceram em IARTIGAS et all
(2007d).

Definigdo 3.2. Definimos por ©.(G) o menor nimero p > 2 para o qual G tem
uma p-parti¢cao convexa quase-clique. Denotamos por @Z(G) 0 menor p > 2 para o

qual G € fortemente p-convezo.

Claramente, para qualquer grafo G tem-se O.(G) < 0.(G) < ©.(G). Um
exemplo onde a igualdade vale é o grafo bipartido completo, isto é, seja p < g,
0.(K,,) = 0.(K,,) = 6.(K,,) = q. Porém se G é desconexo, entio O.(G) = 2.

No entanto isto ndo é valido para ©.(G). Por exemplo, O,

(G) = 3 para o grafo
desconexo G formado por dois K33 (conforme Figura B).
A seguir, apresentamos um resultado estrutural que relaciona p-particao convexa

com p-particao convexa quase-clique.

Lema 3.3. Seja G um grafo com algum vértice universal e p > 2 um niumero inteiro.

Se G ¢é p-convezo, entao G tem uma p-particao convexa quase-clique.

Demonstracao. Seja G um grafo p-convexo com vértice universal v. Seja V =
(Vi,...,V,), p > 2, uma p-partigao convexa de V(G). Sem perda de generalidade,

podemos assumir que v € Vj. Suponha que V;, para algum 1 < ¢ < p, nao é uma
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clique. Neste caso, existem dois vértices nao adjacentes u, w € V; tal que v € I[u, w),

o que é uma contradi¢ao pois V; é convexo. O

3.2 Grafos desconexos

Nesta secao, descreveremos métodos para reduzir o problema de decidir se um
grafo desconexo admite uma p-particao convexa em um problema similar em grafos
conexos. Examinaremos também um método semelhante para tratar o problema da

particao convexa quase-clique.

3.2.1 Particoes convexas

Note que se um grafo desconexo GG contém w componentes conexos entao G é

trivialmente p-convexo, para p < w.

Teorema 3.4. Seja G um grafo com componentes conexas Gy,...,G,. Entio G é

p-convexo se e somente se existem valores p;, 1 <1 < w, tal que:
(i) G; € p;-convexo;

(i) % p; >p, e cada p; < p.

1<ifw

Demonstragao. Seja V = (Vi,...,V,) uma p-partigdo convexa de V(G). Definimos
vV, =(VinG,,...,V,NG;) considerando apenas os casos onde V;NG; #0,1 < j <p
e 1 <i < w. Observe que V; é uma p;-particdo convexa de V(G;), onde p; < p.
Além disso, como cada conjunto V; possui vértices de uma ou mais partigoes V;,
temos lgiilgwpi > p.

Reciprocamente, seja G; p;-convexo, 1 < i < w, e 1<22<wpi > p. Os conjuntos con-
vexos que formam as p;-particoes convexas dos grafos él_ constituem uma ¢-particao
convexa de G, onde ¢ = 1<Xi]<wpi > p. Se £ > p, construimos uma (¢ — 1)-particao
convexa de G unindo um_c:)njunto convexo de uma componente conexa (G; com
um conjunto convexo de uma componente conexa G;, tais que i # j. Observamos
que a uniao de conjuntos convexos em componentes conexas distintas é convexa, e
a uniao de conjuntos convexos numa mesma componente conexa nao é necessaria-

mente convexo. Logo, repetimos este processo para obter parti¢goes com menos de
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¢ — 1 conjuntos convexos. Pelo principio da casa dos pombos, max{p;| 1 <i < w}
¢ um limite superior para o nimero minimo de conjuntos em uma particao convexa
obtida desta maneira. Como cada p; < p, com este procedimento obtemos uma

p-particao convexa de G. O

O TeoremaB A reduz o problema de decidir se um grafo desconexo G, com compo-
nentes conexas Gy, . .., G, é p-convexo, ao problema de decidir se seus componentes

conexos (; sao p;-convexos, para 1 < p < n. Este teorema sugere o Algoritmo B2

Algoritmo 2 Algoritmo para p-particao convexa de grafo desconexo.

(i) Para cada i, 1 <1i < w, determine o maior p; < p tal que G; é p;-convexo;

(ii) Se X p; > p, entdo G é p-convexo; caso contrario G nao é p-convexo.
1<ifw

Observamos que utilizando o Algoritmo Bl podemos determinar em tempo poli-
nomial se um grafo desconexo é p-convexo, para classes de grafos em que é possivel
determinar em tempo polinomial se um grafo conexo é p-convexo. A complexidade
de um algoritmo de forca bruta baseado no Algoritmo [ é O(pwX), onde O(X) é a

complexidade de testar se um grafo conexo, G;, é p;-convexo.

3.2.2 Particoes convexas quase-clique

O teorema seguinte é similar ao Teorema B4 pois determina condi¢oes para um
grafo GG possuir uma p-particao convexa quase-clique. Sua demonstracao é uma

aplicagao do raciocinio empregado no teorema anterior.

Teorema 3.5. Seja G um grafo com componentes conexos Gy, ...,G, e um inteiro
p > 1. Entao G admite uma p-particao convexa quase-clique se e somente se existe
uma p;-particao de G;, 1 <i <w, tal que W', W' < w, sao particoes convexas quase-
clique e as w — W' particoes restantes sao partigoes clique satisfazendo 1<ZZ<wpi =

p+w —1.

Demonstragao. Seja V = {Vi,...,V,} uma p-particdo convexa quase-clique de G.
Sem perda de generalidade, adotaremos que V; é o Unico conjunto convexo nao
clique de V. Como os conjuntos V;, para 2 <1 < p, sao cliques, cada V; estd contido

em uma unica componente conexa de G. O conjunto V; é o tinico que pode conter
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vértices de componentes conexas distintas. Denominemos de w’ o numero total
das componentes conexas que possuem vértices em Vj. Claramente, o conjunto
de vértices de uma componente em V; é convexo naquela componente. Portanto
V, ={ViNnG,,...,V,NG,} determina uma partigdo convexa quase-clique em G},
para todas componentes conexas G;. Além disso, 1<§<wpl- =p+uw —1.

A reciproca também ¢ vialida, pois a p-particao convexa quase-clique de GG, pode
ser formada unindo os w’ conjuntos convexos, que podem ser nao cliques, formando
um unico conjunto convexo; os demais conjuntos da particao convexa quase-clique

de G sao as cliques das partigoes de cada G;, para 1 <1 < w. U

Note que o Teorema também sugere um algoritmo. Nossa intencao ao desen-
volver algoritmos, para estes problemas que sabemos ser N P-completos, nao é de
obter uma melhor eficiéncia, mas sim, desenvolver formas de tratar o problema em
grafos desconexos através de algoritmos para suas componentes conexas. Consegui-
mos criar uma solugao (Algoritmo () para testar se um grafo desconexo é p-convexo.
Gostariamos de melhorar nossa solucao para p-particao convexa quase-clique e de-

terminar uma caracterizacao para grafos fortemente p-convexos.
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Capitulo 4

Classes de grafos

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos sobre parti¢coes convexas de
classes de grafos especificas. Trabalhamos com trés classes distintas: grafos cordais,
cografos e poténcias de ciclos. Os resultados para as duas primeiras classes foram
apresentados em IARTIGAS et all (2007H/d) e o trabalho com poténcias de ciclos
aparece em [ARTIGAS ef all (2008). Todos os detalhes desses resultados foram
submetidos em IARTIGAS et all (2009).

4.1 Grafos cordais

Definicao 4.1. Uma corda num ciclo C,, € uma aresta entre vértices ndao adjacentes
em C,. Um grafo é cordal se todo ciclo de comprimento maior ou igual 4 possui

uma corda.

Definigao 4.2. Seja G um grafo. Uma ordem L = (vq,...,v,) dos vértices de
V(G) € uma ordem de eliminagao perfeita de G se o vértice v; é simplicial em

Gi = G[{vi, ..., v}, para 1l < i <n.

E um resultado bem conhecido em teoria dos grafos que um grafo GG é cordal se,
e somente se, possui uma ordem de eliminacao perfeita. A partir desta propriedade

é possivel obter resultados sobre o estudo de particoes convexas destes grafos.
Observagao 4.3. Se G € um grafo cordal conexo, entao G € biconvezxo.

Demonstragao. Como G é cordal, G possui um vértice simplicial v. Logo v ¢

I[u, w] para qualquer par de vértices u,w em G — v. Portanto G — v é convexo.

25



Figura 4.1: p-particao convexa de um grafo cordal

Consequentemente, (V(G)\{v},{v}) é uma biparticdo convexa de V(G). O

Teorema 4.4. Se G é um grafo cordal conexo, entao G é p-convexo para todo 1 <

p < n.

Demonstracao. Como G é cordal, admite uma ordem de eliminacao perfeita L. Pro-
varemos que dado um p, se dividirmos V' em p conjuntos, onde p — 1 sao conjuntos
unitdrios contendo os primeiros p — 1 vértices da ordem, e o outro conjunto S é
formado pelos demais vértices de G(ver figura ELTl), esta partigdo é uma p-partigao
convexa de G. Claramente os conjuntos unitarios sao convexos, precisamos apenas
provar que S é convexo.

Suponha que S nao é um conjunto convexo. Logo, existe uma geodésica P
entre dois vértices u e v de S que utiliza vértices que nao pertencem a S, P =
Wo, W1, ..., W4—1,Wq, onde wy = u e wg = v. Seja w, o menor vértice de L que
pertence a P. Como G ¢é cordal, sabemos que w, é um vértice simplicial no grafo
induzido por w, e todos os vértices maiores que w, na ordem L, portanto w,_; € wy+1
sdo adjacentes em G. Claramente existe um caminho P’ = u, ..., wy_1, Wyt1, ..., v de
cardinalidade menor que P. Por contradi¢ao, P nao é uma geodésica entre u e v,

entao S é convexo. O

Corolario 4.5. Se G € um grafo cordal, entao G tem uma p-parti¢do convexra quase-

clique para todo 1 < p < n.
Demonstracdao. Segue diretamente da demonstracao do Teorema F4l O

Além disso como toda particao é uma cobertura, temos o seguinte corolario.

Corolario 4.6. Se G é um grafo cordal, entao G tem uma p-cobertura convezra para

todo 1 < p < n.

/

Claramente, para um grafo G cordal, ©.(G) = O,.(G) = ¢(G) = 2.

[
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4.2 Cografos

Examinaremos agora, particoes convexas de cografos.

Definicao 4.7. Um grafo G é um cografo se G nao contém um P, como subgrafo

mduzido.

Uma propriedade bem conhecida dos cografos é que G é um cografo conexo nao

trivial se, e somente se, G' é um cografo desconexo.

Teorema 4.8. Sejap > 2, as afirmacoes sequintes sao equivalentes para um cografo

conexo G:
(i) G € p-convexo;
(ii) G € fortemente p-convezro;

(i) G € p-colorivel ou G contém exatamente uma componente conexa nao trivial

H, tal que H = G[V (H)] tem uma p-particdo convera quase-clique.

Demonstragao. (i) = (ii) Seja G um grafo p-convexo e V = (Vi,...,V,) uma p-
particdo convexa de V(G). Suponha que V contém dois conjuntos que nao sao
cliques, sejam V; e V5 estes conjuntos. Isto implica que dois vértices nao adjacentes
v,v" € V] pertencem a mesma componente conexa de G. O mesmo é valido para
dois vertices nao adjacentes u,u’ € V5. Suponha que estes quatro vértices estao em
componentes conexas distintas de G entdo v € Iu,u’] C Vi, o que é um absurdo.
Portanto, estes quatro vértices pertencem a mesma componente conexa de G. Logo,
um vértice que nao se encontre nesta componente conexa pertence tanto a V; quanto
a V5, outro absurdo.

(ii) = (iii) Seja G um grafo fortemente p-convexo. Se G possui apenas compo-
nentes conexas ndo triviais, entdo V(G) é uma clique e G é p-colorivel.

Suponha que G tem exatamente uma componente conexa trivial H. Claramente,
se |V(H)| < p, entao G é p-colorfvel. De agora em diante consideraremos |V (H)| >
p. SejaV = (V4,...,V,) uma p-particao convexa quase-clique de V(G). Se V contém
apenas cliques, entdo G é p-colorivel. Se V contém exatamente um conjunto nao
clique, entao sejam v, v" dois vértices nao adjacentes de V;. Toda componente conexa

nio trivial de G estd contida em I[v,v’] C Vi. Portanto os conjuntos Vs, ..., V), sao
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Figura 4.2: Esquema da coarvore de um cografo GG. Os vértices brancos sao compo-

l
3

nentes conexas nao triviais e os vértices negros sao componentes conexas triviais.

formados por vértices de H. Consequentemente, V' = (Vi N H,...,V, N H) é uma
particao convexa quase-clique de H.

Agora, considere que G possui ao menos duas componentes conexas nao triviais
e suponha por contradicio que G nao é p-colorivel. Seja V = (Vi,.. ., V,) uma
particao convexa quase-clique de GG. Entao existe um conjunto de V), digamos Vi,
com vértices nao adjacentes u,u’, do contrario G seria p-colorivel. Portanto, u e u’
pertencem a mesma componente conexa de G, digamos H;. Isto implica que todo
vértice em outra componente conexa de G deve pertencer a V;. Mas, como G tem
ao menos duas componentes conexas nao triviais, existe uma componente conexa
H, com dois vértices nao adjacentes v, v' € Vi. Como H; C I[v,v'], concluimos que
Vi = V(G), uma contradigao.

(iii) = (i) Se G é p-colorivel entdao G é p-convexo. Se G nao é p-colorivel e possui
exatamente uma componente conexa nao trivial H, tal que V(H) contém uma p-
particdo convexa quase-clique V = (V4,...,V,). Entado obtemos uma p-particao
convexa de V(@) adicionando os vértices de V(G)\V (H) ao conjunto de V que nao

é uma clique. O

O teorema anterior fornece condi¢oes para desenvolvermos um algoritmo linear
para decidir se um cografo conexo G é p-convexo. Este algoritmo utiliza a codrvore
de G (CORNEIL et _all, 1987). A codrvore T; de G é uma arvore enraizada em Gj
os nds de Ty sdo cografos conexos com conjunto de vértices contido em V(G); os

filhos de cada né H de Ty sao os componentes conexos de H; as folhas de Ty sdo
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subgrafos triviais de G.

Na Figura 22, exibimos esquematicamente os primeiros niveis da codrvore de G.
Os vértices negros representam componentes conexas triviais e os vértices brancos
componentes conexas nao triviais. Pelo Teorema LY para decidir se G é p-convexo
precisamos verificar o ntimero de componentes conexas nao triviais de G. Como
G possui uma tnica componente conexa nao trivial G/, é necessdrio verificar se
G[V(G")] é p-convexo. Como G[V (G")] é desconexo nao podemos utilizar um algo-
ritmo baseado no Teorema L8 Pelo Teorema B4, é importante determinar o maior
pl, menor ou igual a p, tal que G, é pl-convexo para toda componente conexa G, do
grafo G[V(G")]. Note que as componentes conexas de G[V(G')] sdo exatamente as
componentes conexas de G’ (filhos de G' em T). Portanto, utilizamos o Teorema B
para determinar p}, para todo grafo (. Inicialmente, observamos que G4 é trivial,
como |V (G%)| < p, entdo py = |V(GY)| = 1; suponha que |V (G))| > pe |[V(GY)| > p,
aplicamos o Teorema L8 para G e G. Como G/ possui duas componentes conexas
nao triviais, € necessario examinar se G_’1 é p-colorivel. Como G, nao possui nenhum
componente conexo nao trivial, entao G’ é p-convexo. Apesar da coarvore T ter
outros vértices, nao é necessario analisar todos os vértices de Ty para responder se
G é p-convexo.

Desenvolvemos o Algoritmo Bl baseado nos Teoremas Bl e EE8. Seja G um co-
grafo conexo. O algoritmo decide o valor do maior pg < p, tal que G é pg-convexo,
analisando os filhos de G na coarvore T;. Se nao for possivel determinar pg, repe-
timos este processo recursivamente para os filhos de G em T (possivelmente, nem
todos eles). Né6s modificamos o Algoritmo B para cografos desconexos. Também
utilizamos o algoritmo linear (CORNEIL et all, 1985) para determinar a coarvore
de um cografo.

Antes de apresentar o algoritmo, precisamos de algumas defini¢oes. Seja H
um cografo conexo, w(H) é o nimero de componentes conexas de H, enquanto
w'(H) é o ntimero de componentes conexas ndo triviais de H. Se H possui somente
uma componente conexa nao trivial denominaremos esta componente de H’; as
componentes conexas de um cografo H sao chamadas H1, ... >Fw(ﬁ)? f(H,p)<pé
o maior inteiro tal que H é f(H, p)-convexo.

O Algoritmo B determina f(H,p) para um cografo H em 7. Portanto, para
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Algoritmo 3 Algoritmo para computar f(H,p).
Entrada: Cografo conexo H.

funcao f(H,p)

Se |V (H)| < p, entao retorne |V (H)|;
caso contrario

Se H estd num nivel impar de Tg:

e Se w'(H) =0, entao retorne p;

e Se w'(H) =1, entdo retorne f(H',p);

e Se Ww'(H) > 2, entao determine x(H). Se x(H) < p, entao retorne p, caso

contrario G nao é p-convexo;

caso contrdrio retorne min{p, ¥ _ f(H;,p)}.

X _f
1<i<w(H)

determinar se um cografo conexo G é p-convexo determinamos a coarvore Ty e

verificamos se f(G,p) = p.

Teorema 4.9. Se G é um cografo, entdo decidimos em tempo O(n + m) se G é

p-convero.

Demonstracao. A complexidade de determinar a codrvore T é O(n + m), além
disso T possui O(n) vértices (CORNEIL ef all, 1985). A cada vértice H visitado
o algoritmo pode: (i) determinar em tempo O(1) o valor de f(H,p); (ii) visitar
os filhos de H; (ii) decidir se x(H) < p. Nos passos (i) e (iii), o Algoritmo
nio faz chamadas recursivas aos filhos de H. Em (i), se determinamos y(H,)
e x(H,), para dois vértices diferentes de Ty, entdo V(H,) e V(Hs) sdo disjuntos.
Sabemos, por (CORNEIL et al! (1981, [1987), que x(H) pode ser calculado em tempo
O(|V(H)| + |E(H)|), para qualquer vértice H de T. Portanto a complexidade do
AlgoritmoBlé O(n+m). Pelo TeoremaB4] para um cografo desconexo G, precisamos
verificar se 1§z’§;(c)f(Gi’p) > p, onde (; sao as componentes conexas de G, para

1 < i < w(G@). Portanto, é facil ver que o Algoritmo Bl pode ser estendido para

cografos desconexos. O

Observe que os resultados apresentados para cografos nao se estendem direta-
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mente para o problema de cobertura. Obviamente, se um grafo é p-convexo sabemos
que ele possui uma p-cobertura convexa. No entanto, nada podemos afirmar sobre

os cografos que nao sao p-convexos.

4.3 Poténcias de ciclos

Estudaremos agora particoes convexas de poténcias de ciclos.

Definigao 4.10. Uma poténcia de ciclo C*, 1 < k < n, é um grafo tal que V(C¥) =
V(C,) e BE(CF) = {{vi,v;}| vi,v; € V(CE) e dc, (vi,v;) < k}.

Definigao 4.11. O alcance de uma aresta {v;,v;} em C* é a distancia de v; a v;
em C,. Seja {u,v} € E(G), dizemos que {u,v} é uma aresta de alcance maximo
em C* se dg, (u,v) = k. Denotamos os vértices de C* por vy, ..., v,, onde v;_i e

v; sao consecutivos em C,, e v, = vy, para 1 <i <n.

O resultado seguinte estabelece condigoes para determinar se C* é p-convexo,

para p > 2.

Teorema 4.12. C* ¢ p-convezo se, e somente se, p > 3 oun < 2k+2 oun =

0,1,2 (mod 2k).
Demonstracdao. Segue direto do Lema EET0 e Coroléarios B4, e E20. 0

O Lema T3 estabelece limites para p tais que C* tem uma particio em p cliques.

Lema 4.13. C* ¢ p-convexo para [#J <p<n.

Demonstracio. Seja {vg, vy} uma aresta de alcance maximo em CX. O conjunto
{vo,v1, ..., vx} é uma clique em C*. Analogamente, toda aresta de alcance méaximo
em C* define uma clique de tamanho k + 1. Portanto C* tem uma particio em

[kiﬂw cliques. O

Corolario 4.14. Se n < 2k + 2, entdo C* é p-convero, para todo 1 < p <n. 0O
Seja v, w um par de vértices de C* e Vi, V4 os conjuntos de vértices de dois

caminhos distintos de v a w em C),. Na observacao seguinte provaremos que as

geodésicas entre v e w em CF ou utilizam os vértices de Vi, ou utilizam os vértices

de V5.
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Observagao 4.15. Seja S = {v1,va,...,v5} um subconjunto de V(CF). Entdao
para toda geodésica entre vy e vis|, P(vi,v)s)) = Ui, Ug, ..., up|, onde uy = vy €

up| = vig| ou U = {ug,...,up—1} €S ouU C (V(CI\S).

Demonstragdo. Suponha que existe uma geodésica P(vy,vis)) = U1, U, . .., upp| tal
que UNS #0 e UNV(CF\S # 0. Entdo existe um vértice u;, 2 < i < |P| -1, tal
que ou {ug,...,u;} €S euq € V(CO\S, ou {ug,...,u;} CV(CHI\S euiy €8S.

Considere {us,...,u;} C S e ujy € V(CH\S. Como u; € S, ujyy € V(CE\S e
de, (g, uisr) < k, ou {vy,u;} € E(C¥) ou {u;,v5} € E(CF). Entdao P nio ¢ uma

geodésica. O caso {ug,...,u;} C V(CK\S e u;y; € S é andlogo. O

Agora, vamos provar que todas as poténcias de ciclos sdo p-convexas para 3 <

p < Lﬂ%ﬂ A ideia é dividir V(G) em p conjuntos de vértices consecutivos de C,,
tal que cada conjunto é formado por no maximo [%-‘ vértices, e entao provaremos

que estes conjuntos sao convexos.
k ¢
Lema 4.16. C} € p-convexo para p > 3.

Demonstragao. Inicialmente, considere p = 3 e V = (V4, V5, V3) uma partigao de
V(CE), tal que, |Vi] = [2], [Va| = [2], [V3| =n —2[%], e cada V; contém vértices
consecutivos de C),. Assumimos que k < {gw , caso contrario V é uma partigao clique.
Seja Vi = {v1,..., v} e vy, vs € V4 dois vértices tais que 1 < r < s < [V3]. Que-
remos provar que se existe uma geodésica entre um par de vértices de V; utilizando
vértices que nao pertencem a Vi, entao também existe uma entre v, e vpy;). Defi-
nimos U = {vp, Vpp1,..., 0}, U = {5, V551, ... 0} e VI = {op, i1, - -, 01 )
Suponha que existe uma geodésica P(v,, vs) entre v, e v, tal que V(P) C U’. Como
[V <|U'|, |U| < |Vi| e pela Observacao B0, concluimos que existe uma geodésica
P'(vi,vp,) tal que V(P') € V/. Entao, ¢é suficiente provar que nao existe uma
geodésica entre v; e v}y, contendo vértices que nao pertencam a V.

Suponha que existem geodésicas entre u e v, P(u,v) C CK[V}] e P'(u,v) C
CEI(V\VA) U {or, vy}, e CE. Ento [P] = [H1717 ¢ ) = (olilly,

Como k < [%] en—[%2] >2|%], temos |P| < [P|. Portanto P’(u,v) ndo ¢ uma

geodésica, um absurdo. Claramente, um argumento similar é valido parap > 3. O

Para o caso p = 2, existem valores de n e k tais que C* nao é biconvexo.
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Lema 4.17. Sen = 0,1,2 (mod 2k), entdo um subconjunto S C V(C*) formado

por {%W vértices consecutivos de C* é convero.

Demonstracao. Provaremos que nao existe uma geodésica entre um par de vértices
S usando vértices nao pertencentes a S.

Sem perda de generalidade, considere S = {vy, . .. Ey }. Analogamente a prova
do Lema ELT0 restringiremos nossas atencgoes aos vértices vy e v|-%-| Como n =
2kq + r, onde ¢ e r sdo inteiros positivos e 0 < r < 2, entao |S| < gk + 1. Portanto,
MT_{‘ = ¢, para alguma geodésica P entre v; e Ura] em C*[S].

n
2

Peyisi(on,vpa7) = |
Analogamente, seja S’ = (V(CF)\S) U {vl,v[ﬂ}. Claramente, |S’| > gk + 2,

consequentemente |Pers (U1,U|‘@1 )| = g+ 1, para alguma geodésica P entre v; e
n 2
Ura] em Ck[S"]. Portanto, pela Observagao EETH, S é convexo. O
2
Corolario 4.18. C* ¢ biconvezo para n =0,1,2 (mod 2k). 0]

Lema 4.19. Seja S C V(CK) um conjunto convezo nao clique de C*, n > 2k +2 e
n#0,1,2 (mod 2k). Entdo |S] < [2].

Demonstracdo. Suponha que existe um conjunto convexo nao clique S C V(C¥) tal
que |S| > {gw Provaremos que |S| > [%W implica que S contém um par de vértices

u, w tal que I[u, w] = V(CF).

Primeiro afirmamos que S possui um par de vértices u e w tal que [%W —1<

de, (u,w) < [2]. Denotaremos a + b (mod n) por a + b. Denotamos por B(v;) o

vértice viyp, tal que ou D = [2] =1 ou D = [2], e B(S) = {B(v) € V(C,)|v € S}.

Claramente, |B(S)| = |S|. Analisaremos dois casos: n impar e n par. Se n é impar,

considere D = [%W — 1. Suponha que a afirmagao é falsa, entao S N B(S) = 0.

Como n é fmpar, |S|+ |B(S)| > n, o que é uma contradigao. Se n é par, considere
D = %. Definimos S" = {vi,...,v,} como um subconjunto maximal de vértices

consecutivos de S em C,, 1 < ¢ < |S]. Como S" é maximal, vy, v,41 ¢ S, isto

L A
implica que vp,vgy14p ¢ B(S). Mas vp e vgr14p tem distancia § — 1 de vy e

vy, Tespectivamente. Suponha que a afirmagao é falsa. Andlogo ao caso impar,

|S| 4+ |B(S) U{vp,vgs14p}| > n, uma contradicao.

Sejam u,w € S e [2] —1 < dg, (u,w) < [2]. Provaremos agora que Iy[u, w] =

V(CF). Sejam dc, (u,w) = [2] — 1, e sem perda de generalidade, u = vy e w =

— [
Va1 Denotamos por R = {vg, v, ..., v[ﬂ_l} e R = {v[%w_l,v[%w, ceoy Vot

w3
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Analogo a prova do Lema BETT, como n = 2kq + 1, 3 <r < 2k, dexp (vo,v{ﬂw_l) =
n 2
derim (v0>v[ﬂ}1) = g+ 1. Observamos que, como n > 2k + 2, dcx(vo, U[ﬂ-|71) > 2.
n 2 n 2

Mais ainda, uma geodésica entre vy e U[a]-1 em C¥[R] nao é formada apenas por

21
arestas de alcance maximo, isto significa que existem ao menos duas geodésicas entre
Vo € Va1, em C*¥R],PeP.

Seja P (v, Ufﬂ*l) uma geodésica construida utilizando arestas de alcance
maximo até quando fosse possivel, entao V(P) = {vo,vk,v%,...,vqk,v(%w e
Claramente, se V(P') = {'U(],kal,'l}gkfl,...,qufl,vl’%‘l_l}, entao P’(vo,v(%w_l)
também é uma geodésica.

Como vjx—1 € v41), pertencem a I[vo,v[%wfl], para 1 < ¢ < g — 1, temos
que X = U Tvi—1, 406 = U {vie—1, Viks - 0a0k) S [h[U(J’U[%}_l]-

1<i<q—1 1<i<q—1
Também existem geodésicas entre vy e U[ﬂ}q usando vértices de R'. Portanto,
2
X' = {v|-%171+k, Ula] rgak v(%-|71+(q71)k} C I|vo, vfﬂ*l]' Consequentemente,
(g Varrs - 07} © I[X U CIEAIE U(ﬂ,Hk}] - fh[vo,v(%},l]- Analoga-
mente, concluimos que I[vy, Ul )= L[X U XU {u, Ula] M =VI(CF), 0queé
2 2

uma contradi¢ao. O caso onde a distancia entre u e w é [ﬂ é analogo a este. [

Corolario 4.20. C* nao ¢é biconvezo, paran > 2k +2 en #0,1,2 (mod 2k).

Demonstracao. Segue do Corolario ET4 e Lema ET9 0

Observe que o Lema delimita a cardinalidade do maior conjunto convexo

nao clique de C*. Portanto, obtemos o seguinte corolério relativo a coberturas.

Corolario 4.21. C* nao possui uma 2-cobertura convexa, para n > 2k +2 en #

0,1,2 (mod 2k).

O Teorema e o Corolario E2T] estabelecem o resultado principal sobre co-

berturas de poténcias de ciclos.

Teorema 4.22. C* possui p-cobertura conveza se, e somente se, p > 3 oun < 2k+2

oun=0,1,2 (mod 2k).

4.4 Problemas em aberto

Existe um bom numero de classes de grafos para as quais temos interesse em

desenvolver um trabalho na mesma direcao do apresentado neste capitulo. Algumas
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das classes mais visadas por nds sao: grafos bipartidos, grafos (k,1), Ps-esparsos e

grafos circulantes.
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Capitulo 5

Contorno em grafos

Neste capitulo tratamos o conjunto de contorno de um grafo, tal conjunto foi
definido em ICACERES et al. (2005). No mesmo artigo os autores propuseram o
problema de decidir se o contorno de uma classe de grafos é um conjunto geodésico.
Nossa colaboragao para o tema foi relacionar o problema com o diametro do grafo
e dessa forma resolvemos o problema em aberto de determinar se o contorno de um
grafo cocordal é geodésico (ARTIGAS et all, 2010).

Todos os grafos considerados neste capitulo sao simples, finitos e conexos.

5.1 Definicoes e resultados conhecidos

Antes de definir o que é contorno de um grafo e os resultados existentes é ne-

cessario apresentar outra classe de grafos.

Defini¢ao 5.1. Um grafo G € dito de distancia hereditéria se dy (v, w) = dg(v,w),
para todo subgrafo induzido H de G e para todo v,w € V(G).

Definicao 5.2. Um vértice v de um grafo G é denominado vértice de contorno de
G se ecc(v) > ecc(w), para todo vértice w € N(v). O contorno Ct(G) de um grafo

G é um conjunto formado por todos os vértices de contorno de G.

Ct(G) = {v € V(G)|eccg(v) > eceq(w),Yw € Ng(v)}

O conjunto de contorno de um grafo foi definido em ICACERES et al. (2001).

Nesse trabalho os autores consideraram algumas generalizacoes da propriedade de
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Minkowski-Krein-Milman, tal propriedade diz: “Todo conjunto convexo é o fecho
convexo dos seus vértices extremos”. Um vértice v de um conjunto convexo S é
denominado vértice extremo de S se S\{v} é convexo. Se um grafo G satisfaz a
propriedade de Minkowski-Krein-Milman G é denominado de geometria conveza.
Em [FARBER_e JAMISON (1986), provou-se que um grafo G é uma geometria
convexa se, e somente se, o grafo G é Ptolemaico (cordal e distancia hereditaria).

A ideia contida na propriedade de Minkowski-Krein-Milman é a de conseguir de-
terminar um conjunto convexo S utilizando apenas um subconjunto de vértices de S
e um operador sobre o grafo. Uma extensao considerada pelos autores em CACERES
et al. (2007) foi a de utilizar um conjunto S de vértices de um grafo G, e através do
intervalo fechado de S obter todos os vértices de GG. Ou seja, havia o interesse em
determinar conjuntos geodésicos de G.

Um vértice de contorno representa um maximo local com relagao a excentrici-
dade. Seja v um vértice de G que nao é de contorno. Entao existe um vértice v’
adjacente a v tal que ecc(v') > ece(v). Logo, é natural pensar que existe um vértice
w € V(@) tal que uma geodésica entre v’ e w que passa por v. Portanto, o contorno
¢ um candidato natural a conjunto geodésico de um grafo qualquer.

Ainda em ICACERES et al. (2001) foi provado que existem grafos tais que o
conjunto de contorno nao é geodésico. Mais ainda, iniciou-se uma investigacao para
determinar quais classes de grafos possuem o contorno geodésico. Este problema
foi tratado em I(CACERES ef all (2008, 2005). Em ICACERES et all (2006) os
autores estudaram propriedades estruturais do conjunto de contorno e estabeleceram
algumas condicoes suficientes para decidir se o contorno de um grafo é geodésico. A
seguir, exibimos os principais resultados existentes sobre o assunto. Antes porém,

precisamos definir um outro conjunto particular do conjunto de vértices de um grafo.

Definicao 5.3. Um vértice v de um grafo G é denominado vértice de excentricidade
de um vértice u € V(G) se ecc(u) = d(u,v). Os vértices de excentricidade também
s@o conhecidos como anti-podais. O conjunto de excentricidade Ecc(G) de um grafo

G € o conjunto formado por todos os vértices de excentricidade dos vértices de G.

Ecc(G) ={v e V(G)|Fu € V(G) tal que eccg(u) = dg(u,v)}
As observacgoes seguintes, embora simples, sao muito uteis.
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Figura 5.1: Grafo de permutacao G tal que I[Ct(G)] # V(G)

Observacao 5.4. Seja G um grafo e v € V(G). Se e(v) € um vértice de excentri-

cidade de v, entao ecc(e(v)) > ecc(v).

Observagao 5.5. Seja G um grafo e v,w € V(G). Se v e w sdo adjacentes, entao

lecc(v) — ece(w)| < 1.
A seguir os principais resultados ja publicados sobre o assunto.

Teorema 5.6 (CACERES et_all (2008)). Nem todo grafo de permutagdo possui o

contorno geodésico.

Demonstracao. Para provar este resultado exibimos o grafo de permutagao G da

Figura bl Este grafo é tal que Ct(G) = {a,b,c} e I[Ct(G)] = V(G)\{d}. O

Teorema 5.7 (CACERES et all (2005)). Se G € um grafo distincia hereditdiria,
entao Ct(G) € geodésico. O

Teorema 5.8 (CACERES et all (2008)). Se G ¢é um grafo cordal, entio Ct(G) é

geodésico. O

Utilizando os resultados anteriores, em ICACERES et al. (2008) os autores exi-
bem o diagrama da Figura .2, de subclasses de grafos perfeitos, mencionando quais
delas possuem o contorno geodésico, quais nao necessariamente possuem o contorno
geodésico e para quais classes o problema encontra-se em aberto. Em particular, trés
classes de grafos sao mencionadas como problemas em aberto: bipartidos, cocordais
e paridade.

Nosso trabalho com contornos de grafos tem como ponto de partida este di-
agrama. Primeiro, nao achamos que o diagrama da Figura ¢é suficientemente
abrangente para subclasses de grafos perfeitos; segundo, temos interesse em inves-
tigar outras classes que nao sejam subclasses de perfeitos; por fim, temos interesse

em resolver os problemas deixados em aberto.

38



perfect

...................................

cocomparability comparability ! parity !
trapezoid ' biparlite . distance-hereditary Gtmngly (;h(;rdal)( catval

parallelogram directed path

interval

\ ~
pernuitation

( cograph tree complete
caterpillar

chordal

Figura 5.2: O contorno é geodésico? Sim para os arredondados, nao necessariamente

para os retangulos sélidos e esta em aberto para os retangulos tracejados.

5.2 Resultados obtidos

Naturalmente, a primeira abordagem foi considerar as classes de grafos que ja
tinhamos estudado no problema da particao. De fato, o problema para duas delas
(grafos cordais e cografos) ja foi resolvido. Quanto a poténcias de ciclos, o problema
de decidir se o contorno é geodésico é bem simples. E facil ver que, devido a simetria
de Ck, ecc(v) = ecc(w), para todo v,w € V(CF). Logo, Ct(Ck) = V(C¥) e portanto
Ct(CF) é geodésico. Mais ainda, este resultado pode ser estendido a uma importante

superclasse de poténcias de ciclos, os grafos circulantes.

Definicao 5.9. Sejam n,m e aq,...,a,, inteiros positivos. Um grafo G tal que
V(G)={0,...,n—1} e E(G) = {{i,i +a;( mod n)}|0<i<n—-11<j<m}

¢ chamado de grafo circulante, e € denotado por Cy(ay,. .., ay).

Aplicando o mesmo raciocinio utilizado para poténcias de ciclos obtemos:
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Observacao 5.10. Seja G = C,(ay,...,ay). Entio Ct(G) = V(G), e consequen-
temente, I[Ct(G)] = V(G).

Um ponto importante da Observacao é o fato de existir uma subclasse
de bipartidos contida nos circulantes. Precisamente, C,(ay,...,a,,) é bipartido se,
e somente se, n é par e ay,...,a, ¢ impar (HEUBERGER 2003). Assim como
no problema da partigdo convexa, trabalhar com grafos bipartidos é um problema

aparentemente dificil.

Antes de prosseguir precisamos definir duas classes de grafos que aparecerao na

sequencia do texto.

Definicao 5.11. Sejam G e H dois grafos. O grafo G € livre de H se G nao possui

H como subgrafo induzido.
Definicao 5.12. Um grafo G ¢ dito cocordal se G € cordal.

A seguir expomos um lema de CACERES et al. (2008) que serd uma importante

ferramenta para os nossos resultados.

Lema 5.13. ('CACERES et._all, 12008) Seja G uwm grafo. Suponha que P =
U, UL,y - - -, Ug € um caminho em G tal que ecc(u; + 1) = ecc(u;) + 1, para cada
i€{0,1,...,q—1}. Entdo, para cada vértice x de excentricidade de u,, existe uma

geodésica entre x e u, que contém P.

Demonstragdo. Seja x um vértice de excentricidade de w,, portanto d(z,u,) =
ecc(uy;) = k. Entdo, pela hipétese, ecc(up) = k — ¢q. Provaremos que z é um
vértice de excentricidade de ug. Suponha que d(x,ug) < k — ¢ e considere uma
geodésica entre = e ug. Portanto, d(x,u,) < d(x,up) + d(ug,uy) < k —q+q =k,
o que é uma contradi¢do com d(x,u,) = k. Logo, d(z,uy) = k — g e o caminho

T,..., U, U, ..., U, ¢ uma geodésica entre x e u, que contém P. O

Nossa principal contribuicao com o tema foi correlacionar o diametro do grafo

com o problema de decidir se o contorno é geodésico.

Teorema 5.14. Seja G é um grafo. Se diam(G) < 4, entao Ct(G) € geodésico.
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Demonstragao. Seja G um grafo tal que diam(G) = 4. Inicialmente, observamos
que, como G possui um vértice de excentricidade 4, G nao possui um vértice w
tal que ecc(w) = 1. Agora, suponha que existe um vértice vy € V(G) tal que
vo ¢ I[Ct(G)]. Como diam(G) = 4, todos os vértices de excentricidade 4 pertencem
a Ct(G). Portanto, ou ecc(vg) = 3 ou ecc(vg) = 2.

Se ecc(vg) = 3ewvy ¢ Ct(G), entdo existe um vértice v; € N(vg), tal que ecc(vy) =
4 e portanto v; € Ct(G). Além disso, seja e(v1) um vértice de excentricidade de v;.
Entao ecc(e(vy)) = 4 e consequentemente e(v;) € Ct(G). Pelo Lema ET3, existe
uma geodésica P entre v, e e(vq) tal que vy € V(P). Como vy, e(vq) € Ct(G), entdo
vy € I[CH(Q)).

Se ecc(vg) = 2, entao para todo vy € V(G), tal que ecc(vq) = 4, existe v, € V(G)
tal que ecc(vy) = 3 e {vg,v1},{v1,v2} € E(G). Seja e(vy) um vértice de excentrici-
dade de v,. Andlogo ao caso anterior, e(vy) € Ct(G) e, pelo Lema existe uma
geodésica entre vy e e(vy) que contém vg. Logo, vy € I[Ct(G)]. Concluimos portanto
que nao existe o vértice vy ¢ I[CtH(G)].

As provas dos casos onde diam(G) < 4 sdo analogas ao caso diam(G) =4. O

Observamos que este resultado é o melhor possivel no sentido que grafos com
diametro 5 nao necessariamente possuem contorno geodésico. Um exemplo disso
é o grafo da Figura BEJl A consequéncia direta deste teorema é um corolario que

abrange algumas classes de grafos. Muitas delas sao bem conhecidas.
Corolario 5.15. Se G é um grafo conexo livre de Py, entao Ct(G) € geodésico

Observamos que o Teorema B4l apresenta uma prova mais simples que as origi-
nais para importantes classes de grafos como split e cografos.

Da definicao de grafos cordais, sabemos que estes grafos nao podem ter um Cjy
induzido. Consequentemente, os grafos cocordais nao podem ter um 2K, induzido,
e portanto sao livres de Ps. Logo, o Teorema .14l nos permite responder a um dos

problemas deixados em aberto em ICACERES et all (2008), ver Figura B

Corolario 5.16. Se G é um grafo cocordal, entao Ct(G) € geodésico. O
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5.3 Problemas em aberto

Ainda sobre o contorno de um grafo GG, gostariamos de resolver por completo o
diagrama da Figurab2 A principio, como os bipartidos sao aparentemente dificeis
para este problema, pretendemos comecar com uma subclasse, os bipartidos conve-
XOS.

Nao apenas o problema de decidir para quais classes I[Ct(G)] = V(G) se encontra
em aberto. Ainda é desconhecido, embora investigado em CACERES et al. (2006,
2005), se existe algum grafo G para o qual I’[Ct(G)] # V(G), i.e., existe G para o
qual I[I[Ct(G)]] # V(G)? Também pretendemos trabalhar este problema no futuro.

Por fim, pretendemos estudar classes que nao sejam subclasses de perfeitos. Em

particular, investigaremos os grafos bridged e os livre de triangulos.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste capitulo apresentamos nossas consideracoes finais bem como nossos planos

para trabalhos futuros.

6.1 Consideracoes finais

Esse texto é uma exposicao unificada dos nossos trabalhos IARTTIGAS et al.
(2007aH.did, 0og, Rood, 2010).

Nesta tese nés criamos e desenvolvemos o conceito de particao convexa. Prova-
mos que ele é N P-completo para o caso geral, portanto consideramos algumas classes
de grafos e concluimos que: um grafo cordal é p-convexo, para todo 1 < p < n; é
possivel decidir em funcdo de n, k e p se uma poténcia de ciclo C* é p-convexa; e
desenvolvemos um algoritmo linear para decidir se um cografo é p-convexo. Além
disso, generalizamos o problema considerando grafos desconexos. Para tais grafos,
desenvolvemos um mecanismo de reduzir o problema da particao em p conjuntos
convexos de grafos desconexos ao problema de partigoes convexas das componentes
conexas.

Também investigamos o probema de determinar para quais grafos o conjunto de
contorno é geodésico. Este problema foi proposto em CACERES et al. (2008), onde
os autores mencionam que o problema esta aberto para os grafos cocordais. Nos
provamos que o contorno de todo grafo livre de Py é geodésico. Como corolario,
provamos que os grafos cocordais possuem o contorno geodésico.

Sobre estes problemas pretendemos estabelecer novas propriedades sobre ambos,
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bem como desenvolver algumas aplicacoes. Alguns trabalhos recentes relacionados

aos assuntos sio (CACERES et all (2006, 2005); DOURADQ et all (2004, 20094).

6.2 Trabalhos futuros

Temos interesse em estudar o problema da p-PARTICAO CONVEXA para um maior
nimero de classes de grafos. Em particular, dentre as classes de grafos mencionadas
no capitulo @l dedicaremos grande atenc¢ao aos grafos bipartidos. Os problemas em
aberto, mencionados no final de cada um dos capitulos, também serao considerados
no futuro.

Também para o problema de decidir se o contorno é geodésico, investigaremos
os grafos bipartidos. Mais ainda, pretendemos caracterizar os grafos que possuem
o contorno geodésico. Além disso, tentaremos determinar se existe um grafo G tal
que I?[Ct(G)] # V(G), caso tal grafo exista, pretendemos caracterizar os grafos tais
que I*[CH(G)] # V(G).

E nossa intencao estender o resultado a outras convexidades. Em particular,

temos interesse em investigar a convexidade monofonica.
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