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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
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O problema da coloragao de vértices é um dos problemas classicos em teoria dos
grafos, possuindo aplica¢gdes na modelagem de diversos problemas. Em particular,
o problema da coloracao de vértices de grafos arco-circulares possui aplicagdes nas
areas de escalonamento de tarefas e otimizacdo de compiladores. Este trabalho
apresenta alguns dos principais resultados relativos ao problema da coloragao de
vértices, bem como novos resultados em duas variantes deste problema: coloracao
de cliques e A-coloragao, restrito a grafos arco-circulares. Para coloragao de cliques é
exibido um algoritmo polinomial, enquanto que para A-coloracao é apresentada uma
analise dos trabalhos existentes na literatura e é provado que a conjectura do limite

superior do quadrado do grau do grafo é verdadeira para grafos arco-circulares.
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The vertex coloring problem is one of the classic problems in graph theory, having
applications in the modeling of several problems. More precisely, the problem of
coloring the vertices of a circular-arc graph has applications in job scheduling and
compiler optimization problems. This work presents an analysis of some of the main
results on the vertex coloring problem, as well as new results on two of its variants:
clique-coloring and A-coloring, restricted to circular-arc graphs. For clique-coloring
it is shown a polynomial-time algorithm, while, for A-coloring an analysis of the
previous published results is presented and it is proved that the upper bound of the

square of the degree of the graph is valid for circular-arc graphs.
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Capitulo 1

Introducao

O problema da coloragao de vértices é um dos problemas classicos da teoria
de grafos, sendo um dos mais estudados na literatura. Diversos problemas podem
ser modelados como um problema de coloragdo de vértices [6]. Podemos citar,
por exemplo, problemas de escalonamento. Nesse tipo de problema, tarefas sao
representadas por vértices de um grafo, e conflitos entre tarefas sao representados
por arestas entre os vértices correspondentes. Em uma coloracao, cada cor representa
um grupo de tarefas que podem ser executadas simultaneamente.

Outra aplicacdo comum para o problema da coloracdo de vértices é na area
de otimizacao de compiladores. Em um loop utilizado frequentemente durante um
programa, algumas variaveis devem ser alocadas em registradores de indice. Nesse
caso, o tempo entre o momento que uma dessas variaveis é alocada pela primeira
vez, dentro de uma iteracao do loop, até o momento em que a mesma é utilizada pela
ultima vez, pode ser visto como um arco sobre uma circunferéncia que representa
o tempo gasto por uma iteracdo deste loop. O problema de decidir qual o menor
numero de registradores necessarios para alocar todas as varidveis utilizadas na
execucao do loop é equivalente ao problema de colorir um grafo onde cada vértice
corresponde a uma variavel e dois vértices sao adjacentes quando existe sobreposi¢ao
no tempo de vida das mesmas [13].

O grafo de intersecao de uma familia de conjuntos é o grafo obtido associando-
se exatamente um vértice distinto para cada conjunto e considerando dois vértices
adjacentes quando os seus respectivos conjuntos possuem intersecao nao vazia. Sabe-
se que todo grafo pode ser representado como grafo de intersecao de alguma familia
de conjuntos [12]. Entretanto, classes de grafos com propriedades interessantes po-
dem ser obtidas ao restringirmos o tipo de conjunto em que estamos interessados.

Um dos principais motivadores do estudo de classes de grafos é o fato de que di-
versos problemas, que sao dificeis para grafos em geral, se tornam trataveis quando
restritos a elas. Nesse sentido, busca-se delimitar a partir de que ponto um de-

terminado problema pode ser resolvido de forma eficiente. Um exemplo deste tipo



de problema é o problema da coloragdo dos vértices de um grafo. Nao se conhece
algoritmo eficiente para encontrar uma coloracao 6tima dos vértices de um grafo
qualquer, mas existem classes de grafos onde é possivel fazé-lo, como, por exemplo,
a classe dos grafos de intervalo.

A classe dos grafos de intervalo é a classe de grafos de intersecao obtida quando
os conjuntos sao intervalos da reta real. Grafos de intervalo possuem propriedades
estruturais interessantes, as quais permitem que diversos problemas de otimizacao
possam ser resolvidos eficientemente nos grafos da mesma. Por este motivo, grafos
de intervalo sao o objeto de diversos estudos.

Com o estudo dos grafos de intervalo surge, naturalmente, uma generalizacao
para os mesmos. Ao considerarmos arcos de uma circunferéncia ao invés de in-
tervalos da reta real, temos o que chamamos de grafos arco-circulares. Esta
classe de grafos também possui caracteristicas estruturais interessantes. No en-
tanto, esta é uma classe mais complexa, dado que, alguns problemas que podem ser
resolvidos eficientemente em grafos de intervalo sdao considerados dificeis nos grafos
arco-circulares.

Pelo fato de ser uma generalizacao da classe dos grafos de intervalo, muitos pro-
blemas podem ser resolvidos na classe do grafos arco-circulares a partir da reducgao
para o mesmo problema na classe dos grafos de intervalo. Um exemplo é o problema
de encontrar o maior conjunto independente de um grafo, que pode ser feito a partir
de um grafo de intervalo criado com base no grafo original [12].

O reconhecimento, tanto de grafos de intervalo quanto de grafos arco-circulares,
pode ser feito em tempo polinomial [12]. Mais detalhes sobre o reconhecimento de
grafos arco-circulares podem ser encontrados em [9].

Neste trabalho estudamos o comportamento de alguns problemas de coloracao
em grafos quando restritos aos grafos arco-circulares. Em particular, sao analisados
os problemas da coloracao de vértices, coloragao de cliques e da A-coloracao.

O problema da coloracao de cliques é uma variante do problema classico da
coloracao de vértices que consiste em atribuir cores aos vértices de um grafo de tal
forma que todo conjunto maximal de vértices mutuamente adjacentes possua ao
menos dois vértices com cores distintas, enquanto que o problema da A-coloracao é
uma restricao do problema classico da coloracao de vértices, onde vértices adjacentes
possuem cores, representadas por nimeros, cuja diferenca é de pelo menos 2, e
vértices a distancia 2 entre si possuem cores distintas.

Sobre o problema da coloragdo de vértices de grafos arco-circulares, apresen-
tamos resultados conhecidos da literatura, a saber: a prova de que o problema é
NP-completo, o algoritmo guloso de coloracao, e sua melhoria, onde sao determina-
dos limites inferiores e superiores para a quantidade de cores utilizadas na coloragao

de vértices de um grafo arco-circular. Ja para o problema da coloragao de cliques



de grafos arco-circulares, apresentamos um algoritmo polinomial exato que resolve
o problema, enquanto que para o problema da A-coloragao mostramos que o limite
superior proposto em [2] para a maior cor utilizada em uma A-colora¢do nao esté
correto, e exibimos um novo limite, também provando que o limite superior conjec-
turado por Griggs e Yeh é verdadeiro para grafos arco-circulares.

Este texto estd organizado da seguinte forma: no capitulo [2] apresentamos as
defini¢oes basicas e propriedades estruturais das classes relevantes para este trabalho,
a saber, grafos cordais, grafos de intervalo e, em especial, grafos arco-circulares, bem
como a Propriedade Helly. O capitulo|3|é dedicado ao problema da coloracao de vér-
tices. No capitulo seguinte, sobre o problema da coloracao de cliques, ap6s uma breve
introducao ao problema, apresentamos nossos resultados. O capitulo |5| é dedicado
ao problema da A-coloragdo de grafos arco-circulares. Finalmente, no capitulo [6]

concluimos apresentando um resumo do contetido desta dissertagao, seguida de uma

lista de trabalhos futuros.



Capitulo 2
Definicoes

Este capitulo é dedicado as definigbes e notagdes basicas utilizadas ao longo desta

dissertacao.

2.1 Grafos

Neste trabalho consideramos somente grafos finitos e simples. Usualmente de-
notamos um grafo por G = (V, E), onde V' e E sdo, respectivamente, os conjuntos
de vértices e arestas do grafo. Ao longo do texto denotamos por n e m as cardina-
lidades dos conjuntos V' e E, respectivamente. Quando conveniente, denotamos os
conjuntos de vértices e arestas de G por V(G) e E(G), respectivamente.

A notagado aqui empregada segue o padrao encontrado na literatura sobre grafos.
Em particular, dado um grafo G = (V, E), denotamos por Ng(v) a vizinhanga de
um vértice v € V, gg(v) seu grau e A(G) o maior grau dentre os vértices de G,
isto é: Ng(v) ={u | uwv € E(G)}, o grau de v ¢ igual a cardinalidade do conjunto
Ng(v), e A(G) = mazyev{ge(v)}. No caso de digrafos, dizemos que o vértice v
possui graus de entrada e saida g(v)~ e g(v)™, respectivamente, ou seja, g(v)~ é a
quantidade de arestas do tipo e = uv, enquanto g(v)"™ é a quantidade de arestas do
tipo e = vu. Para mais detalhes: [4].

Seja G = (V, E) um grafo. Um passeio P = (vy,...,v;) em G é uma sequéncia
de vértices de G tal que, para todo par de vértices consecutivos (v;_1,v;),1 < i < k,
temos que v;_1v; € uma aresta de G. Se nao admitirmos vértices repetidos em P,
entao dizemos que P é um caminho. O tamanho de P ¢é igual ao seu ntimero de
arestas, k — 1. A distancia dg(u,v) entre dois vértices u,v € V' é igual ao tamanho
do menor caminho em G que comega em u e termina em v. Dois vértices u, v estao
a distancia 2 se dg(u,v) = 2.

Seja G = (V, E) um grafo. Dizemos que C' = (v, vg,...,v;) é um ciclo em

G se P = (vq,...,v) é um caminho e vy € E(G). Uma corda em um ciclo é



uma aresta entre dois vértices nao consecutivos em C', e, dizemos que C' é um ciclo
induzido se C nao possui cordas.

Seja. D = (V) E) um digrafo aciclico. Dizemos que m = (vy,...,v,) é uma
ordenacgao topolégica dos vértices de D se, para toda aresta e = v;v;, temos
1< 7.

Um grafo G = (V, E') é conexo quando, para todo par de vértices u,v € V| existe
um caminho em G que contém ambos. Uma articulagdo em um grafo conexo G
¢ um vértice v € V tal que o grafo obtido ao removermos v de G nao ¢ conexo.

Dizemos que G conexo é biconexo quando G nao possui articulagoes.

Figura 2.1: Grafo G.

Outro parametro de interesse ao longo desta dissertacao é o tamanho da maior
clique de um grafo G, denotado por w(G). Sendo que uma clique de um grafo G
é¢ um subconjunto de seus vértices que sao mutuamente adjacentes. Uma clique é
maximal se nao esta propriamente contida em nenhuma outra clique. Na figura[2.1
estd ilustrado o grafo Gy, que possui 8 vértices, 13 arestas, A(G1) =4 e w(G;) = 4.

Quando estiver claro qual é o grafo G que estamos nos referindo, utilizamos
simplesmente E, V| N(v), d(u,v), A e w para denotar E(G), V(G), Ng(v), dg(u,v),
A(G) e w(G), respectivamente.

Denotamos por P, e C} o caminho e o ciclo de k vértices, respectivamente.

2.2 Grafos de intersecao

Um grafo é um grafo de intersecao se é possivel associar ao seu conjunto de
vértices uma familia de conjuntos tal que existe uma relagdo um a um entre os
vértices e os elementos dessa familia de forma que dois vértices sao adjacentes se,
e somente se, os conjuntos correspondentes possuem intersecdo nao vazia. A esta
familia damos o nome de modelo.

Dado um modelo M, denotamos por (M) o grafo de interse¢do de M, isto é,
ao grafo G = (V, F) com exatamente um vértice em V para cada conjunto de M e
uwv € E(G) se, e somente se, os conjuntos correspondentes a u e v em M possuem

intersecao nao vazia.



A grande maioria dos resultados desta secdo podem ser encontrados em [6] e

também em [12].

2.2.1 Grafos de intervalo

Ig

Figura 2.2: Exemplo de modelo de intervalo para o grafo Gj.

Grafos de intervalo sao os grafos de intersecao de intervalos da reta real. Mais
precisamente, dizemos que um grafo G = (V, E) é um grafo de intervalo quando
existe um modelo M = (R,Z) tal que, R é a reta real e, para cada intervalo I; € Z,
existe exatamente um vértice v; € V correspondente. Ao modelo M chamamos de
modelo de intervalo. Quando nenhum elemento de Z esta propriamente contido
em outro elemento de Z, dizemos que M é um modelo de intervalo préprio. O
grafo G é de intervalo, conforme ilustrado na figura [2.2]

Seja G = (V, E) um grafo de intervalo e M = (R,Z) um de seus modelos de
intervalo. Seja I = (s,t) um intervalo de Z. Dizemos que s e t sdo os extremos
inicial e final de I, respectivamente.

Seja G = (V, E) um grafo e 1 = (v1,...,v,) uma ordenagao dos vértices de G.
Dizemos que m é uma ordenacao candnica de V' se, para todo v;,v;, v, € V, com
i < j <k, vale que se v;v, € E entao v;v; € . Uma propriedade interessante ¢ que
todo grafo de intervalo admite uma ordenagao canoénica de seus vértices e, se m é

uma ordenacao canonica dos vértices de um grafo G, entdo G ¢é de intervalo, cf. [2].

(a)
—

N
Je S

Figura 2.3: Relagao entre vértices em uma ordenagao canonica: (a) intervalo; (b)
intervalo préprio.
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Figura 2.4: Ordenagdo canonica obtida através do modelo de intervalo do grafo G.

E interessante observar que, se G é um grafo de intervalo préprio, entdo existe
uma ordenacao candnica 7 tal que, para todo v, v;, v, € V(G) tais que i < j < k
em m, a existéncia da aresta v;u; forga nao apenas v,v; € E(G), mas também
vjup € E(G). Além disso, dado um grafo de intervalo G e um de seus modelos
de intervalo M, é facil obter uma ordenagao canoénica para V(G): basta ordenar
os vértices em ordem decrescente de acordo com o extremo final de seus intervalos

correspondentes.

2.2.2 Grafos cordais

Um grafo é G é cordal se todo ciclo de G com mais de trés vértices possui ao
menos uma corda. E um fato bem conhecido que todo grafo de intervalo é cordal,
pois entre outras caracterizagoes possiveis, todo grafo cordal é grafo de intersecao
de subarvores de uma arvore [6].

Seja G = (V, E) um grafo e 7 = (vy,...,v,) uma ordenagao de seus vértices. Se,
para todo vértice v; € V' temos que o conjunto N(v;) N{vy,...,v;_1} é uma clique
de G, entao m é um esquema de eliminacao perfeita de G.

Grafos cordais podem ser caracterizados da seguinte forma: um grafo é cordal se,
e somente se, possui um esquema de eliminagao perfeita. A obtencao de um esquema

de eliminagdo perfeita de um grafo cordal pode ser feita em tempo O(n + m) [6].

2.2.3 Grafos arco-circulares

A generalizacdo mais natural para um modelo de intervalo é aquela em que, ao
invés de considerarmos intervalos na reta real, passamos a considerar arcos de uma
circunferéncia. Obtemos, nesse caso, o que chamamos de modelo de arcos. Dize-
mos entao que um grafo G é arco-circular, existe um modelo de arcos M = (C, A)
onde C' é a circunferéncia e A é a familia de arcos em C tal que G = Q(M).

Na figura esta exemplificado um modelo de arcos e seu grafo associado.



Figura 2.5: Um modelo de arcos e seu grafo arco-circular.

No que segue, G = (V, E) é um grafo arco-circular e M = (C,.A) um de seus
modelos de arcos.

Seja A; = (s, t;) um arco de A. Dizemos que A; cobre a circunferéncia C', no
sentido horario, do ponto s; ao ponto t;, também chamados de extremos de A;.
Ao extremo s; damos o nome extremo inicial de A;, enquanto que t; é chamado
de extremo final de A;. O arco A; = (s;,t;) cobre um ponto p da circunferéncia
C se p € (s;,t;) e C é coberto por A se, para todo p € C, p é coberto por algum
arco A; € A. Se p é extremo de algum arco A; € A, entdo dizemos que p é um
extremo de M. Assumimos, sem perda de generalidade, que os extremos de M
sdo todos distintos e, também, que os arcos sdo abertos, ou seja, A; = (s;,t;) nao
cobre os seus extremos s; e t;. Além disso, nenhum arco sozinho cobre C.

Claramente, se existe algum ponto p da circunferéncia que nao é coberto por
nenhum arco, entao o modelo de arcos M pode ser visto como um modelo de inter-
valo.

Seja S = (p1,p2,...,p2n) uma ordenacdo para os extremos de M. Dize-
mos que S é uma ordenacao circular dos extremos de M se, para todo
par de extremos consecutivos p;,pir1 em S (pg, e p; também sdo considerados
consecutivos em S), temos que o segmento (p;,p;+1) nao contém nenhum ex-
tremo de M. Isto é, S de fato representa a familia de arcos A. Para o mo-
delo de arcos da figura [2.5] uma possivel ordenacgao circular pode ser dada por
S = (s1, %6, t7, Ss, So, ts, tg, S2, t1, S10, S11, 512, t10s t12, t11, S3, Sa, L2, S5, S6, L3, ta, S7,15).

Seja A" € A um conjunto de arcos. Dizemos que A’ é uma cobertura circular
em M se, para todo ponto p € C, temos que p é coberto por algum arco de A’.
Denotamos por (M) a menor cardinalidade de uma cobertura circular em
M.

Quando conveniente, podemos denotar um arco A € A a partir do seu vértice
v € V correspondente, e vice-versa. Para isso, utilizamos Arco(v) para denotar o
arco correspondente ao vértice v e, de forma analoga, denotamos por Vertice(A) o

vértice correspondente ao arco A.



De forma similar, para um subconjunto A’ de A, o conjunto dos vértices cor-
respondentes aos arcos de A’ é dado por Vertices(A') = Uyea{Vertice(A)}.
Analogamente, o conjunto dos arcos correspondentes aos vértices de um subcon-
junto V' C V', é dado por Arcos(V') = Uyer{Arco(v)}.

Seja p um ponto qualquer da circunferéncia C' e A um arco de A. Denotamos por
B(p) ={A € A| A cobre p}. De forma similar, 3(A) = {A" € A| A" contém A}. A
carga de M ¢é dada por L(M) = maz,ec{|5(p)|}, isto é, a carga de M ¢é a maior
quantidade de arcos que cobrem um ponto p qualquer de C.

Seja A; = (s4,t;) um arco de A e seja A; = (s;,1;) um arco que cobre s;. Dizemos
que A; é o arco que se estende mais (menos) a esquerda de A; se, para todo
arco A; = (sj,t;) € A que cobre s;, temos que, percorrendo a circunferéncia no
sentido anti-horario a partir de s;, s; < s; (s; > s;). De maneira andloga, A, é o
arco que se estende mais (menos) a direita de A; se, dentre todos os arcos que
cobrem t;, A, é o que possui o extremo final de maior (menor) valor ao percorrermos
C' a partir de ¢; no sentido horario. Todas essas fun¢des possuem versoes andlogas

quando consideramos modelos de intervalo.

2.2.4 Propriedade Helly

Uma familia F possui a propriedade Helly quando toda subfamilia de F cujos
membros possuem, dois a dois, interse¢ao nao vazia, possui um elemento comum a
todos os seus membros. Nao ¢ dificil observar que nem todo modelo de arcos possui

esta propriedade, como exemplificado na figura

A —

Az

Figura 2.6: Modelo de arcos que nao satisfaz a propriedade Helly

Quando um modelo de arcos M possui a propriedade Helly, dizemos que M
¢ um modelo de arcos Helly, ou, simplesmente, M é Helly. Ao contrario dos
modelos de arcos em geral, todo modelo de intervalo ¢ Helly.

Um grafo arco-circular que admite modelo de arcos Helly é chamado grafo arco-
circular Helly. Em um modelo de arcos M = (C, A), possuir a propriedade Helly

significa que, para toda clique no grafo é possivel associar um ponto p € C' tal que



o conjunto de arcos que cobrem p é exatamente aquele que corresponde aos vértices

.
e

da clique.

/

(@ (b)

Figura 2.7: Modelos de arcos que nao satisfazem a propriedade Helly: (a)

L(M;) = w(Q(M,)) =3 e (b) L(Ms) =2, w(Q(M,)) = 3.

Quando um modelo M possui a propriedade Helly, temos que
LIM) = w(Q(M)), o que nido é sempre verificado, em geral. E importante
observar, no entanto, que L(M) = w(Q(M)) ndo implica em M possuir a
propriedade Helly. Na figura estao exibidos os modelos de arcos M; e M,
que nao possuem a propriedade Helly, mas que sdo tais que L(M;) = w(Q(M;)) e
L(My) # w(Q(M3)), respectivamente.

2.3 Relacao entre as classes de grafos
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Figura 2.8: Relacao entre as classes dos grafos cordais, intervalo e arco-circular.

Na figura[2.8]é exibida a relacao de inclusao entre as classes citadas neste capitulo.
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Capitulo 3
Coloracao de Vértices

COLORAGAO DE VERTICES é um dos problemas cldssicos da teoria de grafos,
sendo um dos mais estudados até hoje. Este problema é NP-completo para grafos
em geral, e assim permanece em grafos arco-circulares. Uma coloragao de vér-
tices é uma atribuicao de cores aos vértices de um grafo de tal forma que vértices

adjacentes possuam cores distintas. Em sua versao decisao, temos:

Problema: COLORACAO DE VERTICES
Instincia: Um grafo G = (V, E) e um inteiro k > 0.
Questao: Existe uma fungdo f: V — {1,... k} tal que, f é uma colo-

racao de vértices?

O niimero cromatico de um grafo GG, denotado por x(G), é o menor valor k
para o qual o grafo G' admite resposta SIM no problema COLORACAO DE VERTICES.
Um grafo G para o qual existe uma coloragao f : V — {1,...,k} é dito k-colorivel,
dizemos que f é uma k-coloragao dos vértices de G, e que f utiliza k cores. Além
disso, se f é uma coloragao que utiliza exatamente x(G) cores, entdo dizemos que f
¢ uma coloracao 6tima. O problema da coloragao de vértices consiste em encontrar,
dado um grafo GG, uma tal coloracao minimizando o nimero de cores utilizadas. O
problema k-COLORAGAO DE VERTICES consiste em decidir, dado um grafo G, se o
mesmo ¢ k-colorivel.

Em seu trabalho pioneiro, de 1975, sobre coloracao de vértices em grafos arco-
circulares, Tucker [I3] mostrou, entre outros resultados, que dado um modelo de
arcos M de um grafo arco-circular G, se [(M) > 4, entdo x(G) < [2L(M)] e que,
independentemente do valor de [(M), é sempre verdade que x(G) < 2L(M) — 1.

Posteriormente, em 1980, Garey, Johnson, Miller e Papadimitrou [5] provaram
que COLORAGAO DE VERTICES é N'P-completo em grafos arco-circulares. No en-
tanto, mostraram que o problema de decidir se um grafo arco-circular GG é k-colorivel
é polinomial, se o valor de k for fixo, isto é, k-COLORAGAO DE VERTICES é polino-

mial.
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Em 2003, Valencia-Pabon [14], analisou novamente o algoritmo proposto em [I3].
Nesta nova andlise, o autor provou que se (M) > 5, entdao o grafo G = Q(M) é
[ﬁgﬁ;:;l‘/(./\/lﬂ—colorivel, melhorando o resultado de Tucker [13].

Neste capitulo sao apresentados os resultados encontrados em [I3],[5],[14].

Primeiramente mostramos que o problema de colorir os vértices de um grafo arco-
circular é N'P-completo. Esta prova nos leva a um algoritmo de tempo polinomial
para decidir se um grafo arco-circular G' é k-colorivel, exibido em seguida. Na
secao ¢ apresentado e analisado o algoritmo proposto por Tucker [13], bem como
os limites superiores para x(G) por ele encontrados; finalmente, apresentamos o

limite superior para o nimero cromdtico provado por Valencia-Pabon [14].

3.1 Complexidade

Analisamos agora a complexidade do problema da coloracao de vértices, basea-
dos nos resultados encontrados em [5]. Inicialmente, mostramos que o problema
de colorir os vértices de um grafo arco-circular é polinomialmente equivalente a
PALAVRA EM PRODUTOS DE GRUPOS SIMETRICOS (WPPSG), que consiste em
decidir se uma determinada permutagao 7 pode ser obtida a partir da composi¢ao
de permutacoes existentes em um determinado conjunto de grupos simétricos. Em
seguida, a partir dessa transformagao, é derivado um algoritmo O(nk!klogk) que
resolve k-COLORACQAO DE VERTICES. Finalmente, mostra-se que WPPSG é N P-
completo e, portanto, COLORACAO DE VERTICES também é.

3.1.1 Definicoes

Definimos agora os problemas que serao utilizados na prova de NP-completude
do problema coloracao de vértices.

Considere o conjunto K = {1,...,k}. Sejam m e mo duas permutagoes distintas
de K ={1,...,k}. O produto mm, é dado por: 7 5(2) = m2(m(¢)). Denotamos por
Sk o grupo simétrico de todas as permutagoes em K. Seja X um subconjunto de
K. Denotamos por Sx o subgrupo de Sk contendo exatamente todas as permutacoes
que deixam elementos fora de X em suas posicoes originais, ou seja: se i ¢ X, entao,
para toda permutagdo m € Sy, teremos 7 (i) = i.

Podemos entao enunciar WPPSG:

Problema: PALAVRAS EM PRODUTOS DE GRUPOS SIMETRICOS
(WPPSG)

Instancia: Inteiro k > 0, subconjuntos X,...,X,, de K = {1,...,k} e
permutacao m € Sk.

Questao: m pode ser escrito como T = Ty ... Ty, T € Sx,, 1 <0 <m?
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Para provar que COLORACAO DE VERTICES é N'P-completo, Garey et al. apre-
sentam uma redugdo de CAMINHOS DISJUNTOS DIRECIONADOS CONECTANTES
(DDCP) ao problema WPPSG, e que por sua vez é N'P-completo, devido ao
fato de DDCP ser N'P-completo.

Problema: CAMINHOS DISJUNTOS DIRECIONADOS CONECTANTES

(DDCP)

Instancia: Digrafo aciclico D = (V, E), ordenagbes S = (S1,...,5k) €
T = (t1,...,t) dos vértices com graus de entrada e saida 0, respec-
tivamente.

Questdo: D contém k caminhos disjuntos em vértices, cada um de s;
para t;, 1 <1 < k7

3.1.2 WPPSG e COLORACAO DE VERTICES

Mostramos, a seguir, como transformar uma instancia de WPPSG em uma
instancia de COLORACAO DE VERTICES.

Os autores consideram, em [5] que os arcos do modelo M sao abertos no extremo
inicial e fechados no extremo final. Este fato é usado constantemente durante a prova
dos teoremasB.1e[3.2l Considerar os intervalos como sendo fechados em seu extremo
final é equivalente, durante a prova dos teoremas e[3.2] a considerar pontos entre
extremos consecutivos, ao invés de considerar os extremos de M em si. No entanto,
com o objetivo de simplificar o texto, mantemos a defini¢do original dos autores ao

longo desta secao.

Teorema 3.1 (Garey et al. [5]) WPPSG pode ser reduzido, em tempo polino-

mial, ao problema da coloracdo de vértices.

Prova. A prova consiste em, dado uma instancia de WPPSG com K = {1,...,k},
Xi,...,X;n e m € Sk, criar um modelo de arcos M tal que Q(M) é k-colorivel se,
e somente se, T = M My. .. Ty, com T; € Sx,, 1 <i < m.

Seja I uma instdncia de WPPSG com K = {l,...,k}, subconjuntos
Xq,...,X,, de K e m uma permutacao de Sk e considere o modelo de arcos
M= (C,{A;U...UA,UD}) construido a partir de I da seguinte forma: para
cada i tal que 1 < 4 < Kk, construimos A; = {A11, A1 2, A1 jing,|} atribuindo ao
arco A;; os extremos i e k + ind;[1], enquanto os arcos restantes sdo dados por
A, = (k+ind;[j — 1],k + ind;[j]), com 1 < j < |ind;|, onde ind;, = {j | i € Xj}.
Além disso, construa a familia de arcos D = {Dy,..., Dy}, onde D;, 1 < i < k, é
o arco que comega em k + ind,[|ind;|] e termina em 71(7). Na figura 3.1 é exibido

um exemplo desta transformacao.
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X1 ={1,3}
X2 ={3,4,5}
X5 =1{2,5}
X, ={1,2,4}

T =1{2,4,1,5,3}

Figura 3.1: Exemplo de transformacio de WPPSG em COLORAGAO DE VERTICES.

Nao é dificil verificar que M pode ser construido em tempo polinomial. Resta
entdao provar que Q(M) é k-colorivel se, e somente se, 7 = m Ty ... Ty, T; € Sx,,
1< <m.

Considere o modelo alternativo M’ = (C’, A’) obtido a partir de M,
substituindo-se cada arco D; pelos arcos D;; = (k + ind;[|ind;|],k + m + 1) e
Dis = (k+m+ 1,77(7)) e, denote por A, o conjunto formado pelos arcos em
Ai U{D;1,Dr-1(;)2}. Claramente todos os pontos da circunferéncia C” estao cober-
tos pelos arcos de A;.

Seja 0,(j) uma funcdo que indica, dentre os arcos que cobrem o ponto p € C,
a qual familia o arco correspondente ao vértice que recebeu a cor j pertence, isto
é: se o vértice que recebeu a cor j corresponde a um arco de A’ que cobre p, entao
op(j) = i.

Observe que qualquer k-coloracgao dos vértices de G’ = Q(M’) pode ser descrita
pela composicao das fungoes 0,, 1 < p < k+m + 1. Além disso, como para todo
extremo p de M’, temos que |B(p)| = k, a fungao o, pode ser vista como sendo uma
permutacao dos elementos de K. Assumimos, entdo, sem perda de generalidade,
que o01(i) = i para todo 1 < i < k, ou seja, para todo v = Vertice(Dy-1(;)2), v
recebe a cor .

Uma propriedade interessante, devido a forma como o modelo M’ é construido,
¢ que os arcos D;; e Di-1(; 0, ambos pertencentes a Aj, possuem interse¢do nao
vazia com os k — 1 arcos (k+m+1,7), tal que i +1 < j <k, e (j, k +ind,;[1]), com
1 <j <i—1 e, portanto, seus vértices correspondentes possuem a mesma cor em
qualquer k coloracao, isto é, o1 = 09 = ... = 0ky1.

Mostramos agora como construir o, a partir de o, para k+1 <p < k+m+1.

Claramente, se 0,(j) =i e o arco de A] contém p + 1, entdo o,1(j) = i. Considere
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entdo que o,(j) # op41(j). Por construgao, se ¢ € X,, entdo existe um arco em
A’ que termina em k + r. Logo, 0,11(j) = 4, onde ¢ € X, e podemos, portanto,
eSCrever o1 = 0pTp—k, onde 7y é uma permutacao de S,_;. Como consequéncia,
temos que as permutagoes opim,+1 que podem ser obtidas a partir de k-coloragoes
de G’ sdo exatamente aquelas do tipo 7 = mmy ... T, onde m; € Sk,.

Pelo exposto acima temos que, para que uma coloracao f de G’ seja de fato uma
coloracao em G = (M), precisamos que, para todo 1 <i < k, f(Vertice(D;;)) =
f(Vertice(D;2)). Isto equivale a dizer que é condi¢ao necessaria para uma coloracao
de G’ ser também uma coloracdo em G termos o;,),,.,(i) = o7 ' (771(4)), o que
implica em a,;im = 7! e oppmer = ™. Consequentemente, 7 pode ser obtida a

partir de Sk, ...Sx,, se, e somente se, G é k-colorivel. [

Teorema 3.2 (Garey et al. [5]) COLORAGAO DE VERTICES pode ser reduzido, em
tempo polinomial, a WPPSG.

Prova. Seja M = (C,.A) um modelo de arcos, k > 0 um ntmero inteiro e m o maior
valor de um extremo de M. Assuma, sem perda de generalidade que, para todo
extremo p de M, temos |3(p)| = k.

Seja D = {Dy,..., Dy} o conjunto dos k arcos de A que contém o ponto 1 da
circunferéncia C'. Considere o modelo de arcos M" = (C’, A’) construido de acordo
com a seguinte regra: para cada arco A = (s,t) de A\ {Dy,..., Dy}, A" serd dado
por A" = (k + s,k + t); para cada arco D; = (s,t), tal que D que contém o ponto
1, serdo acrescentados a A’ os arcos D;1; = (k + s,i) e Do = (i,k +t). Nao é
dificil verificar que em qualquer k coloracao de G' = Q(M’) teremos Vertice(D; ;) e
Vertice(D;2) com a mesma cor e, portanto, G = Q(M) é k-colorivel se, e somente
se, G' também for.

Observe que, estruturalmente, M’ é muito parecido com o modelo de arcos
construido ao longo da prova do teorema [3.I] Mostramos agora como obter uma
instancia de WPPSG a partir de M’. Para tal, particionamos A’, assim como feito
em em subfamilias Ay, ..., A, D', da seguinte forma: D’ é o conjunto formado
pelos arcos que contém o ponto 1, enquanto A; = {A;1,..., A; 4} € tal que A;; é
0 arco que comeca no ponto ¢ e, para todo par de arcos consecutivos A; ;, A; j+1 em
A;, temos que o extremo final de A;; é o extremo inicial de A; ;11 e A; é maximal
com relagao a esta propriedade em A"\ (DU A U... A;1).

A construgao da instdncia de WPPSG passa a ser trivial: K = {1,...,k},
i€ X;, 1 <j < mse em A; existir algum arco com extremo final £ 4 j. A
permutagao 7 é dada por m(j) =i se e somente se o arco D; possui extremo final 1.

A verificacao de que esta transformagcao esta correta segue os mesmos argumentos
da prova da transformacio de WPPSG em COLORACAO DE VERTICES. n

Como consequéncia imediata dos teoremas [3.1] e [3.2] obtemos:
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Corolério 3.3 (Garey et al. [5]) WPPSG e COLORAGAO DE VERTICES sdo poli-

nomialmente equivalentes.

3.1.3 Algoritmo para k-COLORACAO DE VERTICES

E interessante observar que, a partir das provas dos teoremas e , é possivel
obter um algoritmo de tempo polinomial (algoritmo [3.1)) para decidir se um grafo

arco-circular G, descrito por um de seus modelos de arcos, é k-colorivel.

Algoritmo 3.1 k-COLORAGAO DE VERTICES(M)

Entrada: Modelo de arcos M = (C, A).
Saida: Resposta SIM se, e somente se, G = Q(M) for k-colorivel.

1. K = {1,...,]€};
2: m < maior numero inteiro utilizado como extremo em M;
considere os conjuntos Xj,..., X, conforme obtidos ao aplicarmos a transfor-
macao do teorema ao modelo de arcos M.
77 < permutacao identidade {7 (i) = i, para todo 7 }
Py {I}
para i<+ 0 até m — 1 faga

para cada m; € P, faga

para cada m, € Sx,,, fagca
adicione mmy a Pyyq;

10: se mmy € P; entao
11: P, « P; \ mymo;
12: se w € P, entao
13:  resposta SIM;
14: senao
15:  resposta NAO;

@

O algoritmo [3.1] segue o que é feito nas provas dos teoremas 3.1 e[3.2] e, portanto,

esta correto e podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.4 Seja M um modelo de arcos e k > 0 um numero inteiro. Entdo é

possivel decidir se G = Q(M) € k-colorivel em tempo polinomial.

Prova. A transformacao da instancia de COLORACQAO DE VERTICES em uma instan-
cia de WPPSG pode ser feita em tempo O(nk). A multiplicagdo de duas permu-
tagoes de tamanho k pode ser feita em O(k). Considere entdo o momento em que o
algoritmo esta calculando Pjy;. Observe que, se temos m € P; e mp € Sx,,, tais
que m T = w € P;, entao ndo precisamos calcular nenhum dos produtos envolvendo
7', Isso significa que o algoritmo sempre gera permutacoes novas e sao realizadas,
durante a construgao de P;,q, O(k!) multiplicagoes. Além disso, assumimos que cada

permutacao 7 estéd associada a um indice I(7), com 1 < I(7) < k! de tal forma que
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¢ possivel calcular I(m) e I71(j) em tempo O(klogk). Com isso, o lago principal
(passos 7 a 11) ird executar em tempo O(k!klogk), dando uma complexidade de

tempo O(nk!klog k) para o algoritmo como um todo. ]

Este resultado é interessante pois mostra que, em certo sentido, COLORACAO
DE VERTICES é mais facil quando nos restringimos a grafos arco-circulares, pois é
possivel decidir em tempo polinomial se um grafo arco-circular é k-colorivel, se k
for fixo, ao contrario do que acontece com grafos em geral, onde k-COLORACAO DE
VERTICES é N'P-completo para qualquer % fixo tal que k > 3.

Infelizmente, como mostrado a seguir, WPPSG é N'P-completo e, portanto, o
problema da coloracao de vértices continua NP-completo mesmo quando o grafo

fornecido é arco-circular.
Teorema 3.5 (Garey et al. [5]) WPPSG é N'P-completo.

Prova. A prova é feita a partir da redugdo de DDCP a WPPSG. Seja I uma
instancia de DDCP com D = (V, E), S = (s1,...,8,) e T = (t1,...,t,). Para cada
aresta uv de F, construa as arestas ¢/ = uw e €’ = wv, onde w é um novo vértice
adjacente apenas a u e v. Claramente esta modificagdo nao afeta a existéncia dos
caminhos desejados. Seja D' = (V’, E') o grafo induzido pelas arestas criadas.

Seja vq,...,v, uma ordenacao topoldgica para os vértices de D’ e seja B(i) o
conjunto dos vértices que antecedem v; na ordenacao topoldgica. Assuma, sem perda
de generalidade, que os vértices de S sdo os n primeiros na ordenacao, enquanto os
vértices de T' sdo os n ultimos.

Construimos a instancia de WPPSG da seguinte forma:

j=

J {n+jtuB(n+j) sel<j<qg—n
{1,...,9—n} sej=m=q—n+1

(i) = g—n+i sel<i<n
= 1—n sen+1<i1<g¢q

Intuitivamente, a ideia por tras desta transformacao é representar, a partir da
permutacao 7 e dos produtos entre as permutacoes de Sx,, cada movimentagao nos
caminhos de cada s; a seu respectivo t;. Inicialmente, comecga-se com a permutagao
identidade. Ao aplicarmos uma permutagao m; € Sy,, criando a permutacao ™ =
1, ..., T;, estamos mudando apenas indices que correspondem ao vértice v, e seus
antecessores imediatos (ou seja, vértices adjacentes a vgi;). O objetivo, entdo, é
chegar a uma permutacao final onde 7(i) = ¢ —n+1, para 1 < i < n, ou seja: cada
vértice de s; estard na posi¢do correspondente a t;.

Suponha que existam n caminhos direcionados disjuntos que ligam cada s; € S

a seu respectivo destino t; € T e seja E' o conjunto das arestas que fazem parte
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destes caminhos. Como os caminhos sdo disjuntos em vértices, cada aresta pertence
a exatamente um dos n caminhos. Para construir 7 = 7 ... 7, siga o seguinte pro-
cedimento: para escolher m;, com 1 < j < m, sao consideradas duas possibilidades;
na primeira delas, quando existe aresta e = v;v,4;, 7; é a permutacao obtida ao
trocarmos ¢ com n + j na permutacao identidade; a outra possibilidade é nao existir
tal aresta e, nesse caso, m; ¢ a prépria permutacao identidade. Pelo fato dos vér-
tices estarem indexados por uma ordenagao topoldgica, é facil verificar que estamos
realmente "andando para frente', e indo de s; € S para t; € S, com 1 < i < n.
Finalmente, para 7,,, qualquer rearranjo dos rétulos em V' \ {t1,... ¢} pode ser
feito e, portanto, teremos que de fato m € P = Sx, ... Sy, .

Suponha agora que m € P = S, ... Sy, e considere o processo de rearranjo dos
rétulos em D’'. Inicialmente temos que 7(i) = i para 1 < i < n e sabemos que, ao
final do processo, temos (i) = ¢ — n + i, ou seja: s; € S tem como rétulo inicial
ele préprio, terminando com rétulo ¢; € T. Mostramos agora que o processo de
rearranjo dos rétulos sempre se dé a partir de arestas de G'. E, ndo apenas isso,
mas também que o rotulo de s; € movimentado apenas pelas arestas do caminho que
conecta s; a t;.

Suponha, por absurdo, que durante o j-ésimo rearranjo dos rétulos ¢ é movido
e essa troca nao corresponde a uma aresta de D’. Por construcdo, temos que X; é
o0 primeiro conjunto que contém n + j e, portanto, m(i) # n + j antes de aplicarmos
7;. Portanto, m; ird trocar ¢ de algum antecessor imediato de v,; a outro. Isso
significa que v,; possui mais de um antecessor e, portanto, ¢ um vértice de D.
Nao apenas isso, mas todo antecessor imediato u de v, ; possui apenas uma aresta
saindo, a aresta e = uv,1;. Observe que, portanto, u nao ¢ antecessor de nenhum
outro vértice de D' e isso implica em 7(7) ndo mudar em 7, ..., 7y, contradizendo
7(i) = ¢ — n + 1. Logo, todo rearranjo envolvendo i, com 1 < i < n corresponde a
movimentagoes em arestas de D’.

Para provar que os caminhos gerados serao disjuntos, basta observar que o tinico
momento em que um rotulo ¢, com 1 < i < ¢ pode ser movido para n+7 é no j-ésimo

rearranjo dos rétulos. Portanto os caminhos devem ser disjuntos em vértices. [

Como consequéncia imediata do teorema [3.5] e do coroldrio [3.3] temos o seguinte

teorema, com relacao a complexidade do problema COLORAGAO DE VERTICES:

Teorema 3.6 COLORAGCAO DE VERTICES é N'P-completo, mesmo quando restrito

a grafos arco-circulares.
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3.2 Tucker

Nesta segao apresentamos os limites superiores propostos por Tucker em [I3]
para o numero cromatico de um grafo arco-circular em funcao da carga do modelo
de arcos considerado. O primeiro é obtido através da analise do modelo de arcos
fornecido, enquanto o segundo limite superior é obtido por um algoritmo guloso para
coloracao de vértices de um grafo arco-circular.

Apresentamos agora o primeiro limite obtido por Tucker:

Teorema 3.7 (Tucker [13]) Seja M = (C,.A) um modelo de arcos de G. Entao
X(G) <2L(M) = 1.

Prova. Seja p € C tal que |5(p)| < L(M). Considere o modelo de arcos M' =
(C,A") com A" = A\ f(p). Claramente M’ é um modelo de intervalo e, portanto,
X(G'") = LM') < L(M), onde G' = Q(M’). Logo, se atribuirmos |5(p)| novas
cores distintas aos vértices em Vertices(8(p)), iremos obter uma coloragao de G
com L(M’) + |B(p)| cores. Como L(M') < L(M) e |5(p)| < L(M), estaremos

utilizando no méximo 2L(M) — 1 cores, conforme desejado. ]

Teorema 3.8 (Tucker [13]) Existe um modelo de arcos M = (C,.A) para o qual,
w(G) =2L(M) — 1, onde G = Q(M).

C

Figura 3.2: Exemplo de modelo de arcos para o grafo K7, com r =4

Prova. Considere o modelo de arcos para o grafo completo Ky, r > 2
M= (C,A), com A; = (2i —1,2(i +7 —1)). Na figura estd exemplificado o
modelo de arcos para o grafo K7;. Nao é dificil verificar que L(M) = r e, que

X(Kor—q1) =2r — 1 =2L(M) — 1, conforme queremos demonstrar. ]

Tucker, ainda em [I3], propde um algoritmo guloso (algoritmo [3.2]), para co-
loragdo dos vértices de um grafo arco-circular dado pelo seu modelo e, com isto,
estabelece um novo limite superior para o nimero cromatico de um grafo arco-
circular em funcao da carga de seu modelo, para grafos com cobertura circular de

tamanho pelo menos 4.
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Algoritmo 3.2 ALGORITMO DE TUCKER(M)

Entrada: Modelo de arcos M = (C, A).
Saida: Coloragao f dos vértices de G = Q(M).

1: cmax < 1;

2: Seja p € C tal que |B(p)| = L(M);

3: A; < arco que se estende menos a esquerda de p;

4: f(Vertice(Ay)) < 1;

5. para i < 2 até n faga

6: Seja A; = (s;,t;) o primeiro arco, dentre os arcos cujos vértices correspon-
dentes ainda nao foram coloridos, que comeca logo apos t;_1;

7. se A;NA; # 0, para algum A;, j < i tal que f(Vertice(4;)) = cmax entao

8: cmazx < cmax + 1;

9:  f(Vertice(A;)) < cmax;

Para o correto entendimento das provas que serao feitas a seguir, algumas novas
defini¢es precisam ser introduzidas.

Considere uma execugao do algoritmo [3.2] tendo como entrada um modelo de
arcos M = (C, A) e seja A; = (s,t) conforme definido no algoritmo.

Dizemos que o algoritmo completou k£ rodadas quando o mesmo ja atravessou k
vezes o ponto s, e definimos o conjunto 7; como sendo o conjunto dos arcos cujos
vértices foram coloridos durante a rodada . Ou seja, ou o ultimo arco de T; contém
s ou s esta contido no intervalo que comega no extremo final do ultimo arco de T;
e termina no extremo inicial do primeiro arco de T;,;. Além disso, chamamos de
M; = (C, A;) o modelo de arcos obtido a partir dos arcos em T3, ..., T;.

Seja k a maior cor atribuida a algum vértice durante a execugdo do algoritmo[3.2]

Para cada i < k, chamamos de A; o arco correspondente ao primeiro vértice que

recebeu a cor i.

cor 1: A],AQ,A37A4
cor 2: Ay, Ag, A7, Ag
cor 3: Ag

cor 4: Ajo, A11

Figura 3.3: Exemplo de execucao do algoritmo (3.2

Na figura [3.3] pode ser visto um exemplo de execugdo do algoritmo [3.2]

bem como os conjuntos acima definidos. Para esta execucdo, temos que
Ty = {A1, Ay, A3, Ay, As}, T = {Ag, A7, Ag, Ag} e Ty = {Ajg, A11 }.
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Com base nesse algoritmo, Tucker prova o seguinte teorema:

Teorema 3.9 (Tucker [13]) Seja M = (C, A) um modelo de arcos de G. Se
(M) > 4, entio x(G) < [3L(M)].

2

Prova. A prova é por indugdo em L = L(M). Claramente, se L(M) = 1, entao
X(G) = 1 e o resultado vale trivialmente. Suponha entao que o teorema vale para
qualquer modelo de arcos M com L(M) < L.

Sejam Ay = (s1,t1),...,An = (sp,t,) 0s arcos de A, conforme rotulados pelo
algoritmo Considere o momento em que o algoritmo completa a primeira rodada.
Seja Ag = (s4,tq) 0 arco rotulado pelo algoritmo neste momento. Caso nao exista
arco contendo s; ao final da primeira rodada, Ay serd o arco cujo vértice foi rotulado
primeiro entre os arcos de T5. Considere agora o momento em que o algoritmo visita
novamente o ponto s; pela primeira vez e seja A, o arco rotulado neste momento
(ou, o primeiro arco a ser rotulado apés o algoritmo visitar s4, caso nenhum dos
arcos contendo s, possa ser rotulado nesse momento). Seja Ay o arco rotulado pelo
algoritmo ao final da segunda rodada (observe que A. e Ay podem ser o mesmo
arco, caso Ay nao contenha s; ou A, contenha s1).

Seja M = (C, Al) o modelo de arcos com A, = A\ {4y,...,A;}. Nao é dificil
verificar que L(M,4) < L(M). Além disso, L(M ) < L(M)—2. Logo, pela hipdtese
de indugdo, temos que Gy = Q(My) ¢ 3L(My)-colorivel. Resta entdo provar que é
possivel colorir os vértices correspondentes aos arcos em A’ = {4;,..., Ay} com 3
cores.

Considere a seguinte atribuicao de cores aos vértices em Vertices(A’): atribua
a cor 1 aos vértices correspondentes aos arcos em {Aj,..., Ay 1}; cor 2 aos vér-
tices correspondentes aos arcos em {Ay, ..., Ac_1}; e, finalmente, cor 3 aos vértices
restantes. Pela propria construcao do algoritmo, o tinico conflito de cores possivel
é entre os vértices v, = Vertice(A.) e vy = Vertice(Ay). Suponha, por absurdo,
que v, e vy sdo adjacentes. Nesse caso, A, devera conter s; (pois, caso contrario,
A, = Ay e ndo hd problema com a coloragao) e, portanto, ird possuir intersecao
com Ay no ponto s;. Pelo fato de A. N Ay # 0 e pela forma como os arcos foram
rotulados, temos que o segmento (s1, s4) ¢ coberto por Ay. Logo, A4, A. € Ay cobrem
C e l(M) < 3, um absurdo. Logo, x(G) < [3L(M)].

Na figura estao ilustrados os casos em que A, e Ay sdo distintos, bem como

o caso em que A, N Ay # (. n

3.2.1 Valencia-Pabon

Valencia-Pabon, em [I4], faz uma nova andlise do nimero de cores utilizadas

pelo algoritmo [3.2] generalizando o resultado do teorema [3.9
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Figura 3.4: Exemplos dos casos citados na prova do teorema 3.9} (a) A, # Ay, (b)
A.=Ase(c) AcnNAp #0.

Assumimos, sem perda de generalidade, que dado um modelo de arcos
M = (C, A), temos que |5(p)| = L(M), para todo p € C tal que p ndo é um
extremo de M. Observe que isso pode ser feito pois, para qualquer ponto p tal que
|B(p)| < L(M), podemos adicionar L(M) — |B(p)| arcos da forma (p;, p2), onde p; e
P2 S0 extremos consecutivos na ordenacao circular dos extremos de A que contém
p, sem que isso altere o ntimero cromético de G = Q(M).

Considere novamente a familia de arcos e a coloragdo dada pelo algoritmo [3.2]
A seguir sdo enunciados trés lemas importantes para a prova do teorema principal

desta sec¢ao:
Lema 3.10 (Valencia-Pabon [14]) Para todo i > 1, temos A; N A;_1 # .

Prova. Segue da observacao que, se nao for o caso, entao existe um arco A € A
tal que AN A; # 0, f(Vertice(A)) = f(Vertice(A;_1) e A comega antes de A;_1,

contradizendo Vertice(A;_1) ser o primeiro a receber a cor i — 1. ]

Lema 3.11 (Valencia-Pabon [14]) Para cada i,i > 1, seja M, = (C, A, o mo-
delo de arcos com A, = A\ A{T\,...,T\}. Entio L(M}) < L(M) — . n

Prova. A prova é por inducao em ¢. Claramente, se i = 1, entao o lema é valido.
Provaremos, entao, que o lema vale para todo ¢ > 1. Seja 7 > 1 o primeiro valor
para o qual o lema nao vale. Por hipétese, temos que L(M’;_;) < L(M) — (j —1).
Basta, portanto, provar que, na rodada 7, estaremos diminuindo em pelo menos uma
unidade a carga de M. Considere os arcos em Tj e seja p € C' um ponto tal que
B)| = LIM!_)).

Seja S a ordenagao circular dos extremos de M e sejam p; e py os dois extremos
consecutivos em S tais que p € (p1,p2). Claramente, temos que p; é o extremo
inicial de algum arco, enquanto ps é um extremo final (caso contrario, teriamos

1B(p)| < L(M;_y)). Sejam A’, A” € T arcos tais que A’ é tltimo arco a terminar
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antes de p; em T e A” é o primeiro arco de A; que comega apds p;. Seja A o arco
que contém p; como extremo inicial. Pela suposi¢do inicial, sabemos que A ¢ Tj.
Além disso, nenhum arco em 7} contém o segmento (pi,p). Temos entao que A’
nao contém p;. Além disso, A comeca antes de A” e ndo contém o extremo final de
A’. Logo, A deveria ter sido escolhido pelo algoritmo no momento em que A” foi

rotulado e A € T}, um absurdo. Portanto, o lema vale. [
Do lema [3.11}, podemos obter o seguinte corolario:

Corolario 3.12 Seja M = (C, A) um modelo de arcos tal que (M) > 5. Entdo, o
algoritmo quando M é dado como entrada, tem no maximo L(M) rodadas.

Lema 3.13 Para cada 1,1 < i < [ — 2, o algoritmo utiliza mo mdzimo i + 1

cores para colorir os vértices em Vertices(A;).

Prova. Claramente, se ¢ = 1, o lema vale. Suponha entao que o lema vale para todo
j <1 <1 —2. Provaremos entao que o resultado vale para j = ¢. Seja A; o arco
de T;_; correspondente ao vértice que primeiro recebeu a cor ¢ dentre todos os de
Vertices(T;—1) e seja Al 0 ltimo arco de Tj_;. Pela hipétese de indugao, estes arcos
existem, pois o contrario implicaria em utilizarmos apenas i — 1 cores para colorir
vértices em 2(M;_1), tornando o resultado vélido.

Seja A; 41 0 arco de T; correspondente ao primeiro vértice que recebeu a cor i+ 1,
dentre aqueles em Vertices(T;). Pelo lema , sabemos que A; e A;,1 possuem
intersecao nao vazia. Seja Alf 41 0 ultimo arco de T; e suponha, por absurdo, que
a cor ¢ + 1 nao possa ser atribuida ao vértice Vertice(A{ +1). Claramente, nesse
caso, temos que A{H contém s, pois sabemos que A; 1 N A{H # () (lema .
Consequentemente, temos que os arcos As, ..., A;, A1, A{ 41 formam uma cobertura
circular de M e [(M) <i+ 1 <[ —1, um absurdo. Logo, o lema vale. n

A partir dos lemas e[3.13] é possivel generalizar o resultado do teorema [3.9

Teorema 3.14 (Valencia-Pabon [14]) Seja M = (C,.A) um modelo de arcos de
G. Sel(M)=1>5, entio x(G) < [ L(M)].

Prova. A prova é por indugao em L(M) = L. Claramente, se L = 1, entao o teorema
vale trivialmente. Suponha entao que o teorema vale para quando L(M) < L.
Pelo lema [3.11] e pelo fato de termos no maximo L rodadas no algoritmo (3.2} é
facil verificar que, se | —2 > L, entdo x(G) < L+ 1 e o teorema vale. Considere
entao que [ —2 < L.
Seja M’ = (C, A") o conjunto de arcos ja considerados pelo algoritmo a0

término de | — 2 rodadas. Pelo lema |3.13] sabemos que terao sido utilizadas no
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méaximo [ — 1 cores para colorir os vértices de Q(M’). Seja M” = (C, A") o modelo
de arcos com A” = A\ A'. Pelo lema[3.11] temos que L(M") < L(M)—(I—2). Pela
hipétese de inducdo, o algoritmo [3.2ird utilizar no méximo [=(L(M) — (I — 2))]
cores para colorir os vértices de Q(M").

Nao é dificil verificar que, para todo grafo G = (V, E), se G; = (V1,E;) e
Gy = (Va, Ey), sao subgrafos de G, induzidos por V] e Vs, respectivamente, se V; e
V5 formam uma partigdo do conjunto V', entdao x(G) < x(G1) + x(Ga).

Portanto, para colorir GG, serao utilizadas nao mais do que

(1—1)+ 5:;([4\/0 - 2>>l _ {(l —1)L(M) — (I —ll)_(l2— N+(1-1)(1-2)
cores, o que nos dé o limite desejado de ”:—;L(Mﬂ cores. -

Podemos também escrever o limite para o nimero cromatico de um grafo arco-
circular G em fun¢do do tamanho do maior arco do modelo M fornecido, onde o
tamanho de um arco A é a quantidade de extremos de M \ A, cobertos por ele,

mais 2.

Corolario 3.15 (Valencia-Pabon [14]) Seja M = (C,.A) um modelo de arcos.
Para todo k > 3, se o tamanho do maior arco em A € de no mdzimo 2n/k, entio o

algoritmo ird utilizar no mdximo [%-L(M)] cores para colorir Q(M).

k—1

Prova. Segue do fato de que, nesse caso, [(M) >k + 1. n

Além de generalizar o limite superior para o nimero cromatico obtido por Tucker,

Valencia-Pabon mostra que o limite de [==LL(M)] é muito préximo de justo:

Teorema 3.16 (Valencia-Pabon [14]) Para qualquer ! > 3, impar e L > 2, par,
existe um grafo arco-circular G com modelo de arcos M tal que (M) =1, L(M) = L

e x(G) = [{5L].

Prova. considere o seguinte modelo de arcos M,; = (C, A), para qualquer r > 1
el >3, impar: A= {A],... A],... A, ... AT} e,paral <i <[, 1<j<r,
Al = (i,i+ 2 mod [). Claramente temos L(M),; = 2r = L e [(M,;) = I. Na

figura [3.5] estd ilustrado o modelo M3 7. Segundo Valencia-Pabon [14], Stahl prova

cores. Uma r-tupla-coloragdo é uma coloragdo de vértices em que atribuimos r

que toda r-tupla-coloracdo de um ciclo Cj precisa de pelo menos 2r + 1 + |

cores distintas a cada vértice e, além disso, vértices adjacentes nao possuem cores

em comum. Com base nesse resultado, nao é dificil verificar que colorir os vértices
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)

Figura 3.5: Modelo de arcos M3 7

de G,; = Q(M,,;) é equivalente a resolver o problema da r-tupla-coloracdo nesse

mesmo grafo. Desta forma, teremos

T I = R

conforme queremos demonstrar. n

Conforme observado em [I4], ndo é razodvel esperar que o limite superior dado
pelo teorema dado um modelo M com (M) =1 e L(M) = L, possa ser
diminuido para | /= L| pois se M ¢ o modelo de um ciclo com pelo menos 5 vértices,
teremos L = 2, | = n e |=LL] = 2, enquanto o nimero cromatico de todo ciclo
impar é 3.

Valencia-Pabon mostra, entdo, que o limite de fato é justo, conforme demons-

trado a seguir.
Teorema 3.17 (Valencia-Pabon [14]) O limite do teorema é justo.

Prova. Pelo teoremal3.16] sabemos que o problema da r-tupla-coloragao de um ciclo
impar com [ vértices pode ser representado pelo problema da coloracao de vértices

do grafo M,.;. Tome entao | = 2k+1 parar > 1l ealgum 1 <r < k—1. Claramente

, 4o ; ri—1 [ dkr 7 _ r2r(2k—1)42rq _
o niimero cromdtico desse grafo serd [;5L] = [5,5 | = [T 51 1 =2r+1. =

3.3 Conclusoes

Tucker, em 1975, provou que todo grafo arco-circular G, dado por um de seus
modelos de arcos M é 2L(M) — 1 colorivel e mostrou que existem grafos arco-
circulares para os quais esse limite é atingido. No mesmo trabalho, Tucker mostrou
que se [(M) > 4, entdo G é 2L(M)-colorivel. Valencia-Pabon [I4], estendeu esse
resultado para [=LL(M)], onde [ = (M) > 5. No mesmo trabalho, Valencia-

Pabon mostrou que esse resultado é o melhor possivel, ou seja: o limite é justo.
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E interessante observar que, nos casos em que [(M) vale 2 ou 3, nao é possivel
calcular, a priori, quantas cores serao utilizadas na coloracao obtida pelo algoritmo
guloso de Tucker. No caso particular em que [(M) = 3, ndo hd muito o que ser
feito: como visto na prova do teorema [3.8| existem modelos de arcos com cobertura
circular de tamanho 3 para os quais o niimero cromatico do grafo correspondente é
exatamente igual a 2L(M) —1. Tal constatacdo nos leva a acreditar que dificilmente
sera possivel obter um limite superior para o niimero cromatico, de forma similar ao
feito por Valencia-Pabon, para o caso em que [(M) = 2.

Analisamos também o trabalho de Garey, Johnson, Miller e Papadimitriou [5],
onde os autores provam que o problema da coloracao de vértices é NP-completo.
Como consequéncia dessa prova, os autores mostram que decidir se um grafo arco-

circular é k-colorivel pode ser feito em tempo polinomial, se k for fixo.
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Capitulo 4
Coloracao de Cliques

COLORAGQAO DE CLIQUES é uma variante de COLORAGAO DE VERTICES onde a
restricdo sobre as cores esta sobre o conjunto de cliques do grafo. Dado um grafo,
uma coloracao de cliques é uma atribuicao de cores a seus vértices de forma
que toda clique maximal nao-trivial possua pelo menos dois vértices coloridos com
cores distintas. O problema da coloracao de cliques consiste em encontrar, dado um
grafo (G, uma tal coloragdo minimizando niimero de cores utilizadas. Em sua versao

decisao, temos:

Problema: COLORACAO DE CLIQUES
Instancia: Um grafo G = (V, E) e um inteiro k£ > 0.
Questao: Existe uma funcao f: V — {1,...,k} tal que f é uma colora-

¢ao de cliques?

O ntmero clique-cromatico de um grafo G, denotado por x.(G), é o menor
valor k para o qual o grafo G admite resposta SIM no problema COLORAGCAO DE
CLIQUES. Um grafo G para o qual existe uma coloracao de cliques f : V- — {1,... k}
é dito k-clique-colorivel, dizemos que f é uma k-coloracao de cliques de G e,
que f utiliza k cores. Dizemos que uma coloragdo de cliques f de um grafo G
que utiliza exatamente x.(G) cores é uma coloragdo de cliques 6tima. O problema
k-COLORACAO DE CLIQUES consiste em decidir, dado um grafo GG, se o mesmo é
k-clique-colorivel.

H4 semelhancas entre coloragao de cliques e coloracao de vértices. De fato, toda
coloracao de vértices é também, por definicdo, uma coloracao de cliques. Além disso,
COLORACAO DE CLIQUES em grafos sem tridngulos é exatamente COLORACAO DE
VERTICES nesta mesma classe. No entanto, em alguns aspectos, coloracao de cliques
e coloragoes de vértices diferem radicalmente. Em particular, o nimero clique-
cromatico de um subgrafo, mesmo que induzido, pode ser maior que o do grafo
original. E interessante observar também que bastam duas cores para colorir uma

clique de tamanho arbitrario, o que nos impede de obter qualquer limite inferior
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para x. com base no tamanho da maior clique, diferentemente do que acontece para
o nimero cromatico.

COLORACAO DE CLIQUES é N'P-dificil para grafos perfeitos, mas pode ser re-
solvido em tempo polinomial para grafos planares [§]. O problema da 2-coloragao de
cliques foi estudado por Bacsé et al. em [I]. Nao é dificil verificar que grafos cordais
sempre admitem uma 2-coloracao de cliques, conforme mostrado na se¢ao [£.3] Em
particular, todo grafo de intervalo é 2-clique-colorivel.

Nesse capitulo mostramos que, dado um modelo de arcos M, o grafo G = Q(M)
¢ 3-clique-colorivel e, também, exibimos um algoritmo polinomial para encontrar
uma coloragao de cliques 6tima do grafo.

A estratégia utilizada para tratar do problema da coloracao de cliques em grafos
arco-circulares consiste em: inicialmente mostramos que todo grafo arco-circular é
3-clique-colorivel; em seguida, analisamos o caso em que o modelo fornecido possui
a propriedade Helly; finalmente, é analisado o caso em que o modelo nao possui esta
propriedade. Em ambos os casos é mostrado como encontrar uma clique-coloragao
6tima para o grafo em questao.

O capitulo esta dividido da seguinte forma: na se¢ao que segue sao apresentadas
as defini¢des necesséarias para o entendimento do texto; na se¢ao sao apresenta-
dos os resultados obtidos para COLORACAO DE CLIQUES em grafos arco-circulares;
finalmente, na sec¢ao 4.3} é exibido um algoritmo de tempo polinomial que resolve o
problema.

Os resultados discutidos neste capitulo foram apresentados no V LAGOS, em
Gramado/Novembro/2009 [3].

4.1 Definicoes

Seja M = (C,.A) um modelo de arcos de um grafo G e A" C A. Dizemos que
os arcos de A’ sdo removiveis, ou, alternativamente, A’ é um conjunto de arcos
removiveis, se existe um arco A; € A4\ A’ tal que as seguintes propriedades valem

simultaneamente:
e Todo arco A" € A’ esta propriamente contido em A;;
e O grafo de intersecao do modelo de arcos M’ = (C, A’) é conexo;

e Para todo A€ A\ (A U{A;}) e A’ € A, temos que AN A" = 0.

De forma equivalente, dizemos que A’ é um conjunto de arcos removiveis se,
e somente se, o vértice v;, correspondente ao arco A; é uma articulacao de G, os
vértices correspondentes aos arcos de A’ U {4;} induzem um componente biconexo

em G e A; contém todo arco A’ € A'.
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Figura 4.1: Um modelo de arcos, seu grafo de intersecao e seu modelo reduzido.

Um modelo de arcos M = (C,.A) que nao possui arco removivel é chamado de
modelo reduzido e G = Q(M) de grafo reduzido. Na figura esta exemplifi-

cado um modelo de arcos, seu grafo de intersecao e seu modelo reduzido.

4.2 Limites para x.(G)

Nesta secao sao detalhados os resultados por nds obtidos sobre coloragao de
cliques para grafos arco-circulares. Inicialmente provamos que todo grafo arco-
circular admite uma 3-coloracao de cliques e que o ntimero clique-cromatico de um
grafo arco-circular é exatamente igual ao niimero clique-cromatico de seu grafo re-
duzido; em seguida, estudamos o caso em que o modelo de arcos fornecido possui
a propriedade Helly e, finalmente, analisamos caso em que tal o modelo nao possui

tal propriedade.

Teorema 4.1 Se M = (C,A) é um modelo de arcos e G = Q(M), entio G é

3-clique-colorivel.

Prova. Seja S = (p1,...,p2n) a ordenagao circular dos extremos de M. Seja p € C
um ponto que esta estritamente entre dois extremos consecutivos pi e pri1, em S,
tal que para todo par de arcos A;, A; € A, temos que py # s; € pr+1 # t;. Considere
o conjunto B(p). Se B(p) = 0, entdo G é um grafo de intervalo e, portanto, 3-
clique-colorivel. Considere, entdo, o caso em que [(p) nao é vazio. Observe que
Vertices(B(p)) nao é uma clique maximal em G, pois os arcos de [(p) contém
ou o extremo py ou o extremo pi;1. Considere, entdo, o modelo de arcos M’ =
(C, A\ B(p)). Por definicao, M’ nao cobre todo a circunferéncia C' e, portanto, M’
¢ um modelo de intervalo.

Como M’ é um modelo de intervalo temos que G’ = Q(M’) é 2-clique-colorivel.
Seja f’ uma 2-coloracao de cliques de G', que utiliza cores 1 e 2. Crie uma colorac¢ao
de cliques f : V — {1,2,3} para G da seguinte forma: se v é vértice de G’, entao

f(v) = f'(v); caso contrério, f(v) = 3. Como os vértices correspondentes aos arcos
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de f(p) nao sdo uma clique maximal, temos que toda clique maximal de G que
possua algum desses vértices nao serd monocromatica. Além disso, qualquer outra
clique maximal é também clique maximal em G’ e, portanto, também nao serd

monocromatica. Consequentemente, f é uma 3-coloragao de cliques para G. [

Teorema 4.2 Seja M = (C, A) um modelo de arcos, A" € A um conjunto de arcos

removiveis e A; € A o arco que contém propriamente os arcos de A'. Se G = Q(M),

M = (C, A\ A) e G' = QM) entio x.(G) = x.(G).

Prova. Toda clique maximal de G’ é também clique maximal de G, logo,
Xe(G') < xe(G). Seja f" uma x.(G')-coloragdo de cliques de G’ e considere, sem
perda de generalidade, que f'(v;) = 1, onde v; = Arco(A;). Considere a seguinte
fungdo f: para todo vértice v de G', f(v) = f'(v); para todo outro vértice v,

f(v) = 2. A anélise de que f é uma coloragao de cliques de G é andloga a feita no
teorema [1.1] Logo, x.(G) < x.(G") e, portanto, x.(G) = x.(G"). [

Corolario 4.3 Se M ¢é um modelo de arcos, M’ o seu modelo reduzido, G = Q(M)
e G' = QM’), entio x.(G) = x.(G").

Prova. Segue imediatamente ao aplicarmos o teorema a cada conjunto de arcos

removiveis de M. m

No teorema que segue, mostramos que um grafo arco-circular é 3-clique-
cromatico se, e somente se, seu grafo reduzido for um ciclo impar de tamanho pelo
menos 5. Para isso, analisamos o caso em que o modelo de arcos possui a propriedade

Helly. Em seguida fazemos a anélise do caso complementar.

Teorema 4.4 Seja M = (C,.A) um modelo de arcos Helly, reduzido, e G = Q(M).
X(G) < 2 se, e somente se, G nao é um ciclo impar induzido de tamanho pelo

menos .

Prova. (=) Suponha que x.(G) < 2. Entédo, claramente, G nao pode ser um ciclo
impar induzido de tamanho pelo menos 5, pois nesse caso G seria 3-clique-cromatico.

(<) Suponha que G nao é um ciclo impar induzido de tamanho pelo menos 5.
Se G for um grafo cordal, entdo x.(G) < 2. Suponha, entdo, que G nao é cordal.
Nesse caso temos que G possui ao menos um ciclo induzido de tamanho maior ou
igual a 4. Seja Cj = (v1,v2,...,v;) um ciclo induzido de G, k > 4. Assim, temos
que os arcos correspondentes aos vértices de C) cobrem C.

Consideraremos entao duas possibilidades para o grafo G:

e Nenhuma clique maximal de GG possui tamanho menor que 3: como M possui

a propriedade Helly, sabemos que, para toda clique K;, existe pelo menos
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um ponto p; € C tal que os arcos que contém p; sdo exatamente aqueles
correspondentes aos vértices de K;. Logo, pelo fato dos arcos correspondentes
aos vértices de Cy cobrirem C' e |K;| > 3 para toda clique maximal K; de G,
temos que sempre existem vértices v’ € K;\Cy e v” € K;NC}, respectivamente.
Consequentemente, ao atribuirmos a cor 1 aos vértices de C e a cor 2 para os

vértices restantes, obtemos uma 2-coloragao de cliques de G.

Existe pelo menos uma clique maximal de tamanho 2 em G: seja e = v;v;
uma aresta de G que é clique maximal. Observe que e é, necessariamente
uma aresta de (Y, pois todo par de vértices adjacentes e que nao pertencem
a () sdo simultaneamente adjacentes a pelo menos um vértice de Cy; outra
possibilidade seria e possuir exatamente um vértice em C%, o que contradiz o

fato de G ser um grafo reduzido.

Sejam P = {P,...,P,} e Q@ ={Q1,...,Qq,}, os conjuntos de todos os cami-
nhos maximais de GG tais que as arestas desses caminhos sao cliques maximais e

de componentes conexos do grafo induzido por E(G) \ E(P), respectivamente.

Denotaremos por v} e v}’ os vértices de ); cujos respectivos intervalos possuem
0 menor e maior extremos, respectivamente. Pelo fato de M ser um modelo
reduzido, v} e v] sao vértices distintos e sao vértices de Cj, pois em caso
contrario teriamos que os arcos correspondentes a vértices em V(Q;) \ {v}}
seriam removiveis. Além disso, toda clique maximal de @); é também maximal
em (7, possui ao menos 3 vértices e pelo menos um desses vértices pertence a
(. Provaremos entao que existem ao menos duas 2-coloracao de cliques, f e f7,
para os vértices de Q; tais que f(v]) = f(v)) e f'(v)) # f'(v!), respectivamente.
Para o primeiro caso, observe que colorindo os vértices de V(Q;) N Cy com
a cor 1 e todos os outros com a cor 2, obteremos uma 2-coloragao de cliques
para @);.

Construiremos agora uma 2-coloracdo de cliques f' para @; tal que

f'(w)) # f'(v!). Para isso, considere a seguinte atribuicdo de cores para os

vértices de Q;:

1 seveCp\{v'} ou Nv)ynCy = {v/}

2 em qualquer outro caso

flv) =

Analisando as possibilidades para as cliques maximais de @;, é facil verificar

que nenhuma delas é monocromatica.

Para obter uma 2-coloracdo de cliques para G, baseado no exposto acima,

basta seguir os seguintes procedimentos:
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1. Obtenha uma coloragao de cliques 6tima para cada caminho P; € P;

2. Para cada componente ); € @), compare a cor dos vértices v} e v;'. Atribua

a (); uma das duas coloracoes de cliques descritas anteriormente.

E importante observar que, no caso em que |P| = 1 e |P| = 2, teremos que v} e
v] serao adjacentes e, nesse caso, o grafo induzido por @)1 serd o préprio grafo
G. No entanto, a atribuicao de cores continuard uma coloragao de cliques,
pois estamos colorindo primeiro os vértices em P, = (v}, v]); nesse caso v} e
v{ estarao recebendo cores distintas, forgando assim, em )y, que os vértices

sejam coloridos utilizando a coloragao que atribui f(v}) # f(v)).

Nao ¢é dificil verificar que este procedimento ira gerar, de fato, uma 2-coloragao

de cliques para G.

Como consequéncia imediata do descrito acima temos que, se M é um modelo de
arcos Helly, reduzido, e G nao é um ciclo induzido, impar, de tamanho pelo menos
5, entao x.(G) < 2. ]

Finalmente, exibimos como encontrar uma coloracao de cliques 6tima quando o
modelo M nao possui a propriedade Helly. Nao apenas isso, serd mostrado também

que nesse caso serao usadas exatamente 2 cores.

Teorema 4.5 Seja M = (C, A) um modelo de arcos que nao possui a propriedade
Helly e G = Q(M). Entao x.(G) < 2.

Prova. Como M nao é Helly, basta considerarmos dois casos [7]:

e Dois arcos A;, Aj € A cobrem completamente C': sejam v; e v; os vértices cor-
respondentes a A; e A;, respectivamente. Claramente, N(v;) U N(v;) = V(G).
Logo, basta atribuir a cor 1 a v € N(v;) e a cor 2 aos vértices restantes. A
analise de que esta é uma 2-coloragao de cliques é trivial. A figura 4.2 exempli-
fica a relagao entre v;, v; e os vértices restantes do grafo, bem como a coloragao

aqui proposta;

o Trés arcos A;, Aj, Ay € A cobrem completamente C, mas, quando tomados
dots a dois, nenhum deles o faz: sejam v;, v; e vi, 0s vértices correspondentes a
A;, Aj e Ay, respectivamente, e considere a seguinte atribuigao de cores f aos

vértices de G-

se v € {v;,v;}
se v € N(vg) \ (N(v;) UN(vy))
se v € (N(vg) N N(v3)) \ N(vy)

em qualquer outro caso

N — =
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Figura 4.2: Vizinhanga/coloragao para modelo de arcos nao-Helly (caso 1)

Na figura [4.3] estd diagramada a relagdo entre as vizinhangas dos vértices e as

cores atribuidas para os vértices das mesmas.

Seja K uma clique maximal de G e suponha, por absurdo, que K ¢
monocromatica. Analisaremos agora as possiveis configuragoes para os vér-
tices de K:

—v; € K: apenas v; e vértices de (N(vg) N N(v;))\ N(vj) possuem a
mesma cor que v;. Portanto, ou K = {v;,v;}, contradizendo a ma-
ximalidade de K, ou K contém, além de v;, apenas vértices do con-
junto (N(vx) N N(v;)) \ N(v;) e, consequentemente, v; € K. No entanto,
f(vg) # f(v;), contradizendo o fato de K ser monocromatica;

—v; € K: além de v;, apenas vértices em N(vg)\ (N(v;) UN(v;)) e
(N(vr) " N(v;)) \ N(v;) possuem a mesma cor que v;. Logo, pelo fato
de K ser monocromadtica, temos que K = {v;,v;}. No entanto, K U {v;}

também ¢ clique em G, contradizendo a maximalidade de K;

— v € K: nesse caso tanto v; quanto v; nao pertencem a K. Além disso,
sev € K e v # vy, entdo v € N(v;) N N(v;). Logo, se existir v € K tal
que v # vy, entao v; € K, contradizendo o fato de K ser monocromatica;

—{vi,v;,u} N K = O nesse caso K deve possuir vér-
tices de (N(v;) " N(v;))\ N(vg), (N(v;)NN(vg))\ N(v;) e de
(N(vi) " N(v;)) \ N(v;) (caso contrario ao menos um vértice den-
tre v;, v; e vy faria parte de K), o que contradiz a hipotese inicial de K

ser monocromatica.

Portanto, K nao é monocromética e f é uma 2-coloracao de cliques para G.
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N((vx) N N(v3)) \ N(v;)

Figura 4.3: Vizinhanga/coloragao para modelo de arcos nao-Helly (caso 2)

Logo, se M néo possui a propriedade Helly, entao y.(G) = 2. m
Como consequéncia imediata dos teoremas[d.4)e[4.5], obtemos o seguinte corolario:

Corolario 4.6 Um grafo arco-circular G é 3-clique-cromdtico se o seu grafo re-
duzido for um ciclo induzido de tamanho impar com pelo menos 5 vértices. Caso

contrario, G é 2-clique-cromatico.

4.3 Algoritmos

Com base nos resultados obtidos na se¢ao anterior, desenvolvemos algoritmos de
tempo polinomial para o problema da coloragao de cliques restrito a grafos arco-
circulares, tanto em sua versao de decisao quanto de otimizacao. Nesta secao sao
exibidos e analisados tais algoritmos. No caso particular da versao de decisao do
problema, a complexidade de tempo do algoritmo exibido é linear no tamanho do
grafo em questao. Também serd exibido o algoritmo de coloracao de cliques para
grafos cordais. Este ultimo, no entanto, nao sera analisado detalhadamente.

O algoritmo .3 para coloragdo de cliques de grafos arco-circulares, derivado
dos teoremas discutidos na segao [4.2] possui como sub-rotinas os algoritmos de
coloragao de cliques de grafos arco-circulares com modelo Helly e grafos cordais, que
estao descritos nos algoritmos e [4.1] respectivamente.

4.3.1 Preliminares

Apresentamos agora algoritmos de coloracao de cliques para caminhos, ciclos

e grafos cordais. Estes algoritmos nao sao examinados em detalhes. No entanto,
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sao apresentados neste capitulo por serem utilizados no algoritmo de coloragdo de
cliques de grafos arco-circulares Helly.

Dizemos que f é uma coloracdo de cliques canoénica de um caminho
P = (v1,vq,...,v,) se f for da forma: f(v;) = 1, quando i é impar, e f(v;) = 2,
quando ¢ é par. De forma andaloga, a coloracao de cliques canonica de um ciclo
Cr = (v1,v2,...,0), k> 3, é dada por: f(v;) =1, se i é impar e i # k, f(v;) = 2,
se 1 é par. No caso de ciclos impares v, recebe a cor 3 ao invés da cor 1.

No procedimento que segue esta descrito o algoritmo de coloracao de cliques de

grafos cordais:

Algoritmo 4.1 COLORAGAO DE CLIQUES CORDAL(M)

Entrada: Grafo cordal G = (V, E).
Saida: Coloragao de cliques f, 6tima, do grafo G = Q(M).

L. m = (vq,...,v,) < esquema de eliminacao perfeita de G;
2: para i < n até 1 faca
se N(v;) N (vig1,...,v,) # 0 entao
Seja v € N(v;) N (Vig1,---,0n)
se f(v) =1 entao
fvi) < 2
senao
floi) « 1;
senao
10: flv) < 1;

4.3.2 Arco-circular Helly

A prova do teorema nos fornece um algoritmo (algoritmo para colorir
as cliques de um grafo arco-circular Helly, a partir de um de seus modelos de arcos
Helly.

Corolario 4.7 Se M = (C, A) é um modelo de arcos Helly, entao o algoritmo

produz uma coloragao de cliques dtima para G = Q(M).

Prova. O algoritmo segue os procedimentos descritos no teorema [£.4] e portanto

esta correto. [
Teorema 4.8 O algoritmo possui complexidade de tempo polinomial.

Prova. A verificagao de se G = (M) é cordal pode ser feita em tempo linear [6].
Além disso, os algoritmos de reducao do modelo de arcos e de coloragao de grafos

cordais sao, claramente, polinomiais.
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Algoritmo 4.2 COLORAGAO DE CLIQUES ARCO-CIRCULAR HELLY(M)

Entrada: Modelo de arcos, Helly, M = (C, A).
Saida: Coloragao de cliques f, 6tima, do grafo G = Q(M).

1: G+ Q(M)

2: se G for cordal entao

3:  f <COLORAGAO DE CLIQUES CORDAL(G);

4: senao

5 M’ + REDUZ MODELO ARCO-CIRCULAR(M)

6: se G’ for um ciclo induzido, impar, com pelo menos 5 vértices entao
7: f « clique-coloracao candnica de G’

8: senao

9: Seja C}, um ciclo induzido com pelo menos 4 vértices;
10: se Existe e € E(G) tal que e é clique maximal entao
11: Sejam P <+ {Py,..., P} e Q < {Q1,...,Q,} os conjuntos descritos no

teorema [4.4}

12: Atribua a f a coloracao descrita no teorema
13: senao

14: para cada v € V(G’) faca

15: se v € (; entao

16: f(v) « 1,

17: senao

18: f(v) < 2;

19: para cada A" € A tal que A’ é removivel faga
20: Seja A; o arco que contém todos os arcos de A’;
21: Seja v; o vértice correspondente a A;;
22: para cada v tal que v corresponde a A’ € A’ faga
23: f) <3 = f(vi)
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A obtencao de um ciclo induzido com pelo menos 4 vértices pode ser feito em
tempo O(n +m?) [10]. Decidir se existe uma aresta que é clique maximal também
¢ polinomial, podendo ser realizado em tempo linear. Finalmente, a separagao do
grafo nos componentes P e () consiste em detectar componentes conexas de um
grafo, o que requer tempo O(n+m). Todos os outros procedimentos sdo claramente

polinomiais. [

4.3.3 Arco-circular

O algoritmo para coloracao de cliques de grafos arco-circulares, ja con-

siderando tanto modelos de arcos Helly, quanto os que nao o sao, é exibido a seguir:

Algoritmo 4.3 COLORAGAO DE CLIQUES ARCO-CIRCULAR (M)

Entrada: Modelo de arcos M = (C, A).
Saida: Coloragao de cliques 6tima f do grafo G = Q(M).

1: se M é Helly entao

2. f < COLORAQAO DE CLIQUES ARCO-CIRCULAR HELLY(M);

3: senao

4: G+ Q(./\/l),

5. se Existem arcos 4;, A; € A tais que C' é coberto por {4;, A;} entao

6: Sejam v; e vj os vértices correspondentes a A; e A;, respectivamente;

7 para cada v € V(G) faga

8: se v € N(v;) entao

9: f(v) « 1,

10: senao

11: f(v) 2

12: senao

13: Sejam A;, A;, Ap € A arcos que cobrem C' tais que, tomados dois a dois,

nao o fagam;

14: Sejam v;, v, e vy, 0s vértices correspondentes a A;, A; e Ay, respectivamente;
15: para cada v € V(G) faga

16: se v € {v,v;} ou v € N(v) \ (N(v;) U N(v;)) ou

v € (N(vg) N N(v;)) \ N(v;) entdo

17: f(v) < 1;

18: senao

19: f(v) 2

Este algoritmo segue exatamente o que ¢ descrito pelos teoremas [4.4] ¢ [4.5] logo,

temos:

Corolario 4.9 Se M = (C, A) é um modelo de arcos, entdo o algoritmo[{.5 produz

uma coloragio de cliques dtima para G = Q(M).

Analisamos agora a complexidade de tempo do algoritmo:
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Teorema 4.10 O algoritmo [{.3 possui complexidade de tempo polinomial no

tamanho de sua entrada.

Prova. Seja M = (C,.A) o modelo de arcos utilizado como instancia para o algo-
ritmo e G = Q(M). A verificacao realizada na linha 1 pode ser feita em tempo
O(n+m) [7] e o procedimento executado na linha 2 também pode ser realizado em
tempo polinomial (teorema [4.8)).

Observe que as verificagoes realizadas nas linhas 5 e 13 podem ser realizadas em
tempo O(n?) e O(n?), respectivamente. J& no lago aninhado que comega na linha
16 e termina na linha 19 é gasto O(n) por iteragao e, portanto, O(n?) no total.

Como todos os passos analisados possuem complexidade polinomial no tamanho

da entrada, o algoritmo [£.3] é, de fato, polinomial. n

4.4 Conclusoes

Neste capitulo estudamos o problema da coloracao de cliques em grafos arco-
circulares. Este problema tém sido estudado por diversos pesquisadores, dentre
os quais podemos citar [8] e [I]. Até entdo, ndo era conhecida a complexidade
deste problema na classe dos grafos arco-circulares. Mostramos neste capitulo que
todo grafo arco-circular é 3-clique-colorivel e exibimos, também, um algoritmo que
encontra em tempo polinomial uma coloracao de cliques 6tima para o mesmo.

E interessante observar que um grafo arco-circular pode possuir um ntmero
exponencial de cliques, o que pode dificultar a verificacdo de se uma atribuicao de
cores €, de fato, uma coloragao de cliques. No entanto, o algoritmo aqui exibido
utiliza propriedades estruturais do modelo de arcos que garantem a coloracao de
cliques e, consequentemente, ndo hé a necessidade dessa verificagao.

Este trabalho foi apresentado no V. LAGOS, e um resumo estendido (em inglés)

do mesmo pode ser encontrado em [3].
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Capitulo 5
A-Coloracao

L(h, k)-COLORAGAO é uma restricdo do problema cléssico de coloragao de vér-
tices onde, além da restricdo com relagao a cor de vértices adjacentes, ha também
restricao sobre as cores de vértices a distancia dois. Mais precisamente, temos que
f:V —={0,...,r} é¢ uma L(h, k)-coloragao quando as cores de dois vértices adja-
centes possuem diferenca em pelo menos h unidades, enquanto vértices a distancia
dois possuem cores cuja diferenca é de pelo menos k. Considerando que as cores sao
elementos de um conjunto ordenado, o objetivo do problema é minimizar a maior
cor utilizada na L(h, k)-coloragao. Observe que uma coloragao f é uma coloragao de

vértices se, e somente se, f é uma L(1,0)-coloracao. Em sua versao decisao, temos:

Problema: L(h,k)-COLORAGAO

Instancia: Um grafo G = (V, E) e inteiro r > 0

Questao: Existe uma fungao f : V. — {0,1,...,7} tal que f é um
L(h, k)-coloragao?

O span de uma L(h, k)-coloragao f é igual ao valor da maior cor utilizada por f.
Denotamos por A, x(G) o menor valor A para o qual o grafo G possui resposta SIM no
problema da L(h, k)-coloragao. Um grafo G para o qual existe uma L(h, k)-coloragao
f com span r é dito r-L(h, k)-colorivel, e dizemos que f é uma r-L(h, k)-coloragao
para o grafo G. Dizemos que uma L(h, k)-coloracao f de um grafo G que possui span
igual a Ay (G) é uma L(h, k)-coloragao 6tima. No caso particular em que h = 2
e k = 1, temos o problema conhecido como \-COLORACAO; nesse caso, denotamos
por A(G) o span de uma A-coloragao étima de G.

Este problema foi originalmente definido por Griggs e Yeh, tendo como motivacao
principal a modelagem de atribuicao de frequéncias de transmissores em redes de
radio. Neste contexto, uma rede é representada por um grafo onde temos um vértice
para cada transmissor, e arestas indicam dois transmissores que trocam mensagens

entre si. Busca-se, nesse caso, minimizar interferéncias entre estes transmissores, o
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que é obtido atribuindo frequéncias (cores) distintas a transmissores que se comuni-
cam com algum transmissor em comum, além de atribuir frequéncias suficientemente
distantes para transmissores que se comunicam diretamente, cf. [I1].

Griggs e Yeh, em seu trabalho pioneiro, conjecturaram ser sempre possivel, para
todo grafo, atribuir uma A-colora¢do com span nao maior que o quadrado do nimero
maximo de arestas incidentes a algum de seus vértices, isto é, para todo grafo G' com
pelo menos 3 vértices, A(G) < A?. Esta ¢ uma das principais questoes relacionadas
a este problema, sendo foco de estudo desse capitulo. Por outro lado, ¢ claro que
AG) > A(G) + 1, para todo grafo G, pois os vértices em N(v) ndo podem ter cores
repetidas e, se g(v) = A(G), A cores devem ser usadas em N(v). Além disso, a
cor de v proibe ao menos uma cor além da dele, o que contabiliza A + 2 cores e
AMG) > A(G) + 1.

Assim como o problema da coloracao de vértices, \-COLORAQAO é N P-completo
para grafos em geral, e assim permanece em diversas classes, tais como grafos bipar-
tidos [11]. No entanto, a complexidade de \-COLORAGAO para grafos arco-circulares
ainda é desconhecida. Em [I1] é encontrada uma lista de algumas classes de grafos
conhecidas e a complexidade deste problema para as mesmas.

Em um trabalho recente, Calamoneri, Caminit, Olariu e Petreschi [2] estu-
dam o problema da L(h,k)-coloragdo em grafos de co-comparabilidade, inter-
valo e arcos-circulares. Neste trabalho, os limites superiores para o span de
uma A-coloragdo 6tima, obtidos para grafos de intervalo e arco-circulares sao de
min{2A,4(w — 1), A +2(w — 1)} e min{2A + 2w, 6w — 4, A + 4w — 2}, respectiva-
mente. Infelizmente, conforme mostramos ao longo deste capitulo, existem erros
em [2] que invalidam nao apenas alguns desses limites, mas também todo o resul-
tado obtido para grafos arco-circulares.

Neste capitulo, em um primeiro momento, fazemos a analise do trabalho pro-
posto em [2], mostrando contra-exemplos para os limites apresentados e também
apontando onde estao os erros que levaram aos contra-exemplos.

Em seguida, propomos uma nova abordagem para obten¢ao de uma solugao deste
problema em grafos arco-circulares. Assim como no algoritmo proposto em [2], a
ideia basica consiste em, dado um modelo de arcos M de um grafo arco-circular G,
encontrar uma A-coloragao para um de seus subgrafos e entao fazer uma extensao
da A-coloracao de forma que a mesma também seja uma A-coloragdo para o grafo
como um todo e respeite um limite de cores que possa ser determinado a priori. Em
particular, mostramos que todo grafo arco-circular é (2A + ¢(M))-A-colorivel, onde
€ é uma func¢ao sobre o modelo de arcos tal que 1 < e(M) < 2(A — 1) e que, se
o modelo fornecido for préprio, entdo A\(G) < 3A + 1. Mostramos também que a

conjectura de Griggs e Yeh é verdadeira para a classe dos grafos arco-circulares.
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5.1 Calamoneri, Caminit, Olariu e Petreschi

Nesta secao analisamos os algoritmos propostos por Calamoneri, Caminit,
Olariu e Petreschi, em [2], onde sdo exibidas maneiras de obter A-coloragoes em
grafos de intervalo e arco-circulares tais que os spans A obtidos sao tais que
A <min{2A, A +2(w —1),4(w—1)} e A <min{2A + 2w, 6w — 4, A + 4w — 2},
para grafos de intervalo e arco-circulares, respectivamente.

Inicialmente, sao discutidos os algoritmos propostos para A-coloragao de grafos
de intervalo, e serd mostrado que um dos algoritmos nao funciona corretamente.

Em seguida analisamos o caso da A-coloracao de grafos arco-circulares, onde a
ideia bésica do algoritmo proposto consiste em reduzir o problema ao de obter uma
A-coloragao um grafo de intervalo e, entao, expandir a coloracao obtida para uma -
coloracao no grafo original. Novamente, mostramos que os algoritmos propostos nao
resolvem o problema conforme desejado: ora o limite dado para o span é invalido,

ora a atribuicao de cores obtida nao é uma A-coloragao.

5.1.1 Grafos de intervalo

O primeiro limite exibido em [2] baseia-se fortemente no fato de grafos de inter-
valo admitirem uma ordenagao candnica de seus vértices. Utilizando-se deste fato,
o algoritmo 5.1 mostra como encontrar uma A-coloragao de um grafo de intervalo G

com span igual a 2A.

Algoritmo 5.1 A-COLORAGAO INTERVALO(G, )

Entrada: Grafo de intervalo G e ordenagao candnica m = (vg, ..., v,_1) de V(G).
Saida: A-coloracao de G com span 2A.

1: seguindo a ordenacao m, atribua aos vértices de G as cores na sequéncia
0,2,...,2A,1,3,...,2A — 1, voltando a utilizar a cor 0 apds a utilizagao da
cor 2A — 1; { ou seja, cor(vg) = 0, cor(vy) = 2, ete.}

Teorema 5.1 (Calamoneri et al. [2]) Seja G um grafo de intervalo e m =
(Vo -+, Un_1) wuma ordenagio candnica de G. O algoritmo quando aplicado

a G, obtém uma A-coloragdo f, cujo span € igual a 2.

Prova. O span de f é igual a 2A por construcdo. Suponha, por absurdo, que a
atribuigao de cores nao é uma A-coloracao e sejam v;,v; € V, 7 < j, dois vértices

para os quais ha falha na A-coloragao. Temos dois casos possiveis:

o d(v;,v;) =1e f(v;) € {f(vi) =1, f(vs), f(v;) + 1}. Como sabemos que i < 7,

entao nao ¢ o caso de termos f(v;) = f(v;), pois isso implicaria em termos pelo
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menos 2A vértices entre v; e v; na ordenagao canonica (dois vértices possuem a
mesma cor na coloracao se, e somente se, existem 2k vértices entre eles, para
algum k > 0, inteiro). Claramente também nao é o caso de f(v;) = 0, pois o
mesmo implicaria em f(v;) =1 e g(v;) > A. No entanto, qualquer outro caso
implica em existir ao menos A — 1 vértices entre v; e v; em 7, o que significa
que v; é adjacente a pelo menos A + 1 vértices (como G é conexo, existe ao

menos um vértice anterior a v; em m que é adjacente a v;), um absurdo.

o d(v;,v;) =2 e f(v;)) = f(v;). Seja v, € V um vértice adjacente tanto a v;
quanto a v;. Pela forma como a coloragao é construida, temos que (j — 1) =
0(mod 2A + 1). Entretanto, isso implica em termos pelo menos A vértices
entre v; e v ou entre vy, e v;. Ambos os casos contradizem g(v) < A, para
todo v € V.

Como em ambos os casos chegamos a uma contradi¢ao, f é, de fato, uma \-

coloragao de G. [

Corolario 5.2 Seja G um grafo de intervalo e m1 = (vg,...,U,_1) uma ordenagao

canodnica de G. Se g(vg) # A, entdo \(G) < 2A — 1.

Prova. Segue do fato de que o unico vértice que pode ter A vértices adjacentes o
sucedendo em uma ordenacdo canodnica é o vértice de grau A quando o mesmo é
o primeiro da ordenagdo. Logo, ao aplicarmos o algoritmo [5.1], mas limitando a

sequéncia de cores a 2A — 1, obtemos uma (2A — 1) — A-coloragao para G. ]

Algoritmo 5.2 \-COLORAGAO GULOSA INTERVALO(G, 7)

Entrada: Grafo de intervalo G e ordenagdo canénica m = (vy, . ..,v,-1) de V(G).
Saida: A-coloracao de G com span min{4(w — 1), A +2(w — 1)}.
1: para: < 0 até n — 1 faga
2:  Atribua a v; a menor cor permitida considerando seus vizinhos/vértices a
distancia 2 ja coloridos;

Considere agora o algoritmo . Segundo [2], este algoritmo fornece um
limite para o span da A-coloracao de um grafo de intervalo G no valor de
min{4(w — 1), A+ 2(w — 1)}. Mostramos a seguir que este limite de fato esta cor-
reto quando G ¢é um grafo de intervalo proprio, podendo, no entanto, nao ser valido
para um grafo de intervalo qualquer. Em seguida, analisamos a prova dada para

3

este algoritmo em [2], mostrando em que ponto a mesma esta incorreta.

Observe que um dos valores depende apenas do valor de w. No entanto, se

considerarmos o grafo estrela (figura|5.1)), temos w = 2, o que nos da o valor 4 para
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e & o o o0
cores: (0,2, 3,4,5,6,7)

Figura 5.1: Contra-exemplo para o algoritmo proposto por Calamoneri et al.[2].
(a) Modelo de intervalo; (b) Grafo correspondente e sua A-coloragao étima

o span do mesmo, independente do niimero de vértices do grafo. Como sabemos,
qualquer A-coloracao de um grafo G' possui span maior ou igual a A + 1, que nesse
caso ¢é igual a n. Além disso, todo grafo estrela é de intervalo e, consequentemente,
o limite nao vale para qualquer grafo de intervalo. Um exemplo de grafo estrela, seu
modelo de intervalo e a coloragao obtida podem ser vistos na figura [5.1}

E importante observar, no entanto, que o limite para o span da coloracio obtida
pelo algoritmo esté correto quanto a A < A 4 2(w — 1). O erro estd apenas no
limite A < 4(w — 1). Conforme mostramos a seguir, este tltimo limite é valido para

grafos de intervalo préprios.

Teorema 5.3 Seja G = (V, E) um grafo de intervalo préprio e m = (vg, ..., Upn_1)
uma ordenagdo canonica de seus vértices. Entdo o algoritmo ird produzir uma

A-coloragio cujo span estd limitado por min{4(w — 1), A +2(w — 1)}.

Prova. Considere o passo do algoritmo [5.2]em que o vértice v; tem sua cor atribuida.
Sejam D}, D? os conjuntos dos vértices ja visitados pelo algoritmo e que estdo a

distancia um e dois de v;, respectivamente.
1

man

o vértice adjacente a v; de menor indice. Pelo fato de 7 ser uma
1

min

Seja v
ordenagao candnica, temos que v, ;. ¢ adjacente a todo vértice v; adjacente a v; tal
que min < j < ¢. Pelo mesmo argumento, se vj,v; com j,l < i sao adjacentes a v;,
entao v;u; € E(G). Logo, D} U{v;} é uma clique em G.

Considere agora U]2~ € D?. Pelas propriedades da ordenagdo canonica, sabemos
que v} . & necessariamente, adjacente a 1132». Isso se da pelo fato de que o mesmo

devera ser adjacente a algum vértice v; tal que min < [ < ¢ adjacente a v; e, portanto,
1

também serd adjacente a v,,.. Além disso, j < min, pois o contrario implicaria
em v]2~ € D} (propriedade da ordenaciao candnica de um grafo de intervalo préprio).
Logo, D? U {v} . } é uma clique em G.

1

Sabemos, entdo que v} . ¢ adjacente a todos os vértices em D} e D? e, portanto,

|D}| +|D? < A. Além disso, ambos estao limitados por w — 1, da onde obtemos os

seguintes limites:

e Cada vértice em D] proibe até 3 cores;

e Cada vértice em D? proibe 1 cor;
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e cor(v;)) <A+ 2(w—1) (limitando D} por w e |D}| + |D?| por A) ou;
o cor(v;)) <4(w—1).

Logo, o span obtido pelo algoritmo serd menor ou igual a
min{4(w — 1), A+ 2(w —1)}. =

Em [2] os autores consideram que o conjunto D? é uma clique mesmo no caso
em que o grafo de intervalo nao é préoprio. Claramente, nesse caso, isso nao sera
sempre verdadeiro, como o grafo da figura deixa bem exemplificado. Portanto,
é ao assumirem que D? sempre serd uma clique, que os autores sao levados ao erro

no calculo do limite para o span da coloracao dada pelo algoritmo.

5.1.2 Grafos arco-circulares

Analisamos agora o algoritmo proposto em [2] para A-coloracao de grafos arco-
circulares. O algoritmo consiste em, dado um modelo de arcos de um grafo arco-
circular GG, remover alguns arcos do mesmo, obtendo assim um modelo de intervalo.
Ao grafo de interse¢ao deste modelo de intervalo, que é um subgrafo de G, é aplicado
um dos algoritmos discutidos anteriormente. Em seguida, a coloragao ¢ expandida
de forma a contemplar todos os vértices do grafo. Mostramos que, dependendo do
modelo de arcos fornecido, o algoritmo pode nao gerar uma A-coloragao.

O algoritmo descreve este procedimento. Segundo [2], o span da coloracao
encontrada é limitado por 2A + 2w caso, no passo 3, seja utilizado o algoritmo [5.1}
caso utilize-se o algoritmo , o span da coloragao ¢ limitado por min{6w — 4, A +
4w — 2}.

Algoritmo 5.3 A-COLORAGAO GULOSA ARCO-CIRCULAR(M, p)

Entrada: Modelo de arcos M = (C, A) do grafo G = Q(M) e ponto p € C.
Saida: A-coloracao de G.

1: A’ < conjunto de arcos contendo p;

22 M +— (R, A\ A');

3: Encontre uma A-coloragdo para os vértices de G’ = Q(M’). Seja X' o span desta
A-coloracao;

4: para cada A; € A’ faga

5. Atribua a Vertice(A;) a menor cor ¢ disponivel tal que N +2 < ¢ < N +2| 4’|

Infelizmente nao ha como garantir que a atribuicao de cores obtida pelo algo-
ritmo|5.3|é sempre uma A-colorac¢ao. De fato, existe um modelo de arcos M = (C, A)
e um ponto p € C' para o qual o algoritmo nao gera uma A-coloragao.

Considere o modelo de arcos M = (C, A) da figura e seja p um ponto perten-

cente ao segmento (tg, s1) da circunferéncia C'. Claramente, o inico arco que contém
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cores = (0,1,2,3,4,5,6)

Figura 5.2: Exemplo de grafo em que o algoritmo nao funciona corretamente.

p ¢ o arco Az, e o grafo de intersecdo do modelo de intervalo M’ = (C, A\ {47})
obtido ao removermos A; de A sera colorido conforme a figura 5.2} caso a ordenacgao
candnica dos vértices seja m = (vy, vg, U3, Uy, Vs, V) € 0 algoritmo seja utilizado.
Observe que, apesar de nao haver problemas na coloracdo quando consideramos
apenas o grafo de intervalo correspondente ao modelo M’, quando consideramos o
grafo original os vértices vy e vg possuem cores conflitantes, pois os mesmos estao a
uma distancia 2 no grafo original mas possuem distancia maior em Q(M’).

E vélido ressaltar que o limite de 6w — 4 para o span deve ser descartado de
imediato, pois o mesmo é baseado em um resultado invalido para grafos de intervalo.

No que segue, mostramos que ¢ possivel utilizar o algoritmo para obter uma
A-coloragao de um grafo arco-circular, desde que facamos algumas pequenas modifi-
cagoes no algoritmo original. Além disso, o limite obtido para o span sera diferente,

pois a andlise original feita em [2] ndo é vélida para o algoritmo modificado.

5.1.3 Consertando o algoritmo

A modificacdo no algoritmo [5.3| consiste em utilizar, para obter a A-coloragao do
subgrafo de intervalo, o algoritmo mas agora considerando as distancias entre
vértices no grafo original, e ndo mais no grafo de intervalo apenas. Ou seja: aplica-se
o algoritmo ao grafo de intervalo construido pelo algoritmo mas, durante a
atribuicao de cores, considera-se a distancia entre vértices como no grafo original;
com isso, a atribuicao de cores sera, de fato, uma A-coloracao. Nao é dificil verificar
que, no grafo arco-circular original, com essa modificacao, uma A-coloracao é obtida.
Fazemos entdo uma nova anélise do span da coloragio construida pelo algoritmo 5.2}

j& considerando as modificagoes propostas.

Teorema 5.4 Seja G = (V, E) um grafo arco-circular, M = (C, A) um de seus

modelos de arcos, p um ponto da circunferéncia C' e A" = 3(p). Ao aplicarmos em
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M' = (R, A\ A') o algoritmo considerando as distancias entre vértices em G,

o span da A-colorag¢io obtida serd de no maximo 2(w — 1) + 2A — | A'|.

Prova. Considere o passo do algoritmo em que o vértice v; estd sendo colorido,
sejam D} e D? conforme definidos anteriormente e G' = Q(M’). Claramente,
|D}| < w(G'") — 1, pois dois vértices de G’ sdo adjacentes em G se, e somente se,
também sao em G'.

Nesse caso, D? = D?(G) U D?(G'), onde D?(G') é o conjunto dos vértices a
distancia 2 de v; em G’ e D?(G) é o conjunto dos vértices a distancia 2 de v; apenas
em G. Analisamos a seguir o quanto pode variar no tamanho de D? em fungao da
relagdo de Arco(v;) com os arcos em A'.

Sejam A;, A, € A’ os arcos que se estendem mais a esquerda e a direita de
p em M dentre os arcos de A'. E facil observar que se v; € D?G), entdo
Arco(vy) N (A U A,) # 0. Seja A; = Arco(v;) e considere as seguintes relagdes pos-

siveis entre A;, A; e A,

\

Figura 5.3: Relagao entre arcos A;, 4; e A, quando A; N (AU A,) = 0: D?(G) =
(. Em vermelho estd representado o segmento que contém arcos cujos vértices
correspondentes estao a distancia 2 de v; e ja foram coloridos no momento em que
o algoritmo visita v;.

e A;N (A UA,) = 0: nesse caso temos, claramente, D?(G) =0 e |D} <A —1

(figura[5.3).

e A;NA # 0,A; N A, = (): por construciao da ordenacao candnica, sabemos
que, para todo vértice v; a uma distancia 2 de v; tal que j < 4, vale que
Arco(v;) € (t;,p). Logo, todo vértice de D (G') é adjacente a v; = Vertice(A))
e, portanto, |D?| < g(uv) — (JA| —1) — 1 < A — |A| (figura[5.4).

e A;NA =0,A;,NA, # 0: seja vy, 0 vértice de G’ de menor indice que é
adjacente a v; e seja A = Arco(vpmin). Se t, > tpn, teremos, assim como

no caso anterior, que todo vértice a uma distancia 2 de v; em G’ também é

46



(a) (b)

Figura 5.4: Relacdo entre arcos A;, A; ¢ A, quando A;NA; #0, A;N A, =0:
D?(G") C D(G). Em vermelho estd representado o segmento que contém arcos
cujos vértices correspondentes estdo a distdncia 2 de v; e ja foram coloridos no
momento em que o algoritmo visita v;.

adjacente a v, em G, e, portanto, | D?| < A—|A'|; Por outro lado, se t, < tin,
teremos |D?(G')| < A — 1, enquanto D?(G) ird conter vértices cujos arcos
terminam apos s,.. No pior caso, quando v, nao ¢ adjacente a nenhum vértice
de indice maior que i, teremos |D?(G)| < g(v,) — (JA] —1) =1 < A — |A).
Considerando ambos os limites, temos: |D?| < 2A — |A'| — 1 (figura [5.5).

o AiNA #0,A,NA, #0: caso A; N (s;,p) # 0 teremos uma situagido andloga
a quando A;NA; # 0 e A;NA, = 0. Logo, temos t; € A; e, no pior caso,
|D}(G")| < A —1e D?G) C N(u), da onde podemos concluir que |D?(G)| <
A — |A'|. Novamente, considerando ambos os limites, temos: |D?| < 2A —

|A’| — 1 (figura [5.6)).

Temos entao, no pior caso, que v; ird possuir no maximo 2A — | A’| — 1 vértices
uma distancia 2 dele ja coloridos.

Sabemos que cada vértice adjacente a v; ira proibir até 3 cores, enquanto vértices
a uma distancia 2 irdo proibir uma cor cada. Logo, temos que f(v;) < 3|D}| +
|D3(G")| + |D?(G)|. Pelo que foi discutido acima, temos: |D}| < w — 1, |D}| +
|ID3(G")| < A, |D?G)| < A —|A|. Logo, utilizando contas andlogas as realizadas
na prova do teorema [5.3, chegamos ao seguinte valor para o span da A-coloragao:
A<2w—1)+2A—|A. n

Com relacao a corretude do algoritmo [5.3, com base no exposto acima, podemos

enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.5 A coloragcdo obtida pelo algoritmo ¢ uma A-coloracao quando o

mesmo utiliza como sub-rotina o algoritmo [5.3.
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Figura 5.5: Relagdo entre arcos A;, A; e A, quando A;NA; =0, A;NA, #0:
D?(G) C Nlv,]. Em vermelho estd representado o segmento que contém arcos cujos
vértices correspondentes estao a distancia 2 de v; e ja foram coloridos no momento
em que o algoritmo visita v;.

Prova. Observe que, ao utilizarmos o algoritmo 5.2} estamos respeitando as restri-
¢oes de cores tanto por vértices adjacentes quanto por distancia 2. Além disso, para
os vértices correspondentes a arcos removidos, estamos utilizando apenas cores no-
vas, sempre espacadas de 2 e comecando a partir do span obtido durante a coloracao

do subgrafo de intervalo mais 2. Logo, a atribuicao de cores é uma A-coloracao. m

Teorema 5.6 Seja G um grafo arco-circular, M = (C, A) um de seus modelos
de arcos, p € C um ponto da circunferéncia e A" = [(p). O span da colorag¢io
construida pelo algoritmo[5.3, quando utilizado em conjunto com o algoritmo é
de no mdzimo 2(w — 1) + 2A + | A'|.

Prova. Segue do fato do grafo de intervalo obtido possuir span de no maximo
2(w —1) 4+ 2A — | A'| e por estarmos adicionando 2|.A’| cores novas quando expandi-

mos a coloracgao para o grafo todo. [

5.2 Uma nova abordagem

Nesta se¢do apresentamos uma nova abordagem para o problema da A-coloracao
em grafos arco-circulares. A ideia bésica por tras desse novo algoritmo é a mesma:
transformar o modelo de arcos em um modelo de intervalo, colorir os vértices do
grafo correspondente e entao resolver conflitos que possam ter sido causados pela
coloracao do grafo de intervalo.

Este algoritmo trata o caso em que (M) > 3, onde M é o modelo fornecido

como entrada para o algoritmo. O caso em que [(M) = 2 é tratado na subsecao
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A A
A,

\

(a)

=
Q0

(c)

Figura 5.6: Relagdo entre arcos A;, A; e A, quando A; N A; # 0, A;NA, #0. (a),
(b) DF(G") € Di(G) € Nu; () D¥(G) € N[u; (d) DF(G) € N[uv] ou DF(G") =0
e D}(G) C N[y U N[v,]. Em vermelho estd representado o segmento que contém
arcos cujos vértices correspondentes estao a distancia 2 de v; e ja foram coloridos no
momento em que o algoritmo visita v;.

seguinte. Consideramos também, sem perda de generalidade, que A > 2, pois todo
grafo com A = 2 (ciclos e caminhos) é 4-A-colorivel e, portanto, para estes grafos, a

conjectura de Griggs e Yeh é verdadeira.

5.2.1 Algoritmo

O algoritmo proposto [5.4] é utilizado para obteng¢ao de um novo limite superior
para A(G). Durante o mesmo, o termo conflita é utilizado para indicar um par de
vértices para os quais a atribui¢ao de cores nao é valida em uma A-coloracao.

Como sub-rotinas, utilizamos os algoritmos e p.Il Analisamos agora a cor-
retude do algoritmo proposto. O algoritmo [5.5] é responséavel pela transformacao de
um modelo de arcos em um modelo de intervalo, dado um ponto da circunferéncia.

No que segue, G = (V, E) é um grafo arco-circular e M = (C,.A) um de seus

modelos de arcos. Além disso, v é um vértice tal que A = Arco(v) = (s,t) é um
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Algoritmo 5.4 \-COLORAGAO ARCO-CIRCULAR(M, G, v)

Entrada: Modelo de arcos M = (C, A) do grafo G e vértice v de G, tal que Arco(v)

é proprio.

Saida: A-coloragao f de G.

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:

A= (s,t) < Arco(v)
A’ + conjunto de arcos contendo s;
M’ < MODELO DE INTERVALOS(M, s);
G+ QM);
encontre uma A-coloracdo f para G’; {utilize o algoritmo , com a ordenagao
candnica obtida a partir de M'}
A< span de f; { A <2A(G) — 1}
Y « {y € V\ Vertices(A') | existe x € Vertices(A’) tal que zy € E(G')};
Z < N[\ (Vertices(A) UY);
U« A{ueV|dg(u,z) =2,de(u,x) > 2,2 € Vertices(A') };
para cada u € U faga
se u conflita com algum vértice em Vertices(A') entao
fu) <= X+ fu) +2;
para cada z € Z faga
se z conflita com algum vértice em Vertices(A’) entao
F(2) & A+ f(2) +2
para cada y € Y faga
se y conflita com algum vértice z € Z entao
atributa a y a menor cor par ¢, A + 1 < ¢ < 2A(G) + 2|.A’|, disponivel ou,
caso nao seja possivel, atribua a y a menor cor disponivel;{O objetivo aqui
é, primeiramente, esgotar as cores dentro do intervalo A+ 1 a 2A(G) +2|A'|,
para, s6 entao, permitir a utilizagdo de qualquer outra cor. Com isso, busca-
se minimizar a quantidade de cores novas criadas neste passo.}

Algoritmo 5.5 MODELO DE INTERVALOS(M, p)

Entrada: Modelo de arcos M = (C,.A) e ponto p € C.
Saida: Modelo de intervalo M’ = (R, Z), construido a partir da abertura do modelo

M no ponto p

1. Z+0

2:
3:

4
5
6:
7
8

para cada A = (s,t) € A faga
se p € (s,t) entao
I'=(s,p)
senao
I = (s,t)
T« TU{l}

: retorna M’ + (C'\ p,T)
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arco proprio de M, ou seja, A é um arco tal que S(A) =0, e A" = [(s). Considere
também os conjuntos Y, Z e U conforme definidos no algoritmo [5.4}

Lema 5.7 Sejam uw € U e x € Vertices(A') dois vértices tais que f(u) = f(x) e
de(u, x) =2 mas der (u, ) > 2. Entdo, ao executarmos o passo 12 do algoritmo [5.4)

o conflito serd removido e nenhum outro conflito serd criado.

Prova. Sejam f e A a coloracdo obtida no passo 5 do algoritmo 5.4 e seu span,
respectivamente. Claramente, como f(x) < A, temos que o conflito entre u e x
estd sendo resolvido. Resta provar que novos conflitos ndao sao criados. Seja A,
o arco que se estende mais a direita de t. Pelo fato de A ser um arco proéprio,
temos que A, ¢ A’. Logo, se dg(u,x) = 2 e dg/(u,z) > 2, entdo temos que
Arco(u)NA, # (). Por defini¢do, portanto, temos que todo vértice ' € U é adjacente
a Vertice(A,) em G’ e ird possuir cor diferente daquela atribuida a u. Isto significa
que ao atribuirmos f(u) = f(u)+ A+ 2 estamos utilizando uma cor nova. Por outro
lado, o deslocamento no valor da cor é igual para todos os vértices, o que implica
em nao estarmos diminuindo a diferenga entre cores e, consequentemente, criando

conflitos. Portanto, a afirmacao inicial vale. [

Lema 5.8 Sejam z € Z e x € Vertices(A') dois vértices tais que a atribuicio de
cores [ obtida no passo 5 do algoritmo seja conflitante. Entao, ao executarmos
o passo 15 do algoritmo o conflito serd removido e nenhum outro conflito serd

criado.
Prova. A prova é andloga a do lema 5.7 n

Lema 5.9 Sejam y € Y e z € Z dois vértices tais que a atribuicdio de cores obtida
no passo 5 do algoritmo seja conflitante. Entdo, ao executarmos o passo 18 do

algoritmo o conflito serd removido e nenhum outro conflito serd criado.

Prova. Vale por construcao, dado que é atribuida a y a menor cor disponivel (ou

seja, que nao é incompativel com a cor atribuida aos outros vértices).

Lema 5.10 Sejau € V\ (Y UZUU) um vértice de G. Entdo, na coloragio obtida

no passo 5 do algoritmo u nao possui conflitos.

Prova. Sabemos, pelo fato de A ser um arco préprio, que se |Ng[u]| > |Ngr[ull,
entdao Arco(u) N Arco(v) # 0, e u € Z U Vertices(A’), um absurdo. Suponha entéo,
por absurdo, que existe um vértice v; € V tal que dg(u,v;) = 2 e dg(u,v;) > 2
com f(u) = f(v;) e seja v; € V um vértice tal que uv; € E(G) e vju; € E(G).
Sabemos que v; € Vertices(A') ou v; € (A'), pois o contrario implicaria em v,

e v;v; existirem em G’. Além disso, ndo é o caso em que uv; ¢ E(G'), pois o
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mesmo implicaria em |Ng[u]| > |N5[u]|. Observe que, se v; € Vertices(A’), entao
u € Y, um absurdo. Logo, v; € Vertices(A’), implicando em u € U, contradizendo
a hipétese inicial de u ¢ (Y U Z UU) n

Com base nos lemas acima, temos:

Teorema 5.11 Seja G = (V, E) um grafo arco-circular, M = (C, A) um de seus
modelos de arcos e v € V um vértice tal que Arco(v) € préprio. A coloragio f

construida pelo algoritmo ¢ uma A-coloracao.

Prova. Pelo lema |5.10, sabemos que vértices que possuam cores conflitantes ao final
do passo 5 estdo contidos nos conjuntos Y, Z, U e Vertices(A’). Pelos lemas ,
e[6.9] sabemos que a corregao de conflitos realizada nos passos 12, 15 e 18 estao
corretas. Nao é dificil verificar que todo vértice u € U que possua conflito de cor
pela restricao em vértices adjacentes, ird pertencer a Z e, portanto, tera seu conflito
resolvido. Além disso, nao existem mais conflitos a serem resolvidos. Logo, f é, de

fato, uma A-coloragao de G. [

5.2.2 Limite para o span de um grafo arco-circular

Analisamos, nesta subsecao, o span da A-coloracao de G construida pelo algo-
ritmo (.41

No modelo de intervalo criado pelo algoritmo [5.4] os intervalos correspondentes
a arcos em Y U Vertices(A’) sao os que possuem maior extremo direito e, assim,
serdao os primeiros na ordenacao candnica usada na obtencao da A-coloracao de G'.
Além disso, o vértice correspondente ao arco se estende mais a esquerda de Arco(v)
possui, por defini¢do, interse¢do nao vazia com todos os arcos em Arcos(Y) e A'.

Logo, existem no maximo A vértices em Y U Vertices(A) e, portanto, temos:

Corolario 5.12 Seja x € (Y U Vertices(A’)) um vértice. Ao final do passo 5 do
algoritmo 5.4, f(x) serd par.

Lema 5.13 Sejay € Y um vértice e sejau € V '\ Vertices(A') um vértice adjacente
a y. Entdo, ao final do passo 5 do algoritmo se f(u) < 2|A'|, entao f(u) serd

impar.

Prova. Como uy € E(G'), sabemos que a distdncia entre os mesmos na orde-
nacao canoénica é de no maximo A. Além disso, u ¢ Vertices(A’). Claramente,
se f(u) > f(y), entdo ndo ha nada a ser provado. Suponha entdao que f(u) < f(y).

Temos duas possibilidades:

e u é anterior a y na ordenagao canonica. Nesse caso, temos 2|A"| < f(u) < f(y)

e o teorema vale;
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e y ¢ anterior a u na ordenagao candnica. Suponha, por absurdo, que f(u) é
par. Conforme descrito no algoritmo [5.1 para que isso acontega, todas as A
cores impares deverao ser utilizadas antes. No entanto, como uy € E(G'), isso
implicaria em g(y) > A, um absurdo. Logo, se f(u) < 2|A’|, entdo f(u) é

impar e o teorema vale. [

Essencialmente, o que o lema [5.13| nos diz é que, vértices em U que tiverem sua
cor alterada para um valor maior que 2A(G) — 1 nao impedem a utilizacao de uma
cor par no intervalo A + 1 a 2A(G) + 2|A’|, pois os mesmos possuem cor impar e
estarao a distancia maior ou igual a 2 de vértices de Y que tiverem sua cor alterada
no passo 17.

Como consequéncia imediata, temos o seguinte corolério:

Corolario 5.14 Seja y € Y um vértice de G e seja uw € V um vértice adjacente a
y. Entao, f(u) € {0,2,...,2(|A"| — 1)}, se, e somente se, u € Vertices(A').

Pelo fato do algoritmo utilizar um arco proprio para a construcao do modelo de
intervalo do grafo G’, o conjunto dos vértices para o qual a A-coloracdo pode falhar
(nos passos intermediarios do algoritmo), esta limitado os vértices v, sua vizinhanga

e vértices a distancia 2 do mesmo. Por esse fato, temos:

Corolario 5.15 Seja k a quantidade de vértices que tiveram suas cores modificadas
nos passos 15 e 18 do algoritmo[5.f} Entio k < g(v) — |A’| + 1.

Lema 5.16 Seja ko a quantidade de vértices de Y que, durante a execugdo do algo-
ritmo receberam cor ¢ maior que 2A + 2| A’|. Entao ky < g(v) — 2|A’].

Prova. Seja y € Y um vértice de G e seja ¢ uma cor nao utilizada, par, tal que
2A < ¢ < 2A + 2| A'|. Observe que, pelo corolario se u € U teve sua cor
modificada no passo 12 do algoritmo entdo uy ¢ F(G). Logo, u nao cria
impedimentos para a utilizagdo de ¢ por parte de y. O mesmo vale para qualquer
vértice cuja cor foi modificada durante o passo 15. Logo, no momento em que o
algoritmo tenta atribuir a cor ¢ a um vértice y € Y pela primeira vez, essa
atribuicao é valida.

Como temos |A’| + 1 cores pares ¢ tais que 2A < ¢ < 2A + 2| A| e, sabendo que
um vértice z cuja cor foi modificada no passo 15 nao ird forcar a modificacao da cor
de y no passo 18, temos que o nimero de vértices com cor maior que 2A + 2| A'|

serd, de fato no méximo g(v) — 2|.A’|. n

Utilizando o lema acima, temos:
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Teorema 5.17 Seja G = (V, E) um grafo arco-circular, M = (C, A) um de seus
modelos de arcos e v um vértice tal que Arco(v) é proprio. O span da A-coloragio f
construida pelo algoritmo[5.4] é de no mdzimo 2A + 2| A’| + maz{0,2(g(v) — 2|4'|)}.

Prova. Seja A o span de f. Pelo corolario [5.2], sabemos que, ao final do passo 5 do
algoritmo , A < 2A — 1 (basta verificar que na ordenagao canoénica do grafo de
intervalo utilizado, vy ndo serd um vértice de grau A). Além disso, f(z) < 2|A’| para
todo x € Vertices(A’). Logo, a cor atribuida a um vértice nos passos 12 e 15 estara
limitada a 2A + 2|A’| — 1. Pelo lema [5.16] sabemos que no maximo g(v) — 2|A'|
vértices recebem cor maior que 2A + 2| A’|. Esses vértices utilizarao, no pior caso

2(g(v) — 2| A’|) cores e, portanto, o teorema vale. ]

Considere agora a seguinte funcao e sobre os arcos de um modelo de arcos
M= (C,A). Seja A= (s,t) e v=Vertice(A). A fungao €(A) serd dada por:

0 se A nao for proprio

e(4) = ¢ min{|B(s)], 1B} se max{|B(s)],|B(1)]} > 5

max{|B(s)|,|B(t)]} em qualquer outro caso.

De maneira similar, dado um modelo de arcos M = (C, A), definimos ¢(M) da
seguinte forma: (M) = minaca{2¢e(A) + 2maz{0, (g(Vertice(A)) — 2¢(A)}}. As-
sumimos, sem perda de generalidade, que se A = (s,t) é um arco tal que ¢(M) =
2¢(A) + 2max{0, (g(Vertice(A)) — 2¢(A)}, entdo M é tal que que |5(s)| = €e(A).
Basta observar que, se nao for o caso, o modelo obtido ao percorrermos M no
sentido anti-horario ira satisfazer tal propriedade.

Reescrevemos, entao, o teorema da seguinte forma:

Teorema 5.18 Seja M = (C,A) um modelo de arcos. Entio, G = QM) ¢é
(2A + €(M))-A-colorivel.

Prova. Basta observar que esse serd o limite superior para o span obtido ao uti-
lizarmos o algoritmo com parametros M, G e Vertice(A), onde A é um arco de
A tal que (M) = 2¢(A) + 2max{0, (g(Vertice(A)) — 2¢(A)}. n

E interessante observar que, quando o modelo de arcos M = (C, A) é proprio,
sempre existird um arco A, pertencente ao conjunto de arcos A, tal que e(A) = L%j

e, portanto, ¢(M) < A + 1, nos dando o seguinte corolario:

Corolario 5.19 Seja G um grafo arco-circular proprio. Se A é impar, entdo G
(3A + 1)-A-colorivel. Caso contrdrio, G é 3A-\-colorivel.
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5.2.3 Caso em que [(M) =2

E importante observar que o algoritmo pode nao funcionar quando
M= (C,A) é tal que (M) = 2. Nesse caso a fun¢do € pode ficar indefinida.

Mostramos entdo como obter uma 2A-A-coloragao para G = Q(M).

Teorema 5.20 Seja M = (C,A) um modelo de arcos tal que I(M) = 2. Se
G = (QUM)), entao G é 2A-X-colorivel.

Prova. Sejam A; e Ay dois arcos de A que cobrem C' e vy, vy € V(G) seus vértices
correspondentes, respectivamente. Claramente temos que N(vi) U N(vg) = V(G).
Assuma, sem perda de generalidade, que |N(vy) \ N(ve)| > |N(vg) \ N(v1)|. Con-
sidere, entao, a seguinte atribuicao de cores f para os vértices de GG: para cada vértice
v de N(v1)\N(vg) atribua a v a menor cor par nao utilizada; f(vy) = 2|N(v1)\N(ve)l;
f(va) = f(v1) + 2; aos vértices em N(vy) \ N(v1), atribua a menor cor impar
disponivel; finalmente, aos vértices em N (v;)NN (vq), atribua a menor cor disponivel.

Nao é dificil verificar que f descrita acima é uma A-coloracdo, pois vértices em
N(v1) \ N(vg) estao no méximo a distdncia 2 de vértices em N(vy) \ N(vq). Além
disso, temos que A > |N(vy) \ N(v2)| + |N(v1) N N(v2)| = |N(v1)]. Como a maior

cor utilizada é a cor 2|N(vy)|, temos que G é 2A-\-colorivel. m

5.3 Conjectura de Griggs e Yeh

Griggs e Yeh conjecturaram que todo grafo com pelo menos 3 vértices é
A% )\-colorivel. Ao longo deste capitulo, mostramos que, dado um modelo de arcos
M tal que (M) = 2, o grafo de intersecao do mesmo é 2A-\-colorivel e, portanto
A% \-colorivel, pois A > 3. J4 considerando modelos para os quais (M) > 2,
o algoritmo [5.4] sempre encontra uma A-coloracao que possui span menor que 4A
e, portanto, todo grafo arco-circular com A > 4 também ¢é A%-)\-colorivel. Resta,

portanto, analisar o caso em que [(M) > 2 e A = 3, o que ¢ feito a seguir:

Lema 5.21 Seja G um grafo arco-circular com A = 3. Entio G é (2A + 1)-A-

colorivel.

Prova. Segue da observagao de que o conjunto A’ possuirda exatamente um arco e,
portanto, no maximo 2 conflitos poderdo existir: um entre o vértice correspondente
ao arco de A’ e algum vértice de N(v) U {v} e outro entre um vértice de N(v) U {v}

e um vértice de Y , que receberd a cor 2A. [
Consequentemente, temos:

Corolério 5.22 Todo grafo arco-circular G é A2-\-colorivel.
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5.4 Conclusoes

Neste capitulo analisamos os algoritmos propostos por Calamoneri et al., em [2],
para o problema da A-coloragao em grafos arco-circulares e de intervalo. Mostramos
que, dependendo do grafo dado como instancia para os algoritmos, o resultado obtido
pode nao respeitar o limite de cores desejado ou até mesmo nao ser uma A-coloracao.
Durante esta analise, mostramos em que pontos os algoritmos propostos estao in-
corretos, bem como propomos forma de corrigi-los.

Além desta analise, propomos também um algoritmo para a obtengao de um
limite superior para o span da A-coloracdo de um grafo arco-circular. Com o algo-
ritmo proposto, provamos que todo grafo arco-circular é (2A + e(M))-A-colorivel.
Em particular, quando o modelo de arcos fornecido é préprio, mostramos que o span
da coloracao construida pelo algoritmo proposto sera de, no maximo, 3A + 1. Final-
mente, mostramos que a conjectura de Griggs e Yeh para o problema da A-Coloragao

é verdadeira para grafos arco-circulares.
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Capitulo 6
Conclusoes

Este trabalho teve como objetivo principal apresentar, de maneira sistemética,
resultados relacionados a problemas de coloracoes de grafos arco-circulares. Em
particular, estudamos trés problemas de colora¢io: COLORAGAO DE VERTICES, CO-
LORACAO DE CLIQUES e A\-COLORACAO. Para o primeiro, apresentamos alguns
dos principais resultados encontrados na literatura, enquanto para os outros dois os
resultados sao, em sua maior parte, inéditos.

Para o problema da coloragdo de vértices, analisado no capitulo [3] exibimos a
prova de que o mesmo é N'P-completo [5]. Em seguida, analisamos o algoritmo
guloso de coloragao proposto por Tucker [I3]. Com base nesse algoritmo é possivel
obter um limite para o nimero de cores necessarias para colorir um grafo arco-
circular: se [(M) > 3, entdo o grafo arco-circular correspondente a M ¢ 3L(M)-
colorivel. Finalmente, estudamos uma nova analise do algoritmo de Tucker, feita
por Valencia-Pabon [14], onde é mostrado que se [(M) > 5, entdo o algoritmo de
Tucker ir utilizar no méximo [*=L1,(M)] cores.

I(M)—2
No capitulo 4] estudamos o problema da coloracgao das cliques de um grafo arco-

circular. Até entdao este era um problema cuja complexidade era desconhecida.
Mostramos que sempre ¢ possivel colorir as cliques de um grafo arco-circular com 3
cores e caracterizamos quais sao os grafos que precisam exatamente de 3 cores em
uma coloracao de cliques. Como consequéncia, exibimos um algoritmo de tempo
polinomial que encontra uma coloracao de cliques 6tima de um grafo arco-circular,
desde que seja fornecido um de seus modelos de arcos. Os resultados deste capitulo
foram apresentados no V LAGOS, realizado na cidade de Gramado - RS, em 2009.

Por ultimo, no capitulo que segue, estudamos o problema da A-coloracao. Este
problema foi definido inicialmente por Griggs e Yeh, que conjecturaram ser sempre
possivel atribuir uma M-coloracao a um grafo utilizando no maximo a cor A%, Neste
capitulo, analisamos os algoritmos propostos em [2], que nos fornecem limites para
a maior cor utilizada em uma A-coloracao de um grafo arco-circular. Mostramos

que os algoritmos propostos nao estao corretos e fornecemos sugestoes de como
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corrigi-los. Propomos também um novo algoritmo para a obtencao de tal limite.
Como consequéncia, mostramos que a conjectura de Griggs e Yeh é verdadeira para
grafos arco-circulares. Além disso, mostramos que todo grafo arco-circular préprio
é (3A + 1)-A-colorivel.

Este estudo deixa algumas questoes em aberto. Dentre tais questoes, podemos

citar:

e E possivel obter um algoritmo de tempo linear para resolver o problema da

coloracao de cliques, em grafos arco-circulares?

e Os limites apresentados para o span de uma A-coloracdo de um grafo arco-
circular sao justos? Ou seja, existe algum grafo arco-circular para o qual é

necessario utilizar tantas cores quanto o algoritmo [5.4] utiliza?

e O problema da A-coloracao ¢ N'P-completo quando restrito a grafos arco-

circulares?
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