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Oliveira, Paulo Roberto. II. Universidade Federal do Rio

de Janeiro, COPPE, Programa de Engenharia de Sistemas

e Computação. III. T́ıtulo.

iii



A meus pais Felipe e Isabel.
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Aos meus irmãos Rebeca, Arturo e Jose Luis, aos meus queridos sogros Alberto e
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A todos os Funcionários do PESC/COPPE-UFRJ: Adilson, Ana Paula P, Ana
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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

ANÁLISE DE MÉTODOS DO TIPO PROXIMAL COM REGULARIZAÇÃO

QUASE-DISTÂNCIA

Felipe Antonio Garcia Moreno

Junho/2011

Orientador: Paulo Roberto Oliveira

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

Neste trabalho considera-se o problema de minimizar uma função não-convexa

e não-diferenciável, que verifica a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz. Para este

problema desenvolve-se um método de ponto proximal com uma quase-distância

associada com o objetivo de encontrar pontos cŕıticos generalizados. Além disso,

sob determinadas hipóteses, prova-se que toda sequência gerada por este método

converge para um ponto critico generalizado.

Por outro lado, estuda-se o problema de equiĺıbrio, propõe-se um algoritmo proxi-

mal com quase-distância para este problema e apresenta-se resultados parciais neste

contexto. Além disso, estuda-se uma posśıvel extensão do prinćıpio variacional de

Borwein-Preiss via funções do tipo gauge.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

ANALYSIS OF PROXIMAL TYPE METHODS WITH QUASI-DISTANCE

REGULARIZATION

Felipe Antonio Garcia Moreno

June/2011

Advisor: Paulo Roberto Oliveira

Department: Systems Engineering and Computer Science

In this work, we consider the problem of minimizing a non-convex and non-

differentiable function, which verifies the Kurdyka- Lojasiewicz property. For this

problem, we develop a proximal point method with a quasi-distance associated in

order to find a generalized critical point. Moreover, under appropiate assumptions,

we prove that every sequence generated by this method converges to a generalized

critical point.

On the other hand, we consider the equilibrium problem, we propose a proximal

algorithm with quasi-distance for this problem and we present partial results in this

context. Furthermore, we study a possible extension of the variational principle of

Borwein-Preiss via gauge-type functions.
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ix



Notações

R
n
+ O conjunto {(x1, ..., xn) ∈ R

n : xi ≥ 0 ∀ i = 1, .., n}.

R
n
++ O conjunto {(x1, ..., xn) ∈ R

n : xi > 0 ∀ i = 1, .., n}.

P(A) Conjunto das partes de A ⊂ R
n.

‖ · ‖ Norma Euclideana.

B(a , r) O conjunto {x ∈ R
n : ‖x− a ‖ < r}.

B(a , r) O conjunto {x ∈ R
n : ‖x− a ‖ ≤ r}.

diam(A) O diâmetro do conjunto A.

dom (f) Domı́nio efetivo da função f .

δC Função indicadora do conjunto C ⊆ X.

epi(f) O eṕıgrafo da função f .

ir(C) O interior relativo do conjunto C.

conv(C) A envoltória convexa do conjunto C.

∂̂f(u) Subdiferencial Fréchet da função f em u.

∂f(u) Subdiferencial limite da função f em u.

∂∞f(u) Subdiferencial singular da função f em u.

∇f(x) O gradiente da função f em x.

[α < f < β] O conjunto {x ∈ R
n : α < f(x) < β} .

[α < f ≤ β] O conjunto {x ∈ R
n : α < f(x) ≤ β} .

crit(f) O conjunto {x ∈ R
n : 0 ∈ ∂f(x)} .

Ω
x→ x Denota x→ x com x ∈ Ω.
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N̂ǫ (x; Ω) O conjunto dos ǫ-normais de Ω em x.

N̂ (x; Ω) O cone pré-normal de Ω em x.

N (x; Ω) O cone normal básico ou limite de Ω em x.

Graf(∂f) O gráfico do operador ∂f .
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Introdução

Diversos problemas na programação matemática podem ser formulados pelo seguinte

problema de minimização:

min{f(x) : x ∈ R
n}, (0.1)

onde f : R
n → R ∪ {+∞} é uma função própria e semicont́ınua inferior.

Na literatura existem diversos métodos para resolver este problema, cita-se por

exemplo Bertsekas [14], Bazaara et al. [12], entre outros. Em particular, se a conve-

xidade da função objetivo é considerada, pode-se usar o método de ponto proximal

para sua resolução. Este método foi introduzido por Martinet [53] e Rockafellar [61].

Os métodos proximais são vistos como métodos de aproximação-regularização para

a resolução de problemas em otimização convexa e desigualdades variacionais asso-

ciadas a operadores monótonos maximais. Dá-se a seguir uma breve descrição deste

tipo de método. Considerando o problema (0.1), o método de ponto proximal gera

uma sequência {xk} ⊂ R
n correspondente à recursão:

xk+1 ∈ arg min

{
f(u) +

1

2λk

‖u− xk‖2 : u ∈ R
n

}
, (0.2)

onde x0 é um ponto inicial, {λk}k∈N é uma sequência de números positivos. Sob a

condição de convexidade de f foi provado que a sequência converge a um minimiza-

dor do problema (0.1), caso ele exista.

No entanto, na literatura existem extensões do método de ponto proximal, que

trocam a distância Euclideana na iteração (0.2) por distâncias generalizadas, cita-

se por exemplo as distâncias de Bregman e as ϕ- divergências, para mais detalhes

veja Chen e Teboulle [24], Kiwiel [41], Iusem e Teboulle [38], Kanzow [39] entre ou-

tros. Porém observa-se que este tipo de abordagem preserva algumas propriedades

da norma Euclideana, por exemplo a convexidade, a continuidade e a coercividade.

Note que estas propriedades são as que possibilitam uma análise de convergência

satisfatória. Kaplan e Tichatschke [40] analisaram algumas possibilidades e dificul-

dades para estender o método de ponto proximal para problemas não convexos.

Nas últimas décadas, extensões do método de ponto proximal foram obtidas rela-

xando a hipótese de convexidade, cita-se por exemplo os trabalhos de Pennanen [59],
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Iusem et al. [35], Chen e Pan [25], entre outros, porém ainda são preservadas algumas

propriedades da norma Euclideana. Não obstante, a dificuldade surge na ausência

de convexidade e diferenciabilidade. Assim é necessário considerar uma abordagem

diferente para estabelecer resultados de convergência.

Por outro lado, as quase-distâncias (ou quase-métricas) têm sido extensivamente

estudadas no contexto da topologia, veja por exemplo Albert [2], Fletcher e Lind-

gren [31], Künzi [46], Di Concilio e Gerla [27], Stojmirović [65], entre outros. Elas

generalizam as distâncias no sentido de que não são simétricas. Observa-se também

que uma quase-distância não é necessariamente uma função convexa, continuamente

diferenciável nem coerciva, em algum de seus argumentos. Por isto não se pode

proceder de modo semelhante como no caso das distâncias de Bregman ou as ϕ-

divergências para estudar a análise de convergência de métodos proximais generali-

zados, quando é considerada uma quase-distância como regularização.

Além das aplicações das quase-distâncias à Teoria da Computação (veja por

exemplo Brattka [22] e Künzi et al. [47]), elas também podem ser aplicadas na

Economia, por exemplo na escolha do consumidor e funções de utilidade como foi

feito por Romaguera e Sanchis [63] e Garcia et al. [32] , entre outras aplicações.

Uma classe importante de funções na análise não-linear são as que verificam a

propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz, que é uma generalização da desigualdade do

gradiente de  Lojasiewicz [52]. Ela foi utilizada no estudo dos limites do erro de

sistemas de desigualdades anaĺıticas na otimização por Absil et al. [1] e Bolte et

al. [19]. Tais resultados são utilizados na análise de convergência de algoritmos de

otimização, veja por exemplo os trabalhos de Absil et al. [1], Attouch et al. [8], Bolte

et al. [19]. Neste contexto Attouch e Bolte [7] usaram a propriedade de Kurdyka-

 Lojasiewicz para obter a convergência do método proximal em um ambiente não

convexo e não suave, e apresentaram uma análise adequada para o desenvolvimento

de métodos proximais generalizados, embora somente no contexto Euclidiano.

Além disso, uma interpretação dos termos da regularização foi dada como “custos

de mudança” na Economia por Attouch e Soubeyran em [9, 10]. Por outro lado, o

algoritmo proximal usado por Attouch e Bolte [7] usa como termo de regularização

o quadrado da distância euclidiana, a qual não pode representar um custo móvel,

porque neste caso o custo para mudar de x a y é igual ao custo para mudar de y a

x, uma hipótese simétrica muito restritiva para um custo móvel na modelagem de

problemas. Portanto tal regularização é incapaz de atender este tipo de modelos em

economia e ciências sociais.

Neste trabalho apresenta-se um método proximal generalizado para minimizar

uma função não-convexa, não-diferenciável, que verifica a propriedade de Kurdyka-

2



 Lojasiewicz. Este método gera uma sequência {xk} ⊂ R
n por meio da recursão:

xk+1 ∈ arg min

{
f(u) +

1

2λk

q2(u, xk) : u ∈ R
n

}
, (0.3)

onde q(·, ·) é uma quase-distância.

O objetivo é estabelecer a convergência do esquema de ponto proximal generali-

zado (0.3) para um ponto cŕıtico generalizado, e portanto, estende-se o resultado de

Attouch e Bolte [7]. Vale ressaltar que os resultados obtidos nesta parte da tese fo-

ram aceitos pela revista Optimization [32], junto com uma interpretação econômica

do algoritmo de ponto proximal com quase-distância aplicada à formação de hábito,

esta última fornecida pelo Prof. Soubeyran.

Outro tema de interesse nesta tese é o Problema de Equiĺıbrio PE(f, C), que

consiste em:

PE(f, C)

{
Encontrar x∗ ∈ C, tal que

f(x∗, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C,
(0.4)

onde C é um subconjunto não vazio, convexo e fechado de R
n, e f : C × C → R

é uma bifunção. Este problema é considerado por Blum e Oettli em [17], Iusem e

Sosa [36, 37], Iusem et al. [34], Konnov [43, 45], entre outros, e é conhecido também

que várias classes de problemas de programação matemática, problemas de com-

plementariedade, desigualdades variacionais, problemas de ponto fixo, problemas de

equiĺıbrio de Nash e problemas minimax, podem ser reformulados como o PE(f, C),

para mais detalhes veja por exemplo Blum e Oettli [17] e Iusem e Sosa [36].

Ressalta-se que a aplicação do método proximal aos problemas de equiĺıbrio não

é nova na literatura, já que tal abordagem é considerada por exemplo nos trabalhos

do Antipin [4, 5], Fl̊am e Antipin [30], Antipin et al. [6], Moudafi [56–58], Van

Nguyen et al. [66], Combettes e Hirstoaga [26], Iusem e Sosa [37] e Konnov [42, 44].

Neste contexto se propõe um algoritmo proximal com quase-distância para o

problema de equiĺıbrio, e se apresentam alguns resultados parciais do método.

Por outro lado, em um outro trabalho em andamento, estuda-se uma posśıvel

extensão do prinćıpio variacional de Borwein-Preiss [20] via funções do tipo gauge,

veja Definição 3.2.1, com base nos resultados teóricos apresentados por Bianchi et

al. [15] e Li e Shi [51].

Este trabalho é organizado da seguinte forma: No Caṕıtulo 1 lembram-se as

definições e propriedades da quase-distância, da teoria subdiferencial, além da pro-

priedade de Kurdyka- Lojasiewicz. No Caṕıtulo 2 apresenta-se o método de ponto

proximal com quase-distância e estabelece-se a convergência da sequência gerada

para um ponto cŕıtico generalizado. No Caṕıtulo 3 se propõe um algoritmo pro-

ximal com quase-distância para o problema de equiĺıbrio e estuda-se uma posśıvel

extensão do prinćıpio variacional de Borwein-Preiss [20] via funções do tipo gauge.
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Como observamos estes trabalhos encontram-se ainda em andamento. E por último,

no Caṕıtulo 4, apresentam-se as considerações finais.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Com o intuito de facilitar a leitura e compreensão desta tese, neste caṕıtulo

introduzem-se algumas notações, e fornecem-se as definições e propriedades básicas

de quase-distâncias, teoria subdiferencial e da desigualdade de Kurdika- Lojasiewicz,

as quais são necessárias para o desenvolvimento dos demais caṕıtulos.

1.1 Quase-distância

Definição 1.1.1. [2] Sejam X um subconjunto de R
n e q : X × X → R+ uma

aplicação. Diz-se que q é uma quase-distância em X se, para todo x, y, z ∈ X,

1. q(x, y) = q(y, x) = 0 ⇔ x = y,

2. q(x, z) ≤ q(x, y) + q(y, z).

Além disso, o par (X, q) é chamado espaço quase-métrico.

Observação 1.1.1. Seja q : X ×X → R+ uma quase-distância. Então,

i) A aplicação q, definida por

q(x, y) := q(y, x), x, y ∈ X,

também é uma quase-distância em X, a qual é chamada de quase-distância

conjugada de q.

ii) A aplicação q̂, definida por

q̂(x, y) := max{q(x, y), q(x, y)}, x, y ∈ X,

é uma distância em X, a qual é chamada de distância associada a q.

5



iii) Se q verifica a propriedade de simetria; isto é,

q(x, y) = q(y, x), x, y ∈ X,

então q é uma distância em X.

Observação 1.1.2. Na literatura a definição de quase-distância é também conhecida

como quase-pseudométrica ou quase-métrica, veja por exemplo [2, 31, 47, 63]. Vale

ressaltar que Künzi em [46] considera que uma aplicação q : X × X → R+ é uma

quase-métrica se ela verifica a desigualdade triangular e q(x, y) = 0 ⇔ x = y, no

lugar do axioma (1) da Definição 1.1.1. Em particular, Brattka [22] apresenta o

seguinte exemplo: Seja a aplicação q : R × R → R+ definida por

q(x, y) =

{
x− y se x > y,

0 se x ≤ y,

note-se que,

q(x, y) = 0 ⇔ x = y.

Porém, se x < y, obtem-se

q(x, y) = 0 e q(y, x) = y − x > 0.

Portanto, q não verifica o axioma (1) da Definição 1.1.

Alguns exemplos são apresentados a seguir para ilustrar este conceito.

Exemplo 1.1.1. [27] A aplicação q : R × R → R+, definida por

q(x, y) =

{
0 se x ≤ y,

1 se x > y,

é uma quase-distância em R.

Exemplo 1.1.2. Raffi em [33] considera que uma função p : R
n → R+ é uma

norma assimétrica em R
n se, para todo x, y ∈ R

n e α ∈ R+, p verificam-se as

seguintes condições:

a) p(x) = p(−x) = 0 ⇔ x = 0;

b) p(αx) = αp(x);

c) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

Logo, a aplicação q, definida por

q(x, y) := p(x− y), x, y ∈ R
n,

6



é uma quase-distância em R
n. Observe-se que, se a aplicação p verifica b) e c), p

define uma norma de Minkowski.

Exemplo 1.1.3. [32] Seja C um subconjunto convexo de R
n, com 0 ∈ int(C).

Então, a aplicação q, definida por

q(x, y) = inf{α > 0 : y − x ∈ αC}, x, y ∈ R
n,

é uma quase-distância em R
n. Primeiro note que a aplicação q está bem definida

sobre R
n×R

n, porque C é uma vizinhança de 0. Além disso, a verificação do axioma

1 da Definição 1.1.1 segue, diretamente, da definição de q. Mais ainda, usando a

convexidade de C, verifica-se que

q(x, y) ≤ q(x, y) + q(y, z)

para x, y, z ∈ R
n. Note que, a função inf{α > 0 : y − x ∈ αC} é, conhecida na

literatura como a função Gauge do conjunto C.

Exemplo 1.1.4. [32] Sejam ai e bi ∈ R+, onde i = 1, ..., n. Então, para cada

i = 1, ..., n, a aplicação qi : R × R → R+, definida por

qi(x, y) =

{
bi(y − x), se x ≤ y,

ai(x− y), se x > y,

é uma quase-distância em R; de fato, como o Axioma 1 da Definição 1.1.1 é direto,

provaremos a desigualdade triangular:

1. Se x ≤ y ≤ z: qi(x, y) = bi(y − x) = bi(z − x) − bi(z − y) ≤ qi(x, z) + qi(z, y);

2. Se x < z < y: qi(x, y) = bi(y − x) = bi(z − x) + bi(z − y) = qi(x, z) + qi(z, y);

3. Se z < y < x: qi(x, y) = ai(x− y) = ai(x− z) − ai(y − z) ≤ qi(x, z) + qi(z, y);

4. Se z < x < y: qi(x, y) = bi(y−x) = −bi(x− z) + bi(y− z) ≤ qi(x, z) + qi(z, y);

5. Se y < x < z: qi(x, y) = ai(x−y) = −ai(z−x) +ai(z−y) ≤ qi(x, z) + qi(z, y);

6. Se y < z < x: qi(x, y) = ai(x− y) = ai(x− z) + ai(z − y) = qi(x, z) + qi(z, y);

para cada i = 1, ..., n. Do mesmo modo a aplicação q : R
n ×R

n → R+, definida por

q(x, y) =
n∑

i=1

qi(x, y),

7



é uma quase-distância em R
n. De fato, a verificação do axioma 1 da Definição 1.1.1

segue, diretamente, da definição de q, e para x, y, z ∈ R
n tem-se

q(x, y) =
n∑

i=1

qi(x, y)

≤
n∑

i=1

[qi(x, z) + qi(z, y)]

= q(x, z) + q(z, y),

por conseguinte q é uma quase-distância. Esta quase-distância verifica a propriedade

de que existem constantes positivas c1 e c2 > 0 tais que

c1‖x− y‖ ≤ q(x, y) ≤ c2‖x− y‖, x, y ∈ R
n,

útil em alguns desenvolvimentos teóricos. Realmente, ao considerar a =

min
i=1,...,n

{ai, bi} e b = max
i=1,...,n

{ai, bi} tem-se que

a

n∑

i=1

|xi − yi| ≤ q(x, y) ≤ b

n∑

i=1

|xi − yi|,

e basta lembrar que ‖x−y‖1 =
∑n

i=1 |xi−yi| e a norma usual ‖ · ‖ são equivalentes.

Exemplo 1.1.5. [47] Seja g : R
n → R+ uma função injetiva. Então a aplicação

qg : R
n × R

n → R+, definida por

qg(x, y) = max{g(x) − g(y), 0},

é uma quase-distância em R
n.

Exemplo 1.1.6. [32] Sejam µ > 0 e g : R
n → R uma função injetiva. Então, a

aplicação q : R
n × R

n → R+, definida por

q(x, y) = max{g(x) − g(y), µ‖x− y‖},

é uma quase-distância em R
n. De fato, da definição de q resulta que

q(x, y) = q(y, x) = 0 ⇐⇒ x = y.

Além disso, note que:
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1. Se q(x, y) = g(x) − g(y), então

q(x, y) = g(x) − g(z) + g(z) − g(y)

≤ max{g(x) − g(z), µ‖x− z‖} + max{g(z) − g(y), µ‖z − y‖}
= q(x, z) + q(z, y)

2. Se q(x, y) = µ‖x− y‖, então

q(x, y) ≤ µ‖x− z‖ + µ‖z − y‖
≤ max{g(x) − g(z), µ‖x− z‖} + max{g(z) − g(y), µ‖z − y‖}
= q(x, z) + q(z, y).

Assim

q(x, y) ≤ q(x, z) + q(z, y), x, y, z ∈ R
n.

Neste trabalho serão consideradas as quase-distâncias q em R
n que verificam as

seguintes condições:

i) Existe α > 0 tal que

α‖x− y‖ ≤ q(x, y), x, y ∈ R
n. (1.1)

ii) Existe β > 0 tal que

q(x, y) ≤ β‖x− y‖, x, y ∈ R
n. (1.2)

Note que a quase-distância apresentada no Exemplo 1.1.4 verifica (1.1) e (1.2)

com α = c1 e β = c2, respectivamente, e a quase-distância apresentada no Exem-

plo 1.1.6 verifica (1.2) com α = µ.

Observação 1.1.3. As quase-distâncias não verificam a condição (1.1) nem (1.2) em

geral. De fato, se n = 1 e g(x) = ex, no Exemplo 1.1.5, então

qg(x, y) = max{ex − ey, 0}

e para cada x e y ∈ R, com x < y, resulta que qg(x, y) = 0. Portanto, não existe

α > 0 tal que

α‖x− y‖ ≤ qg(x, y)

para quaisquer x, y ∈ R. Por outro lado, se (1.2) é verificada, então para 0 < x,
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tem-se q(x, 0) = ex − 1, assim ex−1
x

≤ β para todo x > 0. Mas

lim
x→+∞

ex − 1

x
= +∞.

Portanto, não existe β > 0 tal que verifique (1.2) para quaisquer x, y ∈ R.

A definição a seguir lembra vários conceitos úteis para este trabalho.

Definição 1.1.2. Sejam f : R
n → R ∪ {+∞} uma função e A um subconjunto de

R
n.

1. A função indicadora δA : R
n → R ∪ {+∞} do A é dada por

δA(x) =

{
0, se x ∈ A,

+∞, se x 6∈ A.

2. O Eṕıgrafo de f é dado por

epi(f) := {(x, α) ∈ R
n × R : f(x) ≤ α} .

3. O domı́nio efetivo de f , dom (f), é dado por

dom(f) = {x ∈ R
n : f(x) < +∞} ;

4. f é convexa se, e somente se, para todo x, y ∈ dom (f) e todo λ ∈ [0, 1],

f(λx+ (1 − λ)y) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(y);

5. f é côncava se, e somente se, −f é convexa;

6. f é coerciva se e somente se

lim
‖x‖→+∞

f(x) = +∞.

7. f é Lipschitz em A ⊆ dom(f) se e somente se existe L > 0 tal que

|f(x) − f(y)| ≤ L‖x− y‖, x, y ∈ A

8. f é localmente Lipschitz em A ⊆ dom(f) se e somente se, para cada x ∈ A,

existe ǫ > 0 tal que

f é Lipschitz em B(x, ǫ) ∩ A.
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Observação 1.1.4. Note que a função gerada por uma quase-distância, com algum de

seus argumentos fixos, não é necessariamente convexa nem coerciva em geral. Por

exemplo, seja a quase-distância q definida no Exemplo 1.1.1, isto é

q(x, y) =

{
0, se x ≤ y,

1, se x > y.

Para x = z = −1, y = 1 e λ = 1
2
, obtém-se

q(λx+ (1 − λ)y, z) = q(0,−1) = 1,

q(x, z) = q(−1,−1) = 0,

q(y, z) = q(1,−1) = 1.

Assim,

q(λx+ (1 − λ)y, z) = 1 >
1

2
= λq(x, z) + (1 − λ)q(y, z),

o que implica na não convexidade da q(·, z).

De forma análoga prova-se que q(z, ·) também não é uma função convexa. Basta

considerar x = −1, y = z = 0, e λ = 1
2
.

Por outro lado, da definição da q tem-se

q(x, y) ≤ 1, x, y ∈ R,

o que implica na não coercividade das funções q( · , z) e q(z, · ).
No entanto, existem quase-distâncias que são tanto convexas quanto coercivas.

Nos próximos exemplos mostra-se esta particularidade.

Exemplo 1.1.7. Sejam q a quase-distância definida no Exemplo 1.1.4 e z ∈ R
n.

Então, a função q( · , z) é convexa. De fato, visto que

q(x, z) =
n∑

i=1

qi(xi, zi) =
n∑

i=1

max {bi(zi − xi), ai(xi − zi)} , x ∈ R
n,

o máximo de funções convexas é convexa e a soma finita de funções convexas também

é convexa, segue o resultado.

Analogamente, prova-se que q(z, · ) é uma função convexa.

Além disso, do fato de que a quase-distância q verifica a condição (1.1), isto é,

existe c1 > 0 tal que

c1‖x− y‖ ≤ q(x, y), x, y ∈ R
n,

conclui-se que q( · , z) e q(z, · ) são funções coercivas.

Exemplo 1.1.8. Sejam q a quase-distância definida no Exemplo 1.1.5 e z ∈ R
n. Se
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g é uma função convexa, então as funções

qg( · , z) = max {g( · ) − g(z), 0} e qg(z, · ) = max {g(z) − g( · ), 0} ,

são convexa e côncava, respectivamente.

Observação 1.1.5. Seja z ∈ R
n. Se q é uma quase-distância que verifica a condição

(1.1), então q(z, · ), q2(z, · ), q( · , z) e q2( · , z) são funções coercivas.

O resultados que seguem estabelecem quando uma função definida a partir de

uma quase-distância é Lipschitz e/ou localmente Lipschitz.

Proposição 1.1.1. Seja q : R
n × R

n → R+ uma quase-distância que verifica (1.2).

Então, para cada z ∈ R
n, as funções q(z, · ) e q( · , z) são lipschitzianas em R

n.

Demonstração. Do Axioma (2) tem-se que

q(z, x) ≤ q(z, y) + q(y, x), x, y ∈ R
n,

ou equivalentemente,

q(z, x) − q(z, y) ≤ q(y, x), x, y ∈ R
n. (1.3)

De forma análoga tem-se que

− q(x, y) ≤ q(z, x) − q(z, y), x, y ∈ R
n. (1.4)

Logo, de (1.3) e (1.4) obtém-se que

|q(z, x) − q(z, y)| ≤ max{q(x, y), q(y, x)} ≤ q(x, y) + q(y, x).

Por outro lado, desde que q verifica a condição (1.2), existe L = 2β > 0 tal que

|q(z, x) − q(z, y)| ≤ L‖x− y‖, x, y ∈ R
n.

Assim, se conclui que q(z, ·) é lipschitziana.

De forma análoga prova-se que a função q( · , z) é lipschitziana.

Proposição 1.1.2. Seja q : R
n × R

n → R+ uma quase-distância que verifica (1.2).

Então, para cada z ∈ R
n, as funções q2(z, · ) e q2( · , z) são localmente lipschitzianas

em R
n, onde q2( · , · ) := (q( · , · ))2.

Demonstração. Considere x ∈ dom (q2(z, · )) = R
n e ǫ > 0. Afirma-se que para
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cada w ∈ B(x, ǫ), existe Kx > 0 tal que |q(z, w)| ≤ Kx. De fato,

|q(z, w)| = |q(z, w) − q(z, z)| ≤ L‖w − z‖
= L‖w − x+ x− z‖
≤ L (‖w − x‖ + ‖z − x‖)

≤ L (ǫ+ ‖z − x‖) .

Como x e z são fixados, pode-se definir a constante

Kx := L (ǫ+ ‖z − x‖)

e assim se estabelece a afirmação.

Por outro lado, para quaisquer x, y ∈ B(x, ǫ), da Proposição 1.1.1, se segue que

|q2(z, x) − q2(z, y)| = |q(z, x) + q(z, y)| |q(z, x) − q(z, y)|
≤ 2KxL‖x− y‖.

Assim, como x é arbitrário, conclui-se que q2(z, · ) é localmente lipschitziana em

R
n, com constante de Lipschitz 2KxL.

De forma análoga prova-se que a função q2( · , z) é localmente lipschitziana em

R
n.

O resultado que segue diz respeito à soma de funções é coerciva.

Proposição 1.1.3. Sejam f : R
n → R ∪ {+∞} uma função, q : R

n × R
n → R+

uma quase-distância, z ∈ R
n e λ > 0. Se f é limitada inferiormente e q2(z, · ) é

coerciva, então a função f + 1
λ
q2(z, · ) é coerciva.

Demonstração. Já que f é limitada inferiormente, existe β ∈ R tal que

β +
1

λ
q2(z, x) ≤

(
f +

1

λ
q2(z, · )

)
(x). (1.5)

Assim, desta desigualdade, tem-se que

lim
‖x‖→+∞

(
f +

1

λ
q2(z, · )

)
(x) = +∞.

Observação 1.1.6. Se q verifica a condição (1.2), a Proposição 1.1.2 implica que a

função q2(z, · ) é localmente lipschitziana, o que por sua vez junto com a semiconti-

nuidade inferior de f implica na semicontinuidade inferior de f + 1
λ
q2(z, · ).

O próximo resultado é uma consequência do Rockafellar e Wets [62, Teorema 1.9],

o qual mostra que, sob certas condições, o conjunto de minimizadores de uma função
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é não vazio.

Teorema 1.1.1. Seja f : R
n → R ∪ {+∞} uma função semicont́ınua inferior,

coerciva e própria. Então

−∞ < inf
x∈Rn

f(x).

Além disso,

arg min
{
f(x) : x ∈ R

n
}

é não vazio e compacto.

1.2 Teoria subdiferencial

Devido a que neste trabalho são consideradas funções não necessariamente conve-

xas nem diferenciáveis, é necessário estabelecer com que tipo de generalizações dos

subdiferenciais serão estabelecidos e/ou obtidos os resultados desta tese. Estes fa-

tos podem ser encontrados em diversos livros de análise variacional, tais como em

Borwein e Zhu [21], Mordukhovich [54], Rockafellar e Wets [62] e Schirotzek [64].

Definição 1.2.1. Sejam x ∈ R
n e f : R

n → R ∪ {+∞} uma função própria e

semicont́ınua inferior.

1. O subdiferencial Fréchet de f em x, ∂̂f(x), é dado por:

∂̂f(x) :=






{
x∗ ∈ R

n : lim inf
y 6=x
y→x

f(y)−f(x)−〈x∗,y−x〉
‖x−y‖

≥ 0

}
, se x ∈ dom (f),

∅, se x /∈ dom (f);

2. O subdiferencial-limite de f em x, ∂f(x), é dado por

∂f(x) :=
{
x∗ ∈ R

n : ∃xn → x, f(xn) → f(x), ∂̂f(xn) ∋ x∗n → x∗
}

;

3. O gráfico do operador ∂f : R
n → P(Rn), é dado por

Graf(∂f) := {(x, x∗) ∈ R
n × R

n : x∗ ∈ ∂f(x)} .

4. O conjunto dos pontos cŕıticos-limite de f , é dado por

crit(f) := {x ∈ R
n : 0 ∈ ∂f(x)} .
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Observação 1.2.1. Da definição acima obtém-se que ∂̂f(x) é um conjunto convexo e

fechado, enquanto que ∂f(x) é fechado. Mais ainda,

∂̂f(x) ⊂ ∂f(x), ∀x.

Note que quando f é uma função convexa ou é dada pelo máximo de uma

coleção finita de funções diferenciáveis, tem-se as seguintes caracterizações para os

subdiferenciais Fréchet e limite.

Proposição 1.2.1. [62, Proposição 8.12] Sejam f : R
n → R ∪ {+∞} uma função

convexa e própria, e x ∈ dom (f). Então,

∂f(x) = {v ∈ R
n : f(x) ≥ f(x) + 〈v, x− x〉 , x ∈ R

n } = ∂̂f(x).

Proposição 1.2.2. [62, pág. 321] Seja f : R
n → R ∪ {+∞} uma função dada por:

f = max{f1, ..., fm} com fi ∈ C1(Rn).

Então,

∂f(x) = conv {∇fi(x) : i ∈ I(x)} ,

onde I(x) = {i ∈ {1, ...,m} : f(x) = fi(x)}.

São apresentados a seguir alguns exemplos que ilustram os conceitos de subdife-

renciais Fréchet e limite.

Exemplo 1.2.1. Seja f = δ[0,1] : R → R ∪ {+∞}, definida por

δ[0,1](x) =

{
0, se x ∈ [0, 1] ,

+∞, caso contrário.

Então,

∂̂f(x) = ∂f(x) =






∅, se x < 0,

(−∞, 0] , se x = 0,

0, se x ∈ (0, 1) ,

[0,+∞) , se x = 1,

∅, se x > 1.

Exemplo 1.2.2. [21, Exemplo 3.1.5]

1. Se f(x) =
√
|x|, então

∂̂f(x) = ∂f(x) =






1

2
√

|x|
, se x 6= 0,

(−∞,+∞) , se x = 0.
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2. Se f(x) = max{x , 0}, então

∂̂f(x) = ∂f(x) =






1, se x > 0,

conv {1, 0} , se x = 0,

0, se x < 0.

Exemplo 1.2.3. [21, Exemplo 5.2.23] Se f(x) = |x |, então

∂̂f(x) = ∂f(x) =






1, se x > 0,

−1, se x < 0,

[−1, 1] , se x = 0.

Por outro lado,

∂̂(−f)(x) =






−1, se x > 0,

1, se x < 0,

∅, se x = 0,

∂ (−f) (x) =






−1, se x > 0,

1, se x < 0,

{−1, 1}, se x = 0.

Exemplo 1.2.4. [62, pág. 304] Sejam f1, f2 : R → R duas funções definidas, res-

pectivamente, por

f1(x) =

{
x2sen 1

x
, se x 6= 0,

0, se x = 0,
e f2(x) =

{
x2sen 1

x2 , se x 6= 0,

0, se x = 0.

Note que, f1 e f2 são diferenciáveis em R. Além disso,

∂̂f1(0) = ∂̂f2(0) = {0}.

Porém,

∂f1(0) = [−1, 1] e ∂f2(0) = (−∞,∞).

Exemplo 1.2.5. [62, Exemplo 8.53] Sejam x ∈ R
n e Ω um subconjunto não vazio

e fechado de R
n. Seja a distância de x a Ω, definida por

dist(x,Ω) = inf {‖x− y‖ : y ∈ Ω} .
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Se x /∈ Ω, então o subdiferencial Fréchet neste ponto é dado por

∂̂ (dist( · ,Ω)) (x) =






x− w

‖x− w‖ , se projΩ(x) = {w},

∅, caso contrário,

e o subdiferencial limite neste ponto é dado por

∂ (dist( · ,Ω)) (x) =
x− projΩ(x)

dist(x,Ω)
,

onde projΩ(x ) denota a projeção de x sobre Ω.

Os resultados que se seguem dizem respeito às condições necessárias de oti-

malidade em termos dos subdiferenciais Fréchet e limite do seguinte problema de

otimização

min
x∈Rn

f(x),

onde f : R
n → R ∪ {+∞}.

Teorema 1.2.1. [62, Teorema 10.1] Sejam f : R
n → R∪{+∞} uma função própria

e x ∈ dom (f). Se x é um mı́nimo local de f , então

0 ∈ ∂̂f(x) e 0 ∈ ∂f(x).

Observe que a rećıproca do resultado acima é válida quando f é uma função

convexa.

Um resultado importante sobre a limitação do subdiferencial limite de funções

localmente lipschitzianas é apresentado a continuação.

Proposição 1.2.3. [54, Corolário 1.81] Seja ϕ localmente lipschitz em x com cons-

tante de lipschitz ℓ ≥ 0. Então

‖x∗‖ ≤ ℓ ∀x∗ ∈ ∂ϕ(x).

Para finalizar esta parte, são apresentados resultados referentes ao subdiferencial

limite da soma e do produto de funções. Tais propriedades podem ser encontradas

em Mordukhovich e Shao [55], Mordukhovich[54] e Rockafellar e Wets [62].

Proposição 1.2.4. [62] Sejam x ∈ R
n e fi : R

n → R ∪ {+∞}, i = 1, 2. Se f1 é

localmente lipschitziana em x e f2 é semicontinua inferior, com x ∈ dom (f2), então

∂ (f1 + f2) (x) ⊂ ∂f1(x) + ∂f2(x).
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Proposição 1.2.5. [55, Teorema 7.1] Sejam x ∈ R
n e fi : R

n → R, i = 1, 2. Se f1

e f2 são localmente lipschitzianas em x, então

∂(f1.f2)(x) = ∂ (f2(x)f1 + f1(x)f2) (x)

⊂ ∂ (f2(x)f1) (x) + ∂ (f1(x)f2) (x). (1.6)

Além disso, se f1 e f2 são funções não negativas, então

∂ (f2(x)f1) (x) + ∂ (f1(x)f2) (x) = f2(x) ∂f1(x) + f1(x) ∂f2(x).

Nesta parte, denota-se:

Ω
x→ x ⇐⇒ x→ x com x ∈ Ω

Definição 1.2.2. [54] Seja Ω um subconjunto não vazio de R
n.

1. Dados x ∈ Ω e ǫ ≥ 0, o conjunto dos ǫ-normais de Ω em x, N̂ǫ (x; Ω), é dado

por:

N̂ǫ (x; Ω) :=

{
x∗ ∈ R

n : lim sup
Ω

u→x

〈x∗, u− x〉
‖u− x‖ ≤ ǫ

}
. (1.7)

Quando ǫ = 0, este conjunto é conhecido como cone pré-normal de Ω em x,

denotado por N̂ (x; Ω), e seus elementos são chamados normais Fréchet. Se

x 6∈ Ω, define-se N̂ǫ (x; Ω) := ∅ para todo ǫ ≥ 0.

2. Seja x ∈ Ω. O cone normal básico ou limite de Ω em x, N (x; Ω), é dado

por:

N (x; Ω) :=

{
x∗ ∈ R

n : ∃ ǫk ↓ 0
Ω

xk → x, x∗k ∈ N̂ǫk
(xk; Ω) → x∗

}
(1.8)

e seus respectivos elementos são chamados de normais básicos ou limites.

Se x 6∈ Ω, define-se N (x; Ω) := ∅.

Prossegue-se com o conceito do subdiferencial singular.

Definição 1.2.3. [64] Sejam x ∈ R
n e f : R

n → R ∪ {+∞} uma função própria e

semicont́ınua inferior. O subdiferencial singular de f em x, ∂∞f(x), é dado por:

∂∞f(x) := {x∗ ∈ R
n : (x∗, 0) ∈ N ( (x, f(x)); epi(f) )} .

Proposição 1.2.6. [54, Proposição 1.79] Seja Ω um subconjunto não vazio de R
n.

Então para qualquer x ∈ Ω tem-se que

∂δΩ(x) = ∂∞δΩ(x) = N(x; Ω).
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Proposição 1.2.7. [64, Proposição 13.1.7] Sejam D ⊂ R
n e x ∈ D. Assuma que

para alguma vizinhança U de x o conjunto D ∩ U é convexo. Então

N̂(x; Ω) = N(x; Ω) = {x∗ ∈ R
n : 〈x∗, x− x〉 ≤ 0 ∀x ∈ D ∩ U} .

Proposição 1.2.8. [64, Proposição 13.5.5] Sejam f1, ..., fm : R
n → R ∪ {+∞}

funções semicont́ınuas inferiores, e seja x ∈ ∩m
i=1dom (fi). Assuma também que a

seguinte Condição de Qualificação (Q) é verificada

(Q) [x∗i ∈ ∂∞fi(x), i = 1, . . . ,m e x∗1 + · · · + x∗m = 0] =⇒ x∗1 = · · · = x∗m = 0.

Então

∂ (f1 + · · · + fn) (x) ⊂ ∂f1(x) + · · · + ∂fm(x).

Observação 1.2.2. Note-se que a condição de qualificação (Q) é verificada quando:

1. [60] Dadas f1, f2 funções semicont́ınuas inferiores, convexas e próprias e x ∈
dom (f1) ∩ dom (f2):

• Se f1 é finita e cont́ınua em algum a ∈ dom (f2); ou

• Se 0 ∈ ri (dom (f1) − dom (f2)).

Então tem-se a condição (Q):

∂∞f1(x) ∩ (−∂∞f2(x)) = {0}.

2. [64] Considere o seguinte problema

min
x∈∩r

i=1
Ai

f(x)

onde f é localmente lipschitziana em x e Ai := {x ∈ R
n : fi(x) ≤ 0}, i =

1, ..., r, com fi : R
n → R estritamente diferenciável em x ∈ ∩r

i=1Ai. Se a

condição de Mangasarian-Fromowitz:

f ′
1(x), ..., f ′

r(x) são positivamente linearmente independentes,

é verificada, tem-se que neste caso a condição (Q) é verificada e tem a seguinte

caracterização:

(Q) [x∗i ∈ N(Ai : x), x∗1 + · · · + x∗r = 0 =⇒ x∗1 = · · · = x∗r = 0] .

A continuação apresenta-se um resultado técnico útil com respeito às series po-

sitivas, uma prova deste fato pode ser encontrada em Bento et al. [13].
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Lema 1.2.1. Seja {ak} uma sequencia de números positivos tais que

+∞∑

k=1

a2
k

ak−1

< +∞.

Então,
∑+∞

k=1 ak < +∞.

1.3 A desigualdade de Kurdyka- Lojasiewicz

Nesta seção é lembrada a caracterização da desigualdade de Kurdyka- Lojasiewicz

[48, 52] no contexto do subdiferencial limite, como foi apresentada por Attouch et

al. em [8], Absil et al. em [1], Attouch e Bolte em [7] e Bolte et al. em [19].

Antes é necessário definir os seguintes conjuntos.

Seja r ∈ (0,+∞]. Define-se:

K(0, r) :=
{
φ ∈ C[0, r) ∩ C1(0, r) : φ(0) = 0 e φ′(r) > 0,∀r ∈ (0, r)

}
,

onde C[0, r) denota o conjunto das funções cont́ınuas em [0, r) e C1(0, r) denota o

conjunto das funções continuamente diferenciáveis em (0, r).

Sejam f : R
n → R ∪ {+∞} uma função semicont́ınua inferior e η1 < η2 ≤ +∞.

Define-se:

[η1 < f < η2] := {x ∈ R
n : η1 < f(x) < η2} .

Definição 1.3.1. Diz-se que uma função f verifica a propriedade de Kurdyka-

 Lojasiewicz em x ∈ dom(∂f) se existem η ∈ (0,+∞], uma vizinhança de x, U , uma

função ϕ ∈ K(0, η) côncava, tais que a desigualdade de Kurdyka- Lojasiewicz

dada abaixo

ϕ′ (f(x) − f(x)) dist (0, ∂f(x)) ≥ 1, (1.9)

é satisfeita para todo x ∈ U ∩ [f(x) < f < f(x) + η].

Observação 1.3.1. Em particular, na definição acima, se f |dom (f), a restrição da f

ao dom (f), é cont́ınua e

ϕ(s) := s1−θ, θ ∈
[

1
2
, 1

)
,

então recupera-se a chamada desigualdade de  Lojasiewicz. De fato, suponha que f

verifica a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz em x ∈ dom(∂f). Então para cada
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x ∈ B(x, ǫ) ∩ [f(x) < f < f(x) + r0] e ξ ∈ ∂f(x), a desigualdade (1.9) implica que

1 ≤ ϕ′ (f(x) − f(x)) ‖ξ‖
≤

∣∣∣(1 − θ) (f(x) − f(x))−θ
∣∣∣ ‖ξ‖

≤
∣∣∣(f(x) − f(x))−θ

∣∣∣ ‖ξ‖,

ou equivalentemente

|f(x) − f(x)|θ ≤ ‖ξ‖

Note que esta é a caracterização usada por  Lojasiewicz [52], Absil et al. [1] e Attouch

e Bolte [7].

Recentemente Attouch et al. em [8] provaram que uma função própria semi-

cont́ınua inferior verifica a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz em qualquer ponto

que não é cŕıtico. A continuação apresentamos uma prova deste resultado, extraida

de Bento et al. [13]

Lema 1.3.1. Sejam f : R
n → R ∪ {+∞} uma função própria e semicont́ınua

inferior e x ∈ dom (∂f) tal que 0 6∈ ∂f(x). Então, a propriedade de Kurdyka-

 Lojasiewicz é verificada em x.

Demonstração. Desde que x 6∈ crit(f) e ∂f(x) é um conjunto fechado, tem-se que

δ := dist(0, ∂f(x)) > 0.

Considere ϕ(t) := t
δ
, U := B(x, δ

2
), η := δ

2
e note que para cada x ∈ dom (∂f),

ϕ′ (f(x) − f(x)) dist(0, ∂f(x)) =
dist(0, ∂f(x))

δ
(1.10)

Agora, para cada x ∈ U ∩ [f(x) − η < f < f(x) + η] arbitrario, note que

‖x− x‖ + |f(x) − f(x)| < δ.

Estabelece-se que, para cada x verificando a ultima desigualdade, verifica-se

dist(0, ∂f(x)) ≥ δ. (1.11)

Suponhamos por contradição, que este fato no é verificado. Então, existe as sequen-

cias
{

(yk, vk)
}
⊂ Graf(∂f) e {δk} ⊂ R++ tais que

‖yk − x‖ + |f(yk) − f(x)| < δk e ‖vk‖ ≤ δk,
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com {δk} convergindo ao zero. Assim, desde que

lim
k→+∞

(yk, vk) = (x, 0) e lim
k→+∞

f(yk) = f(x)

e desde que ∂f é uma aplicação fechada, segue-se que x ∈ crit(f), o qual é uma

contradição. Portanto o resultado do Lema segue-se por combinar (1.10) com (1.11).

Na literatura são encontrados os seguintes exemplos de funções que verificam a

propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz.

Exemplo 1.3.1. [7, 8, 52] A propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz é verificada por:

1. Funções anaĺıticas reais, isto é, funções C∞ que coincidem com a sua série de

Taylor na vizinhança de cada ponto.

2. Funções semialgébricas, isto é, funções cujos gráficos podem ser expressos como

p⋃

i=1

q⋂

j=1

{x ∈ R
n : Pij(x) = 0, Qij(x) > 0} ,

onde Pij, Qij : R
n → R são polinômios para todo i = 1, · · · , p e j = 1, · · · , q.

3. Funções convexas que satisfazem a condição seguinte:

Para cada x̂ ∈ arg min(f), existem C > 0, r ≥ 1 e ǫ > 0 tais que

f(x) ≥ f(x̂) + C dist (x, arg min(f))r , x ∈ B(x̂, ǫ).

Em particular, as funções fortemente convexas, verificam esta propriedade.

4. Funções “definable” em uma estrutura o-minimal.

5. Funções de Morse.

Exemplo 1.3.2. [8] Diz-se que uma aplicação F : R
n → R

m é metricamente

regular em x ∈ R
n, se existem uma vizinhança de x, V , uma vizinhança de F (x),

W , e k > 0 tais que

dist
(
x, F−1(y)

)
≤ k dist (y, F (x)) ∀x ∈ V, ∀ y ∈ W.

Assim, considerando D um subconjunto não vazio, fechado e convexo de R
n, F é

C1 em uma vizinhança de x e definindo

f(x) :=
1

2
dist2 (F (x), D) ,
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Attouch et al. [8] provaram que f verifica a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz em

todos os pontos x onde F é metricamente regular, para ϕ : s ∈ [0,+∞) 7→ k′
√

2s,

com k′ > k constante positiva fixa.

Observação 1.3.2. Note que as funções convexas não verificam necessariamente a pro-

priedade de Kurdyka- Lojasiewicz. De fato, Bolte et al. em [19, Teorema 36], mostra-

ram que existe uma função convexa f : R
2 → R de classe C2, com minx∈R2 f(x) = 0,

que não verifica a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz. Por outro lado, Absil et

al. [1], consideraram a seguinte função C∞ definida em coordenadas polares,

f(r, θ) =






e
− 1

1−r2

[
1 − 4r4

4r4+(1−r2)4
sen

(
θ − 1

1−r2

)]
, se r < 1,

0, se r ≥ 1,

(1.12)

para mostrar que a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz não é verificada no conjunto

{
(r, θ) ∈ R

2 : f(r, θ) = 0
}
.

De fato, para todo r > 0, não existe ψ : (0, r) → (0,+∞) estritamente crescente e

C1(0, r) tal que

‖∇ (ψ ◦ f) (x)‖ ≥ 1,

para valores positivos de f(x) próximos de 0.

Para maiores informações sobre exemplos e aplicações da propriedade de

Kurdyka- Lojasiewicz em contextos mais gerais, veja por exemplo Bolte et al. [18],

Bolte et al. [19] e Attouch et al. [8].

23



Caṕıtulo 2

Um algoritmo proximal com

quase-distância

Neste caṕıtulo considera-se o seguinte Problema de minimização:

min
x∈Rn

f(x), (2.1)

onde f : R
n → R ∪ {+∞} é uma função própria e semicont́ınua inferior.

Vale ressaltar que f não é necessariamente convexa, e no decorrer deste caṕıtulo

serão consideradas as seguintes hipóteses:

(H1) −∞ < inf
x∈Rn

f(x);

(H2) f é cont́ınua em dom (f).

A seguir, se propõe para este problema um algoritmo de ponto proximal com

quase-distância, a qual faz o papel da regularização. Prova-se a boa definição deste

algoritmo sob condições usuais de coercividade na regularização. Por outro lado, sob

hipóteses adicionais, garante-se que a sequência gerada por este método converge

para um ponto cŕıtico-limite. Os resultados deste caṕıtulo foram publicados em [32].

2.1 O algoritmo MPQD

A seguir é apresentado o método de ponto proximal com quase-distância, denotado

por MPQD, o qual gera uma sequência {xk}k∈N via a seguinte recursão:
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Algoritmo MPQD

1. Considere x0 ∈ dom (f).

2. Dado xk, encontrar xk+1 tal que

xk+1 ∈ arg min

{
f(u) +

1

2λk

q2(xk, u) : u ∈ R
n

}
, (2.2)

onde {λk}k∈N é uma sequência positiva, com λk ∈ (λ−, λ+) ⊂ R++.

3. Se xk+1 = xk, PARE.

Observação 2.1.1. Já que a função objetivo não é necessariamente convexa, o algo-

ritmo apresentado acima é do tipo local, isto é, ele se restringe a explorar em uma

vizinhança de algum ponto cŕıtico-limite.

A proposição seguinte estabelece a boa definição do método acima. Antes são

necessárias as seguintes hipóteses sobre a quase-distância q:

(H3a) q verifica a condição (1.1), isto é, existe α > 0 tal que

α‖x− y‖ ≤ q(x, y), x, y ∈ R
n;

(H3b) q verifica a condição (1.2), isto é, existe β > 0 tal que

q(x, y) ≤ β‖x− y‖, x, y ∈ R
n;

Proposição 2.1.1. Se as hipóteses (H1), (H3a) e (H3b) são verificadas, então a

sequência {xk}, gerada pelo Algoritmo MPQD, está bem definida.

Demonstração. Este resultado é consequência direta do Teorema 1.1.1.

Na sequência são provadas algumas propriedades do algoritmo MPQD.

Proposição 2.1.2. Seja {xk}k∈N uma sequência gerada pelo Algoritmo MPQD.

Então {f(xk)}k∈N é uma sequência convergente.
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Demonstração. Da recursão (2.2), tem-se que

f(xk+1) +
1

2λk

q2(xk, xk+1) ≤ f(xk), k ∈ N. (2.3)

Assim,

f(xk+1) ≤ f(xk), k ∈ N,

o que implica que a sequência {f(xk)}k∈N é não crescente. Ademais, este fato junto

com a limitação inferior de f implicam na convergência de {f(xk)}k∈N.

Proposição 2.1.3. Seja {xk}k∈N uma sequência gerada pelo Algoritmo MPQD.

Então,
+∞∑
k=0

q2(xk, xk+1) < +∞. Em particular

lim
k→+∞

q(xk, xk+1) = 0.

Demonstração. De (2.3) e do fato de λk pertencer ao intervalo (λ−, λ+), obtém-se

que

f(xk+1) +
1

2λ+

q2(xk, xk+1) ≤ f(xk), k ∈ N. (2.4)

Somando-se então a desigualdade acima para k = 1, · · · ,m, resulta que

m∑

k=0

q2(xk, xk+1) ≤ 2λ+

[
f(x0) − f(xm+1)

]
. (2.5)

Por outro lado, a hipótese de limitação inferior de f implica que

2λ+

[
f(x0) − inf

x∈Rn
f(x)

]
<∞.

Assim, considerando o limite quando m → +∞ na expressão (2.5), estabelece-se o

resultado.

Em particular, da convergência de
∑+∞

k=0 q
2(xk, xk+1), segue diretamente que

lim
k→+∞

q(xk, xk+1) = 0.

Observe-se que a recursão (2.2) pode ser caracterizada em termos do

subdiferencial-limite.

Proposição 2.1.4. Se as hipóteses (H1), (H3a) e (H3b) são verificadas, então exis-

tem ξk+1 ∈ ∂f(xk+1) e ζk+1 ∈ ∂
(
q(xk, · )

)
(xk+1) tais que

0 = ξk+1 +
q(xk, xk+1)

λk

ζk+1. (2.6)
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Demonstração. Visto que xk+1 verifica a condição de otimalidade de primeira ordem

da função f + 1
2λk
q2(xk, · ), o Teorema 1.2.1 implica que

0 ∈ ∂

(
f +

1

2λk

q2(xk, · )
)

(xk+1).

Por outro lado, desde que (H3b) é verificada, a Proposição 1.1.1 garante que para

z = xk, a função 1
2λk
q2(xk, · ) é localmente lipschitziana em xk+1, que acrescido à

semicontinuidade inferior de f à Proposição 1.2.4 resulta em

0 ∈ ∂f(xk+1) +
1

2λk

∂
(
q2(xk, · )

)
(xk+1), k ∈ N. (2.7)

Além disso, considerando f1 = f2 = q(xk, · ) ≥ 0 e x = xk+1 na Proposição 1.2.5,

resulta que

∂
(
q2(xk, · )

)
(xk+1) ⊂ 2q(xk, xk+1)∂

(
q(xk, · )

)
(xk+1), k ∈ N. (2.8)

Assim, combinando (2.7) com (2.8), obtém-se que

0 ∈ ∂f(xk+1) +
1

λk

q(xk, xk+1)∂
(
q(xk, · )

)
(xk+1).

Portanto, existem ξk+1 ∈ ∂f(xk+1) e ζk+1 ∈ ∂
(
q(xk, · )

)
(xk+1) tais que (2.6) é

verificada.

Ao longo deste caṕıtulo o conjunto de pontos de acumulação da sequência

{xk}k∈N será denotado por ω(x0). Assim, a proposição que segue trata de algu-

mas propriedades referentes a ele.

Proposição 2.1.5. Seja {xk}k∈N uma sequência gerada pelo Algoritmo MPQD.

Se a hipótese (H2) é verificada então:

1. f é finita e constante sobre ω(x0).

2. Se {xk}k∈N é limitada, então ω(x0) é um conjunto não vazio, compacto e

conexo. Além disso,

lim
k→+∞

dist
(
xk, ω(x0)

)
= 0. (2.9)

Demonstração. 1) Se ω(x0) = ∅ o resultado é verdadeiro. Suponhamos que ω(x0) 6=
∅, pela Proposição 2.1.2 existe β ∈ R tal que

lim
k→+∞

f(xk) = β. (2.10)
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Agora considere x ∈ ω(x0), com {xkj}j∈N sendo a subsequência de {xk}k∈N con-

vergindo a x. Assim, a continuidade de f e (2.10) implicam que

f(x) = lim
j→+∞

f(xkj ) = β.

Como x é arbitrário, a prova está conclúıda.

2) A limitação de {xk}k∈N e a continuidade de f implicam, diretamente, que ω(x0)

é um conjunto não vazio, compacto e conexo. Provemos agora (2.9). Suponha, por

contradição, que existem γ > 0 e n0 ∈ N tais que:

dist
(
xk, ω(x0)

)
> γ, k ≥ n0.

Considere x̂ ∈ ω(x0) e uma subsequência {xkl}l∈N de {xk}k∈N tais que lim
l→+∞

xkl = x̂.

Consequentemente lim
l→+∞

dist(xkl , x̂) = 0, o que implica em

lim
l→+∞

dist
(
xkl , ω(x0)

)
= 0,

pois 0 ≤ dist
(
xkl , ω(x0)

)
≤ dist

(
xkl , x̂

)
. Portanto existe n1 := n1(γ) ∈ N tal que

dist
(
xkl , ω(x0)

)
< γ, l ≥ n1.

Porém, considerando l ≥ n1 tal que kl ≥ n0, tem-se que

dist
(
xkl , ω(x0)

)
< γ,

o que é uma contradição. Segue portanto o resultado.

Observação 2.1.2. Embora se suponha que a sequência {xk}k∈N é limitada, isto

não garante a convergência da mesma. De fato, Absil et al. em [1, pág. 538]

consideraram a função definida em (1.12), isto é,

f(r, θ) =






e
− 1

1−r2

[
1 − 4r4

4r4+(1−r2)4
sen

(
θ − 1

1−r2

)]
, se r < 1,

0, se r ≥ 1,

para mostrar que o conjunto ω(x0) não é unitário.

2.2 Resultado de convergência

Antes de apresentar o principal resultado deste Caṕıtulo, necessita-se os seguintes

resultados preliminares.
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Lema 2.2.1. Sejam z, x ∈ R
n e q uma quase-distância que verifica (H3b). Então

existe uma constante L > 0 que independe de z, x tal que:

‖x∗‖ ≤ L ∀x∗ ∈ ∂ (q(z, · )) (x) (2.11)

Demonstração. De (H3b) e a Proposição 1.1.1 tem-se que q(z, · ) é uma função lips-

chitziana em R
n, com constante de Lipschitz 2β > 0, em particular q(z, · ) é uma

função localmente lipschitziana em x ∈ R
n com constante de Lipschitz 2β. Note

que esta constante independe de z.

Assim, a Proposição 1.2.3 implica que

‖x∗‖ ≤ 2β ∀x∗ ∈ ∂ (q(z, · )) (x)

Porém, 2β também independe de x. Portanto, ∃L = 2β > 0 que independe de z, x

tal que (2.11) é verificado.

Observação 2.2.1. Em particular, se z = xk e x = xk+1 no Lema 2.2.1 obtêm-se que

‖x∗‖ ≤ L ∀x∗ ∈ ∂
(
q(xk, · )

)
(xk+1).

Proposição 2.2.1. Seja {xk}k∈N uma sequência gerada pelo Algoritmo MPQD.

Então, qualquer ponto de acumulação de {xk}k∈N é um ponto de crit(f).

Demonstração. Considere x ∈ ω(x0) e {xkj}j∈N a subsequência de {xk}k∈N que

converge para x. Prova-se que 0 ∈ ∂f(x).

De fato, da Proposicao 2.1.4, tem-se que existem ξkj+1 ∈ ∂f(xkj+1) e ζkj+1 ∈
∂

(
q(xkj , · )

)
(xkj+1) tais que

0 = ξkj+1 +
q(xkj , xkj+1)

λkj

ζkj+1.

Assim, tem-se que

‖ξkj+1‖ ≤ q(xkj , xkj+1)

λkj

‖ζkj+1‖

≤ L
λ−
q(xkj , xkj+1)

onde a ultima desigualdade é uma consequência da Observação 2.2.1, logo, conside-

rando o limite quando j → +∞ e pela Proposição 3.1.4 implicam em

lim
j→+∞

‖ξkj‖ = 0.
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o que significa que

0 ∈ ∂f(x).

O teorema que se segue é o principal resultado deste caṕıtulo, pois estabelece

quando uma sequência gerada pelo MPQD é convergente. Observe-se que este re-

sultado estende aquele obtido por Attouch e Bolte em [7].

Teorema 2.2.1. Assuma que as hipóteses (H1),(H2),(H3a) e (H3b) são verifica-

das. Assuma também que f verifica a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz (1.9)

em crit(f). Seja {xk}k∈N uma sequência gerada pelo Algoritmo MPQD. Se a

sequência {xk}k∈N é limitada, então

+∞∑

k=0

q(xk, xk+1) < +∞.

Em particular, a sequência {xk}k∈N converge para algum ponto cŕıtico-limite de f .

Demonstração. Como f é limitada inferiormente, sem perda de generalidade, pode-

se supor que

f(x) := f(x) − inf
k≥0

f(xk).

Assim, tem-se que

lim
k→+∞

f(xk) = 0,

o que junto com a Proposição 2.1.5 implicam que f(x) = 0, para cada x ∈ ω(x0).

Além disto, da Proposição 2.2.1 resulta que ω(x0) ⊂ crit(f). Assim

x ∈ crit(f) ∩ {x ∈ R
n : f(x) = 0} .

Por outro lado, caso ocorra xk+1 = xk para algum k ≥ 1, isto não tem

consequência na análise assintótica, portanto, neste caso, pode-se supor que

q(xk, xk+1) > 0, para todo k ≥ 0, o que diretamente implica na estrita decrescência

da sequência {f(xk)}k∈N.

Visto que f verifica a propriedade de Kurdyka-  Lojasiewicz em crit(f), existem

η ∈ (0,+∞] e ϕ tais que

ϕ ∈ K(0, η) é estritamente côncava no intervalo (0, η).

Em consequência, a função −ϕ é convexa e diferenciável em (0, η) e portanto

ϕ(t) − ϕ(s) ≥ ϕ′(t)(t− s), s, t ∈ (0, η).
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Então, fazendo s = f(xk+1) e t = f(xk) na desigualdade acima, obtém-se

ϕ
(
f(xk)

)
− ϕ

(
f(xk+1)

)
≥ ϕ′

(
f(xk)

) (
f(xk) − f(xk+1)

)

≥ ϕ′
(
f(xk)

) 1

2λk

q2(xk, xk+1), (2.12)

onde a última desigualdade é obtida da desigualdade (2.3) junto com o fato de que

ϕ′
(
f(xk)

)
> 0.

E novamente, pela propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz de f em x, existe uma

vizinhança de x, B(x, ǫ), tal que

ϕ′ (f(x) − f(x)) dist (0, ∂f(x)) ≥ 1.

Porém f(x) = 0, logo

ϕ′(f(x))‖ξ‖ ≥ 1, ∀x ∈ B(x, ǫ) ∩ [0 < f < η] ∀ ξ ∈ ∂f(x), (2.13)

o que resulta em

1

‖ξk‖ ≤ ϕ′
(
f(xk)

)
, xk ∈ B(x; ǫ) ∩ [0 < f < η] , ξk ∈ ∂f(xk). (2.14)

Por outro lado, como a igualdade (2.6) é verificada para todo k ∈ N, isto é

0 = ξk +
q(xk−1, xk)

λk−1

ζk,

obtém-se
∥∥ξk

∥∥ =
q(xk−1, xk)

λk−1

‖ζk‖, k ≥ 0,

onde ζk ∈ ∂
(
q(xk−1, · )

)
(xk). Além disso, desde que λk ∈ (λ−, λ+) e pela Ob-

servação 2.2.1 existe L > 0 tal que

λ−
q(xk−1, xk)L ≤ 1

‖ξk‖ , k ≥ 0. (2.15)

Logo, juntando as desigualdades (2.14) com (2.15) resulta que existe n0 = n0(ǫ) ∈ N

tal que
λ−

q(xk−1, xk)L ≤ ϕ′
(
f(xk)

)
, k ≥ n0, (2.16)

Assim, combinando (2.16) com (2.12) e do fato de 0 < λk < λ+, obtém-se

q2(xk, xk+1)

q(xk−1, xk)
≤ Lλ+

λ−

(
ϕ

(
f(xk)

)
− ϕ

(
f(xk+1)

))
, k ≥ n0. (2.17)
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e a soma de (2.17) para k = n0 até m pode ser considerada, obténdo-se

m∑

k=n0

q2(xk, xk+1)

q(xk−1, xk)
≤ Lλ+

λ−

m∑

k=n0

(
ϕ

(
f(xk)

)
− ϕ

(
f(xk+1)

))

=
Lλ+

λ−

(
ϕ (f(xn0)) − ϕ

(
f(xm+1)

))

≤ Lλ+

λ−
(ϕ (f(xn0)) − 0)

< +∞

portanto, pelo Lema 1.2.1 conclui-se que

∞∑

k=0

q(xk, xk+1) < +∞.

Assim, pela hipótese (H3a) existe α > 0 tal que, para todo k ≥ 0

α‖xk − xk+1‖ ≤ q(xk, xk+1),

Isto significa que
∞∑

k=0

‖xk − xk+1‖ < +∞.

Então {xk}k∈N é uma sequência de Cauchy, logo convergente. Consequentemente, o

conjunto dos pontos de acumulação ω(x0) é unitário.

Observação 2.2.2. É importante mencionar que o Prof. Soubeyran contribuiu com

este trabalho apresentando um modelo onde o método de ponto proximal com quase-

distância é interpretado e aplicado na formação de hábito, a formulação deste modelo

aparece em detalhe no trabalho que foi realizado em parceria, em [32]. De fato, nos

trabalhos apresentados por Attouch e Soubeyram em [9, 10] os custos de mudança

são representados com o termo de regularização, porém este termo de regularização

é o quadrado da distância Euclideana, o qual é incapaz de gerar aplicações na Econo-

mia e Ciências Sociais, devido a que este não pode representar um custo de mudança,

pois neste caso o custo de mudar de x para y é igual ao custo de mudar de y para x,

uma suposição simétrica muito restritiva para este tipo de modelagem. Por outro

lado, em [32] o modelo de formação de habito descreve um consumidor que tem:

i) uma função de utilidade separável a qual muda com a experiência, e

ii) custos de mudança entre os feixes de consumo (os quais modelam a inércia).

Em resumo, o Prof. Soubeyran considerou:
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i) o aspecto de adaptação (por preferências variáveis que requerem otimização

repetida),

ii) o custos de mudança como uma quase-distância, e

iii) a desutilidade do custo de mudança como uma função convexa crescente de

custos de mudança.

Além disso, considera-se a quase-distância do Exemplo 1.1.4, a qual interpreta os

custo de mudança entre feixes de consumo e a desutilidade do custo de mudança

como o quadrado desta quase-distância.
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Caṕıtulo 3

Trabalhos em Andamento

Neste Caṕıtulo apresentamos trabalhos que encontram-se em andamento.

O problema de interesse deste caṕıtulo é o Problema de Equiĺıbrio PE(f, C)

o qual consiste em:

PE(f, C)

{
Encontrar x∗ ∈ C tal que

f(x∗, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C,
(3.1)

onde C é um subconjunto não vazio, convexo e fechado de R
n e f : C × C → R é

uma bifunção que verifica a seguinte propriedade:

P1. f(x, x) = 0 para todo x ∈ C;

O problema PE(f, C) generaliza várias classes de problemas de programação ma-

temática, problemas de complementariedade, desigualdades variacionais, problemas

de ponto fixo, problemas de equiĺıbrio de Nash e problemas minimax, para detalhes

veja por exemplo Blum e Oettli [17] e Iusem e Sosa [36].

Por outro lado, a aplicação do método proximal aos problemas de equiĺıbrio não

é nova na literatura, já que tal abordagem é considerada por exemplo nos trabalhos

Antipin [4, 5], Fl̊am e Antipin [30], Antipin et al. [6], Moudafi [56–58], Van Nguyen

et al. [66], Combettes e Hirstoaga [26], Iusem e Sosa [37] e Konnov [42, 44].

Neste contexto se propõe um algoritmo proximal com quase-distância para o

problema de equiĺıbrio, e apresentam-se alguns resultados parciais, estendendo o

método MPQD apresentado no Caṕıtulo 2.

A seção seguinte trata de um segundo trabalho em andamento, no qual se estuda

uma extensão do prinćıpio variacional de Borwein-Preiss [20] usando funções do tipo

gauge, veja Definição 3.2.1, com o intuito de estudar a existência de soluções do

problema de equiĺıbrio com base nos resultados teóricos apresentados por Bianchi

et al. em [15] e Li e Shi em [51].
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3.1 Um método proximal para o problema

PE(f, C)

Nesta seção, se apresenta um algoritmo proximal para o problema de equiĺıbrio

PE(f, C) associado com uma quase-distância, a qual faz o papel da regularização. A

boa definição deste algoritmo é provada sob condições usuais de coercividade na regu-

larização e uma caracterização em termos do subdiferencial limite das iterações pro-

ximais; além disso são apresentadas algumas propriedades decorrentes do método.

Nesta seção assume-se as seguintes hipóteses:

P2. f ∈ A := {f : C × C → R : f(x, y) ≤ f(x, z) + f(z, y) ∀x, y, z};

P3. f(u, · ) : C → R é uma função semicont́ınua inferior e limitada inferiormente

para todo u ∈ C;

No próximo exemplo apresenta-se funções que verificam as hipóteses P1-P3.

Exemplo 3.1.1. [15] Seja g : R
n → R ∪ {+∞} uma função semicont́ınua inferior e

limitada inferiormente. Então

1. f(x, y) := g(y) − g(x).

2.

f(x, y) =

{
exp−‖x−y‖ +1 + g(y) − g(x) se x 6= y,

0 se x = y.

verificam a condição P1 , P2 e P3 .

Observa-se que P2 é considerada nos trabalhos de Al-Homidan et al. [3] para

Q-funções, Lin e Du [49, 50] para τ -funções e funções do tipo fitting, e também nos

trabalhos de Bianchi et al. [15], Blum e Oettli [17] e Castellani et al. [23], com o

intuito de evitar a hipótese de convexidade da função f(u, · ).
Denota-se por S(f, C) o conjunto de soluções do problema PE(f, C).

A seguinte hipótese será útil no desenvolvimento a seguir

(H) ∃ r > 0 : ∀x ∈ C com ‖x‖ > r, ∃ y ∈ C, ‖y‖ < ‖x‖ tal que f(x, y) ≤ 0.

Proposição 3.1.1. [23, Teorema 3.5] Suponha que f ∈ A e C é fechado. Se a

condição (H) é satisfeita e f(u, · ) é semicont́ınua inferior para todo u ∈ C, então

S(f, C) 6= ∅.

A hipótese (H) é uma condição de coercividade, apresentada por Bianchi e Pini

em [16] para problemas de equiĺıbrio com domı́nios não limitados, e é considerada em

trabalhos na literatura, veja por exemplo Bianchi et al. [15] e Castellani et al. [23].

Uma consequência direta do resultado prévio é o seguinte.
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Corolário 3.1.1. Suponha que a bifunção verifica a condição (H). Então, para

cada u ∈ C verifica-se que f(u, · ) e uma função limitada inferiormente.

Demonstração. Pela Proposição 3.1.1, S(f, C) 6= ∅, então existe u∗ ∈ C tal que

−f(u∗, u) ≤ f(u∗, z) − f(u∗, u) ≤ f(u, z) ∀ z ∈ C,

portanto tem-se o resultado.

3.1.1 O algoritmo MPQDE

A seguir é proposto um método de ponto proximal com quase-distância para o

problema PE(f, C), que gera uma sequência {uk}k∈N via a seguinte recursão:

Algoritmo MPQDE

1. Considere u0 ∈ C.

2. Dado uk, encontrar uk+1 ∈ C tal que

uk+1 ∈ arg min

{
f(uk, u) +

1

2λk

q2(uk, u) : u ∈ C

}
, (3.2)

onde {λk}k∈N é uma sequência positiva, com λk ∈ (λ−, λ+) ⊂ R++.

3. Se uk+1 = uk, PARE.

A proposição seguinte estabelece a boa definição do método acima. Antes são

necessárias as seguintes hipóteses sobre a quase-distância q usadas no Caṕıtulo 2:

(H3a) q verifica a condição (1.1), isto é, existe α > 0 tal que

α‖x− y‖ ≤ q(x, y), x, y ∈ R
n;

(H3b) q verifica a condição (1.2), isto é, existe β > 0 tal que

q(x, y) ≤ β‖x− y‖, x, y ∈ R
n.

Proposição 3.1.2. Se as hipóteses P3, (H3a) e (H3b) são verificadas, então a

sequência {uk}k∈N, gerada pelo Algoritmo MPQDE, está bem definida.
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Demonstração. Dado uk ∈ C, segue das hipóteses que a função f(uk, · ) +
1

2λk
q2(uk, · ) + δC é semicont́ınua inferior e verifica que

−∞ < inf
u∈Rn

f(uk, u) +
1

2λ+

q2(uk, u) ≤ f(uk, u) +
1

2λk

q2(uk, u) + δC(u).

Nestas condições, f(uk, · ) + 1
2λk
q2(uk, · ) + δC é uma função coerciva, e portanto o

resultado segue do Teorema 1.1.1.

Proposição 3.1.3. Seja {uk}k∈N uma sequência gerada pelo Algoritmo MPQDE.

Então para qualquer u ∈ C verifica-se

f(uk, u) ≤ f(uk+1, u) ∀ k ∈ N, (3.3)

Demonstração. Da recursão (3.2), tem-se que

f(uk, uk+1) +
1

2λk

q2(uk, uk+1) ≤ f(uk, uk) = 0 k ∈ N. (3.4)

Assim,

f(uk, uk+1) ≤ 0, k ∈ N.

Devido a que f ∈ A temos que para qualquer u ∈ C

f(uk, u) ≤ f(uk, uk+1) + f(uk+1, u) ≤ f(uk+1, u), k ∈ N,

Proposição 3.1.4. Seja {uk}k∈N uma sequência gerada pelo Algoritmo MPQDE.

Então,
+∞∑
k=0

q2(uk, uk+1) < +∞. Em particular

lim
k→+∞

q(uk, uk+1) = 0.

Demonstração. De (3.4) e levando em conta que λk ∈ (λ−, λ+), obtemos que

f(uk, uk+1) +
1

2λ+

q2(uk, uk+1) ≤ 0, k ∈ N. (3.5)

Somando a desigualdade (3.5), para k = 1, · · · ,m, e utilizando a desigualdade tri-
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angular da definição do conjunto f ∈ A resulta que

m∑

k=0

q2(uk, uk+1) ≤ −2λ+

m∑

k=0

[
f(uk, uk+1)

]

≤ −2λ+

[
f(u0, um+1)

]

≤ −2λ+

[
inf

u∈Rn
f(u0, u)

]

< +∞,

onde a ultima desigualdade é devido a P3. Agora, como a desigualdade acima é

válida para todo m, segue o primeiro resultado. Finalmente, da convergência de
∑+∞

k=0 q
2(uk, uk+1), tem-se

lim
k→+∞

q(uk, uk+1) = 0,

conforme desejado.

No próximo resultado é estabelecida uma caracterização da recursão (3.2) em

termos do subdiferencial limite. Antes é necessária a seguinte condição de quali-

ficação:

(Q). Seja u ∈ C. Se para todo x ∈ C, ξ∗ ∈ ∂∞f(u, · )(x) e η∗ ∈ N(x;C) tem-se

que

ξ∗ + η∗ = 0 =⇒ ξ∗ = η∗ = 0.

Proposição 3.1.5. Se as hipóteses P3, (H3a), (H3b) e (Q) são verificadas, então

existem ξk+1 ∈ ∂f(uk, · )(uk+1), ηk+1 ∈ N(uk+1;C) e ζk+1 ∈ ∂
(
q(uk, · )

)
(uk+1) tais

que

0 = ξk+1 + ηk+1 +
q(uk, uk+1)

λk

ζk+1. (3.6)

Demonstração. Visto que uk+1 verifica a condição de otimalidade de primeira ordem

da função f(uk, · ) + 1
2λk
q2(uk, · ) + δC , o Teorema 1.2.1 implica que

0 ∈ ∂

(
f(uk, · ) +

1

2λk

q2(uk, · ) + δC

)
(uk+1).

Por outro lado, a função 1
2λk
q2(uk, · ) é localmente lipschitziana em uk+1 que,

junto com a semicontinuidade inferior de f(uk, · )+δC e a Proposição 1.2.4 resultam

em

0 ∈ ∂
(
f(uk, · ) + δC

)
(uk+1) +

1

2λk

∂
(
q2(uk, · )

)
(uk+1), k ∈ N (3.7)

Além disso, considerando f1 = f2 = q(uk, · ) ≥ 0 e x = uk+1 na Proposição 1.2.5,
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resulta que

∂
(
q2(uk, · )

)
(uk+1) ⊂ 2q(uk, uk+1)∂

(
q(uk, · )

)
(uk+1), k ∈ N. (3.8)

Ainda mais, devido a (Q) obtém-se pela Proposição 1.2.8 que

∂
(
f(uk, · ) + δC

)
(uk+1) ⊂ ∂f(uk, · )(uk+1) +N(uk+1;C) (3.9)

onde NC detona o cone normal do conjunto convexo fechado C. Assim, combinando

(3.7) com (3.8), obtém-se que

0 ∈ ∂f(uk, · )(uk+1) +N(uk+1;C) +
1

λk

q(uk, uk+1)∂
(
q(uk, · )

)
(uk+1).

Portanto existem ξk+1 ∈ ∂f(uk, · )(uk+1), ηk+1 ∈ N(uk+1;C) e ζk+1 ∈
∂

(
q(uk, · )

)
(uk+1) para os quais (3.6) é verificada.

Lembre-se que ω(u0) denota o conjunto de pontos de acumulação da sequência

{uk}k∈N.

Proposição 3.1.6. Suponha que a bifunção f( · , x) : C → R é uma função cont́ınua

para todo x ∈ C. Seja {ukj}j∈N uma subsequência de {uk}k∈N, convergindo para

u ∈ ω(u0). Então

lim
j→∞

f(ukj , ukj+1) = 0.

Demonstração. Desde que a subsequência {ukj}j∈Nde {uk}k∈N converge para u e do

fato de que C é fechado, tem-se que u ∈ C; assim de (3.2) resulta

f(ukj , ukj+1) +
1

2λ+

q2(ukj , ukj+1) ≤ f(ukj , u) +
1

2λ−
q2(ukj , u);

logo,

f(ukj , ukj+1) ≤ f(ukj , u) +
1

2λ−
q2(ukj , u). (3.10)

Por outro lado f ∈ A, portanto

f(ukj , u) ≤ f(ukj , ukj+1) + f(ukj+1, u),

ou equivalentemente,

f(ukj , u) − f(ukj+1, u) ≤ f(ukj , ukj+1) (3.11)

Combinando as desigualdades (3.10) e (3.11), resulta que

f(ukj , u) − f(ukj+1, u) ≤ f(ukj , ukj+1) ≤ f(ukj , u) +
1

2λ−
q2(ukj , u).
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Visto que limj→∞ ukj = u, considera-se o limite quando j → ∞, em ambos lados

da desigualdade anterior para obter que

lim
j→∞

f(ukj , ukj+1) = 0.

3.2 Existência de equiĺıbrio via o prinćıpio varia-

cional de Borwein-Preiss

O estudo de prinćıpios variacionais para garantir existência de ǫ-soluções em pro-

blemas de minimização é bem conhecido na literatura, veja por exemplo Eke-

land [28, 29], Borwein e Preiss [20] e Borwein e Zhu [21]. Para o problema PE(f, C)

Bianchi et al. em [15] estenderam o prinćıpio variacional de Ekeland [28, 29] para

obter a existência de ǫ-soluções do PE(f, C).

No contexto das quase-distâncias, Homidan et al. em [3] generalizaram o

prinćıpio variacional de Ekeland seguindo a prova apresentada por Bianchi et al. [15].

Por outro lado, Borwein e Preiss, em 1987, observaram que o prinćıpio variacional

de Ekeland tem uma limitação na sua aplicação, a qual consiste em que quando a

função objetivo é diferenciável, a função perturbada a qual é definida por somar à

função objetivo um múltiplo da função distância, não é diferenciável. Motivados por

isto eles formularam o prinćıpio variacional suave [20], com o qual analisaram

a subdiferenciabilidade e diferenciabilidade de funções convexas no contexto dos

espaços de Banach. Apresentamos a seguir este resultado:

Teorema 3.2.1. (Principio variacional suave de Borwein-Preiss) Sejam X

um espaço de Banach com norma ‖ · ‖, f : X → R∪{+∞} uma função semicont́ınua

inferior limitada inferiormente, λ > 0 e p ≥ 1. Suponha que ǫ > 0 e z ∈ X verificam

f(z) ≤ inf
X
f + ǫ.

Então existem y ∈ X, uma sequência {xi} ⊂ X com x1 = z e uma função ϕp : X →
R da forma

ϕp(x) :=
∞∑

i=1

µi‖x− xi‖p,

onde µi > 0 para todo i = 1, 2, . . . e
∑∞

i=1 µi = 1 tais que as condições seguintes são

verificadas

1. ‖xi − y‖ ≤ λ, i = 1, 2, . . . ;

2. f(y) + (ǫ/λp)ϕp(y) ≤ f(z); e

3. f(x) + (ǫ/λp)ϕp(x) > f(y) + (ǫ/λp)ϕp(y), para todo x ∈ X \ {y}.
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Li e Shi em [51] estenderam o Teorema 3.2.1 substituindo a distância e a norma

por funções do tipo gauge no contexto dos espaços métricos completos porém con-

sideraram somente o problema de minimização. Portanto, o objetivo desta seção

é estender o prinćıpio variacional de Borwein-Preiss para estudar a existência de

equiĺıbrio com funções do tipo gauge.

Definição 3.2.1. [21] Seja (X, d) um espaço métrico completo. Diz-se que a função

cont́ınua ρ : X ×X → [0,∞] é do tipo gauge em (X, d) se ela verifica que

1. ρ(x, x) = 0, ∀x ∈ X,

2. Para qualquer ǫ > 0 existe δ > 0 tais que para quaisquer y, z ∈ X

ρ(y, z) ≤ δ implica que d(y, z) < ǫ.

Exemplo 3.2.1. [51] Seja (X, d) um espaço métrico, e g : R+ → R+ uma função

cont́ınua e estritamente crescente tal que g(0) = 0. Então ρ(x, y) = g(d(x, y)) é uma

função do tipo gauge. Em particular, para ǫ, λ > 0, a função

ρ(x, y) =
ǫ

λ
d(x, y) é gauge.

Observe que esta função é usada no principio variacional de Ekeland, e para p ≥ 1

a função

ρ(x, y) =
ǫ

λp
dp(x, y) também é gauge,

e é usada no principio variacional suave de Borwein-Preiss.

Exemplo 3.2.2. Seja q uma quase- distância que verifica (H3a) e (H3b). Então

ρ(x, y) = q(x, y) é do tipo gauge.

Por usar funcoes do tipo gauge, o Teorema 3.2.1, pode-se ser expresso na seguinte

forma:

Teorema 3.2.2. [21, Teorema 2.5.2] Sejam (X, d) um espaço métrico completo,

f : X → R ∪ {+∞} uma função semicont́ınua inferior limitada inferiormente. As-

sumamos que ρ é do tipo gauge. Dada {δi}i∈N uma sequencia de números positivos,

e suponhamos que ǫ > 0 e z ∈ X verificam:

f(z) ≤ inf
X
f + ǫ.

Então existem y ∈ X e uma sequência {xi}i∈N tais que :

1. ρ(y, z) ≤ ǫ

δ0
;
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2. ρ(y, xi) ≤
ǫ

2iδ0
;

3. f(y) +
∞∑
i=0

δiρ(y, xi) ≤ f(z);

4. f(x) +
∞∑
i=0

δiρ(x, xi) > f(y) +
∞∑
i=0

δiρ(y, xi), ∀x ∈ X \ {y}.

Na prova dos prinćıpios variacionais usa-se o seguinte resultado conhecido. Sua

demostração pode ser encontrada, por exemplo em Bachman e Narici [11, Teo-

rema 5.1].

Teorema 3.2.3. Um espaço métrico X é completo se, e somente se, para qualquer

sequência de conjuntos não vazios e fechados {Fn}, tais que

Fn+1 ⊂ Fn ∀n ∈ N

e limn→∞ diam(Fn) = 0, existe x ∈ X tal que

⋂

n

Fn = {x}.

A seguir é apresentado o principal resultado desta seção, uma generalização par-

cial do prinćıpio variacional suave de Borwein-Preiss para problemas de equiĺıbrio.

A idéia da prova e motivada nos resultados de Li e Shi [51], Bianchi et al. [15] e

Borwein e Zhu [21]. A prova apresentada a seguir considera X = R
n, porém esta

pode ser estendida ao contexto dos espaços de Banach.

Teorema 3.2.4. Seja C um subconjunto não vazio, convexo e fechado de R
n. As-

suma que as seguintes condições são verificadas:

P1. f(x, x) = 0 para todo x ∈ C;

P2. f ∈ A := {f : C × C → R : f(x, y) ≤ f(x, z) + f(z, y) ∀x, y, z};

P3. f(x, · ) : C → R é uma função semicont́ınua inferior e limitada inferiormente

para todo x ∈ C;

Suponha que ρ é uma função do tipo gauge e {δi}∞i=0 é uma sequência de números

positivos, e assuma que ǫ > 0 e z ∈ C. Então existem y ∈ C e uma sequência

{xi} ⊂ X tais que as seguintes condições são verificadas

1. ρ(y, z) ≤ ǫ/δ0,

2. ρ(y, xi) ≤ ǫ/(2iδ0),

3. f(z, y) +
∑∞

i=0 δiρ(y, xi) ≤ 0.
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Demonstração. Defina as sequências {xi} e {Si} indutivamente iniciando com x0 :=

z e

S0 := {x ∈ C : f(x0, x) + δ0ρ(x, x0) ≤ 0} . (3.12)

Como x0 ∈ S0, este conjunto é não vazio. Além disso, S0 é fechado devido a que

f(x0, · ) e ρ( · , x0) são funções semicont́ınuas inferiores. Ademais, devido a P3,

tem-se, para todo x ∈ S0, que

−∞ < inf
t∈C

f(x0, t) ≤ f(x0, x) ≤ f(x0, x) + δ0ρ(x, x0).

Consequentemente, existe x1 ∈ S0 tal que

f(x0, x1) + δ0ρ(x1, x0) ≤ inf
x∈S0

[f(x0, x) + δ0ρ(x, x0)] +
ǫδ1
2δ0

.

Assim, de forma similar define-se

S1 :=

{
x ∈ S0 : f(x1, x) +

1∑

k=0

δkρ(x, xk) ≤ δ0ρ(x1, x0)

}
.

Em geral, suponha que xj, Sj já estão definidos, para j = 0, 1, . . . , i − 1, tais que

eles verificam

f(xj−1, xj) +

j−1∑

k=0

δkρ(xj, xk) ≤ inf
x∈Sj−1

[
f(xj−1, x) +

j−1∑

k=0

δkρ(x, xk)

]
+

ǫδj
2jδ0

e

Sj :=

{
x ∈ Sj−1 : f(xj, x) +

j∑

k=0

δkρ(x, xk) ≤
j−1∑

k=0

δkρ(xj, xk)

}
.

Agora escolha xi ∈ Si−1 tal que

f(xi−1, xi) +
i−1∑

k=0

δkρ(xi, xk) ≤ inf
x∈Si−1

[
f(xi−1, x) +

i−1∑

k=0

δkρ(x, xk)

]
+

ǫδi
2iδ0

(3.13)

e defina

Si :=

{
x ∈ Si−1 : f(xi, x) +

i∑

k=0

δkρ(x, xk) ≤
i−1∑

k=0

δkρ(xi, xk)

}
. (3.14)

Assim para qualquer i = 1, 2, . . . o conjunto Si é não vazio e fechado. Logo, de

(3.13) e (3.14) tem-se, para todo x ∈ Si, que
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δiρ(x, xi) ≤
[

i−1∑

k=0

δkρ(xi, xk)

]
−

[
f(xi, x) +

i−1∑

k=0

δkρ(x, xk)

]

=

[
i−1∑

k=0

δkρ(xi, xk)

]
− f(xi, x) −

[
i−1∑

k=0

δkρ(x, xk)

]

≤
[

i−1∑

k=0

δkρ(xi, xk)

]
+ f(xi−1, xi) − f(xi−1, x) −

[
i−1∑

k=0

δkρ(x, xk)

]

=

[
f(xi−1, xi) +

i−1∑

k=0

δkρ(xi, xk)

]
−

[
f(xi−1, x) +

i−1∑

k=0

δkρ(x, xk)

]

≤
[
f(xi−1, xi) +

i−1∑

k=0

δkρ(xi, xk)

]
− inf

t∈Si−1

[
f(xi−1, t) +

i−1∑

k=0

δkρ(t, xk)

]

≤ ǫδi
2iδ0

,

e, consequentemente,

ρ(x, xi) ≤
ǫ

2iδ0
, ∀x ∈ Si. (3.15)

Como ρ é uma função do tipo gauge, a desigualdade (3.15) implica em que

‖x− xi‖ <
ǫ

2iδ0
, ∀x ∈ Si,

portanto segue-se da desigualdade triangular que

lim
i→∞

diam(Si) = 0.

Sabe-se que (Rn, d) é um espaço métrico completo (onde d(x, y) = ‖x − y‖ para

x, y ∈ R
n) e, pelo Teorema 3.2.3, como Si+1 ⊂ Si, conclui-se então que existe y ∈ C

tal que

y ∈
∞⋂

i=0

Si.

Assim, de (3.15) se verificam as condições 1 e 2 . Por outro lado, observe que x1 ∈ S0

satisfaz (3.12), x2 ∈ S1 e da desigualdade triangular segue que

0 ≥ f(x0, x1) + δ0ρ(x1, x0)

≥ f(x0, x1) + f(x1, x2) +
1∑

k=0

δkρ(x2, xk)

≥ f(x0, x2) +
1∑

k=0

δkρ(x2, xk),
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Seja j ≥ 2 fixo. Considerando que y ∈ ⋂∞
i=0 Si obtém-se, para qualquer q ≥ j, que

0 ≥ f(x0, xj) +

j−1∑

k=0

δkρ(xj, xk)

≥ f(x0, xq) +

q−1∑

k=0

δkρ(xq, xk)

≥ f(x0, xq) + f(xq, y) +

q∑

k=0

δkρ(y, xk)

≥ f(x0, y) +

q∑

k=0

δkρ(y, xk). (3.16)

Nestas condições, considerando o limite em (3.16) quando q → ∞ tem-se que

0 ≥ f(x0, y) +
∞∑

k=0

δkρ(y, xk)

= f(z, y) +
∞∑

k=0

δkρ(y, xk)

que verifica a condição 3 .
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Caṕıtulo 4

Conclusão

Neste caṕıtulo apresentam-se as considerações finais bem como planos para o futuro.

4.1 Considerações finais

Este texto é uma exposição unificada do trabalho aceito em parceria com o Prof.

Soubeyran [32], e dos trabalhos em andamento sobre o problema de equiĺıbrio e o

estudo de ǫ-soluções para dito problema mediante uma extensão do principio varia-

cional de Borwein-Preiss.

Para ser mais expĺıcito, na primeira parte desta trabalho estuda-se o problema

de minimização

min
x∈Rn

f(x), (4.1)

onde f : R
n → R ∪ {+∞} é uma função própria e semicont́ınua inferior.

Propõe-se um método de ponto proximal com uma quase-distância para en-

contrar pontos cŕıticos-limites da função f , denotado por Algoritmo MPQD.

Mostra-se a boa definição da sequência {xk}k∈N gerada por este algoritmo na Pro-

posição 2.1.1; prova-se a convergência da sequência {f(xk)}k∈N na Proposição 2.1.2;

além disso, na Proposição 2.2.1 estabelece-se que os pontos de acumulação de

{xk}k∈N pertencem ao conjunto dos pontos cŕıticos-limites e finalmente, quando

as hipóteses (H1),(H2),(H3a) e (H3b) são verificadas e a desigualdade de Kurdyka-

 Lojasiewicz (1.9) é satisfeita por f , obtém-se que a sequência {xk}k∈N converge para

um ponto cŕıtico-limite, caso esta seja limitada, ver Teorema 2.2.1.

Na segunda parte é considerado o problema de equiĺıbrio

PE(f, C)

{
Encontrar x∗ ∈ C, tal que

f(x∗, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C,

onde C é um subconjunto não vazio, convexo e fechado de R
n, e f : C × C → R é

uma bifunção. Propõe-se um método de ponto proximal com uma quase-distância
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para encontrar pontos cŕıticos-limites da função f(u, · ), denotado por Algoritmo

MPQDE, e prova-se a boa definição da sequência {uk}k∈N gerada por este algoritmo

na Proposição 3.1.2, uma caracterização em termos do subdiferencial limite das

iterações proximais na Proposição 3.1.5 e são apresentadas algumas propriedades

decorrentes do método.

Como um segundo tema referente ao problema PE(f, C) estuda-se a existência de

soluções do problema PE(f, C) usando uma extensão parcial do prinćıpio variacional

de Borwein-Preiss, obtendo-se o Teorema 3.2.4. Nele são usadas as funções do tipo

gauge, como em Li e Shi [51] e Borwein e Zhu [21].

4.2 Trabalhos futuros

• Estabelecer a convergência do método para um ponto cŕıtico-limite da bifunção

f .

• Fornecer uma versão inexata do algoritmo MPQD.

• Estabelecer um algoritmo para a resolução do problema com restrições,

min
x∈C

f(x), (4.2)

onde C é um conjunto convexo fechado de R
n, mediante esquemas proximais

exatos (e inexatos) com busca local, isto é

xk+1 ∈ arg min

{
f(xk) +

1

2λk

q2(xk, u) : u ∈ B(xk, rk)

}
, k ∈ N,

e {rk}k∈N uma sequência de raios a ser definida no processo iterativo.

• Com o intuito de aplicar na Economia e na formação de hábito como é feito em

Garcia et al. [32], surge o interesse em aprofundar o estudo de regularizações

não simétricas.
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