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Ao Prof. Paulo Roberto Oliveira, por ter acreditado em mim num momento

em que muito precisei, por estes anos de orientação, pelo entusiasmo ao escutar a

minhas ideias, pela amizade e confiança.

Aos Professores João Xavier da Cruz Neto, Orizon Pereira Ferreira, Rolci de

Almeida Cipolatti e Ernesto Prado Lopes, por terem participado da banca exami-

nadora e pelas sugestões dadas que contribúıram para a melhoria desta tese.
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e a os demais amigos que de alguma forma contribúıram para a realização deste
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Cláudia, Deda, Eliah, Gutierrez, Itamar, Lourdes, Mercedes, Nathalia, Patŕıcia,
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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários
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Kely Diana Villacorta Villacorta
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Orientador: Paulo Roberto Oliveira
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Neste trabalho considera-se o problema de encontrar soluções fracamente efi-

cientes do problema de otimização vetorial convexo, com respeito à ordem parcial

induzida por um cone convexo, fechado e pontudo, com interior não vazio. Para este

problema desenvolve-se uma extensão do método de ponto proximal escalar convexo

e considera-se também um enfraquecimento nas condições de convergência usuais,

que permite construir um método interior proximal para “resolver” este problema

sobre conjuntos não poliedrais.

Sob uma outra perspectiva, apresenta-se também um método de região de con-

fiança para otimização multiobjetivo irrestrita. Sob hipóteses apropriadas, que po-

dem ser vistas como uma extensão natural das exigidas para o caso escalar, prova-se

que a sequência gerada pelo método converge para um ponto Pareto cŕıtico.

vii
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PROXIMAL METHOD FOR VECTOR OPTIMIZATION AND

TRUST-REGION METHOD FOR MULTIOBJECTIVE OPTIMIZATION
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In this work, we consider the problem of finding weakly efficient solutions for

convex vector optimization problem with respect to the partial order induced by

a closed, convex and pointed cone with a nonempty interior. For this problem,

we develop an extension of the convex scalar proximal point method and also it is

considered a weakness in the usual conditions of convergence, which allows us to

build an interior proximal method to “ solve” this problem on nonpolyhedral sets.

In another perspective, we present a trust region method for unconstrained mul-

tiobjective optimization. Under apropriate assumptions, which can be viewed as

natural extensions of those required for the scalar case, we prove that the sequence

generated by this method converges to a Pareto critical point.
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Notações

R
n Espaço Euclideano n−dimensional.

R
n
+ Ortante não-negativo de R

n.

R
n
++ Interior de R

n
+.

R
n \ U Complementar de U relativo a R

n.

S
n Conjunto das matrizes simétricas, n × n.

int (U) Interior do conjunto U .

dim(U) Dimensão do conjunto U .

cl(U) Fecho do conjunto U .

conv(U) Envoltória convexa do conjunto U .

cone(U) Envoltória cônica do conjunto U .

O+(U) Cone de recessão do conjunto U .

ir(U) Interior relativo do conjunto U .

P(U) Conjunto das partes de U .

IU Função indicadora do conjunto U .

NU(x) Cone normal de U em x.

U∗ Cone polar positivo do cone U .

dist(x, U) Distância de x ao conjunto U .

〈x, y〉 Produto interno Euclideano de x e y em R
n.

x �C y y − x ∈ C.

x ≺C y y − x ∈ int(C).

dom(f) Domı́nio efetivo de f .

Im(f) Imagem de f .

∇f(x) Gradiente da função f em x.

∇2f(x) Matriz hessiana da função f em x.

∂f(x) Subdiferencial de f em x.

∂εf(x) ε−subdiferencial de f em x.

∂◦f(x) Subdiferencial de Clarke de f em x.
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G(U) Imagem da aplicação G sobre U .

JG(x) Matriz jacobiana da aplicação G em x.

arg min Conjunto dos pontos que realizam o mı́nimo.

C − arg min Conjunto das soluções eficientes.

C − arg minw Conjunto das soluções eficientes fracas.

POVC Problema de Otimização Vetorial Convexo.

POM Problema de Otimização Multiobjetivo.

κshFi
Limite superior da matriz hessiana de Fi.

κsahm Limite superior da aproximação da matriz hessiana de mk.

κlsi Limite superior de inclinação.

κbck Constante de backtracking.

κdpa constante de decréscimo no ponto aproximado.

κdasm constante de decréscimo na approximação da solução de mk.

κliω Limite inferior para ω.

κli∆ Limite inferior para ∆.

BFGS Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno.

xi



Introdução

Considerando que situações da vida cotidiana envolvem inevitavelmente a tomada de

decisões, é natural querer que as escolhas a serem feitas sejam as melhores posśıveis.

A dificuldade surge no conflito entre os vários objetivos e/ou metas que cada um a

tem. Da mesma forma, existem áreas de estudo onde os problemas de otimização

multiobjetivo e/ou vetorial têm encontrado muitas aplicações, como por exemplo,

na teoria econômica, gestão de negócios, entre outras. Embora a grande maioria

dos problemas da vida real sejam formulados como problemas de otimização multi-

objetivo, ou seja, aqueles onde a ordem parcial é induzida pelos cones Paretianos,

R
m
+ , existem muitos outros que requerem ordens de preferência induzidas por cones

convexos fechados, não necessariamente Paretianos, como por exemplo, os cones que

foram analisados em [3] (com base nos resultados teóricos de [2]).

Assim, o problema a ser estudado na primeira parte deste trabalho é o problema

de otimização vetorial convexo. Antes de apresentá-lo formalmente, lembre que dado

K um cone convexo, fechado e pontudo em R
m, com interior não vazio, diz-se que K

induz uma ordem parcial �K em R
m se, dados y, y′ ∈ R

m, y �K y′, se, e somente

se, y′ − y ∈ K. De modo similar, define-se a relação associada ≺K como segue:

dados y, y′ ∈ R
m, y ≺K y′, se, e somente se, y′ − y ∈ int(K).

Então o problema de otimização vetorial convexo é dado por:

(POV C) K − min
x∈Ω

F (x), (1)

onde Ω é um conjunto convexo e fechado, com interior não vazio, K é o cone que

define a ordem parcial �K e F : R
n → R

m ∪ {+∞K} é uma aplicação própria,

K−convexa e positivamente semi-cont́ınua inferior.

Portanto, o interesse relacionado a este problema é desenvolver métodos para

encontrar soluções eficientes fracas para (POV C), isto é, métodos para encontrar

x∗ ∈ Ω tal que

6 ∃x ∈ Ω : F (x) ≺K F (x∗).

Recentemente, Bonnel et al. em [11], Ceng e Yao em [13], Fliege et al. em [19–

23], Graña et al. em [26–29], Gregório e Oliveira em [31], Gutiérrez e Jiménez em

[32], Huang e Yang em [34], entre outros, têm trabalhado em otimização multiob-
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jetivo e/ou vetorial, conseguindo estender para estes problemas resultados teóricos

e métodos numéricos utilizados na literatura para otimização escalar. Por exemplo,

tem-se a extensão do conceito de ponto cŕıtico para otimização vetorial, e com isto,

a extensão das condições necessárias de otimalidade de primeira ordem para proble-

mas deste tipo. E entre os métodos estendidos cita-se, por exemplo, o método do

gradiente, o método do gradiente projetado e os métodos do tipo proximal.

Nos últimos anos foram obtidos progressos na teoria do método de ponto proxi-

mal para problemas escalares convexos, baseados em distâncias generalizadas [5, 38–

40]. Uma breve descrição é dada a seguir. Considere o seguinte problema de mini-

mização convexa:

inf{f(x) : x ∈ Ω}, (2)

onde Ω é um conjunto convexo e fechado, com interior não vazio, f : R
n →

(−∞, +∞] é uma função própria, convexa e semi-cont́ınua inferior. Logo, o método

de ponto proximal gera uma sequência {xk} ⊂ R
n do modo seguinte:

νk+1 + βk∇1d(xk+1, xk) = 0, (3)

com νk+1 ∈ ∂εk
f(xk), {βk} ⊂ R++, ∇1d(·, y) denotando o gradiente do termo pro-

ximal d(·, y) com respeito à primeira variável e xk sendo o iterando atual. Com a

escolha d(x, y) = 2−1‖x − y‖2 e εk = 0, recupera-se o algoritmo de ponto proximal

clássico, o qual foi amplamente analisado, por exemplo, por Moreau em [46], Mar-

tinet em [43, 44] e Rockafellar em [49]. No entanto, nesse caso, a sequência {xk}

produzida não está necessariamente contida em int(Ω). Por conseguinte, o termo

proximal d(x, y) desempenhará o papel de uma função tipo penalização, forçando

ao iterando a permanecer no interior do conjunto restrição.

É importante também analisar a versão inexata deste tipo de método, essen-

cial para a obtenção da convergência nas implementações. Uma versão inexata do

método clássico foi proposta por Rockafellar em [49]. Nessa versão, xk+1 não ne-

cessariamente é uma solução exata do subproblema (3), senão apenas uma solução

aproximada deste. Em outras palavras, o k-ésimo subproblema pode ser resolvido

dentro de uma tolerância prescrita τk > 0, com
∑∞

k=0 τk < ∞. Trabalhos posteriores

que propuseram a versão inexata, considerado o termo proximal geral d(·, ·), adotam

também semelhantes critérios sobre o erro τk, veja por exemplo [5, 14, 38, 41].

Foi provado em [5] que a sequência {xk} gerada por (3) está contida em int(Ω)

e converge para a solução de (2), sob certas condições.

Por outro lado, Kaplan e Tichatschke em [38, 39] apresentaram uma função tipo

Bregman com uma modificação na “condição de convergência”, a qual lhes permitiu

construir um método proximal generalizado para resolver (2), restrito a conjuntos

não necessariamente poliedrais. Para isso, eles admitiram aproximações sucessivas
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do operador ∂f e um cálculo inexato dos iterandos proximais. Esse método gera

sequências {xk} ⊂ R
n e {θk} ⊂ R

n do modo seguinte:

θk+1 ∈ Qk(xk+1) + βk∇1Dĥ(x
k+1, xk), (4)

onde {βk} ⊂ R++ é uma sequência limitada, Dĥ é a distância de Bregman induzida

por ĥ = h + η e ∂f ⊂ Qk ⊂ ∂εk
f . Se h, η, θk e εk satisfazem certas condições,

os autores provaram que a sequência {xk} gerada por (4) está contida em int(Ω) e

converge para a solução do problema (2).

Portanto, a essência da primeira parte deste trabalho consiste na extensão da

versão exata do método (3) e do método (4) ao contexto vetorial. Nestas extensões,

são combinadas as teorias apresentadas por Auslender e Teboulle em [5] e por Ka-

plan e Tichatschke em [38, 39]. Ao mesmo tempo, o termo proximal usado é mais

geral que aquele apresentado em [5], pois a “condição de convergência” é enfraque-

cida. Vale ressaltar que os resultados obtidos nesta parte da tese foram aceitos pela

European Journal of Operational Resarch, [55].

Outro tema de interesse nesta tese foi considerar os métodos de região de con-

fiança para resolver problemas escalares não-convexos, bem conhecidos e utilizados

em otimização não-convexa com ou sem restrições. Nestes métodos, é considerado

um modelo mk da função objetivo, suposto adequado em uma “região de confiança”,

a qual é uma vizinhança da iteração atual. Esta vizinhança é frequentemente repre-

sentada por uma bola em alguma norma, cujo raio ∆k é “atualizado” de iteração

em iteração, em relação a quão bem mk aproximou à função objetivo no “ponto de

prova”.

Vale a pena mencionar que ao longo dos últimos anos estes métodos desfrutam

de uma boa reputação com base na sua notável confiança numérica, além de uma

teoria sólida e completa de convergência, veja por exemplo [1, 7, 17, 18, 24, 36, 59] e

suas respectivas referências. Embora regiões de confiança sejam uma abordagem efi-

ciente para resolver problemas de otimização não-convexa escalar, poucos trabalhos

são encontrados na literatura que a apliquem para otimização multiobjetivo e/ou

vetorial, veja por exemplo [47, 56, 57].

Assim, no caso particular em que K = R
m
+ e Ω = R

n, é obtido o segundo

problema de estudo, que se descreve a seguir. Considere o Problema de Otimização

Multiobjetivo Irrestrito, denotado por:

(POMI) R
m
+ − min

x∈Rn
F (x),

onde F : R
n → R

m tem cada uma das suas componentes duas vezes diferenciável.

Logo, o interesse relacionado a este problema é desenvolver métodos para encon-

trar pontos Paretos cŕıticos para o (POMI), isto é, métodos para encontrar x∗ ∈ Ω
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tal que, para todo d ∈ R
n, existe i0 = i0(d) ∈ {1, . . . ,m} com

〈∇Fi0(x
∗), d〉 ≥ 0.

Portanto, na segunda parte desta tese, estabelece-se um algoritmo de região de con-

fiança para encontrar pontos Pareto cŕıticos. Vale a pena mencionar que o algoritmo

apresentado está baseado no algoritmo básico apresentado por Conn et al. em [17],

e embora pareça simples, a análise de convergência aqui apresentada, segue o roteiro

dos métodos no caso escalar. Não conhecemos trabalhos similares na literatura.

Este trabalho é organizado como segue. No Caṕıtulo 1 recordam-se alguns con-

ceitos e resultados preliminares. No Caṕıtulo 2 é apresentada a famı́lia de distâncias

proximais e distâncias proximais induzidas a serem usadas. No caṕıtulo 3 define-se

formalmente o primeiro problema de estudo, e é apresentado um método interior

proximal para a obtenção de soluções eficientes fracas. Além disso, uma completa

análise de convergência é apresentada para as versões exata e inexata, respecti-

vamente. No Caṕıtulo 4, o problema de otimização multiobjetivo é considerado

como o segundo problema a ser estudado e é apresentado um algoritmo de região

de confiança para a obtenção de pontos Pareto cŕıticos. Mais ainda, assim como

no Caṕıtulo 3, a análise de convergência relativa a este método também é apresen-

tada. Finalmente, no Caṕıtulo 5, são feitas considerações finais e são apresentadas

algumas possibilidades de pesquisas futuras.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

A finalidade deste caṕıtulo é facilitar a leitura desta tese fornecendo as definições e

propriedades que são necessárias para o desenvolvimento dos demais caṕıtulos. Esses

fatos sobre conjuntos e funções com imagens em (−∞, +∞] podem ser encontrados

em diversos livros de análise convexa, tais como em [4, 48, 50, 51]. Os demais

conceitos e/ou propriedades foram recompilados de diversos livros e trabalhos tais

como por exemplo [21, 22, 25, 29, 33, 35, 42, 58].

1.1 Noções Básicas

Um resultado importante que envolve sequências de números reais não-negativas é

o seguinte:

Lema 1.1.1. [48, Lema 2.2.2] Sejam {ξk}, {υk} e {ζk} sequências de números reais

não-negativas. Se

ξk+1 ≤ (1 + υk)ξk + ζk,

∞
∑

k=1

ζk < ∞ e
∞
∑

k=1

υk < ∞,

então a sequência {ξk} é convergente.

Abaixo são listados alguns tipos de conjuntos que serão utilizados ao longo deste

trabalho.

Definição 1.1.1. Seja U ⊆ R
n um conjunto e x∗ ∈ R

n. Diz-se que:

i ) U é convexo se, para qualquer x, y ∈ U e λ ∈ [0, 1], tem-se que

λx + (1 − λ)y ∈ U ;

ii ) U é um cone se, para qualquer λ ≥ 0,

λU ⊂ U ;
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iii ) U é um cone pontudo se,

U ∩ (−U) = {0};

iv ) O cone polar positivo de U , U∗, é definido por

U∗ := {z ∈ R
n : 〈z, y〉 ≥ 0, y ∈ U};

v ) O cone normal de U em x∗, NU(x∗), é definido por

NU(x∗) := {z ∈ R
n : 〈z, y − x∗〉 ≤ 0, y ∈ U}.

Definição 1.1.2. Seja U ⊆ R
n um conjunto. A função indicadora de U , IU , é

definida por

IU(x) =

{

0, x ∈ U

+∞, caso contrário.

Observação 1.1.1. U é um conjunto convexo se, e somente se, IU é uma função

convexa em R
n.

Lema 1.1.2. [50, Corolário 6.5.2] Sejam U1 e U2 conjuntos convexos. Se U2 ⊆

cl(U1), com U2 não inteiramente contido na fronteira relativa de U1, então ir(U2) ⊂

ir(U1).

Definição 1.1.3. Seja f : U ⊆ R
n → (−∞, +∞] uma função e x∗ ∈ R

m.

i ) O domı́nio efetivo de f , dom(f), é definido por

dom(f) := {x ∈ U : f(x) < +∞};

ii ) f é própria se, e somente se, dom(f) 6= ∅;

iii ) Se U é um conjunto convexo, então f é convexa em U se, e somente se, para

qualquer x, y ∈ U e λ ∈ [0, 1] tem-se que

f(λx + (1 − λ)y) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(y);

iv ) f é Lipschitz em U ⊆ dom(f) se, e somente se, existe L ≥ 0 tal que

|f(x) − f(y)| ≤ L‖x − y‖, ∀x, y ∈ U ;

v ) f é localmente Lipschitz em U ⊆ dom(f) se, e somente se, para cada x ∈ U

existe ε > 0 tal que
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f é Lipschitz em B(x, ε);

v ) f é coerciva se, e somente se,

lim
‖x‖→∞

f(x) = +∞;

vi ) f é 1−coerciva se, e somente se,

lim
‖x‖→∞

f(x)

‖x‖
= +∞;

vii ) f é semi-cont́ınua inferior , sci, em x∗ ∈ U se, e somente se, para qualquer

sequência {xk} ⊂ U que converge para x∗,

f(x∗) ≤ lim inf
k→+∞

f(xk);

viii ) f é ńıvel limitada se, e somente se, para qualquer δ ∈ R o conjunto de ńıvel

L(f, δ) := {x ∈ U : f(x) ≤ δ}

é um conjunto limitado (possivelmente vazio).

Observação 1.1.2.

i ) Se f é própria e convexa, então f é localmente Lipschitz em ir(dom(f)).

ii ) Se f é Lipschitz, então f é uniformemente cont́ınua.

Para funções não-diferenciáveis, a convexidade desempenha um papel fundamen-

tal que permite definir o conceito de subgradientes e subdiferencial.

Definição 1.1.4. [4] Seja f : R
n → (−∞, +∞] uma função convexa, e seja x ∈

dom(f). O vetor ξ ∈ R
n é dito ser um subgradiente de f em x se

f(z) ≥ f(x) + 〈 ξ, z − x〉, z ∈ R
n.

O conjunto de todos os subgradientes de f em x ∈ dom(f) é chamado de subdife-

rencial de f em x e denotado por ∂f(x); isto é,

∂f(x) := {g ∈ R
n : f(z) ≥ f(x) + 〈 g, z − x〉, z ∈ R

n}.

Observação 1.1.3.

i ) ∂f(x) é um conjunto convexo e fechado, para todo x ∈ R
n.
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ii ) Se ∂f(x) 6= ∅, então f é subdiferenciável em x.

iii ) Uma função própria, convexa f é diferenciável em x ∈ dom(f) se, e somente

se, o subdiferencial reduz-se a um conjunto unitário, o qual é o gradiente de f

em x, ∇f(x).

iv ) Se U é um conjunto não-vazio e convexo, então

∂IU(x) =

{

NU(x), x ∈ U

∅, caso contrário.

Lema 1.1.3. [50, Teorema 27.4] Seja f : U → (−∞, +∞] uma função própria con-

vexa, e seja U um conjunto não vazio e convexo. A fim de que x seja um ponto onde

o ı́nfimo de f relativo a U é atingido, é suficiente que exista um vetor ν ∈ ∂f(x) tal

que −ν é normal a U em x. Esta condição também é necessária se ir(dom(f)) inter-

secta ir(U), ou se U é um conjunto poliedral, e ir(dom(f)), simplesmente, intersecta

U .

A seguir são enunciados alguns conceitos de generalizações do subdiferencial.

Definição 1.1.5. [4] Seja f : R
n → (−∞, +∞] uma função semi-cont́ınua inferior.

Para qualquer x ∈ dom(f) e qualquer ε > 0, o ε−subdiferencial de f em x,

denotado por ∂εf(x), é definido por

∂εf(x) := {g ∈ R
n : f(z) + ε ≥ f(x) + 〈 g, z − x〉, z ∈ R

n};

Dentre as propriedades que o ε−subdiferencial goza, tem-se em particular o

seguinte lema.

Lema 1.1.4. [4, Theorem 4.1.3] Seja f : R
n → (−∞, +∞] uma função própria,

convexa e semi-cont́ınua inferior, e seja ε ≥ 0. Então, para cada x ∈ dom(f),

∂εf(x) é um conjunto não vazio, convexo e fechado.

Note que se 0 ≤ ε1 ≤ ε2 < +∞, então

∂f(x) = ∂0f(x) ⊆ ∂ε1
f(x) ⊆ ∂ε2

f(x).

Definição 1.1.6. [12] Seja f : R
n → (−∞, +∞] uma função localmente Lipschitz.

A derivada direcional de Clarke de f em x ∈ dom(f) na direção d, denotada

por f ◦(x; d), é definida por

f ◦(x; d) = lim sup
y→x, t↓0

f(y+td)−f(y)
t

= inf
δ>0

sup
‖y−x‖≤δ, 0<t<δ

f(y+td)−f(y)
t

.
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Assim, o subdiferencial de Clarke de f em x, denotado por ∂◦f(x), é definido

por

∂◦f(x) = {ξ ∈ R
n : f ◦(x; d) ≥ 〈ξ, d〉, d ∈ R

n}.

Observação 1.1.4.

i ) Se f é diferenciável, então f ◦(x; d) = 〈∇f(x), d〉;

ii ) Se f é convexa, então ∂◦f(x) = ∂f(x).

Lema 1.1.5. [58, Lemma 2.1] Seja f : R
n → R uma função localmente Lipschitz.

Então

i ) ∂◦f(x) é um subconjunto não vazio, compacto e convexo de R
n.

ii ) f ◦(x; d) = max{〈ξ, d〉 : ξ ∈ ∂◦f(x)}.

iii ) A aplicação ponto conjunto ∂◦f(·) é localmente limitada e semi-cont́ınua su-

perior.

iv ) Seja f(x) = max{fl(x) : l ∈ Λ}, onde o conjunto de ı́ndices Λ ⊂ R é compacto.

Se cada fl é continuamente diferenciável em x, então

∂◦f(x) = conv{∇fl(x) : l ∈ Λ(x)},

onde Λ(x) = {l ∈ Λ : fl(x) = f(x)}.

Vários resultados importantes em otimização vetorial são estabelecidos anali-

sando a intersecção das direções assintóticas do conjunto formado pelas imagens da

função objetivo e o cone que define a ordem parcial. Abaixo, é enunciada a definição

relacionada a este conceito e são apresentadas suas principais propriedades.

Definição 1.1.7. [42, Definição 2.2, Observação 2.3] Seja U ⊆ R
n um conjunto não

vazio. O cone de recessão de U , O+(U), é dado por

O+(U) := ∩{cl
(

(0, α]U
)

: α > 0},

onde (0, α]U = {tU : 0 < t ≤ α}.

Observação 1.1.5. O conceito de cone de recessão foi introduzido, inicialmente, para

conjuntos convexos, veja por exemplo [50]. Assim, se U é convexo, então a definição

acima se reduz a:

O+(U) := {v ∈ R
n : U + tv ⊂ U, t ≥ 0}.

Luc em [42] apresenta os seguintes resultados envolvendo cones de recessão.
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Lema 1.1.6. [42, Proposição 2.5, Lema 2.11, Observação 2.6] Sejam U , V ⊆ R
n

conjuntos não vazios. As seguintes propriedades são satisfeitas:

i ) U é limitado se, e somente se,

O+(U) = {0}, e O+(U + v ) = O+(v );

ii ) Se U ⊆ V , então

O+(U) ⊆ O+(v );

iii ) Para qualquer t ∈ R,

O+(tU) = sinal(t)O+(U),

onde sinal(t) é 1, 0 ou −1 se t é positivo, zero ou negativo, respectivamente;

iv ) O+(U) = O+(cl(U));

v ) Se U é um cone, então

O+(U) = cl(U);

vi ) O+(U ∪ v ) = O+(U) ∪ O+(v );

vii ) O+(U ∩ v ) ⊆ O+(U) ∩ O+(v ).

1.2 Otimização vetorial

Nesta seção são abordados os conceitos básicos de “otimalidade” ou eficiência no

espaço Euclideano R
m. Antes será estabelecida a relação de ordem entre os elementos

deste espaço para compará-los. Na literatura, estes conceitos estão relacionados com

uma ordem parcial. Neste trabalho, somente é considerada a ordem parcial induzida

por cones convexos, fechados e pontudos, com interior não vazio. Para mais detalhes

veja por exemplo [25, 42, 45].

1.2.1 Ordem parcial e espaços objetivos estendidos.

Definição 1.2.1. [25] Uma relação binária é chamada ordem parcial se ela é

reflexiva, transitiva e anti-simétrica.

A seguir, define-se a classe de ordens parciais determinadas por cones em R
m.

Definição 1.2.2. Dado C ⊂ R
m um cone não vazio, convexo, fechado e pontudo.

A relação binária associada a C, denotada por �C , é definida como:

y1 �C y2 para y1, y2 ∈ R
m ⇐⇒ y2 − y1 ∈ C;
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e se C tem interior não vazio, a relação binária estrita associada a C, denotada por

≺C , é definida como:

y1 ≺C y2 para y1, y2 ∈ R
m ⇐⇒ y2 − y1 ∈ int (C).

Pelo Teorema 2.1.13 em [25] tem-se que �C é uma relação binária reflexiva,

transitiva e anti-simétrica. Portanto, �C é uma ordem parcial.

Além disso, esta ordem parcial é compat́ıvel com a soma entre vetores e o produto

com um escalar positivo, ou seja, dados y, y1, y2 ∈ R
m e λ ∈ R tem-se que

y1 �C y2, λ ≥ 0 ⇒ λy1 �C λy2,

e

y1 �C y2 ⇒ y1 + y �C y2 + y.

Definição 1.2.3. Sejam C ⊂ R
m um cone não vazio, convexo, fechado e pontudo,

com interior não vazio, e dois pontos y1, y2 ∈ R
m. Diz-se que:

y2 domina y1 se, e somente se, y1 �C y2, e

y2 domina estritamente y1 se, e somente se, y1 ≺C y2.

As seguintes figuras ilustram estes conceitos.

Figura 1: Sejam ȳ ∈ R
2 e

C ⊂ R
2 um cone não vazio,

fechado, convexo e pontudo,

com interior não vazio.
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Figura 2: Todos os vetores no

cone trasladado ȳ + C dominam

ȳ, isto é, ȳ �C w para todo w ∈

ȳ + C, enquanto que todos os ve-

tores no cone trasladado ȳ−C são

dominados por ȳ, isto é, u �C ȳ

para todo u ∈ ȳ − C.

Figura 3: Todos os vetores no

cone trasladado ȳ + int (C) domi-

nam estritamente ȳ, isto é, ȳ ≺C

w para todo w ∈ ȳ + int (C), en-

quanto que todos os vetores no

cone trasladado ȳ−int (C) são do-

minados estritamente por ȳ, isto

é, u ≺C ȳ para todo u ∈ ȳ −

int (C).

Observa-se que, quando C = R
m
+ , dados y1, y2 ∈ R

m, tem-se que y2 domina y1

se, e somente se,

y1
i ≤ y2

i , para todo i ∈ {1, . . . ,m}, e

y2 domina estritamente y1 se, e somente se,

y1
i < y2

i , para todo i ∈ {1, . . . ,m}.

Observa-se que a teoria em funções definidas sobre R
n a valores estendidos, f :

R
n → (−∞, +∞], é, frequentemente, usada em análise convexa real. Uma das

vantagens é, por exemplo, a unificação das funções definidas sobre todo o espaço

R
n a valores reais, f : R

n → R, e as funções definidas sobre subconjuntos de R
n,

f : D ⊆ R
n → R; isto é, podem-se identificar f pela função f̃ : R

n → (−∞, +∞]
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dada por

f̃(x) =

{

f(x), se x ∈ D;

+∞, se x /∈ D.

Por esta e outras razões práticas, neste trabalho será considerada uma extensão de

R
m em relação de �C , isto é, a partir de agora será considerado o espaço R

m∪{+∞C}

onde +∞C é um elemento que não pertence a R
m (alguns outros resultados a respeito

de espaços estendidos podem ser encontrados em [9, 10] e suas referências). Assim,

as relações �C e ≺C são estendidas para R
m ∪ {+∞C} da seguinte forma:

y � +∞C e y ≺ +∞C , y ∈ R
m,

e serão consideradas aplicações do tipo G : R
n → R

m ∪ {+∞C}.

Definição 1.2.4. Seja uma aplicação G : R
n → R

m ∪ {+∞C}.

i ) O domı́nio efetivo de G, dom(G), é dado por

dom(G) = {x ∈ R
n : G(x) 6= +∞C}.

ii ) G é própria se dom(G) 6= ∅.

1.2.2 Tópicos de otimização vetorial

Nesta seção são apresentadas definições e propriedades relacionadas à otimização

vetorial, uteis para o desenvolvimento deste trabalho. Considerando R
m ∪ {+∞C}

parcialmente ordenado por C ⊆ R
m, um cone não vazio, convexo e fechado, com

int (C) 6= ∅, seja o problema de otimização vetorial correspondente a U e G dado

por:

C − min
x∈U

G(x) (1.1)

onde G : R
n → R

m ∪ {+∞C}, com G = [G1, . . . , Gm]T , e U ⊂ dom(G).

Observa-se que este problema faz sentido, exatamente, porque em geral não

existe algum x̄ ∈ U que minimize, simultaneamente, todas as diferentes funções

objetivo. Além disso, este tipo de problema quase sempre possui mais de um “valor

ótimo”. Assim, estabelecer o conceito de “otimalidade” e/ou eficiência vetorial faz-se

necessário.

Definição 1.2.5. Sejam x∗ ∈ U e G(U) a imagem pela aplicação G do conjunto U .

Diz-se que x∗ ∈ U é:

i ) Eficiente (ou Pareto) para G(U) se não existe x ∈ U tal que

G(x) �C G(x∗) e G(x) 6= G(x∗);
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o conjunto das soluções eficientes é denotado por

C − arg min{G(x) : x ∈ U}.

ii ) Eficiente fraco para G(U) se não existe x ∈ U tal que

G(x) ≺C G(x∗);

o conjunto das soluções eficientes fracas é denotado por

C − argminw{G(x) : x ∈ U}.

Se as condições acima são verificadas em V ∩U , onde V é uma vizinhança de x∗,

então diz-se que x∗ é eficiente local ou eficiente fraco local para G(U), respectiva-

mente.

No caso escalar (m = 1) o conceito de ponto eficiente (local) ou eficiente fraco

(local) se reduz à definição usual de ponto mı́nimo (local).

É imediato ver que

C − arg min{G(x) : x ∈ U} ⊆ C − argminw{G(x) : x ∈ U}.

Observação 1.2.1. Quando C = R
m
+ , o problema de otimização vetorial é conhecido,

na literatura, como problema de otimização multiobjetivo, e as noções de otimali-

dade para este problema reduzem-se a:

x∗ ∈ U é Pareto para G(U) se não existe x ∈ U tal que

Gi(x) ≤ Gi(x
∗), para todo i ∈ {1, . . . ,m}, e

Gj(x) < Gj(x
∗), para algum j ∈ {1, . . . ,m};

x∗ ∈ U é Pareto fraco para G(U) se não existe x ∈ U tal que

Gi(x) < Gi(x
∗), para todo i = 1, . . . ,m.

Proposição 1.2.1. [42, Proposição 2.4] Sejam C1 e C2 dois cones em R
m. Se

C1 ⊆ C2 e C2 é pontudo então

C2 − arg min{G(x) : x ∈ U} ⊆ C1 − arg min{G(x) : x ∈ U}

e

C2 − argminw{G(x) : x ∈ U} ⊆ C1 − argminw{G(x) : x ∈ U}.
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O seguintes resultados dizem respeito à extensão da ideia de limitação inferior

para funções vetoriais.

Definição 1.2.6. [25] Sejam A ⊆ R
m e um cone convexo K ⊂ R

m. O conjunto A

é dito K−limitado inferior se existe ȳ ∈ R
m tal que

A ⊆ ȳ + K.

Observação 1.2.2.

i ) Em geral, dado um conjunto limitado A em R
m e K um cone convexo em R

m,

se dim(A) ≤ dim(K), então A é K−limitado inferior.

ii ) Ressalta-se que a última definição será usada, somente, para o espaço objetivo

da função vetorial G, R
m. Assim, a definição acima reduz-se a:

Sejam um conjunto U ⊆ R
n e uma aplicação G : U → R

m ∪ {+∞C}. Então

G(U) é K−limitado inferior se existe ȳ ∈ R
m tal que

G(U) ⊆ ȳ + K.

No caso m = 1 e K = R+ recupera-se a definição usual de limitação inferior

para funções escalares.

A seguir dá-se um exemplo que ilustra o item (ii ) da observação acima.

Exemplo 1.2.1. [29] Seja U = (−1, +∞) × [0, +∞) ⊆ R
2

e G : U → R
2 dada por

G(x) :=

[

x1

x2 − ln(x1 + 1)

]

.

Logo,

G(U) =











(

y1

y2

)

∈ R
2 : − ln(y1 + 1) ≤ y2,

−1 < y1











.

Agora, consideram-se os seguintes cones:

K1 = R
2
+ e

K2 =

{(

y1

y2

)

∈ R
2 : y1 + y2 ≥ 0, y1 ≥ 0

}

.

Veja figuras 5 e 6, respectivamente.

Figura 4: Imagem pela

aplicação G do conjunto U .
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Figura 5. Figura 6.

Desde que para qualquer

(

y1

y2

)

∈ G(U) tem-se que

− ln(y1 + 1) ≤ y2 e y2 ∈ R,

resulta que G(U) não é K1−limitado inferior. Por outro lado,

−1 − y1 < − ln(y1 + 1), y1 ≥ 0.

Assim,

∃ ȳ =

(

−1

0

)

tal que G(U) ⊂ ȳ + K2.

Portanto, G(U) é K2−limitado inferior.

Observação 1.2.3. Sejam dados dois cones convexos K1 e K2 ⊂ R
m. Se A é

K1−limitado inferior e K1 ⊆ K2, então A é K2−limitado inferior.

No exemplo acima tem-se que G(U) é K−limitado inferior para todo cone con-

vexo fechado K que contém K2.

Lema 1.2.1. [42, Proposition 3.6] Se A é K−limitado inferior, então

O+(A) ⊆ cl(K).

Afirmação 1.2.1. Se Gi : U → (−∞, +∞] é limitada inferiormente para cada

i = 1, . . . ,m, então G(U) é R
m
+−limitada inferior.

Demonstração. Visto que Gi é limitada inferiormente para cada i = 1, . . . ,m, existe

αi ∈ R, i = 1, . . . ,m, tal que

αi ≤ inf
x∈U

Gi(x), i = 1, . . . ,m.
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Fazendo

ȳ =













α1

α2

...

αm













, obtém-se que G(U) ⊂ ȳ + R
m
+ .

Afirmação 1.2.2. [34] Sejam os problemas de otimização multiobjetivo dados por:

R
m
+ − min

x∈U
G(x), (1.2)

R
m
+ − min

x∈U
exp(G(x)), (1.3)

onde Gi : U → (−∞, +∞], i = 1, . . . ,m e exp(G) = [exp(G1), . . . , exp(Gm)]T .

Então, o problema (1.2) é equivalente ao problema (1.3) “no sentido fraco”, isto é,

R
m
+ − argminw{G(x) : x ∈ U} = R

m
+ − argminw{exp(G(x)) : x ∈ U}.

Demonstração. Prova-se o resultado verificando as inclusões entre esses conjuntos

de soluções eficientes fracas.

[⊆] Dado x̄ ∈ R
m
+ − argminw{G(x) : x ∈ U} suponha-se que

x̄ /∈ R
m
+ − argminw{exp(G(x)) : x ∈ U}.

Logo, existe x̃ ∈ U tal que

exp(Gi(x̃)) < exp(Gi(x̄)), para todo i = 1, . . . ,m.

Assim, como a função exponencial é monótona crescente, tem-se que

Gi(x̃) < Gi(x̄), para todo i = 1, . . . ,m,

implicando que

G(x̃) < G(x̄),

o que contradiz a eficiência fraca de x̄ para o problema (1.2).

[⊇] Esta inclusão é obtida de forma análoga.

Observação 1.2.4. Seja o problema multiobjetivo, C = R
m
+ ,

R
m
+ − min

x∈U
G(x). (1.4)

Das Afirmações 1.2.1 e 1.2.2, pode-se supor sem perda de generalidade que
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G(U) é R
m
+−limitado inferior.

Definição 1.2.7. Sejam A ⊆ R
m e y ∈ A. O conjunto (y − C) ∩ A é chamado de

seção de A em y.

Afirmação 1.2.3. Sejam A ⊆ R
m, ȳ ∈ A, C ⊂ R

m um cone convexo, fechado

e pontudo, e um semi-espaço fechado H. Se (−C) ∩ H = {0} e A é H−limitado

inferior, então a seção de A em ȳ é um conjunto limitado.

Demonstração. Visto que ȳ ∈ A, obtém-se

(ȳ − C) ∩ A 6= ∅.

Por outro lado, dos Lemas 1.1.6 e 1.2.1, as seguintes inclusões são verificadas:

O+((ȳ − C) ∩ A) ⊆ O+(ȳ − C) ∩ O+(A),

O+(A) ⊆ H e O+(ȳ − C) = −C.

Assim,

O+((ȳ − C) ∩ A) ⊆ (−C) ∩H = {0}.

Portanto, (ȳ − C) ∩ A é um conjunto limitado.

Observe-se que este resultado continua sendo válido se A é C−limitado inferior.

Além disso, se A é um conjunto fechado e as hipóteses da afirmação acima são

verificadas, então

(ȳ − C) ∩ A é um conjunto compacto.

A seguir, apresenta-se um resultado importante, o qual implica na existência de

pontos eficientes para o problema vetorial (1.1), quando C é um cone convexo em

R
m, por exemplo, veja [25, 42], mas antes são necessárias as seguintes definições.

Definição 1.2.8. [25] Seja I um conjunto de ı́ndices e uma sequência {yα}α∈I em

R
m. Diz-se que a sequência {yα}α∈I é C−decrescente , com respeito a C, se

yα �C yβ, para cada α, β ∈ I, α > β.

Definição 1.2.9. [25] Seja um conjunto A ⊆ R
m. Diz-se que o conjunto A é

C−completo, se cada sequência C−decrescente de A é C−limitada inferior por

um elemento de A.

Teorema 1.2.1. [42, Teorema 3.4] Sejam C ⊂ R
m um cone não vazio, convexo,

fechado e o problema vetorial

C − min
x∈U

G(x).
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Então C − argmin{G(x) : x ∈ U} é não vazio se, e somente se, G(U) tem uma

seção C−completa.

Para finalizar esta parte, recordam-se resultados que estendem o conceito de

ponto cŕıtico (ou estacionário), de convexidade e semi-continuidade inferior para

funções vetoriais; define-se também o cone polar positivo de C, pois ferramentas

e resultados essenciais em otimização vetorial estão associadas a ele. Para mais

detalhes veja [27, 28, 30, 42].

Definição 1.2.10. Seja G : R
n → R

m uma função continuamente diferenciável.

Um ponto x̄ ∈ R
n é C−cŕıtico se

Im(JG(x̄)) ∩ (−int (C)) = ∅, (1.5)

onde JG(x̄) denota a matriz Jacobiana da aplicação G no ponto x̄.

Assim, se x̄ não é C−cŕıtico, então existe uma direção d̃ ∈ R
n tal que

JG(x̄)d̃ ∈ −int (C) (1.6)

ou, equivalentemente,

JG(x̄)d̃ ≺C 0. (1.7)

Observação 1.2.5. A partir da definição acima, tem-se que:

i ) Para otimização escalar (m = 1 e C = R+), esta definição reduz-se à condição

clássica de primeira ordem “gradiente igual a zero”.

ii ) Para o caso multiobjetivo, C = R
m
+ , x̄ é conhecido na literatura como Pareto

cŕıtico e (1.5) reduz-se a:

Para todo d ∈ R
n, existe i0 = i0(d) ∈ {1, . . . ,m} tal que

〈∇Gi0(x̄), d〉 ≥ 0.

e se x̄ não é Pareto cŕıtico, então existe d̃ ∈ R
n tal que

〈∇Gi(x̄), d̃〉 < 0, para todo i = 1, . . . ,m. (1.8)

Além disso, G diferenciável implica que

lim
t→0

Gi(x̄ + td̃) − Gi(x̄)

t
= 〈∇Gi(x̄), d̃〉 < 0, para todo i = 1, . . . ,m. (1.9)
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Assim, d̃ é uma direção descendente para Gi em x̄; isto é, existe t0 > 0 tal que

Gi(x̄ + td̃) ≤ Gi(x̄) para todo t ∈ (0, t0]. (1.10)

iii ) Seguindo um racioćınio semelhante ao do item anterior, tem-se que:

Se x̄ não é C−cŕıtico, então existe t0 > 0 tal que

G(x̄ + td̃) ≺ G(x̄) para todo t ∈ (0, t0]. (1.11)

Assim, d̃ é uma direção C−descendente para G em x̄.

Definição 1.2.11. Seja U ⊆ R
n um conjunto convexo e G : U → R

m ∪ {+∞C}. G

é dita C−convexa se

G(λx1 + (1 − λ)x2) �C λG(x1) + (1 − λ)G(x2), x1, x2 ∈ U, λ ∈ [0, 1].

Em particular, se m = 1 e C = R+, então obtém-se a definição usual de função

convexa.

Lema 1.2.2. [42, Corolário 6.6] Se C = R
m
+ , então G é C-convexa se, e somente

se, Gi é convexa, para cada i = 1, . . . ,m.

O exemplo seguinte mostra que se C 6= R
m
+ e Gi é convexa para cada i = 1, . . . ,m,

então G não, necessariamente, é C-convexa.

Exemplo 1.2.2. [11] Seja U = R
2 e G : R

2 :→ R
2 ∪ {+∞C} dada por

G(x) :=

[

x2
1 − x2

x2

]

.

Então,

G(U) =

{(

y1

y2

)

∈ R
2 : y1 + y2 ≥ 0

}

.

Considerando os pontos x1 =

(

1

2

)

e x2 =

(

3

4

)

, e λ = 1
2

tem-se que

xλ = λx1 + (1 − λ)x2 =

(

2

3

)

,

G(x1) =

(

−1

2

)

, G(x2) =

(

5

4

)

, G(xλ) =

(

1

3

)

,
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λG(x1) + (1 − λ)G(x2) =

(

2

3

)

.

Ilustram-se todos estes pontos na Figura 8.

Figura7: Imagem pela aplicação G do

conjunto U .
Figura 8.

Visto que G1(x) = x2
1 − x2 e G2(x) = x2 são funções convexas, se C = C1 = R

2
+,

veja Figura 9, então G é C1−convexa, ou seja, os vetores λG(x1) + (1 − λ)G(x2)

pertencem ao cone trasladado G(xλ)+C1, para cada λ ∈ [0, 1]. Este fato é ilustrado,

para λ = 1
2
, na Figura 10.

Figura 9. Figura 10.

Por outro lado, se C = C2 = cone

(

conv

{(

2

3

)

,

(

3

2

)})

, veja Figura 11, tem-se

que

G(xλ) 6�C2

(

2

3

)

.

Portanto, G não é C2−convexa. Este fato é ilustrado na Figura 12.
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Figura 11. Figura 12.

Lema 1.2.3. [42, Proposição 6.3] Seja G : R
n → R

m ∪ {+∞C} uma aplicação. Se

G é C−convexa, então seus conjunto de ńıvel são convexos, isto é,

{x ∈ R
n : G(x) �C ȳ},

é convexo para qualquer ȳ ∈ R
m.

Assim como em otimização escalar, um problema vetorial é dito Problema Veto-

rial C−convexo, se seu conjunto viável é convexo e sua aplicação é C−convexa.

O resultado seguinte estabelece as relações existentes entre pontos eficientes e

pontos estacionários.

Teorema 1.2.2. [21] Sejam G : R
n → R

m uma aplicação continuamente dife-

renciável e C o cone que define a ordem parcial �C.

i ) Se x̄ é um ponto eficiente fraco local, então x̄ é um ponto C−cŕıtico de G.

ii ) Se G é C−convexa e x̄ ∈ R
n é um ponto C−cŕıtico de G, então x̄ é um ponto

eficiente fraco.

iii ) Se C = R
m
+ , G é duas vezes continuamente diferenciável, ∇2Gi(x) é definida

positiva, para todo i ∈ {1, . . . ,m} e todo x ∈ R
n, e se x̄ ∈ R

n é um ponto

Pareto cŕıtico de G, então x̄ é um ponto eficiente.

Nesta parte, considera-se C sendo um cone não vazio, convexo fechado e pontudo

em R
m, com interior não vazio, e serão revistas algumas definições e propriedades

relacionadas a seu cone polar positivo.

Definição 1.2.12. Seja C ⊆ R
m um cone convexo. O cone polar positivo de C,

C∗, é dado por

C∗ := {z ∈ R
m : 〈y, z〉 ≥ 0, y ∈ C}.
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Observação 1.2.6. Se C é um cone convexo, fechado e pontudo, com int (C) 6= ∅,

então tem-se que:

i ) C∗ é um cone convexo, fechado e pontudo;

ii ) (C∗)∗ = C;

iii ) C∗ ∩ (C \ {0}) 6= ∅;

iv ) int (C∗) 6= ∅;

v ) C∗ = R
m
+ , quando C = R

m
+ .

Estende-se por continuidade, para cada z ∈ C∗ \ {0}, a R
m ∪ {+∞C} através de

〈+∞C , z〉 = +∞.

O lema abaixo relaciona o cone C com C∗ e int (C).

Lema 1.2.4. [9, Lemma 2.2] Seja C ⊂ R
m um cone não vazio, convexo fechado e

pontudo, com int (C) 6= ∅. Então, para todo e ∈ int(C) tem-se

inf{〈e, z〉 : z ∈ C∗, ‖z‖ = 1} = dist(e, Rm \ C).

A propriedade seguinte relaciona aplicações C−convexas com o cone C∗.

Lema 1.2.5. [11] Seja G : R
n → R

m ∪ {+∞C} uma aplicação. G é C-convexa se,

e somente se, 〈G(·), z〉 é convexa para cada z ∈ C∗.

Definição 1.2.13. [11] Seja G : R
n → R

m ∪ {+∞C} uma aplicação. Diz-se que G

é positivamente semi-cont́ınua inferior se 〈G(·), z〉 é semi-cont́ınua inferior,

para cada z ∈ C∗.

Lema 1.2.6. [42, Teorema 5.9] Seja G : R
n → R

m ∪ {+∞C} uma aplicação. Se G

é positivamente semi-cont́ınua inferior, então seus conjuntos de ńıvel são fechados,

isto é,

{x ∈ R
n : G(x) �C ȳ},

é fechado para qualquer ȳ ∈ R
m.

1.2.3 Escalarização

Nesta parte, são apresentadas algumas técnicas úteis para superar as dificuldades

causadas pela não completude da ordem estabelecida no espaço objetivo R
m. Es-

tas técnicas, quase sempre, substituem o problema vetorial original por um outro

problema, ou famı́lia de problemas, do tipo escalar. A principal vantagem desta

substituição é poder usufruir da teoria e métodos já existentes em otimização esca-

lar.
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Considere o problema de otimização vetorial

(Pv ) C − min
x∈U

G(x),

onde G : R
n → R

m ∪ {+∞C}, C é o cone que define a ordem parcial em R
m e

U ⊆ R
n, e o problema de otimização escalar

(PE) min
x∈U

g(x),

onde g : R
n → (−∞, +∞].

Definição 1.2.14. [42, Definição 2.1] Diz-se que

i ) (PE) é uma representação escalar de (Pv ), com respeito a C, se para cada

x e x̃ ∈ U ,

G(x) �C G(x̃) implica g(x) ≤ g(x̃), e

G(x) �C G(x̃) e G(x) 6= G(x̃) implicam g(x) < g(x̃);

ii ) (PE) é uma representação escalar estrita de (Pv ), com respeito a C, se

para cada x e x̃ ∈ U ,

G(x) �C G(x̃) implica g(x) ≤ g(x̃), e

G(x) ≺C G(x̃) implica g(x) < g(x̃);

iii ) (PE) é uma representação escalar fraca de (Pv ), com respeito a C, se

para cada x e x̃ ∈ U ,

G(x) ≺C G(x̃) implica g(x) < g(x̃).

Observação 1.2.7. Note da definição acima que

i ) ⇒ ii ) ⇒ iii )

Proposição 1.2.2. [42, Proposição 2.2] Sejam os problemas (Pv ) e (PE). As

seguintes propriedades são satisfeitas:

i ) Se (PE) é uma representação escalar de (Pv ), então

arg min{g(x) : x ∈ U} ⊆ C − argmin{G(x) : x ∈ U};
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ii ) Se (PE) é uma representação escalar fraca de (Pv ), então

arg min{g(x) : x ∈ U} ⊆ C − argminw{G(x) : x ∈ U}.

Observação 1.2.8. [42] Sejam C um cone convexo, fechado e pontudo, C∗ o cone

polar positivo associado a C e G : R
n → R

m ∪ {+∞C} uma aplicação. Dados x,

x̃ ∈ dom(G):

Se G(x) �C G(x̃), então, da definição de �C tem-se que G(x̃) − G(x) ∈ C.

Logo, da definição de C∗ segue que, para todo z ∈ C∗

〈G(x̃) − G(x), z〉 ≥ 0,

ou, equivalentemente,

〈G(x̃), z〉 ≥ 〈G(x), z〉.

Além disso, se G(x) ≺C G(x̃), então G(x̃) − G(x) ∈ int (C). Assim, para todo

z ∈ C∗ \ {0}

〈G(x̃) − G(x), z〉 > 0 ⇒ 〈G(x̃), z〉 > 〈G(x), z〉.

Portanto, o problema

min
x∈U

〈G(x), z〉

é uma representação escalar estrita do problema vetorial

C − min
x∈U

G(x),

para cada z ∈ C∗ \ {0}. Esta escalarização é conhecida na literatura como escala-

rização linear.

O resultado seguinte relaciona o conjunto solução do problema vetorial

C−convexo e o conjunto solução da sua escalarização linear.

Teorema 1.2.3. [11] Suponha que U ⊆ R
m é um conjunto convexo, a aplicação

G : U → R
m ∪ {+∞C} é própria e C-convexa. Então, dado o problema vetorial

C − min
x∈U

G(x),

tem-se que

C − arg minw{G(x) : x ∈ U} =
⋃

z∈C∗\{0}

arg min{〈G(x), z〉 : x ∈ U}.
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Note que o conjunto arg min{〈G(x), z〉 : x ∈ U} pode ser vazio para algum

z ∈ C∗, o exemplo seguinte ilustra este fato.

Exemplo 1.2.3. [11] Seja U = R
2, C = R

2
+ e G : R

2 → R
2 ∪ {+∞C} dada por

G(x) :=

[

x2
1 − x2

x2

]

.

No Exemplo 1.2.2 vê-se que G é R
2
+−convexa, e desde que (R2

+)∗ = R
2
+ obtém-se

que

R
2
+ − arg minw{G(x) : x ∈ U} =

⋃

z∈R2
+
\{0}

arg min{〈G(x), z〉 : x ∈ U}.

Porém, desde que

G(U) =

{(

y1

y2

)

∈ R
2 : y1 + y2 ≥ 0

}

,

tem-se que para cada z = (z1, z2) ∈ R
2
+, com z1 6= z2, a função

z1x
2
1 + (z2 − z1)x2,

é ilimitada inferiormente. Implica que arg min{〈G(x), z〉 : x ∈ U} é vazio, para cada

z = (z1, z2) ∈ R
2
+, com z1 6= z2. Portanto,

R
2
+ − arg minw{G(x) : x ∈ U} = arg min{x2

1 : x ∈ U} = {0} × R.

Por outro lado, Graña et al. em [29], supondo que G(U) é fechado e C um cone

pontudo, estabeleceram o seguinte resultado.

Proposição 1.2.3. [29, Corolário 1] Seja G : U ⊆ R
n → R

m. Suponha que G(U) é

fechado. Se

C∗ ∩ int([0+(cl(conv(G(U))))]∗) 6= ∅, (1.12)

então

(Pv ) C − min
x∈U

G(x)

tem soluções eficientes fracas. Além disso, para qualquer z 6= 0 na interseção acima,

o problema escalar

min
x∈U

〈G(x), z〉

tem solução ótima, a qual é uma solução eficiente fraca para (Pv ).

Observação 1.2.9. No exemplo acima, G(U) é um semi-espaço fechado, logo

int([0+(cl(conv(G(U))))]∗) = ∅.
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Assim, a intersecção em (1.12) é sempre vazia, para qualquer cone. Porém, nesse

exemplo obteve-se

R
2
+ − arg minw{G(x) : x ∈ U} 6= ∅.

Afirmação 1.2.4. Sejam A ⊆ R
m e C um cone convexo. Se A é C−limitado

inferior, então para cada z ∈ C∗

−∞ < inf{〈w, z〉 : w ∈ A}.

Demonstração. Visto que A é C−limitado inferior, existe ȳ ∈ R
m tal que

A − ȳ ⊂ C. (1.13)

Por outro lado, para cada z ∈ C∗, tem-se que

0 ≤ 〈y, z〉, para todo y ∈ C. (1.14)

Portanto, combinando (1.13) e (1.14) segue o resultado.

A seguir apresenta-se um outro exemplo de escalarização, para o problema de

otimização multiobjetivo.

Proposição 1.2.4. Seja G : U → R
m uma aplicação e considere o problema de

otimização multiobjetivo

R
m
+ − min

x∈U
G(x). (1.15)

Então

arg min{φ(x) : x ∈ U} ⊆ R
m
+ − argminw{G(x) : x ∈ U}, (1.16)

onde

φ(x) := max
i=1,...,m

Gi(x).

Demonstração. Considere x̃ ∈ arg min{φ(x) : x ∈ U}, e suponha, por contradição,

que x̃ /∈ R
m
+ − argminw{G(x) : x ∈ U}.

Desde que x̃ ∈ U não é Pareto fraco de (1.15), ∃ x̂ ∈ R
n tal que

Gi(x̂) < Gi(x̃), para cada i = 1 . . . ,m.

Logo, considerando o máximo sobre cada lado da desigualdade, obtém-se

max
i=1...,m

{Gi(x̂)} < max
i=1...,m

{Gi(x̃)},

ou, equivalentemente,

φ(x̂) < φ(x̃).
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Portanto, chega-se a uma contradição. Logo,

x̃ ∈ R
m
+ − argminw{G(x) : x ∈ U}.
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Caṕıtulo 2

Distância Proximal

Neste caṕıtulo são recordadas definições de distâncias proximais e distâncias proxi-

mais induzidas, apresentadas por Auslender e Teboulle em [5]. Além disso, como

primeira contribuição, será introduzida uma subclasse da distância proximal indu-

zida, a qual permite enfraquecer a condição de convergência dada em [5].

Definição 2.0.1. Sejam S um conjunto não vazio, aberto e convexo de R
n e d :

R
n × R

n → R+ ∪ {+∞} uma função. Diz-se que d é uma distância proximal ,

com respeito a S, se, para cada y ∈ S, d verifica as seguintes condições:

(P1) d(·, y) é própria, semi-cont́ınua inferior, convexa, e continuamente diferenciável

sobre S;

(P2) dom d(·, y) ⊂ cl(S) e dom∇1d(·, y) = S, onde ∇1d(·, y) denota o gradiente da

função d(·, y) com respeito à primeira variável;

(P3) d(·, y) é coerciva em R
n, isto é, lim

‖x‖→∞
d(x, y) = +∞;

(P4) d(y, y) = 0.

Como em [5], neste trabalho também denota-se por D(S) à famı́lia de funções d

que satisfazem a Definição 2.0.1.

A próxima definição associa a cada distância proximal d ∈ D(S) uma outra

função satisfazendo algumas propriedades desejáveis.

Definição 2.0.2. Sejam S um conjunto não vazio, aberto e convexo de R
n, d ∈ D(S)

e H : R
n×R

n → R+∪{+∞} uma função. Diz-se que H é uma distância proximal

induzida por d, se H verifica as seguintes condições:

(P5) H tem valores finitos sobre cl(S) × S;

(P6) H(y, y) = 0, y ∈ S;

(P7) 〈x − z,∇1d(z, y)〉 ≤ H(x, y) − H(x, z), y, z ∈ S, x ∈ cl(S);
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(P8) H(x, ·) é ńıvel limitado sobre S, para todo x ∈ cl(S).

Denota-se por (d,H) ∈ F(cl(S)) para especificar que o par (d,H) verifica as

premissas da Definição 2.0.2 com respeito a cl(S).

A definição seguinte diz respeito a uma subclasse de distâncias proximais induzi-

das, a qual é útil para obter a convergência das sequências geradas pelo método pro-

ximal apresentado no próximo caṕıtulo. Note que esta definição é uma contribuição

à teoria de distâncias proximais, pois ela enfraquece a condição de convergência (a2)

dada em [5], isto é,

∀ ȳ ∈ cl(S) e ∀ {yk} ⊂ S convergindo para ȳ, tem-se que lim
k→+∞

H(ȳ, yk) = 0.

Definição 2.0.3. Sejam S um conjunto não vazio, aberto e convexo de R
n e (d,H) ∈

F(cl(S)). Denota-se por F∗(cl(S)) o conjunto dos pares (d,H) tais que H satisfaz

às seguintes condições:

(P9) Se {yk} ⊂ S e ȳ ∈ cl(S) tais que lim
k→+∞

H(ȳ, yk) = 0, então lim
k→+∞

yk = ȳ;

(P10) Se {yk} ⊂ S converge para ȳ, então pelo menos uma das seguintes possibili-

dades é verificada:

lim
k→+∞

H(ȳ, yk) = 0, (2.1a)

lim
k→+∞

H(y, yk) = +∞, y 6= ȳ, y ∈ cl(S) (2.1b)

Vale ressaltar que esta definição foi introduzida por Kaplan e Tichatschke em

[38] para funções tipo Bregman.

Note que no contexto de distâncias proximais apresentado por Auslender e Te-

boulle em [5], duas escolhas conhecidas para d incluem distâncias de Bregman ou

ϕ− divergências, porém nesse trabalho, bem como em outros existentes na litera-

tura, veja por exemplo [6, 14, 41, 53, 54], o conjunto cl(S) considerado é um conjunto

poliedral e em particular cl(S) = R
n
+. Desta maneira, a Definição 2.0.3 é uma alter-

nativa interessante para a teoria de distâncias proximais, pois possibilita o trabalho

sobre conjuntos não necessariamente poliedrais, como exemplo pode-se considerar

as distâncias tipo Bregman, apresentadas em [38–40].
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Caṕıtulo 3

Método Interior Proximal para o

Problema de Otimização Vetorial

K−convexo

Neste caṕıtulo estabelece-se o primeiro problema a ser abordado e propõe-se um

método interior proximal exato e sua versão inexata para determinar soluções efici-

entes fracas. Além disso, seguindo as ideias de Bonnel et al. em [11], uma análise

completa de convergência é apresentada. Vale ressaltar que este texto corresponde

é um artigo aceito para publicação [55].

3.1 O problema

O problema sob estudo é o Problema de Otimização Vetorial K−convexo:

(POV C) K − min
x∈Ω

F (x),

onde

i ) Ω ⊆ dom(F ) é um conjunto convexo e fechado, com interior não vazio;

ii ) K é um cone convexo, fechado e pontudo, com int (K) 6= ∅, o qual define a

ordem parcial �K ;

iii ) A aplicação F : R
n → R

m ∪ {+∞K} é própria, K-convexa e positivamente

semi-cont́ınua inferior.

O principal interesse neste caṕıtulo é encontrar soluções eficientes fracas

para (POV C), isto é:
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Encontrar x∗ ∈ Ω tal que

6 ∃x ∈ Ω : F (x) ≺K F (x∗).

Assim, para estabelecer o método interior proximal exato, denotado por MIPE,

e a sua respectiva versão inexata, denotado por MIPI, precisa-se revisar algumas

propriedades referentes ao conjunto de ńıvel da aplicação objetivo em um ponto

viável.

Observação 3.1.1. [11] Considere u ∈ Ω e o conjunto de ńıvel Ωu, definido por

Ωu := {x ∈ Ω : F (x) �K F (u)}.

Então:

i ) ∅ 6= Ωu ⊆ Ω;

ii ) u ∈ Ωu ∩ Ω;

iii ) F K-convexa implica que o conjunto Ωu é convexo;

iv ) F positivamente semi-cont́ınua inferior implica que o conjunto Ωu é fechado;

v ) Se u ∈ int (Ω), então os itens (i)-(iv) e Lema 1.1.2 implicam que ir(Ωu) ⊆

int (Ω);

vi ) F (Ωu) = (F (u) − K) ∩ F (Ω).

Proposição 3.1.1. Seja d ∈ D(int (Ω)) e, para cada u ∈ int (Ω) considere o seguinte

problema de otimização vetorial

K − min{F (x) + d(x, u)e : x ∈ Ωu}, (3.1)

onde e ∈ int (K). Se uma das condições seguintes é verificada

H1) F (Ωu) é um conjunto limitado;

H2) d(·, u) é 1−coerciva em R
n.

Então

K − argminw{F (x) + d(x, u)e : x ∈ Ωu}

é não vazio e um subconjunto de int (Ω).
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Demonstração.

• Se ocorre a condição H1, então de dim(F (Ωu)) ≤ dim(K) e do item i) da

Observação 1.2.2, tem-se que

F (Ωu) é K−limitado inferior.

Assim, pela Afirmação 1.2.4, para cada z ∈ K∗, existe Mz ∈ R tal que

Mz < 〈F (x), z〉, x ∈ Ωu. (3.2)

Agora considere o seguinte problema escalar:

min{Fz(x) + 〈e, z〉d(x, u) : x ∈ Ωu}, (3.3)

onde Fz = 〈F (·), z〉 : Ω → (−∞, +∞]. Então, desde que

Mz + 〈e, z〉d(x, u) ≤ Fz(x) + 〈e, z〉d(x, u), x ∈ Ωu, (3.4)

e os conjuntos de ńıvel de d(·, u) são limitados, tem-se que os conjuntos de ńıvel de

Fz + 〈e, z〉d(·, u) são também limitados.

Por outro lado, (P1) da Definição 2.0.1 implica que d(·, u) é própria, semi-

cont́ınua inferior, convexa, e continuamente diferenciável sobre int (Ω). Mais ainda,

e ∈ int(K) e z ∈ K∗\{0} implicam que 〈e, z〉 > 0. Logo, 〈e, z〉d(·, u) é semi-cont́ınua

inferior e convexa.

Além disso, a definição de (POV C) implica que Fz é semi-cont́ınua inferior e

convexa, para cada z ∈ K∗ \ {0}. Logo, Fz + 〈e, z〉d(·, u) é semi-cont́ınua inferior e

convexa.

Em consequência, a minimização em (3.3) se reduz à minimização sobre um

conjunto compacto e o mı́nimo é atingido. Além disso, como Ωu é um conjunto

convexo e a aplicação F + d(·, u)e é própria e C−convexa, então as hipóteses do

Teorema 1.2.3 são verificadas por F + d(·, u)e, portanto

K−argminw{F (x)+d(x, u)e : x ∈ Ωu} =
⋃

z∈K∗\{0}

arg min{Fz(x)+〈e, z〉d(x, u) : x ∈ Ωu}.

Logo

K − argminw{F (x) + d(x, u)e : x ∈ Ωu} 6= ∅. (3.5)

Agora mostra-se que todas as soluções eficientes fracas de F + d(·, u)e sobre Ωu

pertencem a int (Ω). Com efeito, suponha que ∃ ẑ ∈ K∗ \ {0} tal que

∅ 6= arg min{Fẑ(x) + 〈e, ẑ〉d(x, u) : x ∈ Ωu} 6⊆ int (Ω). (3.6)
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Assim, a condição de otimalidade de primeira ordem do problema escalar acima,

para cada x ∈ arg min{Fẑ(x) + 〈e, ẑ〉d(x, u) : x ∈ Ωu}, é

0 ∈ ∂(Fẑ + 〈e, ẑ〉d(·, u) + IΩu
)(x). (3.7)

Além disso, as definições de F e d(·, u), e o item v) da Observação 3.1.1 implicam

que

ir(Ωu) ∩ int (dom Fẑ) ∩ int (dom d(·, u)) 6= ∅.

Nestas condições, o subdiferencial da soma de funções é igual a soma dos subdife-

renciais, veja por exemplo [50, Teorema 23.8], ou seja,

∂(Fẑ + 〈e, ẑ〉d(·, u) + IΩu
)(x) = ∂Fẑ(x) + 〈e, ẑ〉∂1d(x, u) + NΩu

(x), (3.8)

para cada x ∈ arg min{Fẑ(x) + 〈e, ẑ〉d(x, u) : x ∈ Ωu}. Assim, de (3.7) e (3.8)

obtém-se que

0 ∈ ∂Fẑ(x) + 〈e, ẑ〉∂1d(x, u) + NΩu
(x), x ∈ Ω. (3.9)

por quanto que dom (∂1d(·, u)) = int (Ω) conclui-se que x ∈ int (Ω) e ∂1d(x, u) =

∇1d(x, u). Por conseguinte, todos os zeros de ∂Fẑ + 〈e, ẑ〉∇1d(·, u)+NΩu
pertencem

ao int (Ω), o que contradiz (3.6). Portanto segue o resultado.

• Se ocorre a condição H2, é suficiente mostrar que, para qualquer z ∈ K∗ \ {0},

todos os conjuntos de ńıvel de Fz + 〈e, z〉d(·, u) são limitados. Os outros resultados

são provados analogamente.

De fato, suponha por contradição que existe δ̃ tal que

L(Fz + 〈e, z〉d(·, u), δ̃) := {x ∈ Ω : Fz(x) + 〈e, z〉d(x, u) ≤ δ̃} 6= ∅ é ilimitado.

Em outras palavras, existe uma sequência {yk} ⊂ L(Fz + 〈e, z〉d(·, u), δ̃) tal que

lim
k→∞

‖yk‖ = +∞,

e, sem perda de generalidade, pode-se supor que ‖yk‖ 6= 0 para todo k ∈ N.

Uma vez que {yk} ⊂ L(Fz + 〈e, z〉d(·, u), δ̃) e Fz é convexa, segue que

δ̃ ≥ Fz(y
k) + 〈e, z〉d(yk, u) (3.10)

≥ Fz(u) + 〈ζ, yk − u〉 + 〈e, z〉d(yk, u) (3.11)

≥ Fz(u) − 〈ζ, u〉 − ‖ζ‖‖yk‖ + 〈e, z〉d(yk, u), (3.12)

∀ k ∈ N, ∀ ζ ∈ ∂Fz(u).
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Dividindo cada extremo da desigualdade acima por ‖yk‖, obtém-se

Fz(u) − 〈ζ, u〉

‖yk‖
− ‖ζ‖ + 〈e, z〉

d(yk, u)

‖yk‖
≤

δ̃

‖yk‖
, (3.13)

∀ k ∈ N, ∀ ζ ∈ ∂Fz(u).

Assim, o lado direito vai para zero, enquanto o lado esquerdo vai para +∞, quando

k vai para +∞, pois d(·, u) é 1−coerciva e 〈e, z〉 > 0. Chega-se a uma contradição,

o que prova a afirmação.

Observação 3.1.2. Pela Afirmação 1.2.3 nota-se que a condição H1 é verificada, para

todo x ∈ Ω, se existe um semi-espaço fechado H tal que

(−K) ∩H = {0} e F (Ω) é H−limitado inferior.

Além disso, para problemas de otimização multiobjetivo, K = R
m
+ esta condição

pode ser considerada verdadeira sem perda de generalidade. Caso contrário, pela

Afirmação 1.2.3, substitua F por (exp (F1), · · · , exp (Fm))T . Então considere o se-

guinte problema de otimização multiobjetivo:

R
m
+ − min{(exp (F1(x)), · · · , exp (Fm(x)))T : x ∈ Ω}. (3.14)

Por outro lado, no caso geral, se a condição H1 não é verificada, então pode-se ser

um pouco mais restrito com a distância proximal, isto é, pode-se considerar uma

distância proximal sendo 1−coerciva, o que em geral é uma hipótese menos forte

que exigir que ela seja fortemente convexa, como acontece nas distâncias proximais

usadas em outros trabalhos, veja por exemplo [11, 13, 16].

Observação 3.1.3. Sejam u∗ e û ∈ Ω. Se u∗ verifica a condição H1 e F (û) �K F (u∗),

então û também verifica a condição H1.

3.2 Um método interior proximal exato

O método seguinte, denotado por “MIPE”, gera uma sequência {xk} ⊂ int (Ω)

correspondente à seguinte recursão:

Dada a iterada atual xk (x0 ∈ int (Ω)), encontrar xk+1 ∈ int (Ω) tal que

xk+1 ∈ K − argminw{F (x) + βkd(x, xk)ek : x ∈ Ωk}, (3.15)
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onde d é uma distância proximal com respeito a int(Ω), 0 < βk < β̃ para algum

β̃ > 0, ek ∈ int(K) com ‖ek‖ = 1, e Ωk := {x ∈ Ω : F (x) �K F (xk)}.

O corolário seguinte é uma consequência imediata da Proposição 3.1.1.

Corolário 3.2.1. Suponha que F (Ω0) satisfaz à condição H1 ou d(·, x) satisfaz à

condição H2, para cada x ∈ int (Ω). Então a recursão gerada pelo MIPE está bem

definida.

Agora, para estabelecer a limitação da sequência gerada pelo MIPE, suponha-se

a seguinte condição utilizada em [11, 13, 15, 16].

Hipótese 3.2.1. O conjunto F (Ω0) é K-completo, onde F (Ω0) é a seção inicial de

F (Ω) em x0.

A partir desta hipótese tem-se que o conjunto de limites inferiores da seção inicial,

denotado por E, é não vazio, isto é

E := {x ∈ Ω : F (x) �K F (xk), k ∈ N} 6= ∅.

Proposição 3.2.1. Sejam H uma distância proximal induzida por d e {xk} uma

sequência gerada pelo MIPE. Se (d,H) ∈ F(Ω) e a Hipótese 3.2.1 acima é satisfeita,

então

i ) para cada x̄ ∈ E, {H(x̄, xk)} é uma sequência convergente;

ii ) {xk} é uma sequência limitada e todos seus pontos de acumulação são soluções

eficientes fracas de (POV C).

Demonstração. i) Visto que xk+1 ∈ K − argminw{F (x) + βkd(x, xk)ek : x ∈ Ωk}, do

Teorema 1.2.3 existe zk ∈ K∗ \ {0} tal que xk+1 é solução do seguinte problema:

min{Fk(x) + βk〈ek, zk〉d(x, xk) : x ∈ Ωk}, (3.16)

onde Fk := 〈F (·), zk〉. Mais ainda, sem perda de generalidade, suponha que ‖zk‖ = 1

para todo k ∈ N, já que a solução deste problema não é alterada se sua função

objetivo é multiplicada por um escalar positivo.

Então, como int (dom(Fk))∩int (dom(d(·, xk)))∩ ir(Ωk) 6= ∅, segue do Lema 1.1.3

que xk+1 satisfaz à condição de primeira ordem para o problema (3.16), isto é, existe

uk ∈ R
n tal que

uk ∈ ∂(Fk + βk〈ek, zk〉d(·, xk))(xk+1), (3.17)

e

0 ≤ 〈x − xk+1, uk〉, (3.18)
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para todo x ∈ Ωk. De (3.17), xk+1 ∈ int (Ω), e do fato que dom∂1d(·, xk) = int (Ω),

resulta que

uk = vk + βk〈ek, zk〉∇1d(xk+1, xk), (3.19)

para algum

vk ∈ ∂Fk(x
k+1). (3.20)

Além do mais, da definição de E tem-se, para todo k ∈ N, que E ⊆ Ωk. Consi-

derando x̄ ∈ E e fazendo x = x̄ em (3.18), junto com (3.19), implicam em

0 ≤ 〈x̄ − xk+1, vk〉 + βk〈ek, zk〉〈x̄ − xk+1,∇1d(xk+1, xk)〉. (3.21)

Além disso, da convexidade de Fk e (3.20) tem-se, para x̄ ∈ E, que

〈x̄ − xk+1, vk〉 ≤ Fk(x̄) − Fk(x
k+1)

def
= 〈F (x̄) − F (xk+1), zk〉. (3.22)

Dado que zk ∈ K∗ \ {0} e F (x̄) − F (xk+1) �K 0 implicam em

〈F (x̄) − F (xk+1), zk〉 ≤ 0.

Juntando com o fato de βk〈ek, zk〉 > 0, (3.21) e (3.22), fornecem

0 ≤ 〈x̄ − xk+1,∇1d(xk+1, xk)〉. (3.23)

Por outro lado, fazendo y = xk, z = xk+1 e x = x̄, no item (P7) da Definição 2.0.2,

pois (d,H) ∈ F(Ω), obtém-se

〈x̄ − xk+1,∇1d(xk, xk+1)〉 ≤ H(x̄, xk) − H(x̄, xk+1),

que, junto com (3.23), fornece

H(x̄, xk+1) ≤ H(x̄, xk).

Logo, para todo x̄ ∈ E, {H(x̄, xk)} é uma sequência decrescente e não negativa.

Portanto, {H(x̄, xk)} é convergente, além disso

lim
k→+∞

〈x̄ − xk+1,∇1d(xk+1, xk)〉 = 0. (3.24)

ii) Inicialmente, observa-se que o item (P8) da Definição 2.0.2 e a convergência

de {H(x̄, xk)} implicam que {xk} é uma sequência limitada. Assim, a existência de

pontos de acumulação de {xk} é garantida. Agora mostra-se que todos são soluções

eficiente fracas de (POV C).

37



Seja x̂ um ponto de acumulação de {xk} e seja {xjk} a subsequência de {xk}

convergindo para x̂. Afirma-se que x̂ ∈ E ou, equivalentemente,

F (x̂) �K F (xk), k ∈ N. (3.25)

De fato, defina a função Fz : R
n → (−∞, +∞] por

Fz(x) := 〈F (x), z〉, com z ∈ K∗.

Uma vez que F é positivamente semi-cont́ınua inferior e K−convexa implicam

que Fz é semi-cont́ınua inferior e convexa, tem-se

Fz(x̂) ≤ lim
k→∞

Fz(x
jk).

Além disso F (xk+1) �K F (xk) para todo k ∈ N implica que

Fz(x
k+1) ≤ Fz(x

k), k ∈ N,

logo, lim
k→∞

Fz(x
jk) = inf{Fz(x

k)}. Combinando isto com as duas desigualdades acima

tem-se que

Fz(x̂) ≤ Fz(x
k), (3.26)

para todo z ∈ K∗ e todo k ∈ N. Assim, a afirmação é verificada desde que F (xk)−

F (x̂) ∈ K e (K∗)∗ = K.

Para concluir esta prova, suponha, por contradição, que x̂ não é uma solução

eficiente fraca para (POV C), isto é,

∃ x̆ ∈ Ω : F (x̆) ≺K F (x̂).

Considere agora zk como em (3.16). Desde que ‖zk‖ = 1 para todo k ∈ N, existe

um ponto de acumulação de {zk}, seja z̄, o qual é o limite da subsequência {zjk
}

de {zk}. Visto que K∗ é fechado, z̄ pertence a K∗. Por conseguinte, de (3.25) e da

relação acima se segue

〈F (x̆) − F (x̂), zjk
〉 ≥ 〈F (x̆) − F (xjk+1), zjk

〉
def
= Fjk

(x̆) − Fjk
(xjk+1). (3.27)

Por outro lado, a convexidade de Fjk
e xjk+1 ∈ int (Ω) implicam que existe vjk

∈

∂Fjk
(xjk+1) tal que

〈F (x̆) − F (xjk+1), zjk
〉 ≥ 〈x̆ − xjk+1, vjk

〉. (3.28)
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Acrescenta-se que de (3.17)-(3.19) existe ujk
∈ R

n tal que

vjk
= ujk

− βjk
〈ejk

, zjk
〉∇1d(xjk+1, xjk) (3.29)

e

〈x − xjk+1, ujk
〉 ≥ 0. (3.30)

para cada x ∈ Ωjk
. Além disso, x̆ pertence a E, pois F (x̆) ≺K F (x̂).

Então, fazendo x = x̆ em (3.30), obtém-se de (3.27)-(3.29)

〈F (x̆) − F (x̂), zjk
〉 ≥ −βjk

〈ejk
, zjk

〉〈x̆ − xjk+1,∇1d(xjk+1, xjk)〉. (3.31)

Como (3.24) implica que

lim
k→∞

〈x̆ − xjk+1,∇1d(xjk+1, xjk)〉 = 0

e {−βjk
〈ejk

, zjk
〉} é uma sequência limitada, pode-se considerar o limite, quando k

vai a +∞, na desigualdade (3.31), para concluir que

〈F (x̆) − F (x̂), z̄〉 ≥ 0. (3.32)

Mais ainda, afirma-se que z̄ 6= 0. De fato, fazendo e = F (x̆) − F (x̂) e C = K

no Lema 1.2.4, obtém-se infk∈N{〈F (x̆) − F (x̂), zk〉} = d(F (x̆) − F (x̂), Rn \ K) > 0.

Assim, zjk
→ z̄ implica que

〈F (x̆) − F (x̂), z̄〉 > 0. (3.33)

e à afirmação esta provada. Logo z̄ 6= 0 e (3.33) contradizem o fato de que z̄ ∈ K∗

e F (x̆) ≺K F (x̂) implicam em

〈F (x̆) − F (x̂), z̄〉 < 0. (3.34)

Portanto x̂ é uma solução eficiente fraca de (POV C).

O teorema seguinte estabelece a convergência da sequência gerada pelo MIPE.

Teorema 3.2.1. Seja (d,H) ∈ F∗(Ω) e seja {xk} a sequência gerada pelo MIPE.

Suponha que a Hipótese 3.2.1 é verificada. Então {xk} converge para uma solução

eficiente fraca de (POV C).

Demonstração. Visto que F∗(Ω) ⊆ F(Ω), a Proposição 3.2.1 implica que {xk} é

uma sequência limitada, que por sua vez implica na existência de pontos de acu-

mulação. Assim, considere x̂ e x∗ dois pontos de acumulação e, {xjk} e {xlk} duas
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subsequências de {xk} tais que

lim
k→∞

xjk = x̂, lim
k→∞

xlk = x∗.

Destas definições e de (3.25) segue que x̂ e x∗ ∈ E. Logo o item i) da Proposição 3.2.1

implica que {H(x̂, xk)} e {H(x∗, xk)} são sequências convergentes.

Agora, fazendo ȳ := x∗, yk := xlk e y := x̂ em (P10) da Definição 2.0.3, há dois

casos a analisar:

• Se (2.1a) é válida, então lim
k→∞

H(x∗, xlk) = 0, o que por sua vez implica que

lim
k→∞

H(x∗, xk) = 0.

Assim, como

{xjk} ⊂ int (Ω), x∗ ∈ Ω e lim
k→∞

H(x∗, xjk) = 0,

fazendo ȳ := x∗ e yk := xjk em (P9), tem-se que

lim
k→∞

xjk = x∗.

Logo, x∗ = x̂.

• Se, por outro lado, (2.1b) é válida e x̂ 6= x∗, então lim
k→∞

H(x̂, xlk) = +∞, o que

contradiz a convergência de {H(x̂, xk)}.

Portanto, {xk} converge para uma solução eficiente fraca de (POV C).

Observação 3.2.1. Neste trabalho separa-se cada resultado obtido, pois acha-se im-

portante ressaltar o papel de cada uma destas classes:

D(int (Ω)), F(Ω) e F∗(Ω).

Mais ainda, a classe F(Ω), com hipóteses mais fracas, garante que a sequência

gerada pelo MIPE é limitada e seus pontos de acumulação são soluções eficientes

fracas do (POV C), o que poderia ser útil, dependendo do problema.

Embora a classe F∗(Ω) seja mais restritiva, ela somente é necessária para garantir

a convergência da sequência.

Agora analisa-se a Hipótese 3.2.1, isto é, a K−completude da seção inicial. Note

que para o problema de minimização escalar, m = 1 e K = R+, sempre que o

conjunto de minimizadores é não vazio, resulta que cada seção F (Ω0) é K−completa.

Além disso, Luc em [42, Lemma 3.5], apresentou o seguinte resultado:

Observação 3.2.2. Cada uma das condições seguintes é suficiente para a Hipótese

3.2.1:
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i ) O conjunto F (Ω0) é compacto.

ii ) F (Ω0) é fechado, K−limitado inferior e o cone K tem a propriedade de Daniell

(isto é, qualquer sequência K−decrescente e K−limitada inferior, converge

para seu ı́nfimo).

Em situações práticas a Hipótese 3.2.1 pode ser dif́ıcil de ser verificada. Assim, é

interessante estabelecer alguns resultados de convergência, embora mais fracos que

aquele estabelecido na Proposição 3.2.1, para situações em que este pressuposto não

seja verificado.

Proposição 3.2.2. Seja F : R
n → R

m ∪ {+∞K} uma aplicação própria,

K−convexa, positivamente semi-cont́ınua inferior. Se (d,H) ∈ F∗(Ω) e a sequência

{xk} gerada pelo MIPE (sem a hipótese 3.2.1) tem um ponto de acumulação, então

esta sequência converge a uma solução eficiente fraca de (POV C).

Demonstração. Por hipótese, existe uma subsequência {xjk} de {xk} cujo limite é

algum x̂ ∈ Ω. Desde que a sequência {F (xk)} é K−decrescente, tem-se que, para

todo z ∈ K∗, a sequência {〈F (xjk), z〉} é decrescente. Por outro lado, pela definição

de F , tem-se que 〈F (·), z〉 é convexa e semi-cont́ınua inferior, assim 〈F (x̂), z〉 é

um limite inferior de {〈F (xjk), z〉}. Visto que isto é verificado para todo z ∈ K∗,

obtém-se que F (x̂) �K F (xjk) para todo k ∈ N, implicando que

F (x̂) �K F (xk).

Deste ponto em diante, o argumento continua sendo o mesmo que na prova da

Proposição 3.2.1 após de (3.25).

Antes de enunciar o próximo resultado, precisa-se definir o conjunto de pontos

ı́nfimos fracos de F (Ω):

K − INFw(F (Ω)) := {ȳ ∈ cl(F (Ω)) :6 ∃x ∈ Ω tal que F (x) ≺K ȳ}.

Proposição 3.2.3. Seja F : R
n → R

m ∪ {+∞K} uma aplicação própria,

K−convexa, positivamente semi-cont́ınua inferior. Seja {xk} uma sequência ge-

rada pelo MIPE. Suponha que (d,H) ∈ F∗(Ω), {xk} é ilimitada e que o conjunto

de pontos de acumulação de {F (xk)}, diferentes de ∞K, é não vazio. Então a

sequência {F (xk)} converge para um elemento de K − INFw(F (Ω)).

Demonstração. Sejam ȳ ∈ R
m um ponto de acumulação e {F (xjk)} uma sub-

sequência de {F (xk)} tal que F (xjk) → ȳ.

Provar-se a seguir que a sequência toda converge para ȳ. De fato, ȳ ∈ cl(F (Ω)),

já que cl(F (Ω)) é um conjunto fechado.
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Mais ainda, como F (xk+1) �K F (xk), resulta que {〈F (xk), z〉} é uma sequência

decrescente, e

lim
k→+∞

〈F (xjk), z〉 = 〈ȳ, z〉, ∀ z ∈ K∗.

Logo

lim
k→+∞

〈F (xk), z〉 = 〈ȳ, z〉, ∀ z ∈ K∗. (3.35)

Por outro lado, F (xk) K−decrescente, K fechado e (3.35) implicam em

ȳ �K F (xk), ∀ k ∈ N.

Considerando novamente o Lema 1.2.4, fazendo C = K∗, z = F (xk)−ȳ

‖F (xk)−ȳ‖
e conside-

rando algum z̃ ∈ int(K∗) obtém-se que

〈F (xk) − ȳ, z̃〉 = dist(z̃, Rm \ K∗)‖F (xk) − ȳ‖, (3.36)

para todo k ∈ N. Uma vez que 〈F (xk) − ȳ, z̃〉 → 0 quando k → ∞, e dist(z̃, Rm \

K∗) > 0, obtém-se que {F (xk)} converge para ȳ.

Se ȳ 6∈ INFw(F (Ω)), então existe x̄ ∈ Ω com F (x̄) ≺K ȳ. Usando o mesmo

argumento que na prova da Proposição 3.2.2, obtém que F (x̄) �K F (xk) para todo

k ∈ N. Então se estabelece a convergência de {xk} para uma solução eficiente fraca

de (POV C), seguindo o mesmo argumento que na prova da Proposição 3.2.1, de

(3.25) em diante. Como consequência, contradiz-se a hipótese de {xk} ser ilimitada,

estabelecendo o resultado.

3.3 Um método interior proximal inexato

Nesta parte apresenta-se a versão inexata do método apresentado na seção anterior,

o qual é denotado por MIPI. O método abaixo gera sequências {xk} ⊂ int (Ω) e

{wk} ⊂ R
n correspondentes à seguinte recursão:

Dada a iterada atual xk (x0 ∈ int (Ω)), encontrar (xk+1, wk+1) ∈ int (Ω)×

R
n tal que

wk+1 ∈ Qk(xk+1) + βk〈ek, zk〉∇1d̃(xk+1, xk), (3.37)

onde ∂(〈F (·), zk〉 + IΩk
) ⊂ Qk ⊂ ∂εk

(〈F (·), zk〉 + IΩk
), Ωk = {x ∈ Ω : F (x) �K

F (xk)}, d̃ é uma regularização dupla, isto é, d̃ = d1 + d2, com di ∈ D(int(Ω))

i = 1, 2, 0 < βk ≤ β̃, para algum β̃ > 0, ek ∈ int(C), com ‖ek‖ = 1, e zk ∈ C∗, com

‖zk‖ = 1.
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Observação 3.3.1. Note que neste método admite-se tanto aproximações sucessi-

vas do subdiferencial da representação escalar ∂(〈F (·), z〉 + IΩk
) quanto um cálculo

inexato das iteradas.

Corolário 3.3.1. Suponha que F (Ω0) satisfaz à condição H1 ou d(·, x) satisfaz à

condição H2, para cada x ∈ int (Ω). Então a recursão gerada pelo MIPI está bem

definida.

Demonstração. Se F (Ω0) satisfaz à condição H1 ou d(·, x) satisfaz à condição H2,

para cada x ∈ int (Ω), então, do Corolário 3.2.1, garante-se a existência de x̃ ∈

int (Ω) tal que

0 ∈ ∂(〈F (·), zk〉 + IΩk
)(x̃) + βk〈ek, zk〉∇1d̃(x̃, xk).

Por outro lado, considerando que

∂(〈F (·), zk〉 + IΩk
)(x̃) ⊂ Qk(x̃),

existem wk+1 ∈ R
n e xk+1 ∈ int (Ω) tais que o par (xk+1, wk+1) verifica (3.37).

Para estabelecer a limitação da sequência {xk} gerada por MIPI, são necessárias

hipóteses adicionais sobre as sequências {εk}, {w
k} e a distância proximal induzida

por d2,H2.

Hipótese 3.3.1.
∞
∑

k=1

δk < ∞, onde δk := max{ ‖wk+1‖
βk〈ek,zk〉

, εk

βk〈ek,zk〉
}.

Hipótese 3.3.2. Para cada x ∈ Ω existem constantes α(x) > 0 e c(x):

H2(x, ν) + c(x) ≥ α(x)‖x − ν‖, ν ∈ int(Ω)

onde H2 é uma distância proximal induzida de d2.

Observação 3.3.2.

i ) Kaplan e Tichatschke em [37, section 3] mostraram que a Hipótese 3.3.2 é válida,

em particular, para

η : x 7→
n
∑

i=1

|xi|
ρ , ρ > 1.

ii ) A Hipótese 3.3.2 não é necessária se se considera wk+1 ≡ 0, para todo k ∈ N.

Proposição 3.3.1. Seja Hi uma distância proximal induzida por di, i = 1, 2, e seja

{xk} uma sequência gerada pelo MIPI. Se (di, Hi) ∈ F(Ω), i = 1, 2, e as Hipóteses

3.2.1, 3.3.1 e 3.3.2 acima são verificadas, então
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i ) para cada x̄ ∈ E, {H̃(x̄, xk)} é uma sequência convergente;

ii ) {xk} é uma sequência limitada e todos seus pontos de acumulação são soluções

eficientes fracas de (POV C);

onde H̃ = H1 + H2;

Demonstração. i) Dado que (di, Hi) ∈ F(Ω), para i = 1, 2, de (P7) da De-

finição 2.0.2, tem-se

〈∇1d̃(xk+1, xk), x − xk+1〉 ≤ H̃(x, xk) − H̃(x, xk+1), x ∈ Ω. (3.38)

Mais ainda, da recursão deste método, (3.37), existe qk+1 ∈ Qk(xk+1) tal que

〈qk+1 + βk〈ek, zk〉∇1d̃(xk+1, xk), x− xk+1〉 ≥ −‖wk+1‖‖x− xk+1‖, x ∈ R
n. (3.39)

Logo, combinados (3.39) e (3.38), obtém-se

H̃(x, xk+1) − H̃(x, xk) ≤ 1
βk〈ek,zk〉

〈qk+1, x − xk+1〉 + ‖wk+1‖
βk〈ek,zk〉

‖x − xk+1‖, x ∈ Ω.

(3.40)

Considerando x̄ ∈ E e o fato de que ∂(〈F (·), zk〉 + IΩk
)(xk+1) ⊂ Qk(xk+1) ⊂

∂εk
(〈F (·), zk〉 + IΩk

)(xk+1) tem-se

〈qk+1, x̄ − xk+1〉 − εk ≤ 〈F (x̄) − F (xk+1), zk〉 ≤ 0.

Assim

〈qk+1, x̄ − xk+1〉 ≤ εk. (3.41)

Por outro lado, fazendo z = x̄ e ν = xk+1 na Hipótese 3.3.2, segue que

‖x̄ − xk+1‖ ≤
1

α(x̄)
[H2(x̄, xk+1) + c(x̄)] ≤

1

α(x̄)
[H̃(x̄, xk+1) + c(x̄)]. (3.42)

Agora, substitui-se x̄ por x em (3.40), que, junto com (3.41) e (3.42) implicam em

H̃(x̄, xk+1) − H̃(x̄, xk) ≤
δk

α(x̄)
H̃(x̄, xk+1) +

(

1 +
c(x̄)

α(x̄)

)

δk. (3.43)

Além disso, a Hipótese 3.3.1 garante que

δk

α(x̄)
<

1

2
, k > k0,
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para k0 suficientemente grande. Assim,

1 ≤

(

1 −
δk

α(x̄)

)−1

≤

(

1 +
2δk

α(x̄)

)

< 2, para k ≥ k0,

o que junto com (3.43) resulta em

H̃(x̄, xk+1) ≤

(

1 +
2δk

α(x̄)

)

H̃(x̄, xk) + 2

(

1 +
c(x̄)

α(x̄)

)

δk. (3.44)

Desde que
∑∞

k=1 δk < ∞, aplicando o Lema 1.1.1 à desigualdade (3.44), obtém-se a

convergência de {H̃(x̄, xk)}, para cada x̄ ∈ E.

ii) Note que a convergência de {H̃(x̄, xk)}, obtida no item acima, implica que

H̃(x̄, xk) ≤ M̃, k ∈ N,

onde M̃ := supk≥0 H̃(x̄, xk) < +∞.

Nestas condições, {xk} ⊂ int(Ω) e (P8) da Definição 2.0.2 implicam na limitação

de {xk}, que, por sua vez, garante que o conjunto de pontos de acumulação desta

sequência é não vazio. A seguir prova-se que todos estes são soluções eficientes fracas

de (POV C).

Sejam x̂ um ponto de acumulação e {xjk} uma subsequência de {xk} tal que

xjk → x̂. De forma análoga à prova da Proposição 3.2.1, obtém-se que

F (x̂) �K F (xk), k ∈ N. (3.45)

Agora, suponha que x̂ não é uma solução eficiente fraca de (POV C), isto é,

∃ x̄ ∈ Ω : F (x̄) ≺K F (x̂).

Note que x̄ ∈ E, e assim, {H̃(x̄, xk)} é uma sequência convergente.

Por outro lado, desde que ‖zk‖ = 1 para todo k ∈ N, existe um ponto de

acumulação de {zk}, seja z̄, o qual é o limite da sequência {zjk
}. Visto que C∗ é

fechado, tem-se que z̄ ∈ C∗. Além disso de (3.45) resulta que

〈F (x̄) − F (x̂), zjk
〉 ≥ 〈F (x̄) − F (xjk+1), zjk

〉. (3.46)

Devido ao fato que 〈F (·), zk〉 + IΩk
é convexa, qk+1 ∈ Qk(xk+1) e Qk(xk+1) ⊂

∂εk
(〈F (·), zk〉 + IΩk

)(xk+1), a relação (3.39), com k = jk, implica que

〈F (x̄) − F (xjk+1), zjk
〉 ≥ −βjk

〈ejk
, zjk

〉〈∇1d̃(xjk+1, xjk), x − xjk+1〉

−‖wjk+1‖‖x̄ − xjk+1‖ − εjk
. (3.47)
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Assim, combinando (3.38), (3.46) e (3.47), segue que

〈F (x̄) − F (x̂), zjk
〉 ≥ βjk

〈ejk
, zjk

〉
(

H̃(x̄, xjk+1) − H̃(x̄, xjk)
)

−‖wjk+1‖‖x̄ − xjk+1‖ − εjk
. (3.48)

Logo, da Hipótese 3.3.1 e a última desigualdade, tem-se que

〈F (x̄)−F (x̂), zjk
〉 ≥ βjk

〈ejk
, zjk

〉
(

H̃(x̄, xjk+1)− H̃(x̄, xjk)− δjk+1(‖x̄− xjk+1‖+ 1)
)

.

(3.49)

Visto que {βk〈ek, zk〉} e {xk} são sequências limitadas e zjk
→ z̄ e δk → 0, quando

k → +∞, obtém-se que

〈F (x̄) − F (x̂), z̄〉 ≥ 0. (3.50)

Seguindo os mesmos argumentos usados no item ii) da Proposição 3.2.1 tem-se

z̄ 6= 0, o que por sua vez implica em uma contradição. Portanto tal pressuposto é

falso e x̂ é uma solução eficiente fraca de (POV C).

Teorema 3.3.1. Sejam (di, Hi) ∈ F∗(Ω), i = 1, 2, e seja {xk} a sequência gerada

pelo MIPI. Então a sequência {xk} converge para uma solução eficiente fraca de

(POV C).

Demonstração. A prova deste teorema é análoga à prova do Teorema 3.2.1.
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Caṕıtulo 4

Método de Região de Confiança

para o Problema de Otimização

Multiobjetivo Irrestrito

Neste caṕıtulo considera-se o caso particular em que K = R
m
+ e Ω = R

n para

estabelecer o segundo problema a ser tratado e propõe-se um método de região de

confiança para determinar pontos Pareto cŕıticos. Além disso, uma completa análise

de convergência é apresentada seguindo as ideias de Conn et al. em [17].

4.1 O problema

O problema sob consideração é o Problema de Otimização Multiobjetivo

Irrestrito:

(POMI) R
m
+ − min

x∈Rn
F (x),

onde

i ) F : R
n → R

m, com F = (F1, . . . , Fm)T e, para cada i = 1, . . . ,m, Fi é duas vezes

continuamente diferenciável;

ii ) Existe j ∈ {1, . . . ,m} tal que

−∞ < inf{Fj(x) : x ∈ R
n}.

O principal interesse neste caṕıtulo é encontrar pontos Pareto cŕıticos para

(POMI), ou seja:
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Encontrar x∗ ∈ R
n tal que

∀ d ∈ R
n, ∃ i0 = i0(d) ∈ {1, . . . ,m} : 〈∇Fi0(x

∗), d〉 ≥ 0.

Note que para o caso escalar, m = 1, esta condição se reduz à condição de

primeira ordem “gradiente igual a zero”

Desta maneira, para estabelecer o método de região de confiança, denotado por

MRCPM, é necessário definir algumas funções auxiliares e revisar algumas proprie-

dades referentes a elas.

Começa-se definindo a função marginal ω : R
n → R dada abaixo

ω(x) := − min
‖d‖≤1

(

max
i=1,...,m

{

〈∇Fi(x), d〉
}

)

, (4.1)

Repare que quando m = 1 então d∗(x) = − ∇F (x)
‖∇F (x)‖

e ω(x) = ‖∇F (x)‖. Por outro

lado, Fliege e Svaiter em [22] mostram algumas propriedades de ω(x) relacionadas

com o conceito de pontos Pareto cŕıticos. A fim de lembrar estas propriedades

denota-se o conjunto solução de (4.1) por D(x).

Lema 4.1.1. [22, Lemma 3]

i ) ω(x) ≥ 0, para todo x ∈ R
n;

ii ) Se x é Pareto cŕıtico de (POMI), então 0 ∈ D(x) e ω(x) = 0;

iii ) Se x não é Pareto cŕıtico de (POMI), então ω(x) > 0 e para qualquer d ∈ D(x)

tem-se que

〈∇Fj(x), d〉 ≤ max
i=1,...,m

{〈∇Fi(x), d〉} < 0, j = 1, . . . ,m,

isto é, d é uma direção descendente de (POMI);

iv ) A aplicação x 7→ ω(x) é cont́ınua;

v ) Se xk converge para x̄, dk ∈ D(xk) e dk converge para d̄, então d̄ ∈ D(x̄).

Agora considere outra função escalar φ : R
n → R, dada por

φ(x) := max
i=1,...,m

Fi(x).

Observe que a principal justificativa para considerar φ é que o problema seguinte

min
x∈Rn

φ(x),
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é uma representação escalar estrita de (POMI). Assim a Observação 1.2.7 e a

Proposição 1.2.2 implicam que

arg min{φ(x) : x ∈ R
n} ⊆ R

m
+ − arg minw{F (x) : x ∈ R

n}. (4.2)

Observação 4.1.1. Da definição de (POMI) obtém-se que

−∞ < inf{φ(x) : x ∈ R
n}.

4.2 Um método de Região de Confiança

O método seguinte, denotado por “MRCPM”, está baseado no algoritmo básico de

região de confiança para o problema de otimização escalar irrestrito, apresentado

por Conn et al. em [17] e gera uma uma sequência {xk} ⊂ R
n correspondente ao

método a seguir descrito. Antes é necessário definir a seguinte aproximação local de

φ:

m(x,H, d) = max
i=1,...,m

{Fi(x) + 〈∇Fi(x), d〉} +
1

2
〈d,Hd〉, com H ∈ S

n×n.

Observação 4.2.1. Embora as funções φ e m não sejam necessariamente diferenciáveis

nem convexas, de suas respectivas definições e do Lema 1.1.5, tem-se que, dado

x ∈ R
n.

∂◦φ(x) = conv{∇Fi(x) : i ∈ I(x)}

onde I(x) = {j ∈ {1, . . . ,m} : φ(x) = Fj(x)}; e dado d ∈ R
n, com x ∈ R

n e

H ∈ S
n×n fixos, tem-se que

∂d
◦m(x,H, d) = conv{∇Fi(x) : i ∈ J(d)} + Hd

onde J(d) = {j ∈ {1, . . . ,m} : m(x,H, d) = Fi(x) + 〈∇Fi(x), d〉} e ∂d
◦m(x,H, d)

denota o subdiferencial de Clarke de m em relação de d.

Assim, a função m em (x,H, 0) é uma “boa” aproximação de primeira ordem da

função φ em x, por que se tem

m(x,H, 0) = φ(x) e ∂d
◦m(x,H, 0) = ∂◦φ(x).

Já que na k−ésima iteração, xk, ∆k e Hk são dados, estabelece-se que

mk(·) := m(xk, Hk, ·)
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e a região de confiança relativa à k−ésima iteração é denotada por

Bk := {d ∈ R
n : ‖d‖ ≤ ∆k}

Método RCPM

Passo 0. DADOS:

0 < η1 ≤ η2 < 1 e 0 < γ1 ≤ γ2 < 1. (4.3)

Passo 1. INICIALIZAÇÃO: Escolha x0, H0 e ∆0. Faça k := 0.

Passo 2. CÁLCULO DA DIREÇÃO: Encontre uma direção dk ∈ Bk que “reduz

suficientemente” à função mk.

Passo 3. ACEITAÇÃO DO PONTO: Calcule φ(xk + dk) e defina

ρk =
φ(xk) − φ(xk + dk)

mk(0) − mk(dk)
. (4.4)

Se ρk ≥ η1, então defina xk+1 = xk + dk; caso contrário defina xk+1 = xk.

Passo 4. ATUALIZAÇÃO DA REGIÃO DE CONFIANÇA: Faça

∆k+1 ∈











[∆k,∞) , se ρk ≥ η2;

[γ2∆k, ∆k] , se ρk ∈ [η1, η2);

[γ1∆k, γ2∆k] , se ρk < η1;

(4.5)

Atualize Hk para Hk+1. Faça k = k + 1, e volte ao Passo 1.

4.3 Análise de Convergência

As hipóteses necessárias para estabelecer a convergência de MRCPM serão dadas a

seguir.

Hipótese 4.3.1. Existe uma constante positiva κF tal que, para todo x ∈ R
n,

‖∇2Fi(x)‖ ≤ κF , para todo i = 1, . . . ,m.

Hipótese 4.3.2. A matriz Hk é uniformemente limitada, ou seja, existe uma cons-

tante κsahm ≥ 1 tal que:

‖Hk‖ ≤ κsahm − 1, para todo k.
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Observe-se que as hipóteses acima são uma extensão natural daquelas usadas

para o método de região de confiança escalar estabelecido em [17]. Embora existam

trabalhos com hipóteses mais fracas, para o caso escalar, veja por exemplo Shi e

Guo em [52] e Ahookhosh e Amini em [1] e suas respectivas referências, existem

também trabalhos recentes considerando as hipóteses que utilizamos, veja [7]. Além

disso, observa-se que a análise de convergência apresentada neste trabalho estende

naturalmente ao apresentado para m = 1 em [17].

Observação 4.3.1. Note que a Hipótese 4.3.1 implica que ∇Fi é Lipschitz, para cada

i ∈ {1, . . . ,m}, que, por sua vez implica na continuidade uniforme de ω.

Por outro lado, um ponto crucial neste algoritmo é a determinação, no Passo 2,

da direção dk a qual “reduz suficientemente” a função mk dentro da região de con-

fiança Bk, porque esta redução pode garantir ou não a convergência global. Antes

de definir o que significa “reduz suficientemente” estabelecemos dois importantes

resultados.

Lema 4.3.1. Seja o seguinte problema escalar

min
d∈Bk

mk(d). (4.6)

Se dk é uma solução do problema (4.6), então

mk(0) − mk(dk) ≥
1

2
ω(xk) min

{

ω(xk)

βk

, ∆k

}

, (4.7)

onde ω(x) é definido por (4.1) e

βk = 1 + ‖Hk‖. (4.8)

Demonstração. Visto que dk é uma solução do problema (4.6), segue que

mk(0) − mk(dk) ≥ mk(0) − mk(d), ∀ d ∈ Bk. (4.9)

Por outro lado, da definição de ω(x) em xk existe d∗
k ∈ R

n tal que ‖d∗
k‖ ≤ 1 e

ω(xk) = − max
i=1,...,m

{〈∇Fi(x
k), d∗

k〉}. (4.10)

Logo, para todo α ∈ [0, 1], vale α∆kd
∗
k ∈ Bk. Como consequência, segue de (4.9),
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da desigualdade de Cauchy-Schwarz, (4.8) e (4.10) que

mk(0) − mk(dk) ≥ mk(0) − mk(α∆kd
∗
k) (4.11)

≥ −α∆k max
i=1,...,m

{〈∇Fi(x
k), d∗

k〉} −
1

2
(α∆k)

2‖Hk‖ (4.12)

≥ α∆kω(xk) −
1

2
(α∆k)

2βk, (4.13)

para todo α ∈ [0, 1], o que implica que

mk(0) − mk(dk) ≥ max
0≤α≤1

{

α∆kω(xk) −
1

2
α2∆2

kβk

}

. (4.14)

Agora, desde que a função α 7→ α∆kω(xk)− 1
2
α2∆2

kβk é côncava, precisa-se analisar

as duas possibilidades para o máximo acima. Antes denota-se o ponto cŕıtico desta

função por α∗, assim

α∗ =
ω(xk)

∆kβk

≥ 0 é o maximizador global desta função e (4.15)

1

2

ω(xk)2

βk

≥ 0 é o valor máximo global desta função. (4.16)

a) Se α∗ ∈ [0, 1), então

max
0≤α≤1

{

α∆kω(xk) −
1

2
α2∆2

kβk

}

=
1

2

ω(xk)2

βk

. (4.17)

a) Se α∗ ≥ 1, então

max
0≤α≤1

{

α∆kω(xk) −
1

2
α2∆2

kβk

}

= ∆kω(xk) −
1

2
∆2

kβk. (4.18)

Porém, α∗ ≥ 1 implica também que

∆kω(xk) −
1

2
∆2

kβk ≥
1

2
∆kω(xk). (4.19)

Por conseguinte

mk(0) − mk(dk) ≥ min

{

1

2

ω(xk)2

βk

,
1

2
∆kω(xk)

}

(4.20)

=
1

2
ω(xk) min

{

ω(xk)

βk

, ∆k

}

. (4.21)

Observação 4.3.2. O resultado acima é estabelecido inicialmente por Xi e Shi em

[56], porém o mı́nimo em (4.1) é considerando sobre Bk.
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Embora o Lema 4.3.1 seja suficiente “teoricamente” para estabelecer a con-

vergência da sequência gerada por MRCPM, obter um minimizador exato do pro-

blema (4.6) poderia ser uma tarefa dif́ıcil, devido a que mk não é necessariamente

diferenciável nem convexa em geral. Como na prática, não é desejável se ter um

alto custo computacional na obtenção do iterando, algoritmos inexatos devem ser

considerados.

Nestas condições, é interessante observar que seguindo a ideia da busca linear

de Armijo, veja por exemplo [8], pode-se considerar uma técnica de backtracking em

alguma direção d ∈ D(xk) (visto que todas estas direções são direções descendentes,

se xk não é Pareto cŕıtico), para assim obter um tamanho de passo que proverá uma

“boa” redução da função mk. Mais precisamente, determina-se o menor inteiro não

negativo j = j∗ tal que a direção

d∗
k(j) = (κbck)

j∆kd
∗
k (4.22)

satisfaz a condição

mk(d
∗
k(j)) ≤ mk(0) − κlsi(κbck)

j∆kω(xk), (4.23)

onde d∗
k verifica (4.10), κlsi ∈ (0, 1

2
) e κbck ∈ (0, 1) são contantes dadas. Como é

esperável, no caso escalar, m = 1, (4.23) se reduz à busca linear de Armijo, na

direção −∇F (xk). Logo, definindo esta direção aproximada como

dapx
k := d∗

k(j
∗),

estabelece-se o seguinte resultado.

Lema 4.3.2. A direção aproximada dapx
k está bem definida, isto é, j∗ é finito. Além

disso,

mk(0) − mk(d
apx
k ) ≥ κdpaω(xk) min

{

ω(xk)

βk

, ∆k

}

, (4.24)

onde κdpa ∈ (0, 1) é uma constante que independe de k.

Demonstração. Primeiro considere o caso em que a condição (4.23) não é verificada

para algum j, ou seja,

mk(d
∗
k(j)) > mk(0) − κlsi(κbck)

j∆kω(xk). (4.25)
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Agora, da definição de mk no lado esquerdo da desigualdade (4.25) obtém-se

mk(d
∗
k(j)) = max

1≤i≤m
{Fi(x

k) + 〈∇Fi(x
k), d∗

k(j)〉} +
1

2
〈d∗

k(j), Hkd
∗
k(j)〉 (4.26)

≤ mk(0) + (κbck)
j∆k max

1≤i≤m
{〈∇Fi(x

k), d∗
k〉}

+
1

2
((κbck)

j∆k)
2〈d∗

k, Hkd
∗
k〉 (4.27)

= mk(0) − (κbck)
j∆kω(xk) +

1

2
((κbck)

j∆k)
2〈d∗

k, Hkd
∗
k〉. (4.28)

Como ‖Hk‖ ≤ βk e ‖d∗
k‖ ≤ 1, obtém-se da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

〈d∗
k, Hkd

∗
k〉 ≤ βk. (4.29)

Agora, combinando (4.29) com (4.28) e (4.25), é fácil ver que

(κbck)
j >

2(1 − κlsi)ω(xk)

∆kβk

. (4.30)

Porém, κbck < 1, deve portanto existir um primeiro j∗ finito tal que

(κbck)
j∗ <

2(1 − κlsi)ω(xk)

∆kβk

, (4.31)

para o qual (4.23) seja verificado. Então, a direção aproximada dapx
k está bem defi-

nida, e obtém-se de (4.22) e (4.23) que

mk(0) − mk(d
apx
k ) ≥ κlsi(κbck)

j∗∆kω(xk). (4.32)

Quando j∗ ≥ 1, já que este é o menor j que garante (4.31), pode-se deduzir que

(κbck)
j∗ = κbck(κbck)

j∗−1 ≥ 2κbck(1 − κlsi)
ω(xk)

∆kβk

,

o que junto com (4.32) implicam que

mk(0) − mk(d
apx
k ) ≥ 2κbckκlsi(1 − κlsi)

ω(xk)2

βk

. (4.33)

Por outro lado, se j∗ = 0, então (4.32) reduz-se a

mk(0) − mk(d
apx
k ) ≥ κlsi∆kω(xk). (4.34)

Combinando (4.32) e (4.34), conclui-se que (4.24) é verificada com

κdpa = min{κlsi, 2κlsiκbck(1 − κlsi)} < 1.
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Então, em vista aos dois lemas acima, é aceitável requer-se que o “decréscimo

suficiente” da função mk seja estabelecido pela seguinte hipótese.

Hipótese 4.3.3. Para todo k,

mk(0) − mk(dk) ≥ κdasmω(xk) min

{

ω(xk)

βk

, ∆k

}

, (4.35)

para alguma constante κdasm ∈ (0, 1), onde ω(xk) e βk são definidos por (4.1) e (4.8),

respectivamente.

Observação 4.3.3. Como notado anteriormente, no caso escalar tem-se que ω(xk) =

‖∇F (xk)‖, e com isto recupera-se a Hipótese A.A.1 requerida por Conn et al. em

[17].

O resultado de convergência é apresentado a seguir, ou seja, prova-se que toda

sequência gerada por MRCPM converge para um ponto Pareto cŕıtico de (POMI).

Primeiro prova-se que o erro existente entre o valor da função φ e sua aproximação

mk na iteração xk é limitado.

Proposição 4.3.1. Suponha que as Hipóteses 4.3.1 e 4.3.2 são verificadas. Então

|φ(xk + dk) − mk(dk)| ≤ κlsh∆
2
k. (4.36)

onde

κlsh := max{κF , κsahm} (4.37)

Demonstração. Fi é duas vezes continuamente diferenciável, logo do Teorema do

valor médio, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe αi ∈ [0, 1]:

Fi(x
k + dk) = Fi(x

k) + 〈∇Fi(x
k), dk〉 +

1

2
〈dk,∇

2Fi(ξ
i
k )dk〉, (4.38)

onde ξi
k = xk + αidk. Consequentemente,

max
i=1,...,m

{Fi(x
k + dk)} ≤ max

i=1,...,m

{

Fi(x
k) + 〈∇Fi(x

k), dk〉
}

+ max
i=1,...,m

{

1

2
〈dk,∇

2Fi(ξ
i
k )dk〉

}

. (4.39)

Agora, somando e subtraindo 1
2
〈dk, Hkdk〉 no lado direito da desigualdade acima,

obtém-se

φ(xk + dk) − mk(dk) ≤ max
i=1,...,m

{

1

2
〈dk, (∇

2Fi(ξ
i
k ) − Hk)dk〉

}

. (4.40)
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Por outro lado, (4.38) também pode ser escrita como

Fi(x
k + dk) −

1

2
〈dk,∇

2Fi(ξ
i
k )dk〉 = Fi(x

k) + 〈∇Fi(x
k), dk〉 (4.41)

para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Então

φ(xk + dk) ≥ max
i=1,...,m

{

Fi(x
k) + 〈∇Fi(x

k), dk〉

}

− max
i=1,...,m

{

−
1

2
〈dk,∇

2Fi(ξ
i
k )dk〉

}

,

ou equivalentemente,

φ(xk + dk) ≥ max
i=1,...,m

{

Fi(x
k) + 〈∇Fi(x

k), dk〉

}

+ min
i=1,...,m

{

1

2
〈dk,∇

2Fi(ξ
i
k )dk〉

}

.

Novamente, somando e subtraindo 1
2
〈dk, Hkdk〉 no lado direito da desigualdade acima

resulta que

φ(xk + dk) − mk(dk) ≥ min
i=1,...,m

{

1

2
〈dk, (∇

2Fi(ξ
i
k ) − Hk)dk〉

}

. (4.42)

Assim, combinando (4.40) com (4.42) e o fato de ‖dk‖ ≤ ∆k obtém-se que

∣

∣

∣

∣

φ(xk + dk) − mk(dk)

∣

∣

∣

∣

≤ max























∣

∣

∣

∣

min
i=1,...,m

{

1
2
〈dk, (∇

2Fi(ξ
i
k ) − Hk)dk〉

}

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

max
i=1,...,m

{

1
2
〈dk, (∇

2Fi(ξ
i
k ) − Hk)dk〉

}

∣

∣

∣

∣























≤ max
i=1,...,m

∣

∣

∣

∣

1

2
〈dk, (∇

2Fi(ξ
i
k ) − Hk)dk〉

∣

∣

∣

∣

≤
1

2

(

max
i=1,...,m

‖∇2Fi(ξ
i
k )‖ + ‖Hk‖

)

∆2
k.

Por conseguinte as Hipóteses 4.3.1 e 4.3.2 implicam que

|φ(xk + dk) − mk(dk)| ≤ κlsh∆
2
k.

onde

κlsh := max {κF , κsahm} .

A seguir define-se o conjunto das iterações bem sucedidas S, por

S = {k ∈ N : ρk ≥ η1},
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e similarmente, o conjunto das iterações muito bem sucedidas V , é dado por

V = {k ∈ N : ρk ≥ η2}.

Proposição 4.3.2. Suponha que as Hipóteses 4.3.1−4.3.3 são verificadas. Se xk

não é Pareto cŕıtico e

∆k ≤
κdasm(1 − η2)ω(xk)

κlsh

, (4.43)

então a iteração k pertence a V e

∆k+1 ≥ ∆k. (4.44)

Demonstração. Primeiro note que as constantes η2, κdpa ∈ (0, 1), por conseguinte

κdasm(1 − η2) < 1.

Assim, a condição (4.43) e βk = 1 + ‖Hk‖ implicam que

∆k <
ω(xk)

βk

. (4.45)

Logo, a Hipótese 4.3.3 implica diretamente que

mk(0) − mk(dk) ≥ κdasmω(xk) min

{

ω(xk)

βk

, ∆k

}

= κdasmω(xk)∆k. (4.46)

Nestas condições, de (4.36), a desigualdade acima e (4.45) deduz-se que

|ρk − 1| =

∣

∣

∣

∣

φ(xk + dk) − mk(dk)

mk(0) − mk(dk)

∣

∣

∣

∣

≤
κlsh

κdasmω(xk)
∆k ≤ 1 − η2. (4.47)

Portanto, ρk ≥ η2, e a iteração é muito bem sucedida. Além disso, a atualização de

∆k,(4.5), garante que (4.44) é verificado.

Proposição 4.3.3. Suponha que as Hipóteses 4.3.1−4.3.3 são verificadas. Além

disso, suponha que existe uma constante κliω > 0 tal que ω(xk) ≥ κliω para todo k.

Então existe uma constante κli∆ > 0 tal que

∆k ≥ κli∆, para todo k. (4.48)

Demonstração. Suponha por contradição que para cada κ > 0 existe k̂ tal que

∆k̂ < κ. (4.49)
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Em particular, considere que

κ =
γ1κdasmκliω(1 − η2)

κlsh

,

e seja k̂ a primeira iteração tal que

∆k̂ <
γ1κdasmκliω(1 − η2)

κlsh

. (4.50)

Por outro lado, da atualização da região de confiança, (4.5), obtém-se que

γ1∆k̂−1 ≤ ∆k̂.

Assim, estas duas últimas desigualdades implicam que

∆k̂−1 <
κdasmκliω(1 − η2)

κlsh

. (4.51)

Desta maneira a hipótese sobre ω(xk) e (4.51) implicam que (4.43) é verificado.

Então a iteração k̂ − 1 é muito bem sucedida e

∆k̂−1 ≤ ∆k̂.

No entanto isto é uma uma contradição com o fato de que k̂ é a primeira iteração

que verifica (4.50). Portanto a assunção inicial é imposśıvel.

Proposição 4.3.4. Suponha que as Hipóteses 4.3.1−4.3.3 são verificadas. Além

disso, suponha que dado x0 existe somente um número finito de iterações bem suce-

didas. Então xk = x∗ para todo k suficientemente grande e x∗ é um Pareto cŕıtico.

Demonstração. Da definição de MRCPM garante-se que x∗ = xk0+1 = xk0+j para

todo j ∈ N, onde k0 é o ı́ndice da última iteração bem sucedida. Além disso,

para toda iteração sem sucesso, (4.3) e (4.5) implicam que a sequência ∆k vai para

zero, quando k vai para +∞. Por conseguinte, se xk0+1 não é Pareto cŕıtico, a

Proposição 4.3.2 implica que deve existir uma iteração bem sucedida de ı́ndice maior

que k0, o que é uma contradição. Portanto, xk0+1 = x∗ é Pareto cŕıtico.

Proposição 4.3.5. Suponha que as Hipóteses 4.3.1−4.3.3 são verificadas. Então

lim inf
k→∞

ω(xk) = 0 (4.52)

Demonstração. Suponha, com o propósito de chegar a uma contradição, que para

todo k,

ω(xk) ≥ ǫ (4.53)
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para algum ǫ > 0. Pela Proposição 4.3.3 tem-se que existe κli∆ > 0 tal que

∆k ≥ κli∆, ∀ k. (4.54)

Agora considere uma iteração bem sucedida com ı́ndice k. O fato de que k ∈ S,

junto com a Hipótese 4.3.3,

βk ≤ κsahm

e a desigualdade acima implicam que

φ(xk) − φ(xk+1) ≥ η1(mk(0) − mk(dk)) ≥ κdasmǫη1 min

{

ǫ

κsahm

, κli∆

}

. (4.55)

Somando agora as iterações bem sucedidas de 0 até k tem-se que

φ(x0) − φ(xk+1) =
k
∑

j=0

k∈S

(φ(xj) − φ(xj+1)) ≥ σkκdasmǫη1 min

{

ǫ

κsahm

, κli∆

}

,

onde σk é o número de iterações bem sucedidas até a iteração k. Porém, desde que

estas são infinitas obtém-se que

lim
k→∞

σk = +∞,

e a diferença entre φ(x0) e φ(xk+1) é ilimitada, o que contradiz a limitação inferior

de φ(x), comentada na Observação 4.1.1. Portanto o resultado segue.

Teorema 4.3.1. Suponha que as Hipóteses 4.3.1−4.3.3 são verificadas. Então

lim
k→∞

ω(xk) = 0 (4.56)

Demonstração. Suponha por contradição que existe uma subsequência de iterações

bem sucedidas, com ı́ndices {tj} ⊆ S tal que

ω(xtj) ≥ 2ǫ > 0 (4.57)

para algum ǫ > 0 e para todo j. A Proposição 4.3.5 garante a existência, para

cada tj, de uma primeira iteração bem sucedida l(tj) > tj tal que ω(xl(tj)) < ǫ.

Denotando lj = l(tj) tem-se que existe uma outra subsequência de S com ı́ndices

{lj} tal que

ω(xk) ≥ ǫ para tj ≤ k < lj e ω(xlj) < ǫ. (4.58)

Agora analisa-se a subsequência de iterações cujos ı́ndices se encontram em

K := {k ∈ S : tj ≤ k < lj}
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com tj e lj pertencendo às duas subsequências definidas acima.

Observa-se que a Hipótese 4.3.3, o fato de K ⊆ S e (4.58) implicam que, para

k ∈ K,

φ(xk) − φ(xk+1) ≥ η1(mk(0) − mk(dk)) ≥ κdasmǫη1 min

{

ǫ

κsahm

, ∆k

}

. (4.59)

Porém, a sequência {φ(xk)} é monótona decrescente e limitada inferiormente, pela

Observação 4.1.1, portanto convergente. Por conseguinte, o lado esquerdo de (4.59)

vai para zero quando k vai para +∞. Assim, obtém-se que

lim
k→∞

k∈K

∆k = 0.

Como uma consequência, do mı́nimo de (4.59) obtém-se que, para k ∈ K suficiente-

mente grande,

∆k ≤
1

κdasmǫη1

(

φ(xk) − φ(xk+1)
)

.

Logo para j suficientemente grande

‖xtj − xlj‖ ≤

lj−1
∑

i=tj
i∈K

‖xi − xi+1‖ ≤

lj−1
∑

i=tj
i∈K

∆i ≤
1

κdasmǫη1

(

φ(xtj) − φ(xlj)
)

. (4.60)

Novamente, da limitação inferior de φ e da monotonicidade da sequência {φ(xk)}

tem-se que o lado direito da desigualdade vai para zero, e portanto obtém-se que

lim
j→∞

‖xtj − xlj‖ = 0.

Assim, da continuidade uniforme de ω, Observação 4.3.1, deduz-se que

lim
j→∞

|ω(xtj) − ω(xlj)| = 0.

No entanto, da definição das sequências {tj} e {lj} segue que

|ω(xtj) − ω(xlj)| ≥ ǫ.

Portanto não existem subsequências satisfazendo (4.57), e assim o teorema é pro-

vado.

Observação 4.3.4. Não é considerado neste trabalho a atualização da matriz Hk. No

caso escalar ela é realizada mediante uma aproximação da matriz hessiana ∇2F (xk),

por exemplo usando a técnica de atualização Quase-Newton BFGS, veja para mais

detalhes [17].
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Yigui e Qian em [58] também apresentaram uma forma de obter uma atualização

de Hk simétrica e definida positiva. No entanto, ela depende tanto da solução exata

quanto dos multiplicadores de Lagrange a ela associados relativo ao problema 4.6,

que não são hipóteses reaĺısticas do ponto de vista de implementação.
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Caṕıtulo 5

Conclusão

Este caṕıtulo apresenta as considerações finais bem como os planos para a próxima

etapa de pesquisa.

5.1 Considerações finais

Este texto é uma exposição unificada do trabalho aceito [55] e do trabalho ainda

“básico” no assunto de regiões de confiança. Para ser mais expĺıcito, na primeira

parte desta tese enfraquece-se ainda mais o conceito de distância proximal induzida

e estuda-se o problema de otimização vetorial:

(POV C) K − min
x∈Ω

F (x),

onde Ω é um conjunto convexo e fechado, com interior não vazio, K ⊂ R
m é o cone

convexo, fechado e pontudo que define a ordem parcial �K e F : R
n → R

m∪{+∞K}

é uma aplicação própria, K−convexa e positivamente semi-cont́ınua inferior.

Propõe-se um método interior proximal para este problema e analisa-se suas

versões exata e inexata.

Mostra-se a boa definição da sequência {xk} gerada por cada versão, MIPE e

MIPI, nos Corolários 3.2.1 e 3.3.1, respectivamente; nas Proposições 3.2.1 e 3.3.1

mostra-se que toda sequência gerada por alguma versão do método é limitada e que

todos os pontos de acumulação são soluções eficientes fracas de (POV C); além disso,

nos Teoremas 3.2.1 e 3.3.1, supondo hipóteses um pouco mais restritivas sobre as

regularizações, estabelece-se a convergência de cada sequência gerada.

Na segunda parte, particulariza-se K = R
m
+ e Ω = R

n, para assim considerar o

problema de otimização multiobjetivo:

(POMi ) R
m
+ − min

x∈Rn
F (x),
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onde F : R
n → R

m, com F = (F1, . . . , Fm) e, para cada i = 1, . . . ,m, Fi é duas

vezes continuamente diferenciável e existe j ∈ {1, . . . ,m} tal que −∞ < inf{Fj(x) :

x ∈ R
n}.

Propõe-se um método de região de confiança para este problema, denotado por

MRCPM, e mostram-se propriedades importantes da sequência {xk} gerada pelo

método, para que ,finalmente, no Teorema 4.3.1, se estabeleça que a sequência {xk}

converge para um ponto Pareto cŕıtico de (POMi ). No entanto, vê-se estes resul-

tados como um passo inicial no âmbito de Regiões de Confiança.

Embora, o que sabe-se ainda é muito pouco. Estabelecer novas propriedades

sobre o problema de otimização multiobjetivo e/ou vetorial, assim como desenvolver

outros métodos, são desafios para a próxima etapa do trabalho.

5.2 Trabalhos futuros

A seguir, descrevem-se linhas de futuras pesquisas que dão continuidade natural a

este trabalho:

1. Sobre os Métodos MIPE e MIPI:

i ) Generalizar ambos métodos para problemas K−quaseconvexos e de desi-

gualdade variacional vetorial;

2. Sobre o Método MRCPM:

i ) Analisar extensões eficientes para a atualização da matriz Hk.

ii ) Obter convergência a um ponto Pareto cŕıtico do problema sob hipótese

mais fraca que 4.3.1 e 4.3.2.

iii ) Obter convergência a um ponto Pareto.

iv ) Aprofundarmos no estudo de métodos de região de confiança, com

o intuito de obter um método que demonstre boa performance computaci-

onal. Em particular, na próxima etapa será dedicado um grande esforço

na implementação de MRCPM e ilustrar o comportamento numérico

deste esquema através de exemplos.
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