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f i r s t  o r  i n  t h e  l a s t  p r o c e s s o r .  F u r t h e r ,  an e x t e n s i o t i  o f  t h e  

coi icept  no-wai t  f low-shop  i s  p roposed ,  a n d ,  beginni  n g  with t h i s ,  
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CAPITULO I 

I N T R O D U C Ã O  

O p r e s e n t e  t r a b a l h o  r e l a c i o n a - s e  com uma 

d a s  á r e a s  d a  O t i i i i i z a ç ã o  Coiilbi n a t õ r i  a ,  u s u a l m e n t e  d e n o m i n a d a  

S c h e d u l  i n g ,  que '  t r a t a  d e  p r o b l e n i a s  envo lve t - ido  u m  c o n j u n t o  d e  

t a r e f a s  a  s e r e i n  e x e c u t a d a s  a t r a v é s  d e  u m  c o n j u n t o  d e  p r o c e s s a  -- 
d o r e s .  De uma f o r m a  g e r a l ,  a  q u e s t ã o  c o n s i s t e  ein s e  d e t e r m i  - 
n a r  o  p r o c e s s a d o r  q u e  e x e c u t a r á  c a d a  t a r e f a  e  q u a n d o ,  d e  m a n e i  - 
r a  a  s a t i s f a z e r  u m  d e t e r m i n a d o  c r i t é r i o  d e  o t i m i z a ç ã o .  

Não o b s t a n t e ,  a  e v i d e n t e  i m p o r t â n c i a  d e s s a  

c1 a s s e  d e  p r o b l  e n i a s ,  o s  p r i m e i r o s  r e s u l t a d o s  s o m e n t e  começarairi  

a  s u r g i r  na d c c a d a  d e  c i n q u e n t a ,  a i n d a  a s s i m  p a r a  p r o b l e m a s  d e  

f o r m u l a ç ã o  b a s t a n t e  p a r t i c u l a r .  A p a r t i r  d a i ,  mesmo com o  e s  - 
f o r ç o  d e  u m  g r a n d e  número  d e  p e s q u i s a d o r e s ,  p r a t i c a m e n t e  i n e x i s  - 
t em a l g o r i t m o s  e f i c i e n t e s  q u e  r e s o l v a m  pi-obl emas g e r a i s ;  ou me - - 
1  h o r ,  m o s t r a - s e -  comumen te  q u e  o s  p r o b l e m a s  g e r a i s  p e r t e n c e n i  a  

c l a s s e  d o s  p r o b l e m a s  N P - D i f y c e i s .  Ass im s e n d o ,  a p a r e c e m  d u a s  

l i n h a s  d e  p e s q u i s a  na ã r e a :  uma p r o c u r a n d o  d e s e n v o l v e r  a l g o r i t  - 

mos a p r o x i m a t i v o s  p a r a  p r o b l e m a s  g e r a i s  e  o u t r a  na d i r e ç ã o  d e  

e n c o n t r a r  a l g o r i  tmos  e f - i c i  e n t e s  p a r a  p r o b l e m a s  e articulares. O 

p r e s e n t e  t r a b a l h o  p e r t e n c e  a  e s s a  l i n h a .  

No c a p y t u l o  I 1  o s  c o n c e i t o s  g e r a i s  d e  T e o  - 
r i a  d e  S c h e d u l  i i ig  s ã o  a p r e s e n t a d o s ,  e s p e c i a l m e n t e  a q u e l e s  r e l a  - 
c i o n a d o s  a o s  p r o b l e m a s  e s t u d a d o s  n e s t e  t r a b a l h o ,  c o m p r e e n d e n d o  

s i s t e m a s  d e  p r o c e s s a m e n t o  em s é r i e ,  u s u a l m e n t e  d e n o m i n a d o s  

f l o w - s h o p .  Nos p r o b l e m a s  em s c h e d u l i n g  d o  t i p o  f l o w - s h o p ,  a s  

g a r e f a s  s ã o  s u b d i v i d i d a s  em o p e r a ç õ e s  q u e  s ã o  e x e c u t a d a s ,  d e  

modo s u c e s s i v o ,  p o r  t o d o s  o s  p r o c e s s a d o r e s ,  s e n d o  a o rdem . d e  

e x e c u ç ã o  n o s  p r o c e s s a d o r e s  i g u a l  p a r a  t o d a s  a s  t a r e f a s .  Assim 



s e n d o ,  tem s e n t i - d o  r e f e r i r - s e  a  ordem d o s  p r o c e s s a d o r e s .  Nos . . 
problemas ti:pa f low-shop pode- se ,  ou não ,  peri11.i t i l -  a e x i s t ê t i  -- 
tia de unn tempo de  e s p e r a  e n t r e  o  tgrmino d e  uma o p e r a ç ã o  e  o  

i n í c i o  da s e g u i n t e .  Os problemas t r a t a t o s  n e s t e  t r a b a l h o  s e  

r e fe rem d i r e t a m e n t e  ao c a s o  de  não s e  p e r m i t i r  t a l  e s p e r a ,  usu - 

a l m e n t e  denominado tio-wai t .  Nos problemas em s c h e d u l i n g  t i p o  

no-wai t  f l o w - s h o p ,  comumente s ã o  f e i t a s  r e f e r e n c i a s  ã ordena  - 
ção  d a s  o p e r a ç õ e s  d a s  t a r e f a s  e  t a n i b h  ã s e q u ê n c i a  de  t a r e f a s  

a  serem e x e c u t a d a s .  

No c a p T t u l o  I I I  a p r e s e n t a - s e  uma r e v i s ã o  

da bibliografia, f i c a n d o  e v i d e n c i a d o  o  c r e s c e n t e  i n t e r e s s e  de  

desenvo lv imen to  de  p e s q u i s a s  na á r e a .  Est.a r e v i s ã o  bi bl i o g r ã  - 
f i c a ,  alem de  p e r m i t i r  o  conhecimento do e s t a d o - d a - a r t e ,  p o ~  

s i b i l i t o u  a  d e f i n i ç ã o  dos problemas e s t u d a d o s  no p r e s e n t e  t r a  - 
bal ho. 

No c a p y t u l o  IV s ã o  t r a t a d o s  problemas em 

Schedu l ing  d o  t i p o  no-wai t  f low-shop  com p r o c e s s a d o r e s  u n i f o r  - 

mes. Nes te s  probleinas c o n s i d e r a - s e  o  tempo de p rocessamen to  

das  o p e r a ç õ e s  uma função  l i n e a r  da q u a n t i d a d e  de p rocessamen to .  

Cons ide rando-se  problemas com e s s a s  c a r a c t e r T s t i c a s ,  m o s t r a - s e  

que a  cond ição  n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  pa ra  uma s e q u ê n c i a  d e  

t a r e f a s  inininiizar a  d a t a  média de  t é r m i n o  e t a l  que a s  q u a n t i  - 

dades  de  processamento  e s t e j a m  em ordem n Z o - d e c r e s c e n t e ,  ou 

s e j a ,  a s o l u ~ ã o  6i;ima pode s e r  o b t i d a  a t r a v é s  de  u m  a l g o r i t i n o  

d e  complexidade  O(n1ogn) .  

No c ã p T t u l o  V t r a t a - s e  de  problemas em s c h e  -. 

d u  1  i  n g  do t ipo no-wai t f low-shop com processadores de velocidade controlã - 

vel . Nos probl  emas estudadjs neste capitulo a  vel ocidáde dos processadores 

pode ser  controlada de mane i ra  que o  tempo de processamento  da 

i -és i ina  ope ração  d e  uma dada t a r e f a  s e j a  i g u a l  ao tempo d e  pro  - 
cessamento  da [i  - 1  )-ésirna ope ração  da t a r e f a  s e g u i n t e .  Cons ide  

r a n d o - s e  problemas coni e s s a s  c a r a c t e r í s t i c a s :  ( 1 )  m o s t r a - s e  que 

a cond ição  n e c e s s ã r i a  e  s u f i c i e n t e  pa ra  uma s e q u ê n c i a  d e  t a r e  - 
f a s  min imiza r  a  máxima d a t a  d e  t é r m i n o  é t a l  q u e - a  q u a n t i d a d e  

d e  processamento  da u l t i m a  t a r e f a  da s e q u ê n c i a  s e j a  n~lninia  
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(_ca~npI  e x i d a d c  OCn) 1; ( - 2 )  a p l - e s e i l t a - s e  cand iç i j e s !  d e  c r t ima l  i d a  - 

d e  r e l a c i o n a d a s  coln a  i n i ' n lmizaçZo  d a  d a t a ,  niêd.ia d e  t 5 r n i i i i o  e  

( - 3 1 , m o s t r a - s e  q u e  a  c o n d i ç ã o  n e c e ç s ~ r i a  p a r a  uma s e q u ê n c i a  d e  

t a r e f a s  m i n i n i i z a r  o  t e m p o  t o t a l  d e  p i * o c e s s a m e n t o  íi t a l  q u e  a s  

q u a n t i d a d e s  'de  p r o c e s s a n i e n t o  e s t e j a 1 1 1  em o rdem n ã o - c r e s c e n t e , l o  - 

go  a  s o l u ç ã o  Õt ima  p o d e  s e r  o b t i d a  em t e m p o  O ( n 1 o g n ) .  

No c a p f t u l o  VI e s t u d a - s e  p r o b l e m a s  ein s c h e  -... 
d u l i n g  d o  t i p o  n o - w a i t  f l o w - s h o p  com c o l i s õ e s  o c o r r e n d o  a p e n a s  

n o s  p r o c e s s a d o r e s  e x t r e m o s ,  i s t o - é ,  o  i n s t a n t e  d e  t é r m i n o  d a  
pr imei ra  ou 'da  Última operação d e  uma determinada t a r e f a  co inc ide ,  r e spec  - ' 

tivamente,coiri o  i n s t a n t e  d e  i i i ? c i o  d a  p r i m e i r a  ou d a  ú l t i i r i a  o p e r a  - 
- 

Cao d a  t a r e f a  s e g u i n t e ;  n a s  d e m a i s . o p e r a ç Õ e s  t a l  c o i n c i d ê n c i a  

n ã o  s e  v e r i  f i  c a  . Neste caso ,  ' apresenta-se  condições neces sá r i a s  para unia 

p e r m u t a ç ã o  d e  t a r e f a s  n i in imi ' za r  a  niãxiina d a t a  d e  . t é r m i n o  e  q u e  

podem s e r  r e c o n h e c i d a s  eni t e m p o  O ( n 1 o g n ) .  

No c a p ' i t u l o  VI1 a p r e s e n t a - s e  unia e x t e n s ã o  

d o  c o n c e i t o  n o - w a i t  f l o w - s h o p ,  na q u a l  o i n s t a n t e  d e  i n l c i o  d e  

uma d a d a  o p e r a ç ã o  n ã o  n e c e s s a r i a n i e i i t e  ' c o i n c i d e  com o  i n s t a n t e  

d e .  t é r m i n o  d a  o p e r a ç ã o  a n t e r i o r .  M o s t r a - s e ,  i n i c i a l m e n t e ,  q u e  

uma s o l u ç ã o  ó t i m a  p a r a  o  p r o b l e m a  com d o i s  p r o c e s s a d o r c s ,  c o n  - 
s i d e r a n d o - s e  a  e x t e n s ã o  a p r e s e n t a d a ,  o b j e t i v a n d o  m i n i m i z a r  a  

máxima d a t a  d e - t é r m i n o ,  p o d e  s e r  e n c o n t r a d a  a t r a v é s  d e  a l g o r i t  - 
mo d e v i d o  a  G i l n i o r e  e  Gomory [ 1 9 6 4 ] ,  em t e m p o  O ( n 1 o g n ) .  ~ o m p l e  - 
m e i i t a n d o ,  m o s t r a - s e  q u e  o  p r o b l e m a  coni u m  número  a r b i t r á r i o  d e  

p r o c e s s a d o r e s ,  mas coni a s  t a r e f a s  p e r t e n c e n t e s  a  uni número  l i  - 
m i t a d o  d e  c l a s s e s ,  p o d e  s e r  r e s o l v i d o  em t e m p o  p o l i n o m i a l ,  \ ! t i  - 
l i z a n d o - s e  a l g o r i t m o s  d e s e n v o l v i d o s  p o r  S z w a r c f i t e r  1 1 9 8 4 ~ 1 .  

F i n a l  i z a n d o ,  no c a p 7 t u l o  VI11 a p o n t a - s e  a 1  - 
gumas  l i n h a s  p a r a  p e s q u i s a s  p o s t e r i o r e s ,  t e n d o  em v i s t a  o s  r e  - 
s u l  t a d o s  o b t i d o s  n e s t e  t r a b a l h o .  A d i c i o n a l m e n t e ,  s u g e r e - s e  n o  - 

v a s  d i r e ç õ e s  i n t e r e s s a n t e s  d e  p e s q u i s a  em s c h e d u l i n g  r e l a c i o n a  - 
d a s  coin a a n á l i s e  d e  p r o b l e m a s  com m u l t i - c r i t é r i o s  d e  o t i m i z a  - 
ç ã o ,  a  a n á l i s e  d e  s e n s i b i l i d a d e ,  a  c o n s i d e r a ç ã o  d e  r e c u r s o s  

e s c a s s o s  e a  u t i l i z a ç ã o  d o  e n f o q u e  e s t o c ~ s t i c o .  



4. 

CAPITULO % E .  

A p r e s e n t a - s e  n e s t e  c a p y t u l o  o s  c o n c e i t o s  g g  

r a i s  da  T e o r i a  d e  S c h e d u l i n g  e  d e  uma m a n e i r a  e s p e c i a l ,  a q u e  - 

l e s  d i r e t a n i e n t e  r e l a c i o n a d o s  com o s  p r o b l e m a s  e s t u d a d o s  n e s t e  

t r a b a l h o .  I\loções b ã s i c a s  da  T e o r i a  d e  G r a f o s  e  T e o r i a  d e  Com - 
p l e x i d a d e  Compu tac iona l  s ã o  c o f i s i d e r a d a s  c o n h e c i d a s  e  a  n o t a  - 
ç ã o  u t i l  i z a d a  s e g u e  b a s i c a m e n t e  a  d e  S z w a r c f i t e r  [ I  9 8 4 1 .  

De uma m a n e i r a  g e r a l ,  a  T e o r i a  d e  S c h e d u l i n g  

pode s e r  c o n s i d e r a d a  a  á r e a  da  O t i m i z a ç ã o  C o n i b i n a t ó r i a  r e l a c i o  - 

nada  com o  e s t u d o  da  s e g u i n t e  c l a s s e  d e  p r o b l e m a s :  

P r o b l  ema G e r a l  em Schedu l  i  ng --. .-, 

d a d o s :  uni c o n j u n t o  d e  t a r e f a s  a  s e r em e x e c u t a d a s  d e n t r o  

d e  u m  i n t e r v a l o  d e  t empo ,  

um c o n j u n t o  d e  p r o c e s s a d o r e s  capaz '  d e  e x e c u t á - 1  a s  

q u e s t ã o  : q u a l  o  p r o c e s s a d o r  que  e x e c u t a r á  c a d a ,  t a r e f a  e  

quando  c a d a  t a r e f a  s e r á  e x e c u t a d a ,  

d e  m a n e i r a  a  s a t i s f a z e r  u m  c r i t é r i o  d e  o t i i i i i z a ç ã o .  

A c l a s s e  d e  p r o b l e m a s  com a s  c a r a c t e r Y s t i c a s  

g e r a i s  ac ima  é denominada  -- s c h e d u l i n g  - d e  máqu inas  ou s imp le smen  - 
t e  schedu.1 i n g .  ~ e ~ e r i d e n d o  d e  p a r t i c u l a r i d a d e s  t a i s  p r o b l e m a s  

podem p e r t e n c e r  a  c l a s s e s  e s p e c i a i s ,  t a i s  como: 



Q s c h e d u l i n g  d e  p r o j e t o s ,  

h a l  a t i c e a i n e n t o  d e  I i tilia d e  p r o d u ç ã o ,  

p r o g r a i n a ç ã o  d e  mão d e  o b r a ,  

p r o g r a m a ç ã o .  d e  h o r ã r i o ,  

p r o g r a m a ç ã o  d e  f r o t a .  

Nos p r o b l e m a s  d a  c l a s s e  s c h e d u l i n g  d e  p r o j e  -- - -  
t o s ,  também . c o n h e c i d o s  p o r  p r o b l e m a s  e x i s t e  um - 
c o n j u n t o  d e  t a r e f a s  a  s e r e m  p r o c e s s a d a s  d e n t r o  d e  u m  i n t e r v a l o  

d e  t e m p o .  T a i s  t a r e f a s ,  n o r m a l m e n t e  d e n o m i n a d a s  a t i v i d a d e s ,  

devem r e s p e i t a r  , e n t r e  s i  , urna d e t e r m i n a d a  r e l a ç ã o  d e  p r e c e d c n  - 
tia. P o d e ,  ou n ã o ,  h a v e r  l i m i t a ç ã o  d o s  r e c u r s o s ,  no e n t a n t o ,  

n ã o  6 r e l e v a n t e  i d e n t i f i c a r  o  p r o c e s s a d o r  q u e  e x e c u t a r á  c a d a  

t a r e f a .  Os m é t o d o s  P E R T  e  C P M  s ã o  c l á s s i c o s  n e s s a  c l a s s e  d e  

p r o b l e m a s ,  p o d e n d o - - s e  também u t i  1  i z a r  p r o g r a m a ç ã o  i n t e i r a ,  p r o  

g r à m a ç ã o  0 -1  ou p r o g r a m a ç ã o  d i n â m i c a .  

Na c l a s s e  b a l a n c e a m e n t o  d e  l i n h a  d e  p r o d u ç ã o ,  - ~. - -- 
d a d o  uni c o n j u n t o  d e  t a r e f - a s  e  s u a s  c a r ' a c t e r i s t i c a s  ( t e m p o s  d e  

p r o c e s s a m e n t o ,  r e l a ç ã o  d e  p r e c e d ê n c i a ,  e t c . ) ,  p r o c u r a - s e  m i n i  - 
m i z a r  o  número  d e  p r o c e s s a d o r e s ,  ou e n t ã o  i n i n i m i z a r  a  v a r i â n  - 

tia e n t r e  o  t o t a l  d e  p r o c e s s a i n e n t o  d o s  d i v e r s o s  p r o c e s s a d o r e s .  

A c l a s s e  p r o g r a m a ç ã o  d e  m ã o - d e - o b r a  - c o m p r e e n  - 
d e  o s  p r o b l e m a s  r e l a c i o n a d o s  com a  e l a b o r a ç ã o  d e  e s c a l a s  d e  

s e r v i ç o ,  p o r  e x e m p l o ,  em h o s p i t a i s ,  q u a r t é i s ,  e t c . .  

U m  t y p i c o  p r o b l e m a  d a  c l a s s e  p r o g r a m a ç ã o  d e  

h o r á r i o  - c o m p r e e n d e  a  p r ó p r i a  c o n f e c ç ã o  d e  h o r ã r i o  d e  a u l a s .  

N o r m a l m e n t e ,  n e s t e  c a s o  o  p e r 7 o d o  6 uma s e m a n a ,  a s  c l a s s e s  p g  

dem s e r  c o n s i d e r a d a s  como s e n d o  o s  " p r o c e s s a d o r e s "  e  a s  a u l a s  

d a s  d i f e r e n t e s  d i s c i p l i n a s ,  como s e n d o  a s  " t a r e f a s " .  

A c l a s s e  p r o g r a m a s ã o  d e  f r o t a  c o m p r e e n d e  o s  

p r o b l e m a s  r e l a c i o n a d o s  ccm a  p r o g r a m a ç ã o  d o s  s e r v i ç o s  d e  uma 

f r o t a  d e  v e ~ c u l o s .  0 s  i t i n e r á r i o s  e  o s  h o r ã r i o s  d a  f r o t a  d e  - 
vem s e r  e s t a b e l e c i d o s  d e  m a n e i r a  a  s a t i s f a z e r  uma d e t e r m i n a d a  

f u n ç ã o  o b j e t i v o  ( c r i t é r i o  d e  o t i m i z a t ; ã o ) ,  a l é m  d e  c o n s i d e r a r  



a s  r e s t r i ç õ e s  r e l a t i v a s  2 f r p t a  e  demanda, 

O p r e s e n t e  t r a b a l h o  s e  relaciona coiii p rob ' ie  - 
irias p e r t e n c e n t e s  5 c1 a s s e  g e r a l  , schedul-ii ig de inâqui n a s .  

C o n s i d e r e  u m  c o n j u n t o  de  t a r e f a s ,  J  = { J l ,  . . .  
. . . , J , } ,  a  serem e x e c u t a d a s  por uin c o n j u n t o  de p r o c e s s a d o r e s ,  

M = { M l  , . . . , d e n t r o  d e  um i n t e r v a l o  de  tempo T = [to , t f ] ,  

onde to  é o  i n s t a n t e  i n i c i a l  e  tf o  i n s t a n t e  f i n a l .  Normalmen - 
t e ,  c o n s i d e r a - s e  to  = 0 .  

... 
f u n ç ã o :  

U m  s c h e d u l e  S pode s e r  d e f i n i d o  a t r a v é s  da 

S  : ( T  x  M )  + J .  Usa-se o  neologismo s c h e d u l a r  pa ra  i n d i c a r  a  

formação de u m  s c h e d u l e .  

S e j a  J O  a  t a r . e f a  v a z i a ,  i s t o  , a  a u s ê n c i a  de t a r e f a  o11 o c i o s i  - 
d a d e .  

Assim, por exeinplo: 

S ( [ t , ,  t 2 ]  , M i )  = J j  , s i g n i f i c a  que o  p r o c e s s a d o r  M i  e s t á  

operando a  t a r e f a  J j  no i n t e r v a l o  de 

tempo [ t l ,  t i ] ,  t o  t ,  < t 2  - t f ;  

S ( [ t 3 ,  t 4 ] ,  Mi) = J o  , s i g n i f i c a  que o  p r o c e s s a d o r  M i  e s t á  
desocupado no i n t e r v a l o  de tempo 

[ . t 3 ,  t 4 )  

Uni s i s t en ia  cons t - i tuTdo  de p r o c e s s a d o r e s  e que 

t e n h a  como e n t r a d a  a s  t a r e f a s  a  sereni p r o c e s s a d a s  e  como s a l d a  

a s  p r õ p r i a s  t a r e f a s  j á  e x e c u t a d a s  e denominado s i s t en ia  de  p ro  - 
cessa inento .  

., - 
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Dependendo das  p a r t i c u l a r i d a d e s  do p rob lema ,  

uni s c h e d u l e  $ pode s e r  d e n o t a d o  de  mane i ra  liias s i i n p l i f i c a d a ,  

ass in i :  

c a s o  o i n t e r v a l o  de tempo,  n e c e s s á r i o  pa ra  p r o c e s s a r  cada  t a  - 
r e f a  s e j a  uma c o n s t a n t e  A t  e  a  execução  de  t o d a  t a r e f a ,  após 

i n i c i a d a ,  não puder  s e r  i n t e r r o n i p i d a  a t e  sua  c o n c l u s ã o ,  tein- 

- s e :  

S ( t , ,  Mi) = J j .  s i g n i f i c a  que o  processadoi-  Mi e x e c u t a  

comple tamente  a  t a r e f a  J j  , no i n t e r v a l o  

de  tempo [t ' i ,  ti  + At] ; 

c a s o  a  p r ó p r i a  permutação  de  t a r e f a s  õ i d e n t i f i c a r  o  schedu - 
1 e  S ,  tem-se: '  S = ( J  o )  ( 2  J o ( n ) ) *  

Por exeniplo: n u m  s i s t e m a  d e  processaniento composto de  urii úni - 

co  p r o c e s s a d o r . e  a s  t a r e f a s  possuem a s  c a r a c t e r ? ' s t - i c a s  do ca - 

s o  acima.  

De uin modo g e r a l  , u m .  p rohl  enia ,rr pode s e r  d e f i  - 
n i d o  p e l o  p a r  . r r ( 6 , õ ) ,  onde 6 é o  c o n j u n t o  de  todos  os  poss?veis 

dados  e  o  é a  q u e s t ã o  que s e  d e s e j a  r e s p o n d e r ,  ou s e j a ,  o  o b j e  - 
t i v o  do problema.  O c o n j u n t o  d e  todas '  a s  p o s s ? v e i s  s o l u ç õ e s  

v i á v e i s  d e  u m  problenia n ( 6 , o )  é denominado c o n j u n t o  v i á v e l  e  

d e n o t a d o  por  R .  Unia i n s t â n c i a  i d e  uin problenia n ( 6 , o )  s ã o  da - 
dos  e s p e c y f i c o s  p e r t e n c e n t e s  ao c o n j u n t o  6 .  Pode-se u t i l i z a r  

a  n o t a ç ã o  r(\), p a r a  s e  r e f e r i r  a  Lma de te rminada  i n s t â n c i a  i 
a p l i c a d a  ao problenia 7 i ( 6 , o ) ,  i € 6. 

Diz - se  que . r r (6,o)  é u m  problema ein s c h e d u l i n g ,  

quando o  c o n j u n t o  de dados 6 s e  r e l a c i o n a r  com a s  c a r a c t e r T s t i  - 
tas dos  p r o c e s s a d o i e s  Mj F M e  d a s  t a r e f a s  J j  € J e  a  q u e s t ã o  

o s e  r e l a c i o n a r  com a  ob tenção  de  u m  s c h e d u l e  S .  U m  s c h e d u l e  S 

é d i t o  v i á v e l  quando S 6 R .  

Uni problema em s c h e d u l i n g ,  de a c o r d o  com seu 

o b j e t i v o ,  pode s e r  i d e n t i f i c a d o  c0111 u m  dos s e g u i n t e s  problenias  



Probl  enia TI .  1 : ~ e c i s a o  --- 
1 I dados :  - u m  c o n j u n t o  J de  t a r e f a s  a  serem e x e c u t a d a s ,  

- nuni perTodo de tempo T, a t r a v z s  de  
- u m  c o n j u n t o  M de  p r o c e s s a d o r e s  

q u e s t ã o :  e x i s t e  u m  s c h e d u l e  S : (TxM) + J v i á v e l ?  

Problema - -  11 .2 :  LocaZ.tzação . 

dados :  - u m  c o n j u n t o  J de  t a r e f a s  a  serem e x e c u t a d a s ,  
- n u m  p e r í o d o  de tempo T ,  a t r a v é s  de  
- u m  c o n j u n t o  M de  p r o c e s s a d o r e s  

q u e s t ã o :  l o c a l i z e ,  s e  e x i s t i r ,  uni s c h e d u l e  S € R ,  i s t o  
- 

I . e ,  c o n s t r u a  u m  s c h e d u l e  S v i á v e l .  

Problema - . .. 61 . 3 :  O t ~ m i s a g ã o  

dados : - um c o n j u n t o  J de t a r e f a s  a  serem e x e c u t a d a s ,  
- n u m  peryodo de  tempo T ,  a t r a v é s  de 
- um c o n j u n t o  M d e  p r o c e s s a d o r e s  

q u e s t ã o :  ' e n c o n t r e ,  s e  e x i s t i r ,  uni s c h e d u l e  S ó t i m o ,  i s t o  
e ,  uni s c h e d u l e  S F R que s a t i s f a ç a  u m  c r i t é r i o  
de  o t i m i z a ç ã o  C .  

Os problemas  d e  d e c i s ã o ,  l o c a l i z a ç ã o  e  o t i m i  - - 
' z a ç ã o ,  podem s e r  a s s o c i a d o s  e n t r e  s i  e  n e s t e  caso  e  f á c i l  ob - 
s e r v a r  que o  problema d e  d e c i s ã o  a p r e s e n t a  d i f i c u l d a d e  não 
maior  do que o  de  l o c a l i z a ç ã o ,  o  q u a l ,  por sua  v e z ,  a p r e s e n t a  
d i f i c u l d a d e  não maior  do que o  de  o t i m i z a ç ã o .  No p r e s e n t e  t r a  - 
bal ho e s t u d a - s e  problemas d e  o t in i i zação  da c l a s s e  schedu l  i n g  

de máqu inas ,  p o r t a n t o  os mais  g e r a i s .  Dentro dessa c l a s s e  é pos - 
sTvel  i d e n t i f i c a r  um g r a n d e  número de t i p o s  d e  problemas em fu f i  

ção da v a r i a ç ã o  d a s  c a r a c t e r í s t i c a s  d a s  t a r e f a s  e  dos processado - 
r e s ,  além da v a r i a ç ã o  dos c r i t é r i o s  de  o t i m i z a ç ã o .  De a c o r d o  



com Graham e t  a l i i  [ 1 9 7 9 ] ,  t a i s  p r ~ b l e m a s  podem s e r  i d e n t i f i c a  - 
d o s  a t i 4 a v g s  do t e r n o  ; a/@/?, O S  ca l i~pos  a e  p i d e n t i f i c a m ,  r e s  -- 
p e c t i v a m e n t e ,  a s  c a r a c t e r ? ' s t i c a s  d o s  p r o c e s s a d o r e s  e  d a s  t a r e  -- 
f a s .  O c r i t z r i o  d e  o t i n ~ - i z a ç ã o  'é i d e n t i f i c a d o  a t r a v é s  do campo 

, , 

y .  Nas s e ç õ e s  que  seguem a p r e s e n t a - s e  uma d e s c r i ç ã o  d e s s a s  c a  - 
r a c t e r i - s t i c a s .  

11.3  - CAMPO f3 : CARACTERISTICAS DAS TAREFAS 

C o n s i d e r e .  um c o n j u n t o  d e  t a r e f a s ,  J = {J1 ,. . . , Jn).  

Uma t a r e f a  J j  6 J  pode s e r  p a r t i c i o n a d a  e  111 
..- 

OperaçÕ-eS: J j  r ( O l  j , . .  . , O k j  ,. . . , O m j  j ) ,  Onde O k j  e  a  k - É s ~  - 

nia o p e r a ç ã o  da t a r e f a  J j ,  também denominada  o p e r a ç ã o  d e  ordem 

k ;  m j  - > 1  é o  número d e  o p e r a ç õ e s  da  t a r e f a  J j .  

D i z - s e  q u e  uma t a r e f a  é s i m p l e s  s e  m j  = 1 ;  c a  - 
s o  c o n t r á r i o  é denoininada c o m p o s t a .  U t i l  i z a - s e  s i m p l e s m e n t e  a  

denominação  t a r e f a ,  no c a s o  d e  s e  r e f e r i r  g e n e r i c a m e n t e  as  t a  - 
r e f a z  s i m p l e s  e compos t a s  e  tzmbém, em c a s o s  e s p e c ? f i c o s ,  quan  - 
do  não houve r  p o s s i b - i l i d a d e  d e  c o n f u s ã o .  

A c a d a  t a r e f a  J j  a s s o c i a - s e :  

urna q u a n t i d a d e  d e  p r o c e s s a m e n t o  q j ,  não n e g a t i v a ,  que  é o  t o  - 

t a l  d e  t r a b a l h o  n e c e s s á r i o  p a r a  que  a  t a r e f a  J j  s e j a  comple  - 
t a m e n t e  e x e c u t a d a ;  

uni  .tempo d e  p r o c e s s a m e n t o ,  não n e g a t i v o ,  que  é o tempo n e c e s  - 
s ã r i o  p a r a  que  a  t a r e f a  J j  s e j a  c o m p l e t a m e n t e  e x e c u t a d a .  

Enquan to  q u e  a  q u a n t i d a d e  d e  p r o c e s s a m e n t o  q j  - 
e  c o n s i d e r a d a  Única  p a r a  c a d a  t a r e f a ,  o tempo d e  p r o c e s s a m e n t o  

pode v a r i a r ,  p o r  e x e m p l o ,  em f u n ç ã o  do  p r o c e s s a d o r  que  e x e c u t a  - 
rã a  t a r e f a .  U t i l i z a - s e  a  n o t a ç ã o  p i j  pai-a i d e n t i f i c a r  o  tem - 
po n e c e s s ã r i o  p a r a  o  p r o c e s s a d o r  Mi e x e c u t a r  c o m p l e t a m e n t e  a  



t a r e f a  J j .  O c a s o  do tempo d e  p r o c e s s a m e n t o  d e  uma t a r e f a  sim - 
pies, ou d a s  o p e r a ç õ e s  d e  uma t a r e f a  c o m p o s t a ,  s e r  i g u a l  p a r a  

t o d o s  o s  p r o c e s s a d o r e s ,  pode  s e r  d e n o t a d o  s i m p l e s m e n t e  p o r  p j .  

M 

D i z - s e  q u e  uma o p e r a ç ã o  O k j  e  p r e d e c e s s o r a  da  
+ o p e r a ç ã o  O i j  quando  p a r a  o  i n i c i o  da e x e c u ç ã o  d e  O i j  e  n e c e s  

s á r i o  que a  o p e r a ç ã o  O k j  t e n h a  s i d o  coinpl e t a m e n t e  e x e c u t a d a .  
,-. 

N e s t e  c a s o  a  o p e r a ç ã o  O i j  e  d i t a  - s u c e s s o r a  da o p e r a ç ã o  O k j .  

D i z - s e  q u e  uma o p e r a ç ã o  O i j  e s t á  l i b e r a d a  pa - 
r a  o p r o c e s s a n i e n t o  quando s u a  e x e c u ç ã o  a in*da não t e v e  i n 7 c i o  e  

t o d a s  a s  s u a s  o p e r a ç õ e s  p r e d e c e s s o r a s  t i v e r e m  s i d o  e x e c u t a d a s .  

Uma 0peraçã.o é denominada  i n d e p e n d e n t e  quando  

não p o s s u i r  p r e d e c e s s o r ,  nem s u c e s s o r .  

Os c o n c e i t o s  ac ima ( p r e d e c e s s o r ,  s u c e s s o r ,  1  - i  

b e r a d a  e  i n d e p e n d e n t e )  também s e  a p l  i  cain p a r a  t a r e f a s .  

D i z - s e  que  uma t a r e f a  J j  e s t á  d i s p o n i v e l  ( p c  

r a . 0  p r o c e s s a i n e n t o )  a  p a r t i r  do i n s t a n t e  d e  s u a  chegada  no s i s  - 
tema d e  p r o c e s s a m e n t o .  

A s e g u i r  s ã o  a p r e s e n t a d a s  a s  p r i n c i p a i s  c a r a c  - 

t e r y s t i c a ç  d a s  t a r e f a s  e  a  n o t a ç ã o  u t i l i z a d a  p a r a  i c i e n t i f i c ã -  

- 1 a s  no campo 6 .  

Dependendo d a  a p l i c a ç ã o ,  uma t a r e f a  pode ,  ou 

n ã o ,  t e r  s u a  e x e c u ç ã o  i n t e r r o m p i d a  e  r e a s s u m i d a  p o s t e r i o r m e n t e  

no mesmo ou e111 o u t r o  p r o c e s s a d o r .  D e n o t a - s e  po r  - pmtn ( " p r e e m p  

t i o n H j ,  o  c a s o  da  i n t e r r u p ç ã o  s e r  p e r m i t i d a .  O c a s o  d e  n ã o  s e  

p e r m i t i r  a e x i s t ê n c i a  d e  u m  tempo d e  e s p e r a  e n t r e  o p e r a ç õ e s  d e  

uma t a r e f a  compos ta  e denominado  p o r  n o - w a i t .  N e s t e  c a s o .  uma 

t a r e f - a  a p ó s  i n i c i a d a  é p r o c e s s a d a  i n i n t e r r u p t a i n e t i t e  a t é  a  s u a  



c o n c l u s ã o .  F i n a l i o e t i t e ,  quando  nada  s e  e s p e c i f i c a r  no  campo 6 ,  

s u b e n t e n d e - s e  que  a  i n t e r r u p ç ã o  5 p e r m i t i d a  a p e n a s  e n t r e  o p e r a  . . - 
ç õ e s  d e  unia t a r e f a  compos t a  ( " n o n  p r e e i n p t i o n " ) ,  

As t a r e f a s  podem s e r  i n d e p e n d e n t e s  e n t r e  s i  ou 

e n t ã o  e x i s t i r  uma r e l a ç ã o  -- d e  p r e c e d ê n c i a  - e n t r e  a s  mesmas. Quan - 
do  e s t a  r e l a ç ã o  d e  p r e c e d ê n c i a  f o r  q u a l q u e r ,  d e n o t a - s e  por prec; 

quando  p u d e r  s e r  r e p r e s e n t a d a  p o r  uma á r v o r e  o r i e n t a d a  q u a l  - 
q u e r , d e n o t a - s e  p o r  t r e e ;  no c a s o  d e  uma a r b o r e s c ê n c i a  p o r  o u t -  - 
- t r e e  e  no c a s o  d e  uma a n t i - a r b o r e s c ê n c i a  p o r  i n - t r e e .  . Deno - - 
t a . - s e  por  c h a i n  o  c a s o  da  r e l a ç ã o  d e  p r e c e d ê n c i a  s e r  do  t i p o  

c a d e i a .  Duas c a d e i a s  d e  t a r e f a s  s ã o  d i t a s  p a r a l e l a s  quando  

não e x i s t i r  ... r e l a ç ã o  d e  p r e c e d ê n c i a  e n t r e  a s  c a d e i a s .  U m  -- b l o c o  

d e  c a d e i a s  p a r a l e l a s  é um c o n j u n t o  d e  c a d e i a s  p a r a l e l a s  com a  

p r i m e i r a  ( Ú l t i m a )  t a r e f a  d e  cada  cade i . a  t e n d o  o mesmo p r e d e c e s  - 
s o r  ( s u c e s s o i - ) .  Um b l o c o  pode s e r  r e d u z i d o  numa c a d e i a  -- que  
i n i c i a  com o  p r e d e c e s s o r  comum, s e g u i d o  . s e q u e n c i a l m e n t e  d e  c a  - 
c a  c a d e i a  do b l o c o  e  t e r m i n a  coin o  s u c e s s o r  comum. Unia r e l a ç ã o  

d e  p r e c e d ê n c i a  é do t i p o  s é r i e - p a r a , l e l o  quando  p u d e r  s e r  r edu  - 
z i d a  a  uma c a d e i a  p e l a  a p l i c a ç ã o  i t e r a t i v a  do s e g u i n t e  p r o c e d i  - 

mente: " r e d u z i r  u m  b l o c o  numa c a d e i a " .  

I - ~ . ' 3 .  3 .  Data de Chegada 

S e j a  r j  a  d a t a  d e  chegada  - da  t a r e f a  J j  no s i s t e  -- 

ma d e  p r o c e s s a m e n t o .  D e n o t a - s e  p o r  r j  o  c a s o  d e  e x i s t i r  t a r e  - 
f a  com d a t a  d e  chegada  d i f e r e n t e  do i n s t a n t e  i n i c i a l ,  to .  Quan  - 
do nada s e  e s p e c i f i c a r ,  s u b e n t e n d e - s e  o c a s o  d e  t o d a s  a s  t a r e  - 
f a s  e s t a r e m  d i s p o n ? v e i s  a p a r t i r  do  i n s t a n t e  i n i c i a l  ( r j  = t o ,  
j = 1  ,. , .  , t i ) .  



XZe 3 . 4 .  Recursos  L$m$tados 

E v i d e n t e i n e n t e ,  a  e x e c t i ç ã o  d e  uina t a r e f a  d e v e  
se i i ip re  s a t i s f a z e r  a  r e s t r i ç ã o  d a  d i s p o n i b i l i d a d e  d o s  processado - 
r e s .  No e n t a n t o ,  d e p e n d e n d o  d a s  a p l i c a ç õ e s ,  o u t r o s  r e c u r s o s  

e s c a s s o s  n e c e s s i t a m  s e r  c o n s i d e r a d o s .  A n o t a ç ã o  a  s e g u i r  ba  - 
s e a d a  em B l a z e w i c z  e t  a l i i  [ 1 9 8 3 ] .  

C o n s i d e r e  a  e x i s t ê n c i a  d e  s  r e c u r s o s  a d i c i o n a i s :  

R i  , . . .  , R s  e  p a r a  c a d a  r e c u r s o  R l l s  1  .-.. h < s ,  s e j a  qh a  q u a n  - - 
t i d a d e  t o t a l  d e s s e  r e c u r s o  d i s p o n 7 v e l  a q u a l q u e r  t e m p o .  

No c a s o  d e  t a r e f a s  s i m p l e s ,  s e j a  r h j  a q u a n t i d a  -- 
d e  ( n ã o  n e g a t i v a )  d o  r e c u r s o  Ri, r e q u e r i d a  p e l a  t a r e f a  J j ,  du - 
r a n t e  t o d o  o  t e m p o  d e  s u a  e x e c u ç ã o .  N e s t e  c a s o ,  u m  s c h e d u l e  é 
v i á v e l  s e  p a r a  c a d a  i n s t a n t e  t ,  o  c o n j u n t o  d a s  t a r e f a s  e x e c u t a  - 
d a s  em- t ,  S t ,  s a t i s f i z e r :  

No c a s o  . d e  t a r e f a s  c o m p o s t a s ,  s e j a  r h i j  a q u a n  - 
t i d a d e  ( n ã o  n e g a t i v a )  d o  r e c u r s o  R h  r e q u e r i d a  p e l a  o p e r a ç ã o  Oi j  

d a  t a r e f a  J j  d u r a n t e  t o d o  o  t e m p o  d e  e x e c u ç ã o  d e  O i j  Obviamen - 

t e ,  a  c o n d i ç ã o  d e  v i a b i l i d a d e  p a r a  e s s e  c a s o  é a n á l o g a  a a c i m a .  

A p r e s e n ç a  d e  r e c u r s o s  l i m i t a d o s  é d e n o t a d a  no 

campo 6 p v r  r e s  X a p ,  o n d e :  

r s  s e  o  número  d e  r e c u r s o s  s é f i x o ;  

A =  t e  , s e  o  número  d e  r e c u r s o s  a d i c i o n a i s  é p a r t e  d a  e n  - 
t r a d a  do  p r o b l e m a ,  i s t o  é,  a r b i t r á r i o .  

p , s e  a s  q u a n t i d a d e s  qh d o s  r e c u r s o s  Rh, 1  - < h  - < 1 

t em u i i ~  l i i n i t a n t e  s u p e r i o r  i g u a l  a  p ;  a = 

1 0  , s e  qh é '  p a r t e  d a  e i i t r a d a  do  p r o b l e m a .  



p e r i o r  i g u a l  a  r ;  

, s e  a s  q u a n t i d a d e s  r e q u e r i d a s  de  cada r e c u r s o  s ã o  
a r b i t r á r i a s .  

Pe lo  f a t o  de a = p  i m p l i c a r  em p = r ,  os c a s o s  
p o s s l v e i s  s e  resumem nos s e g u i n t e s :  res s p r ,  res e p r ,  res s e r ,  

res s  - , r e s  o r  e  res 6 e 0 . .  

1 1 . 4  - CAMPO a : CAKACTERTSTICAS DOS PROCESSADORES 

C o n s i d e r e  um s i s t e m a  de processamento  compos -- 
t o '  de uni  c o n j u n t o  de p r o c e s s a d o r e s :  M = { M I  , . . . , M m } .  

A cada p r o c e s s a d o r  Mi G M ,  a s s o c i a - s e  uma ve - 
l o c i d a d e  de processa inento ,  relacionada a' q u a n t i d a d e  de t r a b a l h o  
que o  p r o c e s s a d o r  pode e x e c u t a r  por  un idade  de tempo, Essa ve - 
l o c i d a d e  pode s e r  cons t -a-n te  . . ou v a r i á v e l .  No caso  d e  cada p r g  
c e s s a d o r  p o s s u i r  v e l o c i d a d e  c o n s t a n t e  pode-se u t i l i z a r  a  no ta  - 
ção  v i .  A v a r i a ç ã o  da v e l o c i d a d e  d e  uni p r o c e s s a d o r  Mi pode se r  
simplesmente função  da t a r e f a  J j  a  s e r  p r o c e s s a d a ,  u t i l i z a n d o -  
- s e  a  n o t a ç ã o  v j j ,  ou também f u n ç ã o  da t a r e f a  J k ,  imediatamen - 
t e  a n t e r i o r  2 t a r e f a  J j ,  n e s t e  c a s o  u s a - s e  a  n o t a ç ã o  v i k j s  

A s e ç u i r  s ã o  a p r e s e n t a d a s  a s  p r i n c i p a i s  c a r a c  
t e r T s t i c a s  dos p r o c e s s a d o r e s  e a  r e s p e c t i v a  no tação  a  s e r  u t i  - 
l i z a d a  no campo a .  

Neste c a s o  o  s i s t e m a  de processainento é forma - 
do por u m  ---- Único p r o c e s s a d o r ,  também denoini nado máqui na siinpl e s  

e  deno tado  p e l o  d 7 g i t o  1 .  



Diz-se  que u m  s i s t en ia  de p rocessamen to  e fcrnia -- 
do de  p r o c e s s a d o r e s  em p a r a l e l o  quando t o d a s  a s  t a r e f a s  --- s ã o  
s i m p l e s  e  q u a l q u e r  p r o c e s s a d o r  pode e x e c u t a r  q u a l q u e r  t a r e f a .  

C o n s i d e r e  3  = { J I ,  . . . , 3 , 2 ) ,  u m  c o n j u n t o  de  t a r e f a s  e  

M = { M 1 ,  . . .  , M,,), um c o n j u n t o  de  p r o c e s s a d o r e s .  

S e j a  P i j  O tempo de p rocessamen to  da t a r e f a  J j  no p r o c e s s a d o r  

M j  . 

C o n s i d e r e  a  v e l o c i d a d e  de  processa inento ,  vi de  -----. 
um p r o c e s s a d o r  Mi, i  = 1  ,. . . , m ,  i g u a l  a  q u a n t i d a d e  de p r o c e s  - 
samento que M i  pode e x e c u t a r  por  un idade  de  tempo. 

A s e g u i r  s ã o  a p r e s e n t a d o s  a l g u n s  t i p o s  e s p e c i a i s  

de p r i ces sadores  em p a r a l e l o .  

11.4.2.1. Processadores ~ d ê n t i c o s  

E o caso  d e  p r o c e s s a d o r e s  em p a r a l e l o  com ve - 

l o c i d a d e s  i g u a i s ,  i s t o  é ,  os  p r o c e s s a d o r e s  s ã o  - i d ê n t i c o s .  - Por 

o u t r a s  p a l a v r a s ,  o  tempo de  processamento  de  cada t a r e f a  J j , i n  - 
- depende do p r o c e s s a d o r  que a  executar::  p l j  = p g j  - . . . - - P m j .  

Nes te  c a s o ,  deno tado  por  P ,  não é r e l e v a n t e  a  i d e n t i f i c a ç ã o  do 

p r o c e s s a d o r  que e x e c u t a r á  cada t a r e f a .  Quando o  número de p ro  - 
c e s s a d o r e s  é f i x a d o ,  e n t ã o  e s t e  número deve  a p a r e c e r  no campo 

a .  Assim, por  exemplo,  P3 s i g n i f i c a  que o  s i s t e m a  de  p r o c e s  - 

samento é composto d e  3 p r o c e s s a d o r e s  i d ê n t i c o s .  Quando nada - 
s e  e s p e c i f i c a r ,  s u b e n t e n d e - s e  que o  número de p r o c e s s a d o r e s  e 

p a r t e  da e n t r a d a  do problema.  A c o n s i d e r a ç ã o  acima é v á l i d a  

p a r a  t o d o s  os t i p o s  de  p r o c e s s a d o r e s .  



D i z - s e  q u e  um s i s t e m a  d e  p r o c e s s a m e n t o  é f o r  - 
niado d e  p r o c e s s a d o r e s  - - u n i f o r m e s ,  q u a n d o  e s t e s  f o r e m  p a r a l e l o s  -- 
e a  v e l o c i d a d e  d e  c a d a  p r o c e s s a d o r  i? t a l  q u e  o  t e m p o  d e  p r o c e s  - 
s a m e n t o ,  p i j ,  l i a r a  o  p r o c e s s a d o r  M i  e x e c u t a r  a  t a r e f a  J j ,  e 

uma f u n ç ã o  l i n e a r  d a  q u a n t i d a d e  d e  p r o c e s s a m e n t o  q j :  

o n d e  ai e @ i  s ã o  c o n s t a n t e s  d e  p r o p o r c i o n a l i d a d e .  

- 
Este  c a s o ,  d e n o t a d o  p o r  Q ,  e  uma g e n e r a l i z a  -.. 

ç ã o  d o  a n t e r i o r ,  n o  q u a l  a s  v e l o c i d a d e s  d e  t o d o s  o s  p r o c . e s s a d o  - 
r e s  s ã o  i g u a i s ,  i s t o  e ,  ai = a 2  = . . . = a 
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II. 4 . 2 . 3 .  Processadores Ordenados 

N e s t e  c a s o ,  d e n o t a d o  p o r  L ,  o s  p r o c e s s a d o r e s  

s ã o  p a r a l e l o s  e e x i s t e  uma o r d e n a ç z o  e n t r e  o s  t e m p o s  d e  p r o c e s  - 
s a m e n t o ,  s a t i s f a z e n d o :  

( i )  s e  p k a  > p k b  , p a r a  J a ,  J,, E J  e  p a r a  a l g u m  M k  C M 

e n t ã o  P i a  2 p i b  p a r a  Y M i  E M ;  

( i i )  s e  p r a  > p S a  , p a r a  a l g u m  J a  F J e p a r a  M , ,  M, E M 

e n t ã o  p r j  L p S j  , p a r a  V J j  F J .  

E v i d e n t e m e n t e ,  p r o c e s s a d o r e s  u n i f o r m e s  é um 

c a s o  p a r t i c u l a r  d e  p r o c e s s a d o r e s  o r d e n a d o s .  



D i z - s e  q u e  o s  p r o c e s s a d o r e s  são' -- n ã o  r e l a c i o n a  - 
d o s  q u a n d o  s ã o  p a r a l e l o s  mas n ã o  e x i s t e  nenhuma o r d e n a ç ã o  e n  - - 
t r e  a s  v e l o c i d a d e s  d e  p r o c e s s a r n e n t o .  D e n o t a - s e  e s t e  c a s o  p o r  

R .  

1 1 . 4 , 3 .  Processadores  em ~ E r i e  

Num s i s t e m a  com p r o c e s s a d o r e s  em s é r i e ,  também 

deno t i l i nado  f l o w - s h o p  e  d e n o t a d o  p o r  F ,  a s  t a r e f a s  s ã o  conipos -- - 
t a s ,  e x i s t e  uma r e l a ç ã o  d e  p r e c e d ê n c i a  e n t r e  a s  o p e r a ç õ e s  d e  

c a d a  t a r e f a ,  do  t i p o  c a d e i a ,  e  e s t a  o r d e n a ç ã o  6 a  mesma p a r a  

t o a a s  a s  t a r e f a s .  P o r  o u t r a s  p a l a v r a s ,  p a r a  t o d a s  a s  t a r e f a s ,  

a s  o p e - r a ç õ e s  d e  mesma o r d e m  devein s e r  e x e c u t a d a s  p e l o  mesmo 

p r o c e s s a d o r .  A s s i m ,  sem p e r d a  d e  g e n e r a l  i d a d e ,  t e m - s e :  

M 1  e x e c u t a  a s  o p e r a ç õ e s  O , j = 1  . . . , n 
1  j 

M a  e x e c u t a  a s  o p e r a ç õ e s  O , j = 1 ,  . . .  , n  
2 j 

M, e x e c u t a  a s  o p e r a ç õ e s  O , j = 1 . . . , n .  m j 

Os p r o c e s s a d o r e s  M I  e  M, s ã o  d e n o m i n a d o s  p r g  

c e s s a d o r e s  e x t r e m o s .  

- 
Um e s t u d o  m a i s  d e t a l h a d o  d o  t i p o  f l o w - s h o p  e  

a p r e s e n t a d o  n a  s e ç ã o  1 1 . 8 ,  p o r  r e l a c i o n a r - s e  d i r e t a m e n t e  com 

o s  p r o b l  emas  e s t u d a d o s  n e s t e  t r a b a l h o .  



Nuin s i s t e ina  d e  p r o c e s s a n ~ e n t o  formado por p r o c e s  - 
s a d o r e s  t i p d  j o b - s h o p ,  . - deno tado  por  J ,  a s  o p e r a ç õ e s  de cada t a  - 
r e f a  devem s e r  p r o c e s s a d a s  numa dada ordem, mas e s t a  o rdenação  

não a  mesma pa ra  t o d a s  a s  t a r e f a s .  

1 1 . 4 . 5 .  P r o c e s s a d o r ~ s  T i p o  O p ~ n - S h o p  

No c a s o  de p r o c e s s a d o r e s  t i p o  open-shop,  d e n o t a  - - 
. _ d o  por  0 ,  t o d a s  a s  o p e r a ç õ e s  s ã o  i n d e p e n d e n t e s ,  i s t o  é ,  não 

e x i s t e  nunheina r e l a ç ã o  de  pr .ecedência  e n t r e  as  o p e r a ç õ e s  d e  ca - 
da t a r e f a .  

-11 .5  - CAMPO y : OBJETIVO DOS PROBLEMAS EM SCHEDULING' 

O campo y ,  que d e f i n e  o  o b j e t i v o  de  uili p r o b l e  - 
- ma em s c h e d u l i n g ,  pode r e l a c i o n a r - s e  coro a s  s e g u i n t e s  variáveis:  

- d a t a  de  t é r m i n o  da t a r e f a  J j  ( " c o i n p l e t i o n  t i m e " ) ,  instah 
-* - - - 
t e  no qual  a  t a r e f a  J j  e  comple tada .  Ev iden temen te ,  no 

c a s o  f low-shop é o  i n s t a n t e  de  t é r m i n o  da m-ésima ope ra  - 
ção (Úl t in i a )  da t a r e f a  J j .  

. L j  - -- tempo de  a t r a s o  da t a r e f a  J j  ( " l a t e n e s s " ) :  

- 
onde d j  e  a  d a t a  p r e v i s t a  pa ra  o  t é r m i n o  da t a r e f a  J j  
( " d u e  d a t e " ) .  E i n t e r e s s a n t e  o b s e r v a r  que o  v a l o r  d e  

L j  pode s e r  n e g a t i v o ,  s i g n i f i c a n d o  n e s t e  c a s o  que a  t a  - 
r e f a  J j  f o i  c o n c l u i d a  a n t e s  da d a t a  p r e v i s t a .  

T j  
- te;iipo d e  r  ta - rdo  ( " t a r d i n e s s " )  : T j  = max { O ,  Lj} .  
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- pe ,na l - i .dade  -.r-- u n i t ã t - i a  ( " u i - i i t  - p e n a l t y " ) :  U. = O s e  C .  d .  , 
J [ J -  J 

I 1  caso c o n t r á r i o  

j 
- t e m p o  d e  p e r m a n ê n c i a  d a  t a r e f a  J j  no  s i s t e m a  d e  p r o c e s  

---_̂ L - - 
s a n i e n t o  ( " f l o w  t i m e " )  : F j  = C j  - r , o n d e  r e  a  d a t a  

j j 
d e  c h e g a d a ,  

j 
- t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  d a  t a r e f a  J 

w .-...- j .  

'ni ax ( S ) - d a t a  - d e  t é r m i n o  d o  s c h e d u l e  S  ( " n i a l : e s p a n " ) ,  i s t o  6 ,  i n s  - - 
t a n t e  d e  t é r m i n o  d a  Ú l t i m a  t a r e f a  a  s e r  c o n c l u ~ d a  em S :  

'max = max { C j } .  j = 1 , .  . .  , 11. 

A n o t a ç ã o  C l n a x ( S )  p o d e  s e r  s i m p l i f i c a d a  p a r a  C,,,', quando 

n ã o  h o u v e r  p o s s i b i l 7 d a d e  d e  c o n f u s ã o .  U t i l i z a - s e  a  no - 
t a ç ã o  C n , a x ( o ) ,  no c a ç o  d o  s c h e d u l e  S p u d e r  s e r  d e f i n i d o  

s i m p l e s m e n t e  a t r a v é s  d e  unia p e r m u t a ç ã o  d e  t a r e f a s  : 

S = (J  J J k o ( l ) '  o ( 2 ) ' " "  o ( n )  ) D e n o t a - s e  p o r  C m a x ( o ) ,  a  

d a t a  d e  t é r m i n o  d e  u m  s c h e d u l e  c o n s i d e r a n d o - s e  a p e n a s  k 

ú l t i m a s  t a r e f a s  d a  p e r m u t a ç ã o  q ,  

O campo y  é f o r m a d o  p o r  d o i s  s u b - c a n i p o s  (y1 :y2 ) .  

S e n d o  y l  u t i l i z a d o  p a r a  d e s i g n a r  s e  o  p r o b l e m a  é d e  d e c i s ã o ,  1 0  - 

c a l i z a ç ã o  ou o t i m i z a ç ã o ,  d e n o t a n d o - s e  p o r  D ,  L e  0 ,  r e s p e c t i v a  - 
m e n t e .  U t i l i z a - s e  o  s u b - c a m p o  y2  p a r a  e s p e c i f i c a r  conip le ta i l ien  - 

t e  o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a .  Quando n ã o  h o u v e r  p o s s i b i l i d a d e  d e  

c o n f u s ã o  o  subcai i ipo y l  p o d e  s e r  o m i t i d o .  

1 1 . 5 . 1 .  Problemas d e  ~ e c i s ã o  e ~ o c a Z i z a ç ã o  

U m  p r o b l e m a  d e  d e c i s ã o  c o n s i s t e  em d e c i d i r  s e  

e x i s t e ;  ou . n ã o ,  u m  s c h e d u l e  q u e ,  a l é m  d e  v i á v e l ,  s a t i s f a ç a  o  

c r i t é r i o  e s p e c i f i c a d o  p o r  y , .  A n a l o g a r n e n t e ,  u m  p r o b l e m a  de  '10  - 
c a l i z a ç ã o  c o n s i s t e  em c o n s t r u i r ,  s e  p o s s í v e l ,  u m  s c h e d u l e  v i á  - 

. v e l  q u e  s a t i s f a ç a  y 2 .  O S  s e g u i n t e s  c r i t é r i o s  podem s e r  c o n s i  - 
d e r a d o s  : 



3 9 
< D , s i g t i i f i c a  q u e  t o d a s  a s  t a r e f a s  d o  s c h e d u l ' e  d e v e n i  

e 'max - 
p o s s u i r  d a t a  d e  t é r m i n o  i n e n o r  ou i g u a l  a  c o n s t a n  - 

C .  < d .  , s i g n i f i c a  q u e  c a d a  t a r e f a  d o  s c h e d u l e  d e v e  t e m i  
J -  J - 

n a r  n o  m á x i m o  a t é  a  d a t a  p r e v i s t a  p a r a  seu térrni 
n o  ( d j ) ,  n ã o  s e  a d m i t i n d o  a t r a s o  n o  t é r m i n o  d a s  

t a r e f a s .  

Os p r o b l e m a s  d e  o t i i n i z a ç ã o  em s c h e d u l i n g  u t i l i z a m ,  

n o r r n a l i n e n t e ,  c r i t e r i o s  d e  i n i n i m i z a ç ã o .  A s s i m  s e n d o ,  q u a n d o  n a  - 

d a  s e  e s p e c i f i c a  eni y 2  f i c a  s u b e n t e n d i d o  q u e  o  c r i t é r i o  é d e  

i n i ~ n i i n i z a ç ã o .  A p r e s e n t a - s e  a  s e g u i r  o s  p r i i ~ c i p a i s  c r i t e r i o s :  

m i n i - i i l i z a r  @ max ' d a t a  m á x i m a  d e  t é r m i n o  

m i n i m i z a r  L m a x  , - t e m p o  d e  a t r a s o  ~ n d x i n i o :  

Lmax  = inax { L j }  

- m i n i i n i z a r  Tn lax  , t e m p o  d e  r e t a r d o  m á x i m o :  

Tmax = max { T j }  

m i n i i n i z a r  Fnla, t e m p o  d e  p e r m a n ê n c i a  m ã x i i n o :  

Fmax = inax l F j l  

. m i n i i n i z a r  ZC , d a t a  i n é d i a  d e  t é r m i n o :  
j 

Uti 1  i z a - s e  t a m b é m  a  n o t a ç ã o :  LC(S) ou ZC(a), 

ou  s i i n p l e s m e n t e  CC. C o n s i d e r a ç ã o  a n ã 1  o g a  

p o d e  s e r  f e i t a  n o s  c a s o s  a  s e g u i r .  

n i i n i n i i z a r  C L  , t e m p o  m é d i o  d e  a t r a s o :  
j i1 

-XLj  = z L j  / n 
j = 1  



m i n i i n i z a r  C T  , t empo  iiiédio d e  r e t a r d o :  
j  . L---- 

$L n R 
L i j  = C T j  / n 

j = 1  

m i n i r i i i z a r  C'F , t e m p o  m é d i o  d e  p e r m a n ê n c i a :  
j  

= m i n i m i z a r  C U  , número  t o t a l  d e  t a r e f a s  a t r a s a d a s :  
j  

m i n i m i z a r  C P  , t empo  t o t a l  d e  p r o c e s s a m e n t o :  
j - 

A s s o c i a n d o - s e  u m  c u s t o  w .  > O à t a r e f a  J j ,  
-. J - 

j = 1 ,  . . . ,  n ,  p o d e - s e  a i n d a ,  c o n s i d e r a r  o s  s e g u i n t e s  c r i t é r i o s  

d e  o t i m i z a q ã o :  

m i n i m i z a r  C w j  C 
j '  

c u s t o  d e  t é r m i n o :  

m i n i m i z a r  C w  
j L j  

, c u s t o  d e  a t r a s o :  

nii i i i i n i z a r  C w  
j  T j  

, c u s t o  d e  r e t a r d o :  

m i n i m i z a r  C w  
j F j  

, c u s t o  d e  p e r m a n ê n c i a :  



i i i i n i m i z a r  C w  
j 

c u s t o  p o r  a t r a s o s :  
w .  - 

n i i n i m i z a r  Cw 
j 

c u s t o  d o  p r o c e s s a m e n t o :  - 

Dado um p r o b l e m a  d e  o t i m i z a ç ã o  em s c h e d u l i n g ,  

A / B / C ,  u m  s c h e d u l e  v i á v e l ,  i s t o  é,  q u e  c o n s i d e r a  t o d a s  a s  c a  

r a c t e r y s t i c a s  A d o s  p r o c e s s a d o r e s ' e  a s  c a r a c t e r Y s t i c a s  B d a s  

t a r e f a s  e  tanibéiii s a t i s f a z  o  c r i t é r i o  d e  o t i m i z a ç ã o  C ,  - 
n a d o  s c h e d u l e  Õti ino e  d e n o t a d o  p o r  S* .  O v a l o r  d a  f u n ç ã ó  o b j e  - 

e 

t i v o  a s s o c i a d a  a o  s c h e d u l e  S* e  d i t o  v a l o r  Õt imo e  d e n o t a d o  

p o r  s* .  U t i l i z a - s e  também,  a n o t a ç ã o  s *  = rnin C .  

e. D o i s  c r i t é r i o s  d e  o t i m i z a ç ã o ,  C '  e  C " ,  s ã o  d e  - 

n o m i n a d o s  e q u i v a l e n t e s ,  d e n o t a n d o - s e  p o r  C '  2 C " ,  q u a n d o  d i f e  ----- e 

r i r e m  a p e n a s  p o r  uma c o n s t a n t e .  

P r o p o s i ç ã o  1 1 . 1 :  As s e g u i n t e s  d u p l a s  d e  c r i t é r - i o s  d e  o t i m i z a ç ã o ,  

s ã o  e q u i v a l e n t e s :  

n n 
( a )  C '  = min L C j  e  C " = n i i n  L C j /  n 

j = 1  j = 1  

n 
( b )  C '  = m i n  C L j  

j = 1  

n 
( c )  C '  = min L T j  

j = l  

( d )  C '  = min C F j  
j = l  

n 
C "  = m i n  C T j  / n 

j=1 



n  
( e )  C '  = m i n  Z w j  C j  e 

j = l  

n  . . 

( h )  C '  = m i n  L  w j  F j  e 
j = l  

( i )  C!- = i n i n  
w j  U j  j = l  

( 1 )  C '  = m i n L w  
j 

( m )  C '  = m i n l w  
j 

n  
C "  = i n i n  l w j  T j  / W 

j = l  

C "  = m i n l w  
j L j  

C "  = m i n l w  
j F j  



P r o v a :  

n 1  n 
( a )  C "  = i n in  L C .  / n = - n i i n  C C j  - 1  C '  - - 

j = 1  J n j = 1  n  

! - c o n s t a n t e  

L o g o  C '  C "  

( b )  a t é  ( i )  :. a n a l o y a s  à p r o v a  ( a )  

n n  n n  
( )  C = L = min L (Cj - d . )  = iiijn L C j  - min L d .  = c 1  - x d j  

J .i = 1  J j = 1  j=l  J j=1  

co'ns t a n t e  

L o g o  C '  - C "  

( k )  a n á l o g a  à p r o v a  ( j )  

( 1 )  C'' = n i i n  L w . L  = m i n  z w ( C j  - d . )  = 
j = l  J j j = 1  j J 

n 11 
= m i n  C w . C  - m i n  C w . d  

j = l  J j j = l  J j 

c o n s t a n t e  

( m )  a n á l o g a  ã p r o v a  ( 1 )  A 
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Por uma q u e s t ã o  d e  s i m p l i f i c a ç ã o  e c o n â i d e r a n  - 
d o  Q r e s u l t a d o  d a  P r o p o s i ç ã o  11.1, as c o n s t a n t e s  ( n  e 14) d o s  

c r i t e r i o s  d e  o t i n i i z a ç ã o  podem s e r  d e s p r e z a d a s ,  m a n t e n d o - s e  n o  

e n t a n t o  a s  d e n o m i n a ç õ e s .  

T E O R I A  DE COMPLEXIDADE COI\IPUrI'AC 1: ONAL SCI-IEDUL I N G  

C o n s i d e r e  IT o  c o n j u n t o  d e  t o d o s  o s  p r o b l e m a s  

em s c h e d u l i n g ,  Dado  um p r o b l  enia r E IT, a  p r e o c u p a ç ã o  n a t u r a l  

q u e  a p a . r e c e  é d e s e n v o l v e r  um a l g o r i t m o  e f i c i e n t e  ( p o l  i n o m i a l )  

q u e  o  r e s o l v a .  P r o b l e m a s  em s c l i e d u l i n g  p a r a  o s  q u a i s  s e  c o n h e  - 
c e  a l g o r i t m o  e f i c i e n t e ,  s ã o  d e n o m i n a d o s  p r o b l e m a s  p o l  i n o m i a i s  - 

e o  c o n j u n t o  d e  t a i s  p r o b l e m a s  é d e n o t a d o  p o r  r[*. D e n t r o  d o  

c o n j u n t o  d o s  p r o b l e m a s  p a r a  o s  q u a i s  n ã o  s e  c o n h e c e  a l g o r i t m o  

e f i c i e - n t e ,  e x i s t e m  p r o b l e m a s  c o n s i d e r a d o s  i n t r i n s i c a m e n t e  d i f í  - 

c e i s ,  d e n o m i n a d o s  p r o b l  e inas  N P - d i f y c e i s ,  . - a b a i x o  d e f i n i d o s ,  O 

c o n j u n t o  d o s  p r o b l e m a s  N P - d i f y c e i s  é d e n o t a d o  p o r  r [ : .  O c o n j u n  

t o  r[? = r[ - (r[* U r [ ! )  é d e n o m i n a d o  c o n j - u n t o  d o s  p r o b l e m a s  -- em 

a b e r t o .  

Uni  p r o b l  enia em s c l i e d u l  i n g  -rr1 ( 6 1 ,  o1 ) é p o l  i n g  

m i a l m e n t e  t r a n s f o r i n ã v e l  --- . ou  r e d u t y v e l  num p r o b l e m a  ~ ~ ( 6 2 ,  o z ) ,  -.- 

d e n o t a n d o - s e  p o r  r i  -t r 2 ,  q u a n d o  e x i s t i r e m  f u n ç õ e s  f :  6 1  -+ 6 2  

e  g :  R2 3 R i ,  t a i s  q u e :  

( i )  f e g podem s e r  c o m p u t a d a s  em t e m p o  p o l i i i o n i i a l  e 

( i i )  p a r a  t o d a  i n s t ã i i c i a  i 6 61 t e m - s e :  

n z ( f ( i ) )  tem s o l u ç ã o  s2 s s e  r l ( i )  t i v e r  S O ~ U Ç ~ O  S I  = g ( ~ 2 ) .  

Uni  p r o b l e m a  é N ~ - d - i f l c i l ,  r 6 n:, q u a n d o  p a  - 
r a  t o d o  T '  6 11 tem-se v '  -F r . 

Doi ' ;  p r o b l e m a s ,  r i  e r n ,  s ã o  d e n o m i n a d o s  s u i  .- 

v a l e n t e s ,  d e n o t a n d o - ' s e  p o r  ~ T I  -- -TI-2,  q u a t i d o  ~ T I  4 ' 7 ~ 2  e 7 ~ 2  4 T I .  



A r e l a ç ã o  + é uma o r d e n a ç ã o  p a r c i a l ,  com a s  

s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s :  

( i )  n i  - r i .  p a r a  n i  6 ii ( p r o p r i e d a d e  r e f l e x i v a ) .  E v i d e n t e  

m e n t e ,  ' q u a l q u e r  p r o h l  enia 6 r e d u t T v e 1  n e l e  p r ó p r i o ;  

- ( i i )  n i  + n  e  n  -+ n  => n i  
j j i j j 

- p a r a  n i ,  n  6 ii ( p r o p r i e -  
d a d e  a n t i  - s i m é t r i c a )  e  

( i  i i  ) n i  + n  e n  + n  => n  + n k ,  p a r a  n i  , n  n  F ii (prg 
j j k i j ' I( 

p r i e d a d e  t r a n s i t i v a ) .  

C o n s i d e r e  d o i s  pt-obl emas d e  o t i i n i  z a ç ã o  ein sche 

d u l  i n g :  n1 (61  , 01 ) e  7 r 2  ( 6 2 ,  0 2 )  e  s e j a  C 1  e  C 2  O S -  c r i t é r i o s  d e  

o t i n i i z a ç ã o  d e  n l  e  n 2 ,  r e s p e c t i v a i n e n t e .  

~ - r o p o s i ~ ã o  1 1 . 2 :  Se = 82 e  C l  = C 2  e n t ã o  n l  -- ? r 2 .  
.. 

P r o v a :  ( i )  f r l  - n 2  : 

Coino = 62 e n t ã o  f : 6; -t 6 2 ,  pode s e r  c o n s i d e  - 

r a d a  a  f u n ç ã o  i d e n t i d a d e .  

Sejam s l  e  s 2  s o l u ç õ e s  d e  n l  e n z ,  r e s p e c t i v a i n e n t e :  

s 1  = minCl e  s 2  = minC,.  

Como C ,  r C 2  e n t ã o ,  po r  d e f i n i ç ã o ,  C 2  = C 1  - k ,  

onde  k 6 uma c o n s t a n t e .  

Logo: s 2  = minC, = ni in (Cl  - k )  = ininC1- k = s l  - k 

S e j a  g :  R 2  + u m a  f u n ~ ã o  t a l  que g ( s , )  = s 2  + k ,  

S 2  6 R 2 .  

Logo g  ( s 2 )  = s1 - k + k = S I .  

E n t ã o ,  p o r  d e f i n i ç ã o  d e  t r a n s f o r m a ç ã o  pol  i non i i a l  , 
t e m - s e  n1 + n2 .  

( i i )  n 2  -t n1 : p r o c e d i m e n t o  a n á l o g o  a  ( i )  

( i i i )  De ( i )  e  ( i i )  t e m - s e  - n2 b 
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P r o p o s i ç ã o  1 1 . 3 :  Se ai + a2 e  a2 E II* e n t ã o  n1 E R*, 

Prova:  Como a2 6 R* e n t ã o  e x i s t e  u m  a l g o r i t n i o  e f i c i e n t e ,  A 2 ,  

que r e s o l v e  a2. 

Coiiio n1 -+ n2 e n t ã o  existeiri  funções  f  e  g que podeni s e r  

coinputadas em teinpo pol inoin ia l  de aco rdo  com a  definição 

de  problema redu tTve1 .  

C o n s i d e r e  o  s e g u i n t e  a l g i ~ r i t n i o ,  AI, p a r a  r e -  

s o l v e r  o problenia al : 

- dada unia i n s t â n c i a  i 6 cS1 ,  a p l i q u e  a  função  f  o b t e n d o - s e  

f  ( i )  6 6 ~ ,  em teinpo pol inoinial  ; 

e n t r a n d o - s e  com f ( 0 ,  no a l g o r i t t n o  A2; de ter i i i ina-se  s i ,  e  ni 

teinpo pol iiiomial ; 

a p l i c a n d o - s e  a f u n ç ã o  g ,  obtem-se s i  = g ( s 2 ) ,  tanibéin em tem 

po i o l - i n o i n i a l ,  que é unia s o l u ç ã o  pa ra  o  problema T r l .  

ALGORITMO A i  

O Algori t ino A l ,  c l a r a m e n t e ,  e  e f i c i e n t e  e  p o r t a i i t o  o  problenia 

ai 6 r[" A 

P r o p o s i ç ã o  1 1 . 4 :  Se a, -+ a2 e a, E R!  e n t ã o  a2 E R !  

Prova:  Como nl .C r[! e n t ã o ,  por  d e f i n i ç ã o ,  para  t o d o  n' 6 R tem- 

- s e  n' ->- ai. 

Coino al -+ a2 e n t ã o ,  por  t r a n s i t l v i d a d e ,  tem-se v '  + ~ 2 ,  

para  t o d o  v '  € r[. 

P o r t a n t o  n2 € R !  A 
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D i z - s e  q u e  uiii p r o b l e m a  T I  ( 6 1  , o 1  ) 6 uma 6 - r e s -  

t i - i ç a 0  d e  uin p r o b l e n i a  T T Z  ( 6 2 ,  0 2 )  q u a n d o  61 c 62 e  o 1  = 0 2 .  Nes -- - 
t e  c a s o ,  r 2  6 d e n o m i n a d o  6 - e x t e n s ã o  d e  T I .  

P r o p o s i ç ã o  1 1 . 5 :  S e  u m  p r o b l e m a  n l  6 11: e unia $ - r e s t r i ç ã o  d e  
--.> 

u m  p r o b l e n i a  T Z ,  e n t ã o  $ 2  E n! . 

P r o v a :  S e j a m  f  e  g  f u n ç õ e s  i d e n t i d a d e  e n t ã o ,  d i r e t a m e n t e  a p a r  - 
t i r  d a  d e f i n i ç ã o  d e  t r a n s - f o r n i a ç ã o  p o l  i no i i i i a l  e  d e  6 - r e s  - 
t r i ç ã o ,  t e m - s e  T I  + ~ 2 .  

U t i l i z a n d o - s e .  o  r e s u l t a d o  da  P r o p o s i ç ã o  1 1 . 4  

t e m - s e  n 2  E R !  A 

U m  p r o b l e m a  T I  ( 6 1 ,  0 1 )  é uma a - r e s t r i ç ã o  d e  

uiii p r o b l e m a  ~ ~ ( 6 2 ,  0 2 )  q u a n d o  61 = 62 e  a  q u e s t ã o  o1  e s t i v e r  

c o n t i d a  na q u e s t ã o  0 2 .  I s t o  é ,  O S  c o n j u n t o s  d e  d a d o s ,  61 e  6 2 ,  

s ã o  i g u a i s  e  a  r e s p o s t a  d a  q u e s t ã o  01 e s t á  c o n t i d a  na r e s p o s t a  

d a  q u e s t ã o  o , ,  ou a i n d a ,  a  q u e s t ã o  o1 . e  uni c a s o  p a r t i c u l a r  d a  - 
q u e s t a o  0 2 .  O p r o b l  enia .r r2  e  d e n o i n i n a d o  --- o - e x t ê n s ã o  d o  p rob le i i i a  

T I  como e x e m p l o ,  v e r i f i c a - s e ,  f a c i l m e n t e ,  q u e  o  P r o b l e  - 
..- 

ma 1 1 . 1 ,  d e  d e c i s ã o ,  e  uma o - r e s t r i ç ã o  d o  P r o b l e m a  1 1 . 2 ,  d e  1 0  - 

c a l i z a ç ã o ,  o  q u a l  p o r  s u a  v e z  é uma o - r e s t r i ç ã o  do  P r o b l  enia 

1 1 . 3 ,  d e  o t i m . i z a ç ã o .  

Quando n ã o  h o u v e r  p o s s i b i  1  i d a d e  d e  c o n f u s ã o  

u t i  1  i z a - s e  s i m p l e s m e n t e  a  d e n o m i n a ç ã o  r e s t r i ç ã o ,  t a n t o  p a r a  

8 - r e s t r i ç ã o ,  como p a r a  o - r e s t r i ç ã o .  

P r o p o s i ç ã o  1 1 . 6 :  - S e  s i  s o l u ç ã o  d e  e  r ,  unia & - e x t e n s ã o  

d e  T, e n t ã o  s l  é s o l u ç ã o  d e  ~ 2 .  

P r o v a :  S e j a  r 1 ( 6 ~ ,  0 1 )  e ~ 2 ( 6 2 ,  0 2 ) .  
- .  

P o r  h i p ó t e s e  s i  e  s o l u ç ã o  d e  T I .  e  n2  & - e x t e n s ã o  d e  ~ 1 .  

Como, p o r  d e f i n i ç ã o ,  8 ,  c 6 ,  e o1 = 0 2 ,  s e g u e  q u e :  

S I  é s o l ~ ç ã o  de  ~ i ( 6 2 ,  0 2 )  = n2  A 



~ r o p o s i ç ã o  11.7. :  Se uni p r o b l e i n a  n l  6 ll! é unia o - r e s t r i ç ã o  d e  

uni p r o b l e i n a  n 2 ,  e n t ã o  n 2  6 n ! .  

P r o v a :  S e g u e  d i r e t a m e n t e  d a  d e f i n i ç ã o  d e  o - r e s t r i ç á c  A 
. , 

- 
P r o p o s i ç ã o  11 .8 :  O p r o b l e m a  n 1  = * j ~ l F , ~ ~  e  uma o - r e s t r i ç ã o  d o  

p r o b l  enia R;! = * /  * / L n l a x .  

P r o v a :  ( i  .) min I- max = n i i i i ( n i a x { ~  . I  j = 1  ,. . . , n ) )  
J 

= min(max{C - d . l j  = 1 ,  . . .  , t i l )  
j J 

C o n s i d e r a n d o  v 
j = d j - r  j '  

t e m - s e :  

( i i )  min Flllax = iiiin(niax{C - r . l j =  
J 

1 ,  . . . ,  n } )  

( i i i )  De ( i )  e  ( i i )  c o n c l u e - s e  q u e  iiiin Flllax é u m  c  a s  o  

p a r t i c u l a r  d e  min L m a x ,  p a r a v  = O ,  j = l  , . . . ,  n .  
j 

P o r t a n t o :  6 unia o - r e s t r i ç ã o  d e  R *  A 

E v i d e n t e m e n t e ,  a  c a r d i  na1  i d a d e  d o s  c o n j u n t o s  

R * ,  H ?  e  H!  é u m  i t i d i c a d o r  d o  p r o g r e s s o  da  p e s q u i s a  s o b r e  p r g  
b l e i n a s  em s c h e d u l i n g .  Com a  f i n a l i d a d e  d e  o r i e n t a r  o  d e s e n v o l  - 

v i m e n t o  d e  f u t u r a s  p e s q u i s a s ,  d e f i n e - s e  o s  s e g u i n t e s  c o n j u n t o s  

d e  p r o b l e m a s  em s c l i e d u l i n g ,  d e  a c o r d o  com Lageweg e t  a l i i  [!982]: 

'*ma x - c o n j u n t o  d o s  p r o b l e m a s  f á c e i s  r n a x i m a i s :  

= { n  E H* / ã n '  E ( n *  - { T I )  : n + r ' ) ;  

3 
" m i n  - c o n j u n t o  d o s  p r o b l e m a s  em a b e r t o  i n i n i m a i s :  

7 
"min = { n  6 II? / 3 n '  6 ( E ?  - En})  : n '  + n l ;  

3 

max - c o n j u n t o  d'os p r o b l e m a s  eni a b e r t o  m a x i m a i s :  

7 

"max = { n  6 n ?  I 3 n! 6 ( n ?  - {r)) : n  + n ' )  e  



I 

" m i n  - c o n j u n t o  d o s  p r o b l e m a s  d i f y c e i s  i ~ i i n i n i a i s :  

. ,  
Os p r o b l e m a s  eni e  IT!inin r e p r e s e n t a m  o s  r e s u l t a d o s  e s s e 1 1  

c i a i s ,  n o  s e n t i d o  d e  q u e  o u t r o s  r e s u l t a d o s  c o n h e c i d o s  p  od eni 

s e r  o b t i d o s  a  p a r t i r  d e s t e s ,  e v o c a n d o  a  r e l a ç ã o  +. Os p r o b l e  
7 

- 
m a s  eni n . , , ] in  e  n?,ax s ã o  o s  m a i s  i n d i c a d o s  p a r a  f u t u r a s  p e s q u i  

- 

s a s .  A f i g u r a  a b a i x o  r e p r e s e n t a  a  c a r d i n a l i d a d e  d o s  c o n j u n t o s  

n * ,  n*,,,, R?, R ? , ~ , , ,  TI?,,,,,, e n : m i n ,  c o n s i d e r a n d o  o s  p r o  - 
b l e n i a s  c o d i f i c a d o s  ein b i n á r i o ,  d e  a c o r d o  com L a g e w e g  e t  a l i i  

[ I  9 8 2 1 .  

n "  = 416 -} l i i ?  = 390 - -- - -- -- - - 1,: / = 3730 - 

(9%) (9%) (32% ) - - -  -1 

L In? i = 31 . rnax 

F i g .  11.:: C a r d i n a l i d a d e  d o s  c o n j u n t o s  Ii*, , 

C o n s i d e r e  uni p r o b l e m a  n ( 6 , ~ ) .  S e j a  A u m  a l g o  - 

r i t m o  q u e  r e s o l v e  V .  C o n s i d e r e  t o d a s  a s  i n s t â n c i a s  i E 6 .  S e  

a c o i n p l e x i d a d e  d o  a l g o r i t m o  A é e x p o n e n c i a l  no  c a s o  d a  i n s t â n  - 

tia i s e r  c o d i f i c a d a  em q u a l q u e r  s i s t e m a  d e  b a s e  m a i o r  ou i g u a l  

a  2 e p o l i n o i n i a l  n o  c a s o  c o d i f i c a d a  em u n á r i o ,  e n t ã o  o  a l g o r i t m o  

A é d e n o m i n a d o  p s e u d o - p o l  i n o m i a l  . 

Um p r o b l e m a  n  6 R! é d i t o  f r a c a m e n t e  N P - d i f í  - 
, c i l  q u a n d o  e x i s t i r .  u m  a l g o r i t m o  p s e u d o - p o l  i n o m i a l  q u e  r e s o l v e  n.  



Uin p r n h l e i n a  n  E f i f  5 denominado f o r t e m e n t e  ..- 

N P - d i f 7 c i . l  q u a n d o  a  e x i s t ? n c i a  d e  uni a l g o r i  tino p s e u d o - p o l  i  no -- - - - 
m i a 1  q u e  r e s o l v a  n ,  i n l p l f c a r  q u e q u a l q u e r  p r o b l e i n a  eiii schedul ing  

p e r t e n c e  ã c1 a s s e  d o s  p r o b l  eirras p o l . i i i o i i i i a i s .  . . 

1 1 . 7  - REDUTIUGLIDADE DE PROBLEMAS EM SCHEDULING 

C o n s i d e r e  uni d i y r a f o  c u j o s  v é r t i c e s  r e p r e s e n  - 
tain p r o b l e i n a s  n  E n e  t a l  q u e  p a r a  t o d o  p a r  d e  v é r t i c e s  n i ,  n j  

e x i s t e  a  a r e s t a  ( r i ,  rj) S S F !  Vi -h n j .  E s t e  d i g r a f o  p o d e  s e r  

u t i l i z a d o  p a r a  m o s t r a r  a  r e d u t i b i l i d a d e  d e  p r o b l e m a s  em s c h e d u  - 
l i n g .  Os p r o b l e n i a s  p e r t e n c e n t e s  a  uiiia mesnia co i i i ponen te  f o r t e  - 

m e n t e  c o n e x a  d e  uni d i g r a f o ,  s ã o  e q u i v a l e n t e s  e  n e s t e  c a s o ,  112 
d e - s e  c o n d e n s a r  o  c o m p o n e n t e  f o r t e  num ú n i c o  v é r t i c e .  P a r a  s i m  - 

p l i f i c a r ,  a  p r o p r i e d a d e  r e f l e x i v a  d a  r e l a ç ã o  + p o d e  n ã o  s e r  r e  - 

p r e s e n t a d a  no d i g r a - f o ,  e v i t a n d o - s e  a s s i i i i ,  a  f o r n i a ç ã o  d e  uin l a  - 

ç o  em c a d a  uin d e  s e u s  v G r t i c e s .  

Exeinplo 1 1 . 1 :  Dado:  n l  -t v ; ? ,  -.. 
n ]  3 n 3 ,  v1 -5 V I , ,  n 3  -f n 4 ,  ' r r4  -f TI-, 

v 5  3 n 3 ,  t e m - s e  o  s e g u i n t e  d i g r a f o :  

Como n 3 ,  n 4  e  T T ~  s ã o  e q u i v a l e n t e s ,  o  d i g r a f o  

p o d e  s e r  c o n d e n s a d o  como s e g u e :  



3 1 
Os digrafos que segucin são utilizados para 

mostrar a redutibilidade entre problemas que, a menos da carac - 
terTstica rotulada nos vértices, são idênticos (Graham et a1 i i  

[1979]e Blazewicz ê t  alii [1983]). O s'iinbolo o significa a nega - 

ção da característica considerada. 

G1 : (interruptabilidade) 

Observe que neste caso os problemas não são redut7veis. 

G 2  : (relação de precedência) 

G 3  : (datas de chegada) 

G,, : (recursos limitados) 

o 

res 9 1 1  res * * I  res - * *  

= -  

- 

res 1 1  1 res 1.1 
- res 1.. 



G 6  : ( c r i t é r i o  d e  o t i n i i z a ç ã o )  



TI.B,1. ~ o n s 2 d ~ r a ç ã e ç  Gera is  

De a c o r d o  coin o  a p r e s e n t a d o  na  s e ç ã o  I I . 4 , 3 , r i o s  

p r o b l e m a s  d o  t i p o  f l o w - s h o p :  

a s  t a r e f a s  s ão  con~postas : J = (O 
J 

l j .  ... , O i j  ,..., 0 ,  j = 1 ,  . . .>  11 

e  toda operação O i  j .  j = 1  . . . . . n. é executada pelo processador M i  , 

Logo e x i s t e  unia a s s o c i a ç ã o  b i u n l v o c a  e n t r e  o p e r a ç õ e s  e  p r o c e s  - 
s a d o r e s .  

N o r i n a l m e n t e ,  c o n s i d e r a - s e  p r o b l e n i a s  d o  t i p o  

f low-ç-hop com a s  s e g u i n t e s  c a r a c t e r ? - s t i c a s :  

t o d a s  a s  t a r e f a s  J j ,  j = 1 ,. . . ) n ,  s.ão i n d e p e n d e n t e s  e  chegam 

siinii'l t a n e a n i e i i t e  no s i s t e m a  d e  p r o c e s s a n i e n t o ,  i s t o  é ,  a s  t a r e  - 

f a s  e s t ã o  l i b e r a d a s  a  p a r t i r  d o  i n s t a n t e  i n i c i a l :  r j  = O ,  

j = n ;  

c a d a  o p e r a ç ã o  - r e q u e r  uni p r o c e s s a d o r  d i f e r e n t e :  

s e  O k j  # O l l j  e n t ã o  M k  # M,, ; 

d i f e r e n t e s  o p e r a ç õ e s  d e  uma mesma t a r e f a ,  n ã o  podem s e r  e x e  - 
c u t a d a s  s i i n u l  t a n e a n i e n t e :  

s e  S ( [ t , ,  t , ] . M k )  = O k j  e n t ã o  S ( [ t , ,  t i ] , M i )  f O i j ,  p a r a  t o  - 
d o  i f - k ;  

c a d a  p r o c e s s a d o r  p o d e  e x e c u t a r  sorr iente  uma o p e r a ç ã o  p o r  v e z :  

s e  S  ( [tl , t z ]  , M i  ) = O i L  en t ão  S (  [ t i ,  t2] , M i  ) # Oi j ,  para todo jf.P; 

. o t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o ,  p i j  , d a  i - é s i m a  o p e r a ç ã o  d a  t a r e f a  
.? O ,  D i z - s e  q u e  a  J j  ("O p r o c e s s a d o r  Mil. é n ã o  n e g a t i v o :  p i j  - 

+ 

o p e r a ç ã o  O i j  e  -- v a z i a  q u a n d o  p i j  = 0 ;  



34 

os tempos de p r e p a r a ç ã o  d a s  o p e r a ç õ e s  s ã o  i n d e p e n d e n t e s  da 

s e q u ê n c i a  de  processa inento  d a s  t a r e f a s  e  por i s s o  podem s e r  

i n c l u f d o s  n o  tempo de  p roceçsamen to :  

p i j  = ( tempo de p r e p a r a ç ã o  de O i j )  + 

( tempo de  p r o c e s s a m e n t o ,  p r o p r i a m e n t e  d i t o ,  de O i  no 

p r o c e s s a d o r  M i ) .  

não é p e r m i t i d a  a  i n t e r r u p ç ã o  da execução  d a s  o p e r a ç õ e s ,  i s  

t o  é ,  uina vez i n i c i a d a  uma o p e r a ç ã o ,  e l a  é con t inuan ien te  p r o  - 
c e s s a d a  a.té o  seu f i n a l :  

s e  S ( [ t , ,  t Z ] ,  Mi) = O i j  e n t ã o  p i j  = t 2  - t l ;  

t o d o s  os in p r o c e s s a d o r e s  e s t ã o  cor-itinuaniente ein d i s p o n i  b i  1 -- i .  

dade  para  o p rocessamen to .  Na p r ã t i  c a ,  e s s a  c a r a c t e r 7 s t - i  ca 

' r e p r e s e n t a  uina siinpl i f i c a ç ã o  da r e a l  i d a d e ,  p o i s ,  ev identemen - 

t e ,  em s e  t r a t a n d o  de máqu inas ,  e x i s t e  a  n e c e s s i d a d e  de  p a r a  - 

da pa ra  manutenção e  no c a s o  de  e q u i p e s  formadas  por p e s s o a s ,  

é e v i d e n t e  a  n e c e s s i d a d e  de  pa rada  para  d e s c a n s o ,  a  inenos que 

s e  c o n s i d e r e  a  e x i s t ê n c i a  de p r o c e s s a d o r e s  de r e s e r v a .  U 11; 

p r o c e s s a d o r  Mi é c o n s i d e r a d o  - .  o c i o s o  quando e x i s t i r  o p e r a ç a o  

l i b e r a d a  pa ra  o  processa inento  em Mi e  o  p r o c e s s a d o r  Mi não 

e s . c ive r  p r o c e s s a n d o  nenhuma o p e r a ç ã o .  

Cons iderando -se urn s i  stenia de  p rocessamen to  - 
d o - t i p o  f low-shop com m p r o c e s s a d o r e s  e  n t a r e f a s ,  e  p o s s ? v e l  

o b t e r  ( n ! ) m  s c h e d u l e s  d i f e r e n t e s .  

No exemplo 1 1 . 2 ,  d e v i d o  a Baker [ I 9 7 4 1  é a p r e  - 
s e n t a d o  u m  s c h e d u l e  Õtimo, com r e s p e i t o  à d a t a  iiiáxima de tériiii - . 

... 
no e  tanihém, a d a t a  média de t é r m i n o .  E i n t e r e s s a n t e  o b s e r v a r  

que e s s e  s c h e d u l e  ó t imo mantém o  p r o c e s s a d o r  M J  o c i o s o  no i n  - 

t e r v a l o  [ 5 , 6 ] .  



Exemplo I I .  2 :  tempos de  p rocessamen to  das  o p e r a ç õ e s  ---- - -  . -  

Schedu le  Ótimo : S *  : 

l e g e n d a :  
- J ,  

, 

II. 8 . 2 ,  ~ e r r n u t a t i o n  FZow-Shop 

P e l o  e x p o s t o ,  v e r i f i c a - s e  a  p o s s i b i l i d a d e  da 

o c o r r ê n c i a  de uma f i  1 a  de o p e r a ç õ e s  1 i  b e r a d a s  ( O i g  ,... . ,Oij ,.. . ,Oie). 

aguardando o  processamento  em Mi, i  = 1 ,. . . , m .  A d i s c i p l i n a  

d o  a t end imen to  d e s s a  f i l a  de  e spe ra .  é uma c a r a c t e r 7 s t i c a  impor - 
t a n t e  da d e f i n j ç ã o  de  um problema em f low-shop .  Assim s e n d o ,  

um problema é d i t o  s e r  do t i p o  p e r m u t a t i o n  f low-shop  no caso da 

discipl ina PEPS (primeira operação a  entrar na f i l a  em cada mãquina, pri - 
ineíra a  s a i r ) .  Evidentemente, neste caso um schedule f i ca  perfeitamente de. 

f inido apenas com a - i d e n t i f i c a ç ã o  d e  uma permutação cs de t a r e f a s :  



C 

Um s c h e d u l e  com a  c a r a c t e r 7 s t i c a  a c i m a  e  d e n o m i n a d o  d e - p e r m u t a  -- - 
* 

ç ã o .  O b v i a m e n t e ,  o  s c h e d u l e  a p r e s e n t a d o  no  Exemplo  2 . 2  n ã o  e  - 
uni s c h e d u  l  e  d e  p e r m u t a ç ã o .  

1 1 . 8 . 3 .  FEow Shop com Processadores U n i f o m e s  e com 

Processadores de ~ ~ Z o c i d a d e  ControLada 

C o n s i d e r e  um p r o b l e m a  em s c h e d u l i i i g  d o  t i p o  f l o w -  

- s h o p ,  d e f i n i d o  como s e g u e :  

S e j a :  J  = { J i ,  . . .  , J , } ,  c o n j u n t o  d e  t a r e f a s  

q j  
- q u a n t i d a d e  d e  p r o c e s s a m e n t o  c o n s t a n t e  p a r a  toda ope 

r a ç ã o  da  t a r e f a  J j ,  j = 1 , .  . . , n .  O b v i a m e n t e ,  a  

q u a n t i d a d e  t o t a l  d e  p r o c e s s a n i e n t o  d a  t a r e f a  J j  e  
.. i g u a l  a  m e qj, o n d e  m é o  número  d e  p r o c e s s a d o r e s  

" i  j - t e m p o  d e  p r o c e s s a i i i e i i t o  d a ' i - é s i m a  o p e r a ç ã o  d a  t a r e  - 

f a  J .  
J 

I = M , . . . , M,, ' ) ,  c o n j u n t o  d e  p r o c e s s a d o r e s  u n i f o r m e s ,  

i s t o  é :  

a B i -  c o n s t a n t e s  d e  p r o p o r c i o n a l i d a d e .  i '  

U m  s i s t e m a  d e  p r o c e s s a m e t i t o  cooiii a s  c a r a c t e r i s t i c a s  a c i m a  é d e  - 
n o m i n a d o  f l o w - s h o p  com p r o c e s s a d o r e s  u n i f o r m e s  e d e n o t a d o  poi- 

F Q .  

E x i s t e m  s i s t e m a s  d e  p r o c e s s a m e n t o  n o s  q u a i s  a  

v e l o c i d a d e  d o s  p r o c e s s a d o r e s  p o d e  v a r i a r  d e  m a n e i r a  c o n t r o l a d a .  

U m  s i s t e m a  d e  p r o c e s s a i n e n t o  d o  t i p o  f l o w - s h o p  com e s s a  c a r a c t e  - 

r T s t i c a  6 d e n o t a d o  p o r  FC.  



U m  c a s o  p a r t i c u l a r  d e  p e r m u t a t i o n  f l o w - s k o p  s e  

r e l a c i o n a  con) p r o b l e m a s  n o s  q u a i s  n ã o  6 p e r m i t i d a  a  f o r m a ç ã o  

d e  f i l a  d e  e s p e r a  d e  o p e r a ç õ e s  a g u a r d a n d o  p r o c e s s a m e n t o .  N e s t e  

c a s o ,  d e n o m i n a d o  no-wai  t f  l o w - s h o p ,  unia v e z  i n i c i a d o  o  p r o c e s  - - 
sai i ie i i to  d a  p r i m e i r a  o p e r a ç ã o  d e  uma t a r e f a ,  a s  o p e r a ç õ e s  s u b s e  - 
q u e n t e s  s ã o  e x e c u t a d a s  sem i n t e r r u p ç ã o ,  i s t o  6 ,  n ã o  s e  per in i  t e  

e s p e r a  e n t r e  o  t G r i n i n o  d e  uma o p e r a ç ã o  e  o  i n r c i o  d a  o p e r a ç ã o  

s e g u i n t e .  

P r o b l e m a s  d o  t i p o  n o - w a i t  f l o w - s h o p  s ã o  e n c o n t r a  - 
d o s  n a s  s i d e r ú r g i c a s ,  i n e t a l ú r g i c a s ,  i n d ú s t r i a s  q u ? i n i c a s ,  h o s p i  - 
t a i s ,  e t c . .  Nas s i d e r ú r g i c a s  e  m e t a l ú r g i c a s  uma v a r i á v e l  i m p o r  - 
t a n t e  é a  t e i i i p e r a t u r a  d o  m e t a l .  E s t e  uma v e z  a q u e c i d o  d e v e  p a s  - 
s a r  p o r  t o d a s  a s  o p e r a ç õ e s  a t é  o  s e u  b e n e f i c i a i n e n t o  f i n a l ,  seni 

i n t e r r u p ç ã o ,  p o i s  c a s o  c o n t r á r i o ,  s e  r e s f r i a ,  p o d e n d o  d i f  i c u l  - 

t a r  ou mesmo i n v l a b i l  i z a r  a s  o p e r a ç õ e s  s e g u i n t e s .  Nas i  n d ú s  - 

t r i a s  q u l r n i c a s ,  e x i s t e  o  p r o b l e m a  do  t e m p o  a s s o c i a d o  . à s  reações  

q u ~ n i i c a s .  Assini s e n d o ,  uma e s p e r a  e n t r e  uma o p e r a ç ã o  e o u t r a  

p o d e  r e s u l t a r  i-~uiii p r o d u t o  com c a i - a c t e r 7 s t i c a s  d i f e r e t i t e s  d a s  

d e s e j a d a s .  Com r e s p e i t o  a o s  h o s p i t a i s ,  c o n s i d e r e ,  p o r  s i i n p l  - i  

f i c a ç ã o ,  u m  a t o  c i r ú r g i c o  co rnuos to  d a s  s e g u i n t e s  a t i v i d a d e s :  

p r o v i d ê n c i a s  p r é - o p e r a t ó r i a s  

p r o v i d ê n c i a s  a n e s t é s i c a s  

o p e r a ç ã o  p r o p r i a i n e n t e  d i t a  

p r o v i d ê n c i a s  p ó s - o p e r a t ó r i a s .  

É r a z o á v e l  c o n s i d e r a r ,  p a r a  a  s e g u r a n ç a  d o  p a c i e n t e ,  a i n e x i s  - 

t ê n c i a  d e  e s p e r a  e n t r e  e s s a s  a t i v i d a d e s .  N e s t e  c a s o ,  e  i n t e  - 
r e s s a n t e  o b s e r v a r  q u e  a " t a r e f a "  e s t á  r e l a c i o n a d a  com a  o p e r a  - 

ç ã o  c i r ú r g i c a  em uma d e t e r m i n a d a  p e s s o a  e  o s  " p r o c e s s a d o r e s "  

são a s  d i f e r e n t e s  e q u i ' p e s  p r o f i s s . i o n a i s ,  r e s p o n s á v e i s  p e l a s  

d i v e r s a s  a t i v i d a d e s .  O u t r a  a p l i c a ç ã o  d o  c o n c e i t o  n o - w a i t  f l o y  

. s h o p  s e  r e f e r e  a  s ' i s t e n i a s  q u e  p r o c e s s a m  p r o d u t o s  p e r e c i v e i ' s .  



D e n o m i n a - s e  i n t e r v a l o  e n t r e  d u a s  t a r e f a s  consecutivas , -- 
J o ( j - ~ )  e J o ( j )  d e n o t a n d o - s e  p o r  d ( a ( j - l ) ,  o ( j ) ) ,  o  te inpo  d e  - 
c o r r i d o  e n t r e  o  f i n a l  d o  p r o c e s s a n j e n t o  d a  t a r e f a  J  

o ( j - 1 )  
11 o  

p r o c e s ~ a d o r ' M , ~ ,  e o i n i c i o  d o  p r o c e s s a m e n t o  d a  t a r e f a  
J o ( j )  5 

n e s s e  mesmo p r o c e s s a d o r .  

F i g .  11.2 : d ( a ( j - l ) , o ( j ) )  

P o r  c o n v e n i ê n c i a ,  c o n s i d e r e :  

o n d e  J  
. 4 0 )  

p o d e  s e r  c o n s i d e r d d a  uma t a r e f a  v a z i a .  

C o n s i d e r e  1 6 ( 1 ,  2 ,  . . . 1 - 1 1  t a l  q u e  



Assim s e n d o ,  t em-se :  

c o l i s ã o  e n t r e  a s  t a r e f a s  J o ( j - . , )  
e J o í j )  

o c o r r e  no p r o c e s s a  - 

caso  c o n t r a r i o  ( d ( a ( j - l ) , o ( j ) )  = O ) ,  a  c o l i s ã o  o c o r r e  n o  p ro  - 

c e s s a d o r  M l n .  

Fig. 11.3 : Colisão entre as tarefas  J  o( j -1)  e J o ( j )  

Denomina-se d i s t â n c i a  e n t r e  duas  t a r e f a s ,  J  
0í . j  > 

e  J 
d k ) '  

deno tando-se  por D ( o ( j  ) , o ( k ) ) ,  o  tempo d e c o r r i d o  

e n t r e  o  i n y c i o  d o  p rocessamen to  da t a r e f a  J  
o í j  1 no p r o c e s s a d o r  

. M n l  e  o  t é r m i n o  d o  processamento  da t a r e f a  J 
d k ) '  

n e s s e  mesmo 

p r o c e s s a d o r  ( 1  - < j < k - < n ) .  



4 O 

C o n s i d e r e  a  s e g u i n t e  n o t a ç ã o :  

( O )  - tempo g a s t o  pa ra  p r o c e s s a r  exa tamen te  a s  Ú l t i m a s  k C 111 a  x 
t a r e f a s  d e  uma. permutação  o ,  i s t o  é ,  p r o c e s s a r  a  s e  - 

y u i n t c  s e q u ê n c i a  de  t a r e f a s :  

k Ivl i  n C a - tempo mlnimo pa ra  p r o c e s s a r  k t a r e f a s ,  q u a i s q u e r .  

I- - ~ ( í ( n - i < + i )  , r ( n ) )  - - -\ 

Eviden temen te :  

- 
c n  ni a  x ( 0 )  - c m a x b )  

No c a s o  d e  p r o c e s s a d o r e s  uriiformes ( s e ç ã o  I I . 8 . 3 ) ,  t em-se :  

. . 

c  L d ( ( - ) , o ( ) )  + k e  6, (11.11) D(o(n-k+l), '('I) = % * q o ( j )  j=n-k+2 
j = n -  kcl 



4,l 
C o n s i d e r a n d o - s e  um s i s t e m a  d e  p r o c s s s a n i e n t o  do  

t i p o  n o - w a i t  f l o w - s h o p ,  d i z - s e  que d u a s  t a r e f a s ,  J o ( j - l  e  

J o ( j  1 s ão  e n c a i x a d a s  q u a n d o :  
A- 

F i g .  11.5 : Tarefas  Encaixadas 

~ v ' i d e n t e m e n t e ,  p a r a  t a r e f a s  e n c a i x a d a s ,  t e i x - s e :  



CAPITULO I IE 

111.1 - CONSIDEMÇOES INICIAIS 

T r a b a l h o s  p i o n e i r o s  em T e o r i a  d e  S c l i e d u l  i  ng ,  

r e l  a c i o n a d o s  com i n ã q u i n a s  s impq e s ,  s ã o  d e v i d o s  a  J a c k s o n  [1955] 

e  S i n i t h  [ 1 9 5 6 ] .  O p r i m e i r o  m o s t r a  q u e  u m  s c h e d u l e  com a s  d a  -- 

t a s  p r e v i s t a s  p - a r a  o  t e r m i n o  d a s  t a r e f a s  ein ordem não  d e c r e s  - 

c e n t e  é unia s o l u ç ã o  ó t i m a  p a r a  o  p r o b l e m a  1// L,,,,. Si i i i th  mos - 

t r a  q u e  o  p r o b l e m a  1 C também p o d e  s e r  r e s o l v i d o  em t e m p o  

O ( n 1 o g n )  , s e q u e n c i a n d o  a s  t a r e f a s  em ordem n ã o  d e c r e s c e n t e  d a  

r a z ã o  w j / p j .  Lawl ei- [ 1 9 7 7 ]  d e s e n v o l v e u  uni a l g o r i t n i o  p s e i i d o -  

- p o l i n o i i i i a l ,  0 ( n 4  C p j ) ,  q u e  r e s o l v e  o  proble i i ia  l / /  E T j .  I1 o  
/ 

e n t a n t o  p e r m a n e c e  em a b e r t o  s e  e s s e  p r o b l e m a  e  ou nao  p o l  i n o  - 

i i i ial  , s e n d o  e s s e  uni  d o s  p o u c o s  p r o b l e n i a s  em a b e r t o  coin inaqui  - 

n a s  s i m p l e s  ( L e n s t r a  e  R i n n o o y - K a n  [ 1 9 8 4 ]  ) .  

Uin d o s  p r i m e i r o s  r e s u l t a d o s  r e l a c i o n a d o s  

com p r o c e s s a d o r e s  em p a r a l e l o  d e v e - s e  a  McNaughton  [ 1 9 5 9 ]  q u e  

a p r e s e n t a  u m  a l g o r i  tino 0 ( n )  p a r a  r e s o l v e i -  o  p r o b l e n i a  P /p in tn /  

/ C m a x .  A m a i o r i a  d o s  p r o b l  m a s  coin p r o c e s s a d o r e s  em p a r a 1  e1  o 
p e r t e n c e m  à c l a s s e  N P - D i f T c i l ,  mesmo a q u e l e s  d e  f o r m u l a ç ã o  b a s  - 

t a n t e  s i m p l e s ,  t a i s  como: P2// C m a x  e  P2// C W j C j  ( B r u n o  e t  a 1  i i  
- [ I 9 7 4 1  e  L e n s t r a  e t  a l i i  [ 1 9 7 7 ]  ) .  O p r o b l e m a  P 3 / p r e c ,  p j  - 

= l / C m a x  t e %  p e r m a n e c i d o  na l i s t a  d o s  p r o b l e m a s  em a b e r t o  p o r  

m u i t o s  a n o s  ( L e n s t r a  e  R innooy-Kan  [ 1 9 8 4 ]  ) .  

E x i s t e m  d e z e n a s  d e  o u t r o s  i m p o r t a n t e s  t r a b a  - 
l h o s  em S c h e d u l i n g ,  como p o d e  s e r  v i s t o  em Grahain e t  a l i i  [1979] 

e Lawl e r  e t  a1 i  -i [ 1 9 8 2 ] .  No e n t a n t o ,  d e  a c o r d o  com o  e s c o p o  

d o  p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  s ã o  r e f e r e r i c i a d o s  a s e g u i r  a p e n a s  o s  p r i n  - 



c i p a i s  t r a h a  l h o s  r e  i a c i o n a d o s  com problemas d o  t i p o  f l o w - s h o p  

e  d e  unia iiianei.ra e s p e c i a l  a q u e l e s  com a r e s t r i ç ã a  n o - w a i t .  

I 1 1 . 2  - FLOW-SHOP S C I E D U L P N G  

U m  r e s u l t a d o  p i o n e i r o  e  f u n d a m e t i t a l  em .fl  ow- 

- s h o p  s c l i e d u l i n g  é d e v i d o  a  Johns -on  [ l 9 5 4 ] ,  q u e  a p r e s e n t a  u m  

a l g o r i t m o  O ( n 1 o g n )  p a r a  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  F2// Clnax.  A e x i s  

t ê n c i a ,  n e s s e  p r o b l e n i a ,  d e  u m  i n t e r v a l o  m?nimo e n t r e  o  i n i c i o  

( f i m )  d a  p r i m e i r a  o p e r a ç ã o  e  o  i n í c i o  ( f i m )  da  s e g u n d a  o p e r a .  - 

ç ã o  é c o n s i d e r a d a  nos  t r a b a l h o s  d e  M i t t e n  [ I 9 5 8  e  1 9 5 9 1 ,  Johnson 

[ I 9 5 8 1  , Nabeshima 119631 , S z w a r c  11 9681 , Ri ntiooy-Kan [ I 9 7 6 1  e  

K u r i s u  [ 1 9 7 6 ] .  Nos t r a b a l  tios d e  J o h n s o n  [ I 9 5 4 1  , Conway e t  a l i i  

[ I 9 6 7 1  , Monma C1977 e  19791 ,  G o n z a l e s  e  S a h n i  [ 1 9 7 8 ]  , S i d n e y  

C19791 e  S z w a r c  11981 e  19831 e n c o n t r a m - s e  g e n e r a l  i z a ç õ e s  a d i  -- 

c i o n a i s  d o  r e s u l t a d o  d e  J o h n s o n .  O u t r o  t r a b a l  ho p i o n e i r o  em 

f l o w - s h o p  s c h e d u l  i n g  d e v e - s e  a  H e l l  e r  [ 1 9 6 0 ] .  

S a b e - s e  q u e  o s  p r o b l e m a s  g e r a i s  em flow-shop 

p e r t e n c e m  à c l a s s e  N P - D i f T c i l  , e  s e g u n d o  L a w l e r  [ I 9 8 3 1  , mesmo 

c a s o s  p a r t i c u l a r e s  s ã o  e x t r e m a m e n t e  d i f i c e i s  d e  r e s o l v e r .  Garey 

e  J o h n s o n  [ I 9 7 6 1  , G a r e y  e t  a1 i i  [ I 9 7 6 1  , L e n s t r a  e t  a1 i i  [ I 9 7 7 1  

e  Cho e  S a h n i  [ I 9 8 1 1  m o s t r a m  q u e  0 5  p r o b l e m a s  F 2 / t r e e / C m a r , ,  F2/ 

j I a  F2 /~111 t t i ,  r ,  F2// L C j  , F2// L I a x ,  F2 /pmtn /LInax  , 
F2// Z T j ,  F2// Z U j  e  F3// C,,, p e r t e n c e i n  c l a s s e  N P - D i f i c i l .  

Ein B l a z e w i c z  e t  a l i i  [ 1 9 8 3 ] ,  a  p a r t i r  do  p r o b l e m a  3 - P a r t i ç ã o ,  - 
i n o s t r a - s e  q u e  o  p r o b l e m a  F Z / r e s  l11 /Cl l l ax  e  f o r t e m e n t e  NP-Dif?  - 

til. A c o m p l e x i d a d e  d o s  p r o b l e m a s  F 2 / p i n t n ,  r e s  11  l / C m a x  e  F2/  

/ p i n t n / ~ C j  p e r m a n e c e  em a b e r t o .  E s t u d o s  a d i c i o n a i s  s o b r e  com - 
p l e x i d a d e  d e  p r o b l e m a s  em f l o w - s h o p  s ã o  e n c o n t r a d o s  nos  t r a b a  - 

l h o s  d e  G a r e y  e  J o h n s o n  [ I 9 7 6  e 1 9 7 9 1 ,  L e n s t r a  e t  a l i i  [ 1 9 7 7 ] ,  

G o n z a l e s  e  S a h n i  C19781 e  Achugbue e  C h i n  [ 1 9 8 2 ] .  



O proble i i ia  F%/t ree /C, , , ,  com y e l a ~ ã a  d e  prg 
c e d ê n c i a  cio t i . p o  s é r i e ' p a r a l e l o  p o d e  sei-  r e s o l v i d o  p o r  uni  a l g o  - 
r i t n i o  O ( n 1 o g n )  d e v i d o  a  S i d n e y  [ 1 9 7 9 ] .  E x t e n s õ e s  d e s s e  r e s u l  - 
t a d o  s ã o  e n c o n t r a d a s  n o s  t r a b a l h o s  d e  Monma e  S i d n e y  [ I 9 7 7 1  e  
Monina [ 1 9 7 9 ] .  C h i n  e  T s a i  [ I 9 8 1 1  e  P i n h o  [ I 9 8 3 1  m o s t r a n i ,  d e  

f ornia i ndepender - i t e ,  q u e  o p r o b l  eina F /  p j / C I n a x  pode  s e r  r e so lv ido  

eiii t e m p o  1  i n e a r .  P i n h o  [ I 9 8 3 1  a p r e s e n t a  tainbém uin a l g o r i t i n o  

O ( n 1 o g n )  p a r a  o  p r o b l e m a  F / p j / ~ : C j .  

A a p l  i c a ç ã o  d a  t é c n i c a  " b r a n c h - a n d - b o u n d "  na 

b u s c a  d e  s o l u ç ã o  p a r a  p r o b l e i n a s  ein f l o w - s h o p  e n c o n t r a - s e  n o s  

t r a b a l h o s  d e  I g n a l l  e  S c h r a g e  [ 1 9 6 5 ] ,  Loinnicki  [ 1 9 6 5 ]  , Brown e  

Loinnicki  [ 1 9 6 6 ] ,  McMahon e  ~ u r t o n  [ 1 9 6 7 ] ,  licMahon 11969 e  19711,  

A s h o u r  C1 9 7 0 1 ,  Szwai-c ['I 971 e  19731 , Krone e  S t e i g l  i  t z  [ 1 9 7 4 1  , 
D a n n e n b r i n g  [ 1 9 7 7 ] ,  Lageweg e t  a l i  i  [ 1 9 7 8 ]  , Kang e  ~ o g l < [ 1 9 8 1 ;  , 

, G r a b o w s k i  [ I  9821 e  Grabowsk i  e t  a1  i i  [ l 9 0 3 ] .  Nos I r a b a l t - i o s  d e  

Pal i i ier  11 9 6 5 1 ,  Campbe l l  e t  a1 i  i  [ I  9701, Gup ta  [1971  e  19721  , 
S i l v e r  e t  a l i i  [ 1 9 8 0 ] ,  S t i n s o n  e  S m i t h  [ 1 9 8 2 ]  e  E n s c o r e  e t  a l i i  

[ 1 9 8 3 ]  u t i l  i z a - s e  o  e n f o q u e  t - i e u r í s t i c o .  A l g o r i  t inos a p r o x i i ? l a t i  - 

v o s  s ã o  e n c o n t r a d o s  n o s  t r a b a l  h o s  d e  B á r a n y  [ 1 9 2 l ?  , Pot t s  1 1 ? ~ 1 '  

e  R i c k  e  Sch in i th  [ 1 9 8 3 ] .  R e v i s õ e s  b i b l i o g r á f i c a s  e  e s t u d o s  coiii 

p a r a t i v o s  podein s e r  e n c o n t r a d o s  em A s h o u r  [ I ~ ~ o A ]  , B a k e r  [ I  9751, 

Palnia [ 1 9 7 7 ] ,  Graham e t  a l i i  119791 e  L e n s t r a  e  R innooy-Kan  

[ 1 9 8 4 ~ ] .  Unia l i n h a  d e  p e s q u i s a  em r e c e n t e  d e s e n v o l v i m e n t o  u t i  

l i z a  a  a b o r d a g e m  e s t o c á s t i c a ,  como n o s  t r a b a l h o s  d e  R e g e n d r a -  

- P r a s a d  [ 1 9 8 1 ] ,  P i ,nedo L1982 e  1 9 8 3 1 ,  B r u m e l l e  e t  a l i i  [ 1 9 8 3 ] ,  

F o r s t  [ 1 9 8 3 ]  , Wermus 119831 , U e m p s t e r  e t  a1 i  i [ I  9831 , Fre i ik  e  

Rinnooy-Kan [ 1 9 8 4 ] ,  L e n s t r a  e t  a l i - ;  [ 1 9 8 4 ]  e  ~ b h r i n g  e t  a l i i  

[ I  9 8 4 1 .  

111.3 - NO-ISAIT FEOW-SHOP SCHEDULING 

- 
O p r o b l e m a  g e r a l  F / n o - w a i t / C m a x  p e r t e n c e  a 

c l a s s e  N P - D i f i ' c i l  p o d e n d o  s e r  f o r m u l a d o  em t e r i n o s  do bern c o n h e  - 
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c f d o  p r o b l e m a  d o  C a i x e i r ~  Y i i t j a n t e ,  conia n g s  t y a b a l  h g q  d e  

P i e h l  e r  [ I  9 6 0 1  , R e d d i  e Rarnaii ioort t iy 11 9 7 2 1  , Wi s n i e r  [ I  9721 ,  Lens -- 
t r a  e  R i n n o o y - K a t i  [ I 9 7 5 1  e  ~ e n s t r a  e t  a l i i  [ 1 9 7 7 ] .  G i l n i o r e  e 
Goniory [ I 9 6 4 1  a p r e s e n t a  u m  a l g o r i t m o  p o l i n o i n i a l  p a r a  r e s o l v e r  

o  p r o b l  eina F Z / n o - w a i t / C m a x .  A l g u m a s  g e n e r a l  i z a f i e s  d e s s e  r e  - 
s u l t a d o  s ã o  e n c o n t r a d o s  n o s  t r a b a l h o s  d e  R e d d i  e  R a m a m o o r t h y  

[ I 9 7 2 1  , G ~ i p t a  [ I  9 7 6 1  , P a n w a l  k a r  e  Wool 1  a n  [ I 9 7 9 1  e  Szwarc [1983A]. 

P a p a d i i n i  t r i o u  e  Kane'l l a k i s  [ '1980]  m o s t r a  q u e  o  p r o b l e m a  F 4 / n o -  

- w a i  t / C l l a x  é ~ p - D i f T c i  1 .  A c o m p l e x i d a d e  d o  p r o b l e m a  F3/no-wait /  

/ C l l l a x  p e r i n a n e c e u  n a  l i s t a  d o s  p r o b l e m a s  em a b e r t o  d u r a n t e  v á  - 
r i o s  a n o s ,  i n c l u s i v e  em L e n s t r a  e t  a l i i  i 1 9 7 7 1  e s t i m u l a - s e  o  

d e s e n v o l v i m e n t o  d e  p e s q u i s a  tia á r e a .  F i n a l m e n t e ,  ~ o c k  [ 1 9 8 2  e  

1 9 8 4 1  i i i o s t r a  q u e  o  p i -obl  eina F 3 /  n o - w a i  t / C l l l a x  NP-Di f y c i  1 .  

O u t r o  p r o b l  enia g e r a l  , F / n o - w a i  t / i C j  , tainbéin 

p e i - t e n c e  à c l a s s e  b ! ~ - D i f ~ c i l ,  d e  a c o r d o  coin L e n s t r a  e t  a ' l i i  

1 . 1  9 / 7 1  . No t r a b a l  tio d e  Van Denian e  B a k e r  [ 1 9 7 4 J  e s s e  p r o b l e m a  

é a b o r d a d o  u t i l i z a n d o - s e  a  t é c n i c a  " b r a n c h - a n d - b o u n d " .  No t r a  - 

b a l h o  d e  R o c k  [ 1 9 8 4 ~ ]  m o s t r a - s e  q u e  o  p r o b l e i n a  F 2 / n o - w a i t / X C j  

6 NP-Di f  T c i  1  , d a  ~iiesina fo r i i i a  q u e  o s  p r o b l  enias  F 2 / n o - w a i  t / L l l l a i ,  

F ~ / I I o - w a i t ,  i q j / C l l l a j ; ,  F 2 / n o - w a i t ,  p i j  = 1 ,  r e s  2. * / C , , , ,  , F 2 / n o -  

- w a i t ,  p j j  = i ,  r e s  l * ~ / L n l a x ,  F 2 / n o - u i a i t ,  p i j  = 1 ,  r e s  l e o ,  r j /  

/ C m a x ,  F 2 / n 0 - w a i t ,  p i  j = 1 ,  r e s  1  e * / C C j .  No t r a b a l h o  d e  B l a -  
- z e w i c z  e t  a 1  i i  [ I  9851  p r o v a - s e  q u e  o s  p r o b l e m a s  F2/no-wai t ,  p i j  - 

= 1 ,  r e s * l l / C n l a x  e  F / n o - w a i t ,  p i j  = 1 ,  r e s  l l l / C i l l a x  p e i - t e n c e i n  

à c l a s s e  N P - D i f T c i l .  ~ ' r ; c k  [ 1 9 8 4 ~ ]  m o s t r a  q u e  o  p r o b l e m a  F 2 /  

/ n o - w a i t ,  p i j  = 1 ,  r e s  1 C n l a x  p o d e  s e r  r e s o l v i d o  em t e m p o  

O ( i i l o g n ) ,  u t i l  i z a n d o - s e  o  a l g o r i t m o  d e  G i l m o r e  e  Goniory [ 1 9 6 4 ] .  

A c o m p l  e x i d a d e  d o  p r o b l  enia F 2 / n o - w a i t ,  r e s  1 1  l / C n l a x  p e r m a n e c e  

em a b e r t o .  

R e s u l t a d o s  a d i c i o n a i s  em n o - w a i t  f l o w - s t i o p  

e  e x t e n s õ e s  p a r a  j o b - s h o p  e  o p e n - s h o p  s ã o  e n c o n t r a d o s  n o s  t r a  - 
b a l  h o s  d e  G o y a l  ( 1 9 7 3 1  , D u t t a  e  C u n n i n g h a n i  [ 1 9 7 5 ] ,  A r o r a  e Rana 

[19811]., ~ a n w a l  k a r  e  Noo ' l l am [ 1 9 8 0 ] ,  S z w a r c  [ 1 9 8 1 A ] ,  K a l r a  e 

B a g g a  [ I  9 8 1 1  , Bel  l inan e t  a 1  i i [ I 9 8 2 1  , ~ x s a t e r  [ 1 9 8 2 ]  , P i n h o  

[ 1 9 8 3 ]  e  S a h n i  e  Cho  1 1 9 8 3 ) .  



:PROBLEMAS EM SCHEBULING DO T I P O  

NO-WAIT FLOW-SHOP COM P R O C E S S A D O R E S  

U N I F O R M E S  E CONSTANTES D E  P R O P O R C I O N A L E D A D E  

N Ã O - C R E S C E N T E S  

1 V . l  - C O N S I D E R A Ç Õ E S  I N I C I A I S  

Neste  c a p l t u l o  a p r e s e n t a - s e  u m  e s t u d o  de  p ro  - 
blemas em s c h e d u l i n g  d o  t i p o  no-wa i t  f low-shop  com p r o c e s s a d o  - 
r e s  un i fo rmes  e  c o n s t a n t e s  d e  p r o p o r c i o n a l i d a d e  n ã o - c r e s c e n t e s .  

C o n s i d e r e  u m  c o n j u n t o  de p r o c e s s a d o r e s ,  

M = {M; ,. . . , M,) e  uin c o n j u n t o  de t a r e f a s ,  J  = { J i  ,. . . , 3 , ) .  O 

f a t o  dos p r o c e s s a d o r e s  sereiii un i fo rmes  s i g n i f i c a  que o tempo 

de p rocessan ien to ,  p i j , é  uma f u t i ~ à o  l i n e a r  da q u a n t i d a d e  d e  131-o 

cessa inen to ,  q j ,  o u  s e j a :  

-- 
Pi j - a i  * q j  c B i  , p a r a  t o d a  M i  E M e  J .  E J .  

J 
( 1 V . l )  

C o n s i d e r e  a s  c o n s t a n t e s  de p r o p o r c i o n a l  i d a d e ,  a i  e B i  , s a t i s f a  - 

zendo a s  s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s :  

Na ú l t i m a  s e ç ã o  d e s t e  c a p l t u l o ,  m o s t r a - s e  que  

a  cond ição  n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  pa ra  uma permutação de t a r e  

f a s  a  inini inizar  a  d a t a  média de  t é r m i n o  de u m  problema com a s  - 
c a r a c t e r i ' s t i c a s  aciina d e s c r i  t a s ,  deno tado  por  FQ/no-wai t / C C ,  e  

t a l  que 

A s e ç ã o  I V . 2  r e l a c i o n a - s e  com a  d e t e r m i n a ç ã o  

de  C m a x ( a ) ,  CC(a)  e  d ( o ( j - 1 ) ,  u ( j ) )  e  a  s e g u i n t e  a p r e s e n t a  i-e - 
s u l t a d o s  r e l a c i o n a d o s  coiii i n t e r v a l o s  e n t r e  t a r e f a s .  
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I V .  2 - DETERMINAÇAO DE C,,,(o), CC(o)  e d ( o ( j - I . )  , o ( j ) )  

De a c o r d o  com o  a p r e s e n t a d o  na  s e ç ã o  1 1 . 8 ,  t o  - 
d o  s c l i e d u l e  S' r e l a c i o n a d o  com o s  p r o b l e m a s  t r a t a d o s  n e s t e  c a p i  - 
t u 1 0  f i c a  p e r f e i t a m e n t e  d e f i n i d o  p e l a  s i m p l e s  a p r e s e n t a ç ã o  d e  

uma p e r m u t a ç ã o  o  d e  t a r e f a s :  

como m o s t r a  a  f i g u r a  a  s e g u i r .  

F ig .  IV.1 - Schedule S ( o )  
cmaX ( 0 )  

A p a r t i r  d a  f i g u r a  a c i m a  é i m e d i a t o  v e r i f i c a r  

q u e  C n l a x  é i g u a l  a o  t e m o o  t o t a l  q u e  u m  p r o c e s s a d o r  q u a l q u e r  M i  

e s t e v e  o p c r a n d o  ( O P i ) ,  a c r e s c i d o  d o  t e m p o  t o t a l  q u e  Mi e s t e v e  

o c i o s o  (OCi )  a t é  a c o n c l u s ã o  d e  t o d a s  a s  t a r e f a s .  P a r t i c u l a r  - 
m e n t e ,  p a r a  o  p r o c e s s a d o r  M m ,  t e i n - s e :  

C m a x  ( O )  = OPm i* O C m  ( I V . 5 )  

C l a r a m e n t e :  

( I V .  6) 



in- 1 n 
OC, = C p + C d ( o ( j - I ) 9  o ( j ) )  = 

i i  1 )  j = 2  

Substi tuindo-se os resul tados  (IV.6) e  (IV.7) na equação ( IV.5) ,  tem-se: 

111 

Considere usa t a r e f a  vaz ia ,  J o ,  t a l  que E p i , o ( 0 )  = 0. i = l  

Logo: - - 
qo (o )  

- L Ri / L a i  
i = l  i = l  

O in te rva lo  en t re  J o ( 0 )  e J o ( l )  
é dado por: 

in- 1  in- 1  
W O ) ~  4)) = q o ( l )  C a i +  C B ~  

i = l  i  =l  

Substi tuindo-se (IV. 10) em (IV.8) ,  tem-se: 

(IV. 9 )  

(IV. 10) 

De uma fo rma  g e r a l ,  a  d a t a  d e  t é r m i n o  C o ( k ) '  
pode s e r  d e t e r m i n a d a  como s e g u e :  

(IV. 13) 
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. . A d e t e r m i n a ç ã o  da d a t a  média d e  t é r m i n o ,  CC(o), 
pode s e r  f e i t a  d i r e t a m e n t e  a  p a r t i r  d e -  ( I V . 1 3 ) :  

(IV. 14) 

A n a l i s a n d o - s e  a s  equações  ( I V . 1 3 )  e  ( I V . 1 5 )  

v e r i f i c a - s e  que a  d e t e r m i n a ç ã o  de  C, ,ax(o)  e CC(o)  depende d o  

c a l c u l o  de d ( o ( j - 1 ) ,  o ( j ) ) ,  .j = 1 ,. . . , n ,  o qual  pode sei- f e i  - 

t o  c o n s i d e r a n d o - s e  os s e g u i n t e s  c a s o s :  

O Leina I V . 1  a  s e g u i r ,  g a r a n t e  que o p r e s e n t e  

c a s o  pode sei- r e p r e s e n t a d o  como s e g u e :  

F i g .  IV.3 : Caso IV.1 



p r o v a :  

De ( I V . 2 ) :  a > a  > O ,  i  = 1 ,  . . .  , m - 1  i - i+l ( i ,  

Por h i p ó t e s e :  q o ( j 1  L q a ( j - i )  

De ( i )  e  ( i i ) :  

( i i )  

a i  ' q o ( j )  - a i +'I 9 > O ,  i  = 1 ,  . . . ,  m-1 o ( j - 1 9  - ( i i i )  

De ( I V . 3 )  

> O ,  i  = 1 ,  . . .  , m - 1  P i  - Bi+l  - ( i v )  

Soiiiando-se ( i i i )  e  ( i v ) :  

i + l  % ( j - 1 )  + @ i + ] -  i  % j  + P i  , < 0: i = 1 ,  . . .  , 111-1 

i = 
P i + l  , a ( j - 1  ) 5 p i  , o ( j )  ' 1 ,  . . .  , m-1 A 

A F i g .  IV.3  p e r m i t e  v e r i f i c a r  que a  d e t e r m i n a  - 

ção  de  d ( a ( j - l ) ,  o ( j ) )  p a r a  o  c a s o  q  < 9 a - )  - o ( j ) '  pode s e r  

f e i t a  como s e g u e :  

A seguir  são apresentadas algumas expressões a l ternat ivas:  



E i i n e d i  a t o  v e r i f i c a r  q u e  n e s t e  c a s o  a c o l i s ã o  o c o r r e  n o  p r i m e i  

p r o c e s s a d o r ,  i s t o  é :  

ni- 1 

= niax - 
{.' Pm-i , u ( j )  .' pm-i+l ; u ( j - 1 )  1 

1<k<ni-1 i = 1  1=1 

CASO í V . 2 :  q a ( j - l )  ' q o ( j  

(IV. 20) 

E s t e  c a s o  p o d e  s e r  v i s u a l i z a d o  a t r a v é s  d a  s e  - 

g u i n t e  f i g u r a :  

F i g .  IV.4 : Caso I V . 2  
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Segue d i r e t a i ~ i e n t e  da f i g u r a  I V . 4  que:  

(i) d ( o ( j - l ) ,  o ( j ) )  = O (IV.21) 

E v i d e n t e m e n t e ,  t em-se :  

( t a r e f a s  e n c a i x a d a s )  

* ( u ( j - I ) ,  n ( j ) )  = O ( I V .  23) 

No p r e s e n t e  c a s o  os c o e f i c i e n t e s  de p r o p o r c i o  - 

na1 i d a d e  devem s a t i s f a z e r  o  s e g u i n t e  lema: 

Leina I V . 2 :  Duas t a r e f a s ,  J o ( j - i )  e  J o ( j )  ' 

s a t i s f a z e m  a s  c o n d i ç õ e s  do Caso IV.3  s s e  



p r o v a :  

( = > )  c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a ,  p o r  i ndução: 

( a )  P a r a  i = l * :  

Por h i p ó t e s e :  - - 
P l  d j )  P z , ~ ( j - i )  

( b )  H i p ó t e s e  d e  indução :  s u p ù r  v á l i d o  p a r a  i - 1  , i  < In 2 1 :  

i  -1 

- 
a i + l  - a i * ( q o ( j )  j 1  ( B i  - $ i + 1 ) /  q o ( j - 1 )  

S u b s t i t u i n d o - s e  a i  ( h i p ó t e s e  de i n d u ç ã o ) ,  tem-se :  
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( c = )  c o n d i c ã o  s u f i c i e n t e :  

Por h i p õ t p s e ,  pa ra  1 - < i - < ni - 1 ,  tem-se: 

) ' - k  0 )+k 
\ % ( j )  % ( J - 1  ) + ? i -  ' - j + i  ( i  1 )  

Subs t i t u i ndo -se  ( i  ) eni ( i i ) :  

a o  - - 
i t l  q o ( j - l )  ai q o ( j )  1- 9 - B i t l  

Portanto: 

- - 
pi , o ( j )  . p i ~ - l  ,o( j -1)  ' i = 1 ,  ... , m - 1  A 



CASO Z V . 4 ;  qolj-,) 
q o ( j )  

e 

e x i s t e  ,e E ( 1  ,. ,-. , 111-1) t a l  que  

S e j a  r 6 { l  , . . .  , n i - l ) ,  ? n d i c e  t a l  q u e :  

- 
' p ~ n - i , o ( j )  . - i  ( j )  - i l p n - i +  O = l < k < i l l - l  i = l  1=1 - - 

(IV. 24) 

E v i d e n t e m e n t e ,  a  c01  i s ã o  o c o r r e  no p r o c e s s a  - 

d o r  M l n - r  e  o  i n t e r v a l o  e n t r e  a s  t a r e f a s  J d j - 1 )  e J d j ) '  n e s t e  
- 

c a s o ,  e  dado  p o r :  

( IV.  25) 

De a c o r d o  com o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  nos  c a s o s  

I V . l  a I V . 4 ,  a p r e s e n t a - s e  a s  s e g u i n t e s  e x p r e s s õ e s  g e r a i s  p a r a  

a  d e t e r m i n a ç ã o  do  i n t e r v a l o  e n t r e  t a r e f a s :  



5s 
ni- 1 

. d o - l ) ( j ) )  = max {O, q e Cc~j - o CCY -t. 
1 - <L<in- - 1 i=ni-l ( - 1  1 i=nl-i+l 

A de te rn i inação  de  C m a x ( o )  e  CC(o) pode s e r  

e f e t u a d a  a t r a v é s  d o  s e g u i n t e  a l g o r i t m o  de coinplexidade O ( n  ~ i n ) :  

Algor i tmo I V .  1 : Determinação  de Cn lax (o )  e  X ( o )  

1 e n t r a d a :  ai e  Bi , i' = 1 , .  . . nl 

Q j 
, j = 1 ,  . . . ,  n 

permutação o de t a r e f a s :  ( J  , . . J 
o ( n ) )  

4 p a r a  j = 2 , .  . . , n e f e t u a r  -- 

d := O 

pa ra  1 = 1 , .  . , 1  e f e t u a r  

d := max {d, q C a i  - qo(j-i  ) Cai I- 
o ( j )  i =ni- .t+l 
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T V , 3 .  RESULTADOS RELACIONADOS COM INTERVALO ENTRE TAREFAS 

A p r e s e n t a - s e  a  s e g u i r  urna s é r i e  d e  l emas  r è l a  - 
c i o n a d o s  com j n l e r v a l o  e n t r e  t a r e f a s ,  o s  q u a i s  si~nplesriiente cons - 
t i t u e m  r e s u l t a d o s  a d i c i o n a i s ,  não u t i l  i z a d o s  n a  p r o v a  d o s  t e o  - 
reinas d e s t e  capitulo. 

Lema IV .3 :  e- Se  d ( g ,  j )  = O e  q j  L q k  

e n t ã o  d ( g ,  k )  = O 

p r o v a :  

Po r  h i p ó t e s e :  d ( g ,  j )  = O 

l o g o ,  d e  (IV.Z8), s e g u e  q u e : '  

Po r  h i p ó t e s e ,  q j  2 q k  , l o g o :  

q k  Cai Cai + - B m í O ,  1 =  1 , . . . ,  m-1 
i = ! i i - ~  - '4 i=in-1+1 

P o r t a n t o ,  d e  ( I V . 2 8 ) ,  t e m - s e :  d ( g ,  k )  = O A 

Lema I Y . 4 :  Se  d ( j ,  k )  = O e  q j  < q g  - 
e n t ã o  d ( g ,  k )  = O 

p r o v a :  anã1 oga a  a n t e r i o r  A 

Lema IV .5 :  Se q j  2 q k  

e n t ã o ,  p a r a  q  q u a l q u e r ,  t em-se :  
g 
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p r o v a :  E x i s t e m  3 c a s o s  a c o n s i d e r a r ;  . . 

C a l  d C g , J ) = Q  

Do Lema 'IV.3, s e g u e  q u e  d ( g ,  k )  = O 

L o g o ,  nes te  c a s o :  d ( g ,  j )  = d ( g ,  k )  

( b j  d ( g ,  j ) ?  O e d ( g ,  k )  = O t t r i v i a l  

C o n s i d e r e  a c o l i s ã o  d a s  t a r e f a s  J e J k  o c o r  
9 - 

r e n d o  n o  p r o c e s s a d o r  Mm-, : 

in- 1  m 
~ ( L J ,  k )  = q k   ai Cai 

i  =m-V - q g  i = m - v + l  + 6n1-v - em 

De ( I V . Z 8 ) ,  s e g u e  q u e :  

P o r  h i p õ t e s e :  S j  $ q k  3 l o g o :  

d ( g ,  j )  L q k  Lai * Cai - 
- '9 i = m - v + l  B M - V  i = m - v  

Pm 

P o r t a n t o ,  d e  (i): d ( g ,  j )  2 d ( g ,  k )  A 

Lema I V . 6 :  S e  q j  2 q k  --- 
e n t ã o ,  p a r a  q  q u a l q u e r ,  t em-se :  

9 

W ,  g )  5 d ( k ,  g )  

prova:  a n ã l o g a  a a n t e r i o r  A 



I V .  4 - O PROBLEMA F Q l n o - w a i t / C C  

N e s t a  s e ç ã o  m o s t r a - s e  q u e  a  c o n d i ç ã o  n e c e s s ã  - 

r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  uma p e r n i u t a ç ã o  o  d e  t a r e f a s  s e r  s o l u ç ã o  

o t i m a  d o  p r o b l e m a  FQ/no-wa i t /CC é t a l  q u e  

P a r a  t a n t o  d e m o n s t r a - s e ,  i n i c i a l m e n t e ,  o s  s e g u i n t e s  1 einas:  

Lema I V . 7 :  S e j a  a uina p e r m u t a ç ã o  d e  t a r e f a s  t a l  q u e  

< 9 q o ( j )  - 0 ( j + 1 ) ~  
j = 1  , , . , , I -  e  -c uina p e r m u t a ç ã o  

q u a l q u e r  d e  t a r e f a s .  

k k 
~ n t ã o ,  . L  q , ( j )  2 .': q , ( j )  , k = 1 ,  . . . ,  n 

J = 1  J =  1 

p r o v a  :-- P o r  i  n d u  ç ã o  

( a )  P a r a  k = l  

T r i v i a l ,  p o i s  q u ( , )  ( q j  , j = 1 , . . . ,  n 

( b )  S u p o r  vá1 i d o  p a r a  k - 1  - < n-1 

( c )  P a r a  k : 

E x i s t e m  d o i s  c a s o s  a  c o n s i d e r a r :  

< 9  l ?  q + )  - T ( k )  
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E n t ã o ,  n e s t e  c a s o ,  n e c e s s a r i a m e n t e  e x i s t e  
q r ( s )  

s < k - 1  - 

t a 1  que :  % ( s )  L q o ( k )  ( i  1 

C o n s i d e r e  ?r .uma permutação  d e  t a r e f a s  t a l  que :  

- - s , ( ~ )  , j # s , j - 1  9.. . . . , k - 1  ( i i )  
% j )  

- 
q r ( s )  - % ( k )  

( i  i i )  

- 

q n  ( k  - % ( s )  ( i v )  

P o r  h i p ó t e s e  de  i n d u ç ã o :  

Como, por  c o n s t r u q ã o :  

( v i  i ) 

C o n s i d e r a n d o - s e  ( v )  e ( v i )  eni ( v i i ) ,  t em-se :  

Lema - IV .8 :  S e j a  a uma permutação  d e ' t a r e f a s  t a l  que 

< q 
q o ( j )  - o ( j + l )  

, j = 1 ,  . . . ,  n - 1  

e -c uma pe rmutação  q u a l q u e r  de  t a r e f a s .  

- 

E n t ã o ,  . ' : q o ( j ) l  I: q T ( j )  , t =  1 ,  ..., n 
k = l  ~ = 1  k=l ~ = 1  

'prova : 



6 1 
R R 

Do Lema IV.7: C q C q , R = 1, ..., n 
j= l  J =  1  

Teorema I V . l :  Se o  é unia permutação  de t a r e f a s  t a l  que 

e n t ã o  CC(o) = Min L C  
j 

p rova :  

Bas t a  m o s t r a r  que :  

n n 
C C o ( j )  5 , p a r a  q u a l q u e r  permutação  -r. 

j = 1  

( a )  De ( . T V .  1 5 ) :  

( i i )  

n n k  n k  n 
= C C d ( o ( j - l ) . o ( j ) )  + 3, C L q o í j )  

i- fime C k (i) 
C C o ( j )  k=l j = 1  j=l k = l  j = l  k= 1  

Por hipótese .q o ( j -1)  5 % ( j )  j = 2 ,... , n , logo de (IV.18): 

S u b s t i t u i n d o - s e  e s s e  r e s u l t a d o  em ( i  ) :  



+ Bi * E k -  6, o k + a m  2 C qo(j)  '6, c k ' ( i i )  
k= 1 k= 1 k = l  j=l k= 1 

Como : 

Subst i tu indo-se  ( i i i )  em ( i i ) :  



n m m ni 

+ B i  C k + n e (Cai ) e (CBi  ) / (Cai ) 
k= 1  j=2 i = l  i = l  

Do Lema IV .7 :  
C q O ( j )  - j = l  j = l  < " g ( j )  

Do Lema IV .8 :  C < C  C 
% j )  - k = l  j = 1  k=l  j = l  q ~ ( j )  

C o n s i d e r a n d o - s e  ( v )  - ( v i i )  em ( i v ) ,  t e m - s e :  

( v )  

( v i  > 

(v i  i  ) 

( v i i i )  
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( b )  Po r  o u t r o  l a d o ,  d e  ( I V . 1 5 ) :  

S u b s t i t u i n d o - s e  e s s e  r e s u l t a d o  em ( i x ) :  

> C 2 (qT( j )  o Lai Cai + 61 - -' '.r(j 1 - k k l  j=l ~ = 1  i = l  - - 1  j=2 4,) + 

S e g u i n d o - s e  p r o c e d i m e n t o  a n á l o g o  a o  do i  tem ( a )  a c i i na ,  t e m - s e :  

+ n (Cai)  ( C &  / Cai) 
j = 2  -j=l i=]  

( c )  De ( v i i i )  e  ( x ) ,  segue q u e :  

Logo: CC(o)  = M i n  C C -  
j 

A 



A s e g u i r  m o s t r a - s e  que  t o d a  permutação-  o  q u e  
ni in ini iza  a  d a t a  média  d e  t é r m i n o  ( m i n  C C j ) ,  s a t i s f a z  a c o n d i ç ã o :  

ou s e j a ,  d e m o n s t r a - s e  a  s u f i c i ê n c i a  d e s s a  c o n d i ç ã o .  

Teorema IV .2 :  Se õ e  -c s ã o  d u a s  p e r m u t a ç õ e s  d e  t a r e f a s ,  t a i s  que 

< ... % ( i )  5 q õ ( 2 )  - 5 q õ ( n )  e  

q.r ( 1 )  
> q T ( l + - l  ) , p a r a  algum 1 E ( 1  ,. . . , n -1 )  

e n t ã o  L C õ ( j  j < C C  
j = 1  j -1  ~ ( j )  

p r o v a :  ..- 
Da e q u a ç ã o  ( i v )  do Teorema IV. 1 ,  t em-se :  

Do Lema I V . 7 :  

( i i )  



De ( i ) ,  ( i i )  e ( i i i ) ,  s egue  que:  

Da equação  ( x )  do Teorema I V . 1 ,  t em-se :  

n m m ni 

+ Pl C  k + n (Cai ) * ( C &  / Cai ) 
k= 1 i=2 j=1 i = ]  

F i n a l m e n t e ,  de ( i v )  e  ( v ) :  

De acordo  com o  r e s u l t a d o  do Teorema I V .  1 e  

u t i l  i -zando-se  o  Algor i tmo  I V .  1 ,  pode-se  d e t e r m i n a r  o  v a l o r  d e  

uma s o l u ~ ã o  Ótima par.a o  problema FQ/no-wait /  L C  em tempo 

O (.n ( m  + 1 og n )). 



PROBLEMAS EM âCHEDULING.DO TIPO NO-WAIT FLOW-SHOP 

COM PRQCESSADORES DE VELOCIDADE CONTROLÃVEL 

V . 1  - CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

N e s t e  c a p y t u l o  e s t u d a - s e  p r o b l e m a s  ein s c h e d u .  - 

l i n g  do t i p o  n o - w a i t  f l o w - s h o p ,  nos  q u a i s  a s  v e l o c i d a d e s  d o s  

p r o c e s s a d o r e s  podem s e r  c o n t r o l a d a s .  

C o n s i d e r e  rim c o n j u n t o  d e  p r o c e s s a d o r e s  

M = { M i ,  . . .  , Mi, . . .  M,,,}, e  uin c o n j u n t o  d e  t a r e f a s ,  

3 = { J I ,  . . . , J n } .  N e s t e s  p r o b l e m a s ,  d e n o t a d o s  po r  FC/no- 

- w a i t / .  , a s  v e l o c i d a d e s  d o s  p r o c e s s a d o r e s  podein s e r  c o n t r o l a -  

d a s  d e  t a l  fo rma  que  a  v e l o c i d a d e  que  o  p r o c e s s a d o r  Mi e x e c u t a  

a  t a r e f a  J j  6 uma f u n ç ã o  da  v e l o c i d a d e -  que  o  p r o c e s s a d o r  M i - 1  
e x e c u t a  a t a r e f a  J j + l .  

Ma s e ç ã o  V . 2  d e f i n e - s e  o s  p rob l emas  t r a t a d o s  

n e s t e  c a p y t u l o - e  na s e g u i n t e  a p r e s e n t a - s e  p r o c e d i m e n t o s  p a r a  a  

d e t e r m i n a ç ã o  do tempo d e  p r o c e s s a m e n t o  ( ~ i j )  e da  d a t a  d e  t é r  - 

mino ( C j ) .  F i n a l i z a n d o ,  na s e ç ã o  V . 4  a p r e s e n t a - s e  r e s u l t a d o s  

p a r a  o s  p r o b l  emas FC/no-wai t / C l n a x ,  FC/no-wai t / C C  e  FC/no-wai t /  
/ X P .  

C o n s i d e r e  p r o b l e m a s  em s c h e d u l i n g  do t i p o  no- 

- w a i t  f l o w - s h o p  com p r o c e s s a d o r e s  d e  v e l o c i d a d e  c o n t r o l á v e l .  
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S e j a :  c J o ( l ) s - -  > J O ( , , ) ) s  unia pe r r r iu t ação  q u a l  q u e r  d e  ' t a r e f a s  

p i , o ( j )  , t e m p o  d e  p r o c e s s a n i e n t o  d a  i - é s i n i a  

o p e r a ç ã o  d a  t a r e f a  J a ( j )  " J. no 

p r o c e s s a d o r  M i  6 M ,  c o n s i d e r a n d o - s e  

a  p e r m u t a ç ã o  d e  t a r e f a s  a .  

C o t i s i d e r e  q u e  a s  v e l o c i d a d e s  d o s  p r o c e s s a d o r e s  possam s e r  c o n  - 
t r o l a d a s  d e  modo q u e  o  t e m p o  q u e  o  p r o c e s s a d o r  Mi e x e c u t a  a .  

, o p e r a ç ã o  O i  , d i >  s e j a  i g u a l  a o  t e m p o  q u e  Mi-1 e x e c u t a  a  o p e r a  - 

De a c o r d o  com ( I I . 1 2 ) ,  a s .  t a r e f a s  J  o ( j . )  e J o ( j + l )  , j = 1  ,. . . , n- I ,  
s ã o  e n c a i x a d a s .  

S e j a :  v i  , v e l o c i d a d e  n o m i n a l  do  p r o c e s s a d o r  Mi F M ( v i  > O);  

S j  3 q u a n t i d a d e  d e  p r o c e s s a m e n t o  d e  c a d a  o p e r a ç ã o  d a  
t a r e f a  J j  € J  ( q j  > O ) ;  

v v e l o c i d a d e  r e a l  d o  p r o c e s s a d o r  M i  6 M ,  e x e c u t a n  
i  , o ( j  > ' - 

d o  a  o p e r a ç ã o  O i  , d j  > d a  t a r e f a  J  
o í j  > € J ,  c o n s i  

d e r a n d o  a  p e r m u t a ç ã o  d e  t a r e f a s  a .  

E v i d e n t e m e n t e :  
i = 1 ,  . . . ,  m 

P o r  c o n v e n i ê n c i a ,  c o n s i d e r e :  

u = 1  / v i  , i = 1 ,  . . . ,  m i 



C o n s f d e r e  a s  s e g u i n t e s  c o n d i q õ e s  d e  c o n t o r n o :  

( i ) .  o  p r i m e i r o  p r o c e s s a d o r ,  M I ,  o p e r a  s e m p r e  r ia  s u a  v e l o c i d a  - 
d e  noiiii na1  : 

( i i )  pa.ra  q u a l q u e r  p e r n i u t a ç ã o  o  d e  t a r e f a s ,  a s  o p e r a ç õ e s  d a  

fil t i n i a  t a r e f a ,  J 
0 )  $ 

s ã o  e x e c u t a d a s  na v e l o c i d a d e  n o m i n a l :  

Na s e ç ã o  V.4 a p r e s e n t a - s e  r e s u l t a d o s  r e l a c i o  - 
n a d o s  com o s  s e g u i n t e s  p r o b l e m a s :  

FC/no-wa i  t / C I i i a x  : m o s t r a - s e  ( T e o r e m a  V . 1 )  q u e  a  c o n d i ç ã o  n e c e s  - 

s á r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  uma p e r m u t a ç ã o  d e  t a  - 
r e f a s  o  m i n i m i z a r  a  mãxima d a t a  d e  t e r m i n o  é 
t a l  q u e  = min iqj}; 

0 )  I < . i c n  

F C / n o - w a i t / C C  : o s  T e o r e m a s  V.2 e  V . 3  a p r e s e n t a m  c o n d i ç õ e s  

d e  o t i m a l  i d a d e  r e l a c i o n a d a s  com a  m i n i m i z a -  

ç ã o  da  d a t a  m é d i a  d e  t é r m i n o ;  

F C / n o - w a i t / I P  : o  Teorenia  V . 4  m o s t r a  q u e  a  c o n d i ç ã o  n e c e s -  

s á r i a  p a r a  uma p e r m u t a ç ã o  d e  t a r e f a s  o  m i n i  - 

m i z a r  o  ten ipo  t o t a l  d e  p r o c e s s a m e n t o  é t a l  

> 4  q u e  q o ( j )  - o ( j + l )  j = l >  . . . ,  n - 1 .  



V . 3  - DETERMINAÇRO DE C o ( j l  "c(j) e E P o ~ j ]  

A d e t e r m i n a ç ã o  de  p 
i  , o ( j )  pode s e r  f e i t a  d i r e  - 

t a inen te  a  do lema a  s e g u i r :  

Lema V.1: Se i  + j - < n + 1  e n t ã o  P i , o ( j )  = * q o ( i + j - l )  

c a s o  c o n t r á r i o  p i  , o (  j )  = ak . . 
q o ( , ) ,  para k = i t j - n  

p r o v a :  ( p o r  i n d u ç ã o )  

( a )  Caso:  i t j  -- < ncl  

- Para  i = l  ( j  - < n ) ,  o  r e s u l t a d o  s e g u e  d i r e t a m e n t e  de  ( V . 4 ) :  

( b )  Caso:  i + j  > n+l 

- P a r a  j = n  ( i  > I ) ,  o  r e s u l t a d o  s e g u e  d i r e t a m e n t e  d e  ( V . 5 ) :  

- 
" i  , o ( n )  - a i  q o ( n )  

i  = 2 ,  . . .  , m 

- Supor  v á l i d o  p a r a  j + l  

= ak ' %(ri) 
, para k=i +  ( j t l )  - n = i+j-n+l ( i i )  Pi ,o( j+l ) 

- Para  j > n - i t - 1 ,  t em-se :  



- 
d e  ( i ' ) :  P i - 1  , o ( j + l l  - ak * " ( n )  p a r a  k ' =  ( i - l ) . ?  j -n+l.  

l o g o :  - 
, . ( i )  

- ak  * q o C n ) ,  p a r a  k = i c j - n  A 

A p a r t i r  d e  ( V . 4 )  e ( V . 5 )  é i m e d i a t o  v e r i f i -  

c a r  q u e :  

n  n  
Como,  - - C q j e C  - 

"9o(j) j = i  o ( n >  - 'max 
( o ) ,  p a r a  q u a l q u e r  

j = 1  

p e r m u t a ç ã o  o d e  t a r e f a s ,  t e m - s e :  

.- 
A p a r t i r  d o  r e s u l t a d o  d o  Lema V . l  e d a  e q u a -  

ç ã o  ( V . 6 ) ,  p o d e - s e  d e t e r m i n a r  a s  d a t a s .  d e  t é r m i n o ,  ' o ( j )  
,j = 1 ,. . . , n ,  a t r a v é s  d o  s e g u i n t e  a l g o r i t n i o  l i n e a r :  

A l g o r i t m o  . -- V . 1 :  D e t e r m i n a ç ã o  d e  C 
o ( j  1 

e n t r a d a  : - permutação o d e  t a r e f a s ;  m ,  número d e  p r o c e s s a d o r e s .  -- 
- q o ( j )  

, j = 1 ,  . . . ,  n  

p a r a  j = 1  . . . , n  e f e t u a r  

s e  j < n  - nl + 1  e n t ã o  p  - - -- m , o ( j )  := a' %(j+m-l)  

c a s o  c o n t r á r i o  ,- 

P m , o ( j )  '- a j t m - n  % ( n )  

p a r a  j = I - ,  - 2 , .  . 1  e f e t u a r  - 
, - 

' o ( j )  C o ( j t i )  P m , o ( j + i )  



72 
A l t e r n a t i v a m e n t e ,  a  d e t e r m i n a ç ã o  d e  C Q ( j )  P.!? 

de s e r  f e i t a  aha1  i s a n d o - s e  o s  s e g u i n t e s  c a s o s :  . 

( i ) .  Caso n < in 
. ,  

Fig. V . 1  : Schedule, caso n rn 

Segue  d i r e t a m e n t e  da  F i g .  V . l  q u e :  

( i i )  Caso n - > m 

F i g .  V.2 : Schedule, caso n > m - 



7 3  

N e s t e  ç a s g  t e m - s e :  

m+j -1  
= * 

q o ( k )  
, p a r a  J = 1 , .  . . , n-m+l 

k=  1 
( V . 9 )  

n  m-n i - j  
C o ( j )  = a1 ' 

% ( I < )  + % ( n )  Xaj , para j = n-in+2,. . . , n k= 1  i =2 

. . 

A d a t a  m é d i a  d e  t é r m i n o ,  E C 
d j  > = C C  

j = 1  o ( j )  ' 
p o d e  s e r  d e t e r m i n a d a  a n a l i s a n d o - s e  o s  s e g u i n t e s  c a s o s :  

(i) C a s o  n  < 111 

De ( V . 8 )  s e g u e  q u e :  . 
n  n in- n+ j 

( i i )  C a s o  n = m 

De ( V . 9 )  e ( V . l O )  t e m - s e :  

( V .  1 O) 

(V. 13)  



(iii] C a s o  t i  ? in 

D i r e t a n i e n t e ,  a p a r t i r  d a  F ' i g .  V . 2 ,  t e m - s e :  

n1 
C ( m t l - i )  ai 

q o ( n )  i=2 

F i  n a l n i e n t e ,  o  t e m p o  t o t a l  d e  p r o c e s s a i n e n i : ~ ,  
n  - 
C P  - 

d j  > - I p o ( j )  
, p o d e  s e r  d e t e r m i n a d o  d e  modo '  a n á l o g o :  

j=1 



( i i )  Caso n ? )n 

( V .  19) 

V.  4 - OS PROBLEMAS FC/no-wait /Clna, ,  FC/no-wai t /ZC e 

F C / n o - w a i t /  CP 

O Teorenia V .  1 a  s e g u i r  mos t ra  que a  c o n d i ç ã o  

necess-.ria e s u f i c i e n t e  pa ra  unia permutação de t a r e f a s  a  s e r  - 
s o l u ç ã o  Õtiiiia do problema F C / n ~ - w a i t / C , , ~ ~  e t a l  que a  q u a n t i d a  - 
de  de  processamento  da Ü I t i n i a  t a r e f a ,  q o ( r i )  s e j a  t ~ ? n i m a .  

Teorema V.1: o  é unia permutação  de t a r e f a s  t a l  que 

qao(n)  = rnin { q j j ,  j = I , . . * ,  n 

s s e  Crnax(o )  = Min C n l a x  

p rova :  -- 
(=>)  De ; V . 7 ) ,  para  q u a l q u e r  permutação  T de  t a r e f a s ,  t em-se :  

P o r  h i p ó t e s e :  = min { q j } ,  j = 1 ,  . . . ,  n 
q d n )  . ( i i )  

De ( i )  e  ( i i )  s egue  que:  

CrnaX(o)  = min t C M a x ( r ) I ,  pa ra  q u a l q u e r  permutação T d e  t a  - 
r e f a s  



( i i i )  

S u p o n h a ,  p o r  a b s u r d o ,  q u e  e x i s t e  uma p e r m u t a ç ã o  T d e  ta 
r e f a s ,  t a l  q u e  q ~ ( n )  < q o ( n )  

n  m 
L o g o :  Crnax(') = ai e 

q j  -+ % ( n )  C a i < C  ( o ) ,  j = l  i = 2 niax 

c o n t r a d i z e n d o  ( i i i )  A 

Uma s o l u ç ã o  Õ t i m a  p a r a  o  p r o b l e m a  F C / n o - w a i t /  

/ C l l l a x  t a m b é m  é ó t i m a  p a r a  o  p r o b l e m a  F C / n o - w a i t / C C ,  n o  c a s o  

n  -. m ,  como m o s t r a  o  t e o r e m a  a  s e g u i r .  

T e o r e m - a  V . 2 :  S e  a é unia p e r m u t a ç á o  d e  t a r e f a s  t a l  q u e  

q a ( n )  
= m i n  { q j } ,  j = 1 ,  n  e  n  -. c m 

e n t ã o  CC = M i n  CC - 
0 J 

p r o v a  : --- 

De (V.11) e  (V .13) ,  p a r a  q u a l q u e r  permutação T d e  t a r e f a s ,  tem-se: 

P o r  h i p o t e s e :  q o ( n )  5 q T ( n ) '  p a r a  q u a l q u e r  p e r m u t a ç ã o  T 

d e  t a r e f a s  

L o g o :  C C  < x C T ,  p a r a  q u a l q u e r  p e r i n u t a ç ã o  T d e  t a r e f a s  o - 
. C C  = M i n  z C j  A o 

A s e g u i r  m o s t r a - s e  a l g u n s  r e s u l t a d o s  u t i l i z a  - 
d o s  n a  p r o v a  d o s  T e o r e m a s  V.3 e V . 4 .  



Lema V . 2 :  Se a 5 unia permutação  de  t a r e f a s  t a l  que 

> 9 q ~ ( j  I - o ( j + l )  
, j = I > . . . ,  n-1 

e  a  s ã o  números p o s i t i v o s  t a l  que . ,,i 
a j  5 a j + l  j = 1 ,  . . . ,  n-1 

e n t ã o ,  pa ra  q u a l q u e r  permutação  de t a r e f a s  T ,  t em-se :  

p rova :  ( p o r  i n d u ç ã o )  

( a )  Pa ra  1 t a r e f a  : t r i v i a l  

( b )  Para 2 t a r e f a s :  

Deve-se m o s t r a r  que :  

* % ( I )  + a, < a1 q 7 ( 1 )  'a(2) - 
+ a 2  * 

q T ( 2 )  

Existem d o i s  c a s o s  p o s s f v e i s :  

( b . l )  q - e  - - 

) - %(i) q o ( 2 )  q T ( 2 )  
: . t r i v i a l  

M u l t i p l i c a n d o - s e  ( i i )  por ( i i i ) ;  s egue  que:  

% ( I )  i a ,  < a ,  
q O ( 2 )  - q o ( 2 )  q o ( l  > ( i v )  

+ a ,  

O r e s u l t a d o  s e g u e - d i r e t a m e n t e  d e  ( i )  e ( i v )  

( c )  Supor v á l i d o  pa ra  n-1 t a r e f a s :  



( d )  P a r a  n  t a r e f a s :  

P o r  h i p õ t e s e :  q o ( - j  2 q o t j + ,  , j = 1 ,... , n - 1  

< q  , j = 1 ,  . . . ,  n  q o ( n ) ' -  j 

-. 
q o ( n )  5 % ( n )  , p a r a  q u a l q u e r  p e r m u t a ç ã o  T 

M u l t i p l i c a n d o - s e  ( v i )  p o r  a ,  > 0 ,  t e m - s e :  

( v i i )  

S o m a n d o - s e  ( v )  e  ( v i i ) ,  s e g u e  o  r e s u l t a d o  e s p e r a d o :  

a j  5 a j  a q T ( j )  , para  q u a l q u e r  permutação -r A 
j = 1  j=1 

Lema - V . 3 :  S e  o uma p e r m u t a ç ã o  d e  t a r . e f a s  t a l  q u e  

q o ( j  j 5 q , ( j i - 1 )  , j = 1  , .  . . , n - 1  

e  a  s ã o  n ú m e r o s  p o s i t i v o s  t a l  q u e  
j 

e n t ã o ,  p a r a  q u a l q u e r  p e r m u t a ç ã o  d e  t a r e f a s  -C.; t e m - s e :  

p r o v a :  d i r e t a m e n t e  a  p a r t i r  d o  Lema V . 2 ,  u t i l i z a n d o - s e  a p r o -  

p r i e d a d e  c o m u t a t i v a  d a  s o m a  A 

O t e o r e m - a  a  s e g u i r  a p r e s e n t a  u m  r e s u l t a d o  p a  

r a  o  p r o b l e m a  F C / n o - w a i t / L C ,  n o  c a s o  n  > m .  



Teorelua V.3: Se o  e uma pe rmutação  de  t a r e f a s  t a l  que 

, in 
n > n i  e  Caj (ni+l-i) < (mtl)  a, 

i = l  

e n t ã o  zC0 = MinzC 
j 

p r o v a :  

( a )  Da h i p ó t e s e  s egue  que :  

ni m 

"o ( j )  5 L q , ( j )  
, p a r a  q u a l q u e r  permutação  -r 

j = 1  j = 1 

Como n a i  > 0 ,  t em-se :  

( b )  Do Lema V . 3 ,  para  q u a l q u e r  permutação  -r : 

Como al > 0 ,  t em-se :  

( c )  Por h i p ó t e s e :  

(ii) 

Logo, do Lema V.3,  p a r a  q u a l q u e r  permutação  .r : 



('+'I * qT(n - l )  + qT(n)  C (mt l - i )  a ai 
i = 1  

( i i i )  

( d )  Somando-se ( i ) ,  ( i i )  e  ( i i i ) :  

n al. o 
.I qo( j ) + CY,~  C ( n t n i - j )  q  

o ( j )  + qo(n)  
< C (mt l - i )  ai - 

~ = 1  j=mtl i= l  

De ( V . 1 6 ) ,  s e g u e  q u e :  

L C  < z C T ,  p a r a  q u a l q u e r  p e r m u t a ç ã o  T o  - 

. Logo: CC = b l i n  C C  
Ci 0 

a 

F i n a l i z a n d o ,  m o s t r a - s e  q u e  uma p e r m u t a ç ã o  . d e  

t a r e f a s  com q u a n t i d a d e  d e  p r o c e s s a m e n t o  em ordem não c r e s c e n t e ,  

m i n i m i z a  o  tempo t o t a l  d e  p r o c e s s a m e n t o  e  c o n s e q u e n t e m e n t e ,  o  

p r o b l  ema FC/no-wai t /LP  pode  s e r  r e s o l v i d o  em tempo O ( n 1 o g n ) .  

Teorema V . 4 :  Se o  é uma p e r m u t a ç ã o  d e  t a r e f a s  t a l  que  

e n t ã o  CP ,  = Min C P  

p r o v a :  P a r a  t o d a  p e r m u t a ç ã o  T d e  t a r e f a s ,  p o d e - s e  r e e s c r e v e r  

a s  e q u a ç õ e s .  ( V . 1 8 )  e  ( V . 1 9 )  d e  fo rma  s i m p l i f i c a d a  como 

s e g u e :  



n 
EP, = E a j  v q~ ( j  , Q ( a . c a  , j = l , . . , . ,  11-1 

j= 1  J - 34-1 
(i 1 

Por h i p ó t e s e :  q O í j )  2 q , ( j + l )  , j = 1 ,  . . . ,  n-1 ( i i )  

De ( i )  e  ( i , i ) ,  u t i l i z a n d o - s e  o  r e s u l t a d o  d o  Lema V . 2 ,  tem-se: 

n n 
< a j  * q T ( j )  3 nj.* qo(j)  - para qualquer permutação T 

j = 1 j= 1 

Logo: XP, = M i n C P  A 
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CAPITULO VI 

, PROBLEMAS EM SCHEDULING DO T I P O  

NQ-WAIT FLOW-SHOP COM COLISÕES O C O R R E N D O  

APENAS NOS PROCESSADORES EXTREMOS 

VI.1 - CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

a N e s t e  c a p l t u l o  e s t u d a - s e  p r o b l e m a s  em s c h e  - 

d u l i n g  d o  t i p o  n o - w a i t  f l o w - s h o p  com a  p a r t i c u l a r i d a d e  d a s  c o  - 

l i s õ e s  o c o r r e r e m  a p e n a s  no  p r i m e i r o  ou n o  Ú l t i m o  p r o c e s s a d o r ,  

i s t o  é ,  n o s  p r o c e s s a d o r e s  e x t r e m o s .  Uin s i s t e m a  d e  p r o c e s s a i i i e n  - 

t o  com t a l  c a r a c t e r i s t i c a  6 d e n o t a d o  p o r  F E .  

Coni a  f i n a l i d a d e  d e  i n t r o d u z i r  o  p r o b l e i i i a  

F E / n o - w a i t / C n l a x ,  e s t u d a d o  tia s e ç ã o  V I .  5 ,  a p r e s e n t a - s e  i n i c i a l  - 

m e n t e  o s  p r o b l e m a s  d e  J o h n s o n  e  d e  M i t t e n ,  n a s  s e ç õ e s  V I . 2  e  

V I . 3 ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  Na s e ç ã o  V I . 4  c o n s i d e r a - s e  o  r e s u l t a d o  

d e  Mi t t e n  a p l  i c a d o  n o  p r o b l  enia F / n o - w a i  t ,  p j / C m a X .  

VI.2 - O PROBLEMA DE JOHNSON 

U m  d o s  p r o b l e m a s  f u n d a m e n t a i s  em f l o w - s h o p  

s c h e d u l i n g  é d e v i d o  a  J o h n s o n  E19541 e  r e l a c i o n a - s e  com p r o b l e  - 
ma em f l o w - s h o p  com n t a r e f a s  ( J , ,  . .  . , J n ) ,  d o i s  p r o c e s s a d o  - 
r e s .  ( M 1  e  M Z )  e  c u j o  o b j e t i v o  é m i n i m i z a r  a  m á x i m a  d a t a  d e  t é r  - 
m i n o .  Esse p r o b l e m a ,  d e n o t a d o  p o r  F2// C,,,, e d e n o m i n a d o  p r g  

b l e m a  d e  J o h n s o n  e  p o d e  ser  r e s o l v i d o  a t r a v é s  d a  s e g u i n t e  r e  - 
g r a :  
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'Uma t a r e f a  J j  p r e c e d e  uma t a r e f a  J k  numa s e q u ê n c i a  Ó t i m a  s e  

< min  i p Z j  , p l k } " .  M i n  i p l j  9 p Z k }  

A s e g u i r  a p r e s e n t a - s e  u m  a l g o r i t n i o ,  O ( n l o g n ) ,  

q u e  i m p l e m e n t a  e s s a  r e g r a ,  

A l g o r i f m o  V I .  1  : JOHNSON 

e n t r a d a :  ( p l  , j  , p Z j ) ,  j = 1  ,. . .  , n  

:= ; V := 0 ' // c o n j u n t o s  d e  i n d i c e s ,  v a z i o s  // 

-para  j = l  a t é  n e f e t u a r  -- 
e n t ã o  U := s e  P l j  < - U + { j )  // i n c l u i r  j' em U // 

c a s o  c o n t r ã r i o  V := V + Cjl // i n c l u i r  j em V // 

o - r d e n a r  U eni ordem n ã o  d e c r e s c e n t e  d e  p 1  j 
/ j ,  k 6 U, s e  j p r e c e d e  k e n t ã o  p l  2 p l  k// 

s e j a  U = { u ,  , . . . 
U I ~ ~ )  

o r d e n a r  V em ordein n.ão c r e s c e n t e  d e  p 2 j 

s e j a  V = { v i ,  . . . v 1 I "  I 
p a r a  i = l  a t é  I U I  e f e t u a r  
P 

p a r a  . i = l  a t é  ( V  ( e f e t u a r  

o ( i + l U I )  := v i  

- 
D i z - s e  q u e  u m  p r o c e s s a d o r  M i  e  d o m i n a d o  q u a n  - 

d o ,  p a r a  q u a l q u e r  p e r m u t a ç ã o  d e  t a r e f a s ,  n ã o  o c o r r e r  nenhuma 

c 0 1  i s ã o  em Mi . P o r  o u t r o  l a d o ,  d e n o m i n a - s e  g a r g a l o  a  t o d o  p r o  - 
c e s s a d o r  n ã o  d o m i n a d o .  



C o n s i d e r e  o  p r o b l e r a a  d e  J o h n s o n  e s t e n d . i d o  p s  

r a  3 processadores ,  s e n d o  o  s e g u n d o  d o m i n a d o .  Uma s e q u ê n c i a  Ó t i  - 
ma p a r a  e s s e  p r o b l e m a  o b e d e c e  a  s e g u i n t e  r e g r a ,  também d e v i d a  

a  J o h n s o n  [ I 9 5 4 1  : 

1 > max I p Z k 1 ,  k = l ,  . . . ,  n  " S e  o  min  I p l k ,  P~~ - 
e n t ã o  uma t a r e f a  J i  p r e c e d e  uma t a r e f a  J j  numa s e q u ê n c i a  - 
o t i i n a  s e  

P a r a  imp l  e m e n t a r  e s s a  e x t e n s ã o  d e v e - s e  e f e t u a r  a s  s e g u i n t e s  

a 1  t e r a ç õ e s  no A l g o r i t m o  V I .  1 :  

l i n h a  4 : - s e  p l j  + p a j  < p Z j  + p g j  e n t ã o  . . . 

l i n h a  6 : o r d e n a r  U em ordem n ã o  d e c r e s c e n t e  d e  p l j  + p e j  

l i n h a  .- 8 : o r d e n a r  V em o rdem n ã o  c r e s c e n t e  d e  p Z j  c p j j  . 

De a c o r d o  com B a k e r  E.19741, num s i s t e m a  c o n s  - 

t i t u ' i ' d o  com 3  p r o c e s s a d o r e s  n ã o  d o i n i t i a d o s ,  s e  a  p l i c a ç ã o  d o  

A l g o r i t m o  V I . ]  c o n s i d e r a n d o - s e  s e p a r a d a m e n t e  o s  p r o c e s s a d o r e s  

M i  e  M 2  e  o s  p r o c e s s a d o r e s  M 2  e  M 3 ,  r e s u l t a r  numa mesma s e q u ê n  - 
- 

tia S d e  t a r e f a s ,  e n t ã o  e s s a  s e q u e n c i a  também é o t i m a  p a r a  o  

p r o b l e m a  c o m p l e t o ,  com o s  3 p r o c e s s a d o r e s .  

V 1 . 3  - O PROBLEMA DE MITTEN 

Uma e x t e n s ã o  d o  p r o b l e m a  d e  J o h n s o n ,  d e v i d a  a  

M i t t e n  [ 1 9 5 9 ] ,  r e l a c i o n a - s e  com a  e x i s t ê n c i a  d e  a t r a s o s  d e  p a r  - 
t i d a  ( a j )  e  a t r a s o s  d e  p a r a d a  ( b j ) ,  i s t o  é,  a  p a r t i d a  d a  s e g u n  - 
d a  o p e r a ç ã o  d e  uma t a r e f a  J j  n ã o  p o d e  o c o r r e r  a n t e s  d e  a j  u n i  - 

d a d e s  d o  i n í c i o  d a  p r i m e i r a  o p e r a ç ã o  ( a t r a s o  d e  p a r t i d a )  e ,  

p o r  o u t r o  l a d o ,  o  t e r m i n o  d a  s e g u n d a  o p e r a ç ã o  n ã o  p o d e  o c o r r e r  
a n t e s  d e  b j  u n i d a d e s ' d o  t é r m i n o  d a  p r i m e i r a  o p e r a ç ã o  ( a t r a s o  

d e  p a r a d a ) .  E s s e  p r o b l e m a  é d e n o m i n a d o  d e  M i t t e n .  



a lj.l, $Fj=- 
a j  < p l i  : p o s s i b i l i d a d e  d e  

M 2 U 

. , r I s o b r e p o s i ç ã o  d e  
Ml U o p e r a ç õ e s  

. 

I 
a j  j, p l j  : i m p o s s i b i l i d a d e  

d e  s o b r e p o s i ç ã o  

d e  o p e r a ç õ e s  

F i g .  V I . 1 :  A t r a s o  d e  P a r t i d a  : a 
j 

b .  < p : p o s s i b i l i d a d e  d e  
J 2 j  

s o b r e p o s i  ç ã o  d e  

o p e r a ç õ e s  

b j  1 pZj : i m p o s s i b i l i d a d e  

d e  s o b r e p o s i ç ã o  
b d e  o p e r a ç õ e s  

F i g .  V1 .2 :  A t r a s o  d e  P a r a d a  : j 
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O p r o c e d i m e n t o ,  d e v i d o  a  Mi t t e n  [ 1 9 5 9 ] ,  q u e  

c o n s t r o e  unia s e q u ê n c i a  Õtima p a r a  o  p rob l ema  d e  M i t t e n ,  pode  

s e r  imp lemen tado  a t r a v g s  d o  s e g u i n t e  a l g o r i t m o  d e  c o m p l e x i d a d e  

O ( n 1 o g n ) .  

A l g o r i t m o  V I . 2  : M I T T E N  

1 e n t r a d a :  ( p l  , j  , P ~ , ~  a j  , b j ) ,  j = l  3 . . . ,  n 

2  U := @ ; V := @ // c o n j u n t o  d e  T n d i c e s ,  v a z i o s  // 

3 p a r a  j = 1  a t é  n e f e t u a r  . 

4 y j  := max { a  j - P 1 j  , b j  - p e j )  

5 - Se' P l j  < P E j  e n t ã o  U : =  U + ( j )  

6 ' c a s o  c o n t r ã r i  o -- V : =  V + { j )  

7 o r d e n a r  U ein ordem não d e c r e s c e n t e  d e  p l j  + y j  

9 o r d e n a r  V em ordefii não c r e s c e n t e  d e  p Z j  t y j  

1 O s e j a  V = { v i  ,. . . , 
v l v l l  

11  p a r a  i = l  a t é  I u (  e f e t u a r  v ( i )  := u i  

1 2  . p a r a  i = l  a t é  ] V I  e f e t u a r  v ( i + l U I )  := v i  

O r e s u l t a d o  d e  M i t t e n  pode s e r  e s t e n d i d o  p a  

r a  p r o b l e m a s  do t i p o  p e r m u t a t i o n  f l o w - s h o p  com rn p r o c e s s a d o r e s  

( m  > 2 ) ,  com c o l i s õ e s  o c o r r e n d o  a p e n a s  nos p r o c e s s a d o r e s  e x t r e  - 

mos (M1  ou M , ) .  



F i g .  V I . 3  - C o l i s õ e s  n o s  p r o c e s s a d o r e s  e x t r e m o s  

VI'. 4 - O PROBLEMA F / n o - w a i t  , pj/Cmax 

O p r o b l  ema F / n o - w a i  t ,  pj/C,,,, , e s t u d a d o  p o r  

P i n h o  [ 1 9 8 3 ] ,  o  q u a l  c a r a c t e r i z o u  t o d o  o  c o n j u n t o  d e  s o l u ~ õ e s  

o t i m a s ,  c o n s i d e r a  o  t empo  d e  p r o c e s s a m e n t o  d e  c a d a  o p e r a ç ã o  d e  

uma t a r e f a  J j  c o n s t a n t e  p a r a  t o d o s  o s  p r o c e s s a d o r e s  
- - - 

( p l j  - P 2 j  . - Pmj = P j L  

F i g .  V1.4  - S c h e d u l e  t i p o  n o - w a i t  f l o w - s h o p ,  com t e m p o  

d e  p r o c e s s a m e n t o  c o n s t a n t e  



E v i d e n t e m e n t e ,  n e s t e  problema a c o l i s z o  o c o r r e  no p r o c e s s a d o r  

M i  ou Mm e  os s c h e d u l e s  s ã o  d e  pe rmutação ,  podendo-se  p o r t a n t o  

a p l i c a r  o  r e s u l t a d o  de  H i t t e n ,  com a t r a s o s  4 -  p a r t i d a  ( a j )  - e  
de  chegada  ( b j )  d e t e r m i n a d o s  como s e g u e :  

Assim s e n d o ,  c o n s i d e r a n d o - s e  .o p rocessámen to  do Algori t rno V I . 2  

( M i t t e n ) ,  t em-se :  

l i n h a  4 : y j  = max I a j  - p l j  , b j  - p e j 1  

= max { (m-1)  e 

P j  - p j  , (m-1) p j  - p j ) }  

= ' (m-2) 
P j  

linhas 5 e 6 : U = fl 

V = 1 . , n l  

l i n h a  9 : ordenação  de V em ordem não c r e s c e n t e  d e  

P Z j  f Y j  = ( ' - 1 )  . P j  

l i n h a  1 3 :  s e q u ê n c i a  ó t ima : S = ( J  o ( 1 ) .  > J o ( n )  t a l  que :  

> . . .  > P o ( i )  L P o ( 2 )  - - P o ( n )  . . 

De a c o r d o  com o  e s p e r a d o ,  o  r e s u l t a d o  o b t i d o  

a  p a r t i r  do procedimento  d e  M i t t e n  p e r t e n c e  ao  c o n j u n t o  d a s  s o  - 
1-uções o b t i d a s  por  Pinho [ l 9 8 3 1 ,  

J ( )  , J o ( k ) .  * - .  3 J o p , ) )  1 

c o n s i d e r a n d o - s e  k = l  . 



V I .  5 - O PROBLEMA FEIno-wait jCmax 

Nes t a  s e ç ã o  a p r e s e n t a m - s e  a l g u n s  r e s u l t a d o s  
I 

r e l a c i o n a d o s  com o  prob lema em s c h e d u l i n g  do  t i p o  n o - w a i t  f l ow-  
- s h o p ,  com a s  c o l i s õ e s  o c o r r e n d o  a p e n a s  no p r i m e i r o  ou no ú i t i  - 
mo p r o c e s s a d o r .  I n i c i a l m e n t e ,  c ada  u m  d e s s e s  c a s o s  6 a n a l i s a  - 
d o .  

V I .  5.1, colisão no Processador Mi: 

E s t e  c a s o  pode s e r  v i s u a l i z a d o  a t r a v é s  da  s e  - 
g u i n t e  f i g u r a :  

F ig .  VI. 5 - Col isão no Processador Mi 

(VI . 3 )  



P o r  c o n y e n i Z n c l a ,  c o n s i d e r e :  

m - 
"i , o ( . j  P m , o ( j )  = a o ( j )  ( a t r a s o  d e  p a r t i d a )  i = l  

nl 
C - 

h , o ( j  P1 , o ( j )  
= b  

~ ( j  > ( a t r a s o  a e  p a r a d a )  
i = l  

(VI. 4 )  

V I .  5.2. CoZisão no Processador Mm 

A f i g u r a  a b a i x o  m o s t r a  e s s e  c a s o .  

F i g .  V I . 6  - C o l i s ã o  no P r o c e s s a d o r  M, 

C l a r a m e n t e :  

d ( o ( j )  , o ( j + l )  = O (VI. 5) 

(VI. 6) 



A pa r t i r  de CYI,.4) - ( V I . 6 )  pode-se deterini  
.- 

nar  o i n t e r v a l o  e n t r e  t a r e f a s ,  de uma maneira g e r a l ,  como s e -  

gue:  

d ( o ( j )  , ò ( j + l ) ) ; . =  niax { O ,  - b 
o ( j ) '  ( V I .  7 )  

VI. 5.3. ~ e t e r m i n a g ã o  de C (o)  e CC(a) max 

E imedia to  v e r i f i c a r  que: 

Como - 
- P m , j  " o  j = l  

segue que: 
j = 1  

Como d ( o ( j )  , o ( j + l ) )  - > O , j = l  ,. . . , n - 1 ,  segue que: 

(VI. 10) 

n 
Para a  determinação de xC(o)  = 'O ( j )  , de j = l  

v e - s e ,  ev iden temente ,  conhecer  os v a l o r e s  de C o ( j )  ' j = l ,  ..., n: 



.. De uma fo rma  g e r a l :  

Logo: 

(VI. 12) 

VI.5.4. ~eterminação de Permutação que Minimiza C rnax 

Os t e o r e m a s  V I . l  e  VI .2  a p r e s e n t a m  c o n d i ç õ e s  
# 

n e c e s s á r i a s  p a r a  uma p e r m u t a ç ã o  d e  t a r e f a s  s e r  s o l u ç ã o  o t i m a  

d o  p rob l ema  FE /no -wa i t /Cmax  . - 

Teorema V I . l :  Se a é uma ' pe rmu tação  d e  t a r e f a s  t a l  q u e  

b j = n-1 o(j) L a .  

a e a o ( l )  - j s  j = 1 ,  ..., n 

e n t ã o  C m a x ( o )  = M i n  C,,, 
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prova:  

De ( V I . 7 ) :  

d (o ( j ) ,o ( j ? -1 ) )  = max {O,  - bu(j)},  j=1 , . . . ,  n-1 

P o r  h i p ó t e s e :  

a  b O , j = l ,  ..., n-1 
o ( j + l )  4 j ) -  

De ( í ) : e  ( i i ) :  

d ( o ( j ) , o ( j + l ) )  = 0 ,  j = l  , . . .  , n-1 

De ( V I . 9 )  e  ( i i i ) :  

De ( ~ ~ . l O ) , p a r a  q u a l q u e r  permutação T ,  t em-se :  

Por h l p õ t e s e :  

Logo: 

5 a T ( l )  , para  q u a l q u e r  permutação T 

De ( i v )  - ( v i ) ,  segue  que:  

CmaX(o)  5 C m a x ( ~ ) ,  pa ra  q u a l q u e r  permutação T 

( i i i )  



Os r e s u l t a d o s  d o s  lemas a s e g u i r  são utiliza - 
d o s  n a  p r o v a  d o  Teorema VI.2. 

> Lema V I .  1  : S e ,  b o ( j  - a o (  j + l )  , j=l, . . . ,  n - 1  

e n t ã o  b o ( j )  L a o ( k )  k > j ,  j = 1 ,  . . . ,  n - 1  

p r o v a :  ( p o r  i n d u ç ã o )  

( a )  P a r a  k  = j + 1  : 

O r e s u l t a d o  é i m e d i a t o ,  p o i s :  

p o r  h i p ó t e s e  b , ( j )  > a  - o ( j + l )  = a  
4 k )  

.- 

( b )  S u p o r  v á l i d o  p a r a  k  = j + X ,  R - < n - j - 1  : 

b o ( j )  a ~ ( k )  = a  o ( j + l >  

( i i i )  



~ ' ( j l  - P ~ , ~ c j )  -- > W j + l + U  - Pm,o ( j+e+ l  1 

. b 
, 

> a o )  - o ( j + l + l )  

Como k  = j t l t l ,  s egue ,  f i n a l m e n t e :  

Lema VI.2: Se > a 
bo( . j  - o ( j + l )  

en tão  ~ o ( 1 )  - > ~ o ( 2 )  - > . . . - > ~ o ( n )  

gro_: 

Do Lema VI.1: 

> a  
b o ( j )  - o ( k )  

, k > j ,  j = l  , . . . ,  n - 1  

- > O ,  k > j  
P l  , o í j  P m , o ( ~ )  - 

De (i) e  ( i i ) :  

~ o ( j )  - Zo(k)  - > 0 ,  j k ,  j = 1 n - 1  

L o g o :  

( i i )  



p r o v a :  ( p o r  i n d u ç ã o )  

( a )  P a r a  k = j - 1  

Do Lema V I . 2 :  

c o ( j - 1 )  - > c o ( j )  

:. m ( k )  - ~ o ( j )  L 0 ... 

P o r  h i p ó t e s e :  

- - 
P l  , o W  > P m , o ( j - 1 )  p m , o ( k )  

- 
Pl , o ( j )  P m , d k ~  

> o 

Somando-se ( i )  e  ( i i ) :  

( i i i )  
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(-C) Para k = j - R - 1  : 

Por  h ipõ t e se :  

> a  
b o ( j - & i )  - o ( j - 1 )  

.*. CO(~-1 -1 )  - p 1 ,o(j-x-l 1 2 "(j-x) - Pm , o ( j - l )  

De ( i i i )  e  ( i v ) :  

W j )  - Pl , o ( j )  
< co(j-R-1) - pl ,o(j-1-1) 

Por h i p ó t e s e :  

> 
1 o - - 1 )  - P n i , o ( j - ~ - l )  

De ( V )  e  ( v i )  
.-- 

Wj) - Pl , o ( j )  < W - 1 - 1 1  - ~ ~ ~ , ~ ( j - ~ - l  

bo (  j ) < a o( j -1-1  ) 

Como, k = j - X - 1 ,  s egue ,  f i n a l m e n t e :  

' Lema V I . 4 :  Se o  é uma permutaçao t a l  que 

b > a  
( j  - o ( j + l )  

> P e I o )  - m , o ( j )  2 Pm,o ( j+ l  
j = 1 ,.. . , n - 1  

en tão  o schedule  S = ( J  o d  

1  mi nimiza C m a x  



p r o v a :  -- 

S e j a  S ( l l  = ( J  
~ ( j  1 , .i = I ,  . . . ,  n 

N e s t e  c a s o :  

1 
'max = C o ( j )  3 .  j = 1 ,..., n  

Do Lema V I . 2 :  

~ o ( n )  - < z o ( j )  , j = I , . * . ,  n  

.. Logo:  

Min C,,, = ~ o ( n )  

P o V t a n t o :  
-. 

Lema V I .  5 :  Se  o  '6 uma p e r m u t a ç ã o  t a l  q u e  - - 

m i n i m i z a  2 
'max 
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N e s t e  c a s o :  

Ex i s t em  d o i s  c a s o s  a  c o n s i d e r a r :  

Do Lema VI.  1.: 

De ( i ) :  

Do Lema. VI .  2 :  

Xo (1 )  -. > C a ( 2 )  - > . . . - > C o ( n - 1 )  - > C o ( n )  ( i i i )  

Po r  h i p õ t e s e :  

De ( i i )  - ( i v ) ,  como n e s t e  c a s o - j  < k ,  s e g u e  que :  



Caaa I ? :  j ? k 

Do Lema V i . 3 :  

Por  h i p õ t e s e :  

> 
Pl , o ( l )  -- 2 ''1 , o ( n - 1 )  L P I  , o ( n )  (v i  i  ) 

De ( i i i ) ,  ( v i )  e ( v i i ) ,  como n e s t e .  c a s o  k j ,  s e g u e  q u e :  

Logo: 

- 
S * ( 2 ) I I  - ( J G ( , )  J o ( n - i )  

Comparação do Caso I ' c o m  o  Caso 11 :  

De ( v )  e  ( v i i i ) ,  como p o r  h i p ó t e s e ,  

P I  , o ( n )  2 p m , o ( n )  , s e g u e  q u e :  

2 
Min C r n a x ( - I )  - M i n  c m g x ( I 1 )  

P o r t a n t o :  

( v i i i )  



1  O1 

Teorema-Yr .2 :  Se CI e uma permutação de t a r e f a s  t a l  que 
. 

3 a 
' o ~ j  j - 0 t j71)  

e  

prova:  ( p o r  indução ,  no número k de t a r e f a s  a  serem processadas) -.. 

( a )  Para  k=l  

Do Lema VI.4: 

1  
Min C m a x  = z d n )  , S * ( l )  = ( J o ( , )  1 

( b )  Para  k = 2  

Do- Lema VI .  5 :  

( c )  Supor v á l i d o  para k  t a r e f a s ,  k < n :  

k n 
Min C,,, = Co(n-k+l ) + 

pm , o ( j  
, 2 < k < n  

j = n -  k-i-2 

( d )  Para  k+l t a r e f a s  

Existem 3 c a s o s  a  c o n s i d e r a r :  

Cado 7: 

S ( k + l ) I  = ( J  o t j ) '  J o ( n - k + l ) s  J o ( n - k + 2 ) '  " '  ' J o ( n ) ) s  

j = i>..., n - k  

Neste caso :  

'+' ( I )  = Eo(j) + d ( o ( j )  ,o(n-k+l)) + D(o(n-k+l) ,o(n))  'ma, 
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Do Lema VI.1, como j < n - k t l ,  segue que: 

. a o ( n - k t l )  b 
o ( j  1 Q 

Logo, d e    VI.'^): 

De (i): 

n 

S u b s t i t u i n d o - s e  ( i i i )  e  ( i v )  em ( i i ) :  

n 
k t '  ( I )  = ~ o ( j )  + 'max P m , o ( j )  , j = 1 ,  . . .  , n - k  

j = n -  k + l  

( i i i )  

( i v )  ' 

Do Lema VI.2: 

L o g o :  

n 
M i n  C;:: ( I )  = ~ o ( n - k )  + "m,o(j j=n-k+l  

-- 

j = 1 ,... , r i -k  

Neste c a s o ,  de ( i ) ,  segue que: 

n 
k+l (11) = lo(n-k+l) t 'ma, j = n - k + 2  ''rn,o(.j) + d ( o ( n ) d j ) )  + P , , ~ ( ~ )  ( v i )  



Do Lema VI .3 ' : '  

a  
o í j )  

b 
d n )  

> O 

L o g o :  

d ( o ( n ) . d j )  = a o ( j )  - b  o ( n >  
( v i i )  

S u b s t i t u i n d o - s e  [ v i i )  em ( v i ) :  

L v J 

cons tan te  

Do L e m a . V I . 2 :  

L o g o :  

( v i i i )  



1 ,  

Neste c a s o ,  de ( i ) ,  segue que: 

Do Lema V I . 3 :  

a  - 
bo(n-. t )  > O o ( j  > 

Logo: 

d ( 4 n - 1 )  d j ) )  = a o (  j )  - 
b o ( n - ~ )  

d ( o ( j )  ,o(n-ttl  )) = max {O ,  a  - 
o(n-t+i ) bo( j ) 1 ,  j < n - . l  

Do Lema VI.1:  

L o g o :  

d ( o ( j )  ,o(n-<+-1))  = O 

S u b s t i t u i n d o - s e  ( x )  e  ( x i )  em ( i x ) :  

n 
k+l (111) = Xo(n-k+l) + Z pm,o( j )  + ao(j)  'max j = n -  k t 2  - bo(n-e) + h , o ( j )  



n 
k+' (111) = m ( n - k + l )  + Pm,o(j  - ~ o ( n - 1 )  + Pl  , o ( n - ~ )  + C ~ ( J )  'max j=n- k + ~  

c o n s t a n t e  

Do Lema V I . 2 :  

Logo :  

n 
Min c~~~ (111) = zo(n-k+l )  + 

C P m , o ( ~ )  
- m ( n - l )  + 

j=n-k+2 

C o m p a r a c ã o  A :  C a s o  I  com C a s o  I 1  

( x i  i ) 

De ( v )  e ( v i i i )  p a r a  p r o v a r  q u e  

Min C::: 
k+ 1  ( 1 1 )  - > Min C m a x  ( 1 )  

b a s t a  m o s t r a r  q u e :  

De f a t o ,  d o  Lema VI.3, s e g u e  q u e :  

a o ( . n - k + l  ) ' b o ( n )  9 
p o i s  n - k + l  < n  



Como: 

- 
Pm , o ( n - k + l )  "m ,O [ j , )  j = n -  k t l  j = n - k + 2  C P ~ , o ( j )  

r I 

s e g u e  o  r e s u l t a d o  e s p e r a d o :  

C o m p a r a ç ã o  8 :  C a s o  I com C a s o  I11 

Do Lema VI. 1 ,  t e m - s e :  

> a  b o ( n - k + l )  - o ( n - L )  , p o i s  n - k + l  < n - 1  

P o r  h i p ó t e s e :  

P l  , o ( j  P m , o ( j )  
, j = 1 ,  . . . ,  n-1 

Logo:  
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De (-v) e  C x i i i ) ,  t em-se ;  finalmet-i.te: 

k'' (111)' z M i n  C'" Min C m a x  - max (.I 1 

Das comparações A e  B segue  que o s c h e d u l e  

S = ( J  o ( n - k )  ' J o ( n - k + l )  ' "  J o ( n ) )  

minimiza C k+ 1 
max 

Para  k+1 = n ,  t em-se :  

S = ( J  n 
* ( 1 ) '  

) minimiza C,,, 9 J o ( n )  . 

ou s e j a :  

C ( o )  = Min C m a x  max A 



CAPITULO VII 

UMA EXTENSÃO D O  CONCEITO NO-WAIT FLON-SHOP 

VII.1 - CONSIDERAÇUEÇ INICIAIS 

C o n f o r m e  d e f i n i d o  na s e ç ã o  1 1 . 8 . 4 ,  n o s  p r o b l e  - 
mas em s c h e d u l i n g  d o  t i p o  n o - w a i t  f l o w - s h o p  n ã o  é p e r m i t i d a  a  

f o r m a ç ã o  d e  f i l a s  d e  e s p e r a  d e  o p e r a ç õ e s  a g u a r d a n d o  p r o c e s s a  - 

m e n t o ,  ou s e j a ,  o  t e m p o  e n t r e  o  i n i c i o  ( t é r m i n o )  d e  o p e r a ç õ e s  

s u c e s s i v a s ,  Oi , j  e  U i + l  , j  , é i g u a l  a o  t empo  d e  p r o c e s s a m e r i  - 

Pi  ,-.j ( P , + ~ ,  j )  i  = I , . .  . , - 1  j = I ,. . . , n .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  o  c o n c e i t o  d e  a t r a s o  d e  p a r t i  -- 

d a  e ' d e  p a r a d a  a p r e s e n t a d o  na s e ç ã o  V I . 3 ,  c o n s i d e r a n d o - s e  a p e  

n a s  d o i s  p r o c e s s a d o r e s ,  p o d e  s e r  e s t e n d i d o  p a r a  u m  número  m ,  

q u a l q u e r ,  d e  p r o c e s s a d o r e s ,  como (i m o s t r a d o  a  s e g u i r :  

C o n s i d e r e  uma t a r e f a  J j ,  c o m p o s t a  d a s  o p e r a ç õ e s  Q l  ,j,. , O m , j .  

D e n o m i n a - s e  a t r a s o  d e  p a r t i d a  ( p a r a d a )  d a  o p e r a ç á o  O i j ,  d e n o  - 

t a n d o - s e  p o r  a .  ( e i  , j ) ,  O i n t e r v a l o  d e  t e m p o  e n t r e  o  i n i c i o  
1 , j  

( t é r m i n o )  d a  o p e r a ç ã o  O e  o  i n y c i o  ( t é r m i n o ) d a  o p e r a ç ã o  m , j  

O i  ,j 
i .= 1 ,..., m .  E m  ambos o s  c a s o s ,  c o n s i d e r e  p o s i t i v o  o  

s e n t i d o  d a  d i r e i t a  p a r a  a  e s q u e r d a ,  como m o s t r a  a  f i g u r a  a  s e  - 

g u i r :  



F i g .  VII.1 - A t r a s o  d e  P a r t i d a  ( a i j )  e  d e  Parada  ( B . . )  1J 

.- A p a r t i r  d a  F i g .  a c i m a  é i m e d i a t o  v e r i f i c a r  que :  

M a n t e v e - s e  a  d e n o m i n a ç ã o  a t r a s o  d e  p a r t i d a  e 

d e  p a r a d a ,  n ã o  o b s t a n t e  a l g u m a s  s i t u a ç õ e s  n ã o  r e s u l t a r  p r o p r i a  - 

m e n t e  em a t r a s o .  

De u m  c e r t o  s e n t i d o  a  e x t e n s ã o  a c i m a  p o d e  s e r  
c o n s i d e r a d a  t a m b é m  uma e x t e n s ã o  d o  c o n c e i t o  n o - w a i t ,  p o d e n d o  

e s t e  s e r  d e f i n i d o  a t r a v z s  d o  s e g u i n t e  c a s o  p a r t i c u l a r :  

o u ,  e q u i v a l e n t e m e n t e :  



C o n s i d e r e  d c ~ t j - 1 )  , ~ ( . j ) )  O i n t e r v a l o  e n t r e  

d u a s  t a r e f a s  c o n s e c u t i v a s  d e  uma pe rmutação  cs de  t a r e f a s .  

c01 isão 

Fig. VII.2 - Intervalo d (o ( j -1 )  , o ( j ) )  

A p a r t i r  da  F i g .  V I I . 2  é possyve l  v e r i f i c a r  

que s e  a  c o l i s ã o  o c o r r e  n u m  p r o c e s s a d o r  M k  e n t ã o  

onde a = n~ax - 
L )  - - l < i < m  {ai , o ( j )  'i , o ( j - i )  

1 (VII. 5) 

No c a s o  da c o l i s ã o  o c o r r e r  em )Im,  d e  ( V I I . 5 ) ,  s e g u e  ,que: 

Como, d e  a c o r d o  com a  d e f i n i ç ã o ,  a - - 
'm ,o( j  = 0 e n t ã o  s e  m , o ( j I  - 

gue o r e s u l t a d o  e s p e r a d o  p a r a  e s s e  c a s o :  



Por c o n v e n i ê n c i a  c o n s i d e r e  p s e u d o - t a r e f a s  

- - , t a l  q u e  @i - - 
J~ - J ~ ( ~ l  e J n + ~  - J o ( n + l )  d o >  "i , a ( n + l )  = O ,  

i = 1  ,..., m .  Logo,  d e  a c o r d o  com ( V I 1 . 5 ) ,  t e m - s e :  

d ( o ( 0 )  , o (  1 ) = max {a i  , o ( l  ) I  
l< i<rn  - - 

d ( o ( n )  , o ( n + l )  = max , o ( n )  1 
l < i < m  - - 

(VII. 6 )  

A d e t e r m i n a ç ã o  d e  C m a x ( o )  pode s e r  f e i t a  como 

s e g u e :  

Como: 

i s t o  é ,  i n d e p e n d e  da p e r m u t a ç ã o  d e  t a r e f a s ,  s e g u e  q u e  uma p e r  
- 

mutaç5o  o* que  m i n i m i z e  C m a x  e  t a l  q u e  

p a r a  q u a l q u e r  pe rn iu tação  o  d e  t a r e f a s .  

O p rob lema em s c h e d u l i n g ,  do t i p o  f l o w - s h o p ,  

c o n s i d e r a n d o - s e  a  e x t e n s ã o  do c o n c e i t o  n o - w a i t  e  c u j o  o b j e t i v o  

é m i n i m i z a r  a  máxima d a t a  d e  t é r m i n o ,  d e n o t a d o  por  F / e x t - n o -  

- w a i t / C m a x ,  pode s e r  f o r m u l a d o  como u m  p rob lema d e  C a i x e i r o  

V i a j a n t e  e  p o r t a n t o  p e r t e n c e  à c l a s s e  N P - D i f y c i l .  No e n t a n t o ,  

a p r ' e s e n t a - s e  n a s  s e ç õ e s  s e g u i n t e s  d o i s  c a s o s  p a r t i c u l a r e s  q u e  

podem s e r  r e s o l v i d o s  em tempo p o l i n o m i a l .  



V I T .  2 - O PROBLEMA FZ/  ext-no-wait/Cnax 

S a b e - s e  q u e  uma s o l u ç ã o  p a r a  o  p r o b l e m a  F2/  

/ n o - w a i t / C m a x  p o d e  s e r  e n c o n t r a d a  u t i l i z a n d o - s e  um a l g o r i t m o  

d e v i d o  a  G i l m o r e  e  Gomory [ 1 9 6 4 ] ,  em t e m p o  O ( n 1 o g n ) .  

M o s t r a - s e  a  s e g u i r  q u e  o  p r o b l e m a  F 2 / e x t - n o -  

- w a i t / C m a x ,  p o r t a n t o  uma e x t e n s ã o  d o  p r o b l e m a  a c i m a ,  também p o  - 
d e  s e r  r e s o l v i d o  a t r a v e s  d o  r e f e r i d o  a l g o r i t m o .  

De T a t o ,  o  a 1 g o r i t m o . d e  Gi l m o r e  e  Gomory r e  - 
s o l v e  u m  c a s o  p a r t i c u l a r  d o  P r o b l e m a  d e  C a i x e i r o  V i a j a n t e ,  com 

d i s t â n c i a s  c j k ,  e n t r e  a  j e  a  k - é s i m a  c i d a d e ,  d a d a  por . :  

o n d e : ,  f e  g  s ã o  f u n ç õ e s  i n t e g r á v e i s ,  s a t i s f a z e n d o  
f ( r )  t. g ( x )  - > 0 ,  p a r a  t o d a  v a r i ã v e l  d e  e s t a d o  x ;  

a  , v a l o r  d a  v a r i á v e l  d e  e s t a d o ,  q u a n d o  s e  p a r t e  d a  
j 

j - é s i m a  c i d a d e ;  

b j  v a l o r  d a  v a r i á v e l  d e  e s t a d o ,  q u a n d o  s e  c h e g a  a  

q u a l q u e r  c i d a d e  p a r t i n d o  d a  j - é s i m a  c i d a d e ;  

C j k ,  v a l o r  n e c e s s á r i o  a d i c i o n a r  â v a r i á v e l  d e  e s t a d o  
com v a l o r  b j ,  p a r a  t o r n á - l o  i g u a l  a a k  . 
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No p rob l ema  FZ/ext-no-wai  t / C m a x ,  c o n s j d e r e :  

- a j  = a l  , j  e  b j  - , p a r a  t o d o  J j  6 J .  

C o n s i d e r e ,  também p s e u d o - t a r e f a s  J O  e  J n t l  t a i s  q u e  : 

bo = a  n t l  = o .  

Assim s e n d o ,  s e g u e  d i r e t a m e n t e  d e  ( V I I . 5 )  que  

d ( j , k )  = max ( 0 ,  a k  - b j ) ,  j # k ,  V J j ,  J k  c J .  (VII.10) 

Po r  o u t r o  l a d o ,  c o n s i d e r a n d o - s e  f  ( x )  = 1  e  

g ( x )  = O em ( V I I . 9 ) ,  t em-se :  

... 
De ( V I I . l O )  e  ( V I I . l l ) ,  s e g u e  q u e :  

Com a s  c o n s i d e r a ç õ e s  a c i m a ,  f i c a  e v i d e n c i a d a  

a  t r a n s f o r m a ç ã o  do p rob l ema  F Z / e x t - n o - w a i t / C m a x ,  no c a s o  p a r t i  - 

c u l a r  do p rob lema d e  C a i x e i r o  V i a j a n t e  que  pode s e r  r e s o l v i d o  

p e l o  a l g o r i t m o  d e  G i l m o r e  e  Gomory, em tempo ~ ( n l o g n ) .  

VII.3 - O PROBLEMA F/ext-no-wait, I { c ~ } ~  < L/Cmax 

M o s t r a - s e  n e s t a  s e ç ã o  que  o  p rob lema em s c h e  - 
d u l i n g  do t i p o  e x t - n o - w a i t  f l o w - s h o p ,  com n t a r e f a s  p e r t e n c e n  - 

d o  a  u m  número l i m i t a d o  d e  c l a s s e ' s ,  C k ,  e  c u j o  o b j e t i v o  6 m i n i  - 
m i z a r  a  máxima d a t a  d e  t é r m ~ n o ,  d e n o t a d o  p o r  F / e x t - n o - w a i t ,  

I { C k ) l  < L / C n l a x ,  pode s e r  r e s o l v i d o  em tempo p o l i n o m i a l ,  u t i l i  - 
z a n d o - s e  a l g o r i  tmos d e v i d o s  a  Szwarc f  i t e r  [1984A].  



D-iz-se q u e  d u a s  t a r e f a s ,  J a  e  J b  s ã o  - -  s i m i l a  

r e s ,  d e n o t a n d o - s e  p o r  J a  = J b ,  quando :  - 

Lema V I I . l :  Se J, e  ' J b  s ã o  t a r e f a s  s i m i l a r e s  e n t ã o  

p r o v a :  -- 

De ( V 1 1 . 2 1 ,  p a r a  i = l  ,... , m: 

- - - - 
-.. , a  'i , a  ?i , a  Pn, , a  

Po r  h i p ó t e s e ,  p a r a  i = l  ,. . . , m :  

( i i )  

( i i i )  

De (i) - ( i v ) ,  s e g u e  o  r e s u l t a d o :  

C o n s i d e r e  uma p a r t i ç ã o  d e  J = { J i ,  . . .  , J,? 

em c l - a s s e s  C k ,  k  = 1  ,..... , q d e  t a r e f a s  s i m i l a r e s ,  i s t o  5: 

J, 6 c j  Jb  6 Cj e J, = J b  - C i  = C j  Y J,, J b  6 J 
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A d e t e r m i n a ç ã o  d a s  c l a s s e s  d e  t a r e f a s  s i m i l a  - 
r e s ,  s a t i s f a z e n d o  (-VII. 1 3 )  - [ V i I . 1 5 ) ,  p o d e  s e r  f e i t a  u t i l i z a n  - 
d o - s e  o  s e g u i n t e  a l g o r i t m o :  

A l g o r i t y o  V I I . l :  D e t e r m i n a ç ã o  d a s  C l a s s e s  

e n t r a d a :  t a r e f a s  J 1 ,  . . .  , J n  e  m p r o c e s s a d o r e s  

( a i j 3  B i j ) ,  1 - < i - < m , l < j < n  - - 

i n t e i r o  L ,  l i m i t a n t e  s u p e r i o r  

d e s r n a r q u e  t o d a s  a s  t a r e f a s  

// O ( L ) / /  e n q u a n t o  q 2 L --- e  e x i s t e  t a r e f a s  d e s m a r c a d a s  e f e t u e  

e s c o l h a  a r b i t r a r i a m e n t e  uma t a r e f a  J . d e s m a r  
J - 

c a d a  

m a r q u e  J 
j 

C q  := I J j i  

/ / o ( n ) / /  p a r a  c a d a  J k  6 J ,  d e s m a r c a d a  e f e t u e  

s e  J k  - J j  - e n t ã o  

C := C U {J,} 
q 9 

m a r q u e  J k  

s e  q > L  - e n t ã o  s a i ' d a  : / i  n s u c e s s o ~  

c a s o  c o n t r á r i o  s a l d a  : C i ,  . . .  , C q  
A 

A c o m p l e x i d a d e  d o  a l g o r i t m o  a c i m a  O(L* n o  m). 



Denota-se p o r  CCJ j ) -  a c l a s s e  que con tém a  t a  
. . - 

r e f a  J j  6 J .  

C o n s i d e r e  um s c h e d u l e  S = ( J  0 ( 1 ) ~ * . * ~  J o ( n ) ) *  

Duas t a r e f a s  em S ,  J a  e  J b ,  s ã o  denomi.nadas l i g a d a s ,  ou d i z - s e  

e x i s t i r  um - e l o  l i g a n d o  J a  a J b ,  d e n o t a n d o - s e  p o r  J a  + J b  ou 

( J a  , J b ) ,  quando  

C o n s i d e r e ,  po r  c o n v e n i ê n c i a :  

+ d u a s  c l a s s e s  a d i c i o n a i s :  C. = t J o ( 0 ) l  e  C - 
q + l  - { J o ( n + ~ l '  ; 

C o n s i d e r e  E ( S )  o  c o n - j u n t o  d e  e l o s  a s s o c i a d o  

a  u m  s c h e d u l e  S .  

Exemplo V I I . l :  R e p r e s e n t a ç ã o  d e  u m  s c h e d u l e  5 
( n = 7 ,  q = 3  ) 



S e j a  x i j  o  número d e  e l o s  l i g a n d o  t a r e f a s  da  
C 

c l a s s e  C i  3 t a r e f a s  d e  C em S .  E v i d e n t e m e n t e ,  x i i  e  o  número 
j 

de e l o s  l i g a n d o  t a r e f a s  d e n t r o  da  c l a s s e  C i .  

Denomina-se  p e r f i l  d e  um s c h e d u l e  S ,  d e n o t a n  

d o - s e  p o r  P(S), a  m a t r i z  X = [ x . . ] ,  O < i , j  < q + l :  
1 J  - - 

Exemplo V11.2: P e r f i l  d e  u m  s c . h e d u l e  S 
( c o n s i d e r e  5 do exemplo  a n t e r i o r )  

E imed i "a to  v e r i f i c a r  que  p a r a  t o d o  s c h e d u l e  S 

t e m - s e :  

qt-1 

Po r  o u t r a s  p a l a v r a s ,  a  t o d o  s c h e d u l e  S p o d e - s e  a s s o c i a r  
um c i c l o  h a m i l t o n i a n o .  

(VII. 10) 



C i i i )  C C I C . 1 ,  p a r a  t o d o  s u b c o n j u n t o  X p r o p r i a  ' i j  ' i i i. - i, j  6 I m e n t e  c o n t i d o  em {0 ,1 ,. . . , q - t l l .  
Ou s e j - a ,  não é p e r m i t i d a  a  f o r -  

mação d e  s u b - c i c l o s ,  l i g a n d o  t o  - 
d a s  a s  t a r e f a s  d e  u m  s u b c o n j u n  - 
t o  p r ó p r i o  d e  c l a s s e s .  

Sejam C i  e C j  d u a s  c l a s s e s  não n e c e s s a r i a m e n  
t e  d i s t i n t a s ,  J a  6 Ci e  J b  6 C j  , a # b .  D e f i n e - s e  d i s t â n c i a  

si  j da c l a s s e  C i  à c l a s s e  C j  , p o r :  

6 i j  = d ( a ,  b )  (VII. 1 9 )  

E v i d e n t e m e n t e ,  como a s  t a r e f a s  d e  uma c l a s s e  

s ã o  s i m i l a r e s ,  a  d e f i n i ç ã o  ac ima  i n d e p e n d e  do p a r  d e  t a r e f a s  

e s c o l h i d o .  

De a c o r d o  com o  ac ima  e x p o s t o  s e g u e  que  o  p e r  - 

f i 1  de-.um s c h e d u l e  ó t i m o  d e v e  s e r  s o l u ç ã o  do  s e g u i n t e  p rob l ema  

d e  P rog ramação  L i n e a r  I n t e i r a  ( P L I ) :  

niin L 6 i j  X i  j , O - i , j  - q + l  

C < E I c j  1 , I  propriamente contido (VII.22) 
i , j  6 I ' i j  i I em { O ,  ..., q+l )  

> O e  i n t e i r o  ' i , j  - (VII.23) 

C o n s i d e r a n d o - s e  o  número d e  c l a s s e s  q  l i m i t a  - 
do  p o r  uma c o n s t a n t e  L ,  o  p rob lema P L I  ac ima  pode s e r  r e s o l v i  

2- 

d o  em tempo p o l i n o m i a l ,  como s e g u e :  c o n s i d e r a r  t o d o s  0s O(nq ) 
p e r f i s ;  c ada  u m  c o n t e n d o  o ( ~ ~ )  v a r i á v e i s ;  c h e c a r  a s  O ( z q )  r e s  - 
t r i ç õ e s  e  s e l e c i o n a r  u m  p e r f i l  v i á v e l  que  m i n i m i z e  a  f u n ç ã o  

o b j e t i v o .  C l a r a m e n t e  e s s e  p r o c e s s o  e n c o n t r a  uma s o l ~ ç ã o  ó t i  - 
2 

ma em tempo 0 ( q 2  2q 0 nq ) .  



C o n z i d e r a n d ~ - s e  os  r e ç u  N a d o s  d e v i d o s  a Lens t ra  

[ 1 9 8 3 ] ,  p o d e - s e  r e s o l v e t o  p rob l ema  P L I  a c i m a  em tempo 

9  
0 ( 2 ~ ' * ( q ~ .  e z q  l o g  (.n + 6,,a,))C ) 

- 
c  e  uma c o n s t a n t e  a p r o p r i a d a  d e  a c o r d o  com B l a z e w i c z  e 

E c k e r  [ I  9831 . . 

O p r o b l e m a  r e m a n e s c e n t e  p o d e  s e r  a s s i m  for inu  - 
l a d o :  d a d o  um p e r f i l  X = [ x i j ] ,  O - < i , j  - q t l ,  e n c o n t r a r  u m  

s c h e d u l e  S t a l  q u e  P ( S )  = X .  

C o n s i d e r e  J o  c o n j u n t o  d e  t o d a s  a s  n t a r e f a s  

e  J ( S )  o c o n j u n t o  d e  t a r e f a s  d e  u m  s c h e d u l e  S .  

- 
D i z - s e  q u e  S '  e  u m  s c h e d u l e  p a r c i a l  q u a n d o :  

( i )  J ( S 1 )  c J  

( i i )  J ( S 1 )  # D. 

U m  s c h e d u l e  5 = S; U . . .  U S i t  , com p e r f i l  

~ ( 5 )  = [ x i j ] ,  O - < i , j  5 q t l ,  s a t i s f a z e n d o  ( V I I . 2 0 )  - ( V I I . 2 3 ) ,  - 
e d e n o m i n a d o  p a r t i d o  q u a n d o :  
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E x e m p l o  V i I . 3 :  S c h - e d u l e  P a r t i d o  5 

[ c o n s i d e r e  o p e r f i l  d o  E x e m p l o  V 1 1 . 2 )  

Dado  um p e r f  i 1  X = [ x i  j] , O 5 i, j - < q + l  , s a  - 
t i s f a z e n d o  ( V I I .  2 0 )  - ( V I 1 .  2 3 ) ,  p o d e - s e  c o n s t r u i r  um s c h e d u l e  

p a r t i d o  5 p a r a  X ,  u t i l i z a n d o - s e  o  s e g u i n t e  a l g o r i t m o  d e  c o m p l e  - 
x i d a d e  O ( n ) :  
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a o r i t m o  V I T . 2 :  C o n s t r u ç : ~  . . d e  s c h e d u l e  p a r t i d o  5 

e n t r a d a :  c l a s s e s  d e  t a r e f a s  C, .'. , C 9 
. , . p e r f i l  X = [ x i j ] ,  O - i , j  5 q + l  

~ ( 5 )  := j3 

e ( J j )  := s ( J j )  := O >  V J j  E 3 

s e j a  g ( J . )  = e ( J j )  + s ( J j ) ,  J j  6 J 
J 

e n q u a n t o  3 x i j  # O e f e t u e  

e s c o l h a  a r b i t r a r i a m è n t e  i ,j t a l  q u e  x i  > O 

s e l e c i o n e  J a  6 C i  e  J b  F C j '  
a f b  t a l  q u e  

s ( J , )  = e ( J b )  = O 

. e ( J a )  # O => g ( J a I )  # 0 .  V J a l  6 C i  , a l # b  

s ( J b )  f 0 => g ( J b i )  f 0, V J b l  6 C j  , b '  # a  

A c o n s t r u ç ã o  d e  um s c h e d u l e  S = (JG(0) ,  J ú ( ] )  . . .  

* 9 J c r ( n + i )  
) a  p a r t i r  d e  u m  s c h e d u l e  p a r t i d o  5 pode  

s e r  f e i t a  em tempo O ( n )  a t r a v é s  do a l g o r i t m o  a s e g u i r :  



Algor i tmo  V I I . 3 :  Cons t rução  d e  s c h e d u l e  S - .  

e n t r a d a :  s c h e d u l e  p a r t i d o  5 = S ;  U . . . U S; 

. c l a s s e s  d e  t a r e f a s  C k ,  Q - < k i - q-tl 

c o n s t r u a  u m  g r a f o  b i p a r t i t e  G ( V 1  U V 2 ,  A ) ,  t a l  que 

enquanto t > 1 e f e t u e  

-- 
e s c o l h a  uma c l a s s e  C i  E V ,  que tenha grau niaior ou igual a  2 

V2 := V 2  - {s,!,} // e x c l u e  S,!, de  G com s u a s  a r e s t a s  // 
E(S,!,) := fl 

t : =  t - 1  



F i g .  V 1 1 . 3  -- U n i ã o  d e  S c h . e d u l e s  P a r c i a i s  

A f i g u r a  a c i m a  m o s t r a  a  m a n e i r a  p e l a  q u a l  

o c o r r e  a  u n i ã o  d e  s c h e d u l e s  p a r c i a i s ,  a t r a v é s  d o  A1 g o r  i tmo 

V I I . 3 .  O v a l o r  d o  s c h e d u l e  S o b t i d o  a  p a r t i r  d e s t e  a l g o r i t n i o  
- 

é i g u a l  a o  do  s c h e d u l e  p a r t i d o  S  p e l o  f a t o  d e  

C o n s i d e r a n d o  q u e  o  s c h e d u l e  p a r t i d o  5 é o b t i d o  a  p a r t i r  d e  - u m  
p e r f i l  s a t i s f a z e n d o  (VII.20) - (V11.23) e n t ã o  s e u  v a l o r  é o t i  - 
mo, e  c o n s e q u e n t e m e n t e  o  s c h e d u l e  S é uma s o l u ç ã o  ó t i m a  p a r a  o  

p r o b l e m a  F/ext-no-wait , I { c k )  1 L / C m a X .  

F i n a l i z a n d o ,  a p r e s e n t a - s e  um a l g o r i  tmo q u e  

s i n t e t i z a  o s  r e s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s  n e s t a  s e ç ã o .  
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A l g o r i t m o  V I I . 4 :  P r o b l e m a  F / e x t - n o - w a i t ,  l i C k }  1 5 L / C m a x  

1  en t rada :  t a r e f a s  & ,. . . , 3, e  m processadores 

< i < m , l < j < n  ( a i j .  B i j ) .  1  - - - - 

i n t e i r o  L ,  1  imi t an te  supe r io r  

2 determine as  c l a s s e s  C 1  ,. . . , Cq // Algoritmo VII.1,  O(L.n.m)// 

3 reso lva  o problema PLI // (VII.20) - (VII .23)  // 

4 construa um schedule pa r t ido  5 // Algoritmo VII .2 ,  O(n) // 

5 cons t rua  um schedule S // Algoritmo VII .3 ,  O(n) // 

6 ..saYda: Schedul e  S A 

A c o m p l e x i d a d e  d o  a l g o r i t m o  a c i m a  e 
4 cq * 

O ( L . n . m  + 29 (9" 29 1 o g ( n  + S m a x ) )  ) L o g o ,  c o n s i d e -  

r a n d o - s e  o número d e  c l a s s e s  l i m i t a d o  ( q  - < L ) ,  e l e  e n c o n t r a  

uma s o l u ç ã o  p a r a  o p r o b l e m a  F l e x t - n o - w a i t ,  ] { C k } /  < L / C m a x  em 

t e m p o  p o l  i n o m i a l .  



1 2 5  

CAPITULO VI I I 

C O N C L U S Õ E S  

T e n d o  em v i s t a  o s  r e s u l t a d o s  ' a p r e s e n t a d o s  n e s  - 
t e  t r a b a l h o  a p o n t a - s e  a  s e g u i r  a l g u m a s  l i n h a s  p a r a  p e s q u i s a s  , 

p o s t e r i o r e s .  

No c a p T t u l o  IV m o s t r a - s e  q u e  o  p r o b l e m a  FQ/  

/ n o - w a i t / ~ C  p o d e  s e r  r e s o l v i d o  em t empo  p o l i n o m i a l .  
j 

N e s t e  

p r o b l e m a  o t e m p o  d e  p r o c e s s a m e n t o  é uma f u n ç ã o  l i n e a r  d a  q u a n  -- 

t i d a d e  d e  p r o c e s s a m e n t o  ( p i j  = a i  
j- 

t B i )  e  a s  c o n s t a n t e s  d e  

p r o p o r c i o n a l i d a d e  ( a i  e  B i )  s ã o  n ã o - c r e s c e n t e s .  S u g e r e - s e  o s  

e s t u d o s  c o n s i d e r a n d o  c o n s t a n t e s  d e  p r o p o r c i o n a l i d a d e  q u a i s q u e r ,  

o u t r o s  t i p o s  d e  f u n ç õ e s  e também p r o c e s s a d o r e s  o r d e n a d o s  (FL/  

/ n o - w a i t / x C . ) .  O u t r a s  s u g e s t õ e s  p a r a  p e s q u i s a s  f u t u r a s  s e  r e  
J - 

f e r e m  a  a s s o c i a ç ã o  d e  c u s t o s  w a s  t a r e f a s  ( F Q / n o - w a i t / x w  C j )  
j j 

e  a  c o n s i d e r a ç ã o  d e  d a t a s  d e  c h e g a d a s  r d i s t i n t a s  ( F Q / n o - w a i t ,  
j 

r./xC . )  e  d a t a s  p r e v i s t a s  p a r a  t é r m i n o  d  ( F Q / n o - w a i t / C T  . ) .  
. J  J j J 

No c a p y t u l o  V a p r e s e n t a - s e  r e s u l t a d o s  p a r a  o s  

p r o b l e m a s  F C / n o - w a i t / C m a x ,  FC/no-wai  t / x C  e  FC/no-wai  t / L P  Su 
j j '  - 

g e r e - s e  e s t u d o s  d o s  s e g u i n t e s  p r o b l e m a s :  FC/no-wai  t ,  r j /Cmax,  

No c a p T t u l o  V T  e s t u d a - s e  p r o b l e m a s  em s c h e d u  - 
l i n g  d o  t i p o  n o - w a i t  f l o w - s h o p  com c o l i s õ e s  o c o r r e n d o  a p e n a s  

n o s  p r o c e s s a d o r e s  e x t r e m o s ,  e s p e c i a l m e n t e  o p r o b l e m a  FE/no-wait/ . 



/C,,,,. S u g e r e - s e  o  e s t u d o  . . d o s  p r o b l e m a s  F E / n o - w a i t / ~ C  j e FE/ 

' No c a p l t u l o  V I 1  m o s t r a - s e  q u e  u m  a l g o r i t m o  d e  

compl e x i d a d e  OCnlogn)  p o d e  s e r  u t i l  i z a d o '  na  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e  - 
ma F 2 / e x t - n o - w a i t / C m a x .  S e r á  q u e  o  p r o b l e m a  F 2 I . e x t - n o - w a i t ,  r j /  

"max também p o d e  s e r  r e s o l v i d o  em t empo  p o l i n o m i a l ?  A i n d a  n e s  - 

t e  c a p ~ t u 1 . o  a p r e s e n t a - s e  r e s u l t a d o s  p a r a  o  p r o b l e m a  F l e x t - n o -  

-wa i  t , I { C k }  ( C L / C m a x .  S u g e r e - s e  e s t u d o s  com o u t r o s  c r i t é r i o s  

d e  o t i m i z a ç ã o ,  p o r  e x e m p l o ,  d o  p r o b l e m a  F / e x t - n o - w a i t ,  ( { C k }  ( 

Algumas  n o v a s  d i r e ç õ e s  i n t e r e s s a n t e s  d e  p e z  

q u i s a  em s c h e d u l i n g  s e  r e f e r e m  a a n á l i s e  d e  p r o b l e m a s  com mul - 

t i - c r i t e r i o s  d e  o t i m i z a ç ã o ,  a  a n á l i s e  d e  s e n s i b i l i d a d e ,  a  c o n  - 

s i d e r a ç ã o  d e  r e c u r s o s  e s c a s s o s  a d i c i o n a i s  e  a u t i l i z a ç a o  d o  e n  - 

f o q u e  e s t o c á s t i c o .  

- F i n a l i z a n d o ,  s u g e r e - s e  p e s q u i s a s  no s e n t i d o  

d e  s e  d e t e r m i n a r  a s  i n t e r f a c e s  e n t r e  a s  t e o r i a s  d e  S c h e d u l i n g ,  

E s t o q u e ,  F i l a s ,  P l a n e j a m e n t o  e  C o n t r o l e  d a  P r o d u ç ã o ,  v i s a n d o  

uma s 5 n t e s e  na t e o r i a  d a  P r o d u ç ã o .  
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