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. ii. 

R-ESUMO 

N e s t e  t r a b a l h o  a p r e s e n t a m o s  a l g u n s  t i p o s  d e  m a t r i  - 

z e s  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r e s .  P a r a  t a l  i n t r o d u z i m o s  a l g u m a s  n o  - 

v a s  d e f i n i ç õ e s  c o m o  a  g e n e r a l i z a ç ã o  d a  m a t r i z  p e r m u t a ç ã o ,  ma - 

t r i z  z e r o - e s p a ç o ,  m a t r i z  n u c l e a r  e  r e l a c i o n a m o s  com a  t e o r i a  d e  

h i p e r g r a f o s .  

T r a t a m o s  d o s  h i p e r g r a f o s  H com S [ H ) = Z ,  d a  s e c c i o  - 

n a b i l i d a d e ,  d e  h i p e r g r a f o s  n u c l e a r e s  e c a r a c t e r i z a m o s  p r o b l e m a s  

d e  m a t c h i n g  m a x i m a l  em h i p e r g r a f o s .  B a s e a n d o - n o s  n e s s a s  n o ç õ e s  

o b t i v e m a s n o v o s  r e s u l t a d o s  d e  h i p e r g r a f o s  u n i m o d u l a r e s .  

F i n a l m e n t e  p r o p o m o s  d o i s  m é t o d o s :  O m é t o d o  d o  

m a t c h i n g  e x p o n e n c i a l  e  o  m é t o d o  d o s  v e t o r e s  z e r o - e s p a ç o  u n i f o r  - 

mes, p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  um h i p e r g r a f o  m a x i m a l  u n i m o d u l a r  a  p a y  

t i r  d e  u m  h i p e r g r a f o  a r b i t r á r i o .  



. iii. 
ABSTRACT -- 

S o m e  t o t a l l y  u n i m o d u l a r  r n a t r i c e s  a r e  p r e s e n t e d e  

I n  o r d e r  t o  a c c o r n p l i s h  t h i s  we i n t r o d u c e  s o m e  new d e f i n i t i o n s  

s u c h  a s  t h e  g e n e r a l i z e d  p e r m u t a t i o n  m a t r i x ,  z e r o - ç p a c e  m a t r i x ,  

n u c l e a r  m a t r i x  a n d  we r e l a t e  t h e s e  c o n c e p t s  t o  t h e  h y p e r g r a p h  

t h e o r y .  

T h e  h y p e r g r a p h s  H w i t h  6 1 ~ 1 = 2 ,  t h e  ç e c t i o n a l  a n d  

t h e  n u c l e a r  h y p e r g r a p h s  a r e  a l s o  p r e s e n t e d ,  We a l s o  t r e a t  

p r o b l e m s  o f  r n a x i m a l  m a t c h i n g  i n  h y p e r g r a p h s .  B a s e d  o n  t h e s e  

c o n c e p t s ,  we w e r e  a b l e  t o  o b t a i n  new r e s u l t s  o f  u n i m o d u l a r  

h y p e r g r a p h s .  

A s  a  f i n a l  r e s u l t ,  we p r e s e n t  t w o  m e t h o d s :  t h e  

e x p o n e n t i a l  m a t c h i n g  m e t h o d  a n d  t h e  u n i f o r m  z e r o - ç p a c e - ' v e c t o r s  

m e t h o d s ,  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  a n  u n i m o d u l a r  r n a x i m a l  h y p e r g r a p h  

f r o m  a n  a r b i t r a r y  h g p e r g r a p h ,  
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O s  t r a b a l h o s  d e  B e r g e  1 '  I ,  C a m i o n  I 7  1 ,  Commoner  

1 '  1 ,  ~ h a n d r a s e k a r a n l  l "  1 ,  d e  W e r r a  1 " 1 ,  G h o u i l a - H o u r i  1 1 ,  H e l  - 

l e r  I lgl  , H o f f m a n  e  K r u s k a l  I 2 O  1 ,  P a d b e r g  I 2 ' I ,  T a m i r  1 2 7 1  e  

T r u e m p e r  1 2 8  1 m o s t r a r a m  a  u n i m o d u l a r i d a d e  d a  L O , 1  I - m a t r i z  A ,  n a  

b u s c a  d e  uma s o l u ç ã o  i n t e i r a  p a r a  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  1 - i 

n e a r  i n t e i r a .  A n a l o g a m e n t e  t r a t a r a m  d o  h i p e r g r a f o  u n i n o d u l a r ,  

O s  a u t o r e s  H o f f m a n  e  K r u s k a l  m o s t r a r a m  q u e  a  ma - 

t r i z  i n t e i r a  mxn A 6 t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  s e ,  e  s o m e n t e  s e , s e u  

p o l i t o p o  a s s o c i a d o  PCA,bI  [ b  é u m  m-ve to r :  i n t ' e i r o . ) p o s s u e  v é r t i c e s  

d e  c o m p o n e n t e s  i n t e i r a s .  Na d é c a d a  d e  7 0 ,  B e r g e  1 ' 1  e n t e n d e u  

a  t e o r i a  d e  m a t r i z e s  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r e s  p a r a  m a t r i z e s  b a  
.- 

l a n c e a d a s .  D e s t a  m a n e i r a  a s  m a d r i z e s  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r e s  

f i c a m  c o n t i d a s  n a s  m a t r i z e s  b a l a n c e a d a s .  A n a l o g a m e n t e ,  t o d o  h i  - 

p e r g r a f o  u n i r n o d u l a r  6 b a l a n c e a d o .  1 ' 1  e  1 1 .  
No p r e s e n t e  t r a b a l h o  t r a t a m o s  d e  a l g u n s  t i p o s  d e  

m a t r i z e s  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r e s .  

A p r e s e n t a m o s  n o v o s  r e s u l t a d o s  s o b r e  h i p e r g r a f o s  H 

com 3 [ ~ 1 = 2 .  

C a r a c t e r i z a m o s  o  m a t c h i n g  m a x i m a l  q u e  n o s  f o i  

Ú t i l  p a r a  o b t e r m o s  d o i s  n o v o s  t e o r e m a s  s o b r e  h i p e r g r a f o s  u n i m o  - 

d u l a r e s ,  q u e  j u l g a m o s  m u i t o  i m p o r t a n t e s  n o  p r e s e n t e  t r a b a l h o .  

U s a n d o  o s  r e s u l t a d o s  a n t e r i o r e s ,  a p r e s e n t a m o s  d o i s  

m é t o d o s  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  um h i p e r g r a f o  m a x i m a l  u n i r n o d u l a r ,  a  

p a r t i r  d e  u m  h i p e r g r a f o  d a d o .  E s t e s  m é t o d o s  p r o p o r c i o n a m  p a z  
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t i c i o n a m e n t o s  a d e q u a d o s  n a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a ,  um r e s u l t a d o  

q u e  j u l g a m o s  r e l e v a n t e  e  q u e  n ã o  e n c o n t r a m o s  n a  l i t e r a t u r a  e s p e  - 

c i a l i z a d a .  

No c a p i t u l o  I ,  a p r e s e n t a m o s  d e f i n i ç õ e s ,  n o t a ç õ e s  

e  r e s u l t a d o s  c o n h e c i d o s  q u e  s e r ã o  n e c e s s á r i o s  p a r a  o  d e s e n v o l  - 

v i m e n t o  d e s t e  t r a b a l h o .  

No C a p i t u l o  11, c o l o c a m o s  a l g u m a s  d e f i n i ç õ e s  q u e  

n o s  p o s s i b i l i t a r a m  o b t e r  a l g u n s  t i p o s  d e  m a t r i z e s  t o t a l m e n t e  - u 

n i m o d u l a r e s .  

I n t r o d u z i m o s  o  c o n c e i t o  d e  v e t o r  z e r o - e s p a ç o ,  q u e  

6 um 1 0 , I l - v e t o r  h - z e r o s  e  t - e s p a ç o s ,  o n d e  a s  h  p r i m e i r a s  com - 

p o n e n t e s  s ã o  z e r o s  e  ( h + l l - é s i m a  c o m p o n e n t e  6 d i f e r e n t e  d e  z e r o  

e  t i n d i c a  o  n 6 m e r o  máximo d e  z e r o s  q u e  h á  e n t r e  d u a s  c o m p o n e n  - 

t e s  c o n s e c u t i v a s  d i f e r e n t e s  d e  z e r o .  Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  u m  v e  - 

t o r  z e r o - e s p a ç o  é u m  v e t o r  q u e  t e m  s u a s  p r i m e i r a s  c o m p o n e n t e s  

i g u a i s  a  z e r o  e  m e n o s  e s p a l h a d a s ,  

D e s t a  m a n e i r a ,  c o n s e g u i m o s  n o s  m u n i r  d e  uma p r o  

p r i e d a d e  a d e q u a d a  e n t r e  a s  c o m p o n e n t e s  d e  u m  1 0 , l l - v e t o r .  

E s t u d a m o s  s o b r e  a s  m a t r i z e s  p a r t i c i o n á v e i s  e  k 4  

n u c l e a r e s .  Com r e s p e i t o  a  e s t a s  m a t r i z e s ,  a p r e s e n t a m o s  a l g u n s  

r e s u l t a d o s  i m p o r t a n t e s  q u e  o b t i v e m o s  e  q u e  n o s  p e r m i t e m  d i z e r  

s e  uma m a t r i z  k - n u c l e a r  é o u  n ã o  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

No c a p i t u l o  I V ,  b a s e a n d o - n o s  n o s  c o n c e i t o s  v i s  - 

t o s  n o  C a p í t u l o  111, i d e n t i f i c a m o s  o s  v e t o r e s - l i n h a  d a  m a t r i z  

d e  i n c i d ê n c i a  e  a s  a r e s t a s  d o  h i p e r g r a f o  a s s o c i a d o .  I s t o  n o s  

f o i  f u n d a m e n t a l m e n t e  v a l i o s o ,  a b r i n d o - n o s  p e r s p e c t i v a s  d e  t r a t a  - 

m e n t o  t e ó r i c o  e  e n c a m i n h a m e n t o  p r á t i c o  d a s  q u e s t õ e s  r e l a c i o n a  - 

d a s .  

O b t i v e m o s  n o v o s  r e s u l t a d o s  s o b r e  h i p e r g r a f o s  H 



' 3 .  

com 8 1 ~ ] = 2 .  A p a r t i r  d e s t e s  c o n s e g u i m o s  p r o v a r  q u e  t o d a  ( 0 , 1 1 -  

m a t r i z  t - e s p a ç o  u n i f o r m e  é t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

E s t a b e l e c e m o s  uma c o n d i ç ã o  q u e  d e v e  s e r  s a t i s f e i  - 

t a  p o r  g r a f o  r e p r e s e n t a t i v o  p a r a  q u e  o  h i p e r g r a f o  r e s p e c t i v o  

s e j a  u n i m o d u l a r .  

Em n o s s o  t r a b a l h o ,  a  n o ç ã o  d e  h i p e r g r a f o  k - n u c l e  - 

a r  é c o l o c a d a  como c o r r e s p o n d e n t e  2 m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  k- n u  - 

c l e a r .  Com r e s p e i t o  a  e s t e s  h i p e r g r a f o s  a p r e s e n t a m o s  a l g u n s  r e  - 

s u l t a d o s  i m p o r t a n t e s  q u e  o b t i v e m o s  e  q u e  n o s  p e r m i t e m  d i z e r  s e  

um h i p e r g r a f o  k - n u c l e a r  é ou n ã o  u n i m o d u l a r .  

O b t i v e m o s  uma n o v a  c a r a c t e r i z a ç ã o  d o  m a t c h i n g  ma - 

x i m a l .  A p a r t i r  d e s t e  r e s u l t a d o  c o n s e g u i m o s  d o i s  t e o r e m a s  s o  - 

b r e  h i p e r g r a f o s  u n i m o d u l a r e s .  

No c a p i t u l o  V ,  b a s e a n d o - n o s  n o s  r e s u l t a d o s  d o s  Ca - 

p í t u l o s  111 e  I U  e  i n t r o d u z i n d o  a  n o ç ã o  d e  m a t c h i n g  e x p o n e n c i a l ,  

p r o p o m o s  d o i s  m é t o d o s  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  u m  h i p e r g r a f o  m a x i m a l  

u n i m o d u l a r  a  p a r t i r  d e  u m  h i p e r g r a f o  d a d o ,  ou uma m a t r i z  P a f l  

c i a l  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  d a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  a s s o c i a d a  a o  

h i p e r g r a f o .  E s t e s  m é t o d o s  s ã o :  

i 1  O m é t o d o  d e  m a t c h i n g  e x p o n e n c i a l  e  

i i l  O m é t o d o  d o s  v e t o r e s  z e r o - e s p a ç o  u n i f o r m e s .  

Além d e  d e s c r e v e r m o s  e s t e s  m e t o d o s  a p r e s e n t a m o s  

s e u s  f l u x o g r a m a s  com o  p r o p 6 s i t o  d e  f a c i l i t a r  s e u s  e n t e n d i m e n  - 

t o s .  A p r e s e n t a m o s  t a m b é m  a l g u n s  e x e m p l o s  q u e  i l u s t r a m  o  U S O  

d e s t e s  m é t o d o s .  

No c a p i t u l o  V I ,  a p r e s e n t a m o s  o s  r e s u l t a d o s  o b t i  - 

d o s  n e s t e  t r a b a l h o  e  a l g u m a s  p o s s i v e i s  e x t e n s õ e s .  



N O T A C Õ E S .  D E F I N I C Õ E S  E RESULTADOS CONHECIDOS 

A s  d e f i n i ç õ e s  e  r e s u l t a d o s  c o n h e c i d o s  s o b r e  p r g  

b l e m a  d e  o t i m i z a ~ ã o ,  t e u r í a  d e  g r a f o s  e  h i p e r g r a f o s  p o d e m  s e r  

e n c o n t r a d o s  em 1 2 1 ,  1 ,  1 6 1 ,  I i U I ,  1181, 1 2 ' 1 ,  1 2 2 1 ,  1 2 6 1  e  

1 1 . 2  - PROBLEMA DE O T I M I Z A Ç Ã O  --- 

U m  p r o b l e m a  d e  o t i m i z a ç ã o  s o b r e  um e s p a ç o  E u c l i d e  - 

a n o  d e  d i m e n s ã o  f i n i t a  t e m  a  s e g u i n t e  e s t r u t u r a ,  

v l b l  = i n f  f [ X 1  [POI 

o n d e  a s  f u n ç õ e s  f  e  g  s ã o  f u n ç õ e s  r e a i s  a r b i t r á r i a s  e  P 6 u m  
i 

n 
s u b - c o n j u n t o  a r b i t r á r i o  d o  IR 

S e  t o d a s  a s  f u n ç õ e s  f ,  g i ,  i = 1 , 2 ,  . . . ,  m , f o r a m  ' l i  - 

n e a r e s ,  i s t o  é :  

e  P  6 o  c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  p a r a  a  c o l e ç ã o  f i n i t a  d e  d e s i g u a l d a  - 

d e s  d a  f o r m a ,  



o u  AX>b e  X > O ,  ( A  a  m a t r i z  d e  o r d e m  mxn q u e  t e m  p o r  v e t o r e s  

- l i n h a  A . = ( a  , a  . a  I ,  i = { 1 , 2 ,  ..., m )  e n t ã o  ~ P O ]  t o m a  a  
I. i i  i 2  i n  

s e g u i n t e  e s t r u t u r a .  

CPPLI Z = min  <C,X> 

E s t a  É a  e s t r u t u r a  d e  u m  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  

l i n e a r  I P P L I .  A f u n ç ã o  < C , X >  o u  C X  6 d e n o m i n a d a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  

e  A 6 c h a m a d a  m a t r i z  r e s t r i ç ã o .  Q u , a l q u e r  X t a l  q u e  v e r i f i c a  

AX>b e  X>O 6 c h a m a d o  uma s o l u ~ ã o  v i á v e l  d e  [ P P L ] .  O c o n j u n t o  d e  

s o l u ç ã o  v i á v e i s  d e  [ P P L ]  4 c h a m a d o  p o l i e d r o  a s s o c i a d o  a  [ P P L J .  

No [PPL] a c r e s c e n t a n d o  5 c o n d i ç ã o  d e  n ã o - n e g a t i v i  - 

d a d e  X>O, a  e x i g ê n c i a  d e  q u e  X s e j a  i n t e i r o ,  o b t e m o s  um c a s o  d e  

p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  i n t e i r a  [ P L I ] ,  1 2 3 (  

Z = m i n  - t X  

s . a .  

AX>b 

X > O e  i n t e i r o  

C o n s i d e r a n d o  n o  [PLI ] ,  o  v e t o r  c  u n i t á r i o  ( t o d a s  

s 
a s  c o m p o n e n t e s  d e  c  s ã o  1 I e  a  m a t r i z  A d e  e l e m e n t o s  i n t e i r o s  

- n ã o - n e g a t i v o s  a  s e m  q u a l q u e r  c o l u n a  n u l a ,  o b t e m o s  um c a s o  d e  PR 

u m  p r o b l e m a  d e  r e c o b r i m e n t o ,  1 ' 1 ,  i s t o  é ,  

z = m i n  C x i? RI 
s , a .  

AX>b, X E { O , ~ I " .  

No p r e s e n t e  t r a b a l h o  n o s  r e f e r e r i m o s  à m a t r i z  r e ç  - 
t r i ç ã o  d e  [ P R ] .  



Um p o n t o  e x t r e m o  ( o u  v é r t i c e 3  d e  u m  p o l i e d r o  P  é 

um e l e m e n t o  x  d e  P  o  q u a l  n ã o  p o d e  s e r  e s c r i t o  como A y + C I - X l z  . 
o n d e  h ~ ( 0 , I l  e  y ,Z-gx .  

O p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  [ P P L I  é c h a m a d o  

l i m i t a d o  s e  e x i s t e  uma c o n s t a n t e  k n ã o - n e g a t i v a  t a l  q u e  z l x i l  ,< k 
i 

p a r a  c a d a  s o l u ç ã o  v i á v e l  x .  

S e j a  S  q u a l q u e r  c o n j u n t o  d e  v e t o r e s .  Uma c o m b i n a  - 

ç ã o  l i n e a r c o n v e x a  d e  e l e m e n t o  d e  S  é q u a l q u e r  v e t o r  y t a l  q u e  

L 

= i E I  
Xiyi .  ~ n d e  I 6 u m  c o n j u n t o  d e  f n d i c e s ,  A i > O  p a r a  i E I, 

L 
h .  = 1 e  y i € S  p a r a  i E 1 .  

i i 

D e f i n i m o s  o  f e c h o  canve .xo  d e  S ,  d e n o t a d o  p o r  

c o n v . l S l ,  como c o n j u n t o  d e  t o d a s  a s  c o m b i n a ç õ e s  l i n e a r e s  c o n v e  - 

x a s  d o s  e l e m e n t o s  d e  S .  

Uma s o l u ç ã o  v i á v e l  d o  [ P P I ~  é q u a l q u e r  n - v e t o r  i n  - 

t e i r o  x  o  q u a l  é v i á v e l  p a r a  CPPLI .  

Q u a n d o  o  p o l i e d r o  P  

é l i m i t a d o ,  e n t ã o  o  c o n j u n t o  d e  s o l u ç Õ e s  v i á v e i s  d e  [ P L I I  é f i n i  - 

t o  e  d e f i n i m o s  o  p o l i e d r o  a s s o c i a d o  com o  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a  - 

ç ã o  l i n e a r  i n t e i r a ,  como f e c h o  c o n v e x o  d e  s u a s  s o l u ç Õ e s  v i á v e i s ,  

o u  s e j a  

P I A , b 3  = c o n v .  ( { x  E z n / A x > b ,  X > , O } I  

E m  a l g u n s  c a s o s  e s t e  p o l i e d r o  c o i n c i d e  com P I A , b l .  

S e  a  m a t r i z  r e s t r i ç ã o  A d e  CPPLl fo r  t o t a l m e n t e  u n i  - 

m o d u l a r ,  e n t ã o  é c o n h e c i d o  q u e ,  



1 1 . 3  - P A R T I C I D N A M E N T O  D A  M A T R I Z  R E S T R I Ç Ã O  

S e  A  a d m i t e  o  p a r t i c i o n a m e n t o  em l i n h a ,  i s t o  e ,  

D 
A  = [ 3 ,  com E t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r ,  e n t ã o  t e m o s  o  

E 
s e g u 5 n t e  

p r o b l e m a  d e  L a g r a n g e ,  1 l 2  1 ;  

S e n d o  E t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r ,  e n t ã o  e s t e  p r o b l e  - 

ma t o r n a - s e  u m  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  r e l a x a d o :  

No q u e  s e  r e f e r e  a d e t e r m i n a ç ã o  d o  v e t o r  m u l t i p l i  - 

c a d o r  Q, o b s e r v a m o s  q u e ,  em g e r a l ,  n ã o  é p o s s í v e l  g a r a n t i r  o  e n  - 

contra d e  u m  u  p a r a  o  q u a l  o c o r r a  

C o n t u d o ,  a  i g u a l d a d e  o c o r r e  p a r a  c e r t o s  p r o b l e  - 

mas p a r t i c u l a r e s .  

É e v i d e n t e  q u e  a  m e l h o r  e s c o l h a  d e  u  s e r i a  a  s o l u  - 

ç ã o  6 t i m a  o b t i d a  r e s o l v e n d o - s e  o  p r o b l e m a  d u a l .  

- 
Z =max.Z ( u l  = max. m i n [ c x t u ( D x - b  1 1  

D  u D 1 
E x > b ,  



E n t r e  a s  t é c n i c a s  u s a d a s  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  d e  [D] 

a p a r e c e m :  

1. O m ê t o d o  d e  s u b g r a d i e n t e ,  

2 .  V a r i a s  v e r s õ e s  d o  m é t o d o  s i m p l e x  i m p l e m e n t a d o ,  

u s a n d o  a  t é c n i c a  d e  g e r a ç a o  d e  c o l u n a s ,  e  

3 .  O m e t o d o  d e  a j u s t a m e n t o  d o s  m u l t i p l i c a d o r e s ,  

No c a s o  d e  p a r t i c i o n a m e n t o  d e  A n a  f o r m a  [ B , N l ,  

1 2 =  1 ,  com B m a t r 2 z  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r ,  s u p o n d o  q u e  6  é d e  o r -  

dem m e  n ã o  s i n g u l a r ,  e n t ã o  o  [ P L I ]  p o d e  s e r  c o l o c a d o  n a  s e g u i n -  

t e  f o r m a :  

- 1 
S .  a  

X~ 
= ~ - l b  - B N X N  

X 2 0  e  i n t e i r o  
B 

X 2 0  e  i n t e i r o  
N 

- 1 
S e n d o  C B B  u m  t e r m o  c o n s t a n t e  e  q u e  n ã o  i n f l u i  n o  

p r o b l e m a  d e  m i n i m i z a g ã o ;  d i z e r  q u e  X 6 i n t e i r o  é e q u i v a l e n t e  a  
6  

e s c r e v e r  

X B ~ ~ ( r n Ó d . l l  o u  ~ - ~ N ~ ~ - ~ ' ~ b [ m o d . l l  

P o r t a n t o ,  [l] é e q u i v a l e n t e  a o  p r o b l e m a  

max .  ( C , B * ~ N - C ~ I X  N 

X~ 
2 O e  i n t e i r o  

O b s e r v a ~ s e  q u e ,  s e  X s a t i s f a z  [ 2 J ,  i s t o  i m p l i c a  
N 

n a  i n t e g r i d a d e  d e  X q u e  v e r i f i c a  [l] e  r e c i p r o c a m e n t e .  L o g o ,  p g  
6  

d e m o s  t e r  a  s o l u ç ã o  d e  [l] p e l a  r e s o l u ç ã o  d e  [ 3 ] .  



A d m i t i n d o - s e  B d a  s o l u ç ã o  d u a l  v i i v e l ,  i s t ~  6 ,  

- 1 
a b a n d o n a n d o  a  n ã o - n e g a t i v i d a d e  d e  X o b s e r v a n d o  q u e  B  

B 
NXN é e q u i  - 

- 

n  
v a l e n t e  a  C a . x  o n d e  a 6 a j - é s i m a  c o l u n a  da  B-'N e  x .  

j = 1  J ~ ( j l  j J ( j  

6 a  j - é s i m a  ( 1 Q j G n )  v a r i á v e l  n ã o - b á s i c a  e  d e n o t a n d o  B - l b  p  e  1 o  

v e t o r  c o l u n a  a , e n t ã o  [3] e e q u i v a l e n t e  ao  s e g u i n t e  p r o b l e m a  d e  
O - 

n o m i n a d o  p r o b l e m a  d e  g r u p o :  

m a x .  C E x  
j = 1  j J ( j 1  

' J ( j 1  
3 O e  i n t e i r o ,  j = 1 ,2 , .  . . ,n  

o n d e  E . 2 0  e  c a d a  v e t o r - c o l u n a  a . ( j = 1 , 2 , .  . . , n 1  v e r i f i c a  0 ~ ã . á e  
J J J 

( o n d e  e t  = ( 1 , 1 . . . . , 1 1 ) .  

E n t r e  o s  a l g o r i t m o s  e x i s t e n t e s  p a r a  a  r e s o l u ç ~ o  do  

p r o b l e m a  de  g r u p o  a p a r e c e m  o s  a l g o r i t m o s  d e  p r o g r a m a ç ã o  d i n z m i c a  

e  o  a l g o r i t m o  de  e n u m e r a ç ã o  d e  S h a p i r o .  

1 1 . 4  - TEORIA DE GRAFOS E  HIPERGRAFOS 

Um g r a f o  G è um p a r  [Y,U)  o n d e  o s  e l e m e n t o s  d o  c o n  

j u n t o  Y = ( y 1 J Y 2 . m = ~ J y  1 s ã o  chamados  v é r t i c e s  e  o s  e l e m e n t o s  de 
n  

UGYxY s ã o  d e n o m i n a d o s  a r c o s .  

Um a r c o  q u e  t e m  p o r  p o n t o s  e x t r e m o s  o s  v é r t i c e s  x  

e  y ,  s e  d e n o t a  [ x , y I  o u  u = [ x , y ) .  

Se e x i s t e  I x , x )  e n t ã o  o  a r c o  s e  d e n o m i n a  l a ç o .  

Um g r a f o  I; é s i m p l e s  se não possu i  l aços  e  n o  máx imo 



um a r c o  l i g a n d o  d o i ' s  v e r t i c e s  q u a i s q u e r .  

Um g r a f o  G = ( Y . U I  6 c o m p l e t o  s e  m G ~ x . y 1 2 1 , ( m G ( x , y 1  

d e n o t a  o  n ú m e r o  de  a r c o s  q u e  l i g a m  x  e  y l p a r a  t o d o  x ,  y E Y t a l  

q u e  x  # y .  

Os v é r t i c e s  x  e  y  s ã o  a d j a c e n t e s  s e  e x i s t e  um a r c o  

q u e  t e m  como p o n t o s  e x t r e m o s  x  e  y .  

Uma c a d e i a  de  c o m p r i m e n t o  q  > 0, 6 uma s e q u ê n c i a  

u  = ( u 1 , u 2 , . . . , u  1 de a r c o s  d e  g r a f o s  G = ( Y , U I ,  t a l  q u e  p a r a  c a  
q  - 

da  a r c o  u  = ( x , y 1  da s e q u ê n c i a  e x i s t e m  a r c o s  u  e  u d i s t i n t o s  n a  
i j k 

s e q u ê n c i a  da f o r m a  

O n u m e r o  d e  a r c o s  q u e  a p a r e c e m  n a  c a d e i a  é o  com - 

p r i m e n t o  d a  c a d e i a .  

Uma c a d e i a  é e l e m e n t a r  s e  n ã o  e n c o n t r a r  o  mesmo 

v é r t i c e  d u a s  v e z e s .  Uma c a d e i a  é s i m p l e s  s e  n ã o  u s a  o  mesmo a r c o  

d u a s  v e z e s .  

Um c i c l o  6 uma c a d e i a  o n d e  um a r c o  n ã o  a p a r e c e  duas 

v e z e s  e  o s  v é r t i c e s  e x t r e m o s  da  s e q u ê n c i a  s ã o  o  mesmo v é r t i c e .  

Um g r a f o  G = [ Y , U I  6 b i p a r t i d o  s e  e x i s t e  uma p a r t i ç ã o  

(Y  .Y21  d e  Y t a l  q u e  o s  v é r t i c e s  q u e  compõem c a d a  c o n j u n t o  n ã o  
1 

s ã o  a d j a c e n t e s .  

Um g r a f o  G 6 b i p a r t i d o  s e  e  s o m e n t e  s e  G n ã o  p o s  

s u i  c i c l o s  d e  c o m p r i m e n t o  i m p a r .  

Um s u b - c o n j u n t o  C d e  Y n o  g r a f o  s i m p l e s  G= (Y ,U I  é 

um c l i q u e  s e  c a d a  p a r  d e  v é r t i c e  d i s t i n t o s  f o r  a d j a c e n t e s  em C .  

Um h i p e r g r a f o  H é um p a r  (X ,  E 1, o n d e  X 6 um c o n  - 



j u n t o  a r b i t r á r i o  e E i uma f a m i l i a  d e  p a r t e s  d e  X t a l  

c o r r e s p o n d e  o  h i p e , r g r a f o  d u a l  H * = [ { e l J e  2 , . . . e m ~ J ~ X 1 , X 2 J . . . J X n l l  

o n d e  o s  v é r t i c e s  e l . e  2 J . . . . e  d e  H * ,  c o r r e s p o n d e m  r e s p e c t i v a m e n -  m 

t e  a s  a r e s t a s  E1 .E  2 , . . . , E m  d e  H e  a s  a r e s t a s  X 1 , X 2 J . . . . X  d e  H *  
n  

c o r r e s p o n d e m  r e s p e c t i v a m e n t e  a o s  v ê r t i c e s  x 1 , ~ 2 , . .  . , X  d e  H. a s  
n  - 

s i m  d e f i n i d o s  

X = { e . / i b m .  x . & E i }  p a r a  j = l . Z . . . . . n  
j 1 J 

D e f i n i m o s  o  r a n k  d e  W (WSXl como 

S e  W = X ,  e n t ã o  o  r a n k  d e  W 6 c h a m a d o  o  r a n k  d e  H ,  

i s t o  é , :  

r a n k C X 1  = r a n k ( H 1  = max [ E I  
EE E 

Dado  o  h i p e r g r a f o  H = ( X ,  E 1 e  o s  s u b c o n j u n t o s  A G X  e  

F  G 5 ,  e n t ã o  o s  h i p e r g r a f o s :  

H~ = ( A .  ,EA], o n d e  € A = ( E n A / E & E  , EnA# @ I  e  

H F  = ( X F J  F l ,  o n d e  X = U F s ã o  d e n o m i n a d o s ,  r e s  
FE F 

- 

p e c t i v a m e n t e  f o r  s u b h i p e r g r a f o  g e r a d o  p o r  A e  h i p e r g r a f o  p a r c i a l  

g e r a d o  p e l a  s u b f a m i l i a  F  d e  E . 

Uma c a d e i a  n o  h i p e r g r a f o  H = ( X , F l  6 uma s e q u ê n c i a  

C = ( x  l l E l J x 2 J .  . . ,  x  , E  , x  I t a l  q u e :  
=! q  q q + l  

i )  x l J x 2 , . . . ,  x s ã o  v é r t i c e s  d i s t i n t o s  d e  H .  
=I 



i i )  E I , E ~ ,  . . . ,  E  s ã 0  a s  a r e s t a s  d i s t i n t a s  d e  H .  
4  

i i i l  x k , x  & E k  p a r a  k = 1 , 2 , .  . . , q .  
k + l  

S e  q > l  e  x  = x l .  C é um c i c l o  e  o  i n t e i r o  q  6 
q  + 1 q  

i m p a r  o u  p a r ,  e n t ã o  C é u m  c i c l o  f m p a r  o u  p a r .  
'=! 

U m  s u b c o n j u n t o  n ã o  v a z i o  M d e  a r e s t a s  d o  h i p e r g r a  - 

f o  H = ( x , E I  É u m  m a t c h i n g  s e  p a r a  t o d o  p a r  ( E , F l  d e  MxM, EZF, 

i m p l i c a  q u e  Ef lF=$.  

O m a t c h i n g  M é m a x i m a 1 , s e  M n ã o  f o r  c ' o n j u n t o  p r g  

p r i o  d e  o u t r o  m a t c h i n g .  

C o n s i d e r e m o s  o  h i p e r g r a f o  H = ( x , ~ )  d e  a r e s t a s  d i s  

t i n t a s  e  M um m a t c h i n g .  D e n o t e m o s  L = E - M = { F ~ . F ~ ,  . . . .  F q } .  

Uma s e q u ê n c i a  a l t e r n a d a  r e l a t i v a  a o  m a t c h i n g  M ,  

P  
d e n o t a d a  p o r  o é a  s e q ü ê n c i a  

M 

P  o = (  F i . E i  , . . . ,  F p , E p l  d e  a r e s t a s  d i s t i n t a s  e  t a i s  
M 

q u e :  

i i l  E i & M - { ~ l . E i , .  . . , E  1 e  E i n (  U F . I # $  
i -1 j,<i  J 

P  
Uma s e q ü ê n c i a  o é m á x i m a 1  s e  n ã o  h o u v e r  m a i s  a  

M - 
P 

r e s t a s  q u e  p o s s a m  s e r  a d i c i o n a d a s  a  o s e m  v i o l a r  a s  p r o p r i e d a  
M - 

d e s  i i l  - i i i l .  

P 
A s e q u ê n c i a  a l t e r n a d a  o É d e  c o m p r i m e n t o  I m p a r  

M 

o u  p a r  s e  o  i n t e i r o  p o s i t i v o  p  f o r  i m p a r  ou p a r .  



U m  m a t c h i n g  M d o  h i p e r g r a f o  H é m a x i m a l  s e  e  s o m e n  - 

t e  s e  n ã o  e x i s t i r  uma s e q u ê n c i a  a l t e r n a d a  m a x i m a l  r e l a t i v a  a  M 

d e  c o m p r i m e n t o  i m p a r  

U m  s u b c o n j u n t o  n ã o  v a z i o  W d e  X ( H = ( X ,  €1 é e s t á  - 

v e l  d e  H s e ,  n ã o  c o n t d m  n e n h u m a  a r e s t a  E com IEl>l. 

Uma q - c o l a b o r a ç a o  d e  H 6 uma p a r t i ç ã o  d e  X em q  con -- 

j u n t o s  e s t á v e i s ;  

t a l  q u e  c a d a  S i = l J 2 q  s o m e n t e  c o r r e s p o n d e  a  uma c Ô r .  
i '  

S e  H p o s s u i r  uma q - c o l o r a ç ã o  e n t ã o  H é q - c o l o r á v e l .  

O n ú m e r o  c r o m á t i c o ,  d e n o t a d o  p o r  x ( H 1 ,  d e  H é o  me - 
n o r  i n t e i r o  p o s i t i v o  q  t a l  q u e  H 6 q - c o l o r a v e l .  

Uma q - c o l o r a ç ã o  ( S 1 , S  2 J . . . ,  S I d o  h i p e r g r a f o  H = 
9 

= ( x ,  E I .  E =  E i i 1  = { l J 2 , . . . , m I  6 e q u i t a t i v a  s e  p a r a  c a d a  

i & I  e  p a r a  c a d a  j , k < q  s e  v e r i f i c a  

U m  h i p e r g r a f o  H = ( X , € 3  6 u n i m o d u l a r  s e  p a r a  c a d a  

5 6  X ,  O s u b h i p e r g r a f o  H S  a d m i t i r  uma b i c o l o r a ç ~ o  e q u i t a t i v a .  

U m  h i p e r g r a f o  H = ( X ,  E 1  é d i t o  b a l a n c e a d o  s e  c a d a  

C c i c l o  f m p a r  p o s s u i r  uma a r e s t a  E  t a l  q u e  c o n t e n h a  p e l o  m e n o s  
9  

trGs v é r t i c e s  d e  C . 
4  

Uma ( 0 , l l - m a t r i z  A s e  d i z  b a l a n c e a d a  s e  A f o r  a  ma - 

t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  d e  u m  h i p e r g r a f o  b a l a n c e a d o ,  o u  a q u i v a l e n t e  - 

m e n t e ,  s e  A n ã o  c o n t i v e r  n e n h u m a  s u b m a t r i z  q u a d r a d a  d e  o r d e m  i m  - 

p a r  t a l  q u e  a  s o m a  d o s  e l e m e n t o s  d a  l i n h a [ c o l u n a l  s e j a  i g u a l  a  d o i s .  



U m  h i p e r g r a f o  u n i m o d u l a r -  é b a l a n c e a d o .  

S e  um h i p e r g r a f o  H n ã o  p o s s u i  c i c l o s  í m p a r e s ,  e n  - 

t ã o  H e u n i m o d u l a r .  

U m  h i p e r g r a f o  H é u n i m o d u l a r  s e ,  e s o m e n t e  s e , s u a  

m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  f o r  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

U m  h i p e r g r a f o  H = C X , G I  p o s s u i  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  

t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  s e ,  e  s o m e n t e  s e ,  c a d a  s u b h i p e r g r a f o  H ç ,  

SSX,  p o s s u i r  uma b i c o l o r a ç ã o  ( A o , A i I  t a l  q u e :  

p a r a  c a d a  a r e s t a  E d e  H s ' 

b a  l h o  

a 

a+ 

R 

IR 

X E A  

ASB 

AcB 

AUB 

AXB 

A d o t a r e m o s  a s  s e g u i n t e s  n o t a ç õ e s  n o  p r e s e n t e  t r a  - 

C o n j u n t o  d e  n ú m e r o s  i n t e i r o s  

C o n j u n t o  d e  n ú m e r o s  i n t e i r o s  n ã o  n e g a t i v o s  

C o n j u n t o  d e  n ú m e r o s  r e a i s  

O e s p a ç o  E u c l i d e a n o  n - d i r n e n s i o n a l  

x  é e l e m e n t o  o u  m e m b r o  d e  A 

A é um s u b c o n j u n t o  d o  c o n j u n t o  B  

A é u m  s u b c o n j u n t o  p r ó p r i o  d o  c o n j u n t o  B  

U n i ã o  d o s  c o n j u n t o s  A e  B  

I n t e r s e ç ã o  d o s  c o n j u n t o s  A e B 

P r o d u t o  c a r t e s i a n o  d o s  c o n j u n t o s  A e B  

C o n j u n t o  v a z i o  

C a r d i n a l i d a d e  d a  c o n j u n t o  A 



( A I . A 2 , .  . . , A m )  F a m í l i a  d e  m a t r i z e s  p a r c i a i s - l i n h a  

r: 
I A ~ , A  2, ..., A I F a m í l i a  d e  m a t r i z e s  p a r c i a i s - c o l u n a  

d e t  C A I  D e t e r m i n a n t e  d a  m a t r i z  A 

A í M )  M a t r i z  c o m p l e m e n t a r  d a  s u b m a t r i z  c o r t a d a  ( o u  p a r  

c i a l l  M d a  m a t r i z  A 

S u b m a t r i z  c o m p l e m e n t a r  d a  s u b m a t r i z  c o r t a d a  ( o u  

M a t r i z  g e r a d a  p e l a  s u b m a t r i z  c o r t a d a  [ o u  p a r c i a l 1  

v e r t i c a l  M ,  i s t o  é ,  a  m a t r i z  p a r c i a l - l i n h a  q u e  

t e m  o  mesmo n ú m e r o  d e  l i n h a s  q u e  M 

Ipw 
M a t r i z  p e r m u t a ç ã o  g e n e r a l i z a d a  s o b r e  W 

N ( A 1  . N ú c l e o  d a  m a t r i z  A 

X ~ Y  O v e t o r  y d o m i n a  v e t o r  x 

v í i l  O v e t o r  V E  IRn sem s u a  i - é s i m a  c o m p o n e n t e  x  
i 

3 E x i s t e  u m  e l e m e n t o  x  

[r] [ [ r ]  I M e n o r  i n t e i r o  >r  ( M a i o r  i n t e i r o  Ç r1 

G =  [ Y .  U )  G r a f o  G com c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  Y e  a r e s t a s  U 

H = I X , G I  H i p e r g r a f o  H com c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  X e  a r e s t a s  6 

$:Y + X M a p e a r n e n t o ,  i s t o  é, a p l i c a ç ã o  ponto  a  c o n j u n t o  

I x I = ~ ( H I  O n ú m e r o  d e  v é r t i c e s  d o  h i p e r g r a f o  H 

I 6 l = m [ ~ I  O n ú m e r o  d e  a r e s t a s  d o  h i p e r g r a f o  H 

6 H ( S I  G r a u  d o  c o n j u n t o  S ( S c X 1  no  h i p e r g r a f o  H = ( X ,  E I 

G s C o n j u n t o  G r a u  d e  S .  

E h t  ou E ( h ; t l  O ( 0 , l  I - v e t o r  E h - z e r &  e  t - e s p a p o  

I E h t  1 Norma d o  v e t o r  h - z e r o  e  t - e s p a ç o  ou c ~ r d i n a l i d a d e  

d a  a r e s t a  E d o .  h i p e r g r a f o  H .  
h  t 

G - ( E i l i E J  C o n j u n t o  d e  a r e s t a s  d e  H o b t i d o  p e l a  r e m o ç ã o  d a  

f a m í l i a  I E i I i E J  d e  a r e s t a s  



MATRIZES TOTALMENTE UNIMODULARES 

N e s t e  c a p i t u l o  a p r e s e n t a m o s  a l g u n s  r e s u l t a d o s  s o  - 

b r e  t i p o s  d e  m a t r i z e s  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r e s .  P a r a  c o n s e g u i r  e s  - 

t e s  r e s u l t a d o s ,  i n t r o d u z i m o s  n o ç õ e s  d e  m a t r i z  p a r c i a l ,  m a t r i z  

p e r m u t a ç ã o  g e n e r a l i z a d a ,  q u e  6 uma e x t e n s ã o  d a  d e f i n i ç ã o  c l á s s i  

c a  da m a t r i z  p e r m u t a ç ã o ,  v e t o r  z e r o - e s p a ç o  e  e s t e n d e m o s  e s t a  no - 

ç ã o  p a r a  m a t r i z  z e r o - e s p a ç o .  A i d 6 i a  d e  v e t o r  z e r o - e s p a ç o  n o s  per  - 

m i t i r á  a  e s c o l h a  d e  u m  v e t o r  e n t r e  o u t r o s ,  d e  m a n e i r a  q u e  o  v e t o r  

e s c o l h i d o  a p r e s e n t e  uma e s t r u t u r a  e s p e c i f i c a  e n t r e  s u a s  componen - 

t e s ,  d i f e r e n t e m e n t e  d o s  o u t r o s  v e t o r e s .  

D e s e n v o l v e m o s  o  p a r t i c i o n a m e n t o  d e  uma m a t r i z . 0 b  - 

t e m o s  c o n d i ç õ e s  p a r a  q u e  a s  m a t r i z e s  p d o m i n a d a  e  K - n u c l e a r  sejam 

t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r e s .  

1 1 1 . 2  - M A T R I Z  PARCIAL. 

S e j a  A = ( a  I uma m a t r i z  d e  o rdem mxn. 
i j 

Uma s u b m a t r i z  P=Cp I d e  A é chamada  p a r c i a l  c o r  
i j  - 

t a d a  ( o u  p a r c i a l - l i n h a  ou p a r c i a l - c o l u n a )  s e  P f o r  d e  o r d e m  r x s  

+ 
( O U  rXn ou m X s 1  p a r a  o s  i n t e i r o s  r ,  s  E Z t a i s  q u e  l < r < m  e  



~ l u s t r a ~ ã o .  - C o n s i d e r e m o s  a  m a t r i z  

e n t ã o  a  s u b m a t r i z :  

l a21  ' 2 2  ' 2 3 1  
i l  B = é p a r c i a l  c o r t a d a  h o r i z o n t a l  

i i l  é p a r c i a l - l i n h a  

i i i l  D = é p a r c i a l - c o l u n a  

S e j a  U = [ u  I a  m a t r i z  u n i v e r s a l  d e  o rdem m x n , i s t o  
i j 

6, U i j  =I p a r a  t o d o  i = 1 , 2 , .  . . , m  e  p a r a  t o d o  j = 1 , 2 , .  . . , n .  

Uma m a t r i z  A é u n i v e r s a l i z a d a  em l inha  (ou em c o l u  - 

n a ]  s e  A t e m  uma m a t r i z  p a r c i a l L l i n h a  ( o u  p a r c i a l - c o l u n a l u n i v e r  - 

s a l .  

D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 2 . 2 :  

Uma m a t r i z  i n t e i r a  q u a d r a d a  não  s i n g u l a r  é unimo 

d u l a r  s e  s e u  d e t e r m i n a n t e  v a l e  1 ou - 1 .  

I l u s t r a ç ã o .  - A m a t r i z  

A = [: i:] 



. 1 8 .  

6 u n i m o d u l a r ,  p o i s  d e t ( A ] = - 1  

D e f i n i ç ã o  111.2.3: 
- 

Uma m a t r i z  i n t e i r a  é t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  s e  c a  - 

d a  s u b - m a t r i z  q u a d r a d a  n ã o  s i n g u l a r  f o g  u n i m o d u l a r .  

A p r e s e n t a m o s  uma c a r a c t e r i z a ç ã o  da  m a t r i z  t o t a l  - 

m e n t e  u n i m o d u l a r ,  q u e  -j á  e x i s t e  na l i t e r a t u r a ,  no s e g u i n t e  

Lema 111.2.1: Uma m a t r i z  i n t e i r a  é t o t a l m e n t e  unimodu - 

l a r  s e  e  s o m e n t e  s e  c a d a  s u b m a t r i z  q u e  

d r a d a  p o s s u i  d e t e r m i n a n t e  z e r o  ou I 1 .  

A m a t r i z  A = ( A  I d e  o r d e m  m x n  o n d e  a  = O  ou Ill 
i j  i j  

p a r a  t o d o  i = 1 , 2 ,  . . . , m  e  j = l , 2 . ,  n ,  6 chamada  ( O , + l  ] - m a t r i z ,  1 2 5 1 .  
Lema 111.2.2: Toda m a t r i z  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  é uma 

( 0 , I I l  m a t r i z .  

Dem. 

S e j a  A =  ( a  1 uma m a t r i z  t o t a l m e n t e  unimo 
i j  - 

d u l a r .  

Suponhamos  q u e  e x i s t a  um e l e m e n t o  a  d e  A 
t s  t a l  

q u e  s e j a  d i f e c e n t e  d e  z e r o  e  d e  + I ,  e n t ã o  a  s u b m a t r i z  q u a d r a d a  

( o r d e m  1 l . n ã o - s i n g u l a r  I a  1' n ã o  é u n i m o d u l a r ,  o  q u e  c o n t r à d i z  
t s  

a o  l ema  11.2.1. 

P o r t a n t o ,  t o d o  e l e m e n t o  d e  A é z e r o  ou I 1 .  

A r e . c i p r 0 c . a  do lema 111.2.2 n ã o  é v e r d a d e i r a ,  o  

que  i l u s t r a  a  m a t r i z  

q u e  6 uma ( O , + ] - m a t r i z ,  no e n t a n t o  s e u  d e t e r m i n a n t e  v a l e  - 2 .  



P r o p o s i q ã o  1 1 1 . 2 . 1  - S e j a  A uma [ O , l l - m a t r i z  d e  

o r d e m  mxn. 

T o d a  s u b m a t r i z  p a r c i a l - l i n h a  d e  A é t o t a l m e n t e  = 

u n i m o d u l a r  s e ,  f o r  d e  o r d e m  h x n  p a r a  l á h G 2 .  

Dem. 

C o n s i d e r e m o s  M uma m a t r i z  p a r c i a l - l i n h a  d e  o r d e m  

h x n ,  l < h á 2  d e  A e  p r o v e m o s  q u e  M é t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

S u p o n h a m o s  q u e  M p o s s u i a  uma s u b m a t r i z  q u a d r a d a  

n ã o  s i n g u l a r  B d e  o r d e m  2 ,  c u j o  d e t e r m i n a n t e  s e j a  d i f e r e n t e  d e  

il, i s t o  6 ,  

d e  o n d e  s e u  d e t e r m i n a n t e  vem a  s e r  a  e x p r e s s ã o  

Mas ,  é i m p o s s i v e l  q u e  s e u  v a l o r  s e j a  d i f e r e n t e  d e  

I l ,  p o i s  o s  e l e m e n t o s  a  , a  , a  e a  s ã o  a p e n a s  z e r o  o u  um. 
i j  i s  t j  t s  

P r o p o s i ç ã o  1 1 1 . 2 . 2  - T o d a  [ O , l l - m a t r i z  W=[w l  de  
i j 

o r d e m  3 x n  é t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  s e  e x i s t e  i o ~ { l , 2 , 3 }  t a l  q u e  

w = P  p a r a  t o d o  j = 1 , 2  ,... , n  
i . j  

Dem. 

S e j a  B uma s u b m a t r i z  q u a d r a d a  d e  W d e  o r d e m  3 .  

Sem p e r d a  d a  g e n e r a l i d a d e s ,  s u p o n h a m o s  q u e  a  p r i  - 
s 

m e i r a  l i n h a  d e  W s e j a  f o r m a d a  p e l o s  e m e n t o s  1 , v i s t o  q u e  i s t o  

i m p l i c a r i a  a p e n a s  numa m u d a n ç a  d o  s i n a l ,  n o  d e t e r m i n a n t e  d e  B .  

A s s i m ,  o  d e t  B vem a  s e r .  



d e  o n d e .  u s a n d o  a s  p r o p r i e d a d e s  d e  d e t e r m i n a n t e s , p o d e m o s  e ç c r e  - 

v e r .  

S a b e - s e  q u e  c a d a  d e t e r m i n a n t e  p a r c e l a ,  t e m  v a l o r  

z e r o  ou + I ;  p o r t a n t o ,  p a r a  p r o v a r n o s  q u e  d e t l B l = O  o u  *I, n o s  

b a s t a r á  d e m o n s t r a r  q u e  n ã o  o c o r r e  n e n h u m  d o s  c a s o s  c o n s i d e r a d o s  

a b a i x o :  

C a s o  1 :  C a d a  d e t e r m i n a n t e  p a r c e l a  1 o u  -1.  

B a s t a  c o n s i d e r a r m o s  o  c a s o  em q u e  c a d a  d e t e r m i n a n  - 

t e  p a r c e l a  v a l e  1, p o i s  o u t r a  h i p ó t e s e  s e  r e d u z  a  e s t a  c o n  - 

s i d e r a ç ã o ,  a p e n a s  p e l a  p e r m u t a ç ã o  d e  l i n h a s  o u  c o l u n a s ;  

C a s o  2 :  D o i s  d o s  t r ê s  d e t e r m i n a n t e s  p a r c e l a  têm 

v a l o r  1 ou - 1 .  

A n a l o g a m e n t e ,  b a s t a - n o s  c o n s i d e r a r  q u e  o s  d o i s  

p r i m e i r o s  d e t e r m i n a n t e s  p a r c e l a s  v a l e m  1  e  o Ú l t i m o  d e t e r m i n a n  - 

t e  t e m  v a l o r  z e r o ,  v i s t o  q u e  i s t o  i m p l i c a r i a  a p e n a s  n a  p o s i ç ã o  

d o s  d e t e r m i n a n t e s  p a r c e l a .  

C a s o  1 :  S u p o n h a m o s  q u e  t e m o s  

d e  o n d e  t e m o s  q u e :  



1  i m p l i c a  q u e  ( w i h = w t S = l  1 e  ( w t k  O U  w i s é z e r o )  

[ I  1 

1 i m p l i c a  q u e  ( w i S = w  = I  1 e  (wtS  O U  w é zero1[21 
t j i j  

1 i m p l i c a  q u e  ( w i k = w t k  = I  1 e  ( w t k  O U  w é z e r o )  [31 i k  

d a í  u s a n d o  1 2 1  com C11 r e s u l t a  q u e  w t k = O  e p o r  [ 3 1  t e m - s e  q u e  

w t k = l  o  q u e  6 a b s u r d o .  P o r t a n t o ,  n ã o  o c o r r e  o  c a s o  1 .  

A g o r a  p r o v e m o s  q u e  t a m b e m  n ã o  o c o r r e  o  c a s o  2 

S u p o n h a m o s  q u e  o c o r r a  o  c a s o  2 ,  i s t o  6 :  

d e  o n d e  t e m o s  q u e  

i m p l i c a  q u e  ( w i k = w  = I )  e  ( w t k  ou w é z e r o )  t s  i s  

i m p l i c a  q u e  [wiS=w = I )  e  ( w t S  O U w 6 z e r o )  
t j i j 

i m p l i c a  a s  s e g u i n t e  m a t r i z e s  



~ ã o  p r e c i s a m  s e r  c o n s i d e r a d a s  a s  m a t r i z e s  

I I I I 
C51 i m p l i c a  w =I c o n t r a d i z e n d o  1 ou 1 ou  [ 6 1 V 1  o u  

t j 
I1 111 

L41 i m p l i c a  w = I  c o n t r a d i z e n d o  [ 6  ] ou [ 6  1 .  i k  

C o n c l u í m o s  a s s i m  a  d e m o n s t r a ç ã o  d e  n o s s a  p r o p o s i  - 
- 

ç a o .  

O b s e r v a m o s  n a  p r o p o s i ç ã o  1 1 1 . 2 . 2  q u e  em v e z  d e  

c o n s i d e r a r m o s  w = I  p a r a  t o d o  j = 1 , 2 ,  . . . ,  n p o d e m o s  t e r  c o n s i d e  
&j  - 

r a d o  w = O  p a r a  t o d o  j = 1 , 2 ,  . . . ,  n ;  e n t ã o  t e r e m o s  f o r m u l a d o  uma 
k j  

p r o p o s i ç ã o  1 1 1 . 2 . 2 :  t o r n a n d o - s e  s u a  p r o v a  Ó b v i a ,  e m b o r a  n ã o  t e  - 

n h a  i m p o r t â n c i a  p a r a  o s  p r o b l e m a s  d e  p r o g r a m a ç ã o  i n t e i r a .  

~ a r n b e m  o b s e r v a m o s  q u e  a  r e c í p r o c a  d a  p r o p o s i ç ã o  IL 

2 . 2  n ã o .  6 v e r d a d e i r a  c o n f o r m e  o  e x e m p l o  a b a i x o .  

S e j a  a  m a t r i z  

q u e  é uma m a t r i z  o n d e  nenhuma d e  s u a s  l i n h a s  é f o r m a d a  a p e n a s  

s 
d e  1  e  no e n t a n t o  e l a .  6 t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

P r o p o s i ç ã o  1 1 1 . 2 . 3  - Uma m a t r i z  3 x 3  t a l  q u e  s e u  

t r a ç o  p r i n c i p a l  e  s e u  t r a ç o  s e c u n d á r i o  s e j a m  a m b o s  i g u a i s  a  3 

o u  a m b o s  i g u a i s  a  z e r o ,  t e r á  s e u  d e t e r m i n a n t e  i g u a l  a  z e r o  o u k l  



Dem. 

S e j a  a  m a t r i z  B d e  ordem 3 ,  i s t o  é .  

Se a  i s + a h j + a k t  = 3  = a  +a  + a  e n t ã o  o  d e t ( B I  = ( a  
ks  h j  i t '  k j - . a  I *  

i j  

( a  - a  I d e  onde  de tCBI  = z e r o  ou I 1 .  h s  h t  

Agora .  s e  a  + a  + a k t = O = a t s + a h j + a  
i s  h j  i t '  e n t ã o  d e t l B 1  = O 

1 1 1 . 3  - M A T R I Z  P E R M U T A Ç Ã O  G E N E R A L I Z A D A  

N e s t a  s e ç ã o  g e n e r a l i z a m o s  a  m a t r i z  p e r m u t a ç ã o  c l á s  - 

s i c a ,  e  na p r o p o s i ç ã o  q u e  s e  s e g u e ,  damos uma c o n d i ç ã o  p a r a  q u e  

uma m a t r i z  p e r m u t a ç ã o  g e n e r a l i z a d a  s e j a  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  ; 

p a r a  t a l  l embramos  a  n o ç ã o  c l á s s i c a  d a  m a t r i z  p e r m u t a ç ã o .  

D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 3 . 1  - Uma m a t r i z  A = ( a  I de  o rdem n 
i j 

é chamada m a t r i z  p e r m u t a ç ã o  s e  

n n 
Z a i j  = 1  p a r a  j = 1 , 2 , .  . . , n  e  Z a i j  = 1 p a r a  i = 1 , 2 , .  . . , n  

i = l  j = 1  

Lema 1 1 1 . 3 . 1  - Toda m a t r i z  p e r m u t a ç ã o  é u m a ( 0 , l  I -  . 

m a t r i z  e  é t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

A d e m o n s t r a ç ã o  d e c o r r e  da  d e f i n i ç ã o  d a  m a t r i z  p e r  - 

m u t a ç ã o .  A u n i m o d u l a r i d a d e  6 i m e d i a t a .  

Obse rvamos  q u e  a  r e c i p r o c a  do l e m a  1 1 1 . 3 . 1  não  é 

v e r d a d e i r a .  

~ e f i n i ç ã o  1 1 1 . 3 . 2  - S e j a m  M uma m a t r i z  q u a d r a d a  - -- 

n ã o  n u l a  de ordem s  e  O a  m a t r i z  n u l a  de  o rdem S .  Uma m a t r i z  

d e n o t a d a  p o r  iP = ( P  I de  ordem n (  n 3 2 s )  s n d e  o s  elementos~tiloctss 1 
M i j  



p.. . E { O , M }  p a r a  t o d o  j , i = I , Z . .  . . , n  e  t a i s  q u e  C Pi j=M p a r a  t o  
1 J  

- 
n  i 3 1  

do  j = 1 , 2 , .  . . n  e  L P i j=M p a r a  t o d o  i = 1 . 2 , .  . . , n  6 c h a m a d a  ma 
j = 1  

t r i z  p e r m u t a ç ã o  g e n e r a l i z a d a  s o b r e  M .  A m a t r i z  q u a d r a d a  M 6 

c h a m a d a  e l e m e n t o : -b l o c o  d e  fPM . 
P r o p o s i ç ã o  1 1 1 . 3 . 1  - Uma m a t r i z  p e r m u t a ç ã o  g e n e  

r a l i z a d a .  é t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  s e  o  e l e m e n t o  b l o c o  é t o t a l m e n  - 

t e  u n i m o d u l a r .  

Dem. 

S e j a  PW uma m a t r i z  p e r m u t a ç ã o  g e n e r a l i z a d a  s o b r e  

W ,  o n d e  W é t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

C o n s i d e r e m o s  B=Cp 3 uma s u b m a t r 2 E  q u a d r a d a  d e  
i j  

o r d e m  r ,  r>s  ( o n d e  s 6 a  o r d e m  d e  W 1  d e  IPW. 

P r o v e m o s  p o r  i n d u ç ã o  s o b r e  r q u e  d e t e r m i n a n t e  d e  

B é z e r o  ou +I. 

Suponhamos q u e  B c o n t e n h a  uma s u b m a t r i z  W d e  W ,  d e  1 

o n d e  B  p o s s u i  p e l o  m e n o s  uma c o l u n a  ou uma l i n h a  z e r o ,  p o r  c o n  - 

s e g u i n t e  d e t [ B l = z e r o .  

A g o r a  s u p o n h a m  q u e  B c o n t ê m  W e  uma s u b m a t r i z  
W f  

d e  o r d e m  t d e  W numa o u t r a  p o s i ç ã o ,  i s t o  é, 

A p l i c a n d o  o  d e t e r m i n a n t e  d e  L a p l a c e  g e n e r a l i z a d a ,  

s e n d o  s u a  e x p a n s ã o  p e l o s  t p r i m e i r a s  c o l u n a s ,  r e s u l t a  

Mas ,  d e t ( W  1 e  d e t ( W 1  v a l e m  z e r o  ou I 1 ,  
1  

p o r t a n t o ,  

d e t  ( B ) = z e r o  o u  1 1 .  

S u p o n h a m o s  q u e  a s  s u b m a t r i z e s  q u a d r a d a  d e  o r d e m  

m e n o r  q u e  r d e  PW. t êm d e t e r m i n a n t e  z e r o  o u  5 1 .  P r o v e m o s  q u e  

% 



. 2 5 .  

o  v a l o r  d e  d e t e r m i n t e  d e  uma m a t r i z  q u a d r a d a  d e  o r d e m  r d e  p w  
t a m b é m  v a l e  z e r o  ou ' 1 .  

C o n s i d e r e m o s  B d e  o r d e m  r ;  e n t ã o  B p o s s u i  p e l o  me - 

n o s  uma s u b m a t r i z  W d e  o r d e m  t d e  W ,  d a i  s u a  e x p a n s ã o  p e l a s  t 1  

c o l u n a s  d e  i3 é :  

o n d e  t; é uma s u b m a t r i z  q u a d r a d a  d e  IP d e  o r d e m  m e n o r  q u e  r e  p e  W - 

l a  i n d u ç ã o  d e t ( Q I = O  ou '1 .  

P o r t a n t o ,  d e t ( B I = O  o u  5 1 .  

C o n c l u í m o s  a s s i m  a  d e m o n s t r a ç ã o  d e  n o s s a  p r o p o s i  - 

ç a o .  

C o r o l á r i o  1 1 1 . 3 . 1  - S e  D = d i a g C W l , W n , .  . . , W  I é uma m a t r i z  b l o c o  
---- q  

d i a g o n a l ,  o n d e  W k  p a r a  c a d a  k = l , 2 . .  . . . q ,  é uma ( O ,  I  I - m a t r i z  u n i  - 

v e r s a l i z a d a  em l i n h a  d e  o r d e m  3 x n .  E n t ã o  D é t o t a l m e n t e  u n i m o  - 

d u l a r .  

A d e m o n s t r a ç ã o  é i m e d i a t a .  

A s e g u i n t e  p r o p o s i ç ã o  t r a t a  d a s  m a t r i z e s  e q u i v a  - 

l e n t e s  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r e s .  

P r o p o s i ç ã o  1 1 1 . 3 . 2  - D e n o t e m o s  p e l a s  c o l u n a s  P l ,  -- -- 

P 2 ,  . . .  . P n  a m a t r i z  p e r m u t a ç ã o  g e n e r a l i z a d a  IPW, o n d e  a  m a t r i z  W 

é uma [ O ,  1 )  - m a t r i z  d e  o r d e m  3  u n i v e r s a l i z a d a  em l i n h a  e  a  m a t r i z  - u 

n i v e r ç a l  U d e n o t a d a  p e l a s  c o l u n a s  U i , U 2 ,  . . .  , U s  d e  o r d e m  n x s .  En - 

t ã o  A d e n o t a d a  p e l a s  c o l u n a s  a  a  , . . . ,  a  a  . . . ,  a  o n d e  c a  
1' 2 n '  n + l J  n + s 

d a  c o l u n a  a  . = P  o u  a  .=U p a r a  t o d o  j = 1 , 2 , .  . . , n , n + l , .  . . . n + s  e  uma 
J j J j 

m a t r i z  t o t a l m e n t ~  u n f m o d u l a r .  

Dem. 

A m a t r i z  A é e q u i v a l e n t e  à [ P W , U I ,  q u e  é uma ma - 

t r i z  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  e  e l a -  é o b t i d a  a  p a r t i r  d e  A p e l a s  



.26. 

o p e r a ç õ e s  e l e m e n t a r e s  d o  t i p o  m u d a n ç a s  d e  l i n h a s  ou c o l u n a s . P o r  - 

t a n t o ,  A é t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

O b s e r v a m o s  q u e  s e  a s  m a t r i z e s  A e  i3 forem t o t a l m e n  - 

t e  u n i m o d u l a r e s ,  e n t ã o  a  m a t r i z  d a  f o r m a  

n ã o  é n e c e s s a r i a m e n t e  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  O q u e  i l u s t a a m o s  

a  s e g u i r .  

C o n s i d e r e m o s  a s  m a t r i z e s  

o n d e  'li = I , . . ,  d e  I x n  e  W é uma I 0 , 1 1 - m a t r i z  d e  o r d e m  2 x n  

s ã o  m a t r i z e s  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r e s ;  n o  e n t a n t o  a : m a t r i z  

é n ã o  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r ,  p o i s  a  s u b m a t r i z  q u a d r a d a  D e x t r a i  - 

d a  d e  [a) i s t o  6 ,  

t e m  d e t e r m i n a n t e  - 2 .  Mesmo a s s i m  n a  s e ç ã o  111.4 t r a t a m o s  a u a n  - 

d o  uma m a t r i z  d a  f o r m a  é t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  



1 1 1 . 4  - MATRIZ p-DOMINADA 

c i a l  o u  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r e s  

~ e f i n i ç ã o  -- 1 1 1 . 4 . 1  --- - S e j a m  x = l x l , x i  , . . . .  x n I  e  y  = 

= ( y l , y n , .  , . , y  I v e t o r e s  d o  I R ~  n  

S e  x.*O i m p l i c a  x i = y i  p a r a  t o d o  i = 1 , 2 ,  . . . ,  n , e n t ã o  
1 

d i z e m o s  q u e  x- é d o m i n a d o  p o r  y  o u  y  é uma d o m i n a n t e  d e  x  e  d e n o  - 

t a m o s  p o r  x d y .  

n 
S e  d o i s  v e t o c e s  a r b i t r á r i o s  x , y  E IR , v e r i f i c a m :  

e n t ã o  d i z e m o s  q u e  o s  v e t o r e s  x  e  y  s ã o  d e p e n d e n t e s .  

~ e f i n i ç ã o  1 1 1 . 4 . 2  - Uma m a t r i z  A d e  o r d e m  mxn é -- -- 

c h a m a d a  d o m i n a d a  s e  s e u s  v e t o r e s - l i n h a  s ã o  d e p e n d e n t e s  d o i s  a  

d o i s .  

S e  e x i s t e m  p  v e t o r e s - l i n h a ,  I < p < m ,  d e  A q u e  s ã o  

d e p e n d e n t e s  d o i s  a  d o i s ,  e n t ã o  d i z e m o s  q u e  a  m a t r i z  A é p - d o m i  

n a d a .  

P r o p o s i ç ã o  1 1 1 . 4 . 1  - ( T e o r e m a  d e  H e l l e r ,  1 2 9 1 1 .  

T o d a  ( 0 , l I - m a t r i z  A d e  o r d e m  mxn ,  p - d o m i n a d a  

[ l<p ,<ml  p o s s u i  m a t r i z  p a r c i a l  d e  o r d e m  p x n  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  

P r o p o s i ç ã o  1 1 1 . 4 . 2  - D e n o t e m o s  p e l a s  l i n h a s  D i ,  

D , . ,  a  m a t r i z  d o m i n a d a  D d e  o r d e m  p x n  e  a  m a t r i z  u n i v e r s a l  
P  

U d e n o t a d a  p e l a s  l i n h a s  U i , U 2 ,  . . . ,  V q  d e  o r d e m  q x n .  E n t ã o  a  ma - 
t r i z  A d e n o t a d a  p e l a s  l i n h a s  a l , a z , . . . , a  , a  , . . . a  o n d e  

P P + 1  P + 9  
* 

c a d a  l i n h a  a i = D i  O U  a  = U  p a r a  t o d o  i = 1 , 2 ,  . . . , p , p +  I ,  . . . , p + q ;  e 
i i 

t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

A d e m o n s t r a ç ã o  s e g u e  d o  f a t o  q u e  a  m a t r i z  A é e 



q u i v a l e n t e  à m a t r i z  d a  f o r m a  [I] e  e s t a  é d e  f i c i l  ! v e r i f i c a c ã o  

q u e  é uma m a t r i z  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

~ e f i n i ç ã o  1 1 1 . 4  - 3 ,  - Uma f a r n f l i a  (A1 , A 2 .  . . .Am] d e  

m a t r i z e s  p a r c i a i s - l i n h a  é d o m i n a d a  s e  p a r a  t o d o  i * j € { l , 2  , . . . ,  m}, 

Ai 
e  A s ã o  d o m i n a d o s .  i s t o  é. t o d o  . x€Ai  ( x  6 um v e t b r  - . l i n h a  

j 

d e  Ai]  e  y&A l y  v e t o r - l i n h a  d e  A . 1  v e r i f i c a m : x d y  o u  y k x .  
j J 

P r o p o s i ç ã o  1 1 1 . 4 . 3  -- - S e  uma ( 0 , l l - m a t r i z  A d e  o r  - 

dem 3 x n  6 b i - d o m i n a d a ,  e n t ã o  A é t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

A d e m o n s t r a ç ã o  é i m e d i a t a  

1 1 1 . 5  - MATRIZES ZERO-ESPACO 

N e s t a  s e ç ã o  i n t r o d u z i m o s  n o ç õ e s  d e  v e t o r e s  z e r o -  

e s p a ç o ,  d e  m a n e i r a  a  f a c i l i t a r  a  e s c o l h a  d e  u m  v e t o r  e n t r e  ou  - 

t r o s c o n s i d e r a d o s .  E s t e n d e m o s  p a r a  m a t r i z e s  z e r o - e s p a ç o  e o b t e  - 

mos c o n d i ç õ e s  p a r a  q u e  uma l 0 , l ) - m a t r i z  s e j a  t o t a l m e n t e  u n i m o  - 

d u l a r .  

C o n s i d e r e m o s ,  o  v e t o r  

n x = ( x i , x 2 , .  . . , x i - l  i x  x . . . , x n ) &  IR 
i '  i + l J  

O v e t o r  c o m p l e m e n t a r  d a  i - é s i m a  c o m p o n e n t e  x i '  d e  - 

n o t a d o  p o r  X C i I ,  é um v e t o r  a s s o c i a d o  a  X ,  o b t i d o  r e m o v e n d o  x  i 

d e  X ,  i s t o  é ,  

I l u s t r a ç ã o  - S e j a  X = ( - 3 , 0 , 4 , - 7 , 0 ) &  R 5 ,  e n t ã o  o  v e  - 

ter c o m p l e m e n t a r  d a  c o m p o n e n t e  - 7  a s s o c i a d o  a  X é 



. 2 9 .  

n  
D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 5 . 1  - S e j a  v  E IR , h , t  E z'. 

D i z e m o s  q u e  v  6 um v e t o r  h - z e r o s  e  t - e s p a ç o ,  se h  

z e r o s  a n t e c e d e r  a  s u a  p r i m e i r a  c o m p o n e n t e ,  s e  o  n ú m e r o  máx imo  de 

z e r o s  e x i s t e n t e s  e n t r e  d u a s  c o m p o n e n t e s  c o n s e c u t i v a s  d i f e r e n t e s  

de  z e r o  f o r  t, e  s e  a  n o r m a  de  s e u  v e t o r  c o m p l e m e n t a r  a s s o c i a d o  

v ( h + l 1  f o r  d i f e r e n t e  de  z e r o .  N e s t e  c a s o  d e n o t a m o s  p o r  v  
h t 

o  U 

v ( h . t ) .  

n  
Se e x i s t e m  h , t s ~ ' ,  t a l  q u e  v  E IR 6 um v e t o r  h - z e  - 

r o s  e  t - e s p a ç o ,  e n t ã o  v  6 s i m p l e s m e n t e  d i t o ,  v  v e t o r  z e r o - e s p a  
h t  

ç o  

I l u s t r a ç õ e s :  

1 2  
1 1  O v e t o r  v = 1 0 , 0 , 0 , - 5 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 9 , 0 1  E IR , 6 um v e t o r  3- zeros 

e  4 - e s p a ç o ,  p o r t a n t o ,  e s c r e v e m o s  v  o u  v ( 3 ; 4 1  
3 4 

2 1  O v e t o r  w=(0,1,0,0,-4,O,0,9,OaO,-1,01 E \ R I 2 ,  é um v e t o r  1- zero 

e  2 - e s p a ç o s ,  w o u  w ( 1 ; 2 1  
1 2  

C o n t r a - e x e m p l o  

O v e t o r  x = ( 0 , 0 , 0 , - 7 , 0 , 0 , 0 , 0 a 0 , 0 , 0 a 0 1  E  IR^^ n ã o  6 

um v e t o r  z e r o - e s p a ç o ,  p o i s  o  v e t o r  c o m p l e m e n t a r  a s s o c i a d o  X l h + l l =  

= ~ 1 4 1  n ã o  t e m  n o r m a  d i f e r e n t e  d e  z e r o .  

~ e f i n i ~ ã o  1 1 1 . 5 . 2  - Um v e t o r  v  z ' e r o - e s p a ç o  6 um 
h t 

t - e s p a ç o  u n i f o r m e  s e  o  n ú m e r o  d e  z e r o s  q u e  h á  e n t r e  d u a s  componen  - 

t e s  c o n s e c u t i v a s  d i f e r e n t e  d e  z e r o  f o r  s e m p r e  t .  

Na i l u s t r a ç ã o  a c i m a  o  v e t o r  W 6 um v e t o r  2 - e s p a ç o  

u n i f o r m e .  

n 
S e j a m  v  w  E IR , v e t o r e s  z e r o - e s p a ç o  

h d '  k e  



D i z e m o s  q u e  v  é m a i s  c o n f o r t á v e l  q u e  w 
h  d' 

s e  
k e  

h<k  e  d h e .  i s t o  6 ,  o  v e t o r  v h d  p o s s u i  m e n o s  c o m p o n e n t e s  z e r o  a n  - 

t e s  d e  s u a  p r i m e i r a  c o m p o n e n t e  d i f e r e n t e  d e  z e r o  e  s u a s  o u t r a s  

c o m p o n e n t e s  s e  e n c o n t r a m  m e n o s  e s p a l h a d a s  em c o m p a r a ç ã o  com a s  

d e  'ke 
. ( v e j a ,  i d e n t i f i c a ç ã o  d a  m a t r i z  com h i p e r g r a f o  I V . 2 . 3  

U m  c o n j u n t o  d e  v e t o r e s  V e - e s p a ç o  u n i f o r m e ,  c o n s  
he' - 

t i t u e  uma f a - m f l i a  d e  v e t o r e s  c o n f o r t á v e i s .  

C o n s i d e r e m o s  um ( 0 , l ) - v e t o r  v = ( v l , V z  , . . . , v n ]  d o  

n  e s p a ç o  IR , i s t o  é, t o d a s  a s  c o m p o n e n t e s  v  s ã o  z e r o s  ou m a i s  
i 

ou m e n o s  um p a r a  t o d o  i = 1 . 2 . .  . . , n .  

S e j a  ( 0 , l l - v e t o r  v  e  r E K'. 

D i z e m o s  q u e  v  t e m  n o r m a  r s e  v p o s s u i  r c o m p o n e n  - 

t e s  d i f e r e n t e s  d e  z e r o ,  i s t o  6. 

A g o r a  e s t e n d e m o s  a  n o ç ã o  d e  v e t o r e s  z e r o - e s p a ç o  pa  - 

r a  m a t r i z e s  q u a i s q u e r ,  e n t r e t a n t o  c o n s i d e r e m o s  a s  ( O , l 3 - m a t r 2 z e s ,  

p o i s  e s t a r n o s  i n t e r e s s a d o s  n a s  m a t r i z e s  d e s t a  e s t r u t u r a .  

~ e f i n i ç ã o  111.5.3 - Uma [ O , l l - m a t r i z  A é c h a m a d a  

m a t r i z  z e r o - e s p a ç o  s e  c a d a  v e t o r - l i n h a  d e  A f o r  um v e t o r  O - e s p a ç o .  

Uma m a t r i z  A z e r o - e s p a ç o ,  6 c h a m a d a  t - e s p a ç o  u n i  - 

f o r m e ,  ~ E Z ' ,  s e  c a d a  v e t o r - l i n h a  d e  A f o r  u m  v e t o r  t - e s p a ç o  u n i  - 

f o r m e .  

1 3  A m a t r i z  

A =  

1  o 
I  1  

O 1  

é uma m a t r i z  z e r o - e s p a ç o  



2 1  A m a t r i z  

é uma m a t r i z  2 - e s p a ç o  u n i f o r m e  

31 A m a t r i z  

A = 

uma m a t r i z  O- e s p a ç o  u n i f o r m e  

C o n t r a - e x e m p l o  - A m a t r i z  

não - é uma m a t r i z  z e r o - e s p a ç o  

111.6 - M A T R I Z  k - N U C L E A R  

N e s t a  s e ç ã o  d e s e n v o l v e m o s  o  p a r t i c i o n a m e n t o  h o r i  - 

z o n t a l  ou v e r t i c a l  d e  uma ( 0 , l ) - m a t r i z  e  t r a t a m o s  d a s  ma 

t r i z e s  q u e  p o s s u e m  s u b m a t r i z  c o r t a d a  ou m a t r i z  

p a r c i a l - c o l u n a  u n i v e r s a l ,  5 s  q u a i s  chamamos m a t r i z e s  n u c l e a r e s .  

Obtemos  c o n d i ç õ e s  p a r a  q u e  a s  m a t r i z e s  m u n i d a s  

d e s t a s  p r o p r i e d a d e s  s e j a m  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r e s .  



~ e f i n i ç ã o  1 1 1 . 6 . 1  - Uma ( O ,  1 1  - m a t r i z  A  d e  o r d e m  --- 

mxn é q - p a r t i c i o n á v e l  h o r i z o n t a l m e n t e  ( q  E ãt, q L 2 1  s e  e x i s t e  

uma f a m f l i a  ( A i / A i  m a t r i z  p a r c i a l - l i n h a  d e  o r d e m  m . x n ,  
1 

q  
1 , 2 ,  . . . , q  1 n ã o  d o m i n a d a  e  q u e  C m . = m .  

1 
i = l  

j S e  e x i s t e  uma f a m i l i a  ( A  /A '  m a t r i z  p a r c i a l -  c o l u  - 
t 

n a  d e  o r d e m  mxn j = 1 , 2 ,  . . . ,  t l  n ã o  d o m i n a d a  e  q u e  C n . = n ,  e n  
j ' J - 

.i = 1  
t ã o  d i z e m o s  q u e  A- é t - p a r t i c i o n ã v e l  v e r t i c a l m e n t e .  

13 ! S e j a  a m a t r i z  

e n t ã o  C A x , A 2 3  c o n s t i t u e m  uma b i - p a r t i ç ã o  h o r i z o n t a l  d e  A .  

2 3  S e j a  a  m a t r i z  

2 e n t ã o  ( A ' , A  1 c o n s t i t u e m  uma b i p a r t i ç ã o  v e r t i c a l  d e  A .  

C o n t r a - e x e m p l o  - A  m a t r i z  -- - 7 

n ã o  p o s s u i  p a r t i c i o n a m e n t o  h o r i z o n t a l  nem v e r t i c a l .  



~ e f i n i ç ã o  -- 1 1 1 . 6 . 2  - Uma ( 0 , l I - m a t r i z  A é p a r t i c i o  - 

n á v e l ,  s e  e x i s t e m  i n t e i r o s  q ,  t E ~ + [ t , ~ & 2 1  t a l  q u e  A s e j a  q -  

p a r t i c i o n á v e l  h o r i z o n t a l  e  t i p a r t i c i o . n á v u l  v e r t i c a l m e n t e .  

do q ,  t E ~ ' ( t , q 8 2 1  A não f o r  q - p a r t i c i o n á v e l  h o r i z o n t a l  nem t -  

p a r t i c i o n ã v e l  v e r t i c a l m e n t e .  O q u e  i l u s t r a  o  c o n t r a - e x e m p l o  - a  

c i m a .  

Lema 1 1 1 . 6 . 1  - A m a t r i z  A- é p a r t i c i o - n á v e l  s e ,  : e  - .- 

t t 
somente s e  A f o r  p a r t i c i o n á v e l .  ( A  

m a t r i z  t r a n s p o s - t a ~ d e  A I .  A d e m o n s t r a ç ã o  é i m e d i a t a .  

D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 6 . 3  - C o n s i d e r e m o s  a  ( 0 , l l - m a t r i z  A -- --- 
e  s e j a  M uma s u b m a t r i z  c o r t a d a  ( p a r c i a l - l i n h a  ou p a r c i a l  c o l u n a )  

de  A .  

Chamamos m a t r i z  c o m p l e m e n t a r  d e  M ,  d e n o t a d a  I p o r  

A ( M 1 ,  à m a t r i z  o b t i d a  d e  A ,  z e r a n d o - s e  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  d e M .  

S u b m a t r i z  c o m p l e m e n t a r  da  s u b m a t r i z  c o r t a d a  ( p a r  - 

C: c i a l - l i n h a  ou p a r c i a l - c o l u n a )  d e  M ,  d e n o t a d a  p o r  M - 6 o u t r a  s u b  - 

m a t r i z  c o r t a d a  ( p a r c i a l - l i n h a  ou p a r c i a l - c o l u n a 1  d e  A ,  d e  e l e  - 

rnento p e r t e c e n t e s  a  t o d a s  a s  c o l u n a s  ( l i n h a s 1  d e  M mas n ã o  e s  - 

t ã o  em M ,  i s t o  é,  

a E M s e ,  e  s o m e n t e  s e  a  & M' 
i j i j 

Se  M 6 uma s u b m a t r i z  c o r t a d a  v e r t i c a l  d e  A ,  e n t ã o  

a  m a t r i z  p a r c i a l - l i n h a  q u e  t em o  mesmo número de  l i n h a s  q u e  M 

é chamada  m a t r i z  p a r c i a l  g e r a d a  p o r  M ,  d e n o t a m o s  p o r  [Ml. 

I l u s t r a ç ã o  - S e j a  a  m a t r i z  

s e  a  s u b m a t r i z  c o r t a d a  v e r t i c a l  f o r .  



e n t ã o :  

e  a  m a t r i z  p a r c i a l - l i n h a  g e r a d a  p o r  M e 

D e f i n i ç ã o  111.6.4 - Uma ( 0 , l l - m a t r i z  A p o s s u i  n Ú  --- v 

c l e o  s e  e x i s t i r  uma s u b m a t r i z  c o r t a d a  v e r t i c a l  u n i v e r s a l  M t a l  

q u e  M' ( e x i s t i n d o )  6 uma s u b m a t r i z  c o r t a d a  n u l a  d e  A ,  e  o s  s b b  - 
C 

m a t r i z e s  p a r c i a i s  [MI e  [M I ( e x i s t i n d o )  têm s e u s  v e t o r e s  - l i  - 

n h a  d i s j u n t o s  d o i s  a  d o i s ,  i s t o  é, s e  x  f o r  uma c o m p o n e n t e  d i f e  
i - 

r e n t e  d e  z e r o  d e  a l g u m  v e t o r - l i n h a  d e  [ M I ,  e n t ã o  x n ã o  6 compo i - 
C 

n e n t e  d e  n e n h u m  v e t o r - l i n h a  d e  [M I e  reciprocamente. 

0 s  v e t o r e s - c o l u n a  d e  A ,  o n d e  s u a s  c o m p o n e n t e s  s ã o  

C 
o s  e l e m e n t o s  d e  M e  M s ã o  c h a m a d o s  v e t o r e s - n u c l e a r e s  d e  A ,  e  

a o  c o n j u n t o  d e  v e t o c e s - c o l u n a  d e  A ,  d e n o t a m o s  p o r  N ( A ) ,  o  q u e  

vem a  s e r  o  n Ú c l e o  d e  A .  

S e  A p o s s u i  k n ú c l e o s ,  e n t ã o  d i z e m o s  q u e  A é k r  

n u c l e a r :  



I l u s t r a ç Õ e s :  A s  s e g u i n t e s  m a t r i z e s  -- 

s ã o  n u c l e a r e s ,  A e  6 p o s s u e m  um n ú c l e o  e  C p o s s u i  d o i s  n ú c l e o s  , 

i s t o  é, C 6 b i - n u c l e a r .  

O b s e r v a m o s  n a  d e f i n i ç ã o  d e  n ú c l e o  s e  M f o r  uma s u b  - 

C m a t r i z  p a r c i a l - v e r t i c a l  u n i v e r s a l ,  e n t ã o  M n ã o  e x i s t e ;  n e s t e  c a  - 

s o  d e  f a t o  M c o n s t i t u i  n ú c l e o  d e  A e  é u n i c o  ( V i d e  a  p r o p .  111. 

6 . 2 1  

P r o p o s i ç ã o  1 1 1 . 6 . 1 .  - T o d a  m a t r i z  p - d o m i n a d a  A p o s  -- - 

s u i  n ú c l e o  s e  a s  s u b m a t r i z e s  p a r c i a i s -  l i n h a  M [ a  m a t r i z  q u e  t e m  como 

C v e t o r e s - l i n h a  a o s  p  v e t o r e s - l i n h a  d e p e n d e n t e s  d e  A I  e  M p o s s u i  - 

r e m  s e u s  v e t o r e s - l i n h a  d i s j u n t o s  d o i s  a  d o i s .  

Dem. 

S e j a  D a  s u b m a t r i z  c o r t a d a  d e  M, f o r m a d a  p e l o s  

v e t o r e s - c o l u n a  d e  n o r m a  p .  A e x i s t ê n c i a  d e  D ,  é g a r a n t i d a  p o i s  M 

C é d o m i n a d a .  P o r t a n t o ,  D é u n i v e r s a l  e  D é n u l a .  

C 
P o r  o u t r o  l a d o ,  a s  m a t r i z e s  [ D l  e  [ O  I p o s s u e m  

s e u s  v e t o r e s - l i n h a  d i s j u n t o s  d o i s  a  d o i s ,  L o g o  p e l a  d k f i n i ç ã o  

d e  n ú c l e o ,  a  m a t r i z  A t e m  n ú c l e o .  

P r o p o s i ç ã o  1 1 1 . 6 . 2 .  - S e j a  [ O , l l - m a t r i z  A e  M uma -- 

s u b m a t r i z  p a r c i a l - c o l u n a .  

S e  M f o r  u n i v e r s a l i z a d a  em c o l u n a ,  e n t ã o  A p o s s u i  

n ú c l e o  e  é ú n i c o .  



. 3 6 .  

Dem. 

A e x i s t ê n c i a  d e  n ú c l e o  s e g u e - s e  d a  d e f i n i ç ã o .  

A g o r a  s u p o n h a m o s  q u e  e x i s t e m  N i  e  N ,  d o i s  n ú c l e o s  

d e  A ,  e n t ã o  a s  m a t r i z e s  [ N 1 l  e  [ N 2 1  têm s e u s  v e t o r e s - l i n h a  d i s  

j u n t o s  d o i s  a  d o i s ,  o  q u e  é a b s u r d o ,  p o i s  M é u n i v e r s a l i z a d a ,  i s  - 

t o  é, M t e m  p e l o  m e n o s  um v e t o r ~ c o l u n a  d e  n o r m a  i g u a l  a o  n ú m e r o  

d e  v e t o r e s - l i n h a  d e  A .  

T e o r e m a  1 1 1 . 6 . 1  - Uma ( 0 , l l - m a t r i z  A n u c l e a r  6 t o  --- - 

t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  s e  o s  v e t o r e s - l i n h a  c o m p l e m e n t a r e s  d o s  v e t o  - 

r e s  n u c l e a r e s  d e  A f o r e m  o r t o g o n a i s  d o i s  a  d o i s .  

A d e m o n s t r a ç ã o  s e g u e - s e  d e  f a t o  q u e  A é r s e q u i v d l e n  - 

t e  à m a t r i z  ( P , U l  o n d e  P  é uma m a t r i z  p e r m u t a ç ã o  e  U é u n i v e r  - 

s a l ,  i s t o  é, é uma a p l i c a ç ã o  d i r e t a  d a  p r o p .  1 1 1 . 3 . 2 .  

C o r o l á r i o  1 1 1 . 6 . 1  - Uma ( 0 , l l - m a t r i z  k - n u c l e a r  é - 
t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  s e  o s  v e t o r e s - l i n h a  c o m p l e m e n t a r e s  d o s  k -  

n ú c l e o s  f o r e m  o r t o g o n a i s  d o i s  a  d o i s .  

A d e m o n s t r a ç ã o  s e g u e - s e  p e l a  i n d u ç ã o  e  a p l i c a ç ã o  

d o  t e o r e m a  1 1 1 . 6  . I . .  

T e o r e m a  1 1 1 . 6 . 2  - S e  uma [ O , l l - m a t r i z  A k - n u c l e a r  

t e m  s e u s  v e t o r e s  c o m p l e m e n t a r e s  d o s  v e t o r e s  n u c l e a r e s  d e p e n d e n  - 

t e s  d o i s  a  d o i s ,  e n t ã o  A 6 t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

P a r a  k = l ,  a  d e m o n s t r a ç ã o  s e g u e - s e  d o  f a t o  q u e  A é 

e q u i v a l e n t e  à m a t r i z  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  ( D , U l  ( o n d e  D é ma - 

t r i z  d e p e n d e n t e s  e  U u n i v e r s a l l .  

P a r a  k > l ,  f a z - s e  p o r  i n d u ç ã o .  



HIPERGRAFO U N I M O D U L A R  

N e s t e  c a p i t u l o  a b o r d a m o s  o s  s e g u i n t e s  t ó p i c o s :  

Na s e ç ã o  I V . 2  d e s c r e v e m o s  uma i d e n t i f i c a ç ã o  e n  - 

t r e  m a t r i z  z e r o - e s p a ç o  e  h i p e r g r a f o .  D e s t a  m a n e i r a ,  q u a n d o  f a l a r  - 

mos d a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  d o  h i p e r g r a f o  s e m  l a ç o  s i g n i f i c a  r e  - 

f e r i r m o s  h m a t r i z  p a d r ã o  e q u i v a l e n t e .  

Na s e ç ã o  I V . 3 ,  t r a t a m o s  d o s  h i p e r g r a f o s  p - d o m i -  

n a d o ,  h - q u a s e  u n i f o r m e  e  q u a s e - c i c l i c o s .  E s t a b e l e c e m o s  c o n d i ç õ e s  

p a r a  q u e  s e j a m  u n i m o d u l a r e s .  

N a s  s e ç õ e s  I V . 4  e  I V . 5 ,  o b t e m o s  a l g u n s  r e s u l t a  - 

d o s  s o b r e  h i p e r g r a f o s  H com ~ C H I  = 2 ,  e  uma c o n d i ç ã o  d e  u n i m o d u -  

l a r i d a d e  d e  um h i p e r g r a f o  a t r a v é s  d e  s e u  g r a f o  r e p r e s e n t a t i v o .  

Na s e ç ã o  I V . 6 ,  d e s e n v o l v e m o s  s e c c i o n a b i l i d a d e  d e  

h i p e r g r a f o s  e ,  f i n a l m e n t e ,  n a s  s e ç õ e s  I V . 7  e  I V . 8 ,  i n t r o d u z i m o s  

n o ç õ e s  d e  h i p e r g r a f o s  k - n u c l e a r e s  e  m a t c h i n g  h - u n i f o r m e .  B a s e a n  

d o - n o s  n e s t a s  t e o r i a s  e  d e f i n i ç õ e s  o b t e m o s  n o v o s  r e s u l t a d o s .  

I V .  2 - ? D E Z C O M  HIPERGRAFO. 

T r a t a m o s  a  s e g u i r  d e  uma i d e n t i f i c a ç ã o  d a  m a t r i z  

z e r o - e s p a ç o  com h i p e r g r a f o .  



D e f i n i ç ã o  I V .  2 . 1 .  - Uma m a t r i z  z e r o - e s p a ç o  M d e  

o r d e m  mxn 6 m a t r i z  p a d r ã o  s e :  

i )  o s  v e t o r e s - l i n h a  V i  = Vi [ h . ; t . )  , i  = 1,2 ...., m de  M forem c o n f o r t á  1 1  - 

" e i s ,  i s t o  é , h  1- < h  2- < . . . r h m  o u  I V ~ I < ( V ~ I ~ = . . < I V , I ;  

i i l  p o r  q u a l q u e r  p e r m u t a ç ã o  d e  l i n h a s  o u  c o l u n a s ,  o s  v e t o r e s - l i  

n h a  d e  M f o r e m  d e  e s p a ç o  i n v a r i a n t e .  

I l u s t r a ç õ e s  - A s  s e g u i n t e s  m a t r i z e s  têm f o r m a  p a  

d r ã o  

A s  s e g u i n t e s  m a t r i z e s  n ã o  têm f o r m a  p a d r ã o  

S e j a  D uma m a t r i z  z e r o - e s p a ç o ,  p o r  q u a l q u e r  p e r  

mutâção d e  l i n h a s  o u  c o l u n a s  em D e l a  s e  t r a n s f o r m a  na r i a t r i z  p a  

d r ã o  D s  e  p o r  i s s o  d e f i n e - s e  a  e q u i v a l e n c i a  e  d e n o t a - s e  P o r  

D D a .  S o b r e e n t e n d e - s e  q u e  D e  O '  s a o  d a  mesma o r d e m .  

D e n o t e m o s  com A o  c o n j u n t o  d e  m a t r i z e s  z e r o - e s p a ç o  

d e  q u a l q u e r  o r d e m .  
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P a r a  uma m a t r i z  p a d r ã o  a r b i t r á r i a  D d e  A d e f i n a m o s  

a  c l a s s e  d e n o t a d a  p o r  0 ,  como o  c o n j u n t o  d e  t o d a s  a s  m a t r i z e s  = 

e q u i v a l e n t e s  a  0 ,  i s t o  é :  

S e  P f o r  s u b m a t r i z  d e  M ,  o n d e  M E D ,  e n t ã o  P n ã o  s e  - 

r á  n e c e s s a r i a m e n t e  uma s u b m a t r i z  d e  D n o  s e n t i d o  u s u a l .  C o n t u d o ,  

p o r  a b u s o ,  n o s  r e f e r i m o s  como s u b m a t r i z  d e  D .  

C o n s e q u e n t e m e n t e ,  p a r a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  A d e  u m  

h i p e r g r a f o  s e m  l a ç o s  H ,  h a v e r p a  uma m a t r i z  p a d r ã o  e q u i v a l e n t e .  A 

e s t a  m a t r i z  p a d r ã o  c h a m a m o s  m a t r i z  d e  i d e n t i f i c a ç ã o  d e  H .  

I l u s t r a ç ã o  - S e j a  o  h i p e r g r a f o  

A m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  

X X X X  
1 2 3 4  

X  X  
X 2  4  3 

X I X  X 'X 
2 4 3  

X X X X  
1 2 4 3  

E1 1 0 0 I E 1  1 0 0 I E 1  1 0 0 1  

d a í  D é a  m a t r i z  d e  i d e n t i f i c a ç ã o  d e  H .  

E n t r e t a n t o  o  h i p e r g r a f o  H o b t i d o  a  p a r t i r  d e  uma ma - 
t r i z  p a d ã o  D t e r á  a  mesma D como s u a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a ,  p o i s , p e l a  



d e f i n i ç ã o  d a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a ,  o s  i n d i c e s  d o s  v g r t i c e s  d o  h i  - 

p e r g r a f o  a p a r e c e r ã o  e n u m e r a d a s  n a  o r d e m  c r e s c e n t e  d a s  c o l u n a s  d a  

m a t r i z ,  e  o s  i n d i c e s  d a s  a r e s t a s  d o  h i p e r g r a f o  a p a r e c e r ã o  e n u m e r a  - 
d a s  n a  o r d e m  d e c r e s c e n t e  ( d e  c i m a  p a r a  b a i x o )  a s  l i n h a s  d a  m a t r i z .  

E m  o u t r a s  p a l a v r a s .  S e j a  D uma m a t r i z  p a d r ã o  d e  o r d e m  mxn.  

P a r a  c a d a  i = l J 2 , . . . , m  o  v e t o r - l i n h a  D h - z e r o s  e  t -  
i 

e s p a ç o s  d e  D d e f i n a m o s  a  a r e s t a  E c u j o  p r i m e i r o  v é r t i c e  t e n h a  
i '  

p o r  i n d i c e  h + l  e  o s  o u t r o s  v é r t i c e s  t e n h a m  em s e q u ê n c i a  i n d i c e s  

q u e  c o r r e s p o n d a m  a s  p o s i ç õ e s  d a s  c o m p o n e n t e s  d i f e r e n t e s  d e  z e r o ,  

s e n d o  q u e  o s  v é r t i c e s  c o n s e c u t i v o s  m a i s  d i s t a n t e s  têm í n d i c e s  = 

q u e  d i f e r e m  em ( t + l l - u n i d a d e s .  

D a q u i  em d i a n t e  n o s  r e f e r i m o s  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  

como s i n Ô n i m o  d a  m a t r i z  p a d r ã o  e q u i v a l e n t e .  

~ l u s t r a ç ã o  - S e j a  D a  m a t r i z  p a d r ã o  

e n t ã o  

i s t o  é: 

X X X X  
1 2 3 4  

h i p e r g r a f o  F = ( X , F I .  X = { x l , x  2 3 4  . x  . x  } 

é a  m a t r i z  

i n c i d e n c i a  d o  F :  



I V . 3 .  HIPERGRAFO p-DOMINADO. 

C o n s i d e r e m o s  o  h i p e r g r a f o  H = ( X , E l .  

D i z e m o s  q u e  a s  a r e s t a s  E e  F  d e  H  s ã o  d e p e n d e n t e s  

s e  a  a r e s t a  E d o m i n a  F OU F d o m i n a  E, i s t o  é ,  F Ç E  o u  E  5 F .  

~ e f i n i ç ã o  - Se e x i s t e m  p a r e s t a s  de  um h i p e r  

g r a f o  H q u e  s ã o  d e p e n d e n t e s  d u a s  a  d u a s ,  e n t ã o  H  6 chamado  h i  - 

p e r g r a f o  p - d o m i n a d o .  

P r o p o s i ç ã o  I V . 3 . 1  - Se H = [ X , E l  6 um h i p e r g r a f o  d o m i  

n a d o ,  e n t ã o  p a r a  q u a l q u e r  S C F ,  Hs 6 também d o m i n a d o .  

A d e m o n s t r a ç ã o  6 i m e d i a t a .  

~ e f i n i ç ã o  I V . 3 . 2 .  - Um h i p e r g r a f o  H  é chamado h - q u a  - 
-k 

s e  u n i f o r m e  C ~ E Z  I s e  p a r a  c a d a  a r e s t a  de  c a r d i n a l i d a d e  m e n o r  = 

q u e  h  e x i s t e  uma a r e s t a  d o m i n a n t e  de  c a r d i n a l i d a d e  h  em H. 



~ e f i n i ç ã o  IV.3.3 - U m  h i p e r g r a f o  H = ( X , 6 1  6 c o n e x o  

s e  X n ã o  p o d e  s e r  e x p r e s s o  c o m o  a  u n i ã o  d e  d o i s  s u b c o n j u n t o s  n ã o  

v a z i o s  d i s j u n t o s  X L  e X z t a l  q u e  p a r a  t o d a  a r e s t a  E d e  H s e  t e n h a  

U m  h i p e r g r a f o  p a r c i a l  F = ( X , F I  r n a x i r n a l  ( i s t o  é,  s e  

3 I'c 6 t a l  q u e  FcI' e n t ã o  r = F 1  é uma c o m p o n e n t e  d e  . H s e  F 

f o r  u m  h i p e r g r a f o  c o n e x o .  

P r o p o s i ç ã o  IV.3.2 - U m  h i p e r g r a f o  H = ( x , ~  1  -- c o m  

16 1 = 3 6 u n i m o d u l a r  s e  H f o r  h - q u a s e  u n i f o r m e .  

D e m .  

Da h i p ó t e s e  r e s u l t a  q u e  H 6 b i - d o m i n a d o ,  d a í  s u a  

m a t r i z  a s s o c i a d a  é b i - d o m i n a d a  e p e l a  p r o p .  111.4.3, 6 t o t a l m e n  - 

t e  u n i m o d u l a r  e p e l a  p r o p .  2 ( C a p .  2 0 ,  I 3  1 1  r e s u l t a  q u e  H é u n i  - 

m o d u l a r .  

O b s e r v a m o s  q u e  a  p r o p .  1 6  (P.47, 1 '1 1 f i c a  c o m o  u m  

c a s o  p a r t i c u l a r  d a  p r o p .  IV.3.2. 



H. é q u a s e - c i c l i c o  s e  e x i s t e m  p  a r e s t a s  t a i s  

q u e  v e r i f i c a m  a s  s e g u i n t e  p r o p r i e d a d e s :  

i )  I E i n E i i l  l)'r e  I E  n E 1  I = z e r o  p a r a  t o d o  i = l .  
P  

2 ,  . . . , p -  1 ,  o n d e  r é um i n t e i r o  n ã o - n e g a t i v o  e  

i i l  E i f l E . = @  p a r a  t o d o  i # j & { 1 , 2 .  . .  . . p )  com l i - j  1 3 2  
J 

I l u s t r a ç õ e s :  

E 1 

I V . 4  - HIPERGRAFOS H COM X ( H ) = ~  -- 

C o n s i d e r e m o s  o  h i p e r g r a f o  H = ( X , 6 I  e  S g X .  

O c o n j u n t o  g r a u  d e  S, d e n o t a d o  p o r  6 é d e f i n i d o  s 

S e  s = { x }  e n t ã o  a o  i n v é s .  d e  d e n o t a r  p o r  d e n o t a  
S '  - 
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mos p o r  6 a  f a m l l i a  d e  a r e s t a s  d e  H q u e  c o n t e m  v é r t i c e  x , I 3 1  
x  ' 

A c s r d i n a l i d a d e  d e  E S .  é c h a m a d a  g r a u  d e  S .  i s  - 

D e f i n a m o s  o s  g r a u s  m e n o r  e  m a i o r  d o  h i p e r g r a f o  H 

d e n o t a d o s  r e s p e c t i v a m e n t e  p o r  - 6 ( H 3  e  ~ ( H I  c o m o :  

B ( H 3  = m i n  6  ( x )  -. 
X E X  H 

- 
& ( H 3  = max 6 H ( ~ 3  

x E X  

I l u s t r a ç õ e s :  S e j a  o  h i p e r g r a f o  

e n t ã o :  

6 [ H ) = 6  ( X  3 = 8  ( x , I = 2  - H 1 H 

e  

S e  6 ( ~ 3 = 6 ( ~ 1 = 6 ,  e n t ã o  o  - 

~ l u s t r a ç ã o :  S e j a  o  h i p e  
E - 

h i p e r g r a f o  H é 

r g r a f  o  

c h a m a d o  

H é 2 - r e g u l a r  o u  b i - r e g u l a r .  

O b s e r v a m o s  q u e  u m  s u b - h i p e r g r a f o  o u  h i p e r g r a f  o  

p a r c i a l  d e  um h i p e r g r a f o  & - r e g u l a r  n ã o  é n e c e s s a r i a m e n t e  6 - r e g u  - 

l a r .  

T e o r e m a  I V . 4 . 1 :  S e j a  H = ( X & 1  u m  h i p e r g r a f o  t a l  

q u e  B ( H I = z .  

S e  H p o s s u i  u m  c i c l o  d e  c o m p r i m e n t o  p ,  e n t ã o  s u a  
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m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  t e m  uma s u b m a t r i z  q u a d r a d a  d e  o r d e m  p ,  o n  - 

d e  o s  p - 1  v e t o r e s - l i n h a  s ã o  O - e s p a ç o  u n i f o r m e s  e  um v e t o r - l i n h a  

d 

e  ( p - 2 3 - e s p a ç o  u n i f o r m e ,  

Dem. 

S e j a  C u m  c i c l o .  Sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e s  c o n  
P  - 

s i d e r e m o s  q u e  C s e j a  f o r m a d o  p e l o s  p  p r i m e i r a s  a r e s t a s  e  v é r t i  
P  - 

c e s  d e  H ,  i s t o  6: 

Onde t o d a s  a s  a r e s t a s  E e  x i  p a r a  i = l ,  . . . , p  s ã o  
i 

d i s t i n t o s  e x x E E i  p a r a  i=l,. . . , p - I  . 
i '  i.t.1 

C o n s t r u i m o s  a  m a t r i z  B = ( b  1 t o m a n d o  p o r  c o l u n a s  
i j  

o s  . v é r t i c e s  x c o r r e s p o n d e n t e s  d o  c i c l o  C e  p o r  l i n h a s  a s  a r e s  
i P  - 

t a s  c o r r e s p o n d e n t e s  d o  c i c l o  t a l  q u e  

p a r a  t o d o  i ,  j = 1 , 2 , .  . . , p ,  i s t o  é .  

É e v i d e n t e  q u e  a  m a t r i z  6 t e m  s e u s  p - I  p r i m e i r o s  

v e t o r e s - l i n h a  O - e s p a ç o s  u n i f o r m e s  e  o  Ú l t i m o  v e t o r - l i n h a  é um 
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v e t o r  ( p - 2 1 - e s p a ç o  u n i f o r m e  e ,  a l é m  d i s s o ,  6 uma s u b - m a t r i z  q u a  - 

a 

d r a d a  d e  o r d e m  p  d a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  d e  H .  A m a t r i z  B e  

c h a m a d a  m a t r i z  c i c l o ,  1 l 6  1 .  
I l u s t r a ç ã o  - S e j a  o  h i p e r g r a f o  

c u j a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  6 d a d a  p o r  

E n t ã o  a  s u b - m a t r i z  q u a d r a d a  c o r r e s p o n d e n t e  a o  c i  - 



é a  m a t r i z  

C o r o l á r i o  I V . 4 . 1 :  S o b  a s  h i p ó t e s e s  d o  t e o r e m a  I V . 4 . 1 .  

S e  o  c i c l o  C f o r  i m p a r ,  e n t ã o  a  s u b - m a t r i z  q u a d r a d a  
P 

a s s o c i a d a  t e m  d e t e r m i n a n t e  I 2 .  

A d e m o n s t r a ç ã o  é i m e d i a t a ,  [ v e r  1 2 1  o u  1 l 4 1 1  

c o r o l á r i o  I V . 4 . 2  - S o b  a s  h i p ó t e s e s  d o  t e o r e m a  IV.4.1. 

S e  o  h i p e r g r a f o  H p o s s u i r  k c i c l o s  i m p a r e s  e n t ã o  q u a l q u e r  s u b - m a  - 

t r i z  q u a d r a d a  e x t r a i d a  d a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  d e  H t e r á  d e t e r m i  - 
R 

n a n t e  i g u a l  a  O o u  I 2  . o n d e  0 5 R 6 k .  

Dem. 

S e j a  A a  m a t r i z  d e  i n c i d 6 n c i a  d o  h i p e r g r a f o  H ,  e n t ã o  

p e l o  t e o r e m a  I V . 4 . 1 ,  A p o s s u i  1 s u b m a t r i z e s  q u a d r a d a s ,  t o d a s  d e  

o r d e m  i m p a r  e  a  n o r m a  d e  c a d a  v e t o r - c o l u n a  t e m  v a l o r  m e n o r  o u  = 

i g u a l .  a  2 .  

C o n s i d e r e m o s  i3 uma s u b m a t r i z  q u a d r a d a  d e  A .  

S e  i3 p o s s u i r  u m  c i c l o  C , q í m p a r ,  e n t ã o  u s a n d o  a s  

p e r m u t a ç õ e s  d e  l i n h a s  o u  c o l u n a s ,  a  m a t r i z  i3 vem a  s e r ,  

o n d e  C 6 a  m a t r i z  c i c l o  d e  o r d e m  q ,  M m a t r i z  n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  

n u l a  e  O s u b m a t r i z  q u a d r a d a ,  e n t ã o  



A g o r a  s u p o n h a m o s  q u e  p o s s u i  C i = l , Z ,  . . . ,  1; 1 
i ' c i  - 

cios í m p a r e s  e n t ã o  B p o d e  s e r  e x p r e s s a  n a  s e g u i n t e  f o r m a ,  u s a n d o  

o p e r a ç õ e s  e l e m e n t a r e s  d e  l i n h a s  e  c o l u n a s ,  i s t o  é ,  

L s . 4 . 1  - S e  a  ( 0 , l l - m a t r i z  A n ã o  p o s s u i  s u b m a  - 

t r i z e s  q u a d r a d a s  c i c l o s  d e  o r d e m  f m p a r ,  e n t ã o  A 6 t o t a l m e n t e  u n i  - 

m o d u l a r .  

A d e m o n s t r a ç ã o  é i m e d i a t a .  

T e o r e m a  I V . 4 . 2  - S e  uma ( 0 , l l - m a t r i z  A f o r  t - e s p a ç o  

-+ 
u n i f o r m e ,  t & Z  , e n t ã o  A é t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

Dem. 

S u p o n h a m o s  q u e  A n ã o  s e j a  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r ,  e n  - 
t ã o  A p o s s u i  uma s u b m a t r i z  q u a d r a d a  c i c l o  B d e  o r d e m  q i m p a r .  

S e n d o  B uma m a t r i z  q u a d r a d a  c i c l o ,  e n t ã o  p e l o  t e o r e  
7 

ma I V . 4 . 1 ,  B p o s s u i  u m  v e t o r - l i n h a  ( q - 2 1 - e s p a ç o  u n i f o r m e , i s t o  i m  - 

p l i c a  q u e  A t e m  u m  v e t o r - l i n h a  q u e  n ã o  6 t - e s p a ç o  u n i f o r m e  e  q u e  

c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e ,  p o r t a n t o ,  A é t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r .  

A s s i m  c o n c l u i m o s  a  d e m o n s t r a ç ã o  d e  n o s s o  t e o r e m a .  



IV.5 - GRAFO REPRESENTATIVO 

C o n s i d e r e m o s  o  h i p e r g r a f o  H = I X , b l  com 16 1 = m l ~ l = m .  

D e f i n a m o s  o  g r a f o  r e p r e s e n t a t i v o  l 3  1 de  H, d e n o t a  - 

do  p o r  L ( H 1 ,  como o  g r a f o  s i m p l e s  L I H l = I Y , U l  de o r d e m  m p a r a  o  

q u a l  e x i s t e  um mapeamen to  b i u n f v o c o  $ de  6 em Y t a l  q u e  a s  i m a  - 

g e n s  d e  d o i s  e l e m e n t o s  E e  E  , i g j  de  6 são  o s  e x t r e m o s  de 
i j 

a l g u m  a r c o  em L I H )  s e ,  e  s o m e n t e  s e ,  Ei 
e  E s ã o  a d j a c e n t e s  em 

j 

P r o p o s i ç ã o  IV.5.1 - Se H  6 um h i p e r g r a f o  dominado,  

e n t ã o  L ( H 1 -  é um g r a f o  c o m p l e t o .  

Dem. 

Suponhamos que  L ( H 1  n ã o  s e j a  c o m p l e t o ,  e n t ã o  e x i s  - 

t e m  d o i s  v é r t i c e s  e  e  e  q u e  n ã o  s ã o  l i g a d o s  p o r  a l g u m  a r c o  em 
i j 

L ( H 3 .  

P e l a  d e f i n i ç ã o  de L I H ) ,  o s  v é r t i c e s  e  e  e  
i 

sã o  
j 

i m a g e n s  p o r  um mapeamen to  b i u n f v o c o  e x i s t e n t e  de  d u a s  a r e s t a s  

Ei 
e  E , i g j ,  n ã o  a d j a c e n t e s  em H.  De onde  E  e  E não  s ã o  de 

j i j - 

p e n d e n t e s ,  i s t o  é,  n ã o  v e r i f i c a m  nenhuma d a s  p r o p r i e d a d e s :  

c o n t r a d i z e n d o  que  H  n ã o  6 d e n o m i n a d o .  P o r t a n t o ,  L I H I  é um g r a  

f o  c o m p l e t o  e  c o n c l u ~ m o s  a s s i m  a  d e m o n s t r a ç ã o  de  n o s s a  p r o p o s i  - 

ç a o .  

O b s e r v a m o s  q u e  a  r e c í p r o c a  d a  p r o p o s i ç ã o  a c i m a  

n ã o  é v e r d a d e i r a ,  i s t o  é, o  g r a f o  r e p r e s e n t a t i v o  d e  um h i p e r g r a  - 

f o  6 c o m p l e t o  sem q u e  o  h i p e r g r a f o  c o r r e s p o n d e n t e  s e j a  d o m i n a  - 

do,  o  q u e  i l u s t r a  o  s e g u i n t e  e x e m p l o .  
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S e j a  o  h i p e r g r a f o  H n ã o  d o m i n a d o .  

F I G . I V . 5 . 1  F I G . I V . 5 . 2  

P r o p o s i ç ã o  -- I V . 5 . 2 :  - -- S e  L ( H I  é uma c a d e i a  s i m p l e s  

e  e l e m e n t a r ,  e n t ã o  o  h i p e r g r a f o  H é q u a s e - c i c l i c o .  

Dem. 

S e n d o  L ( H I  uma c a d e i a ,  e n t ã o  é uma s e q u ê n c i a  d e  

a r c o s ,  i s t o  é, L ( H I = ( u  . u  , . . . , L I  3 .  
1 2  P  

S e j a m  e i  e  e  o s  e x t r e m o s  i n i c i a l  e  f i n a l  r e s  
i + l  - 

p e c t i v a m e n t e  d o  a r c o  u  p a r a  i = 1 , 2 ,  . . . , p -  1 ,  e n t ã o  e x i s t e m  a r e s  i - 

t a s  Ei e  E i + l ,  q u e  s ã o  a d j a c e n t e s  p a r a  i = 1 , 2 ,  . . . , p -  1  em H .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  n ã o  e x i s t e  a r c o  d e  e x t r e m o s  e  e  t 

e  p a r a  t o d o  t e  s t a l  q u e  l t - ~ 1 ~ 2 ,  p o i s  L [ H )  é s i m p l e s  e  e l e  
s - 

m e n t a r ;  c o n s e q u e n t e m e n t e ,  a s  a r e s t a s  E e  E p a r a  t o d o  t e  t s 
S 

t a l  q u e  l t - s 1 & 2  n ã o  s ã o  a d j a c e n t e s .  

S e j a  r = m i n l ~ ~ n ~ ~ l  

j = i + l  

i = 1 , 2 , .  . . , p - 1  

e n t ã o  r < 1 ~ ~ n ~ ~ + ~  1 p a r a  i = 1 , 2 , .  . . . p - 1  e  I E ~ ! ? E .  I = $  p a r a  t o d o  i e  
J 

j t a l  q u e  l i - j  122 .  A s s i m  o  h i p e r g r a f o  H é q u a s e - c f c l i c o .  

T e o r e m a  ---- I V . 5 . 1  - S e  o  g r a f o  c o n e x o  L I H I  f o r  b i p a r  - 
t i d o ,  e n t ã o  H é u n i m o d u l a r  

D e m .  

Como L C M )  6 b i p a r t i d o ,  e n t ã o  a d m i t e  uma b i c o l o r a  - 
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ç ã o  e q u i t a t i v a  ( S q , S 2 1 .  

D e s d e  q u e  L ( H l .  é c o n e x o ,  e n t ã o  p o d e m o s  c o l o r i r  d e  

b r a n c o  e  a z u l  t a l  q u e  d o i s  v é r t i c e s  a d j a c e n t e s  t e n h a m  d i f e r e n  - 

t e s  c o r e s ,  i s t o  é, s e j a m  e  e  e  d o i s  v e r t i c e s  a d j a c e n t e s  em 
i j 

L ( H 1 ,  e n t ã o  i m p l i c a m  q u e  a s  a r e s t a s  c o r r e s p o n d e n t e s  E i 
e  E  em 

j 

H ,  n ã o  t e n h a m  t o d o s  o s  s e u s  v é r t i c e s  d a  mesma c o r ,  d e  o n d e  a  

b i c o l o r a ç ã o  ( S 1 . S 2 )  i m p l i c a  a  b i c o l o r a ç ã o  ( X  , X 2 1  d e  H q u e  é e  
1  - 

q u i t a t i v a .  

IV.6 - HIPERGRAFOS S E C C I O N Á V E I S  

C o n s i d e r e m o s  o  h i p e r g r a f o  H =  ( X , E , l .  

D i z e m o s  q u e  o s  v é r t i c e s  x  e  x  d e  H s ã o  d e p e n d e n  
i j - 

i 
t e s  s e ,  e  s o m e n t e  s e ,  s e u s  v e t o r e s - c o l u n a  A e  A' a s s o c i a d o s  f o  - 

r e m  d e p e n d e n t e s  . i s t o  é, A i s  A j  o u  A j  5 ~ ~ .  

D o i s  s u b c o n j u n t o s  S  e  S  n ã o  v a z i o s  d e  X s ã o  d e  
1 2  - 

p e n d e n t e s  s e ,  e  s o m e n t e  s e ,  c a d a  x & S p  e  y & S ,  f o r e m  d e p e n d e n t e s .  

D e f i n i ç ã o  I V . 6 . 1  - S e j a  o  h i p e r g r a f o  H = C X , ~ ) , ~ E Z ' ,  ----- 

D i z e m o s  q u e  H é q - s e c c i o n á v e l  v e r t i c a l m e n t e  s e  - e  

x i s t i r  uma q - p a r t i ç ã o  ( S L , S ~  , . . . ,  S  1 d e  X ;  t a l  q u e  S  e  S  n ã o  
4 i j 

s e j a m  d e p e n d e n t e s  p a r a  i * j = 1 , 2 ,  . . . , q ,  e n t ã o  e s c r e v e m o s  

o n d e  o  s u b - h i p e r g r a f o  H s  é g e r a d o  p o r  S i  p a r a  i . 1 . 2 ,  . . . , q .  
i 

H é t - s e c c i o n á v e l  h o r i z o n t a l m e n t e  s e  6 a d m i t i r  uma 
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o n d e  o  h i p e r g r a f o  p a r c i a l  FF é g e r a d o  p o r  F p a r a  j = I , Z ,  . . . ,  t .  
j 

j 

D e f i n i ç ã o  IV,6,2 - U m  h i p e r g r a f o  H é s e c c i o n á u e l  

s e  H f o r  s e c c i o n á v e l  v e r t i c a l  e  h o r i z o n t a l m e n t e .  

O s  h i p e r g r a f o s  q u e  s e c c i o n a m  H ,  s ã o  c h a m a d o s  h i  - 

p e r g r a f o s  s e c c i o n a i s .  

S e  em u m  h i p e r g r a f o  H s e c c i o n á v e l  v e r t i c a l  ou h o  - 

r i z o n t a l m e n t e  c a d a  h i p e r g r a f o  s e c c i o n ã l  f o r  u n i m o d u l a r  e n t ã o  d i  - 

z e m o s  q u e  H é t o t a l m e n t e  s e c c i o n á v e l .  

O b s e r v a m o s  q u e ,  s e  u m  h i p e r g r a f o  H 6 '; t o t a l m e n t e  

s e c c i o n á v e l ,  e n t ã o  H 6 n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  u n i m o d u l a r  e  r e c f p r o  - 

c a m e n t e .  

É o  q u e  i l u s t r a m o s  a  s e g u i r .  

C o n s i d e r e m o s  o  h i p e r g r a f o  H n ã o  u n i m o d u l a r .  No e n t a n t o ,  

F : 
1 C>'' FIG.IV.6.2 

H : 

F2: E 2 FIG.IV.6.3 

t 3 

s e u s  h i p e r g r a f o s  s e c c i o n a i s  Fi,F2 s ã o  u n i m o d u l a r e s .  

A g o r a  c o n s i d e r e m o s  o  s e g u i n t e  h i p e r g r a f o  u n i m o d u l a r .  

FIG. IV.6.4 

H n ã o  é s e c c i o n á v e l ,  i s t o  é, n ã o  é t o t a l m e n t e  s e c c i o n á v e l .  

~ e f i n i ç ã o  IV.6.3 - U m  h i p e r g r a f o  H = C X , G l  n ã o  é 

s e c c i o n á v e l  se H não s e r  s e c c i o n á v e l  v e r t i c a l ,  nem h o r i z o n t a l m e n t e .  

~ r o p o s i ç ã o  IV.6.1 - S e  o  h i p e r g r a f o  H = ( X , G I  é u n i  
--- - 

m o d u l a r  a E B  $ . e n t ã o  o  h i p e r g r a f o  F = ( X ,  $ u { E } I  6 t o t a l m e n t e  

s e c c i o n á v e l  mas  n ã o  é n e c e s s a r i a m e n t e  u n i m o d u l a r .  



A d e m o n s t r a ç ã o -  é i m e d i a t a ,  p o i s  o  h i p e r g r a f o  
H 1  

g e r a d o  p o r  {E) .  é u n i m o d u l a r  e  ( { E ) , ~ I .  é uma p a r t i ç ã o  d e  E u { E } ,  

p o r t a n t o , F  é t o t a l m e n t e  s e c c i o n á v e l .  

~ l u s t r a ç ã o :  C o n s i d e r e m o s  o  h i p e r g r a f o  

H = [ X , e  I ; e  a r e s t a  

x  3 TI2 F I G . I V . 6 . 5  

e n t ã o  o  h i p e r g r a f o  F = ( X , ~ U { E } )  é 

. é t o t a l m e n t e  s e c c i o n á v e l  m a s  n ã o  é u n i m o d u l a r .  

C o r o l á r i o  I V . 6 . 1  --- - U m  h i p e r g r a f o  H =  ( X , G  I p - d o m i n a  
v 

d o  é t o t a l m e n t e  s e c c i o n á v e l  s e  l 6 l = p + 2 .  

A d e m o n s t r a ç ã o  é i m e d i a t a ,  b a s t a  c o n s i d e r a r  o s  h i  - 

p e r g r a f o s  F,, e  F 2  g e r a d o s  p o r  { E  . .  .E ) e  E - { E ~ , . . . , E ~ }  r e s  1" P  - 

p e c t i v a m e n t e .  E  s ã o  u n i m o d u l a r e s  

T e o r e m a  I V . 6 . 1  -- - S e  o  h i p e r g r a f o  H = ( X , 6 1  n ã o  p o ~  

s u i  c i c l o  d e  c u m p r i m e n t o  m a i o r  o u  i g u a l  a  3 ,  e n t ã o  H é s e c c i o  - 

m á v e l  h o r i z o n t a l m e n t e ,  o n d e  um d o s  h i p e r g r a f o s  s e c c i o n á v e i s  
- 
e 

u n i m o d u l a r ,  

Dem. 

c e  x  d e  g r a u  um o u  e x i s t e m  d u a s  a r e s t a s  E  e  F  t a l  q u e  E C F .  

S e  T é a  a r e s t a  t a l  q u e  T 3 x ,  e n t ã o  T n ã o  é d o m i n a  - 

d a  nem. é d o m i n a n t e  d e  n e n h u m a  o u t r a  a r e s t a  d e  H .  

C o n s i d e r e m o s  o s  h i p e r g r a f o s  p a r c i a i s  H e  H 2  g e  
1  

r a d o s  p o r  { T I  e  G - { T }  r e s p e c t i v a m e n t e ,  6 e v i d e n t e  q u e  H é u n i  
1 
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m o d u l a r  e  C { T ) , ~ - { T ) )  é uma p a r t i ç ã o  d e 6  ; p o r t a n t o ,  H. é s e c c i o  - 

n á v e l  h o r i z o n t a l m e n t e ,  

A g o r a ,  s e  e x i s t e m  a r e s t a s  E  e  F d e  H t a l  q u e  ECF, 

e n t ã o  c o n s i d e r e m o s  o s  h i p e r g r a f o s  H e  H 2  g e r a d o s  p o r  1 E . F )  e  
1  

6- respectivament mente. 

É e v i d e n t e  q u e  H é u n i m o d u l a r  e  E F - F  6 
1  

uma p a r t i ç ã o  d e  6 .  

L o g o  H é s e c c i o n á v e l  h o r i z o n t a l m e n t e  com u m  d o s  

h i p e r g r a f o s  s e c c i o n a i s  u n i m o d u l a r .  

u oro lá rio I V . 6 . 2 :  S e  em um h i p e r g r a f o  e x i s t e m  p 

v é r t i c e s  d i s t i n t o s  x z , , . . , x  com g r a u  1 ,  e n t ã o  H é ( p + l I - s e c c i o  
P  - 

n á v e l  h o r i z o n t a l m e n t e .  

Dem. 

D e m o n s t r e m o s  p o r  i n d u ç ã o  s o b r e  o  n ú m e r o  d e  v e r t i  - 

c e s  d e  G r a u  1 .  

S e  p = l ,  é e v i d e n t e  p e l o  t e o r e m a  I V . 6 . 1 .  

S u p o n h a m o s  q u e  o  c o r o l á r i o . - s e j a  v á l i d o  p a r a  o s  

h i p e r g r a f o s  q u e  têm p  v é r t i c e s  d e  g r a u  1 ,  d e m o n s t r e m o s  p a r a  o s  

h i p e r g r a f o s  q u e  t ê m  p + l  v é r t i c e s  d e  g r a u  1 .  

S e j a  o  h i p e r g r a f o  H q u e  t e m  p + l  v é r t i c e s  d i s t i n  - 
\ 

t o s  d e  g r a u  1 .  

S e  x  é um v é r t i c e  d e  H t a l  q u e  6 ( x l = l ,  e n t ã o  e  
H - 

x i s t e  uma a r e s t a  E d e  H t a l  q u e  c o n t e m  x .  

C o n s i d e r e m o s  o s  c o n j u n t o s  F={E) e I ' = ~ - F  o s  q u a i s  

c o n s t i t u e m  uma p a r t i ç ã o  d e  6. 

P o r t a n t o ,  

o n d e  T e  U s ã o  o s  h i p e r g r a f o s  g e r a d o s  p o r  F e  r r e s p e c t i v a m e n t e .  

O h i p e r g r a f o  s e c c i o n a l  U c o n t e m  p  v é r t i c e s  d e  g rau  
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I, e n t ã o  p e l a  h i p ó t e s e  d e  i n d u ç ã o ,  r e s u l t a  

L o g o ,  f a z e n d o  F = T ,  t e m o s  
0 

i s t o  6 ,  H . é  [ p + 2 1 - s e c c i o n ~ v e l  h o r i z o n t a l m e n t e .  

T e o r e m a  I V . 6 . 2 :  -. U m  h i p e r g r a f o  H é s e c c i o n á v e l  ho  - 

r i z o n t a l m e n t e  s e ,  e  s o m e n t e  s e ,  s u a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  A f o r  

p a r t i c i o n á v e l - l i n h a .  

Dem. 

S u p o n h a m o s  q u e  H é s e c c i o n á v e l  h o r i z o n t a l m e n t e  e  

d e m o n s t r e m o s  q u e  A é p a r t i c i o n á v e l - l i n h a .  

S u p o n h a m o s  q u e  A n ã o  a d m i t e  n e n h u m a  p a r t i ç ã o  - l i  - 

n h a ,  e n t ã o  p a r a  q u a l q u e r  u m  d o s  d o i s  v e t o r e s - l i n h a  A e  A . i * j ,  
i j 

d e  A ,  t e m o s  A i 4 A  o u  A . á A i n  
j 3 

P e l a  i d e n t i f i c a ç ã o  das a r e s t a s  c o r r e s p o n d e n t e s  
Ei 

e  E d e  H s ã o  d o m i n a d a s ,  i s t o  6 ,  E E E  o u  E .SE  s e n d o  E e  E 
j i j J i '  i j 

e l e m e n t o s  a r b i t r á r i o s  d e  6 ;  e n t ã o  n ã o  e x i s t e  n e n h u m a  p a r t i ç ã o  

d e  6 ,  i s t o  6, H n ã o  6 s e c c i o n á v e l ,  o  q u e  é uma c o n t r a d i ç ã o .  Lo - 

g o ,  A a d m i t e  uma p a r t i c i o n a b i l i d a d e - l i n h a .  

A g o r a  s u p o n h a m o s  q u e  A p o s s u i  uma p a r t i ç ã o - l i n h a ,  

s e j a  

D e n o t a m o s  com o  c o n j u n t o  d e  a r e s t a s  a s s o c i a  - 

d a s  u n i v o c a m e n t e  a o s  v e t o r e s - l i n h a  d e  A,, e  a n a l o g a m e n t e  o  c o n  - 

j u n t o  Fj2 a o s  v e t o r e s - l i n h a  d e  A 2 ' 

Como n ã o  e x i s t e  n e n h u m  e l e m e n t o  d e  A $ a 1  q u e  s e  
1 - 



j a  d o m i n a d o  ou d o m i n a n t e  d e  a l g u m  e l e m e n t o  d e  A 2 ,  e n t ã o  ( e , , ,  
F 2 )  c o n s t i t u e  uma p a r t i ç ã o  d e  E ,  c o n s e q u e n t e m e n t e  H é s e c c i o  - 

n á v e l  h o r i z o n t a l m e n t e ,  

C o r o l á r i o  I V . 6 . 2  - S e  H é s e c c i o n á v e l  v e r t i c a l m e n  - 

t e ,  e n t ã o  s u a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  é p a r t i c i o n á v e l - c o l u n a  e  r e  - 

c i p r o c a m e n t e .  

A d e m o n s t r a ç ã o  é a n a l o g o  a o  t e o r e m a  I V . 6 . 2 .  

c o r o l á r i o  I V . 6 . 3  - U m  h i p e r g r a f o  H é q . -  s e c c i o n á  
p- - 

h o r i z o n t a l m e n t e  s e ,  e  s o m e n t e  s e ,  s u a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  f o r  

q - p a r t i c i o n ã v e l - l i n h a .  

B a s t a  a p l i c a r  a  i n d u ç ã o  e  o  t e o r e m a  I V . 6 . 2 .  

T e o r e m a  I V . 6 . 3 :  U m  h i p e r g r a f o  H é s e c c i o n ã v e l  s e ,  

e  s o m e n t e  s e  H *  f o r  s e c c i o n á v e l .  

Dem, 

H 6 s e c c i o m á v e l  s e ,  e  s o m e n t e  s e ,  A [ m a t r i z  d e  i n  - 

t 
c i d ê n c i a )  f o r  p a r t i c i o n á v e l :  i s t o  é, s e  e  s o m e n t e  s e ,  A~ ( A  ma 

t r i z  t r a n s p o s t a  d e  A )  f o r  p a r t i c i o n ã v e l ,  i s t o  é, s e ,  e  s o m e n t e  

s e ,  s e u . .  o  h i p e r g r a f o  a s s o c i a d o  H *  f o r  s e c c i o n á v e l .  

c o r o l á r i o  I V . 6 . 4  - T o d o  h i p e r g r a f o  p o s s u i  um h i  - - 

p e r g r a f o  p a r c i a l  u n i m o d u l a r  com n ú m e r o  d e  a r e s t a s  3 2 .  

A d e m o n s t r a ç ã o  é i m e d i a t a .  

~ r o p o r ç ã o  I V .  6 . 2 :  S e  o  h i p e r g r a f o  H f o r  balamceado, --- 
e n t ã o  H p o s s u i  u m  h i p e r g r a f o  p a r c i a l  u n i m o d u l a r  de  a r e s t a s  33.. 

B a s t a  t o m a r  d e  t o d o s  o s  c i c l o s  I m p a r e s  o d e  m e n o r  

c o m p r i m e n t o .  S u p o n h a m o s  q u e  r s e j a  o c i c l o  -de m e n o r  c o m p r i m e n t o ,  

e n t a o  p o s s u i  u m  v é r t i c e  x  t a l  q u e  6 ( ~ 1 2 3 .  H 

A g o r a  f o r m e m o s  o  c o n j u n t o  F t o m a n d o  a s  a r e s t a s  

E i ,  E  d e  r q u e  p e r t e n c e m  a  Ex e  a  a r e s t a  E d e  6-r .  
j 

É e v i d e n t e  q u e  F g e r a  u m  h i p e r g r a f o  p a r c i a l  u n i m o  - 
d u l a r  d e  número d e  a r e s t a s  i g u a l  a  3 .  



I V . 7  - H I P E R G R A F O  K- N U C L E A R  - .  - 

C o n s i d e r e m o s  o  h i p e r g r a f o  H = ( X , G I  e m a p e a m e n t o  
S~ 

d e  X  em a ' ,  d e f i n i d o  p o r  

o n d e  6 x  é o  c o n j u n t o  g r a u  d o  v é r t i c e  x  d e  H .  

~ e f i n i ç ã o  I V . 7 . 1 :  O  n ú c l e o  d e  H, d e n o t a d o  P o r  

N ( H 1 ,  é o  ç u b c o n j u n t o  d e  X, d e f i n i d o  p o r  

Q u a n d o  x e N  ( H ) ,  a a r e s t a  E q u e  c o n t e m  x ,  é c h a m a d a  a r e s t a  ou. v e t o r  

n u c l e a r  e  o  v é r t i c e  x  6 e l e m e n t o  n u c l e a r .  

S e  u m  h i p e r g r a f o  H  p o s s u i  k n u c l e o s ,  d i z e m o s  q u e  

H é k - n u c l e a r .  

I l u s t r a c Õ e s  

F I G .  I V . 7 . 1  
E 4  

o  n ú c l e o  N ( H ) = { x  . X  , X  1 ,  O S  v é r t i c e s  n u c l e a r e s  x  , x  e  x  .>e  a s  
5 6 7 5 6 7 

a r e s t a s  n u c l e a c e s ,  E , E  , E  e E . 
1 2 3  4 



,518. 

2 1  0 h i p e r g r a f o  H com d u a s  c o m p o n e n t e s  

Os n ú c l e o s  { x  ,x 1 e  { x  ,x  1. 
7 8 1 2  

31 O h i p e r g r a f o  H com uma c o m p o n e n t e  n u c l e a r  E 6 



X X X X X X X X X X X  
1 2 3 b 5 6 7 8 9 1 O U  

X X X X X X X X X X X  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 l Q l . l  

O h i p e r g r a f o  H d a  f i g .  I V . 7 . 4  n ã o  p o s s u i  n ú c l e o .  

S e  t o d a s  a s  k c o m p o n e n t e s  d e  um h i p e r g r a f o  H T o r e m  

n u c l e a r e s ,  e n t ã . 0  H. é d i t o  k - n u c l e a r  c o m p l e t o .  

O s  e x e m p l o s  1 e  2 i l u s t r a m  h i p e r g r a f o s  1 - n u c l e a r  

e b i - n u c l e a r  c o m p . l e t o s  r e s p e c t i v a m e n t e  e  o  e x e m p l o  3 i l u s t r a  u m  

h i p e r g r a f o  1 - n u c l e a r .  



d e  H é c h a m a d o  um c l i q u e  s e  q u a l q u e r  s u b c o n j u n t o  d e  ?i' n ã o  f o r  -- -- - 

m a r  um m a t c h i n g  d e  H .  

O b s e r v a m o s  q u e  s e  N ( H I  é u m  n ú c l e o  d e  H ,  e n t ã o  o s  

c o n j u n t o s  g r a u s  6 c o i n c i d e m  p a r a  t o d o  x & N [ H l , i s t o  6 ,  . s e .  y ,  
X 

z & N ( H I ,  z g y  e n t ã o  6,=?,,. 

T e o r e m a  I V . 7 . 1  - : S e j a  H =  [ x , E I  u m  h i p e r g r a f o  e  T 

um s u b c o n j u n t o  n ã o  v a z i o  d e  X .  

T é o  n ú c l e o  d e  H s e  p a r a  t o d o  y & 6  
T 

i m p l i c a  

Dem. 

P a r a  t o d o  y r 8  t c T ,  t e m o s  q u e  6 H I y 1 = ) 4  I < I ~ ~ / , d a i  
t '  Y 

6 H [ Y I . ~ I  lt 1 .  P o r t a n t o ,  t e m o s  6  [ Y I < 1 6 t  1 p a r a  q u a l q u e r  H Y E E ,  
s e m p r e  q u e  6 = E t .  L o g o  T  é u m  n ú c l e o  d e  H .  

Y 

c o r o l á r i o  --- IV.7 .I: S e  o  h i p e r g r a f o  H =  C ~ , 6 I f o r  n u c l e  - 

a r ,  e n t ã o  e x i s t e  um v é r t i c e  x  t a l  q u e  p a r a  t o d o  y ~ 6  t e m - s e  
X 

6 EGx . Além d i s s o ,  6 g e r a  uma c o m p o n e n t e  c o n e x a  d e  H .  
Y X 

A d e m o n s t r a ç ã o  s e g u e  d a  d e f i n i ç ã o  d e  n ú c l e o  e  d o  

T e o r e m a  I V .  7 . 1  . 
~ r o p o s i ç ã o  IV.7.1: S e  N é u m  n ú c l e o  d e  H ,  e n t ã o  6 

N 

é u m  c l i q u e  d e  H .  

A d e m o n s t r a ç ã o  s e g u e  d o  f a t o  d e  q u e  t o d a s  a s  a r e s  - 

t a s  (vetares) n u c l e a r e s  s ã o  a d j a c e n t e s .  

T e o r e m a  I V . 7 . 2 :  S e  u m  h i p e r g r a f o  H = C X , 6 I  p o s s u i  

u m  v é r t i c e  x  t a l  q u e  l e x l  = 1 6 1 ,  e n t ã o  i-i p o s s u i  um Ú n i c o  n ú c l e o .  

Dem. 

De E X e  6 e  I 6x 1 = 1 E I s e g u e - s e  q u e  6 = 6 .  
X 



C o n s i d e r e m o s  o  c o n j u n t o  S  = E o  q u a l  é d i f e r e n t e  
E E€ 

d e  v a z i o ,  p o i s ,  X E S . ,  vem a  s e r  n ü c l e o  d e  H .  

S e  e x i s t e  o u t r o  n ú c l e o  N ,  e n t ã o  e x i s t e  uma a r e s t a  n u  - 

c l e a r  F  d e  N t a l  q u e  F n ã o  é a r e s t a  n u c l e a r  d e  S .  

A g o r a ,  s e n d o  F uma a r e s t a  d e  E e  € = E  , e n t ã o  F 6 
X 

uma a r e s t a  d e  E , i s t o  i m p l i c a  q u e  X E F ,  o  q u e  é a b s u r d o ;  p o i s  
X 

s u p o m o s  q u e  F n ã o  é a r e s t a  n u c l e a r  d e  S .  P o r t a n t o ,  H p o s s u i  u m  

Ú n i c o  n ú c l e o .  

c o r o l ã r i o  I V . 7 . 2 :  S e  u m  h i p e r g r a f o  H = I X , E l  p o s s u i  um 

v é r t i c e  x  t a l  q u e  I F  I = I € I ,  e n t ã o  H é c o n e x o .  
X 

A d e m o n s t r a ç ã o  6 i m e d i a t a .  

O b s e r v a m o s  q u e  s e  um h i p e r g r a f o  p o s s u i  u m  n Ú c l e o , e n  

t ã o  o  h i p e r g r a f o  n ã o  é n e c e s s a r i a m e n t e  c o n e x o  ( V i d e  i l u s t . 3  a c . 1  

T e o r e m a  I V . 7 . 3 :  S e  u m  h i p e r g a f o  H 6 k - n u c l e a r ,  e n t ã o  

H é s e c c i o n á v e l  h o r i z o n t a l m e n t e .  

Dem. 

S e j a m  N i .  i = 1 , 2 . . . . . k .  o s  k  n ú c l e o s  d e  H e  c o n s i d e r e  - 

mos o s c o n j u n t o s  g r a u s  E , i = 1 , 2 , .  . . , k  p a r a  x . & N  i = l , 2  ,..., k. 
x i i '  
i 

S e  ( E x  I i E I ,  1 = { 1 , 2 , .  . . , k )  . p a r t i c i o n a m  E ,  e n t ã o  H é 
i 

k - s e c c i o n á v e l  h o r i z o n t a l m e n t e ,  p o i s  o s  k  h i p e r g r a f o s  s e c c i o n a i s  

d e  H s e r ã o  e x a t a m e n t e  o s  h i p e r g r a f o s  g e r a d o s  p o r  6 , p a r a  i = 
X 
i 

= 1 , 2 , . . . , k .  

S e  ( E  
x  ' i a 1  n ã o  c o n s t i t u i r  uma p a r t i ç ã o  d e  5 , .  e n t ã o ,  
i 

c o n s i d e r e m o s  a  p a r t i ç ã o  

A s s i m ,  c a d a  e l e m e n t o  d a  p a r t i ç ã o  g e r a  h i p e r g r a f o  s e c c i o n a l  d e  H .  



P o r t a n t o ,  H a d m i t e  s e c c i a n a b i l i d a d e  h o r i z o n t a l  o  

q u e  p r o v a  o  t e o r e m a .  

U m  c o n j u n t o  t r a n s v e r s a l  d &  h i p e r g r a f o  H =  [ X , <  3 ,  - e  

u m  c o n j u n t o  TcX t a l  q u e  

T ~ E # $  p a r a  c a d a  E & ,  1 ' 1 
S e  T i n T  t r a n s v e r s a l  d e  H } .  e n t ã o  ( T  I = T ( H I G  

o 

o  n ú m e r o  t r a n s v e r s a l  d e  H .  

Lema IV.7.2; -- S e  H f o r  k - n u c l e a r  c o m p l e t o  e n t ã o  o  

n ú m e r o  t r a n s v e r s a l  d e  H é k .  

A d e m o n s t r a ç ã o  6 i m e d i a t a .  

T e o r e m a  IV.7.4: U m  h i p e r g r a f o  H é n u c l e a r  s e ,  e  

s o m e n t e  s e ,  s u a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  A  f o r  n u c l e a r .  

Dem. 

S u p o n h a m o s  q u e  H = ( X , E )  p o s s u i  n ú c l e o ,  e n t ã o  p e l o  

c o r o l ã r i o  IV.7.1, e x i s t e  u m  v é r t i c e  x  t a l  q u e  6 g e r a  uma com 
X - 

p o n e n t e  c o n e x a  d e  H ;  p o r t a n t o  ( E x . 6 - E x )  é uma p a r t i ç ã o  d e  6 e  

p e l a  i d e n t i T i c a ç ã o ,  i s t o  i n d u z  uma p a r t i ç ã o - l i n h a  I A  , A  1 d e  A. 
1 2  

X 
~ a m b é m  e x i s t e  u m  v e t o r - c o l u n a  A  d e  A . c o r r e s p o n d e n t e  a o  v e r  

1 - 
X X 

t i c e  x com I A  I = n ?  d e  l i n h a s  d e  A . d i g a m o s  , I A  I = r .  
1 

S e j a  M a  m a t r i z  c o r t a d a  d e  A q u e  t e m  p o r  v e t o  
1 - 

r e s - c o l u n a  t o d o s  o s  v e t o r e s - c o l u n a  d e  A com n o r m a  r .  É e v i  
1 

- 

C 
d e n t e  q u e  M - é uma s u b m a t r i z  n u l a  d e  A .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  a s  m a t r i z e s  [MI e  [MC1 s ã o  e x a t a  - 

m e n t e  A e  A 2 ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  L o g o ,  A p o s s u i  n ú c l e o  e  o s  e  
1 - 

l e m e n t o s  d e  M e  M C  c o n s t i t u e m  a s  c o m p o n e n t e s  d o s  v e t o r e s  n u  - 

c l e a r e s  d e  A .  

A g o r a ,  s u p o n h a m o s  q u e  A p o s s u i  n ú c l e o ,  e n t ã o  e x i s  - 

C 
t e  uma s u b m a t r i z  c o r t a d a  v e r t i c a l  u n i v e r s a l  M e  M s u b m a t r i z  

C 
n u l a .  Da: a s  m a t r i z e s  p a r c i a i s  [M] e  C M  1 p a r t i c i o n a m  A ,  e  p g  



. 6 3 .  

l a  i d e n t i f i c a ç ã o  e s t a  i n d u z  uma p a r t i ç ã o  ( F , r )  d e  6 e  o s  v e r t i  - 

c e s  c o r r e s p o n d e n t e s  2s c o l u n a s  d e  M p e r t e n c e m  a  F .  S e  S é O 

c o n j u n t o  d e  t o d o s  e s t e s  v é r t i c e s ,  e  s a b e n d o  q u e  

F s = F  p a r a  q u a l q u e r  x & S ,  F g e r a  u m  h i p e r g r a f o  
X X 

q u e  é uma c o m p o n e n t e  ( c o n e x a ) d e  H .  P o r t a n t o ,  H p o s s u i  n ú c l e o .  

C o r o l á r i o  I V . 7 . 3 :  U m  h i p e r g r a f o  H é k - n u c l e a r  s e ,  

e  s o m e n t e  s e ,  s u a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  A f o r  k - n u c l e a r .  

A d e m o n s t r a ç ã o  é i m e d i a t a  

Co.ro .1ár i .o  I V . . 7 . 4 :  U m  h i p e r g r a f o  H n u c l e a r  é u n i m o  

d u l a r  s e ,  e  s o m e n t e  s e ,  s u a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  A f o r  t ~ t a ' l m e n  - 

t e  u n i m o d u l a r .  

A d e m o n s t r a ç ã o -  é i m e d i a t a .  

T e o r e m a  I V . 7 . 5 :  U m  h i p e r g r a f o  H c o n e x o  com n ú c l e o  

N é u n i m o d u l a r  s e  f o r  6 ( x l = l  p a r a  t o d o  x & X - N  
H 

Dem. 

P e l a  h i - p ó t e s e ,  s e g u e - s e  q u e  a  m a t r i z  d e  i n c i d ê n  - 
c i a  d e  H v e r i f i c a  a s  h i . p ó t e s e s  d e  t e o r e m a  1 1 1 . 6  . I  e  p e l o  c o r o l á  - 

r i o  I V . 7 . 4 ,  r e s u l t a  q u e  H é u n i m o d u l a r .  

C o r o l á r i o  I V . 7 . 5 :  S e j a m  N i , i a I = { l , Z , .  . . . k ? , o s  k  

n ú c l e o s  d o  h i p e r g r a f o  H = ( X , 6 ) .  

S e  H é k - s e c c i o n á v e i  h o r i z o n t a l m e n t e  e  f o r  6 I x l = l  
H 

p a r a  t o d o  XEX-UNi ,  e n t ã o  H 6 u n i m o d u l a r .  

i E J  
B a s t a  a p l i c a r  a  i n d u ~ ã o  e  o  t e o r e m a  I V . 7 . 5 .  

I V . 8  - M A T C H I N G  h-UNIFORME -- ---- 

D e f i n i ç ã o  I V . 8 . 1 :  .- - U m  h i p e r g r a f o  H é um m a t c h i n g  h  

- u n i f o r m e  s e  t o d o s  o s  m a t c h i n g s  m a x i m a i s  d e  H p o s s u i r e m  c a r d i n a  - 



I l u s t r a ç õ e s :  -- - 

11 S e j a  o  h i p e r g r a f o  

F I G . I V . 8 . 1  

O s  m a t c h i n g s  d e  H s ã o :  

têm d o i s  e l e m e n t o s  e  o  h i p e r g r a f o  H é u m  m a t c h i n g  2 - u n i f o r m e .  

2 1  S e j a  o  h i p e r g r a f o  H d e  t r e s  c o m p o n e n t e s ,  

F I G . I V i 8 . 2  

H é um m a t c h i n g  3 - u n i f o r m e  . 
Lema I V . 8 . 1 :  S e  u m  h i p e r g r a f o  H é k - n u c : l e a r  [ k t 2 ) ,  

e n t ã o  H p o s s u i  p e l o  m e n o s  um m a t c h i n g  d e  c a r d i n a l i d a d e  k .  

A d e m o n s t r a ç ã o  é i m e d i a t a .  

D e f i n i ç ã o  I V .  8 . 2  : Dado um h i p e r g r a f  o  H = (X ,E , 
1 

- - 
E  , . . . , E , ] ,  s e  e x i s t e  um h i p e r g r a f o  H = ( X . E l  c u j o s  v é r t i c e s  s ã o  

2 

o s  m a t c h i n g s  m a x i m a i s  d e  H e  c u j a s  a r e s t a s  E s ã o  d a d a s  p o r  
i 

- 
E.={M m a t c h i n g  d e  H t a l  q u e  M3Ei1 p a r a  i - 1 . 2  ...... m ,  
1 

e n t ã o  H é c h a m a d o  h i p e r g r a f o  m a t c h i n g .  

O b s e r v a m o s  q u e  nem s e m p r e  e x i s t e  H p a r a  u m  h i p e r  - 

g r a f o  H ,  a  n ã o  s e r  q u e  s e j a  v a z i o ;  p o r  e x e m p l o ,  s e  H p o s s u i r  um 

G n i c o  n ú c l e o ,  e n t ã o  H é v a z i o .  



I l u s t r a ç ã o ;  S e j a  o  h i p e r g r a f o  

F I G .  IV.8.3 

e n t ã o  o s  m a t c h i n g s  d e  H s ã o :  

L o g o  o  h i p e r g r a f o  m a t c h i n g  H é :  

F I G .  I V . 8 . 4  

Lema I V . 8 . 2 :  S e  H é k - n u c l e a r ,  k 2 2 ,  e n t ã o  H e* d e  
k  

o r d e m  ií I E x  I ,  o n d e  6 é o  c o n j u n t o  g r a u  d o  e l e m e n t o  n ú c l e o  x  
i 

i = l  i i 
p a r a  c a d a  i = 1 , 2 , .  . . , k .  

A d e m o n s t r a ç ã o  s e g u e  d o  f a t o  q u e  o s  c o n j u n t o s  g r a u s  

E , i = 1 , 2 ,  . . . ,  k  s ã o  d i s j u n t o s  d o i s  a  d o i s  em H p e l a  d e f i n i ç ã o  
x ,  
I 

d o  v é r t i c e  d e  H. 

Teo-r-ema I V . 8 . 1  : U m  m a t c h i n g  M d o  h i p e r g r a f o  H e ma - 

x i m a l  s e ,  e  s o m e n t e  s e .  $ - ~ I M I = ~ M ~ ~ .  

Dem. 

C o n s i d e r e m o s  o  h i p e r g r a f o  

H = ( X , 6 1 ;  E = ( E i / i a I = { 1 , 2  , . . . ,  m } )  e  O h i p e r g r a f o -  ma - 

t c h i n g  

- - -  - 
H =  ( X , E  I ;  X={nt /Mt  m a t c h i n g  d e  H ,  t a T = { l .  2 , .  . . , p I I e  



. 6 6 .  

- 
s e j a  $ um mapeamen to  de 6 em 6 d e f i n i d o  p o r  $ (E .  . ) = E i ,  o n d e  

1 

- 
E .  = {M  ' m a t c h i n g  de H t a l  que  MaE. 1, i E I ,  
1 1 

0 mapeamen to  $ é uma b i j e ç ã o .  

Suponhamos que  p a r a  Ei#E s e j a  $ i E  ) = v á E  .I e n t ã o  i J 
- - 
E . = E  i s t o  i m p l i c a  que  
i j  

{ M  match ing /MaEi }  = { N  m a t c h í n g / N s E  } de o n d e  t e  
j - 

mos que  

o  q u e  c o n t r a d i z  a  E . # E  . L o g o ,  d e v e  s e r  $(Eil#'$(E . I  p a r a  t o d o  
I. j J 

Ei#Ej, i s j .  

A g o r a ,  d a d a  $+Ej de 4. e n t ã o  e x i s t e  um L m a t c h i n g  

~ $ 4 ,  de H .  D a i  M c o n t é m  p e l o  menos d u a s  a r e s t a s  E  e  E  de  H 
i j 

t a l  que  n~ . = $ .  
J 

C o n s i d e r e m o s  { E . }  = nP'l . L o g o ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  de 
J MEE 

$ , t e m o s  q u e  i J I (E . )=E  . j 
J j 

Suponhamos que  M s e j a  um m a t c h i n g  m a x i m a l  de H e  
, 

p r o v e m o s  que  a  c a r d i n a l i d a d e  de  M é t g u a l  à c a r d i n a l i d a d e  d o  

- 
c o n j u n t o  g r a u  6 e m H .  

M 
s e j a  M.{E , E 2 , .  . . ,E 1. l<q,<m e n t ã o  s u a  imagem P ' O ~  

1 4  

de M é um s u b c o n j u n t o  de a r e s t a s  em H, i s t o  é ,  

Sendo  $ uma b i j e t o r a ,  e n t ã o  

 gora como M E Ê ~  p a r a  t o d o  i =1 ,? ,  . . . . q .  e n t ã o  

- 
, E  , . ,  ., E  } I  . IE I- = 6 - [M I .  P o r t a n t o ,  

1 2  q  M H M 



A g o r a .  s u p o n h a m o s  q u e  6 - ( ! I ) =  I M ~ ,  M 6 um . v é r t i c e  
H 

d e  H e  p r d v e m o s  q u e  M 6 um m a t c h i n g  m a x i m a l  d e  H .  
- - 1 

S e j a  G M = { É  .È . .. E 1 e n t ã o  p e l a  b i j e ç ã o  I) . t e  
1 2 , '  P - 

- 
mos q u e  I)-' ({É ,È , . . . , E  1 )  = { E  . . . . .E } = M ,  e r e s u l t a  M u m  

1 2  P  1 P 

m a t c h i n g  m a x i m a l  d e  H .  

C o n c l - u i m o s  a s s i m  a  d e m o n s t r a ç ã o  d e  n o s s o  t e o r e m a .  

I l u s t r a ç ã o :  

C o n s i d e r e m o s  o  h i p e r g r a f o  

- - 
O h i p e r g r a f o  m a t c h i n g  H = ( X , G l ,  o n d e  o s  e l e m e n t o s  

d e  X s ã o  o s  m a t c h i n g s  m a x i m a i s  d e  H ,  i s t o  é, 



e  a s  a r e s t a s  de  H s ã o  

- 
E,, = {M/MsE..} = { M  1 

1 1 

-r - 
A g o r a  o s  c o n j u n t o  g r a u  ..Mi, i = 1 , 2 , 3 , 4  em H s ã o  

T e o r e m ã  I V . 8 . 2 :  Se um h i p e r g r a f o  H  p o s s u i  um m a t  - - 

c h i n g  m a x i m a l  de  c a r d i n a l i d a d e  m a i o r  ou  i g u a l  a  m ( H 1 - I ,  e n t ã o  

H é u n i m o d u l a r .  

Dem. 

P  Suponhamos q u e  H p o s s u i  um c i c l o  I? , o n d e  p c z C ,  

p > 3  e  f m p a r .  E n t ã o  I" c o n t e m  p e l o  menos t r ê s  a r e s t a s  de  H q u e  

s e  i n t e r s e p t a m  d u a s  a  d u a s ,  S e j a m  e s t a s  a r e s t a s  E  E e  E  i' j t ' 

C o n s t r u a m o s  um r n a t c h - i n g  M, t o m a n d o  t o d a s  a s  a r e s  - 



t a s  d i s j u n t a s  d u a s  a  d u a s  e n t r e  o s  m ( H 1 - 3  a r e s t a s  r e s t a n t e s  e  

m a i s  uma a r e s t a  q u a l q u e r  e n t r e  a s  E E e E . e n t ã o  o m a t c h  i '  j t '  - 

i n g  M t e m  c a r d i n a l i d a d e  

l m [ H ) - 3 1 + 1  = m ( H 1 - 2  e l e m e n t o s .  

O q u e  c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e .  P o r t a n t o ,  H é u n i m o  - 

d u l a r .  A s s i m  c o n c l u ~ m o s  a  d e m o n s t r a ç ã o  d e  n o s s o  t e o r e m a .  

I l u s t r a ç õ e s :  

1 I S e j a  o  h i p e r g r a f o  I E  I = m ( ~ 1 = 3  e  c a r d - m a t c h i n g  

2 1  S e j a  o  h i p e r g r a f o  
E 2 

31 S e j a  o  h i p e r g r a f o  

H : 

4 1  S e j a  o  h i p e r g n a f o  

16 l = m ( H 1 = 5  

c a r d  . m a t c h i n g  m a x = 4  



c a r d .  r n a t c h i n g  m a x = 6  

- - 

H:,  E E2@E3 @bE4 

71  S e j a  o  h i p e r g r a f o  

1 E l = m ( ~ l = 8  

c a r d  , r n a t c h i n g  m a x = 7  

I ~ l = m ( H 1 = 1 0  

c a r d .  r n a t c h i n g  m a x = l O  

T e o r e m a  I V . 8 . 3 :  S e  em um h i p e r g r a f o  H e x i s t e m  d o i s  - 

m a t c h i n g s  M ,  e  M t a i s  q u e  g e r a m  o s  h i p e r g r a f o s  s e c c i o n a i s  H P  
1 2 

e  H ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  e n t ã o  H é u n i m o d u l a r .  

A d e m o n s t r a ç ã o  s e g u e - s e  p e l a  a p l i c a ç ã o  d i r e t a  d o  

t e o r e m a  IV. 5 . 1 .  

I l u s t r a ç õ e s :  

1 1  O h i p e r g r a f o  

" t . r a n s p o r t e l ' , .  é u n i r n o d u l a r ,  

2 1  O h i p e r g r a f o  

H :  F i  

F2 

F3 

F I G . I V . 8 . 1 5  

. é u n i m o d u l a r .  



C o r o . l á r i o  I V . 8 . 1 ;  S e  em u m  h i p e r g r a f a  H = [ x , ~  1 - e  

x i s t e  uma a r e s t a  r t a l  q u e  6 - { r )  g e r a  um h i p e r g r a f o ,  o  q u a l  

v e r i f i c a  a s  h i . p Ó t e s e s  d o  t e o r e m a  I V . 8 . 3 ,  e n -t ã o  H -  6 u n i m o d u l a r  

o u  H p o s s u i  um h i p e r g r a f o  p a r c i a l  u n i r n o d u l a r  com 161-1  a r e s t a s .  

Dem. 

S e j a  F o  h i p e r g r a f o  g e r a d o  p o r  6 - { r ) ,  e n t ã o  F = 

S e  r i n t e r s e c t a  o s  e l e m e n t o s  d e  F sem i n t e r s e c t a r  
1 

nenhum e l e m e n t o  d e  F,, ou i n v e r s a m e n t e ,  e n t ã o  p e l o  t e o r e m a  I V .  

8 . 3 ,  H é u n i m o d u l a r .  

A g o r a  r i n t e r s e c t a  e l e m e n t o  d e  F e  F e  o s  e l e  
1 2 - 

m e n t o s  i n t e r s e c t a d o s  p o r  r ,  n ã o  s ã o  a d j a c e n t e s ,  t ambém H é u n i  - 

m o d u l a r .  Mas,  s e  e x i s t e m  e n t r e  e l e m e n t o s  i n t e r s e c t a d o s  p  o r  

r ,  d e  F e  F q u e  s ã o  a d j a c e n t e s ,  e n t ã o  H n ã o  é u n i r n o d u l a r ,  o  
1 2 

seu  h i p e r g r a f o  p a r c i a l  F s e r á  u n i m o d u l a r .  

I l u s t r a ç ã o :  V i d e  o  e x e m p l o  V . 5 . 5  no  C a p i t u l o  V .  



M E T O D O S  PARA O B T E N Ç Ã O  D E  U M  HIPERGRAFO M A X I M A L  U N I M O D U L A R  

N e s t e  c a p i t u l o  d e s c r e v e m o s  d o i s  m é t o d o s  d e n o m i n a  - 

d o s ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  o  m é t o d o  d o  m a t c h i n g  e x p o n e n c i a l  e  o  m e t o  - 

d o  d o s  v e t o r e s  z e r o - e s p a ç o  u n i f o r m e  p a r a  e x t r a i r  um h i p e r g r a  - 

f o  p a r c i a l  m a x i m a l  u n i m o d u l a r  d e  um h i p e r g r a f o  d a d o .  E s t e s  mé - 

t o d o s  s ã o  o b t i d o s  a p a r t i r  d o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  n o s  c a p í t u l o s  

111 e  I V .  

L e m b r a m o s  q u e  n o  c a p i t u l o  111 f o i  d e f i n i d o  o  v e  - 

t o r  z e r o - e s p a ç o  e  d a i  a  m a t r i z  z e r o - e s p a ç o ;  e  no  c a p i t u l o  I V  

f o i  a s s o c i a d o  d e  uma m a n e i r a  b i u n i v o c a  a uma ( 0 , l l - m a t r i z  d e  o r  - 

dem mxn, ze ro- espaço ,  um p a r  d e  c o n j u n t o s  onde o  p r i m e i r o  c o n j u n t o  tem c a r d i  - 

n a l i d a d e  n e  o  s e g u n d o  c o n j u n t o  q u e  é uma f a m i l i a  d e  m p a r t e s  

n ã o  v a z i a s  d o  p r i m e i r o .  E s t e  p a r  d e  c o n j u n t o s  é d e n o m i n a d o  u m  

h i p e r g r a f o  d e  o r d e m  n e  r e c f p r o c a m e n t e ,  p a r a  c a d a  h i p - e r g r a f o  

H = ( X ,  41 d e  o r d e m  n e  I & l = m t ~ ) = m  e x i s t e  u n i v o c a m e n t e  uma ( 0 , I l -  

m a t r i z  d e  o r d e m  nxm, o n d e  m e  n s ã o  o  n ú m e r o  d e  a r e s t a s  e  v é r  - 

t i c e s ,  r e s p e c t i v a m e n t e  do h i p e r g r a f o .  E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  s e  a  

I 0 , 1 1 - m a t r i z  A 6 uma m a t r i z  z e r o - e s p a ç o ,  o  h i p e r g r a f o  a s s o c i a  - 

d o  é um h i p e r g r a f o  sem l a ç o s  e  r e c z p r o c a m e n t e .  

Na s e ç ã o  V . 2  c o l o c a m o s  a l g u m a s  d e f i n i ç õ e s  e  n o t a  - 

ç Õ e s  q u e  s e r ã o  u s a d a s  n a  d e s c r i ç ã o  d e  n o s s o s  m é t o d o s .  

Na s e ç ã o  V . 3  d e s c r e v e m o s  d e t a l h a d a m e n t e  o  m é t o d o  

d o  m a t c h i n g  e x p o n e n c i a l  e  d o s  v e t o r e s  z e r o - e s p a ç o s  u n i f o r m e s ,  

p a r a  a  c o n s t r u ç ã o  d e  u m  h i p e r g r a f o  p a r c i a l  u n i m o d u l a r .  



Na s e ç ã o  V . 4  a p r e s e n t a m o s  a s  f l u x o - g r a m a s  q u e  per- 

m i t i r ã o  u m  m e l h o r  e n t e n d i m e n t o  d o s  m é t o d o s .  E ,  f i n a l m e n t e ,  n a  

s e ç ã o  V . 5 ,  a p r e s e n t a m o s  e x e m p l o s  q u e  i l u s t r a m  e s t e s  m é t o d o s .  

D e n o t a m o s  um h i p e r g r a f o  H como u m  p a r  d e  c o n j u n t o s ,  

i s t o  é, H = ( X , F , l ,  o n d e  X = { x . / i ~ I = . f l , Z , .  . . , n } }  e  6 = ( E . / E . * d  , 
1 J J  

j ~ ~ = { 1 , 2 , .  . . , m } l ;  I X I = ~ ( H ) = ~  e I C , l = m ~ ~ l = m .  

Assumamos  d a q u i  em d i a n t e ,  a  m e n o s  d e  o u t r a  i n d i c a  - 

ç ã o ,  q u e  o  h i p e r g r a f o  H em c o n s i d e r a ç ã o  é um h i p e r g r a f o  s i m p l e s ,  

i s t o  6 ,  t o d a s  a s  a r e s t a s  s ã o  d i s t i n t a s .  

D e f i n i ç ã o  V . 2 . 1  - U m  m a t c h i n g  M d o  h i p e r g r a f o  H é 

d e n o m i n a d o  e x p o n e n c i a l  s e  M f o r  maximal e  I M ~  =max{ 1 N l / N  é m a t c h i n g  

m a x i m a l  d e  H ) .  

P a r a  n ã o  e n c o n t r a r m o s  p r o b l e m a s  d e  n o t a ç ã o ,  f a ç a  - 

mos  a  s e g u i n t e  c o n v e n ç ã o :  

Q u a n d o  n o s  r e f e r i m o s  à c a r d i n a l i d a d e  d a  a r e s t a  E 

d o  h i p e r g r a f o  H = I X , G l  e s t a m o s  n o s  r e f e r i n d o  à n o r m a  d o  v e t o r - l i  - 

n h a  E [ s ; d l ,  s - z e r o s  e  d - e s p a ç o s  c o r r e s p o n d e n t e  na  m a t r i z  d e  i n  - 

c i d ê n c i a  a s s o c i a d a  a o  h i p e r g r a f o  c o n s i d e r a d o ,  i s t o  é, e s t a m o s  

n o s  r e f e r i n d o  d e  uma m a n e i r a  i n d i s t i n t a  a o s  m e m b r o s  d a  f a m í l i a  

como a r e s t a  ou v e t o r .   aipod der-emos ' c o l o c a r  o s  e . l e m e n t o s  d e  

E [ s ; d )  e n t r e  p a r ê n t e s i s  ou c h a v e s ,  p o r  e x e m p l o  E ( s ; d l = ( x  , x  . x  , 
3 7 1 1  

D e f i n i ç ã o  V . 2 . 2 :  S e j a  E l s ; d l  um v e t o r  s - z e r o s  e  - - 

d - e s p a ç o s  d a  f a r n i l i a  6 .  

A n o r m a  o u  c â r d i n a l i d a d e  d e  E ( s ; d l ,  d e n o t a d o  p o r  

1 ~ l s ; d l  1 6 d e f i n i d o  p o r  



o n d e  p é u m  i n t e i r o  n ã o  n e g a t i v o ,  q u e  i n d i c a  o  n ú m e r o  t o t a l  d e  

v é r t i c e s  q u e  i n t e g r a m  o  c o n j u n t o  E ( s ; d l  e q u i v a l e n t e  a o  n ú m e r o  t.o - 
s 

t a l  d e  1 q u e  a p a r e c e m  como c o m p o n e n t e s  d o  v e t o r  E ( s ; d ) .  

Den t re  t o d o s  o s  v e t o r e s  E ( z ; d l , .  z- ze ros ,  d- espaço,  e s c o  1 h e  - 

mos o  v e t o r  E ( s ; d l  como s e n d o  o  q u e  t e m  o  m e n o r  n ú m e r o  d e  z e r o s  

a n t e s  d e  s u a  p r i m e i r a  c o m p o n e n t e  d i f e r e n t e  d e  z e r o  I s - z e r o s ) ,  i s  - 

t o  é, o  i n t e i r o  n ã o  n e g a t i v o  s ,  i s t o  é .  

s = m i n  { z / E ( z , ~ ) E ~ )  

O ,< z  ,( n - 1  

D e f i n i ç ã p  V . 2 . 3 :  D o i s  m e m b r o s  d e  6. s ã o  u n f f o r m e s  
--v 

s e  e l e s  s ã o  d o  mesmo e s p a ç o  u n i f o r m e .  

E x e m p l o  1: O s  v e t o r e s  

E ( s ; d l  = ~ 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1 ~  e  

E ( z ; d )  = ( 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ~  

2 - z e r o s  e  O - z e r o ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  s ã o  3 - e s p a ç o s  u n i  - 

f o r m e s  , l o g o  s ã 0  U n i f o r m e s .  

S e  o s  v e t o r e s  

E 1 ( z i ; d l ,  E ,  ( z , ; d I ,  . . ., E  ( Z  ; d l  
P  P 

c o n s t i t u e m  u m  c o n j u n t o  d - e s p a ç o  u n i f o r m e ,  e n t ã o  o s  i n t e i r o  n ã o -  

n e g a t i v o  z  i = 1 , 2 ,  . . . , p ,  v e r i f i c a m  a s  d e s i g u a l d a d e s  
i ' 

S e  E ( z ; d l  e  E [ s ; e l  s ã o  o s  m e m b r o s  d e  6. q u e  t e m  o  

m e n o r  e  o  m a i o r  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  e n t ã o  e s  - 

c r e v e m o s :  



S e  t e m o s  E l  [ z -  ; d a  I , E 2 = [ z , ; d , I , . , . , E  ( z  ; d  I 
3 . 1  q q q  

q - v e t o r e s  q u e  t e m  a  mesma n o r m a ,  e n t a o  p o d e m o s  t o m a r  o  v e t o r  

E k [ z k ; d k l  com z k  = m i n  { z . / E . L z  ; d . I }  
J J ~ J  

I C j S q  

E x e m p l o :  S e j a m  E l = [ x  . x  . x  1 ,  E 2 = [ X  , x  , x  1 
3 7 8  2 5 6  

o s  v e t o r e s  d e  n o r m a  3 ,  e n t ã o  o  v e t o r  com 

z = min { z . / E . [ z  ; d . I I  
j = 1 , 2 . 3 , 4 ~  J ~ J  

I - z e r o  e 3 - e s p a ç o .  C l a r o  q u e  n ã o  é u n i f o r m e  

N e s t a  s e ç ã o  d e s c r e v e m o s  d e t a l h a d a m e n t e  a  b u s c a  d o  

h i p e r g r a f o  p a r c i a l  m a x i m a l  u n i m o d u l a r  p e l o  t e s t e  d a  c a r d i n a l i d a  - 

d e  d o  m a t c h i n g  e x p o n e n c i a l  e v e t o r e s  z e r o - e s p a ç o s  u n i f o r m e s .  

V . 3 . 1  - M É T O D O  D O  MATCHING EXPONENCIAL -- 

U s a n d o  o a l g a r i t m o  d a  b u s c a  d o  m a t c h i n g  m a x i m a l  

d o  H = [ X , G I ,  d e t e r m i n e  t o d o s  o s  m a t c h i n g s  m a x i m a i s  e  t o m e  o  ma - 

t c h i n g  e x p o n e n c i a l  M .  

V e r i f i q u e  s e  

I M ~ )  m ( H 1 - I  

No c a s o  a f i r m a t i v o  p a r e ,  p o i s  o  h i p e r g r a f o  H é u n i m o d u l a r .  No 

o u t r o  c a s o ,  a p l i q u e  o  m é t o d o  d o s  v e t o r e s  z e r o - e s p a ç o  u n i f o r m e s .  



V . 3 . 2  - MÉTODO DOS VETORES ZERD-ESPAÇO UNIFORME 

C o n s i d e r e  o s  e l e m e n t o s  E ( z ; e I .  z - z e r o s  e  e  . -  e s p a  - 

ç o  d e  % e  d e t e r m i n e :  

z l k l  = m i n  { s / ~ . ( s ; d l 1  
j = 1 , 2 , .  . . , d  

k  E  IK = { 1 , 2 , .  . , , q } ,  l ó q d m  e  o  s u b c o n j u n t o  S de  X ,  

No c a s o  em que  o  c o n j u n t o  S  n ã o  e x i s t a ,  t o m e  como S, a  .: s a r e s t a  

E ( z ; e )  com 

C o n s i d e r e m o s  d o i s  c a s o s  r e l a t i v a m e n t e  à c a > r d i n a l i d a d e  o u  à n o r  - 

ma do e l e m e n t o  E k ( z ( k l ; e l  de 6 . 
Se I ~ ~ ( z ( k ) ; e ] l <  max I E ( s ; d ) l ,  e n t ã o  r e a l i z e  a  f a s e  1 

ECs;dl&G 

Se I ~ ~ ( z ( k ) : e l  1 = max I E ( s ; d l  1 , r e a l i z e  a  f a s e  2 .  
E(s ;d lE% 



FASE 1 

K = K ~ { ~ + l } ,  o n d e  q + l  é o  í n d i c e  d a  a r e s t a  E  t a l  q u e  
q + l  

F a ç a  k = O  

P a s s o  O .  - I n i c i a  com k  = k + l ,  a a r e s t a  

( Z  ( k l ; e l ,  z 1 ( k l  = m i n  { s / ~ . ( s , d l }  
J 

l C j < q  

se  E k  ( z l ( k l , e l  6 e - e s p a ç o  u n i f o r m e ,  e n t ã o  f o r m e  o  c o n j u n t o  
1 

c u j o s  m e m b r o s  E k  ( Z  ( k 1 ; e )  s ã o  t o d o s  o s  p o s s í v e i s  e - e s p a ç o s  u n i  
P - 

P 

f o r m e s  e  v e r i f i q u e  s e  e x i s t e  a l g u m  E ( w  ( h 1 ; d l  com h#  k ,  d # e  , 
hr r 

q u e  s e j a  d - e s p a ç o  u n i f o r m e  e  t a l  q u e  

Eh 
f i  E = 4 p a r a  t o d o  E E A 

r ki ki 
k  

No c a s o  a f i r m a t i v o  f o r m e  o  c o n j u n t o  



c u j o s  m e m b r o s  E ( w  I h 1 ; d I  s ã o  t o d o s  o s  p o s s i v e i s  d - e s p a ç o s  u n i  
h  q  - 

9  

f o r m e s  q u e  v e r i f i q u e m  a  c o n d i ç ã o  [*I a c i m a  e  v á  p a r a  o  p a s s o  1. 

C a s o  c o n t r á r i o ,  v á  p a r a  o  p a s s o  2 .  

P a s s o  1 . - V e r i f i q u e  s e  

No c a s o  a f i r m a t i v o  p a r e ,  p o i s  o  h i p e r g r a f o  em c o n s i d e  - 

r a ç ã o  é u n i m o d u l a r .  C a s o  c o n t r á r i o ,  v á  p a r a  o p a s s o  2 .  

P a s s o  2 .  - C o n s i d e r e  E = E ( z  ( k 1 ; e l  e  v e r i f i q u e  s e  e x i s t e  
1 kl 

E k  
t a l  q u e  E í7 = $I. 

i k i  1 

C a s o  e x i s t a  f o r m e  o  c o n j u n t o  

c u j o s  m e m b r o s  s ã o  t o d o s  o s  p o s s í v e i s  v e t o r e s  d i s j u n t o s  d o i s  a  

d o i s  e  v e r i f i q u e  s e  e x i s t e  a l g u m  E t a l  q u e  
h  
j 

No c a s o  a f i r m a t i v o  f o r m e  o  c o n j u n t o  

c u j o s  m e m b r o s  s ã o  a i s j u n t o  d o i s - a  d o i s  e  v á  p a r a  o  p a s s o  3 .  C a s o  

c o n t r á r i o  v á  p a r a  o  p a s s o  4 .  

P a s s o  3 . -  V e r i f i q u e  s e  

No c a s o  a f i r m a t i v o ,  p a r e ,  p o i s  o  h i p e r g r a f o  d a d o  6 u n i  - 
m o d u l a r .  C a s o  c o n t r á r i o  v ã  p a r a  o  p a s s o  4 .  



P a s s o  4 .  - C o n s i d e r e  E  =E ( Z  ( k 1 ; e I  e  v e r i f i q u e  s e  e x i s t e  E , 
'1 k l  

I 'i 

i * k  q u e  s a t i s f a ç a  uma d a s  s e g u i n t e s  c a n d i ç o e s  

d l  I E k  n E k  I \ < I E ~  1 .  o n d e  I E ~  I = M i n  I , E ~  
i 1 1 i E ~6 

C a s o  e x i s t a ,  vá  p a r a  o  p a s s o  5 ,  C a s o  c o n t r á r i o , v á  

p a r a  o  p a s s o  6 .  

P a s s o  5 .  - V e r i f i q u e  s e  e x i s t e  a l g u m  E 
k ' 

j # k ,  j*i  t a l  q u e  s a t i s  - 
j 

f a ç a  uma d a s  c o n d i ç õ e s  a b a i x o .  

C a s o  e x i s t a  r e p i t a  o s  t e s t e s  d e s t e  p a s s o  d a  s e g u i n  - 

t e  forma : Tome E , t * k ,  t # i ,  t # j  t a l  q u e  s a t i s f a g a  uma d a s  s e  
t 

- 

g u i n t e  c o n d i ç õ e s .  



e  v ã  p a r a  o  p a s s o  6 ,  

P a s s o  6 .  - Forme  o c o n j u n t o  

e  v ã  p a r a  o  p a s s o  7 ,  

P a s s o  7 .  - V e r i f i q u e  s e  

No c a s o  a f i r m a t i v o  p a r e ,  p o i s  o  h i p e r g r a f o  d a d o  é 

u n i m o d u l a r .  C a s o  c o n t r o ã r i o  v & .  p a r a  o  p a s s o  8 .  

P a s s o  8 .  - S e  k < q ,  f a ç a  k = k + l  e  v e j a  s e  o  v e t o r  i n i c i a l  E  
a 

e  
-- 

1  
e - e s p a ç o  u n i f o r m e  o u  d - e s p a ç o  u n i f o r m e .  SE f o r  r e p i t a  

o  p a s s o  8 .  S e n ã o ,  f a ç a  k = k - I  e  v o l t e  p a r a  o  p a s s o  0 ;  s e  k = q  v ã  

p a r a  o  p a s s o  9 .  C a s o  c o n t r á r i o ,  v ã  p a r a  o  p a s s o  1 0 .  

P a s s o  9 .  - Faça k = q + l ,  ( 6  a  q-ésima i t e r a ç ã o l  o i n d i c e  do v e t o r  i n i c i a l  E 
k' 

o n d e  I E ~ ~  = max I E ~  e  v o l t e  a o  p a s s o  2 .  
E €6 

P a s s o  1 0 .  - C o n s i d e r e  t o d o s  o s  c o n j u n t o s  

f o r m a d o s  em C l l - [ 2 1 ,  1 3 1 - [ 4 1  e  r 5 1  e  e s c o l h a  e n t r e  e s t e s  o  q u e  

t e m  m a i o r  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  , i s t o  é .  

l a k l  = max 11s. ~ / E . = A  . U B  ou & . = C .  UD ou B = r . }  
J J J j  J J  j j~ 

j = 1 , 2 ,  . . . q , q +  1  

O c o n j u n t o  B k  g e r a  um h i p e r g r a f o  maximal u n i m o d u  l a r .  



FASE 2 

Nes te  c a s o  o  h i p e r g r a f o  H = ( X , < l  é h - u n i f o r m e ,  O 

c o n j u n t o  

F a ç a  k  = 0 .  

 tera ação k 

P a s s o  11.- I n i c i e  com k  = k + l ,  a a r e s t a  

E ( z l ( k l ; e l ,  o n d e  z l ( k l =  m i n { s / ~ [ s ; d l ~ E }  e  
1 

e = m i n { d / ~ ( s , d l ~ E J ,  i s t o  é, E  ( z l ( z  ( k l i e l  6 a a r e s  
k l  

1 - 

t a  m a i s  c o n f o r t á v e l  e n t r e  t o d a s  a s  a r e s t a s  d e  E .  

S e  E ( Z  [ k l ; e l  é e - e s p a ç o  u n i f o r m e ,  e n t ã o  f o r m e  o  
k ,  1 

c o n j u n t o  

c u j o s  e l e m e n t o s  E  s ã o  t o d o s  o s  p o s s í v e i s  e - e s p a ç o s  u n i f o r m e s  e 
k  
r 

q u e  v e r i f i q u e  s e  e x i s t e  a l g u m  E [ s  ( h 1 ; d I  com h# k ,  d # e  q u e  s e  r - 
h r  

j a  d - e s p a ç o  u n i f o r m e  e  t a l  q u e  

( S  [ h l ; d l n E  I z . ( k l ; e l = @  p a r a  t o d o  E  [ z . ( k l ; e l  
E h  r ki  1 r k  J 

j 

No c a s o  a f i r m a t i v o ,  f o r m e  o  c o n j u n t o  

c u j o s  e l e m e n t o s  E  ( s t ( h l ; d l  s ã o  t o d o s  o s  p o s s í v e i s  d - e s p a ç o s  
h t 



. 8 2 .  

u n i f o r m e s  e q u e  v e r i f i q u e m  a  c o n d i p ã o  C**] a c i m a  e f o r m e  o  c o n  - 
j u n t o  a Uf3 e  vá p a r a  o p a s s o  1 2 .  Caso c o n t r á r i o ,  v á  p a r a  o  p a s s o  13 

k k  

P a s s o  1 2 .  - V e r i f i q u e  s e  -- 

C a s o  s e j a  v e r d a d e i r a  p a r e ,  p o i s  o  h i p e r g r a f o  c o n s i d e r a d o  é u n i  - 

m o d u l a r .  C a s o  c o n t r á r i o ,  v á  p a r a  o  p a s s o  1 3 .  

P a s s o  1 3 .  - C o n s i d e r e  E = E  Cz ( k l ; e l  e  v e r i f i q u e  s e  --- e x i s t e  k ,  k "  1  
I 'I 

Ek  t a l  q u e  E  n~~ = $ .  C a s o  e x i s t a  f o r m e  o  c o n j u n  
k i  

- 
i 1  

c u j o s  m e m b r o s  s ã o  t o d o s  o s  p o s s i v e i s  v e t o r e s  d i s j u n t o s  d o i s  a  

d o i s  e  v e r i f i q u e  s e  e x i s t e  a l g u m  E t a l  q u e  
h  
j 

C a s o  e x i s t a  f o r m e  o  c o n j u n t o  

c u j o s  m e m b r o s  s ã o  t o d o s  o s  p o s s ~ v e i s  v s t o r e s .  d i s j u n t o s  d o i s  a  d o i s  

e  f o r m e  o  c o n j u n t o  E Up e  v á  p a r a  o  p a s s o  1 4 .  C a s o  c o n t r á r i o ,  v á  
k k  

p a r a  o  p a s s o  1 5 .  

P a s s o  1 4 .  - V e r i f i q u e  s e  

No c a s o  a f i r m a t i v o  p a r e ,  p o i s  o  h i p e r g r a f o .  é u n i  - 

m o d u l a r .  

C a s o  c o n t . r á r i o ,  v ã  p a r a  o  p a s s o  1 5 .  



P a s s o  1 5 .  - C o n s i d e r e  E =E ( z  ( k 1 ; e l  e  t o m e  E um e l e m e n t o  a r  
kl kl 

- 
k s  

b i t r á r i o  de  6 ,  s*k  e  v e r i f i q u e  s e  e x i s t e  a l g u m  E , 
k -  

L 

z*s ,  z # k  q u e  s a t i s f a ç a  uma d a s  s e g u i n t e s  c o n d i ç Õ e s :  

Caso  e x i s t a ,  v á  p a r a  o  p a s s o  1 6 .  No o u t r o  c a s o  vá  

p a r a  o  p a s s o  1 7 .  

P a s s o  1 6 .  - V e r i f i q u e  se  e x i s t e  a l g u m  E . u*z ,  u *s ,  u # k  q u e  s a  
k u  

- 

t i s f a ç a  uma d a s  s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s  a b a i x o .  

Caso  e x i s t a ,  r e p i t a  e s t e  p a s s o  da s e g u i n t e  f o r m a :  

Tome E , x *u ,  x g z ,  x * s ,  x # k  q u e  s a t i s f a ç a  uma d a s  
k x  

s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s  : 

e  f o r m e  o  c o n j u n t o  

e  l o g o  v e r i f i q u e  s e  

No c a s o  a f i r m a t i v o  p a r e ,  p o i s  o  h i p e r g r a f o  d a d o  



é u n i m o d u l a r .  

Caso c o n t r á r i o ,  v á  p a r a  o  p a s s o  .17, 

P a s s o  1 7 .  - V e r i f i q u e  s e  

No c a s o  a f i r m a t i v o  v ã  p a r a  o  p a s s o  1 8 .  C a s o  c o n  - 

t r á r i o ,  f a ç a  k = k + l  e  v e j a  s e  o  v e t o r  i n i c i a l  E  é e - e s p a ç o  u n i  
I 

- 

f o r m e  ou  d - e s p a ç o  u n i f o r m e .  Se f o r ,  r e p i t a  e s t e  p a s s o .  Senão ,  

f a ç a  k = k - 1  e  v o l t e  p a r a  o  p a s s o  1 1 ,  

P a s s o  1 8 .  - C o n s i d e r e  t o d o s  c o n j u n t o s ,  o b t i d o  n a s  k  i t e r a ç õ e s  

f o r m a d o s  em [ 6 1 - C 7 1 ,  [ 8 1 - C 9 1  e  [ I O I ,  e  e s c o l h a  e n t r e  e s t e s  o  

q u e  t e m  o  m a i o r  n u m e r o  de e l e m e n t o s ,  i s t o  é ,  

$ 1  = max I I + j  . U P  ou $ . = e . u p  ou $.=o.> 
J = 1 , 2 , . , . , k  J j J J ~  J J  

O con jun to  g e r a  um h i p e r g r a f o  H = [ X , $  I que  é m a x i m a l  u n i m o d u -  
k  

l a r .  

V . 4  - FLUXOGRAMAS DOS MÉTODOS DO MATCHING EXPONENCIAL E  DOS VETO - -- -- - 

RES ZERO-ESPACO UNIFORME 

A p r e s e n t a m o s  t r ê s  f l u x o g r a m a s ;  

O p r i m e i r o  f l u x o g r a m a  m o s t r a  o  f u n c i o n a m e n t o  do  

m é t o d o  p a r a  s e  b u s c a r  o  h i p e r g r a f o  m a x i m a l  u n i m o d u l a r  p e l o  t e s t e  

da  c a r d i n a l i d a d e  do  m a t c h i n g  e x p o n e n c i a l .  

O s e g u n d o  f l u x o g r a m a  m o s t r a  a  d e c i s ã o  q u e  dr rve 

s e r  r e a l i z a d a  p a r a  a  a p l i c a ç ã o  d a s  f a s e s  1 e  2  do  m é t o d o  d o s  v e  - 
t o r e s  z e r o - e s p a ç o  u n i f o r m e .  



* 4 

O t e r c e i r o  f l u x o g r a m a  d e s c r e v e  a f a s e  1 d e s t e  me - 

t o d o .  F i n a l m e n t e  o  q u a r t o  f l u x o g r a m a  d e s c r e v e  a  f a s e  2 d e s t e  m é  - 

t o d o .  

V .  4 . 1  - PRIMEIRO FbbXOGRAMA - .  

d o s  v e t o r e s  

z e r o - e s p a ç o  



V . 4 . 2  - SEGUNDO F L U X O G R A M A  

d o s  v e t o r e s  

z e r o - e s p a ç ~  



V.4.3 - TERCEIRO FLUXOGRAMA ( F a s e  1 do método d o s  v e t o r e s  z e r o - e s p a ç o  u n i f o r  - 
me s 

v e t o r e s  

* 
p - I  

c o n s i d e r e  

Sim 



V . 4 . 4  - Q U A R T O  F L U X O G R A M A  ( F a s e  2 d o  m é t o d o  d o s  v e t o r e s  z e r o - e s  - 

p a ç o s  u n i f o r m e s )  

v e t o r e s  

z e r o- e s p a ç o  



V . 5  - - E X E M P L O S  QUE I L U S T R A M  O S  M É T O D O S  

E X E M P L O  V . 5 . 1  - O  h i p e r g r a f o  H = ( X , G )  



. 9 0 .  

A m a t r i z  i n c i d ê n c i a  



Na, o b t e n ç ã o  d o  h i p e r g r a f o  m a x i r n a l  u n i m o d u l a r ,  a p l i  - 

camas o  m é t o d o  d e  m a t c h i n g  e x p o n e n c i a l  e  s e n d o  o  m a t c h i n g  e x p o n e n  

tia 1 

e  c o m o  I M ~  = r n ( ~ ~ - 1 = 1 0 - 1 = 9 ,  e n t ã o  o  h i p e r g r a f o  é u n i m o d u l a r .  

EXEMPLO V . 5 . 2 .  

O h i p e r g r a f o  H=(X,G 1 



. 9 2 .  

A m a t r i z  i n c i d ê n c i a  

r 0 0 0  

r 0 0 0  

0 0 0 0  

0 0 0 0  

0 0 0 0  

0 0 0 0  

r 0 0 0  

r 0 0 0  

O 0 0 0  

0  0  0  0 .  

0 0 0 0  

0 0 0 0  

0 0 0 0  

0 0 0 0  

r 0 0 0  

r 0 0 0  

o 0 0 0  

O 0 0 0  

o o o r  

o o o r  

o o r r  

0 0 r r  

o r r o  

o r r o  

r r o o  

r r o o  



N Õ S  t e m o s  

I E  I = m i n  I E ~  
EEG 

e  s e n d o  I K  = { 2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  7 , . 8 ,  9 ,  1 0 ;  1 2 , . . . ,  q = 1 3 )  

- 
e  iK  = \ K  U Iq+l} = IK ~ ( 1 )  

o n d e  q r l  é o  i n d i c e  d o  E  t a l  q u e  I E  I = max I E ~  
k '  

EEG 

P a s s o  O .  - k = O  +- k = k + l ,  = ( z , d )  = { X  , X  , X  , X  } = E, 
1 2 3 4  

e  o - z e r o  e z e r o - e s p a ç o -  e u n i f o r m e ,  

f o r m e m o s  o  c o n j u n t o .  

Ak  = {E .E . E  ',E ,E ,E ,E .E .E .E  .E . I  
2  3  4 5 6 7 8 9 1 0  1 2  13 

e  n ã o  e x i s t e  E  t a l  q u e  s e j a  d - e s p a ç o  u n i f o r m e c o m  d*O 
h 
j 

P a s s o  1.  - V e r i f i c a m o s  

P a s s o  4 .  - C o n s i d e r e  E  = E  ( z ; e l  e  v e r i f i c a - s e  o  i t é m  b )  r e a l i  
kl kl 

- 

z a n d o  o  p a s s o  5 ,  c o n s e g u i m o s  o  c o n j u n t o  

r, = { E  , E  ,E  I 
9 6 7  

V e r i f i c a m o s  o  p a s s o  7 .  

I rkI  = 3 t I G I  

P a s s o  8 .  - P a r a  t o d o  k &  !K, o s  v e t o r e s  i n i c i a i s  E s ã o  e  .- e s p a ç o  k  

u n i f o r m e ,  e n t ã o  t o m a m o s  como k  o  i n d i c e  da  a r e s t a  t a l  

I E k l  = max I E l ,  i s t o  é ,  k = q + i  é a  q - é s i r n a  i t a r a p ã o .  
E EG 



. 9 4 .  

Com k = q + l ,  r e a l i z a m o s  o  p a s s o  2 ,  f o r m a n d o  o  c o n j u n t o  

V e r i f  i c a m o s  

Como n ã o  s e  v e r i f i c a  a  i g u a l d a d e ,  v a m o s  p a r a  o p a s s o  4 .  

P a s s o  4 .  - C o n s i d e r a n d o  E = E  ( z ; e l  v e r i f i c a - s e  o  i t e m  d l  
I k l  

F o r m a m o s  o  c o n j u n t o  

V e r i f i c a m o s  q u e  I r k  I t 161 . 
S e n d o  k > q ,  e n t ã o  r e a l i z a m o s  o  p a s s o  1 0 .  

P a s s o  1 0 .  - S e n d o  E) = A  UB ,- 6 o  c o n j u n t o  o b t i d o  n a  k - é s i m a  i t e r a  
k k k  - 

ç a o .  

P o r t a n t o ,  o  h i p e r g r a f o  m a x i m a l  u n i m o d u l a r  o b t i d o  é 



EXEMPLO V . 5 . 3  

F I G .  V . 5 , 3  



.96. 

m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  
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P a s s o  O .  - k=O,  k = k + l  + E =E é 4 - e s p a ç o  u n i f o r m e  
kl 

F o r m a m o s  o  c o n j u n t o  

A5  = Ak = { E 5 }  

P a s s o  I . - I ~ ~ 1 < 1 G 1  

P a s s o  2 .  - C o n s i d e r e  E  = E 5 ,  E =E 
4 t a l  q u e  E ~ E ~ = I $  

1 i 
4  

F o r m a m o s  o  c o n j u n t o  

F o r m a m o s  o  c o n j u n t o  

O = Dk  = { E  .E 1 
5 7 1 

P a s s o  3 .  - I c ~ u D ~ ~  = 10 IG I 
P a s s o  4 .  - C o n s i d e r e  E  =E 

1 
5 ' 

V e r i f i c a  c ] ,  mas n ã o  p o d e m o s  a d m i t i r  o  d l ,  e n t ã o .  

P a s s o  5 .  - P a s s o  6 ,  Fo rmamos  o  c o n j u n t o  



P a s s o  8 .  - k = q = v a m o s  p a r a  o  p a s s o  9 

P a s s o  9 .  - k = q + l = 7  + E  
. 7  

P a s s o .  O .  - k = q  -+ k = q + l ,  o  v e t o r  i n i c i a l  

Ek  = E 7 .  2 - z e r o s  e  4 = e s p a ç o s  n ã o  é u n i f o r m e .  

P a s s o  2 .  - C o n s i d e r e  E  = E ~  e  3 = E  
1 

tal que^ SIE = I  

I i ki I 

F o r m e  o  c o n j u n t o  

C, = { E  ,E I 
7 1 

P a s s o  3 .  - I c k l #  161 

P a s s o  4 .  - C o n s i d e r e  E  =E e  v e r i f i c a - s e  o  i t e m  d )  p o i s  
kl 

P a s s o  5 .  - 3 E =E t a l  q u e  E  
4 k nEk =r.  

j j i 

3~ = E  t a l  q u e  E ~ I E ~  UE I = 4 .  
kt  

3 
i k j  

P a s s o  6 .  - F o r m e  o  c o n j u n t o .  

P a s s o  7 .  - I r k l t l F , l  

P a s s o  8 .  - k > q  

P a s s o  1 0 .  - C o n s i d e r e  t o d o s  o s  c o n j u n t o s  o b t i d o s  em [ I ] ,  [ 2 1 ,  [ 3 1  

e  C41 



L o g o  o h i p e r g r a f  o p a r c i a l  m a x i m a l  

H=CX,r 1 6 u n i m o d u l a r .  
7 

EXEMPLO V. 5.4. 



. 1 0 0 .  

O h i p e r g r a f o  H = ( X . I I  d e  o r d e m  I ~ l = n ( ~ ) = 3 4 .  e 1 6 . 1 = m ( H l = 1 9 .  e  

I E  , I=  max I E I  e  o s  vetares q u e  t ê m  m e n o r  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  i s  - 
E& 

t o -  é,  

IE  I = I E  I = I E  1 . 1 ~  I = I E  I = l 1 8 l  = 2 , en tão  
1 1 3  1 4  1 5  1 7  

IK = {1=1, 2=13, 3=14, 4-75, 5=17, 6=18) e  s e n d o  

- 
]K = IK U  fq+l} = IK ~ { 7 ) ,  p o r t a n t o  k  p e r c o r r e  s o b r e  

A p l i c a n d o  a  f a s e  1 

P a r a  a s  k q u e  tomam v a l o r e s  s o b r e  jK, , t e m o s  c o n j u n t o s  d e  m e n o r  

e l e m e n t o ,  com k = q + l ,  v o l t a n d o  p a r a  o  p a s s o  O o u  m e l h o r  p a r a  o  

p a s s o  2, c o n s e g u i m o s  o  c o n j u n t o  

o n d e  

O q u e  g e r a m  o  h i p e r g r a f o  p a r c i a l  H p = ( X , C  UD 1 r n a x i r n a l  u n i m o d u l a r ,  k k  

q u e  p o d e m o s  o b t e r  d o  h i p e r g r a f o  d a d o  H .  



EXEMPLO V . 5 . 5 .  

O h i p e r g r a f o  H = ( X , G l  é 4 - u n i f o r m e ,  a p l i c a n d o  f a s e  2 .  

k = O  

P a s s o  1 1 .  - = E  = [ 1 , 1 , 1 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 )  é O - z e r o  e  O . -  e s p a  E k l  5  

u n i f o r m e .  F o r m e m o s  o  c o n j u n t o  

é O - z e r o  e  3 - e s p a ç o  u n i f o r m e .  

F o r m e m o s  o  c o n j u n t o .  



P a s s o  1 2 .  

P a s s o  1 3 .  C o n s i d e r e  E  = E  = E  [ z . e l  e  3 E k  = E6  t a l  q u e  
5  k, k, 

Formamos o  c o n j u n t o  

Vemos q u e  3 E  = Eg t a l  q u e  E  i) [ U  E  1 # 4 . e n t ã o  f o r m a m o s  o 
h j  

h  j E€BK 

c o n j u n t o  

J 

P a s s o  1 4 . -  Como I o ~ u P ~ ~  # I F I  e  vamos p a r a  o  

P a s s o  1 5 . -  C o n s i d e r e  E  = E 5  e  t o m e  como e l e m e n t o  a r b i t r á r i o  
k, 

Ek  =E e  v e r i f i c a m o s  q u e  3 E  = E1 t a l  q u e  
S 

9  
k Z  

e  f o r m a m o s  o  c o n j u n t o  

ak = { E  ,E ,E 1 e  v e r i f i c a m o s  q u e  
5 9 1  L4 1 

I a k [  Z I E ~ ,  e  vamos p a r a  o  

P a s s o  1 9 . -  k<m f a ç a m o s  k  = k + l ,  e  vemos q u e  o  v e t o r  i n i c i a l  
E k  

6 O- e s p a ç o  u n i f o r m e  o u  3 - e s p a ç o  u n i f o r m e .  A e x c e s s ã o  

p a r a  k = 9  

k = 9  + Eg n ã o  é t - e s p a ç o  u n i f o r m e s o n d e  t = O  o u  3 



P a s s o  1 3 .  - C o n s i d e r e  E = E  e x i s t e  E  = E  
1 

t a l  q u e  
k~ ki 

Forme  o  c o n j u n t o  

Formemos o  c o n j u n t o  

P k  = {E~ ,E~.E~I  

( p o d e  h a v e r - s e  form.ado também p  - { E  ,E , E  ,E  1 1  
k  - 8 7 6 5  

P a s s o  1 4 .  - 

P a s s o  1 5 .  - C o n s i d e r e  E  =E  t o m e  E =E 
kl 1 '  

d  1  
k s  

P a s s o  1 6 .  - 1 7  

P a s s o  1 8  . - V e r i f i q u e -  s e  

P a s s o  1 9 .  - k=m 

P a s s o  2 0 .  - C o n s i d e r e m o s  o s  c o n j u n t o s  

akUBk.  BkUpk e  o k  

4 o b t i d o s  em [ I ] - [ Z I ,  r 3 1  e  [ 4 1  n a  p r i m e i r a  i t e r a ç ã o  e  [ 5 1 - [ 6 1 . [ 7 3 .  



. 1 0 4 .  

n a  Ú l t i m a  i t e r a ç ã o .  

P o r t a n t o ,  G = a  U B  = { E  ,E ,E . E  .E ,E ,E ,E 1. 
k k k  5 6 7 8 2 3 4  

EXEMPLO V . 5 , 6 .  

O h i p e r g r a f o  H = ( X , . 6 )  ,. é 6 - u n i f o r m e  e o c o n j u n t o  

4 p l i c a m o s  a  f a s e  2  d o  . m é t o d o  d o s  v e t o r e s  z e r o - e s p a ç o  u n i f o r m e s .  

IK = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 . , 7 , 8 , 9 1 ,  . . . . .  

6 um O - z e r o  e  6-es ' f j%ço q u e  não .  6 u n i f o r m e .  



P a s s o  1 3 .  - 3 E =E 6 
t a l  que  E n~~ = 4 

ki kí 

o  c o n j u n t o  

o  c o n j u n t o  

P a s s o  1 4 .  - 

P a s s o  1 5 .  - C o n s i d e r e  E =E e  tomemos o  v e t o r  a r b i t r á r i o  E  
ki 1 k  = E 5  

S 

e  v e r i f i c a  a  c o n d i ç ã o  f l  e  r e a l i z a m o s  o  p a s s o  1 6 ,  e  

t e m o s  o  c o n j u n t o :  

ok = { E  ,E .E ,E ,E .E .E 1 e  v e r i f i c a m o s  q u e  n ã o  
1 2 4 5 7 8 9  

é l o k l  = 1 ' 1  

P a s s o  1 7 .  - k = l  i m=9 

Como p a r a  k + l ,  o s  v e t o r e s  i n i b i a i s  E , não  e - e s p a ç o  u n i f o r m e s  
1  

nem d - e s p a ç o  u n i f o r m e s ,  e n t ã o  p a r a  k - I ,  chegamos  que  k=m.  P o r  - 

t a n t o ,  o  c o n j u n t o  o b t i d o  n e s t a s  k  i t e r a ç õ e s ,  é c o n j u n t o  

o b t i d o  n a  p r i m e i r a  d a s  k  i t e r a ç õ e s .  P o r t a n t o ,  o  h i p e r g r a f o  ma - 

x i m a l  u n i m o d u l a r  6 



N e s t e  t r a b a l h o  e s t u d a r a m - s e :  

i )  a l g u n s  t i p o s  d e  m a t r i z e s  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r e s ,  

i i l  a s  ( 0 , l l - m a t r i z e s  z e r o - e s p a ç o ;  

i i i l  o  p a r t i c i o n a m e n t o  d a s  ( 0 , l l - m a t r i z e s  e  o s  h i p e r g r a f o s  s e c  - 

c i o n á v e i s ,  

i v l  a s  c o n d i ç õ e s  p a r a  q u e  uma ( 0 , l l - m a t r i z  k - n u c l e a r  s e j a  t o t a l -  

m e n t e  u n i m o d u l a r  e  o s  h i p e r g r a f o s  k - n u c l e a r e s ;  

V I  O S  h i p e r g r a f o s  H com g ( ~ l = 2  e  

v i l  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  d o  m a t c h i n g  m a x i m a l  u s a n d o - s e  e s t e  r e s u l t a  - 

d o  p a r a  o b t e r m o s  t e o r e m a s  s o b r e  h i p e r g r a f o s  u n i m o d u l a r e s .  

E s t a  t e o r i a  n o s  p o s s i b i l i t o u  a  p r o p o s t a  d e  d o i s  m é t o  - 

d o s  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  um h i p e r g r a f o  u n i m o d u l a r  o u  uma m a t r i z  = 

p a r c i a l  t o t a l m e n t e  u n i m o d u l a r  a  p a r t i r  d e  um h i p e r g r a f o  o u  d e u m a  

m a t r i z :  

a 1  ~ é t o d o  d o  m a t c h i n g  e x p o n e n c i a l  e  

b l  m é t o d o  d o s  v e t o r e s  z e r o - e s p a ç o  u n i f o r m e .  

A p r e s e n t a m o s  o s  f l u x o g r a m a s  e  e x e m p l o s  p a r a  o  m e l h o r  " 

e n t e n d i m e n t o  d o s  d o i s  m é t o d o s .  

Nos e s t u d o s  p o s t e r i o r e s  d e v e r ã o  s e r  e l a b o r a d o s  o u t r o s  

a l g o r i t m o s  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  um h i p e r g r a f o  p a r c i a l  u n i m o d u l a r .  

0 s  m é t o d o s  d e s c r i t o s  podem s e r  e s t e n d i d a s  o u  m o d i f i c a  - 

d a s  f u t u r a m e n t e ,  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  u m  h i p e r g r a f o  b a l a n c e a d o  a  

p a r t i r  d e  u m  h i p e r g r a f o  d a d o .  



E s t u d a r  o P r o b l e m a  d e  L a g r a n g e  q u a n d o  a  m a t r i z  r e s t r i  - 

ç ã o  a d m i t i r  um p a r t i c i o n a m e n t o  em m a t r i z e s  b a l a n c e a d a s .  
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