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O o b j e t i v o  d e s s e  t r a b a l h o  ê d e t e r m i n a r  c r i t e r i o s  de  

e s t a b i l i d a d e  pa ra  a  evo lução  de uma s ê r i e  de m a t r i z e s .  As m a t r i  - 

z e s  que normalmente aparecem nos problemas de p r e v i s ã o ,  s ã o  a s  

que  descrevem algum t i p o  de r e l a ç ã o  e n t r e  s e t o r e s  econÔmicos ou 

e n t r e  d i v e r s o s  paTses ou r e g i õ e s .  E possTve1 c i t a r  como exemplo, 

a  m a t r i z  de comêrc io  e x t e r i o r ,  a  m a t r i z  do Balanço E n e r g é t i c o , o u  

a  m a t r i z  de insumo p r o d u t o .  O problema de p r e v i s ã o  d e s s a s  m a t r i  - 

z e s  a p r e s e n t a  normalmente duas c a r a c t e r 7 s t i c a s  p r i n c i p a i s :  

i )  a s  m a t r i z e s  s ã o  de g randes  d imensões ,  

i i )  a s  s ê r i e s  s ã o  usualmente  pequenas .  

O problema da dimensão da m a t r i z  pode s e r  c o n t o r n a  - 

do u t i l i z a n d o - s e  t g c n i c a s  de ag regação  e s t a t y s t i c a  que permitem 

uma redução  dos dados o r i g i n a i s ,  com uma pequena perda da i n f o r -  

mação. O ob je t - ivo  d e s s a s  a g r e g a ç õ e s ,  6 manter  o  e s s e n c i a l  do con - 

j u n t o  de dados o r i g i n a i s  (no c a s o ,  os e l emen tos  da m a t r i z )  p e r -  

dendo o m7nimo de in fo rmação ,  medida p e l a  percentagem da v a r i â n -  

c i a  t o t a l  p e r d i d a  na ag regação .  

Por o u t r o  l a d o ,  a s  s ê r i e s  pequenas usua lmente  en - 

c o n t r a d a s  n e s s e s  p rob lemas ,  exigem métodos de p r e v i s ã o  d i v e r s o s  

d a q u e l e s  usados pa ra  s é r i e s  de g randes  dimensões como por  exem- 

p l o  os modelos de s é r i e s  t e m p o r a i s .  A evo lução  das m a t r i z e s  de - 

ve s e r  examinada,  procurando-se  v e r i f i c a r  s e  a  s é r i e  de m a t r i z e s  

obedece a  um de te rminado  t i p o  de evo lução  no tempo, c o n s i d e r a d a  

e s t á v e l .  O p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  e s t á  d i v i d i d o  em s e i s  c a p 7 t u l o s  que 



s e r ã o  sumar iamente  d e s c r i  t o s  a  s e g u i  r ,  

O p r i m e i r o  c a p ? t u l o  5 dedicado ao tema de a t u a l i z a  - 

ção de m a t r i z e s ,  que como a  p r e v i s ã o ,  tem ampla u t i l i z a ç ã o  no pro - 
e 

blema de p lane jamen to  econômico. A d i f e r e n ç a ,  e  que p a r a  a t u a l i  - 

z a r  uma m a t r i z ,  p a r t e - s e  de apenas  uma m a t r i z  conhec ida  ( p a s s a -  

d a ) ,  pa ra  o b t e r - s e  a  m a t r i z  a t u a l ,  Nesse c a p i t u l o  f e i t a  uma r e  - 

v i s ã o  dos métodos d e s e n v o l v i d o s  pa ra  e s s e  f i m .  São d e s c r i t o s  o  

método RAS, metodos de Programação Q u a d r â t i c a ,  e  mêtodos de Pro- 

g ramação L i n e a r .  

No segundo c a p y t u l o  e d e s c r i t o  o problema de p re -  

v i s ã o  e  a  manei ra  p e l a  qual  s e r á  abordado ,  i s t o  e ,  a t r a v ê s  das  

a g r e g a ç õ e s  das m a t r i z e s .  O p rocedimento  pa ra  a  p r e v i s ã o  é o b t e r  

a s  ag regações  pa ra  cada m a t r i z  da s g r i e  ( r edução  dos d a d o s ) ,  p r e  

v e r  a  ag regação  pa ra  o per?odo que s e  d e s e j a ,  e  r e c o n s t r u i r  a  ma - 

t r i z  a  p a r t i r  da ag regação  p r e v i s t a .  Nesse c a p y t u l o  6 d e t a l h a d a  - 

mente d e s c r i t a  a  t ê c n i c a  e s t a t 7 s t i c a  usada na ag regação  de m a t r i  - 

z e s :  A n á l i s e  das  Componentes P r i n c i p a i s .  Essa d e s c r i ç ã o  detalha - 

da n e c e s s á r i a ,  p o i s  a s  p r o p r i e d a d e s  d e s s a s  componentes p r i n c i -  

p a i s  e x t r a r d a s  das  m a t r i z e s  s ã o  u t i l i z a d a s  no desenvo lv imen to  do 

e s t u d o  de e s t a b i l i d a d e .  

O t e r c e i r o  c a p ? t u l o  é dedicado i n t e i r a m e n t e  ao e s -  

tudo  de e s t a b i l i d a d e  da s ê r i e  de m a t r i z e s .  São p r o p o s t o s  q u a t r o  

c r i t é r i o s  de e s t a b i l i d a d e ,  cada u m  cor respondendo a  u m  t i p o  de 

evo lução  d i f e r e n t e .  No p r i m e i r o  c r i  t g r i o ,  .ê v e r i f i c a d o  s e  e x i s -  

t e  ou não uma mudança nos e l emen tos  da m a t r i z  ao longo do tempo. 

O segundo p rocura  i d e n t i f i c a r  " i r r e g u l a r i d a d e s "  na evo lução  das  



m a t r i z e s  t a i s  como uma g r a n d e  expansão  em u m  dado tempo, ou uma 

expansão  s e g u i d a  de r e t r a ç ã o  nos e l emen tos  da m a t r i z .  Os o u t r o s  

d o i s  c r i t ê r i o s  s ã o  c r i a d o s  pa ra  a s  ag regacões  das  m a t r i z e s  e  pro  - 

curam v e r i f i c a r  " semelhanças"  nas  ag regações  ao longo do tempo. 

No q u a r t o  cap"u10 s ã o  a p r e s e n t a d o s  métodos pa ra  

p r e v i s ã o  e  algumas medidas dos e r r o s  na p r e v i s ã o  das  a g r e g a ç õ e s .  

E d i s c u t i d o  o  problema da r e c o n s t r u ç ã o  da m a t r i z  a  p a r t i r  de sua  

a g r e g a ç ã o ,  e  o  e r r o  cometido n e s s a  r e c o n s t r u ç ã o  é a v a l i a d o  p e l a  

perda  de informação dev ida  a  ag regação  f e i t a .  

No q u i n t o  capi"tu1o f e i t a  uma a p l i c a ç ã o  dos c r i t ê -  

r i o s  de e s t a b i l i d a d e  na p r e v i s ã o  da m a t r i z  do Balanço E n e r g g t i c o  

Nacional  pa ra  o  ano de 1981 a  p a r t i r  das  m a t r i z e s  r e l a t i v a s  aos  

anos de 1976 2 1980. A a p l i c a ç ã o  d e s s e s  c r i t e r i o s  p e r m i t e  a n a l i  - 

s a r  a  evo lução  das a g r e g a ç õ e s ,  p o s s i b i l i t a n d o  também i d e n t i f i c a r  

" f o c o s  de i n s t a b i l i d a d e s "  na evo lução  da s ê r i e  de m a t r i z e s .  

F i n a l m e n t e ,  n o  s e x t o  c a p y t u l o  e s t ã o  a s  p r i n c i p a i s  

c o n c l u s õ e s  t i r a d a s  do e s t u d o  t e z r i c o  da e s t a b i l i d a d e  na evo lução  

de uma s ê r i e  de m a t r i z e s ,  e  também do uso dos c r i t ê r i o s  d e f i n i -  

dos n e s s e  e s t u d o  no procedimento  pa ra  a  p r e v i s ã o ,  como i n d i c a d o  - 

r e s  que permitem a  d e s c r i ç ã o ,  a t e  c e r t o  pon to ,  da p r ó p r i a  e v o l u -  

ção da s é r i e  n o  tempo. 



U m  dos problemas  de p lane jamen to  econÔmico 6 o  

que s e  r e f e r e  a q u a n t t f i c a ç 8 0  das  r e l a ç õ e s  e n t r e  s e t o r e s  da eco  - 

nomia. Para  t a n t o  6 n e c e s s 3 r i o  d i s p o r  de i n s t r u m e n t o s  que p e r -  

mitam a de te rminaçzo  d e s s a s  r e l a ç õ e s .  As m a t r i z e s  de insumo-pro - 

d u t o ,  de ba lanço  e n e r g é t i c o ,  do comércio e x t e r i o r ,  de bens de 

c a p i t a l  e n t r e  o u t r a s ,  s ã o  exemplos de i n s t r u m e n t o s  que fornecem 

medidas d e s s a s  r e l a ç õ e s .  Ocorre  porém, que na m a i o r i a  dos ca - 

s o s ,  a  e l a b o r a ç ã o  d e s s a s  m a t r i z e s  é de d i f í c i l  execução  além de 

s e r  mui to  d i s p e n d i o s a ,  de t a l  modo que e l a s  s ã o  e l a b o r a d a s  de 

tempos em tempos (com i n t e r v a l o s  de 5 a  10 a n o s ) .  Surge  p o r t a n  

t o  a  n e c e s s i d a d e  de a t u a l i z a r  da melhor  maneira  poss?ve l  e s s e s  

i n s t r u m e n t o s  de p lane jamen to  econõmico,  Esse c a p y t u l o  é d e s t i -  

nado a  a p r e s e n t a ç ã o  dos p r i n c i p a i s  mgtodos de a t u a l i z a ç ã o  de ma - 

t r i z e s .  

1 . 1 .  O Problema de A t u a l i z a c ã o  de M a t r i z e s .  

Cons ide re  uma m a t r i z  A C n  X m )  c u j o s  c o e f i c i e n t e s  

se jam medidas de uma c e r t a  r e l a ç ã o  e n t r e  s e t o r e s  econ6micos.  Por 

exemplo,  suponha que cada c o e f i c i e n t e  a i j  f o r n e ç a  a  q u a n t i d a d e  

de e n e r g i a  g a s t a  no s e t o r  i ,  p r o v e n i e n t e  da f o n t e  de e n e r g i a  j .  

Neste  c a s o ,  a  soma dos c o e f i c i e n t e s  por  1  inha  e  p o r  c o l u n a .  



f o r n c e m  r e s p e c t t v a m e n t e  a q u a n t f d a d e  t o t a l  d e  e n e r g i a  g a s t a  no 

s e t o r  i (Li . ) ,  e  a  q u a n t i d a d e  t o t a l  d e  ene rg i : a  p r o v e n i e n t e  da  fon - 
t e  j ( C )  Os v a l o r e s  Li. (i' = 1 , 2 ,  ..., n j  e  C ( j  = 1 , 2  ,... m J  

J - j 

s ã o  c h a m a d o s  d e  m a r g e n s  da m a t r i ' z  A ,  e  p o r  c o r r e s p o n d e r e m  a  gran - 

d e z a s  g l o b a i ' s ,  s 3 o  u s u a l m e n t e  m a i s  f s c e f s  d e  s e  p r e v e r  q u e  o s  

c o e f i c i e n t e s  a i j  F s o l  a d a m e h t e .  E s s a  c a r a c t e r i s t i c a  é e x p l o r a d a  

na  modelagem do  p r o h l e m a  d e  a t u a l i z a ç ã o  d e  m a t r i z e s ,  o n d e  é f e i  - 

t a  a  h i p a t e s e  d e  q u e  p a r a  um c e r t o  p e r T o d o  ( a t u a l  ou  f u t u r o ) n ã o  

s e  c o n h e c e  a  m a t r i z  A ,  mas s ã o  c o n h e c i d a s  s u a s  m a r g e n s  L i  e  C 
j 

A f o r m a l i z a ç ã o  d o  p r o b l e m a  é d a d a  a  s e g u i r .  

S e j a m :  

A o ( n  x m )  a  m a t r i z  no t empo  t o  

A ( n  x  m) a  m a t r i z  no t empo  t > to  

D e t e r m i n e  a  m a t r i z  A(n x  m ) ,  a  p a r t i r  d e  Ao(n xm) 

A o b t e n ç ã o  e x a t a  d a  m a t r i z  Ana5 é p o s s ' i v e l  a  p a r -  

t i r  d e s s e s  d a d o s ,  mas p o d e - s e  o b t e r  d i v e r s a s  e s t i m a t i v a s  s e g u n -  

d o  d i f e r e n t e s  m e t o d o s .  A l g u n s  d e s s e s  m é t o d o s  s e r ã o  a p r e s e n t a d o s  

a  s e g u i r ,  a  c o m e ç a r  p e l o  m é t o d o  RAS d e  a t u a l i z a c ã o  d e  m a t r i z e s .  



1 . 2 .  O Mêtodo RAS. 

O mgtodo RAS [ver ESACHARACH 19651 de a t u a l i z a  - 

ção de m a t r i z e s  2 formulcido da segui:nte manei'ra: 

Determine:  r i  i '  , 2 , n  e  s Cj = 1 , 2  , . . .  m )  
j 

t a l  que :  

onde:  

ai j 
s ã o  os  c o e f i c i e n t e s  da m a t r i z  a t u a l i z a d a  A(que s e  d e s e j a ) ;  

o  
a i  j s ã o  o s  c o e f i c i e n t e s  da m a t r i z  A o  ( c o n h e c i d a ) ;  

4 

L i  e  a  soma nas l i n h a s  de A ( c o n h e c i d a ) ;  

C j  
e  a  soma nas c o l u n a s  de A ( c o n h e c i d a ) ;  

r  6 R n  e  s  6 R m  s z o  o s  v e t o r e s  m u l t i p l i c a t i v o s  que r ep resen tam 

a s  a1 t e r a ç õ e s  na m a t r i z  i n i c i a l .  

A de t e rminação  dos v e t o r e s  m u l t i p l i c a t i v o s  r F R n ,  

s  6 R m  e dos c o e f i c i e n t e s  a i  pode s e r  f e i t a  p e l o  s e g u i n t e  méto - 

d o  i t e r a t i v o  que a j u s t a  a l t e r n a d a m e n t e  a s  l i n h a s  e  a s  c o l u n a s  da 

matri 'z : 



O k P a s s o  ( O ) :  K = O,  a' = a .  . Se a!= L a.. = T j  i J j I.J Li e  

k k  a k  = L ai j  = C j  , f a ç a  A = A p a r e .  
j i 

Senão f a ç a  k  = k  + 1  

k  k- 1  C i P a s s o  ( 1 ) :  
a i j  = a i j  k - 1  

( a j u s t a  as  m a r g e n s  das  l i n h a s  

k  k  k 
j s e  a = a i j  

= C , f a ç a  A = A , p a r e .  
i j 

Senão  f a ç a  k  = k  -t 1  

a k  k -  1  
i'j ai j 

C j 
k - 1  ( a j u s t a  as  m a r g e n s  d a s  c o l u n a s  C.)  

a  J 

se  a  k k  k  
i = L a i j  = Li, f a ç a  A = A  , p a r e .  

j 

Senão  v o l t e  p a r a  ( 1 )  

A s s i m  os  v e t o r e s  m u l t i p l i c a t i v o s  s e r ã o  d a d o s  p o r  



o n d e  N = . n ?  i'te.r'a'ç-c-es ._ _ .  - - n? d e  a j u s t e  p o r  I f n h a s  e  c o l u n a s  
2 

N o t e  q u e  e s s e  a l g o r i ' t m o  a j u s t a  a s  m a r g e n s  d a s  l i  - 

n h s s  L i  e  p o s t e r i o r m e n t e  a j u s t a  a s  m a r g e n s  d a s  c o l u n a s  C . a t é  
j 

q u e  s e  o b t e n h a  o s  d o i s  a j u s t e s  a  m e n o s  d e  uma t o l e r a n c i a  d a d a  . 
Num e s t u d o  d e t a l h a d o  d e s s e  m ~ t o d o ,  BACHARACHC1965J v e r i f i c a  a  

s u a  c o n v e r g ê n c f a ,  bem como a  p r o p r i e d a d e  d e  c o n s e r v a ç ã o  d o s  c o e  - 

f i1ci :ente  nu1 os- .  

A p l i c a ç ã o  do  Método RAS à M a t r i z  d e  Insumo P r o d u t o .  

i )  O Modelo  d e  Insumo P r o d u t o  

E n t r e  a s  m a t r i z e s  q u e  d e s c r e v e m  r e l a ç õ e s  e n t r e  

d i v e r s o s  s e t o r e s  e c o n Ô m i c o s ,  d e t a c a - s e  como p r i n c i p a l  i n s t r u m e n  - 

t o  d e  p l a n e j a m e n t o ,  a  m a t r i z  d e  i n s u m o  p r o d u t o  d e f i n i d a  P o r  

L E O N T I E F  ( 1 9 4 1 )  no s e u  m o d e l o  d e  i n s u m o  p r o d u t o  c u j o  o b j e t i v o  6 

d e  d e s c r e v e r  q u a n t i t a t i v a m e n t e  a s  r e l a ç õ e s  e n t r e  a s  i n d f i s t r i a s  

numa e c o n o m i a  em u m  d a d o  p e r T o d o .  S e r ã  a p r e s e n t a d a  a  s e g u i r  a  

v e r s ã o  m a i s  s i h p l e s  d e s s e  m o d e l o ,  b a s e a d a  n a s  s e g u i n t e s  h i p õ t e -  

s e s :  

i )  A e c o n o m i a  5 c o m p o s t a  d e  n  i n d U s t r i a s  p r o d u z i n d o  n d i f e r e n -  

t e s  p r o d u t o s  u t i l i z a d o s  como i n s u m o  no p r o c e s s o  p r o d u t i v o .  

i ? )  O p r o c e s s o  p r o d u t i v o  a p r e s e n t a  r e t o r n o  c o n s t a n t e  em e s c a l a .  



i i i )  q T j  & a q u a n t i d a d e  f T s i c a  do i:nãuma 1 c o n q u m i d q  p e l a  i.n- 

d u s t r i ' a  j .  

i . v )  p., ê o  p r e ç o  d o  i ' n sumo i .  
1. 

v )  'Ii é a  q u a n t i d a d e  t o t a l  d o  i n s u m o  i c o r y a m i d a  p e l a  e c o n o m i a  

A distribuição d e  c a d a  um d o s  n i n s u m o s  e n t r e  a s  

n  i n d Ú s t r i ' a s  ê d e s c r i t o  p e l o  s e g u i n t e  s i s t e m a  l i n e a r :  

Mul t i p l  i c a n d o - s e  c a d a  e q u a ç ã o  p e l o ~ ~ p r e ç o  p i  d o  

i n s u m o  i ,  o b t e m - s e o ç . : g a s t o s d e v i d o  a  c a d a  i n s u m o  i e f e t u a d o s  p o r  

c a d a  i n d u s t r i a  j .  



P o r  o u t r o  l q d o  c a d a  i n d ü s t r i a  j tem um g a s t o  com 

insumos  d a d o  p o r  

As e q u a ç õ e s  d e s s e  s i s t e m a  i n d i c a m  q u e  c a d a  i n d 8 s  - 

t r i a  g a s t a  na  p r o d u ç ã o  e x a t a m e n t e  o  v a l o r  d a  s u a  p r õ p r i a  p r o d u -  

ç ã o .  I s t o  c ,  e s t a  s e n d o  c o n s i d e r a d a  a  h i p ó t e s e  d e  q u e  n ã o  e x i s  - 

t e  e x c e d e n t e  econÔmi'co,  e p o r t a n t o  t o d a  a  p r o d u ç ã o  é u t i 1 Y z b d a  

no p r ô p r i o  p r o c e s s o  p r o d u t i v o .  

Def i :n i , ndo- se  como c o e f i c i e n t e  t é c n i  co  d e  p r o d u -  

ç ã o  a  q u a n t i ' d a d e  d e  i n s u m o s  i  n e c e s s ã r i a  p a r a  a  f a b r i c a ç ã o  d e  

uma u n i d a d e  d e  p r o d u z o  j ,  i s t o  é: 

p o d e - s e  r e e s c r e v e r  o s  d o i s  s i s t e m a s  a c i m a :  

l Q  S i s t e m a :  q u a n t i d a d e s  f T s i c a s .  

a1 191  + a 1 2 q 2  -t . . . .  + a l n 9 ,  = q1 



20 S i s t e m a :  P r e ç o s  

Cons iderando a  m a t r i z  A ( n  x n )  formada p e l o s  coe - 

f i c i e n t e  t é c n i c o s  de produçáo e  os v e t o r e s  q e  p E R~ que f o r n e  - 

cem r e s p e c t i v a m e n t e  a s  q u a n t i d a d e  f 7 s i c a s  e  os  p reeos  d a s  n mer - 

c a d o r i a s  p r o d u z i d a s ,  os  d o i s  s i s t e m a s  podem s e r  e s c r i t o s :  

C 

onde A '  e  a  m a t r i z  t r a n s p o s t a  de A .  

A m a t r i z  A que d e s c r e v e  o  p r o c e s s o  p r o d u t i v o  

a t r a v e s  dos c o e f i c i e n t e s  t é c n i c o s  de produção a i j  é chamada de 



m a t r i z  d e  i :nsumo-produto  e a t r a v z s  d e l a  & poss"ive1 a n a l i ' s a r  as 

r e l a ç õ e s  d e  p r o d u ç ã o  econ?mica . ,  Embora no m o d e l o  a p r e s e n t a d o  a 

m a t r i z  A s e j a  q u a d r a d a ,  não  2 necessar f ' a  essa K i p a t e s e  p a r a  a  

u t i l  i z a ç z o  do  m é t o d o  RAS p a r a  s u a  a t u a l  f z a ç ã o ,  c o n f o r m e  s e r á  

f I 1  O Mê todo  RAS e  a  M a t r i z  d e  i n s u m o  P r o d u t o  

S e  A C n  x m )  é a  m a t r i z  d e  i n s u m o  p r o d u t o ,  n ã o  e  

u s u a l  q u e  s e  c o n h e ç a  d i r e t a m e n t e  a  soma d a s  l i n h a s  e c o l u n a s  d e  

A [ n e c e s s ~ r i a s  p a r a  a  u t i l i z a ç ã o  do Mêtodo  RAS), mas sim a s  s o -  

mas d a s  l i n h a s  e  c o l u n a s  d a  m a t r i z  d e  f l u x o  d e  m e r c a d o r i a  X 

( n  x  m )  ( c o r r e s p o n d e n t e s  a s  q u a n t i d a d e  f T s i c a s  t o t a i s ) .  A r e l a  - 

ç ã o  e n t r e  X e  A & d a d a  p o r :  

o n d e  Q ( m  x m )  6 uma m a t r i z  d i a g o n a l  q u e  f o r n e c e  a  p r o d u ç ã o  t o -  

t a l  p a r a  c a d a  uma d a s  i n d u s t r i a s  do  s i s t e m a  e c o n ô m i c o  em q u e s -  

t ã o ,  i s t o  é :  

S e g u n d o  o  m é t o d o  RAS, a  m a t r i z  a t u a l i z a d a  s e r á :  

o n d e  RCn x n )  e  S(m x  m )  s ã o  m a t r i z e s  d i a g o n a i s  f o r m a d a s  pe1,os  

v e t o r e s  r e  S. 



Supondo c o n h e c i d o s  A o ,  Q e as  m a r g e n s  da m a t r i , ~  

d e  f l u x o  X (Lui'= o x f j ,  
- y j  - Z xij tem-.": 

J j 

Sabendo - se  que  

En t ão  pode - se  e s c r e v e r  

X = RA,  S Q  

p o r q u e  Q e  S s e n d o  d i a g o n a i s  SQ = QS. A m a t r i z  Y = A o Q  é conhe - 

c i d a  p o r q u e  A o  e Q s ã o  s u p o s t a s  c o n h e c i d a s ,  p o r t a n t o  o  p rob l ema  

de s e  o b t e r  a  m a t r f z  X de f l u x o s  pode s e r  f o r m u l a d o  s egundo  o  

metodo RAS de  a t u a l i z a ç ã o .  

De t e rmine  r € e  e € R' t a l  que  



A m a t r i z  dos c o e f i c k n t e s  t é c n i c o s  s e r 3  oiitfda 

p o r :  

O Método RAS Modif icado.  

O método RAS de a t u a l i ' z a ç ã o  de m a t r i z e s  pode s e r  

l i g e i r a m e n t e  modi f i cado  pa ra  a t e n d e r  a o s  c a s o s  em que além das  

margens a t u a i s ,  s ã o  também c o n s i d e r a d o s  conhecidos*  a l g u n s  dos 

s e u s  a t u a i s  c o e f i c i e n t e s .  Esse mêtodo conhecido  como RAS mo- 

d i f i c a d o  e  o p e r a c i o n a l m e n t e  é o b t i d o ,  descon tando-se  nos t o t a i s  

d a s  l i n h a s  e  c o l u n a s  o  v a l o r  d e s s e s  c o e f i c i e n t e s  que r e c e b e r ã o  

v a l o r  z e r o  p r o v i s o r i a m e n t e .  P rocede - se  e n t ã o  o  método RAS. Co - 

mo e s s e  método p r e s e r v a  os z e r o s  e x i s t e n t e s ,  ao f i n a l  a c r e s c e n -  

t a - s e  o  v a l o r  conhecido  pa ra  a q u e l e s  c o e f i c i e n t e s ,  o b t e n d o - s e  au - 

tomat icamente  o  a j u s t e  pa ra  a s  margens.  

Outra  manei ra  de  s e  f o r m u l a r  o  problema de a t u a -  

l i z a ç ã o  de m a t r i z e s ,  é a t r a v ê s  da fo rmulação  de u m  problema de 

programação ma temãt i ca .  No método RAS de a t u a l i z a ç ã o  busca - se  

d e t e r m i n a r  os  v e t o r e s  r e  s  que r e p r e s e n t a m  as  a l t e r a ç õ e s  : nos 
- 

c o e f i c i e n t e s  de A o .  Uma o u t r a  manei ra  de modelar  o  problema,  e  

supor  que de um perTodo p a r a  o  o u t r o  a s  a l t e r a ç õ e s  nos c o e f i c i -  

e n t e s  a i j  s 6 0  a s  minimas p o s s í v e i s .  I s t o  e ,  s ã o  minimas t a i s  

- C*) T r a t a - s e  do c a s o  em que f o i  possTve1 s e  o b t e r  boas ? , p r e v i -  
s o e s  Dara e s s e s  c o e f i e n t e s ,  a n t e s  de s e  e f e t u a r  a  a t u a l i z a -  - -- 
ção da m a t r i z  A o .  



que atendam EIS r e s t r i X 6 e s  p a r a  as margens  da, m a t r i ' z  A ,  Ass im  o 

problema de. a t u q l l z a ç ã o  pode ser  e s c r t t o  como ("1; 

Determine x i  i = 1 , 2 ,  . . . n  , j = 1 , 2  ,. . . m t a l  

m i n  f  ) 

x . .  > O 1 J  - 

A funçzo  f ( x i j )  deve s e r  e s c o l h i d a  t a l  que  d e s -  

c r e v a  a  a l t e r a ç ã o  e n t r e  a  m a t r i z  A o  e  a  nova m a t r i z .  

I .  3 .  Mêtodo de Programação Q u a d r a t i  ca . 

As formas  q u a d r á t i c a s  da f u n ç ã o  f  s ã o  a s  mais  f r e  - 

quen temen te  u s a d a s ,  b a s e a d a s  na i d é i a  de a j u s t e  e s t a t i s t i c o s  da - 
2  do p e l a  d i s t â n c i a  do x . S e r ã o  d i s c u t i d a s  a  s e g u i r  a lgumas des  - 

s a s  f o r m u l a ç õ e s .  

( * )  A f im  de e v i t a r  a s  n o t a ç õ e s  a: p a r a  o s  c o e f i c i e n t e s  da ma- 
t r i z  A e  a i .  pa ra  o s  c o e f i c  r' e n t e s  da m a t r i z  A ,  s e r ã  de 
a g o r a  ?m d i a a t e  a d o t a d a  a  s e g u i n t e  n o t a ç z o :  

x p a r a  o s  c o e f i c i e n t e s  de A i j  

a i  j p a r a  os c o e f i c i e n t e s  de A o  



t a l  q u e :  

Cxi - a  i 2  
mi 'n C - i'j 

o n d e  A = ( a i  j )  , L i  e C .  s ã o  c o n h e c i d o s .  
J 

P a r a  r e s o l v e r  e s s e  p r o b l e m a  F r i e d l a n d e r  p r o p õ e  o  

m é t o d o  d o s  m u l t i ~ l i c a d o r e s  da  L a g r a n g e .  

( x i j  - a i  j 1 ( x i  - 
min f  = C = m i n  C a i  j 

1 

A f u n ç ã o  l a g r a n g e a n a  ser:: 



D e r i v a n d o  em r e l a ç s o  a x i j  

Somando p a r a  t o d o  i.: 

Mas s e  A = ( - a i j )  é a  m a t r i z  c o n h e c i d a ,  a  soma n a s  l i n h a s  d a  ma- 

t r i z  A s e r á :  

A s s s i m  o  C j  = C j  + h i  a i j  + p j  C; i 



O t e m o s :  Somando p a r a  t o d o  j e chamando L aij = L t  
j 

Podemos e s c r e v e r  a s  e q u a c õ e s  ( 1 . 3 )  e ( 1 . 4 ) -  

1  C = C 0  + A + M C O  

o n d e  C ,  C', E R m  

L ,  L O ,  h  E R n  

A (n  x n )  = d i a g  ( : h . )  
1 

A ( n  x m) = m a t r i z  i n i c i a l  c o n h e c i d a .  

As e q u a ç õ e s  ( 1 . 5 )  e  ( 1 . 6 )  formam um s i s t e m a  d e  

m + n  e q u a ç õ e s  c u j a  s o l u ç ã o  f o r n e c e  o s  (m + n )  m u l  t i p l i c a d o r e s  

d e  L a g r a n g e .  

No seu t r a b a l h o  F r i e d l a n d e r  f a z  a i n d a  uma r e l a -  

ç ã o  e n t r e  e s s a  s o l u ç ã o  e a  s o l u ç ã o  o b t i d a  p o r  um m e t o d o  i t e r a t i  - 

v o  d e  i n c r e m e n t o s  s u c e s s i v o s  com r e l a ç ã o  a o s  d a d o s  o r i g i n a i s  

(um m é t o d o  s e m e l h a n t e  a o  m e t o d o  R A S J .  E s s a  t e n t a t i v a  d e  r e l a -  

c i o n a r  e s s e s  d o i s  t i p o s  d e  m g t o d o s  ( i t e r a t i v o  b u s c a n d o  uma s o l u  - 



ção y i ã y e l ,  e m é t o d o  d e  P r o g r a m a ç ã o  Q u a d r 4 t j c a L  s e rx  y i . s t o  p o s  

t e r i - o r r n e n t e  com maCs d e t a l h e s ,  

ii). F o r m u l a ç ã o  d e  RACHEM e KORTE ( 1 9 8 0 1 ,  

Nessa f o r m u l a ç ã o  a  f u n ç ã o  q u a d r z t i c a  a  s e r  m i n i -  

m i z a d a  e :  

f o r n e c e n d o  uma s o l u ç ã o  p a r a  xij d e p e n d e n t e  d o s  r n i l l t i p l i c a d o r e s  

d e  L a g r a n g e  A i  
e '9: 

i i i ) F o r m u l  a ç ã o  d e  B A C H A R A C H  ( 1  9 7 0 )  

N e s s a  f o r m u l a ç ã o  a  f u n ç ã o  d i s t â n c i a  é u t i l i z a d a  

como c r i t c r i o  p a r a  o  a j u s t e :  



z x  = C  
i -ti d 

c u j a  s o l u ç ã o  p a r a  x  em f u n ç ã o  d o s  mul t i p l i c a d o r e s  d e  L a g r a n g e  i' j 
C e :  

x.. = a . .  t A i  + v j  
i J  TJ 

I s t o  a c a d a  e l e m e n t o  a i j  a c r e s c e n t a - s e  uma p a r c e l a  r e l a t i v a  

a  i - e s i m a  l i n h a  e  o u t r a  r e l a t i v a  a  j - é s i m a  c o l u n a .  

1 . 4 .  Uma F o r m u l a ç ã o  G e r a l  p a r a  o s  M é t o d o s  d e  A t u a l i z a ç ã o  d e  Ma - 

t r i z e s .  

P a r a  t o d o s  o s  m ê t o d o s  d e  a t u a l i z a ç ã o  d e  m a t r i z e s  

a t é  a g o r a  v i , s t o s ,  c h e g a - s e  a uma e q u a ç ã o  p a r a  x  d e p e n d e n d o  d e  i j  

d o i s  t i ' p o s  d e  m u l t i p l i c a d o r e s  ( p b r  l i n h a s  e  p o r  c o l u n a s )  e d o  

v a l o r  c o n h e c i d o  a  
i j '  

O p r o b l e m a  f i c a  d e t e r m i n a d o  q u a n d o  a  e s t a  

e q u a ç z o  p a r a  xijY a c r e s c e n t a - s e  a s  e q u a ç õ e s  d e  v i n c u l o  

BACHEM e KORTE ( 1  9 8 1  1 p r o p õ e  uma r e l a ç ã o  g e r a l  

e n t r e  x i j  
e a i j  

b a s e a d o s  na  i d ê i a  q u e  q u a l q u e r  m u d a n ç a  d o s  c o e -  

f i c i e n t e s  d a  m a t r i z  A p a r a  a  m a t r i z  X d e v i d a m e n t e  p o n d e r a d a ,  6 



p r o p o r c i : o n a l  a uma combinação l i n e a r  e n t r e  q médi:a a r i t i : ~ @ t i c a  

e o  q u a d r a d o  d a  r n g d t a  g e o r n ê t r i : c a  d a s  m u d a n ç a s  p o r  1 T n h a s  e c o t  

l u n a s  Ai' e p j .  i ç t o  5 :  

C o n s i d e r a n d o  X [ n  x  m ]  

A (n  x m )  

E R "  e A = d i a g  ( A )  

p E R m  e M = d i a g  ( p )  

a  r e l a ç ã o  g e r a l  p a r a  X e A é d a d a  p o r :  

o n d e  W é a  m a t r i z  d o s  p e s o s .  

Vol  t a n d o  r a p i d a m e n t e  a o s  m é t o d o s  B n t e r i o r m e n t e  

a b o r d a d o s ,  a s  r e l a ç õ e s  e n t r e  X e A s ã o  d a d a s  p o r :  

i:) M e t o d o  RAS 

i'j S f j  j = r , a  

i i )  F r i e d l a n d e r  

' i j  = a i j 
+ A i  a i j  + u j  a i  j 



Def in indo-se  v a l o r e s  c o n v e n i e n t e s  p a r a  W T X 

e p é poss?'vel e s c r e v e r  todos  e s s e s  métodos como d e r i v a d o s  da 

r e l a ç ã o  g e r a l  ( I  - 7 ) .  

i )  Para o  m e t o d o  R A S ,  d e f i n e - s e  

n onde e, E R e  em B R~ s ã o  v e t o r e s  formados de 1  ' S .  

X = A + ( R A  - A )  + A S  - A  -i ( R A  - A )  (S  - I )  

ii:]- F r i  e d l a n d e r  

e  p os mul t i p l o s  de Lagrange 



i i i )  Bachem e K o r t e  

2 
' i j  = 

a i j  , r = O h e  V o s  m u l t i p l i c a d o r e s  d e  Lan - 

g r a n g e  

i v )  Bacharach  

W =  

1 . . . .  1 

. 

1  . . . .  1 

r = O h e  V o s  m u l t i p l  j , c ado re s  de 

Lang range  



1 . 5 .  Uma Abordagem E s t a t ' f s t i c a  do Problema de A t u a l i z a ç ã o  de 

Matr i 'zes .  

O problema de a t u a l  i z a ç z o  de m a t r i z e s  pode s e r  

v i s t o  como u m  problema de e s t i m a ç ã o  e s t a t l s t i c a  no qual  os coe-  

f i c i e n t e s  da m a t r i z  X s ã o  c o n s i d e r a d o s  como v a r i ã v e i s  a l e a t o -  

r i a s  c u j o s  v a l o r e s  d e s e j a - s e  e s t i m a r .  S tone  (1942) e  p o s t e r i o r  - 

mente Byron (1978)  deram u m  t r a t a m e n t o  e s t a t i s t i c o  para  e s s e  pro - 

blema, n o  caso  p a r t i c u l a r  em que a s  m a t r i z e s  A e  X s ão  quadradas. 

Segundo e s s e  en foque ,  d e t e r m i n a - s e  uma e s t i m a t i v a  pa ra  a  nova 

m a t r i z  t a l  que minimize uma função  de perda q u a d r á t i c a .  Essa 

função  é o b t i d a  c o n s i d e r a n d o - s e  os  e l emen tos  da m a t r i z  X = (x i j  ) 
2 2 2 a l i n h a d o s  formando u m  v e t o r  X â R m  , e  a  m a t r i z  V ( m  x rn ) que 

fornece1 a s  e s t i m a t i v a s  das  c o v a r i  a n c i a s  e n t r e  os e l emen tos  de 

X,e os  d e s v i o s  e n t r e  os v a l o r e s  i n i c i a i s  e  os v a l o r e s  e s t i m a d o s .  

Assim a  função  pe rda  a  s e r  minimizada é d e f i n i d a  por :  

min z = -  I d 1  V-' d + A I  ( G  x - h )  
2 

onde : 

2 
d = (x - a )  F R m  é o v e t o r  dos d e s v i o s  e n t r e  os v a l o r e s  e s t i m a  - 

dos e  os  v a l o r e s  i n i c i a i s .  

2 2 V(m x  m 1 5 a  e s t i m a t i v a  da m a t r i z  de c o v a r i a n c i a  



h E é o  v e t o r  d o s  mul t i , p l i c q d o r e s  d e  L a g r a n g e  r e l a t i v o s  

a o s  (rn + rn) v 7 n c u l o s .  

h E são o s  v a l o r e s  d a d o s  p a r a  a s  s o m a s  d a s  l i n h a s  e d a s  c o  - 

l u n a s  d a  rna t r - ?z  X .  i s t o  é o s  v 7 ' n c u l o s  

S ã o  r e p r e s e n t a d o s  p o r :  

G x = h o n d e  



A fi'm d e  i n t e r p r e t a r  melhor função  'Z, consi'de - 

r e  o  c a s o  p a r t t c u l a r  em que V d iagona l  , Nesse caso a f u n ç a ~  

perda  s e r ã :  

2 onde  e k  a  v a r i a n c i a  de x k ' 

Assim os d e s v i o s  s ã o  ponderados p e l a  v a r i â n c i a d o  

c o e f i c i e n t e  c o r r e s p o n d e n t e .  Uma maior  v a r i a n c i a  de xk  p e r m i t e  

u m  d e s v i o  d k  m a i o r ,  ao passo  que s e  xk t i v e r  uma pequena v a r f â n  - 

tia, e x i g e - s e  que a  e s t i m a t i v a  p a r a  x k  s e j a  mais prõxima d o  va- 

l o r  i n i c i a l  a k .  I s t o  é, c o n s i d e r a - s e  o  d e s v i o  causado p e l o s  s e  - 

g u i n t e s  f a t o r e s :  

- 
i) a  mudança da b a r i ã v e l  xk  o c o r r i d a  em u m  p e r í o d o  

i i )  2 d i s p e r s ã o  da v a r i á v e l  x k .  

A ponderação p e l a s  v a r i s n c i a s ,  tem como o b j e t i v o  

" d e s c o n t a r "  o  f a t o r  di s p e r s ã o  do desvi.0 o c o r r i d o .  

No caso  g e r a l  onde V não é n e c e s s a r i a m e n t e  d i a g o  - 

n a l ,  a  minimização da função  

z = -  d t  v - ' d +  X' ( G X -  h ) =  7 I ( . x - a )  V - '  ( x  - a )  + A '  ( G  x - h )  
2 



& o b t i d a  d e r i v a n d o - s e  Z em r e l a ç ã o  X e i g u a l a n d o  ã z e r o :  

Po r  o u t r o  l a d o ,  d a s  e q u a ç õ e s  de v 7 n c u l o s  

Das e q u a ç õ e s  ( 1 . 8 )  e  ( 1 . 9 )  

G V G 1 h = G a - h  

h = ( G  V G ' ) - l  Ga - (G V G ' ) ' ~  h 

h = (G V G ' ) - '  (Ga - h )  



P o r t a n t o ,  d e  (l1,81 

Embora e s s a  s o l u ç 5 o  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  a t u a l i z a -  

ç ã o  t e n h a  o  i n c o n v e n i e n t e  de  n e c e s s f t a r  da  e s t i m a t i v a  d a  m a t r i z  

d e  c o v a r i a n c l a ,  p o r  o u t r o  l a d o ,  o  e s t i m a d o r  d e  x a s s i m  d e t e r m i -  

n a d o  é um e s t i m a d o r  B L U E  ( m e l h o r  e s t i m a d o r  l i n e a r  não  t e n d e n -  

c i o s o )  c o n f o r m e  f o i  d e m o n s t r a d o  p o r  T h e i l  (1961  ) .  P o r t a n t o ,  em - 

b o r a  a  f u n ç ã o  a  s e r  m i n i m i z a d a  n ã o  s e j a  m u i t o  d i f e r e n t e  d a s  f u n  - 

ç õ e s  q u a d r ã t i c a s  d e f i n i d a s  a n t e r i o r m e n t e ,  e s s a  a b o r d a g e m  e s t a -  

t i s t f c a  d o  p r o b l e m a ,  a o  c o n t r á r i o  d a s  d e m a i s ,  p e r m i t e  uma a v d -  

l i a ç ã o  do  e s t i m a d o r  o b t i d o .  

1 . 6 .  A t u a l i z a ç ã o  p o r  P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r .  

Embora o s  m ê t o d o s  RAS e  d e  p r o g r a m a ç ã o  q u a d r á t i -  

c a  s e j a m  o s  m a i s  f r e q u e n t e m e n t e  u s a d o s  no p r o b l e m a  d e  a t u a l i z a -  

ç ã o  d e  m a t r i z e s ,  a l g u m a s  t e n t a t i v a s  d e  m o d e l a r  e s s e  p r o b l e m a  f o  - 

ram f e i t a s  u t i  1  izando-se programação 1  i n e a r .  MATUZEWSKI, PITTS , e  SRWY ER 

( -1964)  e  m a i s  t a r d e  N I J K A M P  e  PAELINK ( 1 9 7 4 )  f o r a m  a l g u n s  d o s  

q u e  p r o p u s e r a m  uma modelagem d e s s e  t i p o .  A i d é i a  b â s i c a  a i n d a  
- 
e  m i n i m i z a r  o s  d e s v i o s  e n t r e  o s  v a l o r e s  c o n h e c i d o s  e  o s  v a l o r e s  

a  s e r e m  e s t i m a d o s ,  d i f e r i n d o  da  f o r m u l  a ç ã o  q u a d r á t i  c a  a p e n a s  

p e l o  f a t o  d e  q u e  n e d s e  c a s o ,  s ã o  c o n s i d e r a d o s  o s  d e s v i o s  a b s o l u  - 

t o s .  O p r o b l e m a  é f o r m u l a d o  da  s e g u i n t e  m a n e i r a .  

D e t e r m i n e  a  m a t r i z  X = C x f j )  t a l  q u e  



" 'I mix z I x i j  - ai:j I C T j  , com C = V 

i'5 i j 
V j  

s . a :  L x  = C 
i i j j 

A t e r c e i r a  r e s t r i ç ã o  a d i c i o n a d a  impõe 1 i m i t e s  pa - 

r a  a  v a r i a ç ã o  dos c o e f i c i e n t e s ,  v i s a n d o  e v i t a r  u m  número -*mi;li t o  

g rande  de su rg imen to  de z e r o s  p a r a  o s  c o e f i c i e n t e s  da m a t r i z  X ,  

compensado p o r  v a l o r e s  compara t ivamente  mui to  g randes  p a r a  os 

demais v a l o r e s .  Esses  l i m i t e s  s ã o  na ve rdade  b a s t a n t e  d i f i c e i s  

de s e  e s t a b d l e c e r  sendo uma das p r i n c i p a i s  c r í t i c a s  f e i t a s  a  

e s s a  f o r m u l a ç ã o .  

Supondo que os  c o e f i c i e n t e s  da m a t r i z  X ou sofrem 

u m  ac resc imo  C x + )  ou sofrem u m  decresc imo ( x - )  ou a i n d a  não s e  

a1 teram em r e l a ç ã o  ao c o e f i c i e n t e  i n i c i a l ,  pode-se e s c r e v e r :  

4- - 
x  > Q  x . .  > O i . j  - I J  - 

sendo que pa ra  cada p a r  [ i j ) ,  no mãximo uma das duas v a r i ã v e i s  
4- [x i jou  x r j )  é d i f e r e n t e  de z e r o .  Os d e s v i o s  a b s o l u t o s  podem ser  

e s c r i  t o s  da s e g u i n t e  m a n e i r a :  



P o r t a n t o  o  p rob lema pode  s e r  r e e s c r i t o  como; 

4- - 
m i n  Z (x i j  t x i j l  Cij 

i j 

ou ai inda:  



Matuzewski , P i  t t s  e  Sawyer consideram e s s e  p r o b l e m a  cgmo 

u m  p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e  o n d e  os l i m i t e s .  s u p e r i o r e s  d a s  yar i .8 -  
4- - 

v e i s  x e  x s ã o  v f s t o s  como restrições d e  c a p a c T d a d e ,  

Os r n ê t o d o s  d e  a t u a l - t z a ç ã o  u s a n d o  p r o g r a m a ç ã o  l i  - 

n e a r  são ,  segundo a;lgumas a n ã 1  i s e s  c o m p a r a t - h a s  jã r e a l  i z a d a s  ( v e r  

T e i x e t r a  - 1 2 7 8 )  i n f e r i o r e s  a o s  m e t o d o s  RAS e  d e  p r o g r a m a ç ã o  qua - 

d r á t t c a .  N e s s a s  a n ã l i s e s  5 u s a d a  como m e d i d a  d e  c o m p a r a ç ã o ,  o  

e r r o  c o m e t i d o  n a  a t u a l i z a ç ã o  a t r a v z s  d e s s e s  m ê t o d o s .  



CAPITULO PI 

P R E V I S Ã O  DE MATRIZES 

O p r o b l  ema de a tua l i zação  de mat r izes  d i f e r e  d o  P r o -  

b l ema  d e  p r e v i s ã o  p o r q u e  no s e g u n d o  c a s o  b u s c a - s e  o b t e r  uma 

e s t i m a t i ' v a  p a r a  a  m a t r i ' z  X l e v a n d o - s e  e m ' c o n t a  n ã o  a p e n a s  uma ma - 

t r i z  i n i c i a l  A ,  mas  uma s é r i e  d e  m a t r i z e s  no t empo  A I ,  A 2 , .  . . A T .  

I s t o  é , n o  c a s o  d a  p r e v i s ã o  u t i l i z a - s e  a  i n f o r m a ç ã o  s o b r e  a t e n  - 

d ê n c i a  d e  mudança  a p r e s e n t a d a  n o s  ú l t i m o s  p e r i o d o s  p a r a  o s  c o e f i  - 

c i e n t e s  a  
i'j ' 

11 .1  - A P r e v i s ã o  Termo a  Termo 

Van d e r  Ploeg ( 1 9 8 2 )  t r a t o u  d o  p r o b l e m a  d e  p r e v i s ã o  

d e  m a t r i z e s  como u m  p r o b l e m a  d e  s e  a j u s t a r  uma s g r i e  d e  m a t r i z e s  

e c o n Õ m i c a s  s u p o n d o  q u e  c a d a  uma d e l a s  c o n t é m  e r r o s  d e  d i v e r s a s  

n a t u r e z a s .  A m a t r i z  é r e p r e s e n t a d a  p o r  um v e t o r  E R" t a l  q u e  o  

v e t o r  o b s e r v a d o  no p e r 7 o d o  t ( x t  O b s )  c o n t é m  uma p a r c e l a  d e v i d a  a  

m e d i d a  d e  r u í d o  a l e a t ó r i o  ( E X ) ,  o u t r a  d e v i d a  a  um e r r o  s i s t e m ã t i  - 
t 

c o  q u e  o c o r r e  em t o d o s  o s  p e r i o d o s  ( E  S i s t ) y  e o u t r a  c o n t e n d o  e r -  

r o s  p r o p o r c i o n a i s  ( E  p r O p )  à uma s é r i e  d e  d a d o s  c o n h e c i d a  ( Y t )  . 
ou s e j a  

o b s -  x s i s t  + Y t  E P r o P  t - x  t + € t f E  m 

O b s  d e v e  s e r  o b t i d a  d e  t a l  modo A e s t i m a t i v a  p a r a  x t  

q u e  o b e d e ç a  a s  e q u a ç õ e s  d e  v i n c u l o s  p a r a  a s  m a r g e n s ,  e  m i n i m i z e  

o  v e t o r  d o s  e r r o s :  



No seu t r a b a l h o  Van d e r  Ploeg a n a l i s a  a s  h i p ó t e s e s  

de a u t o c o r r e l a ç ã o  dos e r r o s  un i fo rme ,  e  de e r r o  s i s t e m á t i c o  com 

t e n d ê n c i a  c T c l i c a ,  e  a p l i c a  seu modelo na m a t r i z  ag regada  ( de 

produções  g l o b a i s )  pa ra  a  economia i n g l ê s a .  Natura lmente  a  a p l i  - 

cação  s e r i a  extremamente d i f i c i l  pa ra  a  m a t r i z  desagregada  ( ma 
- t r i z  de insumo-produto)  dev ido  e n t r e  o u t r a s  c o i s a s ,  a s  s u a s  g r a n  

des  d imensões .  

1 1 . 2  - A P r e v i s ã o  da E s t r u t u r a  Bás ica  da Mat r i z  

Como vimos a n t e r i o r m e n t e  a  p r e v i s ã o  de m a t r i z e s  a -  

p r e s e n t a  d o i s  problemas p r i n c i p a i s .  P r i m e i r o  a s  m a t r i z e s  econô- 

micas s ã o  usualmente  de g r a n d e s  d imensões ,  t o rnando  a  p r e v i s ã o  

de t o d o s  os  s e u s  c o e f i c i e n t e s  um problema excess ivamen te  t r a b a  - 

l h o s o .  Outro a s p e c t o  de ordem p r ã t i c a ,  ê que na m a i o r i a  das  ve-  

z e s  não s e  tem uma s é r i e  de m a t r i z e s  s u f i c i e n t e m e n t e  g rande  pa ra  

que s e  possa f a z e r  e s t i m a t i v a  de e r r o s  e  t e n d ê n c i a s  c o n f i á v e i s .  

I s t o  ê, a  p r e v i s ã o  usando modelos de s ê r i e s  t e m p o r a i s ,  não s ã o  

a p l i c á v e i s  na m a i o r i a  das  vezes  dev ida  a  pequena dimensão da s é -  

r f e  de  dados d i s p o n i v e i s .  

A f im de c o n t o r n a r  o  problema da dimensão das ma- 

t r i z e s ,  ao i n v ê s  de s e  t r a b a l h a r  com t o d o s  os c o e f i c i e n t e s  de ca - 

da m a t r i z ,  p a s s a - s e  a  t r a b a l h a r  com agregações  d e s s a s  m a t r i z e s .  

Essas  ag regações  devem s e r  t a i s  que contenham o  máximo de  i n f o r -  

mações s o b r e  a  m a t r i z  com u m  minimo de e l e m e n t o s .  Em o u t r a s  pa- 

l a v r a s ,  deve - se  e n c o n t r a r  o  e s s e n c i a l  da m a t r i z ,  e  por  i s s o  mes- 

mo e s s a s  ag regações  s ã o  denominadas de e s t r u t u r a  b á s i c a  da ma- 

t r i z .  



Uma m a n e i r a  d e  s e  d e t e r m i n a r  e s s a  e s t r u t u r a  b á s i c a  
- 
e  a t r a v é s  d a  u t i l i z a ç ã o  d e  t é c n i c a s  e s t a t 7 s t i c a s  d e  a g r e g a ç ã o  

( v e j a  STEMMELEN ( 1 9 7 7 )  e  LE FOLL, BUKTSCHY ( 1 9 8 3 ) ) ,  d a s  q u a i s  

s e  d e s t a c a  a  A n á l i s e  d a s  C o m p o n e n t e s  P r i n c i p a i s .  Na u t i l i z a ç ã o  

d e s s a  t é c n i c a ,  q u e  s e r á  d e s c r i t a  com d e t a l h e s  a  s e g u i r ,  c a d a  ma- 

t r i z  At ( n  X m) da  s é r i e  é v i s t a  como uma m a t r i z  d e  d a d o s ,  c o n s i  - 

d e r a n d o - s e  c a d a  c o l u n a  x  , k =  1,2,  . . .  m ( o u  c a d a  l i n h a  
k  X~ 

R= ( 1 , 2 , .  . . m) como uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  d a  q u a l  f o r a m  f e i t a s  

n  o b s e r v a ç õ e s  á ( k  f T x o ,  R= 1 ,2 ,  . . .  n ) .  Na v e r d a d e  p a r a  c a d a  
R k  

m a t r i z  At s e r ã o  e x t r a i d a s  d u a s  a g r e g a ç õ e s :  uma r e l a t i v a  à s  c o l u -  

n a s  e  o u t r a  r e l a t i v a  à s  l i n h a s .  E s s e  p a r  d e  a g r e g a ç õ e s  f o r m a  a  

chamada e s t r u t u r a  b á s i c a  d a  m a t r i z .  Como e s s a s  a g r e g a ç o e s  s ã o  

r e a l i z a d a s  p e l a  mesma t é c n i c a ,  s e g u n d o  o s  mesmo o b j e t i v o s ,  m u i -  

t a s  v e z e s  s e r á  f e i t a  n e s t e  t r a b a l h o  r e f e r ê n c i a  a  a p e n a s  uma d e -  

l a s ,  mas t o d o s  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p a r a  a  a g r e g a ç ã o  d a s  r c o l u -  

n a s  é v á l i d o  p a r a  a  a g r e g a ç ã o  d a s  l i n h a s .  

11 .3  - A  A n á l i s e  d a s  Componen tes  P r i n c i p a i s  

- A g r e g a ç ã o  d a s  c o l u n a s  

Na m a t r i z  A  ( n  x m  ) c o n s i d e r e  s u a s  c 0 1  u n a s  

X k  ( k =  1 ,2 ,  . . .  m) como v a r i ã v e f s  a l e a t õ r i a s  s o b r e  a s  q u a i s  s ã o  

f e i t a s  n  o b s e r v a ç õ e s  a Q k  ( k  f i x o ,  R= 1 ,2 ,  . . .  n ) .  Tem-se p o r t a n  - 

t o  um c o n j u n t o  d e  m v a r i â v e i s  s o b r e  a  q u a l  s ã o  f e i t a s  n  o b s e r v a -  

ç õ e s .  A A n ã l i s e  das  C o m p o n e n t e s  P r i n c i p a i s  t e m  como o b j e t i v o  

d e s c r e v e r  a  c o n f i ' g u r a ~ ã o  d e s s a s  o b s e r v a ç õ e s  n o  e s p a ç o  d a s  v a r i á -  

ve i : s .  N a  f i ' g u r a  (11.1) ê a p r e s e n t a d o  um e x e m p l o  em q u e  p a r a  d u a s  

v a r i á v e i s  X 1  e  X 2  s ã o  f e i t a s  s e t e  o b e r v a ç ó e s .  



Figura 11.1 - As Componentes Principais de um Conjunto de Observações 

As componentes p r i n c i p a i s  C 1  e  C 2  d e s s e  c o n j u n t o  

de pontos  a c h a - s e  r e p r e s e n t a d a  na f-i 'gura, e  f o r n e c e  a s  d i r e ç õ e s  

de maior  d f s p e r s ã o  dos pontos  o b s e r v a d o s .  Na v e r d a d e ,  t r a t a - s e  

apenas  de  uma r o t a ç ã o  o r t o g o n a l  do s i s t e m a  de r e f e r ê n c i a  o r i g i -  
d 

na1 (dado p e l a s  v a r i ' ã v e i s  X J  e  X 2 ) ,  onde C1  e  uma combinação l i -  
& 

n e a r  de X 1  e  X 2 ,  na d i r e ç ã o  de  maior  d i s p e r s ã o  dos p o n t o s .  C 2  e  

também uma combinação l i n e a r  de  X 1  e  X 2  o r t o g o n a l  a  C 1 .  

Vol tando a  m a t r i z  A ( n  x m )  r e p r e s e n t a n d o  n o b s e r -  

vações  de m'var i ' áve i ' s ,  pode-se  c o n s i d e r a r  a  nuvem de n pon tos  no 
. . 

espaço  R ~ .  As componentes p r i n c i p a i s  e x t r a i d a s  s e r ã o  combina- 

ções  l i n e a r e s  d a s  m va r i ' ãve i ' s ,  t a i s  que C1 t enha  v a r i â n c i a  máxi- 

ma; C 2  t e n h a  v a r i â n c i a  mãxima e  s e j a  o r t o g o n a l  a  C1 (em termos  

e s t a t ? s t i c o s  i ' s to  equi 'va le  a  não c o r r e l a ç ã o  e n t r e  a s  componen- 

t e s ) ;  a s s im s u s s e c i v a m e n t e  a t é  que C, s e r á  uma combinação l i n e a r  

das  m v a r i ã v e i s  com v a r i â n c i a  máxima, e  o r t o g o n a l  à (ou não c o r -  

r e l a c i o n a d a  com) C 1 ,  C 2  C ,*,, 



Pode-se e s c r e v e r :  

m - 

C , =  1 c k l  X i  t a l  que v a r  ( C 1 ) =  max 

k=l  

C 2 =  C k Z X k  t a l  que v a r  ( C 2 ) =  max 
k =  1  c o r r  ( C 1 ,  C 2 ) =  O 

' k r n X k  t a l  que v a r  ( C  ) =  max 
k = 1  m 

c o r r  ( C i y  C ) =  O i = 1 , 2 ,  ... m-1  m 

Na e x t r a ç ã o  d e s s a s  componentes C i  ( i =  1,2,  ... m )  o- 

c o r r e  que a s  v a r i ã n c i ' a s  s ã o  d e c r e s c e n t e s  dev ido  a  r e s t r i ç ã o  c r e s  - 

c e n t e  de não c o r r e l a ç ã o  e n t r e  e l a s .  Usualmente a s  Ü1 t i m a s  compo - 

n e n t e s  e x t r a i d a s ,  têm v a r i â n c i a s  t ã o  pequenas que podem s e r  d e s -  
- 

p r e z a d a s .  (Na f i g u r a  I 1  . I ) ,  a  d i s p e r s ã o  na d i r e ç ã o  de C 1  e  t ã o  

maior  que na d i r e ç ã o  C 2 ,  que a  c o n f i g u r a ç ã o  dos pontos  pode s e r  

quase  t o t a l m e n t e  d e s c r i t a  na d i r e ç ã o  de  C 1 )  A redução  na dimen - 

s ã o  i n i c i a l  do problema é o b t i d a  mantendo-se apenas  a s  p p r i m e i -  

r a s  componentes ,  a s  q u a i s  descrevem uma g rande  percentagem da va - 

r i â n c i a  t o t a l  do c o n j u n t o  de  m v a r i á v e i s .  

- Determinação das  Componentes P r i n c i p a i s  ( v e r  JOHNSON, 

W T C H E R N  - 1982)  

Vo l t ando-se  a  p r i m e i r a  componente C1 

C = c  1  11 X1 + C * ]  X 2  + . . . + C m l  X, 



Considerando a s  v a r i â v e i s  X =  ( X 1 ,  . . .  X m ) '  e  o  ve-  

t o r  dos c o e f i c i e n t e s  c l =  ( c l 1 ,  c Z 1 ,  . . .  c m l ) '  pode-se e s c r e v e r :  

Dessa forma o  problema de  d e t e r m i n a r  C1  pas sa  a  

s e r  o  de d e t e r m i n a r  o  v e t o r  c l  E R m  c u j a  d i r e ç ã o  s e j a  a  da maior  

v a r i â n c i a  do c o n j u n t o  de p o n t o s .  J á  que o  i m p o r t a n t e  é a  d i r e -  

ção  dada p e l o  v e t o r  c l ,  pode-se c o n s i d e r a r  sua  norma u n i t á r i a ,  

i s t o  é, 

Sendo 

a  v a r i â n c i a  de C 1  s e r ã :  

v a r  ( C 1 ) =  C '  1 c1 1  

onde 1 é a  mat r , iz  das c o v a r i h c i a s  de X .  Assim o  problema a  s e r  

r e s o l v i d o  é:  

Determfne c1 E t a l  que 

c '  1 C = max 1  1  

s . a :  c; c l =  1  

A s o l u ç ã o  d e s s e  problema pode s e r  o b t i d a  u t i l i z a n d o - s e  o s  m u l t i -  

p l i c a d o r e s  de  Lagrange.  A função  l a g r a n g e a n a  s e r á :  

L =  c '  1 C 1  - X 1  ( C ;  C 1  - 1 )  
1 



D e r i v a n d o  em r e l a ç ã o  à c l  e  i g u a l a n d o  à z e r o :  

E s t a  é a  e q u a ç ã o  c a r a c t e r i s t i c a  da  m a t r i z  C " p a r a  e x t r a i r  s e u s  

a u t o  v a l o r e s  h1 e  a u t o  v e t o r e s  c l .  P o r  o u t r o  l a d o :  

como 

c i  1 c 1 =  h l =  v a r  ( C 1 )  

Ass im a  v a r i â n c ' a  d e  C1 é u m  a u t o  v a l o r  d a  m a t r i z  1. Como e s s a  

v a r i â n c i a  d e v e  s e r  máxima,  h l  é o  m a i o r  a u t o  v a l o r  d e  1. O v e -  

t o r  c l  s e r á  o  a u t o  v e t o r  c o r r e s p o n d e n t e  n o r m a l i z a d o .  

P a r a  s e  e n c o n t r a r  a  s e g u n d a  c o m p o n e n t e  C 2  o  p r o c e -  

d i 'men to  é a n á l o g o ,  S Õ  T n t r o d u z i n d o - s e  a  r e s t r i ç ã o  d e  n ã o  c o r r e l a  - 

ç ã o ,  q u e  em t e r m o s  g e o m é t r i c o s ,  e q u i v a l e  a  r e s t r i ç ã o  d e  o r t o g o n a  - 

l i d a d e .  

S e n d o  

v a r  ( C 2 ) =  c; 1 c 2  



O p rob lema f i c a  da s e g u i n t e  f o r m a :  

D e t e r m i n e  c 2  E R"' t a l  q u e  

c '  1 c  = v a r  ( C 2 ) =  max 
2 2 

c; C1 = o 
A Ú l t i m a  r e s t r i ç ã o  g a r a n t e  a  não c o r r e l a ç ã o  e n t r e  C1  e  C 2 .  Da 

mesma m a n e i r a ,  usando  o s  m u l t i p l i c a d o r e s  de  L a g r a n g e :  

L =  c '  1 C 2  - X 2  ( c '  C 2  - 1 )  - U c '  C 1  
2 2  2 

De r ivando  em r e l a ç ã o  à c 2  e  i g u a l a n d o  à z e r o :  

Pré-mul t i p l  i ' cando p o r  c '  
1  

Mas do p r i m e i r o  p rob lema:  

P r ê - m u l t i p l i c a n d o  p o r  c '  
2  



Então 

Assim o  v e t o r  c 2  deve s a t i s f a z e r :  

O U  s e j a  c 2  e  h 2  s ã o  a u t o  v e t o r  e  a u t o  v a l o r  d e  C .  E da mesma 

forma que no p r i m e i r o  problema:  

c '  c  = h = v a r  (C2)  
2  2 2 

Então e s c o l h e - s e  X 2  o  maior  p o s s i v e l ,  d i f e r e n t e  de h l , .  Será o  s e -  

g u n d o  maior  a u t o  v a l o r  de  1. O a u t o  v e t o r  c 2  c o r r e s p o n d e n t e  f o r  - 

n e c e r ã  os c o e f i c i e n t e s  da componente C ? .  

O procedimento  pa ra  d e t e r m i n a r  a s  demais componen- 

t e s  é o mesmo, i s t o  ê,  no f i n a l  s ã o  e x t r a i d o s  todos  os  a u t o  v a l o  - 

r e s  e  a u t o  v e t o r e s  d a  m a t r i z  1. Operac ionalmente  f a l a n d o ,  d e t e r  - 
- 

minar  os componentes p r i n c i p a i s  de  um c o n j u n t o  de dados ,  e  e x t r a  - 

i r  os a u t o  v e t o r e s  de  sua  m a t r i z  de c o v a r i â n c i a .  



A I n t e r p r e t a ç ã o  d a s  C o m p o n e n t s s  P r i n c i p a i s  

Cada c o m p o n e n t e  p r i n c i p a l  t e r á  v a r i â n c i a  i g u a l  a o  

a u t o  v a l o r  d e  mesma ordem da  m a t r i z  d e  c o v a r i â n c i a .  S e  s ã o  e x -  

t r a i d a s  t o d a s  a s  m c o m p o n e n t e s ,  a  v a r i â n c i a  t o t a l  do c o n j u n t o  o-  

r i g i n a l  d e  v a r i á v e i s  é t o t a l m e n t e  r e p r o d u z i d a .  

X1  + X 2  + . . .  + X m  = v a r  t o t a l  = t r  (11 -1 )  

Onde t r  é a  soma d o s  e l e m e n t o s  da  d i a g o n a l  da  m a t r i z  d e  c o v a r i  - 

â n c i a ,  O U  s e j a  a  soma d a s  v a r i ã n c i a s  d a s  m v a r i á v e i s .  

P o r t a n t o  a  m e d i d a  da  i m p o r t â n c i a  d e s c r i t i v a  d e  uma 
d 

c o m p o n e n t e  C i  q u a l q u e r ,  e  d a d a  p e l a  p r o p o r ç ã o  da  v a r i â n c i a  t o -  

t a l ,  d e s c r i t a  p o r  e l a :  

S e  s ã o  n i a n t i d a s  p  < m c o m p o n e n t e s ,  a  p r o p o r ç ã o  d a  v a r i â n c i a  e x -  



A c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  d a s  v a r i á v e i s  q u e  compõe a  c o m p o n e n t e  Ci 

t e m  como c o e f i c i e n t e  a s  c o o r d e n a d a s  d o  i - é s i m o  a u t o  v e t o r  d a  ma- 

t r i z  de  c o v a r i ã n c i a  l ,  O s i n a l  e  a  g r a n d e z a  d e  cki ind icam o  s e n  - 

t i d o  e  a  c o n t r - i b u i ç ã o  da  k - Z s i m a  v a r i á v e l  para a i - e s i m a  componen -  

t e .  A c o v a r i á n c i a  e n t r e  a  v a r i á v e l  X k l  e  a  c o m p o n e n t e  Ci s e r á :  

Cov ( X k l  Ci)= E ( X k l  Ci) ( s u p o n d o  q u e  a s  v a r i á -  

v e i s  s ã o  c e n t r a d a s  (mé-  

d i a  z e r o )  

o n d e  cki k =  1 ,2 ,  . . .  m s ã o  c o n s t a n t e s ,  p o r t a n t o :  

então : 

Cov (Xkl C..)= Cli 
+ '2i '2k1 

+ ... + C 
1. m i  'mkl 



Cons ide rando-se  o  c o n j u n t o  de t o d a s  a s  v a r i á v e i s  X k ,  k =  1 , 2  y . . . m ,  
d 

a s  c o v a r i ã n c i a s  e n t r e  e s s e  c o n j u n t o  e  a  componente C i  e  dada pe- 

l o  v e t o r  

onde é a  m a t r i z  de c o v a r i â n c i a  das  v a r i á v e i s  X ,  c .= 1 ( c l i 9  cZ i ,  ... 
- 

c  ) e  o  i - é s i m a  a u t o  v e t o r  de 1 (ou os c o e f i c i e n t e s  da combina m i - 
ção  l i n e a r  que formam C i )  Sendo c i  a u t o  v e t o r  de 1 t em-se :  

A c o v a r i â n c i a  e n t r e  a  v a r i á v e l  X k l  e  a  componente C i  s e r á :  

Cov ( X k , ,  C i ) =  A i  C i k '  

A c o r r e l a ç ã o  e n t r e  X k ,  e  C i  s e r á :  

Gov ( x k l >  c i )  li C i k !  
Corr ( X k l , C i )  = 2. - - - -. 

Jvar ( X k l )  var (ci j ok, JX;\ *k ' 

Quando a s  v a r i á v e i s  o r i g i n a i s  forem p a d r o n i z a d a s  ( i s t o  ê pk=O e  
2 ak = 1  k = 1  > Z 9  . . . m) a  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  cada v a r i á v e l  X k  e  a  

componente C i  s e r á :  

Essas  medidas de c o v a r i â n c i a  e  c o r r e l a ç ã o  e n t r e  va - 

r i á v e i s  e  componentes p o s s i b i l i t a m  a  i n t e r p r e t a ç ã o  das componen- 

t e s  p r i n c i p a i s  a t r a v é s  d a s  v a r i á v e i s  que possuem a s  m a i o r e s  cova - 



r i â n c i a s  com c a d a  c o m p o n e n t e .  

A A g r e g a ç ã o  d a s  L i n h a s  

A p a r t i r  d a  m a t r i z  A ( n  x m) c o n s i d e r e  s u a s  l i n h a s  

X, (E= 1 ,  . . .  n )  com n  v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  s o b r e  a s  q u a i s  s ã o  

f e i t a s  m o b s e r v a ç õ e s .  T r a t a - s e  n e s s e  c a s o ,  d e  uma nuvem d e  m 
n  p o n t o s  no e s p a ç o  R . As n  c o m p o n e n t e s  e x t r a i d a s  s e r ã o :  

, n  
F . =  1 f 

1 X 
R =  1 R i .  R 

A n á l o g o  a o  c a s o  d a  A . C . P .  no e s p a ç o  a q u i  t r a -  

t a - s e  d e  e x t r a - t r  n  c o m p o n e n t e s  n ã o  c o r r e l a c i o n a d o s  e com v a r i â n -  

c i a s  d e c r e s c e n t e s .  E s s a s  c o m p o n e n t e s  s ã o  o b t i d a s  e x t r a i n d o - s e  

o s  a u t o  v e t o r e s  e  a u t o  v a l o r e s  da  m a t r i z  d e  c o v a r i â n c i a  d o s  d a -  

d o s  o r i g i - n a ? ~ .  

A R e l a ç ã o  E n t r e  a s  Duas A g r e g a ç õ e s  

( V e j a  LEBART e  FENELON - 1 9 7 3 )  

S e n d o  X ( n  x  m) a  m a t r i z  d o s  d a d o s  o r i g i n a i s ,  a  a -  

g r e g a ç ã o  d a s  c o l u n a s  f e i t a  a  p a r t i r  da  m a t r i z  d e  c o v a r i ã n c i a  

2 = X ' X  ( m  x m ) ,  e  a  a g r e g a ç ã o  d a s  l i n h a s  é f e i t a  a  p a r -  
c01  una  

t i r  da m a t r i z  d e  c o v a r i â n c i a  1 = X X ' ( n  x n ) .  Embora e s s a s  
l i n h a  

d u a s  m a t r i z e s  t e n h a m  d i m e n s õ e s  d i f e r e n t e s  e l a s  tem o  mesmo p o s t o  

o b v i a m e n t e ,  e  p o r t a n t o  o  no d e  a u t o  v a l o r e s  n ã o  n u l o s  s e r á  o  mes - 

mo p a r a  a s  d u a s  m a t r f z e s .  Além d i s s o ,  o s  a u t o  v e t o r e s  e  a u t o  va  - 

l o r e s  e x t r a i d o s  d e  X'X e  X X '  s ã o  r e l a c i o n a d o s  da  s e g u i n t e  f o r m a :  



- 
Se c i  e  a u t o  v e t o r  n o r m a l i z a d o  d e  X ' X  com a u t o  v a -  

l o r  A i ,  p o d e - s e  e s c r e v e r :  

X ' X  c . =  A .  c  
1 i i com c '  c  = 1  

i i  

P rê -mul  t i p l  i c a n d o  p o r  X :  

X x '  (X c i ) =  A i  (X c . )  1 

Assim X c i  é a u t o  v e t o r  d e  X X '  com a u t o  v a l o r  A i .  I s t o  é,  a o  a u -  

t o  ve tor  e  a u t o  v a l o r  c i  e A i  d e  X ' X  c o r r e s p o n d e  u m  a u t o r  v e t o r  . . 

f:= X c i  a s s o c i a d o  a o  mesmo a u t o  v a l o r  A i .  A n o r m a l i z a ç ã o  d e  

f *  6 o b t i d a  p o r :  
i 

mas p o r  o u t r o  l a d o :  

C '  X'X c i  = A .  c '  c  = X 
i  ' i i  i  

p o r t a n t o  

Assim o  a u t o  v e t o r  n o r m a l i z a d o  d e  X X '  a s s o c i a d o  a o  a u t o  v a l o r  A i  

s e r á :  



d 

Usando  o  mesmo r a c i o c i n i o ,  e  p o s s i v e l  s e  o b t e r  o  

a u t o  v e t o r  c i  d e  X ' X  a  p a r t i r  d e  f i  e  A i :  

A R e c o n s t r u ç ã o  d o s  Dados I n i c i a i s  X 

A a n ã l t s e  d a s  c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a i s  p e r m i t e  q u e  

s e  r e c o n s t r u a  a  m a t r i z  d e  d a d o s  o r i g i n a i s  a p a r t i r  d a s  componen-  

t e s  q u e  a g r e g a m  l i n h a s  e  c o l u n a s .  I s t o  é, a  p a r t i r  do  c o n h e c i -  

m e n t o  d e  c i ,  f i  e  Ai' é p o s s i v e l  r e c o n s t r u i r  a  m a t r i z  d e  d a d o s  

i n i c i a l  X ,  p o r q u e :  

Somando p a r a  t o d o  P 

E n t ã o :  

m 
X ( n  x m) = 1 /c f i  c ;  ( s u p o n d o  m < n  = p o s t o  

i:= 1  . de X) 

No c a s o  d e  s e  t r a b a l h a r  com a p e n a s  a s  p  m p r i m e i  - 

r a s  c o m p o n e n t e s  a r e c o n s t r u ç ã o  ê f e i t a  a p r o x f m a d a m e n t e  p o r :  



A s s i m  c a d a  t e r m o  a Q k  (X= 1 , 2 ,  . . .  n ;  k =  1 , 2 ,  . . .  m) da  m a t r i z  o -  

r i g i n a l  s e r á :  

O u t r a s  A b o r d a g e n s  d a  A . C . P .  

Na d e s c r i ç ã o  da  t é c n i c a  da  A . C . P . ,  f o i  u s a d a  a  h i -  

p ó t e s e  d e  q u e  o s  d a d o s  da  m a t r i z  X e r a m  c e n t r a d o s ,  i s t o  é a s  v a -  

r i á v e i s  c o n s i d e r a d a s  (Xk  ou XQ) têm m é d i a  z e r o .  Na v e r d a d e  q u a l  - 

q u e r  m a t r i z  d e  d a d o s  p o d e  s e r  f a c i l m e n t e  t r a n f o r m a d a  p a r a  q u e  s a  - 

t i s f a ç a  e s s a  c o n d i ç ã o .  O u t r a s  t r a n s f o r m a ç õ e s  d o s  d a d o s  s ã o  mui -  

t a s  v e z e s  u t i l i z a d a s  d e p e n d e n d o  d a  h e t e r o g e n e i d a d e  d a s  v a r i á v e i s  

o b t i d a s .  Ate a q u i  c o n s i d e r o u - s e  q u e  a s  c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a i s  

e r a m  e x t r a i d a s  d a  m a t r i z  d e  c o v a r i â n c i a .  E s s a s  c o m p o n e n t e s  s ã o  

v á l i d a s  q u a n d o  s e  t r a b a l h a  com uma m a t r i z  r a z o a v e l m e n t e  homogê- 

n e a  na q u a l  a s  g r a d e z a s  d a s  v a r i á v e i s  s ã o  c o m p a r á v e i s  d e  t a l  

f o r m a  q u e  a  m a t r i z  d e  c o v a r i â n c i a  é u m  i n s t r u m e n t o  a d e q u a d o  p a r a  

a  a n ã l i s e  d a  e s t r u t u r a  d o s  d a d o s .  Nos c a s o s  em q u e  a  m a t r i z  d e  

d a d o s  n ã o  é h o m o g ê n e a ,  a p r e s e n t a n d o  v a r i á v e i s  m e d i d a s  em d i f e r e n  
d 

t e s  u n i d a d e s ,  e  u s u a l  t r a b a l h a r - s e  com a s  v a r i á v e i s  p a d r o n i z a -  

d a s .  I s t o  é, a o  i n v é s  d e  t o m a r  como p o n t o  d e  p a r t i d a  a  m a t r i z  X 

com 

.- 
- 
- X k ~ - X k ,  k R  

p a r t e - s e  da  m a t r f z  Z o n d e  

- 
z = X  k R  - X k  - 

S. 
li; 



-- 
X k  5 a m e d i a  da  k - ê s i m a  v a r i ã v e l  

s k  e  o  d e s v i o  p a d r ã o  d a  k - é s i m a  v a r i ã v e l  

D e s s a  f o r m a  a  m a t r i z  Z ' Z  a  s e r  a n a l i s a d a  a  - m a -  

t r i z  d e  c o r r e l a ç Z o  d a s  v a r i â v e f s .  Em p r i n c y p i o  p o d e  p a r e c e r  v a n  - 

t a j o s o  t r a b a l h a r  s e m p r e  com a  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o ,  q u e  c o n t o r -  

na o  e v e n t u a l  p r o b l e m a  da  h e t e r o g e n e i d a d e  d o s  d a d o s ,  mas p o r  ou - 

t r o  l a d o ,  a  i n f e r ê n c i a  e s t a t y s t i c a  s o b r e  a u t o  v a l o r e s  e  a u t o  v e -  

t o r e s  d a  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o  ( c r i a ç ã o  d e  i n t e r v a l o s  d e  c o n f i a n -  

ç a  e t e s t e s  d e  h i p ó t e s e s )  ê m u i t o  m a i s  c o m p l i c a d a  d o  q u e  no c a s o  

em q u e  s e  u s a  a  m a t r i z  d e  c o v a r i â n c i a .  

O u t r a  t r a n s f o r m a ç ã o  d o s  d a d o s  u s a d a  q u a n d o  s e  t r a -  

b a l h a  com t a b e l a s  d e  c o n t i n g ê n c i a ,  é a  p o r p o s t a  por BENZECRI ( 1 9 7 3 )  

na  t é c n i c a  chamada  Ana l i se  d e  C o r r e s p o n d ê n c i a .  Os d a d o s  s ã o  

t r a n s f o r m a d o s  d e  t a l  modo que se p a r t e d a  m a t r i z  R com 

o n d e  



Por t an to  s e  o o b j e t i v o  é e x t r a i r - s e  a  e s t r u t u r a  b ã  

s i c a  de uma ma t r i z  A ,  de acordo com os dados d i s p o n í v e i s  a p l i c a -  

s e  uma dessas  t ransformações  e  procede-se a A . C . P .  obtendo-se os 

a u t o  v a l o r e s  e  au to  ve to re s  de 

X'X e  X X '  

Z'Z e  ZZ' 

R I R  e  R R '  

os qua i s  formam o par de a g r e g a ~ s e s  ou a  chamada e s t r u t u r a  b á s i -  

ca da m a t r i z .  

E possTvel r e d u z i r  a s g r i e  de ma t r i ze s  A i ,  A 2  . . . . 
- 

A T  a  s z r i e  de e s t r u t u r a  b â s i c a s ,  e  o  problema de p rev i são  passa 

a  s e r :  o b t e r  a e s t r u t u r a  bâs ica  para o tempo T .t 1 a  p a r t i r  da s é  .- 

r i e  de e s t r u t u r a s  para t = 1 , 2 ,  . . .  T .  

- 
A matri'z A T + l  e  ob t ida  aproximadamente pela  fórmu- 

l a  de recons t rução  da ma t r i z  de dados.  Resta agora r e s o l v e r  o 

problema e s p e c i f i c o  d a  p r ev i são ,  j â  que, como f o i  d i t o  a n t e r i o r -  

mente, as  s é r i e s  d i s p o n i v e i s  são pesquenas demais para a  u t i l i z a  - 

ção dos métodos de previ'são c l á s s i c o s .  

O prob-lema s e r ã  abordado atravGs d a  i d ê i a  de e s t a -  

b i l i d a d e  d a  ser i 'e  de m a t r i z e s ,  I s t o  ê, uma vez que a s  s é r i e s  

são mui'to pequenas, a previ:sSo sõ s e r á  poss7vel s e  a  evolução das 



mat r i ze s  n o  tempo s e  der  de forma b a s t a n t e  e s t ã v e l .  O próximo 

capTtuio  é t o d o  dedfcado a c r i a ç ã o  de c r i t é r i o s  de e s t a b i l i d a d e ,  

baseados nos coef ic i : en tes  das ma t r i ze s  ou baseados nas suas  e s -  

t r u t u r a s  bási:cas. Em. seguf'da, no capTtulo I U ,  alguns  procedimen - 

t o s  para prevfsão são propos tos ,  além de ava l iaqão  dos e r r o s  co- 

met idos ,  t a n t o  n a  p rev i são  quanto n a  r econs t rução  da mat r iz  a  

p a r t i r  de sua e s t r u t u r a  bâsi 'ca. 



CRITERIO DE E S T A B I L I D A D E  

Nesse c a p y t u l o  s e r ã o  e s t a b e l e c i d o s  t r ê s  t i p o s  de 

c r i t e r i o s  de e s t a b i l i d a d e  para  a  evo lução  da s ê r i e  de m a t r i z e s .  

Os p r i m e i r o s  c r i t e r i o s  e s t a b e l e c i d o s  s ã o  baseados na e v o l u ç ã o  dos 

c o e f i c i e n t e s  das  m a t r i  zes  r e p r e s e n t a d o s  por sua mêdi a  ou " c e n t r o  

de g r a v i d a d e " .  E m  s e g u i d a ,  a  evo lução  da s ê r i e  de m a t r i z e s  é ob- 

s e r v a d a  a t r a v é s  das  s u a s  e s t r u t u r a s  b á s i c a s ,  i s t o  5 ,  a s  p p r i m e i -  

r a s  componentes p r i n c i p a i s  e x t r a í d a s  das  m a t r i z e s  A~ e  suas t r a n s  - 

p o s t a s .  Essas  e s t r u t u r a s  s e r ã o  p r i m e i r o  a n a l i s a d a s  d i r e t a m e n t e ,  

buscando-se  v e r i f i c a r  "semelhanças"  e n t r e  e l a s  nos d i f e r e n t e s  tem - 

pos ,  e  p o s t e r i o r m e n t e  a  a n á l i s e  s e r á  f e i t a  a t r a v ê s  da ag regação  

de t o d a s  a s  componentes C! , i  = 1 , 2 ,  , , . p ;  t = 1 , 2 ,  . . . T ( s e  
1 - 

g u n d o  n í v e l  de a g r e g a ç ã o )  onde s e r á  p o s s í v e l  e s t a b e l e c e r  c r i t é -  

r i o s  de "semelhança"  e  " d i f e r e n ç a "  e n t r e  a s  componentes .  

111.1 - E s t a b i l i d a d e  d o  Cent ro  de Gravidade  

Como f o i  v i s t o  no C a p í t u l o  1 1 ,  pode-se . c o n s i d e r a r  

a  m a t r i z  econômica A ( n  x m )  com e lemen to  a R k  ( R =  1 ,  2 . . . n ; k = 

1 ,  2 . . . m ) ,  como uma m a t r i z  de dados com m v a r i á v e i s  e  - n o b s e r  - 

vações .  Cada uma das  m co lunas  de A s e r á  uma v a r i á v e l  X k  com ob - 

s e r v a ç õ e s  a R k  ( k  f i x o ,  R = 1 ,  2 . . .  n ) .  Nesse c a s o ,  

r e p r e s e n t a r  e s s e s  dados com uma nuvem de n pontos no e s p a ç o  R ~ .  

D e f i n i ç ã o  111 .1 :  Cen t ro  de g r a v i d a d e  da nuvem de n 
m 

pontos  no R . 



C o n s i d e r e  a  nuvem d e  n  p o n t o s  no e s p a ç o  R" f o r n e c i  - 

da p e l a  m a t r i z  A .  S e j a  a  m e d i a  d a  v a r i á v e l  X k  ( k =  1  ,2  . . . m) da  - 

d a d a  p o r :  

c h a m a - s e  c e n t r o  d e  g r a v i d a d e  da  nuvem d e  n  p o n t o s  no e s p a ç o  R~ 

a o  p o n t o  C G  E c u j a s  c o o r d e n a d a s  s ã o  a s  m ê d i a s  d a s  m v a r i á v e i s  

c o n s i d e r a d a s .  

t C o n s i d e r a n d o - s e  a  s é r i e  d e  m a t r i z e s  A ( t =  1 , 2 , .  . .T) ,  

a  c a d a  uma d e l a s  c o r r e s p o n d e r ã  u m  c e n t r o  d e  g r a v i d a d e ;  

f o r m a n d o  a s s i m  uma s ê r i e  d e  T  p o n t o s  C G ~  E R m .  

0 s  p r i m e i r o s  c r i  t e r i o s  e s t a b e l e c i d o s  b a s e i a m - s e , n a  
t e v o l u ç ã o  d e s s e s  p o n t o s  C G  . I n i c i a l m e n t e  s e r á  a n a l i s a d o  o  mode- 

l o  e s t a c i o n á r i o ,  i s t o  é ,  o  c a s o  em q u e  a  s é r i e  d e  p o n t o s  C G ~  

( t  = 1 ,  2 ,  . . .  T )  s o f r e  a p e n a s  p e q u e n a s  a l t e r a ç õ e s  a l e a t õ r i a s  d e  

a n o  p a r a  a n o .  E s t e  s e r i a  o  c a s o  em q u e  não  e x i s t e  nenhum f a t o r  

c o n t r i b u i n d o  p a r a  a  mudança  d a s  m e d i a s  d a s  v a r i á v e i s  X k  a o  l o n g o  

do t e m p o .  P o r t a n t o  n ã o  h a v e r i a  uma e v o l u ç ã o  p r o p r i a m e n t e  d i t a ,  

mas a p e n a s  p e r t u r b a ç õ e s  a l e a t õ r i a s  c o n t r i b u i n d o  p a r a  a  v a r i a ç ã o  

d o s  c e n t r o s  d e  g r a v i d a d e .  



Modelo E s t a c i o n á r i o  p a r a  a  S é r i e  d o s  C e n t r o s  de G r a v i d a d e  

H i p ó t e s e s  b á s i c a s  do mode lo :  

i )  C G ~  é uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  E R~ d e s c r i t a  po r  

t $ i )  cGt = C G  + E , o n d e :  

i v l  E~ E é a  p e r t u r b a ç ã o  a l e a t ó r i a  no ano  t .  

V )  e t  tem d i s t r i b u i ç ã o  mul t i n o r m a l  

v i i )  A m a t r i z  d e  c o v a r i â n c i a  d e  c t ,  e  c o n s t a n t e  i s t o  é :  

Sob e s s a s  h i p ó t e s e s ,  a  v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  C G ~  t e r á  

a s  s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s :  

i )  c G t  tem d i s t r i b u i ç ã o  mul  t l n o r m a l  



t t t t 
i v )  cov (CGk , C G  ) = C O V ( E  , E ) = 0 k k k ' k k '  

Assim a  m a t r i z  d e  c o v a r i â n c i a  d e  C G ~  s e r á  

ICGt  = 1 c o n s t a n t e  '+ t .  
E 

As e s t i m a t i v a s  p a r a  a m é d i a  e  p a r a  a  m a t r i z  d e  c o  - 

v a r i â n c i a  s ã o  d a d a s  p o r :  

Embora p o s s a  p a r e c e r  pouvo  p r o v á v e l  q u e  o c o r r a  uma 

e v o l u ç ã o  e s t a c i o n á r i a  p a r a  A ~ ,  é i m p o r t a n t e  c h a m a r  a t e n ç ã o  p a r a  
- 

o  f a t o  q u e  s e n d o  a  m a t r i z  d e  i n s u m o - p r o d u t o ,  e  r a z o á v e l  s u p o r  

q u e  n á o  h a j a  mudança  n o s  a e k  s e  n ã o  h o u v e r  mudanças  t e c n o l õ g i c a s  

no p e r ? o d o ,  mesmo s e  o  n y v e l  d e  p r o d u ç ã o  da e c o n o m i a  a p r e s e n t e  

uma r e a l  e v o l u ç ã o  no t e m p o .  I s t o  p o r q u e  n e s s e  c a s o  aRk r e p r e s e n -  

t a  o  g a s t o  p o r  -- u n i d a d e  d e  p r o d u t o .  S e m p r e  q u e  a  m a t r i z  A f o r  

c o m p o s t a  d e  e l e m e n t o s  a  ek " n o r m a l i z a d o s "  p o r  n a t u r e z a ,  a h i p ó t e -  

s e  do m o d e l o  e s t a c i o n á r i o  n ã o  i m p l i c a  n e c e s s a r i a m e n t e  numa e c o n o  - 

mia e s - t a c i : o n ã r i a .  



A j u s t e  do Modelo E s t a c i o n ã r i o  

V e r i f i c a r  s e  o modelo e s t a c i o n á r i o  d e s c r e v e  adequa - 
- 

damente a  evo lução  dos Cen t ros  de Gravidade  n o  tempo, e  v e r i f i -  

c a r  s e  a s  médias das v a r i á v e i s  X k  permanecem c o n s t a n t e s  no tempo 

porque:  

1  
- O modelo e s t a c i o n á r i o  s e  a j u s t a  quando E(CG ) = 

T E ( C G ' )  = . . . = E(.CG ) onde C G ~  = 
-t (x; 9 X 2 '  . . .  , -t XmL 

Por o u t r o  l a d o ,  c o n s i d e r e  o  v e t o r  X das  m v a r i á v e i s :  

A cada v a r i ã v e l  X k  c o r r e s p o n d e  n o b s e r v a ç õ e s  a Q k  , = 1 2  . n , 

sendo p t  o  v e t o r  das  médias das m v a r i á v e i s  no tempo t ,  i s t o  é :  

Se E ( &  é c o n s t a n t e  V t ,  E ( x ~ )  é c o n s t a n t e  iV t .  Mas E ( x ~ )  = 

t - 
E(X ) = v t .  P o r t a n t o  v e r i f i c a r  s e  E ( C G ~ )  é c o n s t a n t e  V t e  

e q u i v a l e n t e  a  v e r i f i c a r  s e  p t  é c o n s t a n t e  V t ,  o u  a i n d a  verif icar  

s e :  

Dessa forma,  é p o s s l v e l  v e r i f i c a r  o  a j u s t e  ao mode - 

1 0  e s t a c i o n ã r i o  a t r a v é s  de u m  t e s t e  de i g u a l d a d e  de méd ias .  A 

a n á l i s e  de v a r i â n c i a  m u l t i v a r i a d a  é o  t i p o  de t e s t e s  adequado pa 

r a  v e r i f i c a r  ou não e s s a  i g u a l d a d e .  



E s t a b i l i d a d e  dos Cen t ros  de Gravidade - Caso E s t a c i o n á r i o  

Uma vez a j u s t a d a  ao modelo e s t a c i o n ã r i o ,  a  d e c i s ã o  

t quan to  a  e s t a b i l i d a d e  da s é r i e  de pon tos  C G  ( t  = 1 ,  2 ,  . . .  T )  

deve l e v a r  a i n d a  em c o n t a  que s e  d e s e j a  o b t e r  uma p r e v i s ã o  para  

os c o e f i c i e n t e s  a Q k ,  condensados aqui  nos c e n t r o s  de g r a v i d a d e  

das m a t r i z e s .  A s i m p l e s  v e r i f i c a ç ã o  do a j u s t e  ao modelo e s t a c i o -  

n á r i o  não é s u f i c i e n t e  como condição  de e s t a b i l i d a d e  porque pode 

- s e  o b t e r  e s s e  a j u s t e  t a n t o  no c a s o  em que a  d i s p e r s ã o  dos pon- 
-r 

t 1  I 

é pequena,  i n d i c a n d o  t o s  C G  em t o r n o  da média = - 
t t = l  - 

uma ba ixa  p e r t u r b a ç ã o ,  quan to  no c a s o  em que e s s a  d i s p e r s ã o  e  

grande  sem a p r e s e n t a r  t e n d ê n c i a  ( v e r  o modelo de Anzlise de ~ a r i â n  - 

tia M u l t i v a r f a d a  - JOHNSON, WICHERN, 1 9 8 2 ) .  A e s t a b i l i d a d e  s ó  

s e r á  a s s e g u r a d a  s e  houver ,  além do a j u s t e  ao modelo e s t ac ioná r io ,  
T 

1  t 
uma pequena d i s p e r s ã o  dos pontos  C G ~  em t o n r o  de = - i L G  , 

t = l  
p o i s  só  n e s s e  : c a s o  a  p e r v i s ã o  dos c o e f i c i e n t e s  a k k  pode s e r  con - 

+ 

f i á v e l  . A dispersão dos pontos  C G ~  em t o r n o  de E e  e s t imada  

p e l o  d e s v i o  q u a d r á t i c o  médio e n t r e  C G ~  e  . I s t o  5 

onde 

( C G ~  - a) E R~ 

A e s t a b i l i d a d e  da evo lução  dos c e n t r o s  de g r a v i d a -  



de no caso  e s t a c i o n á r i o  pode s e r  d e f i n i d a  da s e g u i n t e  m a n e i r a .  

D e f i n i ç ã o  111 .2 :  Cons idere  a  s é r i e  de m a t r i z e s  eco - 

nõmicas A t  ( t =  1 ,  2 ,  .. . T )  e  a  s é r i e  de c e n t r o s  de g r a v i d a d e  C G  
t 

( t  = 1 ,  2 ,  . . . T I  c o r r e s p o n d e n t e .  Diz-se  que a s é r i e  dos C G ~  tem 

uma e s t a b i ' l i d a d e  e s t a c i o n á r i a  s e  a s  s e g u i n t e s  cond ições  s ã o  s a -  

t i  s f e i  t a s :  

i) C G ~  s e  a j u s t a  ao modelo e s t a c i o n á r i o  

D Q M ( C G ~ )  
i  i 1 Dada uma to1  e r â n c i a  E ,  O < E c 1 ,  t em-se :  < E 

(E)' (E) 

Assim além do a j u s t e  ao modelo e s t a c i o n á r i o ,  a  s é r i e  s ó  s e r á  e s -  

t á v e l  s e  o  d e s v i o  q u a d r ã t i c o  médio f o r  pequeno comparado com o  
t quadrado da norma da média das  C G  . 

E s t a b i l i d a d e  da Cadeia dos Cent ros  de Gravidade  

A s e g u i r  s e r á  a n a l i s a d o  o c a s o  em que e x i s t e  de f a  - 

t o  uma evo lução  no  tempo pa ra  a s é r i e  de m a t r i z e s  e  consequen te -  
t mente pa ra  a s ê rTe  de pon tos  C G  . T r a t a - s e  p o r t a n t o  de a n a l i s a r  

a  forma p e l a  qual  s e  dá e s t a  e v o l u ç ã o ,  e  d e f i n i r  situações de e s -  

t a b i l i d a d e  a s s im como c r i t é r i o s  que possam i d e n t i ' f i c á - l a s .  

abordagem semelhan te  pode s e r  v i s t a  em G O U V E A ,  V . H .  

t 
D e f i n i ç ã o  111.3: Considere  a  r e g i ã o  B c 1pm 

t m t t t m 
c r i t a  p o r  B = ( x  E I R  t q  d ( x , C G  ) L  r , C G  E P  , t=1 ,2 ,  

onde : 

Uma 

des-  

, . T): 

d ( p l  , p 2 )  é a d i s t â n c i a  e n t r e  d o i s  pontos  q u a i s q u e r  E 



m 
Diz-se que a s é r l e  de pontos  cGt c R , t =1,2 ,... T,  

forma uma c a d e i a  e s t á v e l  no tempo s e  para  cada tempo t v e r i f - i c a -  

se :  

c c t '  z B~ , t 1  + t t 1  # t - I  t l #  t + i .  

Teorema 111.1 : E ç t a h i l i d a d e  da c a d e i a  dos c e n t r o s  

de g r a v i d a d e .  

A s é r i e  de pon tos  C G t  E R ~ ,  T = 1 , 2 ,  . . . T forma 

uma c a d e i a  e s t á v e l  no tempo s e  e  somente s e  a d i s t â n c - i a  entre  pon - 

t o s  não c o n s e c u t i v o s  no tempo é maior  que a  d i s t â n c i a  e n t r e  pon- 

t o s  c o n s e c u t i v o s .  

Prova : 

Se a c a d e i a  é e s t a v e l ,  por d e f i n t ç ã o  

C G ~ '  d B~ pa ra  t '  # t , t ' #  t + 1  , t '  # t - 1  

i s t o  é, s e  a  c a d e i a  e s t á v e l  e n t ã o  

+ d ( C G ~  , C G " )  > max { ~ ( c G ~  , C G ~ + ' ) ~  ~ ( c G ~ ,  c c t - l  ) )  



o  que g a r a n t e  que pontos  consecut- ivos e s t ã o  mais prõximosque p o n  - 

t o s  não c o n s e c u t i v o s .  Por o u t r o  l a d o :  

e n t ã o  

~ ( . c G ~ ,  C G ~ ~ )  > ~ ( c G ~ ,  C G ~ - "  com I t - t '  1 - > 2 

d(CGt, CGt')  > r t  - CGt' 6 B" - c a d e i a  e s t á v e l  

Assim, com e s s e  c r i t é r i o ,  s ã o  d e t a l h a d a s  i r r e g u l a -  

r i d a d e s  na evo lução  dos  pon tos  t a i s  como: 

i )  mudanças mui to  b r u s c a s  em u m  dado tempo, o  que 

t o b r i g a r i a  r t  s e r  t ã o  grande  que provavelmente  o c o n j u n t o  B con - 

t e r i a  CGt' pa ra  t '  = t -I- j , j = + 2 .  ( f f g . I I I . l ( a ) )  

i i )  i n v e r s ã o  no tempo, co r re spondendo  a  uma g rande  

expansão das  v a r i á v e i s  X k  para  um c e r t o  tempo e  uma p o s t e r i o r  r e  - 

t r a ç ã o  das mesmas. [ f i g L . l . l  ( b ) )  

Figura  111.1 - S i t u a ç õ e s  de i n s t a b i l i d a d e  na c a d e i a  dos c e n t r o s  de 
g r a v i d a d e  



Até aqu i  foram v i s t a s  algumas p o s s i v e i s  i n s t a b i l i -  

dades na e v o l u ç ã o  dos c e n t r o s  de g r a v i d a d e  e  como d e t e c t a - l a s .  

S e r á  c o n s i d e r a d a  e s t á v e l  a  s é r i e  de pon tos  que obedece r  ao c r i -  

t é r l o  da c a d e i a  dos c e n t r o s  de g r a v i d a d e  ou que a p r e s e n t a r  uma 

e s t a b i l i d a d e  e s t a c i o n á r i a .  

111.2 - E s t a b i l i d a d e  da Estrutura Bãs ica  da M a t r i z  - 1 9  Nivel de 

Agregação 

A e s t r u t u r a  b ã s i c a  de uma m a t r i z  econômica A ,  como 

foi '  defTntda  no C a p i t u l o  1 1 ,  é formada p e l o s  p p r i m e i r o s  p a r e s  

de componentes p r i n c i p a i s  e x t r a T d a s  da m a t r i z  A ( n x  m )  e  sua 

t r a n s p o s t a .  A p a r t i r  da p r e v i s ã o  dessa  e s t r u t u r a  pa ra  o  per7odo 

T + 1 ,  é p o s s i v e l  r e c o n s t r u i r  a  m a t r i z  A T + l -  P o r t a n t o  a p r e v i -  

s ã o  e  o  e s t u d o  da e s t a b i l i d a d e  devem s e r  f e i t o s  t a n t o  p a r a  a s  - a  

g regações  das  c o l u n a s  como pa ra  a s  ag regações  das linhas. Sendo e s  - 

sas  agregações equivalentes, os c r i t é r ios  defini dos para uma, vale evidente- 

mente para a outra. Foi escolhida para o  presente estudo, a agregação obti da 

t a  pa r t i r  das colunas da matriz A , i s t o  ê ,  a s  p p r i m e i r a s  componentes 

t p r i n c i p a i s  e x t r a í d a s  da m a t r i z  A . Dessa forma a o  i n v é s  de ana-  

1Esa r  a  s é r i e  de m a t r i z e s  A ~ ,  p a s s a - s e  a a n á l i s e  da e v o l u ç ã o  d a  

s é r i ' e  de componentes c t  ( i  = 1 , 2 . . . p ; t = 1 ,  2 ,  . . . T I .  Antes da i 
a p r e s e n t a ç ã o  dos c r i t é r i o s  de e s t a b i  1 i  dade pa ra  a s  agregações das 

c o l u n a s  das  m a t r i z e s  A ~ .  é n e c e s s á r i o  c a r a c t e r i z a r  O conjunto das 

componentes p r i n c i p a t s ,  t a n t o  p e l a s  v a r i á v e i s  que a s  compõe como 

p e l a s  s u a s  v a r i â n c i a s .  



C a r a c t e r t z a ç ã o  das  Componentes P r i n c i p a i s  

D e f i n i ç ã o  111.4: Chama-se de c o n t r i b u i ç ã o  da v a r i ã -  
t 

vel  x t  para  a  componente C o  quadrado do c o e f i c i e n t e  da combina 
k i - 

ção  I l n e a r  de C: r e l a t i v o  à v a r t á v e l  X: i s t o  é 

[ c i k l 2 =  c o n t r i b u i ç ã o  da v a r i á v e l  X: na c o m p o s i ~ ã o  

t d a  componente C . 
i 

D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 5 :  A ordem i ( i =  1 , 2 ,  . . . p )  da compo 

n e n t e  c t  é dada p e l a  r e l a ç ã o  de ordem d e c r e s c e n t e  das  v a r i ã n c i a s  
i 

das  componentes e x t r a l d a s  no tempo t .  (supondo que e x i s t a  uma o r  - 

dem e s t r i t a  pa ra  e s s a s  v a r i â n c i a s ,  i s t o  é :  h l  > h 2  > . . .  h p  I .  

A p a r t i r  d e s ç a s  d u a s  d e f i n i ç õ e s ,  pode-se c a r a c t e r i  - 

z a r  cada componente de duas fo rmas .  P r i m e i r o  p e l a  sua  ordem i ,  

e segundo p e l a s  v a r i á v e i s  que cont r ibuem mais f o r t e m e n t e  p a r a  

sua  composição.  

A fdéi'a d a  E s t a b i l i d a d e  d a  S g r i e  de E s t r u t u r a s  ~ á s i c a s  

A f im de d e s e n v o l v e r  os próximos c r i t é r i o s  de e s t a  - 

b i l i d a d e  s e r ã o  c o n s i d e r a d a s  a s  componentes p r i n c i p a i s  e x t r a 7 d a s  

da m a t r i z  de c o r r e l a ç ã o  dos dados .  P o s t e r i o r m e n t e  a  e s t a b i l i d a -  

de para  componentes e x t r a q d a s  da m a t r i z  de covariância s e r á  t r a t a -  

da de forma a n á l o g a .  

t 
Teorema 111 . E :  S e j a  a m a t r i z  com c o l u n a s  X k  e  

t t R a  m a t r i z  de c o r r e l a ç ã o  a  p a r t l r  da qual  s e  obtém C i  
t 

e  A i  , 



e n t ã o  

Prova  : 
t Se jam A ( m x n )  a  m a t r i z  de dados  de  p o s t o  m e  R t 

(m xm) a  m a t r i z  de c o r r e l a ç ã o .  

t t t t i  t t '  t i  t i  c o r r o (  , X , ) = c o r r ( x  X k  , ak i 
k k 

X k l )  = c o r r  ( X k  , X k i )  

t t 
po rque  h e  C i  s ã o  o s  a u t o  v a l o r e s  e  a u t o  v e t o r e s  da m a t r i z  de 

1' 
t c o r r e l a ç ã o  R . 

A p a r t i r  d e s s e  r e s u l t a d o ,  s e  a s  c o l u n a s  X: da ma- 

t r i z  A t  s o f r e r e m  uma e v o l u ~ ã o  d e s c r i t a  p o r :  

e n t ã o  

Uma e v o l u ç ã o  como a  d e s c r i t a  ac ima  i m p l i c a  em que 

a s  c o l u n a s  da m a t r i z  A s o f r e m  a l t e r a ç õ e s  no tempo mas s u a s  compg 

s i ç õ e s  b á s t c a s  permanecem c o n s t a n t e s ,  i s t o  e ,  a  r e l a ç ã o  e n t r e  os  



c o e f i c i e n t e s  a R k / a R l k  permanece c o n s t a n t e  ao longo do tempo. Por - 

t a n t o  uma cond ição  de e s t a b i l i d a d e  para uma s é r i e  de m a t r i z e s  s e  - 

r i a  a i g u a l d a d e  das  componentes de mesma ordem i  ao longo do tem 

po. Evidentemente a i g u a l d a d e  e n t r e  a s  componentes é t e ó r i c a ,  e  

a  s é r f e  s e r á  c o n s i d e r a d a  e s t á v e l  s e  a s  componentes de mesma o r -  

dem i  forem " s e m e l h a n t e s "  pa ra  todos  os anos.  Uma maneira de s e  

v e r i f i c a r  e s s a  "semelhança"  é t e s t a n d o  s e  a s  v a r i á v e i s  que mais 

cont r ibuem para  a composição da componente C i  permanecem a s  mes- 

mas ao longo do tempo ( v e j a  também G O U V E A . ,  V.H , . )  

C r i t é r i o  de Semelhança das Componentes P r i n c i p a i s  

t 
D e f i n i c ã o  I i I . 6 :  S e j a  a s é r i e  de agregações C i  ( i  = 

1, 2 ,  . .  . T ) .  P a r a  cada componente C: c o n s i d e r e  o c o n j u n t o  V: f o r  - 

mado p e l a s  v a r i á v e i s  ~ k , ~ u e  cont r ibuem mais f o r t e m e n t e  pa ra  a 
t componente C 7  , i s t o  é :  

* 
V: = {x;*\onde K c k = 11, 2 ,  . .  . m }  , é o  con jun  

I 

t 2 

t o  dos i n d l c e s  d a s  v a r i á v e i s  c u j o s  c o e f i c i e n t e s  ( c  ) 2 ( c m i n )  , i k *  

t 
a  v a r i á v e l  X: tenha  uma c o n t r i b u i c ã o  s i g n i f i c a t i v a  para  C i .  

t P a r a  cada ordem i ,  as componentes C i  (i f i x o ,  t = 

I 2 ,  . T s ã o  c o n s i d e r a d a s  semelhan tes  s e  

Def-lnfção I I I  . 7 :  Chama-se grau  de c o n t r i b u i ç ã o  de 

um c o n j u n t o  de v a r i á v e i s  V: = (x;,) (i = 1 ,  2 ,  . . . p ; t = l ,  2, ... T I  



para  a  componente C i  ao minimo d a  c o n t r i b u i ç ã o  t o t a l  do c o n j u n t o  

ao longo do tempo, f s t o  é :  

onde ( c t  l 2  é a  c o n t r i b u i ç ã o  d a  v a r i á v e l  X k ,  p a ra  a  componente 
i k *  

C i  n o  tempo t ,  e  

O g r a u  de c o n t r i b u i ç ã o  asstm d e f i n i d o ,  f o r n e c e  u m a  
t i n d i c a ç ã o  de como e s c o l h e r  os c o n j u n t o s  V . Eles  devem d e s c r e -  i  

v e r  aproximadamente a composição da componente c t  e  ev identemen i 
t e  não devem i n c l u i r  t o d a s  a s  m v a r i á v e i s ,  o  que t o r n a r i a  o  c r i  - 

t é r i o  de semelhança d e f i n i d o  acima t r i v i a l m e n t e  s a t i s f e i t o .  A h i  - 

p ó t e s e  para  u t i l i z a ç ã o  d e s s e  c r i t é r i o ,  é que cada componente po- 

de s e r  r e p r e s e n t a d a  por um número menor que m de variáveis que contribuam 

f o r t e m e n t e  para  a  sua  composição.  

111.3 - E s t a b i l i d a d e  da E s t r u t u r a  Bás ica  da Mat r t z  - Segundo 

N h e l  de Agregação 

Na s e ç ã o  a n t e r i o r  f o i  d e f i n i d o  um c r i t é r i o  de e s t a  
t b i l i d a d e  pa ra  a s  componentes C i  onde ,  a t r a v é s  das v a r i á v e i s  que 

mais cont r ibuem pa ra  a s  componentes de mesma ordem é possTvel  ve - 

r i f i c a r  s u a s  semelhanças .  Aqui um o u t r o  enfoque  s e r á  usado pa ra  

v e r i f i c a r  a i n d a  as semelhanças e n t r e  componentes de mesma ordem, 

e  além d i s s o ,  a s  d i f e r e n ç a s  e n t r e  componentes de o rdens  d i s t i n  - 



t a s .  tis semelhanças  e n t r e  as componentes j á  f o i  j u s t i f i c a d a  p e l o  

teorema I IT .2  da s e ç ã o  a n t e r i o r .  A e x i g ê n c i a  da d i f e r e n ç a  e n t r e  

a s  componentes pode s e r  j u s t i f i c a d a  porque s e  

t 1  
c o r r  . . (Ci , C1 ) = 0 V t 

impl i cando  na o r t o g o n a l t d a d e ,  ou independenc ia  e n t r e  a s  componen - 

t e s  de o r d e n s  d i - s t i n t a s .  Assim s e r á  e s t a b e l e c i d o  um c r i t e r i o  que 

pe rmi ta  v e r i f i c a r  e s s a s  d u a s  condSções,  i s t o  é s e  

t 
C i  ( i  f i x o ,  t = I .  2 ,  . . . T) s ã o  " s e m e l h a n t e s "  e  s e  

t t C i  C i l ( t  = i ,  2 ,  . . .  T ; i , i '  = I ,  2 ,  . . . p  ; i # i ' )  

são " d i s t i n t a s "  

O c r i t é r i o  p r o p o s t o  a  s e g u i r ,  ao i n v s s  de examinar  

cada componente C :  sepa radamente ,  c o n s i d e r a  o  c o n j u n t o  de t o d a s  

a s  componentes C: e  a p a r t i r  d e l e ,  v e r i f i c a  s e  a s  duas cond ições  

são ou não s a t i s f e i t a s .  Para  i s s o  a s  componentes C: s ã o  c o n s i d e -  

r a d a s  como um c o n j u n t o  de pon tos  no espaço  formando uma ma- 
t t r i z  (m x p T 1 . .  Assim como a s  c o l u n a s  x t  da m a t r i z  A (n xm) foram k 

t a g r e g a d a s  p e l a s  componentes Ci, aqui  s e r ã o  a g r e g a d a s  t o d a s  a s  p T  

componentes e x t r a i n d o - s e  suas componentes p r i n c i p a i s  K 
j '  

T r a t a -  

s e  p o r t a n t o  de um segundo n í v e l  de a g r e g a ç ã o .  As componentes Kj 

s ã o  d e t e r m i n a d a s  ob tendo-se  k t  t a i s  que :  i j 



v a r  ( K j )  = max 

- ~ o r r  K~ . K1 ) = c o r r  (K K 2 )  = . . - 
. . 

= c o r r  (Kj  , K j - l )  = 0 

para  j = 1 ,  2 ,  . . .  p T  

Tomando as q p r i m e i r a s  componentes p r i n c i p a i s ,  r e s  - 

ponsável 's  por  Q %  da v a r i â n c i a  t o t a l  do c o n j u n t o ,  pode-se represen - 

t a r  cada componente C: como um ponto no e spaço  R q  c u j o  s i s t e m a  

de r e f e r ê n c i a s  é formado p e l a s  q p r i m e i r a s  componentes K 1 ,  K 2 ,  
d . . . K q .  E p o r t a n t o  n e s s e  e spaço  que a s  "semelhanças"  e  "d i  - 

t 
f e r e n ç a s "  e n t r e  a s  componentes C i  s e r ã o  v e r i f i c a d a s .  

D e f i n i ç ã o  111.8: E s f e r a  de ordem i .  

t Sejam C i  ( l ' = I ,  Z , . . .  p ; t = l ,  2 , . . .  T I ,  P T  p O n  

t o s  no e spaço  ~ q .  Cons idere  o  ponto  

t 
média dos pon tos  C i  (i f i x o ,  t = 1 , 2 ,  . . . T )  e  s e j a  



t Chama-se de e s f e r a  onde d(Oi , Ci)  é a  d i s t â n c i a  e n t r e  Oi e  C i .  

- de ordem i E i y  a e s f e r a  c e n t r a d a  em €li de r a i o  r i ,  i s t o  é,  Ei - 

P r o p r i e d a d e s  da E s f e r a  E i .  

t 
i) E i  contém t o d o s  os pon tos  C i  ( i  f i x o ,  t = 1 ,  2 ,  . . . T )  

i i ]  Ei é a menor e s f e r a  de c e n t r o  O i  que contém todos  os pontos 

t C i  ( i  f i x o ,  t = 1 ,  2 ,  . . . T ) .  

C r i t é r i o  de E s t a b i  1  i  dade das E s f e r a s  Dis j u n t a s  

D e f i n i ç ã o  111 .9 :  Sejam as T  e s t r u t u r a s  b ã s i c a s  f o r  - 
t madas p e l a s  a g r e g a ç õ e s  das  c o l u n a s  de A , i s t o  é, a s  componentes 

t C i  ( 1  = 1 ,  2 ,  . . .  p  ; t = 1 ,  2 ,  . . .  T ) .  S e j a  o  e spaço  d e f i n i -  

do p e l a  ag regação  d e s s a s  componentes n o  qual  c o n s t r ó i - s e  a s  e s f e  - 

r a s  E? [I = 1 ,  2 ,  . .. p)  d e f i n i d a s  a n t e r i o r m e n t e .  Cons ide ra - se  

e s t á v e l  a s ê r i e  d a s  T e s t r u t u r a s ,  s e  a s  e s f e r a s  E i  s ã o  d i s j u n t a s  

p a r a  todo  i .  I s t o  è, s e  x E E i  - x g! E i [  , V  , V ,  i  # i ' .  E 

e v t d e n t e  que E1 e  E i 1  s e r ã o  d i s j u n t a s  s e  e  somente s e  d ( O i  , O 1 ~ ) ?  

> r i  + r{ 1 V1 , V i l  i # i '  - onde d ( O i ,  O i  [ )  é a  d i s t â n c i a  en -  
- 

t r e  os c e n t r o s  das  e s f e r a s  Ei e  E i l  ; r i  é o  r a i o  de E i  ; r i  e  

Embora o c r i t é r i o  d a s  e s f e r a s  d i s j u n t a s  forneça uma 

r e s p o s t a  q u a n t o  a e s t a b i l i d a d e  ou não da evo lução  das e s t r u t u r a s  

d a s  m a t r i z e s ,  n ã o  f o r n e c e  urna medida compara t iva  de e s t a b i l i d a d e .  

I s t o  6 ,  s e  duas s é r i e s  de e s t r u t u r a s  s ã o  c o n s i d e r a d a s  e s t á v e i s  



segundo a c r t t é r i . 0  d a s  e s f e r a s  d i s j u n t a s ,  n ã o  é poçsTvel s abe r  

qual d e l a s  é a mats e s t á v e l .  P a r a  i s s o  é nces sá r io  d e f i n i r  um 

grau de e s t a b i l i d a d e  para a evolução dessas  e s t r u t u r a s .  

Grau de E s t a b i l i d a d e  

Def inição IT f .10 :  ConsSdere uma s é r i e  de 7 e s t r u t u  - 

r a s ,  e  cons idere  a inda as  e s f e r a s  Ei j á  d e f i n i d a s .  P a r a  cada par 

de e s f e r a s  ( . E i ,  E i  é possTvei e s t a b e l e c e r  a r e l a ç ã o :  

Chama-se grau de e s t a b i l i d a d e  (GE) de uma s é r l e  de 

e s t r u t u r a s ,  ao menor dos va lo re s  encontrados  para G i s t o  é :  

G E  = m i n  G i l  Ti , V i  i # i ' .  
(.i , i  ' 1  

Desça defin-tção pode-se conclui  r que 

7 )  Se a s é r i e  de e s t r u t u r a s  é e s t á v e l ,  G E  ? 1 .  

i i )  Quanto  m a j o r  o G E y  m a i s  e s t á v e l  é a s é r i e  de e s t r u t u r a s .  

i - i?]  Se G E  - .( 1 ,  a s e r t e  n ã o  é considerada e s t i v e 1  segundo o c r i -  

t é r l o  d a s  e s f e r a s  d - t s jun t a s .  

S v )  Se G E  = 1 ,  a o  menos d u a s  d a s  e s f e r a s  s e  tangenciam. 



São c o n s i d e r a d a s  semelhan tes  p o r t a n t o  a s  componen - 

t e s  que e s t ã o  na mesma e s f e r a ,  e  d i s t i n t a s  a q u e l a s  que e s t ã o  em 

e s f e r a s  d i f e r e n t e s .  O c r i t é r i o  das  e s f e r a s  d i s j u n t a s  e x i g e  que 

se jam semelhan tes  ( i s t o  é, que e s t e j a m  na mesma e s f e r a )  a s  compo - 

n e n t e s  de mesma ordem, e  e s t e j a m  em e s f e r a s  d i f e r e n t e s  a s  compo- 

n e n t e s  de d i f e r e n t e s  o r d e n s .  

U m  a l t o  grau  de e s t a b i l i d a d e  i n d i c a  que os  r a i o s  

das  e s f e r a s  s ã o  pequenos em r e l a ç ã o  a  d i s t â n c i a  e n t r e  s e u s  cen-  

t r o s .  Neste caso  a s  componentes de mesma ordem e s t ã o  c o n c e n t r a -  

d a s  e  b a s t a n t e  a f a s t a d a s  das  c o n c e n t r a ç õ e s  das  demais componen- 

t e s .  

Os c r i t é r i o s  de e s t a b i l i d a d e  a p r e s e n t a d o s  nessa  s e  - 

ção  foram d e f i n i d o s  supondo-se que a s  componentes p r i n c i p a i s  C i  

eram e x t r a y d a s  da m a t r i z  de c o r r e l a ç ã o  dos dados .  I s t o  é, supõe-se 

que a s  v a r i á v e i s  X k  s ã o  n o r m a l i z a d a s .  Se no e n t a n t o  ao i n v é s  da 

m a t r i z  de c o r r e l a ç ã o  R ,  a s  componentes p r i n c i p a i s  forem extra:- 

d a s  da m a t r i z  de c o v a r i â n c i a  S ,  o  c r i t ê r i o  de i g u a l d a d e  das  com- 

ponen tes  de mesma ordem i permanece,  mas c o r r e s p o n d e r ã  a uma - e  

vo lução  p r o p o r c i o n a l  pa ra  t o d a  a  m a t r i z ,  e  não para cada koluna 

X k ,  conforme s e r á  most rado  a  s e g u i r .  

C r i t é r i o  de E s t a b i l i d a d e  para  a s  Componentes Ext raTdas  da Mat r i z  

de C o v a r i â n c i a  

Teorema 111.3 :  S e j a  a  m a t r i z  de dados A ~ ,  e  S a  

m a t r i z  de c o v a r i â n c i a  c o r r e s p o n d e n t e  a  p a r t i r  da qua l  s e  obtem 
t t 

C i  e  A i  ( = I 2  . p ;  t = 1 , 2  , . , .  T ) .  



e n t ã o  

t t ' 
prova :  s e  A~ = a t  A ~ '  e x k  , x k  s ã o  a s  k-esimas c o l u n a s ( v a  - 

r i ã v e i s  de A~ e  At' r e s p e c t i v a m e n t e ,  pode-se e s c r e v e r :  

t t 
P o r t a n t o  S  = ( ct ) 2  s t '  

Como Ct '  e  h t '  s ão  a u t o  v e t o r e s  e  a u t o  v a l o r e s  de 

s t ' ,  i s t o  é :  

t m u l t i p l i c a n d o - s e  os d o i s  l a d o s  da equação  por ( a  ) obtem-se 

mas como ( a t ) 2  s t '  = st  c o n c l u i - s e  que 

P o r t a n t o  C t  ' e  ( a t l 2  h t '  s ã o  os a u t o  v e t o r e s  e  a u t o  v a l o r e s  de 

t S ou s e j a :  



Assim os c r i t s r i o s  baseados  na i g u a l d a d e  das  compo 
7 

n e n t e s  de mesma ordem i ,  e  na d i f e r e n ç a  das  componentes de o r -  

dens d i f e r e n t e s ,  continuam va lendo  embora correspondam a  uma evo - 

l u ç ã o  p r o p o r c i o n a l  pa ra  t o d a  a  m a t r i z ,  i s t o  e ,  o  c r i t ê r i o  de e s -  

t a b i l i d a d e  pa ra  componentes e x t r a y d a s  da m a t r i z  de c o v a r i â n c i a  é 

mais f o r t e  que o mesmo c r i t e r i o  pa ra  componentes e x t r a y d a s  da ma - 

t r i z  de c o r r e l a ç ã o .  

111 .4  - O Problema da Mudança de Ordem 

Nos c r i t ê r i o s  d e f i n i d o s  pa ra  a s  e s t r u t u r a s  b a s i c a s  

das  m a t r i z e s ,  a s  componentes p r i n c i p a i s  de cada e s t r u t u r a  s ã o  ca - 

r a c t e r i z a d a s  p e l a  sua  ordem i ,  a s s im como p e l a s  v a r i á v e i s  que a s  

compõe. 0s c r i t é r i o s  foram baseados  na i d ê i a  de que componentes 

de mesma ordem devem s e r  compostas  p e l a s  mesmas v a r i ã v e i s  sendo 

p o r t a n t o  s e m e l h a n t e s .  Mas m u i t a s  vezes  o c o r r e  que a  componente 

Ci em um dado tempo -r, é d e s c r i t a  p e l a s  v a r i á v e i s  que c a r a c t e r i -  

zam a  ordem i ' #  i  pa ra  t # -r, ao  mesmo tempo que a  componente Gil 
- 
e  d e s c r i t a  p e l a s  v a r i ã v e i s  que c a r a c t e r i z a m  a  ordem i  quando t # 

# -r. Nesse c a s o  pode-se d i z e r  que houve uma mudança de ordem no 

tempo t = -r. 

D e f i n i ç ã o  111 .11 :  Mudança de ordem - Diz- se  que - e  

x i s t e  uma mudança de ordem em algum tempo -r, quando os c r i t ~ r i o s  

de e s t a b i l i d a d e  d a s  e s t r u t u r a s  b g s i c a s  das  m a t r i z e s  valem apenas  



quando s e  t r o c a  a  ordem d a s  componentes  cT  i '  Nesse c a s o ,  f e i t a  a  

mudança de ordem,  a  s é r i e  de e s t r u t u r a s  c o n s i d e r a d a  e s t ã v e l .  

P a r a  compreender  me lho r  o  que  a c o n t e c e  na s é r i e  de  

e s t r u t u r a s  d a s  m a t r i z e s  quando f o r  v e r i f i c a d a  uma mudança de  o r  - 
- 

dem, e  n e c e s s á r i o  a n a l i s a r  o  problema d a s  e s t i m a t i v a s  d a s  v a r i -  
- 
a n c i a s  d a s  componentes  p r i n c i p a i s  e x t r a T d a s ,  l embrando  que a  o r  - 

dem d a s  componentes  5 dada p e l a  r e l a ç ã o  de  ordem d e c r e s c e n t e  de  

s u a s  v a r i â n c i a s .  Como f o i  v i s t o  no C a p y t u l o  1 1 ,  a s  v a r i â n c i a s d a s  

componentes  p r i n c i p a i s  s ã o  d a d a s  p e l o s  a u t o  v a l o r e s  e x t r a ? d o s  da 

m a t r i z  de c o v a r i â n c i a  (ou da m a t r i z  de  c o r r e l a ç ã o )  d a s  v a r i ã v e i s  

o r i g i n a i s .  Na p r á t i c a  no e n t a n t o ,  t r a b a l h a - s e  e v i d e n t e m e n t e  com 

a  m a t r i z  de c o v a r i â n c i a  (ou c o r r e l a q ã o )  a m o s t r a l ,  e  c o n s e q u e n t e -  

mente  s e u s  a u t o  v a l o r e s  s ã o  na v e r d a d e  e s t i m a t i v a s  p a r a  a s  v a r i -  

a n c i a s  d a s  componentes  C i .  Assim, quando o c o r r e  uma mudança de  

ordem em um tempo T ,  não s i g n i f i c a  n e c e s s a r i a m e n t e  que a  v a r i â n  - 

tia da componente  Ci t o r n o u - s e  ma io r  (ou menor )  que  a  v a r i â n c i a  

da componente  C i l ,  mas a p e n a s  que no tempo T ,  a e s t i m a t i v a  da 

v a r i â n c i a  de  C i  f o i  m a i o r  (ou menor )  que a e s t i m a t i v a  da v a r i â n -  

c i a  de Gil, ao c o n t r á r i o  do que o c o r r e u  nos  o u t r o s  tempos t Z r .  

P o r t a n t o  para  s e  t r a t a r  do problema da mudança de  ordem 2 n e c e s -  

s á r i o  u m  e s t u d o  d a s  e s t i m a t i v a s  dos  p a r â m e t r o s  A i  e  A i l .  

I n t e r v a l o  de C o n f i a n ç a  p a r a  A i  e  A i ,  

A p a r t i r  d a s  e s t i m a t i v a s  L i  e  L i , ,  em a l g u n s  c a s o s  
- 
e  possTve1 s e  e s t a b e l e c e r  i n t e r v a l o s  de  c o n f i a n ç a  p a r a  o s  parâme 

t r o s  A i  e  A i , ,  i s t o  é ,  d e t e r m i n a r  M 1 ,  M2,  L 1  e  L 2  t a i s  q u e :  

i )  P ( M 1  < A i  < M 2 )  = ( 1  - a )  



onde (1  - a )  é o  n i v e l  de c o n f i a n ç a  do i n t e r v a l o  com O c a 1 .  

Supondo R i  > R i ,  d u a s  p o s s i v e i s  s i t u a ç õ e s  p a r a  o s  

i n t e r v a l o s  de c o n f i a n ç a  s ã o  m o s t r a d a s  na f i g u r a  ( 1 1 1 . 2 ) .  

F i g u r a  1 1 1 . 2  - I n t e r v a l o s  de c o n f i a n ç a  p a r a  A i  e  A i ,  

Se  a s  e s t i m a t i v a s  R i  e  R i ,  s ã o  m u i t o  p r ó x i m a s ,  o s  

i n t e r v a l o s  de  c o n f i a n ç a  podem a p r e s e n t a r  uma r e g i ã o  de i n t e r s e -  

ção  ( f f g .  1 T 1 . 2 ( b ) ) .  I s t o  s i g n i f i c a  que  d e n t r o  do n i v e l  de  con - 

f i a n ç a  e s t a b e l e c i d o ,  não s e  pode a f i r m a r  que A i  > A i  I ,  embora 

e s t a  ordem t e n h a  s i d o  o b s e r v a d a  p a r a  a s  e s t i m a t i v a s  R i  e  R i , .  

P o r t a n t o ,  man tendo - se  o  n i v e l  de  c o n f i a n ç a  ( 1  - a ) ,  q u a n t o  mais  

prÓximos forem o s  v a l o r e s  R i  e  R i , ,  ma io r  a  i n t e r s e ç ã o  dos  i n t e r  - 

v a l o s ,  e  c o n s e q u e n t e m e n t e  menor a  c o n f i a n ç a  com que s e  pode i n f e  - 

ri-r a ordem a m o s t r a 1  R i  > R i  I p a r a  a  p o p u l a ç ã o .  

Os i n t e r v a l o s  de  c o n f i a n ç a  p a r a  o s  p a r ã m e t r o s  A i  

a  p a r t i r  de  s u a s  e s t i m a t i v a s  R i  fo ram e s t a b e l e c i d o s  p o r  ANDERSON 

( 1 9 6 3 )  e  L A N L E Y  (1956)  quando a s  v a r i á v e i s  e n v o l v i d a s  tem d i s t r i  - 



b u i ç ã o  m u l t S n o r m a 1  e  o s  a u t o  v a l o r e s  da  m a t r i z  d e  c o v a r i â n c l ' a  s ã o  

d i s t i - n t o s .  N e s s e  c a s o ,  s e  o ta.manho da  a m o s t r a  f o r  s u f i c i e n t e m e n  - 

t e  g r a n d e ,  p o d e - s e  a f i r m a r  q u e :  

o n d e :  n é o  t a m a n h o  da  a m o s t r a  

Z é o  v a l o r  t a l  q u e  P ( Z  > Z ) = a12 
a/ 2 a/ 2 

Z é a  v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  n o r m a l  p a d r ã o .  

Assim o s  l i m i t e s  p a r a  o s  i n t e r v a l o s  d e  c o n f i a n ç a  

M1 , M 2  . L 1  e  L p  p a r a  A i  e  Ai '  . r e s p e c t i v a m e n t e  s ã o  d a d o s  p o r :  

T n t e r s e ç ã o  d o s  I n t e r v a l o s  d e  C o n f i a n ç a  

S u p o n d o  R i  > R i , ,  h a v e r á  i n t e r s e ç ã o  d o s  i n t e r v a l o s  

de c o n f i a n ç a  s e  o l i m i t e  i n f e r i o r  do i n t e r v a l o  p a r a  A i  f o r  menor  



que a l i m i t e  s u p e r i o r  do i n t e r v a l o  p a r a  A i ,  i s t o  é s e  M, L 2 .  

C o n s i d e r a n d o  o mesmo nTvel de  c o n f i a n ç a  p a r a  o s  d o i s  i n t e r v a l o s ,  

p o d e - s e  e s c r e v e r :  

L2  - M 1  > O + e x i s t e  i n t e r s e ç ã o  dos  i n t e r v a l o s  de  c o n f i a n ç a  

L 2  - M1 - < O + não e x i s t e  i n t e r s e ç ã o .  

Teorema 1 1 1 . 4 :  Se X tem d i s t r i b u i ç ã o  m u l t i n o r m a l  e  

A i  , A i ,  são a u t o  v a l o r e s  da m a t r i z  de c o v a r i â n c i a  c u j a s  e s t i m a  - 

t i v a s  são d a d a s  po r  R i  e  !til, a u t o  v a l o r e s  da m a t r i z  d e  c o v a r i â n  - 

tia a m o s t r a 1  S e  supondo  R i  > R I  e n t ã o ,  c o n s i d e r a n d o - s e  grandes 

a m o s t r a s ,  e x i s t e  i n t e r s e ç ã o  do i n t e r v a l o  de c o n f i a n ç a  a o  nrvel de 

(1  - a )  1 0 0 %  dada  p o r  L 2  - M 1  > O quando  

Prova : 

2 s e  n f o r  s u f t c i e n t e m e n t e  g r a n d e ,  1  - Z a I 2  [ z / , - ~ )  > 0 ,  p o r t a n t o  



E n t ã o  pode-se c o n c l u i r  que 

(Ri - R i  I ) 
s e  1 Z a / 2  {G + não há  i n t e r s e ç ã o  dos i n t e r v a l o s  

(e i  + a i  1 
de conf iança 

( R i  - R i  I )  

s e  Z a 1 2  2 /n -1 '  + h á  i n t e r s e ç ã o  
( R f  + R i  1 1  

Região de I n t e r s e ç ã o  d o s  I n t e r v a l o s  de Conftança 

Uma vez v e r i f i c a d a  a i n t e r s e ç ã o  dos i n t e r v a l o s ,  a 

r eg i ão  de f n t e r s e ç ã o  é d a d a  por :  



como ( R i  + R i )  > O (porque  !Li e  R i  s ã o  p o s i t i v o s )  

1 -zGl2 (A]? O (supondo n g r a n d e ]  

( R i  - R i  > O (po r  h i p ó t e s e  R i  > R i  

e n t ã o  a r e g i ã o  de i n t e r s e ç ã o  dos i n t e r v a l o s  de c o n f i a n ç a  s e r á  
(Ri - R j  1) 

m a f o r  na medida em que f o r  menor, sendo máxima quando 
(Ri + R i  I 

!?,i = R i  1 ,  s i t u a ç ã o  que e q u i v a l e  a  c o i n c i d ê n c i a  dos i n t e r v a l o s ,  

sendo a i n t e r s e ç ã o  a  p r ó p r i a  a m p l i t u d e  d e s s e  i n t e r v a l o .  

Máxtmo NTvel de Confiança 

Uma o u t r a  maneira  de s e  a n a l i s a r  o  problema é, a  

p a r t i r  d a s  e s t i m a t i v a s  R i  e R i  ( R i  > R i  I )  o b t i d a s ,  d e t e r m i n a r  

qual  o mãxtmo n?vel  de c o n f i a n ç a  pa ra  o  qual  não e x i s t e  i n t e r s e -  

ção dos  r e s p e c t i v o s  i n t e r v a l o s .  I s t o  é, dadas a s  e s t i m a t i v a s  R . >  
1 

d e t e r m i n a r  com que grau  de c o n f i a n ç a  pode-se a f i r m a r  que 

A i  > + I .  S e j a  ( I  - a m i n  ) o  nT'vel de c o n f i a n ç a  que p e r m t t e  os 

ma io res  i n t e r v a l o s  pa ra  A i  e  A i , ,  t a l  que não h a j a  i n t e r s e ç ã o  en - 

t r e  e l e s ,  i s t o  é,  t a l  que :  

E n t ã o :  



P o r t a n t o  

Q u a n t o  ma i s  próximo !Li e  ! L  , menor o  v a l o r  Z , m i n / 2 ,  s e n d o  m a i o r  

O v a l o r  de  a m i n I 2  , e  menor o  n i v e l  de c o n f f a n ç a  ( 1  - a m i n )  I s t o  
- 
e ,  q u a n t o  ma l s  p rõx imos  o s  v a l o r e s  !Li e !Li menor a  p r o b a b i l i d a  - 

de  ( d a d a  p o r  1  - dos  i n t e r v a l o s  c o n s t r u i d o s  sem i n t e r s e ç ã o  

c o n t e r e m  o s  p a r á m e t r o s  X  e  A i ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  ou a i n d a ,  menor i 

a  c o n f i a n ç a  com que s e  pode i n f e r i r  a  ordem X i  , A i ,  a  p a r t i r  da 

o b s e r v a ç ã o  R i  > R i  I .  



P R E V I S Ã O  E ESTUDO DOS ERROS 

Na p r í m e i r a  p a r t e  d e s t e  Capitulo, a l e m  d o s  m é t o d o s  

m a i s  f r e q u e n t e m e n t e  u s a d o s  p a r a  p r e v i s ã o  d a  e s t r u t u r a  b á s i c a  d a  

m a t r i z ,  s e r á  a p r e s e n t a d a  uma p r o p o s t a  p a r a  p r e v i s ã o  d e s s a  e s t r u -  

t u r a  a  p a r t i r  d o  s e g u n d o  n í v e l  d e  a g r e g a c â o .  A s e g u n d a  p a r t e  d e s  - 

t e  c a p 7 t u l o  é d e s t i n a d a  a o  e s t u d o  d o s  e r r o s  d e v i d o  p r e v i s ã o  e 
- - 
a  r e c o n s t r u ç ã o  d a  m a t r i z  A T + i  a  p a r t i r  d e  s u a  e s t r u t u r a  b á s i c a .  

IV. 1  - A P r e v i s ã o  d o s  C o e f i c i e n t e s  d a s  C o m p o n e n t e s  P r i n c i p a i s  

Como f o i  v i s t o  n o  C a p í t u l o  11, o  p r o b l e m a  d e  p r e v i  - 

s ã o  d e  m a t r i z e s  vem s e n d o  a b o r d a d o  a t r a v é s  d e  s u a s  c o m p o n e n t e s  

p r i n c i p a i s  com o  s e g u i n t e  p r o c e d i m e n t o :  

A p a r t i  r d a  s é r i e  d e  m a t r i z e s  Cn x m) 

A l ,  A 2 ,  . . . .  A T  o b t é m - s e  a  s é r i e  d e  e s t r u t u r a s  b á -  

s i c a s  f o r m a d a s  p e l a s .  a g r e g a ç õ e s  d a s  c o l u n a s  e d a s  l i n h a s  d e  
A t :  

Ct = m t t  
i 1 ' i k X k  i = 1 , 2  . . . . p  ( a g r e g a ç ã o  d a s  

k =  1  
c 0 1  u n a s ]  

i = 1 , 2  . . . . p  ( a g r e g a ç ã o  d a s  

l i n h a s )  

t t A p r e v i s ã o  é f e i t a  s o b r e  o s  c o e f i c i e n t e s  c i k  e fQi  o b t e n d o - s e  

a  e s t r u t u r a  b á s i c a  p a r a  t = T i l ,  i s t o  e ,  cTf l  e F:+'. 



T+1 O p r o b l e m a  p o r t a n t o  é o b t e r  o s  c o e f i c i e n t e s  C i k  e  f l i l  a  p a r -  

t t t i r  d o s  c o e f i c i e n t e s  c i k  e  f Q i  ( t  = 1 , 2  . . . .  T ;  i = 1 , 2 ,  . . . .  P ;  

k = 1 , 2  . . . .  m ;  R =  1 , 2  . . . .  n )  

Os p r o c - e d i m e n t o s  m a i s  frequentemente u w d o s  p a r a  p r e v i  - 

s ã o  d o s  c o e f i c i e n t e s  d a s  c o m p o n e n t e s  s e r ã o  a p r e s e n t a d o s  a  s e -  

g u i r .  ( V e j a  STEMMELEN - 1 9 7 7 1 .  

i )  P e q u e n a s  v a r i a ç õ e s  a l e a t ó r i a s .  

Suponha  q u e  o s  c o e f i c i e n t e s  c t  (i f i x o ,  k f i x o ,  i k 

t = 1 , 2 ,  . . . .  T I ,  i s t o  é, q u e  a s  c o n t r i b u i ç õ e s  da  v a r i á v e l  X k  

p a r a  a  c o m p o s i ç ã o  da c o m p o n e n t e  C i  a o  l o n g o  do  tempo v a r i e  m u i t o  

p o u c o ,  e n ã o  a p r e s e n t e  t e n d ê n c i a  d e  c r e s c i m e n t o  ou d e c r é s c i m o  

s i s t e m á t i c o  no t e m p o .  E u s u a l  n e s s e  c a s o  o b t e r - s e  a  p r e v i s ã o  d e  

t c  p e l a  m e d i a  d o s  c o e f i c i e n t e s  c i k :  f k 

E s t a  s i t u a ç ã o  é f r e q i i e n t e m e n t e  e n c o n t r a d a  p a r a  

a q u e l e s  c o e f i c i e n t e s  c i k  c o r r e s p o n d e n t e s  a s  v a r i á v e i s  q u e  p o u c o  

c o n t r i b u e m  p a r a  a  c o m p o s i ç ã o  d e  C i .  Quando e s s a  p r o p r i e d a d e  é v e  - 

r i f i c a d a  também p a r a  o s  m a i o r e s  c o e f i c i e n t e s  d e  C i ,  p o d e - s e  d i -  

z e r  q u e  e s t a  c o m p o n e n t e  n ã o  v a r i a  p r a t i c a m e n t e  s u a  c o m p o s i ç ã o  

a o  l o n g o  do t e m p o ,  o  q u e  e q u i v a l e  a  uma s i t u a ç ã o  e s t á v e l  [ ao  me- 

n o s  p a r a  C - v e j a  o  C a p i t u l o  1111. 
i 



i i )  P e q u e n a s  v a r i a ç õ e s  p a r a  o s  Ü l t i m o s  a n o s  d a  s é r i e .  

S u p o n h a  q u e  o s  c o e f i c i e n t e s  c:k a p r e s e n t e m  uma n í -  

t i d a  v a r i a ç ã o  p a r a  o s  p r i m e i r o s  a n o s  da  s é r i e ,  e  a  p a r t i r  d e  um 

e e r t o  t = 4 ,  o s  e o e f i c i e n t e s  s e  a p r e s e n t e m  a p r o x i m a d a m e n t e  igua is .  

O b s e r v a - s e  n e s s e  c a s o  uma v a r i a ç ã o  na  c o n t r i b u i ç ã o  da  va r i áve l  X k  

p a r a  a  c o m p o r i ç á o  d e  C i ,  e  p o s t e r i o r m e n t e ,  ( p a r a  t - > T )  e s s a  
- 

c o n t r i b u i ç ã o  s e  e s t a b i l i z a .  N e s s e  c a s o ,  a p r e v i s ã o  d e  c i k  e  

T  u s u a l m e n t e  o b t i d a  r e p e t i n d o - s e  o  ú l t i m o  v a l o r  c i k :  

t i i )  V a r i a ç ã o  d o s  c o e f i c í e n t e s  no  t e m p o .  

S u p o n h a  q u e  o s  c o e f i c i e n t e s  c F k  (-i f i x o ,  k f i x o ,  

t = 1 , 2  . . .  T ]  a p r e s e n t e m  uma e v o l u ç ã o  a o  l o n g o  do  p e r l o d o  T  d e  

t a l  f o r m a  q u e  n ã o  é r e c o m e n d á v e l  a  a p l i c a ç ã o  d o s  p r o c e d i m e n t o s  

d e s c r i t o s  a n t e r i o r m e n t e .  N e s s e  c a s o ,  p r o c u r a - s e  a j u s t a r  uma c u r -  

va aos; p o n t o s  & R 2  ( c i k ,  t ) .  A p r e v i s ã o  é f e i t a  p e l a  e x t r a p o l a ç ã o  
t d a  c u r v a  p a r a  o  t empo  T+1.  O u  s e j a :  d a d o  ( c i k ,  t ]  i , k ,  f i x o s ;  t = 

1 , 2  . . . .  T ,  a j u s t a - s e .  o s  p o n t o s  a  f i m  d e  o b t e r  uma f u n ç ã o  que des - 

c r e v a  a  e v o l u ç ã o  d o s  c o e f i c i e n t e s  c i k :  

T+1 A p r e v i s ã o  p a r a  c i k  s e r á  d a d a  p o r  



I V . 2  - A P r e v i s ã o  D e n t r o  d a s  E s f e r a s  E i .  

0 s  m é t o d o s  a q u i  p r o p o s t o s  tem como o b j e t i v o  o b t e r  a  

e s t r u t u r a  h ã s i c a  d a  m a t r i z  n o  a n o  T + l  ( a g r e g a ç ã o  d a s  1  i n h a s  e das  

c o l u n a s ] ,  uma v e z  v e r i f i c a d a  a  e s t a b i l i d a d e  d a  s é r i e  d e  m a t r i z e s  

p e l o  c r i t é i r o  d a s  e s f e r a s  d i s j u n t a s .  A p r e v i s ã o  s e r á  t r a t a d a  n o  

e s p a ç o  ~ q  q u e  c o n t é m  a s  e s f e r a s  E i ,  s e n d o  c a d a  c o m p o n e n t e  C i  u m  

p o n t o  n e s s e  e s p a ç o .  N e s s a  s i t u a ç ã o  n ã o  é n e c e s s á r i o  a n a l i s a r  c a -  

d a  c o e f i c i e n t e  c ~ , ~ ,  p o r q u e  n o  s e g u n d o  n i v e l  d e  a g r e g a ç ã o  d e s c r i  - 

t o  p e l a s  c o m p o n e n t e s  K .  [ j  = 1 , 2  . . . p )  . é p o s s i v e l  uma v i s ã o  g l o  
J - 

6 a l  d a s  c o m p o n e n t e s  C i .  

- 
i )  O p r i m e i r o  p r o c e d i m e n t o  p r o p o s t o  c o r r e s p o n d e  a  

t s i t u a ç ã o  em q u e  o s  p o n t o s  C < ,  i. f i x o ,  t = 1  ,2 . . . T  d e s c r i t o  n o  

9  e s p a ç o  R p e l a s  c o m p o n e n t e s  K [ j  = 1 , 2  . . . q ) ,  e s t ã o  u n i f o r m e -  
j 

m e n t e  d i s t r i b u i d o s  d e n t r o  d a  e s f e r a  E i .  Neste c a s o  a  p r e v i s ã o  p a  

r a  C f  Tc l  é d a d a  p e l o  c e n t r o  d a  e s f e r a ,  o u  s e j a ,  p e l a  m é d i a  dos  pon - 

t t o s  Ci (i f i x o ,  t = 1 , 2  . . . T I .  

- 
i i )  A s e g u n d a  s i t u a ç ã o  c o n s i d e r a d a ,  e a q u e l a  em 

q u e  a  s é r i e  é e s t á v e l  a  m e n o s  d e  um t e m p o  T .  I s t o  é ,  a s  e s f e r a s  

E.. ,  i = 1 , 2  . . . p ,  c o n s t r u i d a s  p a r a  a s  c o m p o n e n t e s  C: s ó  s ã o  d i s  
1. - 

j u n t a s  s e  a  m a t r i z  AT é e x c l u í d a  d a  s é r i e .  E s s e  f a t o  i n d i c a  q u e  

n o  t e m p o  T a l g u m  e v e n t o  e x c e p c i o n a l  o c o r r e u  m o d i f i c a n d o  a  e s t r u -  

t u r a  d a  m a t r i z  A T ,  m a s  n ã o  h o u v e  r e p e r c u r r s ã o  n o s  d e m a i s  t e m p o s  



t > r C * ) .  N e s t a  s i t u a ç ã o ,  s e  o  número  d e  m a t r i z e s  q u e  formam 

a  s é r i e  n ã o  f o r  m u i t o  p e q u e n o ,  a b a n d o n a - s e  o s  d a d o s  r e l a t i v o s  a o  

t empo  r ,  r e c o n s t r o i - s e  a s  e s f e r a s  E i  i = 1  , 2  . . . p ,  a s  q u a i s  s e -  

r ã o  d i s j u n t a s  p o r  h i p ó t e s e  .e a d o t a - s e  o  p r o c e d i m e n t o  d e s c r i t o  

Nas  d u a s  s i t u a ç õ e s  a n t e r i o r m e n t e  d e s c r i t a s  a s  p r e -  

v i s õ e s  s e r ã o  t ã o  m a i s  s a t i s f a t ó r i a s  q u a n t o  m a i o r  o  g r a u  d e  e s t a -  
t h i l i d a d e  d a  e s t r u t u r a ,  i s t o  é, q u a n t o  m a i s  o s  p o n t o s  C i .  t = 1 ,  

2  . .  . T e s t i , v e r e m  c o n c e n t r a d o s  em t o r n o  d a  m é d i a  O i .  Nos casos  em 

q u e  o  g r a u  d e  e s t a b i l i d a d e  f o r  p e q u e n o ,  i n d i c a n d o  q u e  o s  p o n t o s  

e s t ã o  m u i t o  e s p a l h a d o s  em t o r n o  d e  r u a  m é d i a  O i ,  6 n e c e s s á r i o  f a  - 

z e r  uma a n á l i s e  m a i s  f i n a  do  q u e  o c o r r e  com e s s e s  p o n t o s  n a  r e -  
- 

g i ã o  do e s p a ç o  d e f i n i d a  p e l a  e s f e r a  E i .  E s s a  a n á l i s e  e  s e -  

m e l h a n t e  a q u e l a  f e i t a  no i n T c i o  d e s s e  Capitulo q u a n d o  p r o c u r o u -  

-se d e s c r e v e r  a  e v o l u ç ã o  d o s  c o e f i c i e n t e s  c i k  a o  l o n g o  d o  t e m p o .  

Agora  o s  p o n t o s  C: s ã o  a n a l i s a d o s  e  n ã o  m a i s  o s  coefi .c ientes  c  t i k  ' 

i i i  1 S u p o n h a  q u e  a  d i s t â n c i a  e n t r e  p o n t o s  c o n s e c u  - 

t i v o s  di:minui com o  t e m p o ,  i s t o  é:  

C*). N o t e  q u e  s e  .r = T ,  c o n s e q ü ê n c i a s  f u t u r a s  d e  t a l  mudança  na e s  
t r u t u r a  da m a t r i z  n ã o  podem s e r  a v a l i a d a s  e  n e s s e  caso a p r e v i s ã õ  
p a r a  T+1 n ã o  p o d e  s e r  f e i t a  d e s s a  m a n e i . r a .  



t Quando o s  p o n t o s  C . ,  t = 1 , 2  . . .  T ,  a p r e s e n t a m  uma e v o l u ç ã o  d e s -  
1. 

s e  t i p o  na r e g i ã o  d e f i n i d a  p e l a  e s f e r a  Ei, a  p r e v i s ã o  p a r a  o  t em 

po T t l  é d a d a  p e l o  ú l t i m o  v a l o r  o b s e r v a d o ,  i s t o  é: 

t i v ]  S u p o n h a  q u e  o s  p o n t o s  C i ,  t = 1 , 2  . . .  T ,  a p r e -  

setem uma e v o l u ç ã o  no t e m p o  na  q u a l  é p o s s T v e i  s e  o b s e r v a r  uma 

t e n d ê n c i a  a o  l o n g o  do  t e m p o .  Nesse c a s o  p r o c u r a - s e  a j u s t a r  uma 
t c u r v a  a o s  p o n t o s  (Ci, t l  a  fim d e  d e s c r e v e r  esses p o n t o s  como uma 

f u n ç ã o  do t e m p o ,  i s t o  é:  

Se f o r  p o s s l v e l  se o b t e r  esse a j u s t e ,  a  p r e v i . s ã o  p a r a  o  p o n t o  C i 
no a n o  T t l  serã d a d a  p o r :  

As q u a t r o  s i t u a ç õ e s  d e s c r i t a s  c o r r e s p o n d e m  a  e v o l u  - 

ç õ e s  com d i f e r e n t e s  g r a u s  d e  e s t a h i  1  l d a d e .  Nas: s i t u a ç õ e s  Ci] e  ( i i )  

a s  v a r i a ç õ e s  na s é r i e  d e  e s t r u t u r a s  podem s e r  c o n s i d e r a d a s  m u i t o  

p e q u e n a s  ( a l t o  g r a u  d e  e s t a b i l i d a d e ] ,  i n d i c a n d o  q u e  a s  p r o p o r -  

ç õ e s  e n t r e  o s  c o e f i c i e n t e s  d a s  m a t r i z e s  A t  s ã o  a p r o x i m a d a m e n t e  

c o n s t a n t e s .  Na s i t u a ç ã o  [iii]- o b s e r v a - s e  uma mudança  na  s ê r i e  d e  

e s t r u t u r a s  n o s  p r i m e i r o s  t e m p o s  e uma t e n d ê n c i a  â m a i o r  e s t a h i -  

1 i d a d e  n o s  t e m p o s  m a i s  r e c e n t e s .  P o d e - s e  i n t e r p r e t a r  e s s a  s i t u a -  

ção como uma e c o n o m i a  em m u d a n ç a ,  t e n d e n d o  a o  e q u i . l ? h r i o .  A Ú l t i  - 

ma s i t u a ç ã o ,  a o  c o n t r a r i o ,  n a o  a p r e s e n t a  nenhuma t e n d ê n c i a  no 



T+ 1 s e n t i d o  da  e s t a b i l i d a d e .  E p o s s í v e l  também q u e  o  p o n t o  C i  p r e -  

v i s t o  s i t u e - s e  f o r a  da  e s f e r a  E i ,  v i o l a n d o  a  c o n d i ç ã o  d e  e s t a b i -  

l i d a d e  a n t e r i o r m e n t e  p r o p o s t a .  E s s a  s i t u a ç ã o  c o r r e s p o n d e  a  uma 

mudança  g r a d u a l  n a s  p r o p o r ç õ e s  e n t r e  o s  c o e f i c i e n t e s  d a  m a t r i z  

a c a r r e t a n d o  numa p r e v i s ã o  menos  p r e c i s a .  A s e g u i r  s e r á  t r a t a d a  

a  q u e s t ã o  da  p r e c i s ã o  c o n s i d e r a n d o - s e  c a d a  uma d a s  s i t u a ç õ e s  aqui 

d e s c r - i  t a s .  

I V .  3 - O E r r o  d e  P r e v i s ã o  na E s f e r a  E . .  
1. 

''1 5 n e -  Na m e d i d a  d o  e r r o  d e  p r e v i s ã o  do  p o n t o  C i  

c e s s á r i o  l e v a r - s e  em c o n t a  o  p r o c e d i m e n t o  a d o t a d o  p a r a  a  p r e v i -  

s ã o ,  hem como,  s u a s  h i p ó t e s e s  i m p l  ? c i t a s .  C o n s e q ü e n t e m e n t e ,  s e -  

r ã o  p r o p o s t a s  d i f e r e n t e s  m e d i d a s  p a r a  o  e r r o ,  s e g u n d o  o s  d i f e r e n  - 

t e s  p r o c e d i . m e n t o s  a d o t a d o s .  

Esse t f p o  d e  p r e v i s ã o  f o i  s u g e r i d a  p a r a  uma e v o l u ç ã o  da  s e r i : e  d e  

e s t r u t u r a s  q u e  a p r e s e n t e  um a l t o  g r a u  d e  e s t a b i l i d a d e .  E s s a  si- 

t u a ç ã o  p o d e  ser  v i s . u a l i z a d a  a b a i x o :  

IV.1  - Uma s z r i e  de e s t r u t u r a s  com a l t o  g r a u  d e  e s t a b i l i -  

d a d e .  



- 
A h i p ó t e s e  i m p l í c i t a  n e s s e  p r o c e d i m e n t o  p a r a  a  p r e v i s ã o  e q u e  

t C i  ( t  = 1 , 2  ... T I  v a r i a  s o m e n t e  d e v i d o  a  p e q u e n a s  p e r t u r b a ç õ e s  

T i 1  - a l e a t ó r i a s  em t o r n o  d e  uma m é d i a  d e s c o n h e c i d a .  T o m a r  C i  - o i  , 
t e q u i v a l e  a  c o n s i d e r a r  como m e l h o r  e s t i m a t i v a  p a r a  C .  [ t= 1 , 2  ... T) 
1 

s u a  m é d i a  q u e  p o r  s u a  v e z  é e s t i m a d a  p o r  Oi. E m  p a r t i c u l a r  a  e s  -- 

t i m a t i v a  p a r a  t = T i l  é a  p r e v i s ã o  C;'' a  q u a l  s e r á  d a d a  t a m b é m  

p o r  O?. O r a i o  r i  d a  e s f e r a  E i  f o r n e c e  a  m á x i m a  d i s t â n c i a  e n t r e  

t a  p r e v i s ã o  O i  e  o s  v a l o r e s  o b s e r v a d o s  p a r a  C.. S u p o n d o  
1. 

q u e  a  s é r i e  p e r m a n e c e  e s t á v e l  n o  a n o  Ttl, C:'' d e v e r á  e s t a r  d e n  - 

t r o  d a  e s f e r a  Ei e p o r t a n t o  o  m á x i m o  d e s v i o  e n t r e  o  v a l o r  e s t i -  

mado  0. e o  v e r d a d e i r o  v a l o r  d e  C i  
I 

T'l se .rá  r i .  Uma m e d i d a  d e  e r -  

r o  p a r a  a  p r e v i s ã o  p o d e  s e r  o b t i d a  p e l a  r a z ã o  e n t r e  o  d e s v i o  má - 

x i m o  r e o  v a l o r  e s t i m a d o  O i .  i 

D e f i n i ç ã o  I V . l  : S e  a p r e v i s ã o  d e  C i  
T 

é o b t i d a  

- 1  p o r  O i  - - C: o  e r r o  m á x i m o  d a  p r e v i s ã o  é d a d a  p o r  
T  t = l  

t max d ( C i y  O i )  
E r r o  max = - - r i  

d ( O S + )  I I  O i  I I  

Uma o u t r a  m e d i d a  p a r a  o  e r r o  p o d e  s e r  o b t i d a  a n a l i  - 
t r a n d o - s e  a  v a r i a ç ã o  médisa de  Ci em t o r n o  d e  s u a  média ao  longo do tempo, e  

t c o m p a r á - l a  com a  d i s p e r s ã o  das  componentes Ci ( t  = 1 , 2  ... TJ em r e l a ç ã o  

o b t i d a  D e f i n i c ã o  I V . 2 :  S e j a  a  p r e v i s ã o  d e  C i  
-r 

1  ' p o r  O i  = - 1 C: . S e n d o  a  v a r i â n c i a  d a  c o m p o n e n t e  C i  n o  t e m p o  
T t = l  

d a d a  p o r :  
T 

t 1 

e a v a r i â n c i a  d a s  n o r m a s  d e  C i  dada.  p o r  ( - v N ) ~ =  1 (C:) i (C:) 
t = l  



c h a m a - s e  e r r o  m é d i o  da  p r e v i s ã o  d e  C:" a  r a z ã o  e n t r e  ( V T I 2  e  

( V N ) 2 ,  i s t o  é:  

E r r o  m é d i o  = U T l 2  
UNI  

E s s e  t i p o  d e  p r e v f s ã o  tem i m p l i c i t a  a  h - i p ó t e s e  q u e  

T  e C .  é menor  ou i g u a l  q u e  a  a  d i s t â n c i a  e n t r e  o s  p o n t o s  C i  
'L 

d i s t â n c i a  e n t r e  o s  p o n t o s  C; e C:-'; i s t o  é e q u i v a l e n t e  a  d e -  
T  T  T- 1  f i n i r  uma p e q u e n a  e s f e r a  com c e n t r o  C i  e  r a i o  = d ( C i  . C i  ) ,  sen - 

do a p r e v i . s ã o  o  c e n t r o  d e s s a  p e q u e n a  e s f e r a .  Uma med ida  p a r a  o  

e r r o  cometi :do n e s s e  t i p o  d e  p r e v i s ã o  p o d e  s e r  o b t i d a  p e l a  compa- 

I r a ç ã o  e n t r e  a  e s f e r a  E i  e e s s a  p e q u e n a  e s f e r a  d e  c e n t r o  C i  e r a -  

T T-1 
i 0  = d ( - C  y c.. 1. t 1. 

T t l  F i g u r a  I V . 2  - O e r r o  na  p r e v i s ã o  d e  C i  T  
= C i .  

T + '  é o h t i . d a  D e f i n i ç ã o  TV.3: S e  a p r e v i s ã o  p a r a  C. 
1. 

T t l  - p o r  C i  
T  - C i ,  O e r r o  c o m e t i d o  n e s s a  p r e v i s ã o  pode  s e r  a v a l i a d o  

T  T - l l  dCCi . C .  
E r r o  = 

1. 



N o t e  q u e  s e  o e r r o  d e f i n f d o  a c i m a  n ã o  f o r  p e q u e -  

n o ,  i n d i c a  q u e  a  r e d u ç ã o  n a s  d i s t â n c i a s  e n t r e  o s  p o n t o s  c t  du-  
i 

r a n t e  o  p e r T o d o  t o d o  [ h i p ó t e s e  a d o t a d a  p a r a  e s s e  p r o c e d i m e n t o  

T+ 1  na p r e v i s ã o )  n ã o  é m u i t o  s i g n i f i c a t i v a ,  e a  p r e v i s ã o  d e  Ci p o r  
T  C i  n ã o  s e r á  m u i t o  c o n f i á v e l  . 

i : i f )  C:+' o b t i d o  p e l a  d e t e r m i n a ç ã o  da e v o l u ç ã o  no  t empo  d o s  pon - 

t o s  C; C t  = 1 . 2  . . .  T I .  

O e r r o  será  d a d o  s e g u n d o  o  m o d e l o  q u e  a j u s t a r  o s  pontos da melhor 

f o r m a .  I s t o  e ,  a  m e d i d a  d e  e r r o  d e p e n d e  da  f u n ç ã o  f  o h t i d a .  

IV .4  - O E r r o  n a  R e c o n s t r u ç ã o  d a  M a t r i z  AT,l . . 
a P a r t i r  d a s  Com- 

T t l  p o n e n t e - s  P r i n c f p a i s  C -  . 
I 

Ao s e  o p t a r  p e l a  p r e v i s ã o  d a s  e s t r u t u r a s  b á s i c a s  

d a s  m a t r i : z e s ,  a o  mesmo t e m p o  q u e  h-ã uma r e d u ç ã o  no n ú m e r o d e  c o e  - 

f i c i e n t e ã  a s e r e m  p r e v i s t o s ,  s u r g e  um p r o b l e m a  q u a n t o  à r e c o n s  - 

t r u ç ã o  da  m a t r i z  f i n a l  AT,l q u e  s e r á  o b t i d a  a p r o x i m a d a m e n t e ,  uma 

v e z  q u e  parte d a  v a r i â n c f a  t o t a l  do c o n j u n t o  d e  d a d o s  o r i g i n a i s  

f o f  p e r d i d a  na a g r e g a ç ã o .  Como f o i  a p r e s e n t a d o  no Capltulo 11, s u  

pondo  q u e  a s  a g r e g a ç õ e s  d a s  l i n h a s  e c o l u n a s  s e j a m  c o m p o s t a s  

d e  p < m c o m p o n e n t e s  e q u e  se o h t e n h a  a  p r e v i s ã o  d e s s a s  a g r e g a -  

ç5e.s p a r a  o  t e m p o  T + 1 ,  a  r e c o n s t r u ç ã o  da  m a t r i z  A T t l  será d a d a  

a p r o x i . m a d a m e n t e  p o r :  



O e r r o  na r e c o n s t r u ç ã o  é a v a l i a d o  p e l a  p r o p o r ç ã o  d a  va r i ânc i a  per  - 

d i d a  na  a g r e g a ç ã o  em r e l a ç ã o  a  v a r i â n c i a  t o t a l ,  (STEMMELEN-1977) 

i s t o  é: 

S e n d o  a v a r i â n e i a  t o t a l  do  c o n j u n t o  d e  d a d o s  d a d a  p e l a  e q u a g ã o  

C I I . 1 J :  

E Ai: = v a r i â n c i ~ a  t o t a l  
t = 1  

A p e r c e l a  da v a r i â n c i a  p e r d f d a  5 d a d a  p e l a s  v a r i ã n c i a ç  d a s  com - 

p o n e n t e s  q u e  n ã o  f a z e m  p a r t e  d a s  e s t r u t u r a s  h ã s , i c a s ,  i s t o  é, a s  

c o m p o n e n t e s  d e  o rdem m a i o r e s  q u e  p :  

1 h .  = v a r l â n c i a  p e r d i d a .  
i > p  

o  erro n a  r e c o n s t r u ç ã o  é d a d o  p e l a  p r o p o r ç ã o  d a  v a r i â n c i - a  p e r d i  - 

d a :  

E i n t e r e s s a n t e  c h a m a r  a t e n ç ã o  p a r a  o  f a t o  d e  q u e  e s s e  e r r o  é r e -  

g u l z v e l  com o  número  p  d e  c o m p o n e n t e s  m a n t i d a s  p a r a  f o r m a r  a es- 

t rutura  b á s i c a .  U s u a l m e n t e  p a r t e - s e  d e  u m  v a l o r  a p r i o r i :  p a r a  e s  - 

s:e erro,  e d e t e r m i n a - s e  o  número  p d e  c o m p o n e n t e s  q u e  devem s e r  

man t i : d a s ,  



IV.5  - O C r i t é r i o  d e  E s t a b i l i d a d e  e a  Dimensão  d o  E s p a ç o  R ~ .  

O c r i t é r i o  d e  e s t a b i l i d a d e  d a s  e s f e r a s  d i s j u n t a s  de - 

f i n i d o  em [Def .  I 1 1 . 9 ' j y  e s t a b e l e c e  a  e s t a b i l i d a d e  p a r a  a s é r i e  

d e  e s t r u t u r a s  b á s i c a s  q u a n d o  t o d a s  as p es fe ras  c o n s t r u i d a s  no 

e s p a ç o  Rq s e g u n d o  a  D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 8  s ã o  d i s j u n t a s .  No e n t a n t o ,  

q < pT é uma d i m e n s ã o  r e d u z i d a  d o s  d a d o s  u t i . l i z a d o s  no  segundo n í  - 
T v e l  d e  a g r e g a ç ã o  [ n e s s e  c a s o ,  a s  pT c o m p o n e n t e s  C . 1 ,  e uma p a r t e  
1 

da  v a r i â n c i r a  t o t a l  n ã o  es tã  d e s c r i t a  em Rq. P o r t a n t o  s e  a  i n t e r -  

s e ç ã o  e n t r e  d u a s  e s f e r a s  f o r  v e r i f i c a d a  em Rq q  < pT,  o  q u e  se 

p o d e  a f i : r m a r  é q u e  a s  p r o j e ç õ e s  d e  E i  e E i ,  no  s u b e s p a ç o  R q  se 

i n t e r c e p t a m .  Uma s i t u a ç ã o  d e s s e  t i p o  estã i l u s t r a d a  Figura IV. 3 .  

A e s c o l h a  d a  d l m e n s ã o  d e v e  ser f e i t a  d e  t a l  f o r m a  

que  s e  houver i n t e r s e ç ã o  n a s  p r o j e ç õ e s  d e  Ei e  Ei, em Rq, p r o v a -  

v e l m e n t e  e s s a  i n t e r s e ç ã o  n ã o  d e s a p a r e c e  s e  E i  e  E i ,  f o r  d e s c r i t a  

em R q t j  j = 1  ,2 . . . pT-q.  P a r a  o c o r r e r  uma s i t u a ç ã o  como a  d e s -  

c r - i : t a  n a  f i g u r a  I V . 3  e . a  d i s p e r s ã o  d o s  p o n t o s  na  d i r e ç ã o  

q t l  d e v e  s e r  s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e  p a r a  d e s f a z e r  a  i n t e r s e ç ã o  

v e r i . f i c a d a  em R q .  A s e g u i r  s e r ã  a n a l i s a d a  a  r e l a ç ã o  s o b r e  a  

ocorrência d e  uma s i t u a ç ã o  como e s s a ,  e  a  v a r i â n c i . a  na d f r e ç ã o  

q t l  . 

C o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  p a r a  q u e  n ã o  h a j a  i n t e r s e ç ã o  d e  Ei e  E j  1 no 

R 9 + 1 ,  

S u p o n h a  q u e  a s  e s f e r a s  Ei e E i ,  E R ~  s e  i n t e r c e p t a m .  

I s t o  s i g n i f i c a  q u e :  



F i g u r a  IV.3 - As  projer ;Ges de  E i  e E i ,  no p lano  ( K 1  x K 2 )  E R 2  

s e  i n t e r c e p t a m ,  mas Ei e E i ,  E R 3  não s e  i n t e r c e p  - 



d ( O i ,  O i , . l <  r i  + r i ,  o n d e  

r e r s ã o  o s  r a i o s  d e  E i  e  Ei , m e d i d o s  em R q .  
i i ' 

P a s s a n d o - s e  p a r a  a  d i m e n s ã o  q + l  ( - i s t o  é, c o n s i d e r a n d o  o  e s p a ç o  

g e r a d o  p o r  K, , K p ,  . . .  K , K q + l  9 
1 o c o r r e r á  i n t e r s e ç ã o  s e  

ou a i n d a  

d 

Mas a d i : s t â n c i a  a o  q u a d r a d o  e n t r e  o s  c e n t r o s  Q i  e  O . ,  em Rq" e  
1. 

i :gual 5: 

d2[Oi , O.,) E R  9 q + l  = Id2COi , O i ' )  E R + piq+l - O. 1. i. jq+l  l2 

I s t o  e ,  p a s s a n d o - s e  p a r a  a d i m e n s ã o  q + l ,  a  d i s t â n c i a  a o  q u a d r a d o  

e n t r e  o s  c e n t r o s  d a s  esferas é ac re sc ida  da parce la  (Oi.q+l - O i  'q+l 12- 
Além d i . s s o ,  a soma d o s  r a i o s  r i  e  r em Rq" será maior ou igua l  i ' 
a  mesma soma em R q .  A s s i m ,  s e :  



P o r t a n t o  uma cond ição  n e c e s s á r i a  (não  s u f i c i e n t e )  pa ra  s e  d e s f a  - 

z e r  a  i n t e r s e ç ã o  d a s  e s f e r a s  na dimensão q + l ,  quando e x i s t e  i n -  

t e r s e ç ã o  na dimensão q é dada por  

ou melhor  

Supondo que a  i n t e r s e ç ã o  e n t r e  E i  e  E i l  f o i  v e r i f i c a d a  no R q ,  e! 

t ã o  ( r i  + r i  e  d  0  , O E R q  j á  foram c a l c u l a d o s  e  

chamado parametro  de i n t e r s e ç ã o  no e spaço  R q ,  pode s e r  o b t i d o  

d i r e t a m e n t e .  A cond ição  n e c e s s á r i a  pa ra  que não h a j a  i n t e r s e ç ã o  

e n t r e  E.. e Ei l  no R 
I 

q + l  pode s e r  e s c r i t a  como: 

F ica  e n t ã o  e s t a b e l e c i d a  uma condi.ção necessár- ia  

pa ra  que  a  i n t e r s e ç ã o  s e  d e s f a ç a  no R q + ' ,  em função  do parametro  

de i n t e r s e ç ã o  A e  da d i f e r e n ç a  ao quadrado e n t r e  a s  coordena-  
9  

d a s  na d i r e ç ã o  q+l  d o i  c e n t r o s  d a s  e s f e r a s  E i  e  Ei , .  S e r á  compa- 

r a d a  a  s e g u i r  a  d i s p e r s ã o  ( v a r i â n c i a )  dos pon tos  na d i r e ç ã o  q+l  

e  a  d i f e r e n ç a  dos c e n t r o s  das  e s f e r a s  nessa  mesma d i r e ç ã o .  



A ~ a r i â n c i a  na D i r e ç ã o  q+l  e  a  V a r i a ç ã o  na ~ i s t â n c i a  e n t r e  O i  e  

oi I 

Segundo a  D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 8 ,  o s  c e n t r o s  d a s  e s f e r a s  

O i  e O i  I , s ã o  dados  p o r :  - 

onde  o s  p o n t o s  C: e  c t  E s ã o  d e s c r i t o s  p e l o s  c o e f i c i e n t e s  
i '  

que  s ã o  a s  c o o r d e n a d a s  na d i r e ç ã o  d a s  componentes  K j = 1 ,  K i  j j 

2 . . .  q .  P o r t a n t o  p a r a  a d i r e ç ã o  q + l  pode - se  e s c r e v e r :  



t 
Por  o u t r o  l a d o ,  s e n d o  a  média  dos  c o e f i c i e n t e s  K i j  

na d i r e ç ã o  q + l  dada p o r :  

a  v a r i â n c i a  dos  p o n t o s  c t  na d i r e ç ã o  q + l  em r e l a ç ã o  a  e s s a  mé 
i - 

d i a  s e r á  dada p o r :  



Assim f o i .  p o s s í v e l  e x p r e s s a r  a  v a r i â n c i a  na  d i r e -  

t ç ã o  q i l  em f u n ç ã o  d o s  c o e f i c i e n t e s  K i a t l  i = 1 , 2  ... p ,  t = 1 ,  

2  . . .  T .  P o r  o u t r o  l a d o  a  d i f e r e n ç a  e n t r e  a s  c o o r d e n a d a s  d o s  c e n  - 

t r o s  a i  e O i ,  n a  d i r e ç ã o  q t l  p o d e  s e r  e s c r i t a  como: 

A n t e r i o r m e n t e  f o i  d e f i n i d a  uma c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  p a r a  q u e  n ã o  

h a j a  i , n t e r s e ç ã o  e n t r e  Ei e  E i ,  no  em f u n ç ã o  d e s s a  d i f e r e n  - 

ç a  a o  q u a d r a d o :  

A s e g u i r  s e r á  e s t a ' e l  e c i d o  u m  1  imite s u p e r i o r  p a r a  

C Q i q + l  - Q i t q + i l  em f u n ç ã o  d e  A , d e  t a l  f o r m a  q u e  se 
q + l  

1 i m  SuP (Oibq+1 - O i  J q+l  l2 < A + e x i s t e  i n t e r s e -  
9  

ç ã o  e n t r e  Ei e  E i  , no R q t l  . P a r a  i s s o  s e r á  o h t i  da uma expressão pa - 

r a  a d i . s p e r s ã o  d o s  c e n t r o s  O i  i = 1  , 2  . . . p  na d i r e ç ã o  q t l  ( v a -  

- r i â n c i a  d e  O 1 a  q u a l  e s t a r á  l i g a d a  a  d i f e r e n ç a  (Oiqtl Qi . ,q+ll .  q + l  



A v a r i â n c i a  de O 
i q + l  

sejam Lliq+l p pontos na reta defini da pela di reção de K + l .  9  
E poss7vel  c a l c u l a r  a  média e a  v a r i â n c i a  d e s s e s  p o n t o s  como s e  

fossem p obse rvações  s o b r e  a v a r i ã v e l  O : 
s + l  

mas 

1  v a r  [O 1 = - 
q + l  p T 2  

1  ) 2  4- P (Õq+l K t  ' 
l 2  + 1 ':q+l i q + l  - v a r  ( O  1 = -  ,I ( .Kis+i  

q+ l  p T 2  L-it i  t t '  



como t 1 K i q + l  = PT $+1 podemos  e s c r e v e r  
1 t 

t t i  
v a r  (.O + P Oq+i + K i q + l  K i q + l  

1  i '- P L Z T - '  1 C 1 + i t ~ ~ ~ + ~ l  t ' 
var i a  i I c K i q + l  

q+' p~ -- it i t t '  -- 

t t Kt' 
pT2 var  (0 q+1 1 = i t  1 l K i q + l  l 2  - P T ( - Õ ~ + ~  l 2  - ~ ~ l n ~ + ~  l 2  + P ( Õ ~ + ~  I2 + E Kíq+l iq+l  

i t t '  

Da e q u a ç ã o  C I V . 2 ) :  

E n t ã o :  

t t ' 
p ~ ~  v a r  (.Oq+ll = PT A 

q + l  
- P ( . Õ ~ + ~  l 2  ('-1 1 + E i Kiq+1 Kiq+1 i tt 

S e  f o s s e  p o s s i v e l  g a r a n t i r  q u e  a  ú l t i m a  p a r c e l a  à d i r e i  t a  a s s u m e  

v a l o r e s  n e g a t i v o s ,  s e r i a  p o s s i v e l  a f i  r m a r  q u e  p ~ ~  v a r  (Oq+l  1 e  

menor  ou i g u a l  a  pT A 
q + l  

, j á  q u e  P ( - Õ ~ + , ) ~  ( T - 1 )  é m a i o r  ou igua l  

a z e r o .  A f i m  d e  e s t a b e l e c e r  uma d e s i g u a l d a d e  d e s s . e  t i p o ,  e s s a  

p a r c e l a  s e r á  a n a l i s a d a  p a r a  o  c a s o  m a i s  d e s f a v o r á v e l  em q u e  t o -  

d o s  o s  t e r m o s  d o  s o m a t ó r i o  s ã o  p o s i t i v o s .  



C a s o  m a i s  d e s f a v o r ã v e l  + rnãxirna e s t a b l l i d a d e  

P o r t a n t o  

S e n d o  

e 2 c K ; q t 1  l 2  = 1 p o r q u e  K é u m  a u t o  v e t o r  n o r m a -  
i t 9 + l  

l i z a d o ,  p o r  h i p ó t e s e  d o  m o d e l o  d e  c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a i s .  P o r t a n  

t o ,  p o d e - s e  e s c r e v e r  a  d e s i g u a l d a d e :  

p T 2  v a r  [O ) < pT A 
q + 1  - 9 + 1  -t. CT-11  

Limite i n f e r i o r  p a r a  (-0 - Q 2 

i q+  1 i l q + l l  

A d i f e r e n ç a  e n t r e  o s  c e n t r o s  d a s  e s f e r a s  Ei e E i ,  



P o r t a n t o  

Sendo v a r  1  
(Oq+i  I = -  P 1 i  ( . o i , - ã  q + l  1 2 ?  

a s  duas  p r i m e i r a s  p a r c e l a s  e s t ã o  i n c l u i d a s  no s o m a t õ r i o  que d e f i  - 

ne a  v a r  (O ) ,  e n t ã o :  
q + l  

Se Laiq+l  - 0 q + l  1 (O i lq+ l  q+ l  
- Õ 1 < O ,  o  l i i m i t e  s e r á  estabelecido 

da s e g u i n t e  manei r a :  

- 
Suponha que max { I Q ~ ~ + ~  - 01 Y [ O ~ ~ ~ + ~  - 0 1 )  = / O i q + l  - Õ )  



e n t ã o  I ( O i  l q + l  - 6 1  / o i q + l  - 01 I (  ( O i q + l  - õ 1 2  

P o r t a n t o  

( O i q + 1  - o i l q + 1 ) 2  (-Oiqfl  - 0 ) 2  + (oi  l q + ,  - ò - l 2  + 2 ( 0 ~ ~ + ~  - Q 2  q + l  q+l 

s e n d o  

' ( ' i q + i  - Q 1 2 < 2 p v a r ( - O  q t l  1 

P o d e - s e  e s c r e v e r  

- 
( O i q t l  < p  v a r  ( O q + l )  + 2 p  v a r  ( O  1 O i l q t i  - q + l  

C " i q + i  - Q i  l q + l  l 2  5 3  P v a r  ( Q q + l  1 Cpi o r  c a s o )  

P o r t a n t o  d e  um modo g e r a l  p o d e - s e  e x c r e v e r  

A 
- 

c o i q + l  ' i l q + i  I 2  - < 3  P v a r  (-Oq+l - < 3 p ( *  T + 

A e q u a ç ã o  ( I V - 1 )  f o r n e c e  c o m o  c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  p a r a  q u e  n ã o  

h a j a  i n t e r s e ç ã o  e n t r e  E i  e E i ,  n o  R ~ "  a  d e s i g u a l d a d e :  



Assim, s e  

+- e x i s t e  i n t e r s e ~ ã o  e n t r e  E,. e  E i ,  no R q + l .  

Dessa forma é p o s s í v e l  g a r a n t i r  s e  a  i n t e r s e ç ã o  e n t r e  E i  e  E i , ;  

permanece no e spaço  R ~ ' '  em f u n ~ ã o  da v a r i á n c i a  na d i r e ç ã o  q + 1  

Chq+l ) e  do pa ramet ro  de i n t e r s e ç ã o  c a l c u l a d o  em R ~ .  



APLICAÇÃO DOS CRITERIOS DE ESTABILIDADE NA P R E V I S Ã O  

DA MATRIZ D O  B A L A N Ç O  ENERGETICO 

N e s s e  c a p T t u l o ,  s e r ã  a p r e s e n t a d a  uma a p l i c a ç ã o  d e  

a l g u n s  c r i t é r i o s  d e  e s t a b i l i d a d e  d e s e n v o l v i d o s  no  C a p T t u l o  111 pa - 

r a  a  p r e v i s ã o  da m a t r i z  d o  B a l a n ç o  E n e r g é t i c o  N a c i o n a l  p a r a  o  

a n o  de  1 9 8 1 ,  a  p a r t i r  d a s  m a t r i z e s  d e  1 9 7 6 ,  1 9 7 7 ,  1 9 7 8 ,  1 9 7 9  e  

1 9 8 0 .  

V . l  - O B a l a n ç o  ~ n e r g é t i c o  N a c i o n a l  

A m a t r i z  do B a l a n ç o  E n e r g é t i c o  N a c i o n a l  d e s c r e v e  a  

r e l a ç ã o  e n t r e  a s  d i v e r s a s  f o n t e s  d e  e n e r g i a  ( p r i m á r i a  e  s e c u n d á -  

r i a )  e  o s  d i v e r s o s  s e t o r e s  ( p r o d u t o r e s  e  c o n s u m i d o r e s )  da  e c o n o  

m i a .  D e s s a  f o r m a ,  o s  e l e m e n t o s  da m a t r i z  f o r n e c e m  a  q u a n t i d a d e  

3  d e  e n e r g i a  (em 1 0  t E P  - m i l  t o n e l a d a s  e q u i v a l e n t e  em p e t r ó l e o )  

r e l a t i v a  a  c a d a  f o n t e ,  p r o d u z i d a  ou c o n s u m i d a  p o r  c a d a  s e t o r  e c o  - 

n õ m i c o .  I s t o  é ,  o  f l u x o  d e  e n e r g i a  r e l a t i v a  a  c a d a  f o n t e  e  a  c a -  

da s e t o r .  A b a i x o  e s t ã o  r e l a c i o n a d a s  a s  f o n t e s  d e  e n e r g i a  ( c o l u -  

n a s )  e  o s  s e t o r e s  ( l i n h a s )  d a  m a t r i z .  

F o n t e s  d e  E n e r g i a  P r i m á r i a  

X1 - P e t r ó l e o  

'2 - Gás N a t u r a l  

X3 - C a r v ã o  Vapor  

X4 - C a r v ã o  M e t a l Ú r g i c o  



Xg - Energia  H i d r á u l i c a  

X f j  - Lenha 

X7 - Cana de Açúcar 

X8 - Out ras  f o n t e s  

Fon tes  de Energ ia  Secundãr i a  

- 
Xg - Oleo Diese l  

X10 - Õleo Combustivel 

X11 - Gasol i n a s  Automotivas 

X12 - Gás L i q u e f e i t o  de P e t r ó l e o  

X13 - Nafta  

X14 - Querozene  

X15 - Querozene  de Aviação 

Xlfj - Gás Cana l i zado  

X17 - Coque de Carvão Mineral  

X18 - E l e t r i c i d a d e  

x19 - Carvão Vegetal  

X20 - Ãlcool E t i l  i c o  

x 2  1  - Bagaço de Cana 

X22 - Out ras  Fon tes  S e c u n d á r i a s  

X23 - Produ tos  não E n e r g é t i c o s  

Os s e t o r e s  s ã o  s u b d i v i d i d o s  em s e t o r  de o f e r t a  e  

c e n t r o s  de t r a n s f o r m a ç ã o ,  e  s e t o r  de consumo f i n a l .  No p r i m e i r o  

grupo s ã o  c o n s i d e r a d a s  a s  s e g u i n t e s  a t i v i d a d e s :  

Y1 - Produção 

Y2 - Impor tação  

Y3 - Expor tação  



Yq - O f e r t a  I n t e r n a  B r u t a  

y 5  - R e f i n a r i a  d e  P e t r ó l e o  

Yg - P l a n t a s  d e  Gás N a t u r a l  

Y7 - U s i n a s  d e  G a s e i f i c a ç ã o  

Yg - C o q u e r i a s  

Yg - C e n t r a i s  E l é t r i c a s  d e  S e r v i ç o s  P ú b l i c o s  

Y10 - C e n t r a i s  E l é t r i c a s  A u t o  P r o d u t o r a s  

~ 1 1  - C a r v o a r i a s  

Y12 - D e s t i l a r i a s  

y 1 3  - , O u t r a s  T r a n s f o r m a ç õ e s  

Y14 - P e r d a s  na  D i s t r i b u i ç ã o  e  Armazenagem 

O s e t o r  d e  consumo  f i n a l  é s u b d i v i d i d o  em: 

Y 1 5  - S e t o r  E n e r g é t i  c o  

Y16 - R e s i d e n c i a l  

y 1 7  - C o m e r c i a l  

Y18 - p ú b l i c o  

Y1g - A g r o p e c u ã r i a  

Y20 - T r a n s p o r t e  ~ o d o v i á r i o  

Y21 - T r a n s p o r t e   errov viário 

y 2 2  - T r a n s p o r t e  A é r e o  

Y23 - T r a n s p o r t e  H i d r o v i á r i o  

Y24 ' I n d ú s t r i a  d e  C i m e n t o  

Y25 - F e r r o  Gusa  e  Aço 

Y26 - F e r r o - L i g a s  

~ 2 7  - P e l o t i z a ç ã o  

Y28 - M i n e r a ç ã o  

Y29 - Não F e r r o s o s / o u t r o s  ~ e t a l ú r g i c o s  



Y30 - Quqmi c a  

Y31 - A l i m e n t o s  e B e b i d a s  

Y32 - T e x t i l  

Y33 - P a p e l  e C e l u l o s e  

Y 3 4  - Cerãmi  c a  

Y35 - O u t r o s  

O p r o c e d i m e n t o  a d o t a d o  p a r a  r e a l i z a r  a  p r e v i s ã o  e 

v e r i f i c a r  a e s t a b i l i d a d e  d a  s é r i e  d e  m a t r i z e s  f o i  o  s e g u i n t e :  

A p a r t i r  d e  c a d a  uma das  m a t r i z e s  r e l a t i v a s  aos  a n o s  

1 9 7 6  ã 1 9 8 0 ,  f o r a m  o b t i d a s  a s  a g r e g a ç õ e s  d a s  c o l u n a s  ( f o n t e s  d e  
t e n e r g i a )  f o r n e c e n d o  a s  c o m p o n e n t e s  C i  , e d a s  l i n h a s  ( s e t o r e s  - e 

t conômi  c o s )  , f o r n e c e n d o  a s  c o m p o n e n t e s  Fi  . A s e g u i  r f o i  r e a l  i z a  - 

da  a  s e g u n d a  a g r e g a ç ã o ,  p a r a  o s  d o i s  c o n j u n t o s  d e  c o m p o n e n t e s ,  e  

a  p a r t i r  d e s s e  r e s u l t a d o  f o r a m  c o n s t r u í d a s  a s  e s f e r a s  E i  q u e  p e r  - 

m i t i r a m  r e a l i z a r  o  t e s t e  d e  e s t a b i l i d a d e  p a r a  a  s é r i e  d e  m a t r i  

z e s .  E m  s e g u i d a  f o i  e f e t u a d a  a  p r e v i s ã o  d a  e s t r u t u r a  b á s i c a  d a  

m a t r i z  p a r a  1 9 8 1 ,  i s t o  é,  C:' e F:' , a  p a r t i r  da  q u a l  a  m a t r i z  

A8'  pode  s e r  a p r o x i m a d a m e n t e  o b t i d a .  E s s e  p r o c e d i m e n t o  p o d e  s e r  

e s q u e m a t i z a d o  c o n f o r m e  o  d i a g r a m a  m o s t r a d o  na  f i g u r a  ( V . 1 )  . 

V .  2 - Os R e s u l  t a d o s  

Os r e s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s  n e s s e  t r a b a l h o  f o r a m  ob  - 

t i d o s  com a  u t i l i z a ç ã o  d e  um p r o g r a m a  d e s e n v o l v i d o  p o r  Mi r i a m  

S Ô n i a  R o s e n v a l d ,  q u e  e s t á  no  momento d e s e n v o l v e n d o  s u a  t e s e  d e  

m e s t r a d o  c u j o  t e m a  é a a v a l i a ç ã o  d o s  c r i t é r i o s  d e  e s t a b i l i d a d e n o  

p r o b l e m a  d e  p r e v i s ã o  d e  m a t r i z e s .  



d a s  l i n h a s  

F i g u r a  V.1 - D i a g r a m a  do Proced i .mento  p a r a  a P r e v i s ã o .  



Na p r i m e i r a  e t a p a ,  foram e x t r a i d a s  a s  componentes 

p r i n c i p a i s  das  m a t r i z e s  a  f im de s e  o b t e r  s u a s  e s t r u t u  - 

r a s  b á s i c a s .  Para formar  e s s a s  e s t r u t u r a s  foram mant idas  a s  c i n  - 

co p r i m e i r a s  componentes p r i n c i p a i s  a s  q u a i s  correspondem a  u m  

m7nimo de 83 .3% da ~ a r i a n c i a  t o t a l ,  conforme p-ode s e r   isto na 

t a b e l a  ( V . l ) .  

As componentes p r i n c i p a i s  r e l a t i v a s  a s  ag regações  

t t das  c o l u n a s  ( C i )  e  das  l i n h a s  ( F i )  e s t ã o  nas t a b e l a s  1  à 10 do 

anexo.  Observando-se os c o e f i c i e n t e s  d e s s a s  componentes ,  n o t a -  

s e  imedia tamente  que a s  componentes C1  e  C 2  ap resen tam uma g r a n -  

de homogeneidade nos anos a n a l i s a d o s .  As componentes C 3  e  C 4  5 

presentam c l a r a m e n t e  mudanças s i g n i f i c a t i v a s  nos c o e f i c i e n t e s  ao 

longo do tempo. O mesmo t i p o  de obse rvação  v a l e  pa ra  a s  componen 

t e s  F 1 ,  F p  e  F 3 ,  F 4 .  

A segunda a g r e g a ç ã o  e  a  c o n s t r u ç ã o  das e s f e r a s  E i  

p o s s i b i l i t a m  v e r i f i c a r  a  homogeneidade na evo lução  das componen- 

t e s .  Como f o i  v i s t o  no CapTtulo 111,  a  segunda ag regação  f o r n e c e  

um s i s t e m a  de coordenadas  onde s ã o  d e s c r i t a s  a s  componentes 
C: 

t (ou F i )  A c o n s t r u ç ã o  das e s f e r a s  E i  p o s s i b i l i t a m  v e r i f i c a r  s e  

a s  componentes de mesma ordem i e s t ã o  próximas e n t r e  s i ,  e  a f a s -  

t a d a s  das  componentes de ordem i '  # i .  Nas ag regações  das compo - 

n e n t e s  C: e  F; foram mant idas  a s  c i n c o  p r i m e i r a s  componentes K 
j ' 

cor respondendo  a  96 .3% e  97 .4% da v a r i â n c i a  t o t a l  r e spec t ivamen-  

t t e .  Ana l i sando  p r ime i ramen te  a s  componentes C i ,  a s  e s f e r a s  E i  

( i  = 1  2, . . 5 )  c o n s t r u i d a s  tem a s  s e g u i n t e s  c a r a c t e r ? s t i c a s :  





( C e n t r o  0 ,  = ( - . 9 3 7 ,  - .O51 , - . 0 1 8 ,  - . 0 2 8 ,  . 3 1 1 )  

( Raio  R 1  = .O57 

( C e n t r o  O 2  = ( , 8 4 7 ,  - . 3 0 3 ,  - . 0 1 7 ,  - . 2 8 9 ,  . 2 8 7 )  

Raio  R 2  = . 2 2 0  

( C e n t r o  O 3  = ( . l O 7 ,  - . 0 9 1 ,  . 5 5 0 ,  . 1 9 9 ,  - . 0 1 9 )  

( R a i o  R 3 = 1 . 7 0 3  

( C e n t r o  O 4  = ( . 0 9 2 ,  . 5 5 6 ,  . 1 0 7 ,  - . 2 0 7 ,  . 0 6 4 )  

[ Raio  R 4  = 1 . 7 3 9  

( C e n t r o  O 5  = ( . 3 O 8 ,  . 4 7 4 ,  - . 2 6 3 ,  . 6 7 2 ,  . 1 3 9 )  I 

( R a i o  R 5  = . 5 7 1  

A i n t e r s e ç ã o  e n t r e  a s  e s f e r a s  pode s e r  v e r i f i c a d a  

a t r a v é s  da r e l a ç ã o  e n t r e  a s  d i s t â n c i a s  e n t r e  o s  c e n t r o s  de cada  

p a r  de e s f e r a s  e  a  soma dos  r a i o s ,  conforme é m o s t r a d o  na t a b e l a  

( V . 2 ) .  



T A B E L A  V.2 - I n t e r s e ç ã o  e n t r e  o s  p a r e s  de e s f e r a s  (Ei , E i , )  r e  

t l a t i v a s  a s  componentes C i  

As f i g u r a s  ( V . 2 )  à (V.5)  mostram a s  p r o j e ç õ e s  dos 
t pontos  Ci ( i  = I .  . . . 5 ,  t = 1976,  . . . , 1980) nos p lanos  ( K 1  X K 2 ) ,  

(K1 X K 3 ) ,  ( K 1  X K 4 ) ,  ( K 1  X K5).  Pode-se o b s e r v a r  que a s  e s f e -  

r a s  E 1 ,  E 2  e  E 5  não s e  i n t e r c e p t a m  sendo que E 1  e  E 2 ,  a p r e s e n -  

tam r a i o s  b a s t a n t e  r e d u z i  dos ,  i n d i c a n d o  pequena d i s p e r s ã o  dos pon - 
t t t o s  C1 e  C 2  ( t  = 1976,  . .. 1 9 8 0 ) .  As e s f e r a s  E 3  e  E 4 ,  apresentam 

uma grande r e g i ã o  de i n t e r s e ç ã o ,  como pode s e r  v i s t o  nas  p r o j e -  

t ~ Õ e s  nos d i v e r s o s  p l a n o s ,  i n d i c a n d o  que a s  componentes C 3  e  C: 

s e  confundem ao longo do tempo. Essa c o n c l u s ã s  conf i rma a 





F i g u r a  V.3 - Ar E s f e r a s  E i no P l a n o  ( K 1  x K g )  - A g r e g a ç ã o  das c% 
t p o n e n t e s  C i .  



F i g u r a  V.4  - As E s f e r a s  E i  no P l a n o  (;K, x K 4 1  - A g r e g a ç a o : d a s  coiii -- 
t p o n e n t e s  Ci. , 





observação f e i t a  a n t e r i o r m e n t e  com r e l a ç ã o  a o s  c o e f i c i e n t e s  das com - 

p o n e n t e s  C! ( p r i m e i r a  a g r e g a ç ã o  - t a b e l a s  1  à 5  do a n e x o ) .  A p a r  - 

t i r  d e s s a  a n á l i s e ,  é possTve l  o b t e r  a  p r e v i s ã o  p a r a  a s  componen - 
81 81 81 d i r e t a m e n t e  p e l a  média das  componentes  ao  l o n  t e s  C 1  , C 2  e C 5  

go do tempo.  Ou s e j a ,  a s  pequenas  e s f e r a s  f o rmadas  p a r a  e s s a s  

componentes  pe rmi tem c o n c l u i r  que  s e u s  c o e f i c i e n t e s  s o f r e m  peque - 

n a s  v a r i a ç õ e s  que não comprometem a  e s t a b i l i d a d e  da s é r i e  de ma- 

t r i z e s .  

Segundo o  e s t u d o  dos  e r r o s  f e i t o  no c a p i t u l o  I V ,  

o  e r r o  de  p r e v i s ã o  p a r a  a s  componentes  C , ,  C 2  e  C 3  pode s e r  a v a -  

l i a d o  p o r :  

E r r o  max = 
r i  - 

I \o i  I l 

que  f o r n e c e  o s  s e g u i n t e s  v a l o r e s  p a r a  a s  t r ê s  componen t e s  emques - 

t ã o  : 

i )  Componente C1 

,057  
E r r o  max = = .O57 

. 9  89 

i i )  Componente C 2  

. 220  
E r r o  max = = , 2 2 3  

.9 88 

i i i )  Componente C 3  

.571 
- .616 E r r o  max = -- - 

. 927  



E i m p o r t a n t e  o b s e r v a r  que o  e r r o  na p r e v i s ã o  da com - 

ponente  s e  " d i s t r i b u i "  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  que a  compõe, p r o p o r c i  - 

onalmente  a s  s u a s  c o n t r i b u i ç õ e s .  I s t o  é,  sendo 

m 
C i  = 1 C i k  X k  e  e o  e r r o  c o r r e s p o n d e n t e  

k=l  i  

a p r e v i s ã o  da componente C o  e r r o  na v a r i á v e l  X k  dev ido  a  p r e -  i '  

v i s ã o  de C i  s e r á  dado p o r :  

p o i s  d e s s a  forma,  a  soma dos e r r o s  das  v a r i á v e i s ,  s e r á  o  e r r o  na 

p r e v i s ã o  de C i ,  i s t o  é :  

AS componentes C!' e  c8' por  a p r e s e n t a r e m  i n t e r s e -  
4 

ção e n t r e  s u a s  e s f e r a s ,  prec isam s e r  examinadas com mais detal h e .  

É n e c e s s á r i o  v o l t a r  ao p r i m e i r o  n i v e l  de a g r e g a ç ã o ,  no qual  a s  

componentes c t  s ã o  d e s c r i t a s  p e l o s  c o e f i c i e n t e s  c i k  r e l a t i v o s  a s  i  

v a r i á v e i s  X k .  P e l a s  t a b e l a s  (-3 e 4 )  do anexo v e r i f i c a - s e  que 

a  c o n t r i b u i ç ã o  das v a r i á v e i s  X21 pa ra  a  componente C 3  s o f r e  u m  

dec résc imo  c o n s i d e r á v e l ,  enquan to  que a  c o n t r i b u i ç ã o  d e s s a  mesma 

v a r i á v e l  para  a  componente C 4  t e n d e  a  aumentar  no tempo. Um movi - 

mento semelhan te  é obse rvado  pa ra  os  c o e f i c i e n t e s  da variável X23, 

que c r e s c e  (em v a l o r  a b s o l u t o )  na componente C 3 ,  e  d e c r e s c e  na 

componente C 4  ao longo do tempo. Essa ' t r o c a "  de v a r i á v e i s  en-  

t r e  a s  componentes pode e x p l i c a r  a  não d i s t i n ç ã o  e n t r e  e l a s  mos - 



t r a d a  p e l a  i n t e r s e ç ã o  d a s  e s f e r a s  E 3  e  E 4 .  Não é p o s s i v e l  n e s s e  

8  1  c a s o  d e c i d i r  s o b r e  a  p r e v i s ã o  d e  C 3  e  C:' d e n t r o  d a s  s u a s  r e s -  

p e c t i v a s  e s f e r a s .  A p r e v i s ã o  d e s s a s  d u a s  c o m p o n e n t e s  d e v e  s e r  

f e i t a  e x a m i n a n d o - s e  c a d a  c o e f i c i e n t e  c i k  e  c i k  r e l a t i v o  a  c a d a  
8  1  

v a r i á v e l  X k  ( k  - 1 ,  2 ,  . . . 2 3 ) .  As p r e v i s õ e s  d a s  eomponentes C i  

( i  = 1 ,  2 ,  . . .  5 )  e s t ã o  na t a b e l a  1 3  do  a n e x o .  

C o n s i d e r a n d o - s e  a g o r a  a  a g r e g a ç ã o  d a s  c o m p o n e n t e s  

t Fi ( r e l a t i v a  a s  a g r e g a ç õ e s  d a s  l i n h a s )  f o r a m  e x t r a i d a s  a s  compo 

n e n t e s  K ( v e j a  t a b e l a  1 2  do a n e x o )  e  m a n t i d a s  a s  c i n c o  p r i m e i  
j ' - 

r a s ,  r e s p o n s á v e i s  p o r  9 7 . 3 9 %  da  v a r i ã n c i a  t o t a l .  As e s f e r a s  E i  

c o n s t r u i d a s  no e s p a ç o  d e f i n i d o  p e l a s  c o m p o n e n t e s  K j  t em a s  s e -  

g u i  n t e s  c a r a c t e r i s t i c a s :  

C e n t r o  O l  = ( . 9 7 1 ,  - . 2 1 2 ,  . 0 5 5 ,  - . 0 8 6 ,  . 0 0 4 )  

R a i o  R 1  = .O56 

( R a i o  R 2  = . I 0 4  

( C e n t r o  O 3  = ( . 0 2 3 ,  . 0 9 3 ,  . 1 5 9 ,  . 0 9 7 ,  - , 0 0 8 )  

R a i o  R 3  = 1  . I 9 6  

[ C e n t r o  O 4  = ( . 0 1 4 ,  . 0 0 2 ,  - . 0 6 1 ,  . 1 7 5 ,  . 0 2 4 )  

( R a i o  R 4  = 1 . 1 5 4  



C e n t r o  O 5  = ( . 0 1 7 ,  . 0 6 1 ,  . 0 5 4 ,  . 029 ,  . 9 1 5 )  

Ra io  R 5 =  , 2 8 8  

P e l a  t a b e l a  (V.3)  é p o s s í v e l  v e r i f i c a r  q u a i s  a s  e s  

f e r a s  que  a p r e s e n t a m  i n t e r s e ç ã o :  

T A B E L A  V.3 - I n t e r s e ~ ã o  e n t r e  o s  p a r e s  de e s f e r a s  (Ei  . E i  

t r e l a t i v a s  a s  componentes  F i  

As f i g u r a s  ( V . 6 )  à ( V .  9 )  mostram a s  p r o j e ~ õ e s  dos 

p o n t o s  F: nos p l a n o s  ( K 1  X K 2 )  (K1 X K 3 )  (K1 X K 4 ) .  (K1XK5). 

R s i  tação é anãloga a das componentes C! analisadas anteriormente. Da mes - 

ma forma F1, F2 e  F5 são previs tas  diretamente pela média dessas componentes 

ao longo do tempo, enquanto que F3 e F4 são examinadas atraves dos seus coefi - 

c i e n t e s  f t  ( & = 1 , 2 ,  ... , 4 1 )  o b t e n d o - s e  a p r e v i s ã o  p a r a  F~~ i 
3a. e f4y. 





F i g u r a  V . 7  - As  Esferas Ei  no  P l a n o  [K1 x K 3 ]  - ~ g r e g a ç ã o  das com. - 
.t nentes  F i .  





F i g u r a  V.9 - As Es fe r a s  Ei no P l a n o  (K1  x K 5 J  - A g r e g a ç ã o  das coiii - 
t p o n e n t e s  F i .  , 





l i z a d a ,  p o r q u e  a s  c o m p o n e n t e s  C e  Fi f o r a m  e x t r a l d a s  d a  m a t r i z  i 
n o r m a l i z a d a  ( A . C . P .  d a  m a t r i z  d e  c o r r e l a ç ã o ) .  A m a t r i z  pode  

s e r  o b t i d a  f a z e n d o - s e  a  t r a n s f o r m a ç ã o  i n v e r s a  d a  n o r m a l i z a ç ã o  i s  - 

t o  é :  

o n d e  s k  é o  d e s v i o  p a d r ã o  da v a r i á v e l  X k  e Xk é a  s u a  m é d i a .  A 

m a t r i z  p r e v i s t a  p a r a  1 9 8 1  e s t á  na  t a b e l a  1 5  do  a n e x o .  



0s r e s u l t a d o s  t e z r i c o s  o b t i d o s  nesse  t r a b a l h o  com 

r e s p e i t o  2 q u e s t ã o  da e s t a b i l i d a d e  na s e r i e  de m a t r i z e s ,  têm co- 

mo o b j e t i v o  v e r i f i c a r  o a j u s t e  da evo lução  obse rvada  em uma dada 

s ê r i e  a  u m  modelo de e v o l u ç ã o ,  c o n s i d e r a d o  e s t â v e l .  

Dos q u a t r o  c r i t é r i o s  a p r e s e n t a d o s  no CapTtulo 111,  

o  p r i m e i r o  (modelo e s t a c i o n ã r i o  - d e f i n i ç ã o  I I I . 2 ) ,  a t r a v é s  do - e  

xame da media dos e l emen tos  da m a t r i z ,  v e r i f i c a  s e  e x i s t e  ou não 

uma evolução  ao longo do tempo. T r a t a - s e  de u m  t e s t e  de i g u a l d a -  

de de meaias  p a r a  a s  m a t r i z e s  que formam a  s é r i e .  C r i t é r i o s  des  - 

s e  t i p o  s ã o  recomendados para  a  a n á l i s e  da evo lução  de m a t r i z e s  

de c o e f i c i e n t e s  t é c n i c o s  ou q u a l q u e r  o u t r a  m a t r i z  c u j o s  elemen- 

t o s  s ã o  "normal i z a d o s " .  

O segundo c r i t é r i o  tambem baseado nas medias  dos 

e lementos  das  m a t r i z e s  ( c a d e i a  dos c e n t r o s  de g r a v i d a d e  : -  d e f i n i  - 

ção  I I I . 3 ) ,  p r o c u r a  i d e n t i f i c a r  a  o c o r r ê n c i a  de mudanças mui to  

b r u s c a s  ao longo do tempo. No e n t a n t o  uma vez v e r i f i c a d a  a  e s t a  - 

b i l i d a d e  por e s s e  c r i t é r i o ,  não é p o s s ~ v e l  s a b e r  qual  o  t i p o  de 

evo lução  que a  s é r i e  de m a t r i z e s  obedece ,  mas apenas que de te rmi  - 

nados t i p o s  de i n s t a b i l i d a d e  não ocorrem no p e r l o d o  a n a l i s a d o .  A 

vantagem da u t i l i z a ç ã o  d e s s e  c r i t e r i o  e s t ã  p r i n c i p a l m e n t e  na f a -  

c i l i d a d e  de a p l i c a ç ã o ,  n e c e s s i t a n d o  apenas  de c á l c u l o  de médias  

e  d i s t â n c i a s  e n t r e  v e t o r e s .  



Os o u t r o s  d o i s  c r i t e r i o s  e s t ã o  l i g a d o s  a  uma d e f i -  

n i ç ã o  de e s t a b i l i d a d e ,  dada p e l a  p r o p o r c i o n a l i d a d e  das  c o l u n a s  

( o u  l i n h a s )  d a  m a t r i z .  Esses  c r i t é r i o s  s ã o  a p l i c a d o s  a s  e s t r u t u  

r a s  b á s i c a s ,  sendo n e c e s s á r i o  e x t r a i r - s e  a s  componentes p r i n c i -  

p a i s  de cada m a t r i z  d a  s é r i e .  Essas  e s t r u t u r a s ,  além de permi-  . - -  

tirem uma anã1 i s e  d a  e s t a b i l  i d a d e ,  são uti l izadas na p r e v i s ã o  como f o r  

ma de redução  da dimensão d o  problema.  Os d o i s  c r i t é r i o s  basea - 

dos na mesma i d é i a  de e s t a b i l i d a d e  procuram v e r i f i c a r  a  semelha2  

ça das e s t r u t u r a s  b á s i c a s  ao longo do tempo. Essa semelhança de- 

ve s e r  v e r i f i c a d a  a t r a v é s  d a  c o r r e l a ç ã o  ( s e m e l h a n ç a )  e n t r e  compo - 

n e n t e s  de mesma ordem ao longo do tempo, e  da independênc ia  ( d i  - 

f e r e n ç a )  e n t r e  componentes de o rdens  d i s t i n t a s  ao longo do tem- 

po. O c r i t é r i o  dos c o e f i c i e n t e s  [ d e f i n i ç ã o  111.6) f o r n e c e  uma i n  - 

d i c a ç ã o  quan to  à semelhança das  componentes de mesma ordem. 

O c r i t é r i o  das  e s f e r a s  d i s j u n t a s  ( d e f i n i ç ã o  111.8) 

n e c e s s i t a  de uma segunda a n á l i s e  das  componentes p r i n c i p a i s ,  e  

quando s a t i s f e i t o ,  i n d i c a  a d i s t i n ç ã o  e n t r e  a s  componentes de o r  - 

dens d i f e r e n t e s .  Mas a p a r t i r  das  e s f e r a s  o b t i d a s  pa ra  v e r i f i  v 

cação  d e s s e  c r i t é r i o ,  a semelhança das componentes de mesma o r -  

dem pode s e r  v e r i f i c a d a  imed ia t amen te  p e l o  grau  de e s t a b i l i d a d e  
- 

( d e f i n f ç ã o  I I I . l O ) .  I s t o  é, no segundo nyvel de a g r e g a ç ã o ,  e  

poss?vel  v e r i f i c a r  q u a i s  a s  componentes s e m e l h a n t e s  e  q u a i s  a s  

componentes d i s t i n t a s .  

No C a p i t u l o  V d e s t i n a d o  a  a p l i c a ç ã o  dos c r i t é r i o s  

de e s t a b i l i d a d e  n a  p r e v i s ã o  d a  m a t r i z  do Balanço E n e r g é t i c o ,  o  

r á p i d o  exame d a s  componentes r e l a t i v a s  a s  a g r e g a ç õ e s  das  l i n h a s  

e  c01 unas ,  f o r n e c e u  a p r i m e i r a  i n d i c a ç ã o  s o b r e  o  comportamento 



das  componentes,  apontando p o s s l v e i s  i n s t a b i l i d a d e s .  A c o n s t r u  - 

ção das  e s f e r a s  E i  a  p a r t i r  do segundo n í v e l  de a g r e g a ç ã o ,  con-  

f i rmou a  a n á l i s e  f e i t a  i n i c i a l m e n t e .  Foram i d e n t i f i c a d a s  a s  com 

ponen tes  que causavam a  i n s t a b i l i d a d e  segundo o  c r i t é r i o  das  e s -  

f e r a s  d i s  j u n t a s ,  e- pos te r i -o rmen te ,  examinando e s s a s -  componentes- 

como combinação 1 i n e a r  das  v a r i á v e i s  X k ,  f o i  p o s s i v e l  i d e n t i f i c a r  

q u a i s  a s  v a r i á v e i s  r e s p o n s á v e i s  p e l a  i n s t a b i l i d a d e  ver i f icada .  1 s  - 

t o  é, q u a i s  a s  co lunas  (ou l i n h a s )  da m a t r i z  que não apresentavam 

p r o p o r c i o n a l i d a d e  de u m  ano pa ra  o  o u t r o .  

Assim, embora o  c r i  t é r i o  de e s t a b i l i d a d e  ap1 i c a d o  

possa  s e r  c o n s i d e r a d o  muito f o r t e  ( e x i g i n d o  mudanças p r o p o r c i o -  

n a i s  nas  v a r i á v e i s  de um ano pa ra  o  o u t r o ) ,  e s t e  pode s e r  usado 

no s e n t i d o  de a p o n t a r  a s  v a r i á v e i s  ( c o l u n a s  ou l i n h a s  da m a t r i z )  

que não obedecem a  e s s e  t i p o  de e v o l u ç ã o ,  s e r v i n d o  como i n s t r u -  

mento de a n á l i s e ,  mesmo nos casos  em que a  e s t a b i l i d a d e  não f o r  

v e r i f i c a d a .  Nesses c a s o s ,  u m  procedimento  a1 t e r n a t i v o  pa ra  a p r e  - 

v i s ã o  pode s e r  o b t i d o  r e t i r a n d o - s e  a s  c o l u n a s  (ou l i n h a s )  que cau - 

sam a  i n s t a b i l i d a d e ,  r e f a z e r  a s  e s f e r a s  que deve rão  s e r  d i s j u n -  

t a s ,  p r o c e d e r  a  p r e v i s ã o  das componentes e  r e f a z e r  a  m a t r i z ,  a 

menos das l i n h a s  e  o u  c o l u n a s  r e t i r a d a s .  Essas  devem s e r  p r e v i s  - 

t a s  d i r e t a m e n t e  p e l o s  s e u s  v a l o r e s  o b s e r v a d o s .  No exemplo da ma - 

t r i z  do Balanço E n e r g é t i c o  v e r i f i c a - s e  que a s  v a r i á v e i s  que com - 

prometem a  e s t a b i l i d a d e  da s é r i e ,  apresentam uma evo lução  não ho - 

mogênea por  c o l u n a ,  i s t o  é,  a  evo lução  da v a r i á v e l  pa ra  alguns s e  - 

t o r e s  é no s e n t i d o  do c r e s c i m e n t o  enquanto  que pa ra  o u t r o s  s e t o -  

r e s  é de dec résc imo .  Essa evo lução  ev iden temen te  não apresenta  a  

p r o p o r c i o n a l  idade  exi  g i d a  no c r i  t e r i o  de e s t a b i l i d a d e ,  mas em 

mui tos  c a s o s ,  é p o s s l v e l  a n a l i s a r - s e  a  v a r i á v e l  pa ra  os d o i s  con - 



j u n t o s  de s e t o r e s  sepa radamente .  r i m p o r t a n t e  l embra r  no e n t a n  - 

t o ,  que a  t e n t a t i v a  de u t i l i z a r  o u t r o s  modelos mais s o f i s t i c a d o s  

pa ra  a  p r e v i s ã o ,  e s t á  r e s t r i t a  p e l a  pequena e x t e n s ã o  da s é r i e ( n o  

exemplo a p r e s e n t a d o ,  de apenas c i n c o  m a t r i z e s )  . 
-- -- - - -- - -- - 

Ainda com r e l a ç ã o  aos  c r i t é r i o s  baseados  nas compo 

n e n t e s  p r i n c i p a i s ,  é possTvel s u a  u t i l i z a ç ã o  em o u t r o s  c o n t e x t o s  

que não a  e v o l u ç ã o  no tempo de uma s é r i e  de m a t r i z e s .  Na ve rda -  

de e s s e s  c r i t é r i o s  procuram i d e n t i f i c a r  e s t r u t u r a s  b á s i c a s  seme 

l h a n t e s  pa ra  d i f e r e n t e s  g r u p o s  de obse rvações  pa ra  um mesmo con- 

j u n t o  de v a r i á v e i s .  E p o s s i v e l  p o r t a n t o  a t r a v g s  d e s s e s  mesmos 

c r i t é r i o s  v e r i f i c a r  semelhanças  e n t r e  m a t r i z e s  econômicas r e l a t i  - 

vas à d i f e r e n t e s  r e g i õ e s  o u  p a i s e s .  Por exemplo v e r i f i c a r  s e  a s  

m a t r i z e s  de insumo-produto de d o i s  ou mais p a i s e s  s ã o  semelhan-  

t e s .  S e r i a  uma maneira  de v e r i f i c a r  semelhanças  na economia de 

d i f e r e n t e s  paTses ,  no que s e  r e f e r e  aos  s e u s  p r o c e s s o s  p r o d u t i -  

vos .  Evidentemente  o u t r a s  m a t r i z e s  podem s e r  comparadas da mes - 

ma mane i ra .  

Out ra  s i t u a ç ã o  em que s e  p o d e r i a  a p l i c a r  e s s e s  c r i  

t é r i o s ,  s e r i a  a comparação de u m  c o n j u n t o  q u a l q u e r  de v a r i á v e i s  

tomadas em popu lações  d i s t i n t a s .  Por exemplo, suponha u m  conjun  

t o  de v a r i á v e i s  sóc io -econômicas ,  medi das  em populações  proveni  - 
e n t e s  de v á r i a s  r e g i õ e s  d i s t i n t a s  do paTs.  E possTvel  i d e n t i f i -  

c a r  a  p a r t i r  da a p l i c a ç ã o  d e s s e s  c r i t e r i o s  q u a i s  a s  r e g i õ e s  que 

ap resen tam e s t r u t u r a s  s e m e l h a n t e s  com r e l a ç ã o  a  e s s e  c o n j u n t o  de 

v a r i á v e i s  e s c o l h i d a s .  S e r i a  n e s s e  caso  uma anã1 i s e  da semelhança 

de d i v e r s a s  p o p u l a ç õ e s ,  no que d i z  r e s p e i t o  a e s s e  c o n j u n t o  de 

v a r i á v e i s .  
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