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RESUMO

Inicialmente faz~se uma generalizacdo dos concei
tos de funcoes céncavas; conjugadas e de superdifefenciais e su
pergradientes de-uma funcdo de valor real definida em R". Esses
conceitos sao usados para‘mostrar uma teoria geral de Dualidade/
Penalidade para um problema (P) de maximizagéo sﬁjeito a restri
goes de desigualdades. Define-se um problema-dual (D) e um pro
blema com penalidade (PP) e estabelecem-se condigoes para a equi

valéncia entre os problemas.

Procura-se entdo uma classe de fungdes H que sa
tisfaga as condicoes de equival%ncia dos problemas (P) e (PP).
‘ =N : - a.
Sugere-se a classe Hu—{hu(d) =i§1 [ki(di—bi) + Bildi—bil 1 para
Ai, B.eR ; a>0; d., b.eR}. -
i i 7+ i i

Estes resultados sao aplicados a problemas discre
tos, especialmente ao problema da mochila 0-1, onde foi justifi
cado uma série de heuristicas comumente usadas para essa classe

de problemas.
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ABSTRACT

A generalization of concave and conjugate
functions, superdifferentials and supergradients of a real
function defined on R" is initially presented. These concepts
are used to show a general Duality/Penalty theory for a
maximization problem with inequality constraints (P). A dual
problem (D) and a penalty problem (PP) are introduced and

conditions for the equivalence between the problems are given.

Next, a search is made for a class of functions
H which satisfies the equivalence conditions for the problems
(P) and (PP). ghe following class of functions is suggested:
o O, - . .
H, = {h (d) =i§1[xi (d,-b,) + sildi-bi[ 1, for A, B eR ; a>0;
d.,, b.eR}. B
i i
These results are applied to discrete problems,
specially to 0-1 Knapsack problems, with the justification of

some heuristics applied this class of problems.
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CAPITULO I : INTRODUCAO

1. INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho & apresentar uma nova
classe de funcoOes penalidade exatas, aplicadas a Problemas de
Programacao Matematica, em especial a Problemas de Programacao

Inteira zero-um.

No Capitulo II faz-se uma generalizagdo dos con
ceitos de fungées céncavas e de fungﬁes conjugadas, superdife
rencial e supergradiente de uma funcao de valor real definida
em R™. Esses conceitos sao usados para construir uma teoria ge
ral de dualidade/penalidade para o seguinte problema geral de

maximizacao, sujeito a restricgoes de desigualdades

(P) v = sup f(x)
xeX (1)

suj. a g(x) £ b

onde X ¢ R, £:R® ——+ R, g:R® ——= R™ e berR™.
Define-se o "problema dual" de (P)

(D) w = inf sup L(x,h)
(2)
heHCH, xeX



e o "problema com penalidades"”

(PP) Ph = sup L(x,h), heH C HT. (3)

xeX

onde L(x,h)=f(x)-h(g(x)+h(b)) & uma generalizacadao do conceito
de func¢ao Lagrangeana, HT e o conjunto de funcbes reais nao
-decrescentes definidas em R, com valor finito, e H & um sub

. - . ~ S m
conjunto pre-determinado, nao-~vazio de H,.

A dualidade forte (v=w) entre (P) e (D) e a equi

valéncia (v=p* e mesmas solu¢Oes Otimas) entre (P) e (PP) pa

*
h
ra algum h*, estarao ligadas respectivamente aos conceitos ge

neralizados de fungoOes coOncavas e superdiferenciais no pon

to" b (vetor das restrigdes de (P)).

No -Capitulo III dedica-se a caracterizar um con
junto de fungoes H [} HT usado na definicao dos problemas (D)

e (PP) que garanta a dualidade forte ou a equivaléncia entre
os problemas acima mencionados. E dado maior énfase a equiva
lencia entre (P) e (PP), sugerindo-se a nova classe de fun

¢Oes penalidades

m
- m -— - —_— — — a
H = (h:R" -->R : h_(d)= i§1 (A, (a;-by) + sy la, -0, |%, @

para A,, B eR_: a>0; bieR},
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e derivam-se condig¢Oes sobre os vetores A e B para a equiva

léncia entre os problemas.

Os resultados obtidos sao entao aplicados a Pro
blemas Discretos, especialmente ao Problema de Programacdo Li
near Inteira zero-um. Para esses problemas sugere-se usar as
funcoes da classe H; (0=1) de forma aproximada, tentando obter
suas solugées Otimas através do "problema com penalidade", em

bora sem obter a igualdade entre seus valores Otimos.

Usando essa aproximag¢ado para problemas multidi
mensionais do tipo "knapsack" zero-um (veja Salkin, [381),
uma serie de heuristicas comunente usadas para essa classe de
problemas foram colocadas dentro de uma classe geral, sendo
portanto justificadas teoricamente. Baseando-se ainda no mes
mo principio propoe~se uma heuristica para o problema linear

inteiro com variaveis bivalentes tipo zero-um.

No Capitulo IV.conclui-se situando o trabalho
entre putros ja existentes e especificando a contribuicdo fei
ta. Algumas perspectivas para trabalhos futuros sao tambem

apresentadas.

2. REVISAQ DA LITERATURA

Nesta segao procura-se situar o contexto do tra .
balho revisando, de modo breve, os principais resultados de

trabalhos relacionados na literatura.
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A teoria de dualidade para Problemas de Progra

macdo Nao-Linear apresentou grande desenvolvimento nas déca
das de 60 e 70. Geoffrion [13] wunificou uma série de traba
lhos anteriores (Dorn, [06]; Wolfe, T1441; Stoer, : [411;
Mangasarian e Ponstein, [31]; Rockafellar, [36]; Fenchel,[09,

101, em seu excelente trabalho sobre dualidade em Programa
cao Convexa, abordando conceitos como o de "estabilidade" pa
ra um problema convexo e "condigOes de otimalidade" para os
problemas "primal" e "dual". O problema "dual" foi introduzi
do através de uma formulacao "minimax" e uma interessante abor

dagem grafica foi utilizada.

Anteriormente Everett [08] estudou a aplicacao
do Lagrangeano a problemas gerais de Programacac Matematica,
obtendo resultados importantes, de uso ainda atual (veja
Magazine e Oguz, [30]). Para problemas néo—convexos, Everett
verificou a possivel existéncia de "gaps" (saltos) de dualida
de, isto e, regiées inacessiveis atraves da otimizacao do

dual.

Gould [16] propoe uma formulacao diferente do
"dual" de forma que o "gap" seja evitado. Entretanto seu "dual"

nao se mostrou computacionalmente viavel.

O estudo da teoria de dualidade para Programa
gao Inteira teve grande impulso com o artigo de Geoffrion [14]
que criou o termo-"Relaxagéo Lagrangeana". Seu resultado prin
cipal foi destacar a possibilidade de uso do dual para obten

gao de bons limitantes para Problemas de Programacdo Inteira.
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Talvez os primeiros a motivar o uso do dual em Programacao In
teira foram Held e Karp [18, 19] para uma abordagem (uso de
arvore geradora minima) do Problema do Caixeiro Viajante.
Fisher [11] realizou uma resenha, mostrando os bons resulta
dos de aplicagbes da Relaxacao Lagrangeana em problemas de

Combinatoria na década de 70.

Baseando-se em um trabalho sobre "super-aditivi
dade" (fungOes super—-aditivas) de Gomory e Johnson [15] e
Johnson [23] (veja tambem Araoz, [01]) foi proposta uma nova

teoria. de dualidade para Programacao Inteira} originada com

Johnson [22], e desenvolvida por Burdet e Johnson [03] e
Jeroslow [20, 21]. O principal resultado dessa teoria foi a
identificagdao de que para uma classe de funcoes super-aditi

vas, gquando sao usadas na definigéo do Lagrangeano, a solugio
Otima do primal & encontrada quando se otimiza o dual, isto
e, evita-se o "gap" de dualidade. Infelizmente as fungodes su
per—-aditivas convenientes nao sao obvias de serem usadas, emn
bora Wolsey [45] tenha mostrado ‘que os principais algoritmos
usados em Programagéo Inteira (uso da Relaxagao Lagrangeana,
da Teoria de Grupos, Planos de Corte e o "Branch-and-Bound"),
produzem caracterizagées diferentes da fungao super-aditiva
otima. Ou seja, quando & aplicado um dos algoritmos para Pro

gramacao Inteira, indiretamente estd-se resolvendo o dual.

No contexto de Progfamagéo Nao-Linear,
Rockafellar [37] propoe uma forma computacional de Lagrangea
no Aumentado" que evita o "gap" de dualidade. Dolecki e

Kurcyusz [05] usam conceitos generalizados de fungoes conve
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Xas, conjugadas e subdiferenciais para construir uma teoria
geral de dualidade/penalidade em espagos vetoriais. Tind e
Wolsey [42] trazem alguns de seus resultados para Problemas
de Programacdo Matemidtica (no espaco R"). Em ambos os traba

lhos nada computacional foli ao menos sugerido.

Neste trabalho desenvolvem-se os principais re
sultados dos trabalhos de Dolecki e Kurcyusz e Tind e Wolsey,
objetivando identificar classes de fungoes gue garantam res
pectivamente a dualidade forte e/ou a equivaléncia entre os
problemas (P) e (D) e (P) e (PP) definidos anteriormente. De
seja-se ainda gue os problemas (D) e (PP) sejam computacional
mente viaveis. E dado énfase ao Problema de Prbgramagéo Li
near Inteira zero-um (em especial ao Problema tipo "knapsack"

zero-um) , que se mostrou de mais facil aplicacao.



CAPITULO II : DUALIDADE/PENALIDADE EM

PROGRAMACAO MATEMATICA

1. GENERALIZACAO DE FUNCOES CONCAVAS, CONJUGADAS E DE SUPERDT

FERENCIAIS

Nesta secao sao definidos os conceitos generali
zados de funcgOes concavas, conjugadas e de superdiferenciais,
que serao usados posteriormente para a construgao da teoria

de dualidade/penalidade.

Considera-se um conjunto H de funcoes reais fi
nitas definidas em Rm, e que possui a propriedade de transla
cdo, isto. &, se heH entdo h'eH, onde h'(d)= h(d)+r, %-deRm,

reR. De um modo abreviado, escreve-se H+r C H.

ol
El
]

Em relacdo a uma dada funcio f£:R™ ——

R U+«), pode-se considerar o seguinte subconjunto de H,

af= {heH: h(d) >= £(d), ¥ deR™}.

Definicao 1: Hf e o conjunto das func¢les de H que sdo majoran
tes da funcao f.
E imediato que se f(d)= +~, para algum deR™, entdo ut & va

zio.

0 conjunto Hf pode ser usado para generalizar o

conceito de concavidade.
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Definiglo 2: Uma funcio f:R™ ——-= R é chamada H-cOncava em dg

se

f(d0)= inf h(do).

her

Ou, de forma equivalente, f € H-cOncava em d, se para cada

par (do,r), r > f£(dy), existir her tal que h(dy) < r.

Definigao 3: Se f:R™ ——» R & H-cOncava em da, X deRm, diz-se

que £ & H- coOncava.
Considerando-se por exemplo que H € o conjunto
~ , m ~ - -
das funcoes afins de R, uma funcao f sera H-concava se for

cOncava proOpria oua funcdo -w, ou a funcdo +o.

Pode-se ainda relacionar heH e £ atraves do con

ceito generalizado de fungdo conjugada de f.

Definicao 4: Para uma funcao £:RT - R, define-se a funcio

H-conjugada de £, £*:H ——-» R, por

f*(h)= inf {h(d) - £(d)}.

deRm
Em uma interpretacado geométrica f*(h) sera a
"distancia vertical" entre h e f (observe gue f*(h) podera

ser negativo).



O lema seguinte apresenta algumas propriedades

importantes de f*.

Lema 1: (i) f*(h')= £%(h) + r,

onde h'(d)= h(d) + r, ¥ der™ e algum reR;
(ii) f*(h) 2z 0 se e somente se her;

(iii) £(d) + £*(h) = h(d).

Prova: imediata a partir das definigoes de f* e Hf.

Pode-se ainda construir a fungao H-conjugada se

gunda de f.

Definigdo 5: Para uma funcdo f:R" —-> R, define-se sua fun

cio H-conjugada sequnda, f£**:R" --» R, por

£**(d)= inf {h(d) - £*(h)}.

heH

Investigar a relagao existente entre a funcgao £
e sua H-conjugada segunda f*% sefé muito Gtil ao desenvolvi
mento da teoria de dualidade/penalidade. Da propriedade (iii)
do Lema 1, conclui-se que f(d)s £**(d), ¥ deR™. No Lema e pro
posigéo gue seguem, caracteriza-se uma funcdo H-cOncava em um

ponto d, através do conceito de fungao H-conjugada segunda.
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Iema 2: Para uma funcao £:R™ s R,

£%*% (d)= inf h(d), ¥ der™.

thf

Prova: Tem-se da definicao 5 que

f£¥*(d)= inf {h(d) - £*(h)}.

heH
Ou, de forma equivalente

£**(d)= inf {h(d) + r - £*¥(h) - r},

heH

¥ reR. Na operagao do infimo, escolhe-se para cada h, rh=

-f*(h). Dada a propriedade de translacao tem-se 0= f£*(h) + r, =

f¥(h'), onde h'(d)= h(d) + r. Logo, pelo Lema 1, (ii),

£*¥*(d)= inf h'(d)

h'er
Proposigao 1: Uma funcao £f:R™ ——» R é H-cdncava em dy, se e
somente se, f£(dy)= £**¥(d,).

Prova: imediata a partir do Lema 2 e da definicdo 5.

Para o conjunto H selecionou-se o subconjunto

it das funcoes heH majorantes de f. Estabelece-se agora um ou
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tro subconjunto de H, que generaliza a nogao de supergradien
te de £ em um ponto de rR™.

Definigao 6: Para uma funcao f:Rm ——> R O conjunto de fun
coes heH que satisfaz a desigualdade h(d) - h(dy) z f£(d)-

f(de), ¥ deR™ é.chamado H-superdiferencial de £ em d,.

Para o conjunto H-superdiferencial de f em d, sera usada a no

do
H

a
8y’ (£) # @.

tagao 9’ (f). Diz-se que £ & H-superdiferenciavel em d, se

Existe uma relacdo clara entre os conceitos de
H-superdiferenciavel e H-conjugada.

Proposicao 2: As seguintes afirmac¢des s3do equivalentes:

(1) heal®(f);

(ii) h(dy) - £(dg)= inf {h(d) - £(d4)};
de Rm

(iii) h(dy)= £(dy) + £*(h).
Prova: imediata a partir das definicOes 4 e 6.

Definigcao 7: Se heago(f) e h(do)= £(do), sera uma H-supergra

diente de £ em dg.
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D= do , do

Como H+r C H, temos da definigao 6 que 93y (E)+r C e (f) e as

sim se a§°(f)=# @ este admitira ao menos uma H-supergradiente

de £ em dg.

O Lema seguinte mostra que uma H-supergradiente

de £ em dy &€ majorante de f.
Lema 3: Se h & uma H-supergradiente de f em d, entao her.
Prova: imediata a partir das definigdes 1, 6 e 7.

A seguinte proposigao estabelece a relagao exis
tente entre os conceitos de funcdo H-superdiferenciavel e fun

¢do H-cbncava em um ponto de RMT. .

Proposicdo 3: Se f & H-superdiferenciavel em d,, entdo é H

—concava em dyg -

Prova: Como f & H-superdiferencidvel em d,, existird ao menos
uma fung¢ao H-supergradiente de f em do. Seja h essa funcao,

isto e, Eer (pelo Lema 3) e hidg)=£f(d,), ou £(de)=inf h(d,).

her

2. TOPICOS EM TEORIA DE DUALIDADE/PENALIDADE

Nessa secao considera-se o problema geral (P) e
deri am-se os problemas (D) e (PP) (apresentados no Capitulo

1) usando os conceitos generalizados de funcao concava, fun
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gao conjugada e de superdiferencial. O objetivo principal da
secdo sera mostrar resultados de dualidade forte para (P) e

(D) e também um resultado de equivaléncia entre (P) e (PP).

Seja HT(EEH o conjunto de funcgoles h:Rm——+ R (R)

que sdo nido-decrescentes, isto &, h(d!) z h(d?), % d!, d2 e R™

tais que di > di, i= 1,..., m.

Uma fungao importante de ﬁT é a conhecida fun

cao perturbacdo de (P), definida por

g(d)= sup {f(x):g(x) = 4}l.

xXeX

E importante que @(b)= v (valor otimo do problema (P)).

Observa-se gue HT possui a propriedade de trans

isto &, HT + r C HT. Considerando que o conjunto H, definido

~ - - e m
na se¢ao 1 desse Capitulo, podera ser um subconjunto de H+, e
que no desenvolvimento que segue deseja-se efetivamente que

isso ocorra, usa-se a mesma notag¢ao para um subconjunto de

m - m . . .
H+, isto e, HC H+. O lema a seguir caracteriza subconjuntos

de HM.
+



m -
Lema: H C H+ se e so se

¥ heH, % do € R, h(de) = inf h(d)

dsRm

iIA

do d

Prova: imediata

Relacionando o resultado do Lema 4 com o proble
ma (P) pode-se considerar os xeX tais que g(x)= dy, caracte

rizando um subconjunto H de HT em relagao a (P).

Na proposicao seguinte mostra-se que a conjuga
da da funcdo perturbacac esta fortemente relacionada com as
funcoes f e g usadas na definicao do problema (P), consideran

do-se as fungdes heH C HT.

Proposigdo 4: ¥ heH C HY,

-@*(h)= sup {f(x)-h(g(x))}.

xeX

Prova: sup {f(x) - h(g(x))l}= sup {f(x) ~ inf h(d)}=
xeX xeX d

g (x)=d

sup {sup f(x) - h(d)}= sup {g(d) - h(d)}= -g*(h).
d X d

g(x)<d
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q?

Corolario 1: € nao-vazio se e g0 se

f(x) £ h(g(x)), ¥ xeX e algum h H C HT.
Pode-se definir agora a seguinte funcao:
L(x,h)= £(x) - h(g(x)) + h(b), ¥ xeX, heH C H,,
1(x,h) e a fungao Lagrangeana para xeX e heH C HT.

Por exemplo, consgidere-se que H & o conjunto

m
das func¢oes lineares nao-decrescentes, isto & h(d)= z uidi,
’ ’ u=1

m

x deR™ e algum ueRT, entao L(x,h)= f(x)- 2 ui(gi(x)—bi), que
’ i=1

& a formulacdo tradicional, onde os u'is sao os conhecidos

multiplicadores de Kuhn-Tucker. Em geral para g(x) = b, xeX

(isto &, x wviavel para (P)), L(x,h) = £(x). Assim sup L(x,h)z
xeX

f(x) e sup L(x,h) 2z v, isto &, sup L(x,h), heH é um limitante
xXeX xeX

superior para o valor oOtimo do problema (P). Pode-se procurar

0 menor desses limitantes através do problema.

(D) w= inf sup L(x,h).
heH xeX

(D) € o problema dual de (P). (P) & chamado pro
blema primal. Diz-se que (D) & viavel se existir heH tal que

W # 4o,
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A viabilidade de (D) pode ser caracterizada ain

da atraves do seguinte lema.
Lema 5: As seguintes afirma¢des sdao eguivalentes

(i) (D) é viavel
(ii) h(g(x)) = f(x), * xeX e algum heH C HT

(iii) H¢ € nao-vazio.

Prova: imediata a partir da definigao de (D) e do corolario 1.

Os comentarios feitos para a construcdo do pro

blema (D) e o Lema 5 mostram a seguinte proposicgado.

Proposicao 5: (Dualidade fraca)

Se x é viavel para (P) e h é viavel para (D) en

A procura de condigOes para a dualidade forte
(v= w) nos levara a consideracdo de que § deve ser H-cdncava

em b, como segue.
Lema 6: §** (b)= w.

Prova: §**(b)= inf{h(b) - ¢g*(h)},

heH



mas, pela proposigao 4,

-f*(h)= sup {f(x)-h(g(x))},

xeX

assim,

g**(b)= inf{h(b)+suplf(x)-h(g(x))]}=

heH xeX

= inf sup {f(x)-h(g{(x))+h(b)}=

heH xeX

= inf sup L(x,h)= w.

heH xeX

Proposigao 6: (dualidade forte)

V=W Se e 80 se § &€ H-cOncava em b.

Prova: Supondo v= w= @(b), pelo Lema 6, w= @**(b). . Assim

g**(b) e @ & H-cOncava em b.

Supondo agora que @ € H-cOncava em b, isto e,

%% (b)= §(b)= v.

Mas, pelo Lema 6, w= @**(b). Assim v= w.
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Usando a relacgao existente entre os conceitos
de H-superdiferencial e H-concava (proposicdo 3), pode-se mos
trar o seguinte corolario.
Corolario 2: Se na definicdo de L (x,h), h58§(¢) entdao v= w.

Prova: imediata a partir da proposicao 3.

Mas um resultado mais forte pode ser obtido quan

do § é H-superdiferenciavel.

Proposigcao 7: (equivaléncia) sup L(x,h)= @#(b) se e so se
' ' xeX

hgag(w).

Prova: sup L(x,h)= sup {f(x)-h(g(x))}+h(b)=
xeX xeX

= - (h)+h(b). Mas @(b)= —@g* (h)+h(b) equiva

le, conforme a proposicao 2, aheag(¢).

Pode-se definir entdo o problema
(PP) Py = sup L(x,h), heH C HT

Ficou evidenciada a importdncia de ser encontra

da uma classe de fungdes H C HT, para o qual ¢§ e H-cOncava ou



- 19 -
H-superdiferenciavel em b, assegurando respectivamente a dua
lidade forte entre (P) e (D) oua equivaléncia entre (P) e
(PP) . Na proxima secdo procura-se entdo estabelecer essa clas

se de fungdes H.

3. DUALIDADE FORTE ENTRE (P) E (D) E/OU EQUIVALENCIA ENTRE

(P) E (PP)

3.1 - A FUNCAQ. PERTURBACAO E H-CONCAVA

Os seguintes resultados sao particularizacoes

de resultados que aparecem em Dolecki e Kurcyusz [05].
Seja o conjunto de funcodes.

H = {h:h(d)= r+ p.n(”kd-yll), reR, p>0,

deR™, e yeY}

onde Y C R™ & um conjunto denso,
- m
” .|J € uma norma de R, e

n:R+ —-—— R+ é uma funcdo nido-decrescente, tal gue

(1) A6>0, ¥ t, = 0,3 M(t,,s) (limitante), ¥ t <6,

n(t + to)/n(t) £ M(to,s),
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(ii) n(t) -—» 0 & t --> 0.

A condigao (i) indica que funcoes que crescem ao

infinito em uma vizinhangca do ponto ty nao sao consideradas.

S30 exemplos de fungdes do tipo n: t°, a> 0; at,

o> 0.

As funcgoes de Hp podem ser usadas para generali
zar os Langrangeanos Aumentados, como sera visto a seguir. o]
seguinte teorema & um caso particular do teorema 4.2 de Dolecki
e Kurcyusz [05], e estabelece condicgbes para que a fungao per
tubagao dé (P) seja Hp-cOncava em b (dualidade forte entre (P)
e (D) para heHp).
Teorema 1: Se f € semi-continua superiormente em b e Hg ndo e

vazio, entao ff € Hp-cdncava em b.

Tomando, por exemplo, n(t)= t? e H-ll=”-llz' se

# & semi-continua superiormente em b & satisfaz

A

g(d) st + po || d~y, ll_f_, ¥ deR™ ... E
para algum reR, pg > 0, voeY, entao ¢ é H,-concava em b. A con
dicao (1), para po < +w, & a conhecida "condigdao de crescimen
to quadratico" para (P) (Rockafellar, [37]). Pode-se notar a

liberdade de escolha para a norma e a funcao n.
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Define-se entao o conjunto HZ por

H£= {heHn:h(g(x))= inf h(d), xeX} e (2)

deRm

g(x) <d

Assim H£ c HT pelo Lema 4. A condicao (1) para Hz mostra que

(D) & viavel, isto &, existe uma funcdo h Z% +> gue satisfaz

(D) «

que

[37] -

A func¢ao Lagrangeana sera -

Ln(x,h)= f(x) - inf h(d) + hi(b)

der™
g(x)=d
Tomando novamente n (t)= t? e H.|I=l|J12, para
tem-se
m
L (x,b)= £(x) - 121{0 max”[g; (x), v,/p]-
2y; max[g,(x), y;/ell,
é o Langrangeano Aumentado de Rockafellar (Rockafellar
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Portanto, se § € semi-continua superiormente em

b e Hp-limitada existira a dualidade forte entre (P) e (D) pa

ra L(x,h)= L,(x,h), conforme a proposicao 6.

3.2 - § E H-SUPERDIFERENCIAVEL

Inicialmente supoe-se existir uma classe de fun

¢bes H C HT tal que H+r C H, reR e fungées-ﬂeH tais que
ﬂeag(w). Mais adiante definem-se condigOes para existencia de
tal classe H, e faz-se uma sugestao para os elementos dessa
classe.

Teorema 2: XcX € uma solucao oOtima de (P) e ﬁeaﬁ(ﬂ) se e sO se

as seguintes afirmag¢oOes sao satisfeitas:

A

(1) g(x) b,

(1i) sup {f(x) - hlg(x))}= £(X) - hig(x)),

xeX
(1ii) heH,
(iv) h(g(X))= h(b).

Prova: (i) e (iii) sao imediatas, prova-se a seguir (ii) e

(iv) :
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g(d)~¢ (b), % der™

1\

ﬁeag(a), h (d)-h(d)

g(b)-h(b) = @#(d)-h(d), % deR®

%

g (b)-h(b)= sup {¢(d)~-h(d)}=

derR™

= —Q*(ﬁ)= sup {f(x)-h(g(x))}, ou

xeX

g(b)-h(b) = f(x)-h(g(x)), ¥ xeX.

Mas x € otimo em (P), f(x)= @g(b),

f(X)~h(b) zf(x)-h(g(x)), ¥ xeX

h(g(x))-h(b) z £(x)-f(X), ¥ xeX.

Entao, para x= X,

h(g(x))-h(b) zf(X)-f(X)= 0, ou A(g(X)) = h(b).

IA
o

Mas h € nao-decrescente e g({x)

assim E(g(g)) < ﬁ(b).
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Portanto

h(g(X))= h(b) e sup {f(x)-h(g(x))}= £(X)-h(g(X)).

xeX

Prova de que X & otimo para (P):

(da condicdo (ii)) £(X)-h(g(x)) z f(x)-h(g(x)), % xeX

£(x) =z £(x)+h(g(X))-h(g(x))

v

(da condigdo iv)) f(X) f(x)+h(b)-h(g(x)), ou

£ (x)

v

f(x), % xeX, g(x) = b e heH.

b gy
¥

Prova de que hed

(da condicao (ii))-@*(h)= sup {@(d)-h(d) }=

dsRm

£ (X)-h(g (X))
ou f(a)-h(d) s £(X)-h(g(%)), * der"

p(d)-fi(a) = @(b)-R(b), % der"

b

Assim fi(d)-F(b) z P(A)-F(b), ¥ deR" e fiedy (§).
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As condigles (i)-(iv) sao conhecidas como "condi

¢oes de otimalidade" para (P), e sao uma generalizacao das con

dicoes de Kuhn-Tucker para Problemas de Programagao Nao-Li
near.
Corolario 3: Se EQBE(Q) e existe ao menos uma XeX, g(x) £ b
tal que h(g(x))= h(b), entdo X & Otimo para (P).

Assim, a condicao de otimalidade (ii) sempre
ocorrerd quando ﬁeag(ﬂ). A folga complementar (h(g(x))= h(b))

decorre do fato de que H C HT.

Corolario 4: Se h & uma H-supergradiente de ¢ em b, e existe

ao menos um iex, g(%) < b tal que h(g(x))= h(b), entdo:
(i) f(§)= E(g(i))= ﬁ(b)= g(b),
(idi) g & otimo para (P),

(iii) sup {f(x)-A(g(x))}= 0

XeX

A Figura 1 ilustra os resultados do teorema 2 e

dos corolarios 3 e 4.
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P e e e e L e

: (R™)
Figura 1: Relagao entre f(x), hi(g(x)) e hi(b)’ V xeX e

b .
hl€3H(¢) ¢ 1= 11213'

Como pode-se notar nao existe alusdo ao fato de
como encontrar tal XeX, Otimo para (P). Pode-se usar o proble
ma (PP) para esse propOsito, pois, considerando-se os resulta

dos da proposicao 7 e do teorema 2 tem-se que:

se heaz(ﬁ) entao sup L(x,h)= ¢(b),

XeX
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mnas

sup L(x,h)= sup {f(x)-h(g(x))} + h(b)
xeX xeX

£(X)-h(g (X)) +h(b),
e X & Otimo para (P) se a folga complementar & satisfeita.

Conhecida uma funcao hea§(¢) pode-se obter

uma
funcgdo heH que & uma H-supergradiente de § em b. Define-ge

h(g(x))= sup L(x,h) + h(g(x)) - h(b), heH
XeX

«..(3)

Proposicao 8: Se existe heH tal que heag(ﬁ) entdo existira heH

(definida em 3) gque €& uma H-supergradiente de ¢ em b.

Prova: Se heag(¢), de acordo com a proposicao 7,

sup L(x,h)= @g(b),
XeX

assim, de (3), h(b)= sup L(x,h)= @(b).
Falta mostrar gue Hea;(ﬁ), ou que

h(d) - h(b)

1%

g(a) - @g(b).
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Mas
h(d)= @(b) + h(d) - h(b)
h(d) - #(b)= h(d) - h(b)

h(d) - h(b)= h(d) - h(b)

e como heag(ﬂ),

h(d) - h(b) =z g(d) - @g(b),

portanto

h(d) - h(b) z ¢(d) - @(b).

Na Figura 2 pode-se observar um caso tipico de
h e Heag(ﬂ). Como era de se esperar h(b)= sup L(x,h)= Py (va

xeX

lor otimo do problema (PP))= v (valor otimo de (P)).
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A

\ |

(R™)

Figura 2: h e Eeag(ﬁ).

A seguir faz-se uma sugestao para a classede fun
coes H que satisfaz ao Teorema 2 e a Proposicdo 7. Para essa

classe pode-se otimizar o problema (PP) em substituicao a (P).

3.2.1 - FUNCOES PENALIDADES EXATAS

Define-se a seguinte classe de funcgoles:
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m o o,
Ho= {h :R' --= R : ha(d)= ] [A;(d;-b,) + 8;]a;-b, |%,

i=1

para xi, B.

l€R+, CX>0, biE:R}-

Inicialmente examina-se a funcao hleHa, isto e,

m
‘hi(d)= z [Xi(di—bi) + Bi[di—bil]. (veja o trabalho de Lorena
i=1

e Oliveira, [27]1).

Para que h; satisfaca as condig¢oes da Proposicao

7, & necessario primeiro que ela pertenca ao conjunto HT, isto

& deve-se ter 0 = Bi = Ai, i= 1,..., m. Resta estabelecer a

condigao que hleagm(ﬁ), isto é:
’ +

hy(d) - hy (b) z #(d) - @g(b).

Como h; (b)= 0,

[I\%

h; (d) @(d) - @(b), onde por definicao

) (A;=8;) (d;-b,), se d; = b,

h, (d)=

1A +8y) (d;-b.), se d; 2 b
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Pode-se entao estabelecer os parémetros ki, kao;

ki = min(xi+6i) e k, = max(xi—si), i=1,..., m, tais que para
i i
A - - P
Yy = di—bi, e facil verificar que:

k, 2z sup {Sup [¢(d) — Q"b)]}, ... (4)
yeR™ 'yi>0 Yi
k, £ inf ding (2Ad) = @), .. (5)
m y. )
yeR yi<0 i

Observa-se diretamente que como k, > 0, um limi
tante inferior para o infimo na expressao (5) € zero, portanto
k= 0 satisfaz a expressao. Agssim fazendo-se Ai= Bi, i=1,...,
m em h;, garante-se a folga complementar para o problema (P)

usando- h; (ver Corolario 3).

A existéncia de um valor finito para k; na ex

pressao (4) esta ligado a "condigOes de qualificagdo" ou con
dicdes de estabilidade" do problema (P) (veja Geoffrion, [13],

Rockafellar, [37] e Clarke, [04]).
Estas observagoes mostram a seguinte proposigao:

Proposigcao 9: Se para h; € Hy, ky= 0 existir um valor finito

k., (da expressao (4)), (P) sera equivalente a (PP), com h= h;.
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Seja definir uma funcgao Q:R+ -—+ R, com as se

guintes propriedades

(1) Q(0)= 0,
(ii) Q(r) > 0 para r > 0,

Q(r)=0(0)
Y

(1ii) « > Q' (0+) & 1im

r-0+

> 0.

Considerando Q(h;(d)), 4 z b, vale destacar que

h; (d) =h; (b)
ki 20" (hiy(b+))= 1lim - .

d;+b;+  |la-b]

Pode-se entdo generalizar a proposicao 9 para

uma funcdo h que satisfaca as condigoes:

(i) 0(h(d))= 0, para d £ b, - - -

(ii) ¢9(h(da)) > 0, para di > bi’ e
(iii) « > Q' (h(b+)) > 0.
As seguintes fungdOes satisfazem as condigOes

(i)-(iii) e sdo exemplos de generalizagOes possiveis:

g.(d) 2

I e~18

v, max (O'Yi)'



m 1/g
q2(@) & [ ) v, (max (0,y)9 7, e
i=1
m
gs (d) 4 Y v; lexp (max (0,y;)) - 11.
i=1
Mas, por exemplo:
m 2
gs (d) = 121 v; [max (0,y,)]

nao satisfaz a condigao (iii) (veja Han e Mangasarian [17]).

As condigées.(i)—(iii) mostram que a funcao h,
que satisfaz as condigées da proposigéo 7 para equivaléncia en
tre (P) e (PP) & nao—diferenciével em b. Existem algoritmos
adaptados, principalmente a fungao g1, em gue a nao-diferencia
bilidade nao oferece dificuldade (veja Garcia;Palomares, 121y .
Lorena [26] mostrou uma forma aproximada de uso para h; em pro

blemas discretos.

Para as outras componentes da classe Ha, isto &,
para 0 < o < 1 e a > 1, embora algumas sejam diferenciaveis em
b, nao e possivel fazer com que haeHT controlando somente os

parametros Ai e B,, i=1,..., m. Portanto, dificilmente, para
i

um problema geral (P) haeagm(ﬂ).
+
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Os resultados até a proposicao 9 levam em consi

deragao o .problema geral (P). Na proxima secdo considera-se um
problema mais especifico, de programacdo discreta, para o qual
também sera possivel usar as outras funcdoes de Ha, para o # 1,

de forma adaptada.

4. APLICACAO A PROBLEMAS DISCRETOS

Nesta segao completam—se os resultados sobre a

classe H. Considera-se o problema:

vd= max f (x)
(PD) xeXD

g(x) = b,

ohde XD C R™ & um conjunto discreto e finito, e o problema par

ticular de programacao linear inteira:
vi= max cx
(PLI) xeX
Ax £ b,

onde X = {x 2 0, x & inteiro}.

Mostra-se a equivaléncia entre (PLI) e o seguin

te problema

{PLI) pli = max cx - A{(Ax-b) - BLAx—b[I
xeX
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desde que (PLI) possua solucdo Otima com valor oOtimo finito e

os vetores AJ e b sejam inteiros (A é a coluna j da matriz
Amxn) .

Sabe-se que a fun¢ao perturbacgao de de (PD) é
semicontinua superior e observa-se que em geral sua solucao

Otima & estritamente viavel (Meyer, [32]).
Define-se a funcgdo Ha por:

Ha(g(x))= max L(x,h ) + h (g(x)) - h (b), h_ eH_ .
xeXD

Verifica—-se facilmente que se h eabm(ﬁ entao Eeabm(ﬂpd) e

),
+ pd H+
Ha(b)= max L(x,ha)= de(b)= vd (conforme a proposicoes 7 e
xeXD
8), isto &, Ha sera uma HT—supergradiente de gpd em b.

A Figura 3 ilustra Ha e h, , para a= 1,2 e 1/2 pa

ra um problema do tipo (PD) com valor otimo finito.

Nos graficos (a), (c) e (e) da Figura 3, as con
digées da Proposigao 7 estéo satisfeitas, o que nao ocorre nos
graficos (b), (d) e (f), mas mesmo nesses casos a solucgao Vié
vel Otima de (PD) podera ser encontrada controlando adequada

mente os valores de A e B.
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(a) h,
RA
hr pd
ol /
_"° max L(x,h,) = pd(b)
th y ,
(R™)

hie h, para ?Lizﬁi

(c)

— max L(x,h,) :}p’p 4b)
— (R™)

h,eh, para A =f.ld-b]

maxLix.h,)= z’pd(b)

b y
(R™)

h, e hy, para A =f;ld.-bl

Figura 3: Representacdo grafica de hye h,, «=

para o problema (PD)

(b) h,
R4
h, Jg(pd
di
] max Lixh) y
e b (R*)
hieh, para X, >
\ EQ
ﬁpd
h,
max L(x,h,)
G — Y
b (R™)
h,eh,

hy2 e hy,

1,2 e 1/2
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Na expressao 4 derivou-se um valor para ki que
possivelmente fosse finito para o problema geral (P). Ve-se
agora que para o problema de programagao linear inteira (PLI),
sob certas condig@es, pode-se garantir que ki & finito e mos

trar a equivaléncia de (PLI) com (PPLI) usando a func¢ao hieH;.

Lema 7: ¢pli(d) < o, X deRm, se e sOse {20, A =z c} =z¢
(isto €, o dual da relaxacao de programacao linear de (PLI) &

viavel e (PLI) possui solucgdo otima.

Prova: Supondo Qpli(d) <, X deRm, existira uma funcao h; e H;

nao~-decrescente, com A 2 0 e Bg= 0, tal que:

h; (d)

3%

m
¢pli(d)’ X dER ;7 e

h, (d)

1Y

v

cx, [®(d,x):d z Ax, xeX], ou

h;(Ax) Z CX, ¥ xeX;

AMAX =z ¢cx, X xeX ou AA :

[\
Q

Fazendo o caminho inverso, chega-se a conclusao que

g .. (d) < » se {A =2 0, A A

pli

1\4

ct = @.

Proposigao 10: Se {x 2 0, » A =z c} = ¢, AJ e b forem vetores
inteiros e (PLI) possui solugdo otima, entdo (PLI) sera equiva

lente a (PPLI) usando uma funcao hieH;.



- 38 -

Prova: Se {» 2 0, AA =z ¢} = @, entao ¢pli(d) < », V d R™. como
A e b sdo vetores inteiros Qpli(b)= vi é finito (Meyer, [32]1);

além disso:

g ..(d) = @ .. (b) j
k1= max I max [ pli _—pli ]}
d,-b

(
d-b d.>b, i~i
i"7i

e finito, pois para di= Axi, di e bi sao inteiros e, portanto,

min {di—bi}= 1.

Seja A* a solucdo Otima do dual da relaxacao de
programagao linear de (PLI), com valor otimo d, e Qpl a funcao
perturbacao da relaxacao de programacdao linear.

Proposigao 11: Para (PLI), k; = max {A;}.
) i
Prova: Basta fazer no desenvolvimento da expressao (4) .= 0,
X i, donde tem-se k; 2z max {k;}.
i

A proposicao 11 mostra que A; podera ser usado

para estabelecer um limite inferior de k em problemas do tipo
(PLI), embora em aplicacOes. praticas seja recomendavel uma es

timativa inicial de k; de calculo rapido que \*.
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Observe ainda que pode-se usar A= max{ki} e
i

B= max{Bi} em Hu sem alterar os resultados obtidos até aqui.
i

Portanto, considera-se no proximo capitulo A= [A,A,...,A] e

B= [BIBI"”B]'
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CAPITULO III: IMPLEMENTACAO

1. INTRODUCAO

Torna-se evidente que para a implementagao de um
algoritmo que use a fungao h;, um passo essencial & a obtencao
de uma estimativa para k; (da expressao (4)), pois esta e a
garantia de gue na btimizacao de (PP) sao evitadas solug¢gdes in
viaveis de (P). Nesta expresséo aparece a funcgao perturbacao
de (P), que é desconhecida, e, em geral, mais dificil de obter
gue a propria resolugao de (P). Assim, dependendo de (P) pode

-se usar a seguinte estimativa de k;:

f(x*)- u

; (g.(x*) - b.) = 0}
gl (X*)_bi * +

kest = mgx {
i

(Lorena, [26]), onde x* & qualquer solucdao inviavel de (P) e y

uma subestimativa de L(x,h;).

A partir dessa constatacao e dos resultados do
Capitulo II, o seguinte algoritmo poderia ser usado para a re

solucao do problema (P).
Algoritmo 1:

Passo 1: estimar kllpor kest’

Passo 2: fazer ).= k , X1,
i est

Bi= Ail ® 4,
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Passo 3: otimizar L(x, h:;) obtendo x*,
se x* & viavel pare,

senao faca ke = §.k (1 < § < ») e volte ao Passo

st est

2.

A aplicagdo do Algoritmo 1 estara comprometida pe
lo fato de que a funcao objetivo de (PP) sera, em geral, nao

diferenciavel, como foi visto no Capitulo II.

No Passo 2 do Algoritmo 1 foi usada a condigéo
xi = Bi = kest’ X i. Tomando agora novamente o problema discre
to (PD), observa-se gque na Figufa 3 - caso b; foi levantada a
hipotese de obter-se a solugéo otima de (éD) mesmo com ¢pd(b) <

L(x,h;). Consequentemente o Passo 2 do Algoritmo 1 poderia ser

reescrito como

Passo 2: fazer A, =k £, ¥ i;
B, = kest - E, % 1, (E>0).

Deve—-se ter uma idéia do tamanho de EF = max (Aiwei). Obviamente
i

E < k pois Bi >0, ¥ i. Observa-se ainda na Figura 3 - caso

est’
b, que h; devera ser uma H-supergradiente de ¢pd em g(x), onde
X €& uma solucao otima de (PD). Formaliza-se a seguir essa obser

vacgao.
Define-se

Lv(x,hl)'= f(x) - hi(g(x)) + hL(g(g)); ¥ x e X, hy ¢ Hy C HT,
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onde X € uma solugdo- otima de (PD).

Proposigao 122 sup Lv&x,hl) = ¢pd (g(g))
x g X

se e s6 se hleag(x)(ﬁ

).
H,y pd

Prova: Similar a da Proposicgao 7.

A seguir verifica-se a condicao gque devera existir

sobre o0s parametros A e B (Xi = A, Bi = B; ¥ 1) para que h €

ag(i)(g

).
H, pd

Lema 8: Seja x uma solucdo estritamente vidvel de (PD) que nao
é oOtima, entdo [h:(g(X)) —-hl(g(§))[ serd diretamente

proporcional a lZ(gi(ﬁ) —-gi(§))| com constante de pro
R
porcionalidade (A - B).

Prova: |hi(g(X)) - hig(X))] =
[E [A(gi(i) "‘bi) + Q[gi(g) _.bil] -

] Mgy (X) - by) + e[gi(§) - b, 1] =

i

| (2 = 8) g (g, (X) = b,) - (A-8) g(gi(i‘) - b)) =

(=8|} (g, %) - g, ).
£ S
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Como (A-B) > 0, o resultado segue.

Proposigdo 13: Se X & uma solugdo Otima de (PD), (A-B) & "sufi

cientemente pequeno" e kest z k; (finito), entao sup Lv(x,h )=

xeX
= ¢pd(g(x))-
Prova: Deve-se mostrar que para (r—g) "suficientemente peque
no n
¢pd(gx)) - gpd(d) z h;(g(x)) - h (d),
... (6)
para todo d = b.
Se d=b, a relacao. (6) & satisfeita, pois, hi(b) = 0,

¢pd(g(§)) = ¢pd(b) e hi(g(x)) < 0.

Supondo d= g(x) < b:
Se x= X, a relacdo (6) é trivialmente satisfeita,
se X 9= % é Otima, Poalg®)) =0 4(g(H), e
hi(g(x)) < 0, portanto (6) & satisfeita;

se X 2 nao e otima, QPd(g(x)) > ¢pd(g(§)) pela de

finicao de gpd' Assim, para'[hl(g(i))—hl(g(E))| "su
ficientemente pequeno" (ou de acordo com o Lema ante

rior (A-Bg) "suficientemente pequeno")

v

|hi (g (%)) - hylg(x)) |

hi(g(X)) - hi(g(X)).

Poal9 ()10 4(g(x))

i

Assim, pela Proposicao 13, deve-se procurar fa
zer quando da otimizacao de L(x,h,), (A-B) "pequeno", e procu
rar garantir a viabilidade com ke

St > ka'
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Com referéncia ao Passo 2 do Algoritmo 1, mesmo
com esse resultado nao ha, meios de fugir da néo—diferenciabi
lidade de h,, embora para (PD), esse nao seja o maior proble
ma, mas sim os problemas de enumeragao gue aparecem ao tentar
sua otimizagdo. Na proxima secdao considera-se um problema par
ticular de programacgao discreta, o problema multidimensional
da mochila tipo zero-um. O objetivo séré aplicar as idéias con
tidas na proposicao 13 na geragao de heuristicas para aproxi
mar a solugdo do problema. Tal brocedimento ) justificado,
pois tal problema pertence a classe NP-hard (Magazine e Oguz,

[301).

2. PROBLEMA MULTIDIMENSIONAL DA MOCHILA ZERO-UM

Seja o problema .

n
max ) C. X,
529973
(PMO-1)
n
) . <= b,, i=1, «v., m
13 ] i
J=1
0.1)
X. € ,
31
onde A b,, Cj >=0,%i, j,

O problema (PMO-1) & o conhecido problema multi
dimensional da mochila, com variaveis bivalentes do tipo zero
-um. O "problema com penalidades" usando h; € H; C Hi, que es

tara relacionado a (PMO-1) sera
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. xj - bi) + B lz aijxj - bi[J
J i ;| i

max Z cjxj - Z t?(z a, .

(PPMO~-1)
xj £ {0,1}
Pode-se aproximar (PPMO-1) por
.- (A2 a,.) x, - (A= ' b, (7)
max 2 (cj ( B) Z 13) . ( B) Z i
j i i
X, € {0,1}
J
(A = B), se Z a4 xj < by,
onde usa-se J
(A + B), se % ajy Xy > b, -

A otimizacao de (7) podera ser feita atribuindo

ba
1l

5 1, para (A * B) = cj/g a4 ®)

x. = 0, caso contrario.

Os resultados da proposicao 13, mostram que para
obtencdo de uma solucao Otima para (PMO-1) deve-se fazer na
otimizagao de (7), (A -B) "suficientemente pequeno" e (X +B)
"suficientemente grande" (2 k;). A expressao (8) apresenta
uma nova condigao, especifica de (PMO-1) que devera ser consi
derada em conjunto com as anteriores. Como se observa, usando
a expressao (8), existira um compromisso para a selegao de va

riaveis a serem atribuidas o valor 1, porque para (A = B)
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"pequeno" a expressao sera satisfeita para um grande n® de in

dices j, enquanto que (A + B) "grande" tera o efeito oposto.

A seguir apresenta-se uma heuristica gulosa, que
seleciona as variaveis cujo indice corresponde aos maiores
c./) a,.,

J % 1]

(PMO-1) .

e que podera ser usada para aproximar a solucdo de

Algoritmo 2:
Inicializacao: Xj =0, 3 =1, ..., n

Passo 1: Ordenar os cj/z aij do maior para o menor,
i
Passo 2: Obédecendo a ordenacao fazer Xy = 1 enquanto a solugao

for viavel.

Observa-se que a viabilidade ((\ + B) "suficiente
mente grande") estara comprometida.no algoritmo 2, para alguns
indices j selecionados no Passo 2, isto &, a razéo (8) podera
nao ser grande o suficiente para certos indices j. Certamente

o critéerio (A - B) "pequeno" estara quase plenamente satisfeito.

E interessante observar que,- para m=1, isto &,
quando no problema (PMO-1) tem-se somente uma restricao, a so
lucao sera a mesma obtida com a Relaxacdo de Programacgao Li

near do problema (solucao do dual de (PMO-1) - veja Maculan

[29]) .
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Assim, como se deseja obter a melhor solucgao -

viavel, pode-se modoficar o Algoritmo 2 de forma gque a cada

passo sejam consideradas as variaveis com maior possibilidade

de constituirem uma melhor solucdo viavel.
Pode-se ter por exemplo o algoritmo:

Algoritmo 3:
Inicializacao: xj=0, =1, ..., n

. % _ y
Passo 1: Ordenar os ¢y % (bi aij)/g aij

do maior para o menor,

Passo 2: Obedecendo a ordenacao fazer xi=1 enquanto a solucao

for wviavel.

O termo Z(bi—aij) proporciona uma medida da
i
"contribuigao individual" da variavel j para a viabilidade. Com .
a modificagao na expressao (8), a ordenacao do algoritmo 3 pas

sa a evidenciar as seqguintes variaveis:

(i) A variavel j com custo <5 "grande", o qgue €& convenien
te a um problema de maximizacao. A menos que aij seja
"muito proximo" a bi' Vi;

(ii) A variavel j com custo cj "pequeno", mas com aij tam

bém "pequeno" em relagao a b, . Tal variavel, embora
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com grande possibilidade de vir a compor uma solugao
viavel, dificilmente seria selecionada no algorit

mo 2.

A seguir apresenta-se algumas de heuristicas pa
ra o problema multidimensional da mochila zero-um, todas poli
nomiais e que produzem bons limitantes a baixo tempo computa
cional. A caracteristica comum a esses algoritmos, destacada
nesse estudo, € gque todos estdao baseados no principio que foi
descrito até aqui, isto &€, na aplicacdo aproximada da funcao

penalidade h; ao problema da mochila.

Basicamente todos procuram considerar os dois

principios: (A -B) "pequeno" e a viabilidade.
Algoritmo 4: (Kochenberger, McCarl e Wyman [25]).
Inicializacgao: Xj=0, j=1, ..., n

n
Passo 1:'aij P aij/(bi'-jz1 aij)

Calcular o maior c./E a.. ,
37§ i3

fazer xj=1,

Passo 2: Se a solucgdao é viavel voltar ao Passo 1, senao pare.
Algoritmo 5: (Senju e Toyoda [39]).

Inicializacao: xj=1, j=1, ..., n



Passo 1: a.. <-—— a,./b.
ij ij’vi

Calcular o menor cj/z s; a

1 ]

onde s; = max (O’:gaik'-1)’ i=1, ..., m
k = indice das variaveis igquais a 1

fazer xj=0.
Passo 2: Se a solugao e inviavel volte ao Passo 1,

Passo 3: Checar se existe variavel xj=0, que pode ser colocada

igual a 1, sem violar a viabilidade.

zZanakis [46] realizou um estudo estatistico e
computacional dos Algoritmos 4 e 5, concluindo que ambos sao
muito rapidos computacionalmente (como era de se esperar, pois
ambos séo algoritmos polinomiais) e estatisticamente produzem
uma margem pequena de erros (entre 0,2 a 2,6% relativo aos me

lhores resultados heuristicos).

Recentemente, Magazine e Oguz [30], apresenta
ram o seguinte algoritmo, que, segundo os autores, combina o)
algoritmo de Senju e Toyoda com as idéias de "Lagrangeano gene
ralizado" de Everett. Mas, como se verifica a seguir; pode ser
considerado um algoritmo gue usa os conceitos da aplicagao de

fungao pemalidade ao prbblema da mochila.
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Algoritmo 6: (Magazine e Oguz [30]).

Inicializacao: xj=1; j=1, ..., n

Passo 1: Achar i1 tal que Yisx = Max y.

i
Passo 2: Calcular o menor (para j : xi=1)
cj - ai*j
I a..
1]

i
e fazer xj=0, YiZY; — aij’
Passo 3: Se y{ > 1 para algum i (i = 1, .,., m) volte ao Passo

1,
Passo 4: Checar se existe alguma variavel Xj’

ice {j:xj=0} que pode ser colocada igual a 1 sem vio

lar a condicao y; <= 1.
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Os autores fazem ainda uma comparacac de seu al

goritmo com os algoritmos 4 e 5, concluindo por sua "vantagem"

para alguns problemas, e, principalmente, por dispor também de

um limitante superior ao valor Otimo do Problema (PMO-1) e dos

"multiplicadores 'de Lagrange" correspondentes a cada restri

cao do problema.

Obando [33] em sua tese propdoe o seguinte algo

ritmo em que solugoes e-0timas também sao obtidas.

Algoritmo 7: (Obando [33]1).

Passo 1:

Passo 2:

Resolver o problema dual da relaxagéo de programacao
linear de (PLIO-1), usando a teoria de Programacao Li
near para Problemas de grande porte. Aproximar Xj =1
ou Xj=0;

Checar se existe variavel x, j ¢ {j:xj==0} que pode
ser colocada igual a 1 sem violar a condigéo de viabi

lidade.

c.
J

) (aij/bi)

i

Obando usa o critério: max

Obando testou seu algoritmo para problemas da mo

chila zero-um com uma restrigao e para alguns problemas multi

dimensionais encontrados na literatura. Em geral os limitantes

obtidos foram bons, embora o tempo computacional seja invaria



- 52 -

velmente grande (devido ao Passo 1 de seu algoritmo), compara

do ao tempo computacional dos algoritmos 2 a 6.

Os problemas testados incluem principalmente os
de Petersen [35], Senju e Toyoda [39] e Weingartner e Ness
[43]. Seus tempos computacionais (Burroughs 6700) situaram
-se na faixa de 6 segundos, enquanto que para os. algoritmos 2

a 6 os tempos estao na faixa de 0,2 a 1,8 segundos.

Testes computacionais (Burroughs 6800) realiza
dos com os problemas citados usando os algoritmos 2 e 3, mos
traram limitantes melhores para o problema unidimensional e in
variavelmente limitantes piores (que os de Obando) para os pro
blemas multidimensionais. Isso e justificado pelo fato de que
0os algoritmos ainda néo considerarem de maneira eficiente o}
critério da viabilidade (como nos algoritmos 4 e 6) wusada no

desenvolvimento da expressao (8).

Em geral, pode-se dizer que para o caso unidimen
sional, os Algoritmos 2 a 7 se equivalem na obtengéo de limi
tantes para (PMO-1)}, embora néo em termos computacionais. Para
problemas multidimensionais, os Algoritmos 4 e 6 sao superio
res, em limitantes e tempos computacionais (usando o Burroughs

6800) .

3. PROBLEMA LINEAR INTETIRO ZERO~UM

O problema linear inteiro zero-um sera



(PLIO=1) %

X
A
c
|_l
!
=t

0 problema (PLIO-1) geral sera aquele em que

aij’ bi e cj nao sofrem restrigdoes de nao negatividade. Sem
perda de generalidade, pode-se fazer ci'Z 0, mediante uma mu
danca de variaveis (Xé =1-—Xj).

O problema (PPLIO-1) fica aproximado por
max ) [c. - (A +8) a,.] x.+ (A* b,
g [j § 13] s+ (e ] by

i
Xj £ {0,1}

donde, otimizando

C.
( x. =1, para (A +B8) £ —=2— , Y a,. >0 ... (9)
3 T a,. i3
iJ
{ i
Xy = 0, caso contrario.
Observe-se gue como cj(A:tB) >= 0, para z aij
_ i

<.0 a expressao cj-(A +B) ) 245 20 & satisfeita. Combinando

i
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-se os resultados da proposicao 13 com a expressac (9) pode-se

formular o seguinte Algoritmo.
Algoritmo 8:
Inicializacao: xj=1, j=1, ..., n

.., ) a,. >0 do menor para o maior.

Passo 1: Ordenar os c,/) a
ity 130 7 i3

i
Passo 2: Obedecendo a ordenacgao fazer Xj=0 enquanto z aij > 0
i

e a solucao for inviavel.

Passo 3: Se a solucao for viavel pare, senao, ordenar os
Z aij < 0 do maior para o menor e obedecendo a orde
& ,

nagao fazer xj=0 enquanto a solugdao for inviavel.

O Algoritmo 8 foi aplicado a alguns problemas de
enumeracao implicita encontrados em Salkin [38]  (pag. 236) e
um problema de cobertura de conjunto ("set covering"- pag.466).
Os limites e os tempos computacionais foram bons, mas pode-se
antecipar dificuldades no tratamento de problemas maiores,
principalmente os de cobertura de conjunto, que - proporcibonam
muitos empates na ordenagao dos cj/g aij'

Existe ainda a possibilidade de usar os  crité
rios (8) ou (9) para fixar variaveis. Por exemplo, para Algo
ritmo 1, apos o Passo 1 (ordenagao) pode~se fixar xj=1 para o
indice j correspondente aos "maiores" cj/z a

i
"menores". A seguir aplica-se um Algoritmo de enumeragao ao

.. e X, ara os
17 -7 P

problema resultante.
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A gquantidade de variaveis a serem fixadas depen
de de experimentacgao. Certamente o tempo computacional sera
reduzido, em comparacao a aplicacdo direta de um algoritmo de

enumeracao, embora ndo exista garantia de otimalidade.
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CAPITULO IV : CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma forma inédita de
aplicacao de uma nova classe de fung¢bes penalidade a  Proble
mas Discretos, em especial ao Problema de Programacao Linear
Inteira zero-um. Muito pouco se tem noticia da aplicacdo de
fun¢oes penalidade em Problemas Discretos. Blair e Jeroslow
[02] apresentam uma conceituacado tedrica da aplicacao do La
gfangeano Aumentado de Rockafellar ao Problema de Programagao
Linear Inteira Mista com restrigoes de igualdade. Os autores
apenas citam resultados computacionais obtidos em O'neill

[34].

Os conceitos estendidos de funcao cdncava, con
jugada e superdiferencial, que aparecem no Capitulo II, Secao
1, sao particularizagées para rR" das definicdes de Dolecki e
Kurcyusz [05], bem como a classe de fungées H do " Capitulo
II, Segao 3. A Segao 2 do Capitulo II, apresenta um conjunto
de extensées que aparecem, em parte, no trabalho de Tind e
Wolsey [42], embora os autores nao avancem muito nessa dire

cao.

Os resultados da Secao 3, Capitulo II, generali
zam as condicoes de Kuhn-Tucker e se assemelham as condicdes
de qualificacao e/ou estabilidade para o problema geral con

siderado.

Da classe de fungées;Ha, a funcao h; faz parte

da classe de fungoes superaditivas, e um resultado relevante
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€ que h; & uma funcdo que proporciona a dualidade forte entre
os problemas apresentados e nao & igual a funcdo perturbacao
do problema primal. Tind e Wolsey apresentam uma classe tao

geral que a fungao perturbacdao esta contida nessa classe.

Com referéncia a aplicacao de h; ao problema da
mochila zero-um, pode-se dizer o seguinte. Shapiro [40] desta
ca em seu trabalho que a otimizacao de L(x,h;) onde Bi= 0,v i
(caso particular de h;), foi inic¢cialmente proposta a 30 anos
atras por Lorie e Savage [28], embora com essa abordagem nada
podera ser afirmado quanto ao resultado obtido (nem mesmo se
a solucao obtida & viavel). Com a abofdagem utilizada para
h., com By= B > 0, V i, atraves da proposicdao 13 e do auxilio
da abordagem de Lorie e Savage chegou-se a justificar as heu
risticas apresentadas no Capitulo III, apresentando de uma
forma conveniente o compromisso entre os parametros de penali
dade (A-8) e (A%B) com o objetivo de aproximar a solugao Oti

ma do problema.

Embora mostrada a equivaléncia entre os proble
mas (P) e (PP), a conclusao da nao—diferenciabilidade limitou
as aplicagées das fung¢bes de H,. A éplicagao aproximada de
h,; teve o mérito de justificar uma série de heuristicas, apre
sentando-as como aplicagées de um conceito globalizante. A
aplicagéo direta de h; e aproximada (ou direta) das outras

fungoes de Hu, sugerem pesquisas futuras (observe que h, sera
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diferenciavel quando usada de forma adaptada, como na Figura
3-d), bem como a aplicacgao de Ha a outros problemas de Combi

natoria.



[1]

[2]

[31]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

- 59 -
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ARAQOZ J. Poliedral Neopolarities. Tese Ph.D. University

of Notre Dame, 1972.

BLAIR, C.E.; JEROSLOW, R.G. An exact penalty method for
mixed-integer programs. Mathematics of Operations

Research 9:14-18, 1981.

BURDET, C.A.; JOHNSON, E.L. A4 subadditive approach to
solve linear integer programs. Annals of Discrete

Mathematics 1:117-144, 1977.

CLARKE, F.H. A new approach to Lagrange multipliers.

Mathematics of Operations Research 1:165-174, 1976.

DOLECKI, S.; KURCYUSZ, S. On {-convexity in extremal
problems. SIAM J. Control and Optimization

16:277-300, 1978.

DORN, W.S. Duality in Quadratic Programming. Quart.

Appl. Math. 21:237-243, 1960.

ELSTER, K.H.; NEHSE, R. Zur theorie der
polarfunktionale. Math. Operationsforsch Statist

5:3-21, 1974.

EVERETT, H. Generalized Lagrange multiplier method for
solving problems of optimum allocation of resources.

Operations Research 11:399-417, 1963.

FENCHEL, W. C(Convex cones, sets and functions, £from
notes by D.W. Blackett of lectures at Princeton
University. Princeton University, Department of

Mathematics. September, 1953.



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

- 60 -
FENCHEL, W. On conjugate convex functions. Can. J.

Math. 1:73=77, 1949.

FISCHER, M.L. The Lagrangian Relaxation method for
solving Integer Programming Problems. Management

Science 27:1-18, 1981.

GARCIA-PALOMARES, U.M. C(Connections among Nonlinear
Programming, minimax and exact penalty functions.
Relatdorio Técnico do Departamento de Processos y Siste

mas, Universidad Simon Bolivar, 1984.

GEOFFRION, A.M. Duality in Nonlinear Programming: a
simplified applications oriented development. SIAM

Review 13:1-37, 1971.

GEOFFRION, A.M. Lagrangean Relaxation to Integer

Programming. Math. Progr. Study 2:82-114, 1974.

GOMORY, R.E.; JOHNSON, E.L. Some continuous functions
related to corner polyedron. Math. Programming

3:23-85, 1972.

GOULD, F.J. Extensions of Lagrange multipliers in
Nonlinear Programming. SIAM J. on Applied Math.

17:1280-1297, 1969.

HAN, S.P.; MANGASARIAN, O.L. FExaet penalty functions in

nonlinear programming. Math. Progr. 17:251-269, 1979.

HELD, M.; KARP, R. The travelling salesman problem and
mintmum spanning trees. Operations Research

18:1138, 1970.



- 61 —
[19] HELD, M.; KARP, R. The travelling salesman problem and

minimum spanning trees II. Math. Progr. 1:6, 1971.

[20] JEROSLOW, R.G. C(Cutting plane theory: algebraic methods.

Discrete Mathematics 23:121-150, 1978.

[21] JEROSLOW, R.G. Minimal Inequalities. Math. Progr.

17:1=-15, 1979.

[22] JOHNSON, E.L. C(Cyclic groups, cutting planes and
shortest paths. in: T.C. HU and S. ROBISON eds.,
Mathematical Programming - Academic Press, New York,

1973.

[23] JOHNSON, E.L. On the group problem for mixed integer

programming. Math. Progr. Study 2:137-179, 1974.

[24] JOHNSON, E.L. On the group problem and a subadditive
approach to integer programming. Annals of Discrete

Mathematics 5:97-112, 1979.

[25] KOCHENBERGER, G.A.; McCARL, B.A.; WYMAN, F.P. 4
heuristic for general integer programming. Decision

Science 5:1, 1974.

[26] LORENA, L.A.N. Uso de uma fungao penalidade exata para
otimizagao em problemas discretos. - XVI Simpdosio Brasi

leiro de Pesquisa Operacionali: 360-376, 1983.

[27] LORENA, L.A.N.; OLIVEIRA, P.R. Fquivalencia entre
problemas de maximizagao sujeitos a restrigoes de desi
gualdades. XVII Simposio Brasileiro de Pesquisa Opera

cional: 254-270, 1984.



- 62 —
[28] LORIE, J.; SAVAGE, L.I. Three problems in capital

reationing. Journal of Business: 229-239, 1955.

[29] MACULAN, N. Relaxation Lagrangienne: le probleme du
knapsack 0-1. - Canadian Journal of Operational

Research and Information Processing 21:315-327, 1982.

[30] MAGAZINE, M.J.; OGUZ, O. A heuristic algorithm for the
multidimensional zero-one knapsack problem. European

‘Journal of Operations Research 16:319-326, 1984.

[31] MANGASARIAN, O.L.; PONSTEIN, J. Minimax and Duality in
Nonlinear Programming. J. Math. Anal. Appl.

11:504-518, 1965.

[32] MEYER, R.R. On the existence of optimal solutions to
integer and mixed-integer programming problems. Math.

Programming 7:223-235, 1974.

[33] OBANDO, F.E.V. Um algoritmo eficiente para encontrar
solugoes aproximadas de problemas de programagao
bivalente (0-1), usando dualidade em programagao intet
ra. Tese do Programa de Engenharia de Sistemas da

COPPE: agosto de 1978.

[34] O'NEILL, P. 4 penalty function approach to Integer and
mixed integer programming. Talk given at tenth
International Symposium on Math. Programming.

Montreal, August 27-31, 1979.

[35] PETERSEN, C. C(omputational experience with variants of
the Balas Algorithm applied to the selection of R and

D projects. Management Science 13:736-750, 1967.



- 63 -

[36] ROCKAFELLAR, R.T. Duality in Nonlinear Programming.
Mathematics of the Decision Sciences - Part 1, G.B.
DANTZIG and A.F. VEINOTT eds., American Mathematical

Society -~ Providence: 401-422, 1968.

[37] ROCKAFELLAR, R.T. Augmented Lagrange multiplier
functions to duality in nonconvex programming. SIAM

J. on Control 12:268<=283, 1974.

[38] SALKIN, H.M. Integer Programming. Addison-Wesley -

-Reading, 1975.

[39] SENJU, S.; TOYODA, Y. An approach to linear programming
with aero-one variables. Management Science

15:196-207, 1968.

[40] SHAPIRO, J.F. A survey of Lagrangean techniques for
Discrete Optimization. Annals of Discrete Math.

5:113-138, 1979.

[41] STOER, J. Duality in Nonlinear Programming and the

minimax theorem. Num. Math. 5:371-379, 1963.

[42] TIND, J.; WOLSEY, L.A. An elementary survey of general
duality theory in Mathematical Programming. Math.

Progr. 21:241-261, 1981.

[43] WEINGARTNER, H.; NESS, D. Methods for solution of 0-1
knapsack problems. Operations Research 15:83-103,

1967.

[44] WOLFE, P. A duality theorem for Nonlinear Programming.

Quart. Appl. Math. 19:239-244, 1961."



- 64 -
[45] WOLSEY, L.A. Integer programming duality: price
functions and sensitivity analysis. Math. Progr.

20:173-195, 1981.

[46] ZANAKIS, S.H. Heuristic 0-1 Linear Programming:

Comparisons of tree methods. Management Science

24:1, 1977.



