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Trataremos o Problema de Localização de Facilida - 

des Capacitado. Inicialmente apresentamos um conjunto de Tes - 

tes de Redução que permitem acelerar a convergência e reduzir o 

tempo computacional para resolução do problema proposto. Esses 

testes são básicos para o desenvolvimento das duas heuristicas 

gulosas apresentadas, uma para o modelo com funções custos fi - 

xos mais variáveis lineares e outra para funções custos fixos 

mais variáveis cÔncavos. Finaqmente introduzimos um algoritmo 

exato tendo a Relaxação Lagrangeana como ferramenta1 básioo; 

analisando duas relaxações poss~veis. 
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We c o n s i d e r  t h e  c l a s s i c a l  c a p a c i t a t e d  f a c i l i t y  

l o c a t i o n  problem. Some c r i t e r i a  t o  c l o s e  o r  open a  f a c i l i t y  

a r e  p roposed .  These c r i t e r i a  a r e  powerful  d e v i c e s  f o r  f a s t  

convergence of  t h e  a l g o r i t h m s  d i s c u s s e d .  We p r e s e n t  two 

greedy h e u r i s t i c s ,  one f o r  t h e  problem wi th  f i x e d  c o s t s  and 

l i n e a r  v a r i a b l e s  c o s t s  and o t h e r  w i t h  concaves  v a r i a b l e s  c o s t s .  

F i n a l l y ,  we i n t r o d u c e d  an e x a c t  a l g o r i t h m  w i t h  t w o  lower bounds 

o b t a i n e d  by l ag rangean  r e l a x a t i o n .  
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T r a t a r e m o s  o  Problema de  L o c a l i z a ç ã o  de  F a c i l i d a d e s  

C a p a c i t a d o ,  a p r e s e n t a n d o  d u a s  h e u r i s t i c a s  e  um a l g o r i t m o  e x a t o .  

R e s u l t a d o s  s i g n i f i c a t i v o s  fo r am o b t i d o s  p e l a  a p l i c a ç ã o  d e s s e s  

a l g o r i t m o s  a  um g r a n d e  número de  p rob l emas  t e s t e s .  

I n i c i a l m e n t e  d e s t a c a r e m o s  o  modelo p a r a  o  Prob lema de  

L o c a l i z a ç ã o  Não C a p a c i t a d o .  

S e j a  J  = { I ,  ,.., n l  um c o n j u n t o  d e  c e n t r o s  d e  deman - 

da que tem que  s e r  a b a s t e c i d o s  por  u m  c o n j u n t o  de  f a c i l i d a d e s  

ou f o r n e c e d o r e s ,  c u j a  l o c a l i z a ç ã o  e  d imens ionamen to  queremos  de - 

t e r m i n a r .  E s e j a  I = {I, ,.. a )  o  c o n j u n t o  d a s  p o s s Y v e i s  l o c a  - 

l i z a ç õ e s  d e s t e s  f o r n e c e d o r e s  s endo  K o  numero mãximo de  l o c a i s  

que queremos I oca1  i z a r .  

S e j a  c  o  c u s t o  p r o v e n i e n t e  do f a t o  da f a c i l i d a d e  i  i j 
a b a s t e c e r  o  c e n t r o  de demanda j .  Alèm d i s s o ,  s e j a  F i  o  c u s t o  

f i x o  da  i n s t a l a ç ã o  da f a c i l i d a d e  i .  

O p rob lema c o o s i s t e  p o r t a n t o  em d e t e r m i n a r  um subcon  - 

j u n t o  S C - I de  f a c i l i d a d e s ,  t a l  que I s I  2 K ,  de m a n e i r a  a  min i  -- 

m i z a r  o s  c u s t o s .  

O modelo  m a t e m á t i c o  p a r a  e s t e  p rob lema é dado  p o r :  

m i n  C 1 c i j  
' i j  + 1 F~ y i  I  j & J  i ~ 1  



i 1 ,  s e  a  f a c i l i d a d e  i  a t e n d e  o  c e n t r o  demanda j 
onde x i j  = 

0 ,  c a s o  c o n t r â r i o  

O modelo acima p e r m i t e  f o r m u l a ç õ e s  d i v e r s a s  e  e n g l o b a  

uma s é r i e  de  p rob l emas  c o n h e c i d o s  como o  d e  d e t e r m i n a ç ã o  da 

k -mediana ,  " l o c k - b o x " ,  e  em p a r t i c u l a r  o  p rob lema de l o c a l i z a  - 

ção  de  f a c i l i d a d e s  não c a p a c i t a d o .  Todos e l e s  b a s t a n t e  e s t u d a  - 

dos  e  com uma v a s t a  l i t e r a t u r a  a r e s p e i t o .  Por  exemplo :  

CORNUEJOLS e  o u t r o s  ( I O ) ,  FRANCIS e  GOLDSTETN ( 2 5 ) ,  GEOFFRION 

( 2 9 ) ,  G A L V Ã O  ( 2 6 1 ,  MATEUS e  BORNSTETN ( 4 5 ) ,  OLIVEIRA e  MATEUS 

( 4 9 ) .  

Podemos a c r e s c e n t a r  c a p a c i d a d e s  a a  c ada  f a c i l i d a d e  i 
i ~ 1  e  b  a  cada  c e n t r o  de  demanda j e J .  Fazendo x i j  

j 
c o r r e s p o n  - 

d e r  ao  f l u x o  de  i p a r a  j ,  o  novo modelo pode s e r  e s c r i t o  da s e  - 

g u i n t e  m a n e i r a :  



Yi E { O ,  11 , i s 1  ( 1 - 1 1 )  

Em ( 1 - 7 )  ga ran t imos  a r e s t r i ç ã o  r e l a t i v a  à c a p a c i d a d e  

de cada f a c i l i d a d e  i r I ,  c a s o  e s t a  f a c i l i d a d e  s e j a  s e l e c i o n a d a .  

~ a ~ b é m  a s  r e s t r i ç õ e s  ( I - 4 ) ,  no modelo a n t e r i o r ,  e s t ã o  embut idas  

em ( 1 - 7 ) .  E m  ( 1 - 8 )  e x p l i c i t a m o s  a s  r e s t r i ç õ e s  para  o  a tendimen - 

t o  dos c e n t r o s  de demanda, a n t e r i o r m e n t e  e x p r e s s a s  em ( 1 - 2 ) .  

O modelo (M2) c o r r e s p o n d e  ao problema de l o c a l i z a ç ã o  

de f a c i l i d a d e s  c a p a c i t q d o  que s e r ;  a b j e t o  de e s t u d o  n e s t e  t r a b a  - 

l h o .  E m  g e r a l ,  a r e s t r i ç ã o  ( 1 - 9 )  d i s p e n s a d a .  

De ( I - 6 ) ,  a  função  a  s e r  minimizada pode s e r  d i v i d i d a  

em c u s t o s  v a r i Z y e i s  e  f i x o s .  A p a r c e l a  v a r i à v e l  pode s e r  a c r e s  - 

c i d a  dos c u s t o s  o p e r a c i o n a i s  das  f a c i l i d a d e s  que s ã o  f u n ç õ e s  da 

dimensão ou dos f l u x o s  em cada f a c i q  i d a d e  i e I ,  f i (  L x i  j ) .  j s J  

Se a s  funções  P i ( . )  s ã o  l i n e a r e s  e n t á o  podemos e s c r e  - 

v e r  f i (  L x i j )  = t i  x i j  onde t i  é uma c o n s t a n t e  p a r a  todo  
~ E J  j c J  

i r i .  Com i s t o ,  podemos f a z e r  C i j  = c  + t i  , i r 1  , j s J  , e  r e  i j - 

e s c r e v e r  o  modelo (M2) com os  c i j  s u b s t i t u i d o s  p e l o s  C i j  , i e I ,  



j s J ,  em ( 1 - 6 ) .  E s t e  modelo ser: denominado de problema de l o c a  - 

l i z a ç ã o  de f a c i l i d a d e s  com função  c u s t o  f i x o / l i n e a r .  

Se f i ( . ) ,  ~ E I ,  é uma função  não l i n e a r ,  o  modelo ( M 2 )  

pode s e r  r e e s c r i t o  como t a l  a menos da função  o b j e t i v o  ( 1 - 6 )  e  

s e r á  a s s i m  composto: 

Explorando o  c o n c e i t o  de economia de escala,  as funções f i ( . ) s ã o ,  

em g e r a l ,  concavqs .  Neste c a s o ,  denominaremos de problema de 

l o c a l i z a ç ã o  com função  c u s t o  f i x o / c 6 n c a ~ o .  Cabe o b s e r v a r  que 

s e  f i ( - ) ,  i a I ,  s ã o  l i n e a r e s ,  temos uma função  c u s t o  côncavo.  

Mas e s t e  c a s o  é sempre t r a t a d o  a  p a r t e  como função  c u s t o  f i x o /  

l i n e a r .  

Além das  c a r a c t e r ? s t i c a s  a n t e r i o r e s ,  os  modelos de 1 0  - 
c a l i z a ç ã o  podem a i n d a  s e r  e x p r e s s o s  em d o i s  n i ' v e i s ,  ou s e j a ,  a s  

f a c i l i d a d e s  s e  l o c a l i z a m  como c e n t r o s  i n t e r m e d i â r i o s  e n t r e  os 



c e n t r o s  de produção e  de demanda. 

E m  resumo,  os  modelos de l o c a l i z a ç ã o  c o n s i s t e m  em m i  - 

n i m i z a r  uma função  côncava s u j e i t o  a  um c o n j u n t o  convexo de r e s  - 

t r i ç õ e s  l i n e a r e s .  A p r i n c i p a l  d i f i c u l d a d e  com e s s e  problema e  

que u m  m7'nimo l o c a l  não i m p l i c a  em m7nimo g l o b a l .  Por o u t r o  l a  - 

do ,  é conhec ido  que o  mynimo de uma função  côncava s o b r e  u m  con - 

j u n t o  compacto e  convexo,  sempre o c o r r e  em u m  v ê r t i c e  d e s s e  con - 

j u n t o .  I s t o  ê consequênc ia  da p r õ p r i a  d e f i n i ç ã o  de função  cÔn - 

c a v a .  Logo, u m  ponto extremo do p o l i e d r o  v i á v e l  é uma s o l u ç ã o  

pa ra  o  problema.  Uma comple ta  enumeração d e s t e s  pon tos  e x t r e  - 

mos é i rnp ra t i câve l  pa ra  m a i o r i a  dos problemas e  é um a s p e c t o  im - 

p o r t a n t e  em ~ o m b i n a t õ r i a .  P o r t a n t o ,  v a r i a s  t ê c n i c a s  tem s i d o  

d e s e n v o l v i d a s  v i s a n d o  d e t e r m i n a r  a  melhor  maneira  de enumerar  e  

s e l e c i o n a r  o s  pon tos  ex t remos  de forma que o  m i n i m o  g l o b a l  p o ç  

s a  s e r  o b t i d o .  E s t a s  t ê c n i c a s  s ã o  ge ra lmen te  de n a t u r e z a  combi - 

n a t ô r i a  e  s e  fundamentam n a  e s t r u t u r a  e s p e c i a l  de cada problema 

a n a l i s a d o .  

Os a l g o r i t m o s  s e  concent ram em t r e s  ã r e a s  b á s i c a s :  de - 

composição,  enumeração e  h e u r í s t i c a s ,  

Os a l g o r i t m o s  de decomposição seguem, em g e r a l ,  o  m é  - 

t odo  de decomposição de Benders .  Como a s  fo rmulações  do p r o b l e  - 

ma de l o c a l i z a ç ã o  envolyem v a r i á v e i s  i n t e i r a s  e  r e a i s ,  e s t e  mé - 

t o d o  s e p a r a  a p a r t e  i n t e i r a  da r e a l ,  r e s o l v e n d o  problemas meno - 

r e s  conec tados  a  u m  problema m e s t r e .  

Os a l g o r i t m o s  de enumerqção procuram s u b d i v i d i r  o  pro  - 



blema original em subproblemas menores de fâcil resolução, enu - 

merando, explicitamente ou implicitamente, todos os pontos ex - 

tremos. Os algoritmos de enumeração são basicamente do tipo se - 

paração e avaliação (Branch-and-Bound) que são têcnicas de bus - 

ca em árvore onde cada nõ da ãrvore representa um subconjunto 

de soluções viáveis, GEOFFRION e MARSTEN (31).  Um algori tmo de separação e 

aval iação fica caracterizado ao definirmos como separar o conjunto de s o I - u 

ções viáveis e como avaliar a função, determinando os limites 

inferiores e superiores. Com isto, são particularizados com o 

uso de técnicas especificas, Assim que podemos ter algorit - 

mos em que a ramificação se dâ pela fixação de variáveis intei - 

ras ou pelo desdobramento de uma uariãvel, ou arco, utilizando 

o conceito de envoltória convexa, Os limites inferiores são ge - 

ralmente obtidos com a resolução de problemas lineares por um 

método prima1 ou utilizando um mgtodo dual como a relaxação la - 

grangeana, etc. 

- 
O abjetiyo dos algoritmos heur?sticos e determinar 

boas soluções com um consumo mynimo de tempo e capacidade de me - 

moria do computador. Com essas prioridades, as heurysticas ca - 

racterizam-se pela flexibilidade e simplicidade computacional, 

Procuramos a seguir, referenciar as principais traba - 

lhos e algoritmos de decoeposição, enumeração e heuristicas v01 - 

tados para o problema de lacalização capacitado e suas particu - 

1 ari dades . 

Dentre as algoritmos de decomposição destaca-se, o 

proposto por BALINSKY (3) e GEOFFRION e GRAVES (30). Ambos uti - 



- 
lizam a decomposição de Benders, sendo que o ultimo considera 

vários produtos, implicando na resolução de vários problemas de 

transporte independentes, um para cada produto. 

Recentemente, VAN ROY ( 6 1 ) ,  motivado pelos mêtodos 

duais de BILDE e KRARUP (6), GALVÃO ( 2 6 ) ,  ERLENKOTTER (16) e 

GUIGNARD e SPIELBERG (34), para o problema de localização não 

capacitado, desenuol veu um a1 gori tmo denominado "cross 

decomposition". Isto porque os algoritmos usuais se baseiam na 

decomposição primal ou dual, o que nos leva, respectivamente, 

aos algoritmos de decomposição de Benders e aos algoritmos de 

enumeração com limites obtidos via relaxação lagrangeana. O a1 - 

goritmo de Van Roy explora simultanemante ambas as estrutupas, 

primal e dual. Porem, na pratica, os resultados obtidos são 

comparâveis aos obtidos pelos metodos de enumeração com a rela - 

xação lagrangeana. 

Os algoritmos de enumeração são na sua maioria do ti - 

po separação e avaliação (Branch-and-Bound). Para o problema 

de localização capacitado com custos operacionqis das facilida - 

des ( f i ( . ) )  lineares, destaca-se os algoritmos com fixação de 

facilidades, propostos por SE ( 5 4 1 ,  PAUIS e R A Y  (1 I), E L L W E I N  e 

GRAY (14) e AKINC e KHUMAWALA ( 1 ) .  

O algoritmo de SÂ (54) inicialmente considera todas 

as facilidades instaladas. 0s subproblemas resultantes para um 

subconjunto de facilidades abertas são resolvidos pelo algorit - 

mo "out-of-kilter". Da experiência computacional, sugere que o 

algoritmo deve ser aplicado problemas onde o numero de locais 



poss~veis para instalação de uma facilidade esteja em torno de 

25. Para problemas maiores propõe um algoritmo aproximado ba - 

seado nas heuristicas gulosas ADD e DROP detalhadas abaixo. 

ELLWEIN e GRAY (14) adicionou ao problema anterior um 

conjunto de restrições limitando o número de facilidades. Resol - 

ve os subproblemas pelo mètodo prima1 de transporte. Acrescen - 

tou podas ou testes de viabilidade-otimalidade para redução da 

árvore. Estes testes advêm do acr~scimo de restrições baseadas 

nas variáveis duais e de um limite adaptativo para o custo fi - 

xo, definido em cada n6. Consegue-se assim a exclusão de solu - 

ções não ótimas. 

AKINC e KHUMAWALA ( 1  ) estevderam para o problema de 1 0  - 

calização capacitado, o algoritmo proposto por EFROYMSON e RAY 

(12) para resoluç~o de um problema de localização pão capacita - 

do. 0s limites são obtidos pela resolução de problemas linea - 

res de transporte. Um conjunto eficiente de podas, que permL 

tem abrir ou fechar facilidades a priori, reduz substancial me^ 
te a árvore. Posteriormente apresentaremos maiores detalhes. 

Problemas com um máximo de 25 facilidades e 50 cen 

tros de demanda foram resolvidos, na maioria dos casos, com tem 

pos computacionais ipferiores a um minuto em um IBM 370/165. 

Para o problema de localização capacitado com função 

custo côncava destacam-se os algoritmos de separação e avalia - 

ção propostos por FALK e SOLANP (181 ,  SOLAND (57), FRANÇA e 

GOMES (24) e BORNSTEIN e RUST (7). 



MILLER (46) aplicou o método simplex para o caso em 

que a função objetivo pode ser descrita como a soma de um núme - 

ro de funções não-lineares de uma simples varigvel ou função se - 

parável. Este algoritmo gera uma solução para o problema origi - 

na1 linearizado. FALK e SOLAND (18) baseando, em parte, no tra - 

bal ho de Mil ler, desenvolveram um algoritmo geral para o proble - 

ma de minimizar uma função cÕncava, Usaram o conceito de "enve - 

lope convexo" para problemas não convexos c o m '  funções separá - 

veis e restrições não convexas separáveis. SOLAND (57) particu - 

larizou este algoritmo para o caso de uma função objetivo cÕnc2 

va separável, sujeito a um conjunto convexo de restrições linea - 

res, que engloba, em particular, o problema de localização capa - 

citado. Consiste em separar o problema proposto em subproble - 

mas pela aproximação linear a função côncava em cada arco. São 

subproblemas lineares de transporte, o que facilita a obtenção 

dos limites inferiores. 

FRANÇA e GOMES (24) estenderam o algoritmo anterior 

para o problema em dois niveis ou uma rede com facilidades in 

termediárias entre produtores e consumidores. Qs limites infe - 

riores são obtidos resolvendo os problemas lineares de fluxo m7 - 

nimo pelo "out-of-kilter". De forma semelhante, BORNSTEIN e 

RUST ( 7 )  estenderam este algoritmo para o caso de funções esca - 

das. 

Embora bastante estudados, a experie~cia computacio - 

na1 com os algsritmos para funções câncavas tem sido limitada. 

A prática tem se dado EI resolução de problemas com um mãximo de 

25 variãveis e 1 0 0  restrições. 



R e c e n t e m e n t e  t e m  s i d o  u t i l i z a d o  j u n t o  a o s  a l g o r i t m o s  

d e  e n u m e r a ç ã o ,  na  d e t e r m i n a ç ã o  d e  l i m i t e s  i n f e r i o r e s  p a r a  a s  

f u n ç õ e s ,  a  t é c n i c a  d e  r e l a x a ç ã o  l a g r a n g e a n a .  T o d o s  o s  a l g o r i t  - 

mos p r o p o s t o s  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o  c a p a c i t a d o ,  com 

f u n ç ã o  c u s t o  v a r i á v e l  l i n e a r  s ã o  d e  s e p a r a ç ã o  e  a v a l i a ç ã o  com 

f i x a ç ã o  d e  v a r i ã v e i s .  O p r i m e i r o  a l g o r i t m o  f o i  d e s e n v o l v i d o  

p o r  GEOFFRION e  McBRIDE ( 3 2 ) .  E s t e  t r a b a l h o  s e  d e s t a c a  p r i n c i  - 

p a l m e n t e  p e l o  a s p e c t o  t e ó r i c o ,  com e x p e r i ê n c i a  c o m p u t a c i o n a l  

b a s t a n t e  l i m i t a d a .  O u t r o  a l g o r i t m o  u t i l i z a n d o  a  r e l a x a ç ã o  l a  - 

g r a n g e a n a  f o i  p r o p o s t o  p o r  NAUSS ( 4 8 ) .  A p r e s e n t a  r e s u l t a d o s  

c o m p a r ã v e i s  ou mesmo s u p e r i o r e s  a o s  o b t i d o s  p o r  AKINC e  

K H U M A W A L A  ( 1 ) .  

P a r a  o mesmo p r o b l e m a  a n t e r i o r ,  com r e s t r i ç õ e s  a d i c i o  - 

n a i s ,  CHRISTOFIDES e BEASLEY ( 8 ) ,  o b t i v e r a m  r e s u l t a d o s  m e l h o  - 

r e s .  I s t o  p o r q u e  a d i c i o n a r a m  o u t r o s  t e s t e s  q u e  p e r m i t e m  a b r i r  

ou  f e c h a r  f a c i l i d a d e s ,  r e d u z i n d o  o  p r o b l e m a .  T e s t a r a m  b a s i c a  - 

m e n t e  o s  mesmos p r o b l e m a s  e x p e r i m e n t a d o s  p o r  N a u s s ,  q u e  s ã o  p r o  

b l e m a s  com 1 6  a  2 5  f a c i l i d a d e s  e  50 c e n t r o s  d e  demanda .  

C h r i s t o f i d e s  e  B e a s l e y  c h e g a r a m  a  t e s t a r  p r o b l e m a s  d a  o rdem d e  

( 5 0  x  5 0 ) ,  ( 3 5  x 1 0 0 )  e  ( 5 0  x 1 5 0 ) .  P a r a  o s  e x p e r i m e n t o s  em c o  - 

m u m ,  Naus c o n s u m i u ,  em m E d i a ,  1 3  s e g u n d o s  d e  t e m p o  d e  C P U  ( e x  

c l u i  t empo  d e  e n t r a d a  e  s a T d a )  em u m  IBM 3 7 0 1 1 6 8 ,  com 1 2  p r o b l e  - 

mas d e  f l u x o  s e n d o  r e s o l v i d o s  p o r  s o l u ç ã o  8 t i m a  o b t i d a ,  Enquan - 

t o  C h r i s t o f i d e s  e  B e a s l e y  c o n s u m i r a m ,  em m ê d i a ,  5 , l  s e g u n d o s  em 

um C D C  7600 ( i n c l u i n d o  t empo  d e  e n t r a d a  e  s a l d a )  com 8 , l  p r o b l e  - 

mas d e  f l u x o  r e s ~ l v i d o s  p o r  s o l u ç z o  Õt ima  s b t i d a .  

S e g u i n d o  a  mesma l i n h a  d e  ZANGWIIL ( 6 2 1 ,  q u e  p r o c u r o u  



caracterizar pontos extremos para problemas espec~ficos, FLORIAN 

e ROBILLARD (23) propuseram um algoritmo de enumeração implici - 

ta. Transformaram o problema geral de fluxos em redes em uma 

rede bipartida, não capacitada, de forma especial. Um ponto ex - 

tremo, que seja m?'nimo em u m  problema tambêm será no outro. A 

caracterystica básica destes algoritmos que os pontos extre - 

mos são discretos e explorados como "fluxos extremos", os quais 

são gerados pelos algoritmos. As aplicações se dão a problemas 

bem particulares e pequenos. 

Uma outra linha de pesquisa, onde se inclui o proble - 

ma de localização capacitado, são os algoritmos de otimização 

global por reconstrução de poliedros. Exploram o aspecto não 

linear da função objetivo, exigindo às vezes continuidade e di - 

ferenciabilidade. A idéia bgsica se encontra no trabalho de 

TUY (60) que propôs a construção de cortes (hiperplanos) para 

exclusão de partes da região viável. Tambêm propôs a partição 

da região viâvel em cones. Posteriormente, aparece HORST (38) 

que desenvolveu um algoritmo de separação e avaliação e THOAI e 

TUY ( 5 9 )  que descreve um algoritmo de minimização global para 

problemas com restrições lineares baseado r10 trabalho de TUY 

(60). Estes algoritmos foram testados para problemas com um ma 

ximo de 30 variâveis. ROSEN (53) explorou forma da função 

objetivo e com a eliminação de parte do interior do conjun 

to de soluçÕes viãveis, conseguiu resolver problemas maiores, 

porem não superior a 100 variáveis. Todavia, este algoritmo 

exige funções diferenciáveis. 

As primeiras heur?st.icas para a problema de localiza - 



ção de facilidades foram apresentadas por BAUMOL e WOLFE (5) e 

BALINSKI e MILLS (4). 

BAUMOL e WOLFE (5) trabalharam com o problema em dois 

niveis onde as facilidades são intermediárias entre os centros 

produtores e de demanda. Os custos de transporte são lineares 

e os custos operacionais das facilidades cÔncavos, porzm, sem 

custo fixo. Inicialmente somente os custos de transporte são 

considerados transformando o problema original em um problema 

de transporte onde os custos são dados pelos caminhos menos cus - 

tosos entre os produtores e consumidores. Posteriormente, a ca - 

da i teração, resolve-se um problema de transporte considerando 

os custos de transporte e custos marginais de operação das faci - 

lidades calculados sobre os fluxos obtidos na iteração anterior. 

Prossegue iterativamente atg que os fluxos se estabilizem. 

BALINSKI e MILLS ( 4 )  propuseram um algoritmo para o 

problema em um nivel com funçoes custo fi(.) lineares por par - 

tes. Resolve um problema de transporte com custos de transpor - 

te mais os custos unitãrios de operação calculados para as faci - 

lidades em sua capacidade mãxima, Obtêm-se assim um limite in - 

ferior. O limite superior obtido calculando o valor dessa so - 

lução considerando a função real. Não ê um algoritmo iterati - 

vo. 

MONTEROSSO (47) prop6s uma heuristica com custos de 

transporte lineares e custos operacionais c8ncavos com ou sem 

custo fixo, Aproxima a função côncava, iterativamente, com cus - 

tos lineares unitários, calculados sobre os fluxos obtidos na 



i t e r a ç ã o  a n t e r i o r .  O p r o c e s s o  p rossegue  a t é  que os  f l u x o s  não 

s e  a l t e r e m .  U t i l i z a  o  " o u t - o f - k i l t e r "  pa ra  s o l u ç ã o  dos p r o b l e  - 

mas de f l u x o  minimo. Visando me lhora r  a  s o l u ç ã o  a n t e r i o r ,  a p l i  - 

c a - s e ,  em uma segunda e t a p a ,  uma s u b r o t i n a  SHIFT, que uma com - 

b inação  d a s  h e u r l s t i c a s  A D D  e  D R O P .  

Apesar  dos bons r e s u l t a d o s  o b t i d o s ,  a  não o t i m a l i d a d e  

do a l g o r i t m o  pode s e r  mostrada por um pequeno con t ra -exemplo .  

Mas o  a l g o r i t m o  converge  para  u m  m7nimo l o c a l ,  uma vez que de - 

mostramos que a  função  d e c r e s c e  a  cada i t e r a ç ã o .  (Veja  Apêndi - 

c e  A ) .  

K E L L Y  e  K H U M A W A L A  ( 4 0 )  ap resen tam u m  a l g o r i t m o  pa ra  o  

problema de l o c a l i z a ç ã o  c a p a c i t a d o  com funções  côncavas  e  com 

ou sem c u s t o s  f i x o s .  É u m  a l g o r i t m o  em duas p a r t e s .  Na pr imei  - 

r a  u t i l i z a  o s  c u s t o s  de t r a n s p o r t e  mais os  c u s t o s  o p e r a c i o n a i s  

l i n e a r i z a d o s  a t r a v é s  dos c u s t o s  m a r g i n a i s  c a l c u l a d o s  i t e r a t i v a  - 

mente s o b r e  os  f l u x o s  a n t e r i o r e s ,  Na segunda p a r t e  i n t r o d u z  um 

c e n t r o  de demanda a r t i f i c i a l  D , ,  o  qua l  "compra" a  c a p a c i d a d e  

das  f a c i l i d a d e s  que poderã  s e r  n e c e s s á r i a  pa ra  a t e n d e r  a o s  cen - 

t r o s  de demanda r e a i s .  O c u s t o  u n i t a r i o  de a l o c a r  q u a l q u e r  f l u  - 

xo pa ra  D ,  o  n e g a t i y o  d a  média do c u s t o  o p e r a c i o n a l  t o t a l  d i  - 

v i d i d o  p e l o  f l u x o  t o t a l  pa ra  t o d o s  o s  c e n t r o s  de demanda r e a i s  

e  pa ra  o  c e n t r o  de demanda a r t i f i c i a l  D n ,  r e s p o n s á v e l  p e l o  equ i  - 

l y b r i o  e n t r e  o f e r t a s  e  demandas t o t a i s .  P o r t a n t o  D, compete 

com D 1  e  os demais c e n t r o s  de demanda. Os c u s t o s  pa ra  D, s ão  

u m  m i s t o  e n t r e  c u s t o  margina l  e  u n i t a r i o .  Para  os  demais a r c o s  

p rossegue  com os  c u s t o s  de t r a n s p o r t e s  mais os  c u s t o s  margi - 

n a i s .  I t e r a t i v a m e n t e ,  d e n t r o  de cond ições  e s t a b e l e c i d a s ,  procu - 



ra-se abrir ou fechar facilidades. Utiliza o método de trans - 

porte como subrotina bãsica, porém, não apresenta resultados 

computacionais. Mostramos a não otimalidade deste algoritmo 

através de um contra-exemplo. (Veja Apêndice B). De forma se - 
A 

melhante ao algoritmo de MONTEROSSO (47), e fácil demonst~ar 

que este algoritmo também converge para um m?nimo local. 

JACOBSEN (39) generalizou para o problema de localiza - 

ção capacitado, heurysticas inicialmente desenvolvidas para o 

não capacitado. Generalizou o guloso desenvolvido por KUEHN e 

HAMBURGER (41), em que a cada iteração abrimos a facilidade que 

forneça a maior economia. Esta heurystica 'foi denominada de 

ADD. A heuristica inversa anterior, desenvolvida por FELDMAN 

e outros (19), em que a cada iteração fechamos a facilidade que 

forneça a maior economia, foi denominada de DROP, ~ a m b g m  gene - 

ralizou duas outras heurlsticas que consistem na utilização a1 - 

ternada dos gulosos anteriores. Baseou-se em MANNE (44), que 

combinou ADD e DROP para o problema de localização não-capacita - 

do. Outras heuristicas foram elaboradas visando melhorar uma 

solução já conhecida, Estas outras heuristicas de localização 

alternada, denominadas de ALA, foram inicialmente desenvolvidas 

por COOPER (9) para o problema das p-medianas. Tambêm KUEHN e 

HAMBURGER (41) utilizou esta idéia na segunda etapa do seu algo - 

ritmo, a qual denominou de SHIFT, visando obter uma solução me - 

Ihor do que a obtida na primeira etapa. Conforme seja utiliza - 

da inicialmente a heurlstica ADD ou DROP teremos as heuristicas 

SHIFT ou ALA. Outra heurlstica generalizada, denominada V S M y  

foi o método de substituição de vertices, proposto por TEITZ e 

BART ( 5 8 ) ,  originalmente desenvolvido para o problema das p-me - 



d i a n a s .  Levando em c o n s i d e r a ç ã o  p r i n c i p a l m e n t e  a q u a l i d a d e  das  

s o l u ç õ e s  o b t i d a s ,  em termos  dos v a l o r e s  das  f u n ç õ e s ,  des tacamos  

a s  h e u r 7 s t i c a s  A D D  e  D R O P  s e g u i d a s  da VSM. 

No c a p T t u l o  I 1  que s e  s e g u e ,  i n t r o d u z i r e m o s  u m  conjun - 

t o  de t e s t e s  de redução  pa ra  a b r i r  e  f e c h a r  f a c i l i d a d e s .  O 

o b j e t i v o  é p r o c u r a r  f i x a r  o  maior  ncmero poss?vel  de v a r i á v e i s  

a  u m  tempo r e d u z i d o .  Para  cada uma d a s  a l t e r n a t i v a s ,  a b r i r  ou 

f e c h a r ,  ap resen tamos  d o i s  t e s t e s  r e t i r a d o s  d a  l i t e r a t u r a  e  p r g  

pomos u m  t e r c e i r o .  E s t e  c a p y t u l o  é fundamental  uma vez que s e  - 

rã e x p l o r a d o  em t o d o s  os  c a p 7 t u l o s  s u b s e q u e n t e s .  No c a p T t u l o  

111 propomos uma h e u r y s t i c a  g u l o s a  para  o  problema de l o c a  - 

l i z a ç ã o  capacitado ( P L C )  com função custo f i x o / l i n e a r .  Es ta  h e u r i s t i  - 

ca é e s t e n d i d a  pa ra  o  c a s o  de f u n ç õ e s  c u s t o  f ixo /cÔncavo ,  no ca - 

p i t u l o  IV. F ina lmen te  no c a p i t u l o  V apresentamos  u m  a l g o r i t m o  

e x a t o  t i p o  s e p a r a ç ã o  e  a v a l i a ç ã o  com a  p r o p o s t a  de d o i s  l i m i t e s  

i n f e r i o r e s  r e s u l t a n t e s  de r e l a x a ç õ e s  l a g r a n g e a n a s  d i s t i n t a s .  - A 

p e s a r  de t r a b a l h a r m o s  apenas  no nó i n i c i a l  da ã r v o r e ,  e s t a  im 

p lementação  nos p e r m i t i u  a n a l i s a r  o  comportamento da r e l a x a ç ã o  

l ag rangeana  e  do mgtodo de s u b g r a d i e n t e ,  bem como comparar  os 

r e s u l t a d o s  o b t i d o s  pa ra  o  c a s o  e x a t o  e  a q u e l e s  pa ra  a  h e u r i s t i  - 

ca g u l o s a .  

Os t r ê s  a l g o r i t m o s  foram t e s t a d o s  e  comparados u t i l i  - 

zando u m  c o n j u n t o  de problemas t e s t e s  a p r e s e n t a d o s  no Apêndice 

D em um computador Burroughs 6 7 0 0 .  



TESTES D E  R E D U Ç R O  

P e l o s  problemas de l o c a l i z a ç ã o  a p r e s e n t a d o s  a n t e r i o r  

mente,  cada f a c i l i d a d e  e s t ã  a s s o c i a d a  a  uma v a r i á v e l  i n t e i r a  

0 1 1  e  deve rá  s e r  f i x a d a  a b e r t a  ( 1 )  ou f echada  (0) .  Independente  

do enfoque s e g u i d o  pa ra  r e s o l u ç ã o  d e s s e  problema,  p r o c u r a - s e  f i  - 

x a r ,  a  p r i o r i ,  e  sempre que p o s s ? v e l ,  u m  c o n j u n t o  de f a c i l i d a  - 

des  a b e r t a s  ou f e c h a d a s .  Esse passo  i n i c i a l  compõe um c o n j u n t o  

de c o r t e s  o u  podas ao c o n j u n t o  de s o l u ç õ e s  v i á v e i s  e  denominare - 

mos por TESTES D E  R E D U Ç Ã O .  O o b j e t i v o  d e s s e s  t e s t e s  é a c e l e r a r  

a  convergênc ia  e  r e d u z i r  ao mãximo o tempo computac ional  para 

r e s o l u ç ã o  do problema p r o p o s t o .  Se rão  a p r e s e n t a d o s  em t r ê s  e t a  - 

pas :  t e s t e s  pa ra  a b r i r  uma f a c i l i d a d e ,  t e s t e s  pa ra  f e c h a r  uma 

f a c i l i d a d e  e  t e s t e s  complementares  que são  e x t e n s õ e s  a o s  t e s t e s  

a n t e r i o r e s ,  

Para a p l i c a ç ã o  d e s s e s  t e s t e s ,  a s  funções  em e s t u d a  de - 

vem s a t i s f a z e r  a p r o p r i e d a d e  de submodula r idade ,  a p r e s e n t a d a  em 

segu ida  e  u t i l i z a d a  p o s t e r i o r m e n t e .  

S e j a  o problema p ropos to  da forma:  

min z E c  + 2 f i ( z  x . . ) - t - E  F . y  i j  ' i j  i E I  i i ( 1 1 . 1 )  
~ E I  j ~ 3  j ' J  ~ E I  



x i j  2 O , y i  E { O .  11 . Vi  e V 
j 

( 1 1 . 4 )  

S e j a  X 0 c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  v i ã v e i s  x  dado por  ( 1 1 . 2 1 ,  ( 1 1 . 3 )  

e  ( 1 1 . 4 )  p a r a  um v e t o r  y d e  c o o r d e n a d a s  0 / 1 .  

Dado um c o n j u n t o  I = { I ,  2 ,  ..., m }  d e  l o c a i s  c a n d i d a  - 

t o s  à l o c a l i z a ç ã o  d e  f a c i l i d a d e s ,  d e t e r m i n a r  u m  c o n j u n t o  S C  - I  

t a l  q u e  Z r ( S )  s e j a  m i n i m a ,  o n d e  Z r ( S )  d a d a  p o r :  

S u p o n h a m o s  S  # fl 1 3 xsX , y i  = 1 , V i s S .  

S e  f i ( . )  ê uma f u n ç ã o  l i n e a r  o u  f i (  L x i j )  = t L x i j ,  e n t ã o  
j s J  i j s J  

o  c o r r e s p o n d e n t e  v a l o r  p a r a  Z , (S)  é d a d o  p o r  Z ( S ) .  

Z ( S )  = m i n  E L c i j  x i j  + L t i  L x i j +  L F i  
i s S  j s J  i e S  j s J  i ES 

Z ( S )  = m i n  L L ( c i j  + t i )  x i j  + L 
~ E S  j c J  i s S  i 

x s x  

F a z e n d o  C i j  = c i j  + t i  p a r a  t o d o  (i, j )  r e s u l t a :  

Z ( S )  = m i n  L L C i j  + Z F i  
~ E S  j s J  ' i j  

x s x  



que pode ser decomposta em: 

min 1 E Cij xij se S # fl 1 1  XEX e y i  = I,Ui&S 
isS j&J 

XEX 
W(S) = 

se S f f l 1 d x s X  

O se S = f l  

A função Z(S) ê submodular, pois uma combinação linear de fun - 

ções submodulares W ( S )  e F(S). (FISHER e outros (21). Portanto, 

Z(S), W(S) e F(S), satisfazem as seguintes propriedades: 

(a) Z(R U {k}) - Z(R) 5 Z ( S  U { k l )  - Z(S) , V R C S  - , kBS (11.7) 

(b) Z(S - {k}) - Z(S) 2 Z(R - {kl) - Z(R) , V Rcs - , ksR (11.8) 

Cabem aqui três observações: 

(i) É fâcil verificar que as propriedades (11.7) e (11.8) se 

equivalem. 

( i i )  Conforme definição acima, W(S) & o valor da função corres 

pondente a solução Õtima do problema de transporte com um 

conjunto de centros de oferta dados por S C  I - 

( i i i )  Para simplificar a notação, sempre que possivel, escreve - 



remos  Z ( S  U { k ) )  = Z ( S  U k ) .  

S e  f i ( . )  é uma f u n ç ã o  c ô n c a v a ,  a s  p r o p r i e d a d e s  ( 1 1 . 7 )  

e  ( 1 1 . 8 )  n ã o  s ã o  a t e n d i d a s  p e l a  f u n ç ã o  Z r ( S ) .  A p r o p r i e d a d e  d e  

s u b m o d u l a r i d a d e  e s t á  a s s o c i a d a  à i d é i a  d e  c o n v e x i d a d e .  S e  Z r ( S )  

é uma f u n ç ã o  contava e n t ã o  n ã o  & s u b m o d u l a r  (BABAYEV ( 2 ) ) .  

S e j a  o  c o n j u n t o  I  d e  f a c i l i d a d e s  d i v i d i d o  e n t r e  o s  

s e g u i n t e s  s u b c o n j u n t o s :  

K O  = c o n j u n t o  d a s  f a c i l i d a d e s  f i x a d a s  f e c h a d a s , y i  = O .  

I n i c i a l m e n t e  u m  c o n j u n t o  v a z i o .  

K ,  = c o n j u n t o  d a s  f a c i l i d a d e s  f i x a d a s  a b e r t a s ,  y i =  I .  

I n i c i a l m e n t e  é tambêm um c o n j u n t o  v a z i o .  

K, = c o n j u n t o  d a s  f a c i l i d a d e s  n ã o  f i x a d a s  ou l i v r e s .  

I n i c i a l m e n t e  c o n t ê m  t o d a s  a s  f a c i l i d a d e s  c a n d i d a  - 

t a s  a  l o c a l i z a ç ã o .  

P a r a  o s  s u b c o n j u n t o s  a c i m a  podemos e s t e n d e r  a s  d e f i n i  - 

ç õ e s  e f e t u a d a s  a n t e r i o r m e n t e .  S e j a  

P o r t a n t o ,  como X é o  c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  v i â v e i s  d e  ( P I ) ,  

W(K1 U K , )  e o  v a l o r  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o  d o  p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r  



t e  o n d e  o s  c e n t r o s  d e  o f e r t a  p e r t e n c e m  a o s  c o n j u n t o s  K1 e  K,. 

E s t e  p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e  s e r ã  r e f e r e n c i a d o  como T ( K 1  U  K,). 

C o n s e q u e n t e m e n t e ,  

Z ( K 1  U K,) = m i n  Z E c i j  x i j  + C F i  
SC(K1 U I(,) i c S  j c J  - i E S  

x & X  ( 1 1 . 1 0 )  

O m7n imo da  f u n ç ã o  o c o r r e  p a r a  um s u b c o n j u n t o  s C ( K ~  - U ~ , ) e  d e v e  

s e r  t a l  q u e  S 3 K 1 .  

I n i c i a l m e n t e  s e r ã o  a p r e s e n t a d o s  o s  t e s t e s  d e  r e d u ç ã o  

p a r a  o  PLC com f u n ç õ e s  c u s t o  v a r i ã v e l  d e  a r m a z e n a m e n t o  l i n e a r  e  

c u s t o  f i x o .  P o s t e r i o r m e n t e ,  e s t e n d e r e m o s  a   aplicação d e s s e s  

t e s t e s  p a r a  o  PLC com f u n ç õ e s  c u s t o  v a r i ã v e l  c ô n c a v o .  

1 .  TESTES PARA ABRIR UMA FACIL IDADE 

P a r a  t o d o  ~ E K ,  f a ç a  

ni é a  v a r i a ç ã o  n o s  c u s t o s  v a r i á v e i s  d o  p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e  

T ( K 1  U K,) a o  d e s a t i v a r  a  f a c i l i d a d e  i. P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  K o ,  

K i ,  K2 , podemos a f i r m a r  q u e  (K,  U K,) e um c o n j u n t o  n ã o  c r e s c e f i  

t e  em n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s .  E como W(S) é s u b m o d u l a r ,  e n t ã o  p g  

l a  p r o p r i e d a d e  ( I I . 8 ) ,  Ai é n ã o  d e c r e s c e n t e .  Com i s t o ,  A i  é a  

e c o n o m i a  m i n i m a  o b t i d a ,  com r e l a ç ã o  a o s  c u s t o s  v a r i ã v e i s ,  ao  

a b r i r  a  f a c i l i d a d e  i. A i n d a  m a i s ,  s e  e s t a  e c o n o m i a  m í n i m a  f o r  



s u p e r i o r  ao c u s t o  f i x o  d e s s a  f a c i l i d a d e  e n t ã o  podemos f i x á - l a  

a b e r t a .  

T E O R E M A  1 , I Se n i  2 F e n t ã o  a  facilidade i é fixada aberta,  i s t o  é, 
i  

y i  = 1 .  

Demonstração: s e j a  A i  = W ( K 1  U K, - i )  - W ( K 1  U K,) e  

Âi = Z ( K x  U K, - i )  - Z ( K 1  U K,) 

onde os v a l o r e s  de W(.) e  Z(.) s ã o  dados por  ( 1 1 . 9 )  e  ( 1 1 . 1 0 )  e  

Âi é a  v a r i a ç ã o  r e a l  da função  o b j e t i v o  ao d e s a t i v a r  a  f a c i l i d a  - 
* 

de i .  Mostraremos que s e  A i  2 F i  e n t ã o  A i  > O e  não d e c r e s c e n  - 

t e .  P o r t a n t o  podemos f i x a r  i  a b e r t a ,  p o i s ,  c a s o  c o n t r á r i o  pode - 

remos t e r  u m  ac résc imo  no c u s t o  t o t a l  do s i s t e m a .  

E f á c i l  m o s t r a r  que a  função  W(,)  e não c r e s c e n t e ,  l ogo  Ai 2 0 .  

Suponhamos Ai > O .  Nesse c a s o  podemos a f i r m a r  que a  f a c i l i d a d e  

i  e s t á  em a t i v i d a d e  ao r e 4 o l v e r  o  problema d e  t r a n s p o r t e  

T ( K ,  U K , ) ,  ou ~ E S  C - ( K ,  U K,) t a l  que W(S) é mínimo. Ao r e t i  - 

r a r  i  de ( K i  U K , )  e  r e s o l v e r  T ( K p  U K, - i )  duas c o i s a s  podem 

o c o r r e r :  

( i )  Toda demanda a t e n d i d a  por  i  em T(KL U K,) s e r ã  a b s o r v i d a  

p e l o s  e l emen tos  a t i v o s  em T ( K l  U K , ) .  Logo, a  v a r i a ç ã o  na 

função  r e a l  é dada p o r :  



( i  i ) A demanda a t e n d i d a  p o r  i em T ( K 1  U K,) será absorv ida pe los  e l e  - 

m e n t o s  n ã o  a t i v o s  em T(KI  U K,). S e j a  I s l ,  s,, ..., s s l  

e s t e  c o n j u n t o  d e  f a c i l i d a d e s  n ã o  a t i v a s  em T(K,  U  K,) e  

a t i v a d a s  em T (K l  U  K, - i ) .  L o g o ,  a  v a r i a ç ã o  n a  f u n ç ã o  

r e a l  5 d a d a  p o r :  

Se A i  2  Fi e  uma v e z  q u e  F s  , ..., 
F S  

2  O e n t ã o  Z(KIU K,) 2 
1 S 

Z(KI U K2 - i )  o u  Âi 2  O .  P a r a  c o m p l e t a r  e s t a  s e g u n d a  p a r  - 

t e  é n e c e s s ã r i o  m o s t r a r  que  com a  r e t i r a d a  d e  i e  com a 

a t i v a ç ã o  d e  n o v o s  e l e m e n t o s  n ã o  i m p l i c a  n a  d e s a t i v a ç ã o  d e  

q u a l q u e r  f a c i l i d a d e  em T ( K 2  U  K,). 

- S e j a  r E ( K 1  U K,) a t i v o  em T(KI U  K,) e n t ã o  Ar - 

= W(Kl U K, - r )  - W(K1 U K,) 2  O .  P e l a  s u b m o d u l a r i d a d e  

d e  W( . )  t e m o s  q u e  A i  = W(KI U K2 - i - F ) - W ( K ~ U K ,  - i )  2  

> W(K1 U  K, - i ) .  E n t ã o  r i O => W(Kl U  K, - i - r )  = 2 n  - r 
n ã o  s e r ã  d e s a t i v a d o .  

Se A i  = O e n t ã o  A i  2  F i m p l i c a  Fi = A i  = O .  L o g o ,  d e  f o r m a  s e  i - 
* 

m e l h a n t e  t e r e m o s  Z ( K 1  U K,) 2 Z ( K 1  U K, - i )  o u  A i  2 O .  P o r t a n  - 
* 

t o  s e  A i  2  F e n t ã o  A j  2  O .  P e l a  s u b m o d u l a r i d a d e  d e  Z ( . )  e  c o  i - 

mo (KI U K,) ê um c o n j u n t o  n ã o  c r e s c e n t e  e n t ã o  podemos a f i r m a r  
* 

q u e  A i  n ã o  d e c r e s c e n t e .  A e c o n o m i a  myn ima  em a b r i r  a f a c i l i  - 
* 

d a d e  i é n ã o  n e g a t i v a ,  A i  2  0 ,  podemos a b r i r  i. Q 



E x e c u t a r  e s t e  t e s t e  pa ra  todo  i&K2 e x i g e  a  r e s o l u ç ã o  

de I K ~  1 + 1 problemas de t r a n s p o r t e  podendo consumir  u m  tempo 

computacional  e x p r e s s i v o .  Da7 s e r  n e c e s s á r i o  r e s t r i n g i r  a  sua 

u t i l i z a ç ã o  r e p e t i d a m e n t e .  ELLWEIN ( 1 3 )  u t i l i z a  e s t e  t e s t e  apg  

nas no p r i m e i r o  nõ do seu a l g o r i t m o  de enumeração. Por o u t r o  

l a d o ,  uma vez que Ai é não d e c r e s c e n t e ,  a s  chances  de f i x a r  a  

f a c i l i d a d e  i  a b e r t a  são  c r e s c e n t e s .  

U m  p r o c e s s o  a l t e r n a t i v o  pa ra  o  t e s t e  a n t e r i o r  é d e t e r  - 

minar u m  l i m i t e  i n f e r i o r  pa ra  A i ,  f a c i l m e n t e  c a l c u l a d o .  Acarre  - 

t a r i a  em uma perda  no poder  de poda d e s s e  t e s t e ,  porêm g a n h a r i a  

em simpl i c i d a d e  computacional  . AKINC e  K H U M A W A L A  ( 1  ) propuse  - 

ram um l i m i t e  i n f e r i o r  pa ra  A i  onde nenhum problema de t r a n s p o r  

t e  é r e s o l v i d o .  Denominaremo-10 de Ãi ,  de forma que :  

- 
s e  Ai 2 A i  2 F i  isK, e n t ã o  y i  = 1 .  

P o s t e r i o r m e n t e ,  proporemos u m  o u t r o  l i m i t e  i n f e r i o r ,  , q u e y  

a p e s a r  de s u p e r i o r  ao a n t e r i o r ,  e x i g e  a r e s o l u ç ã o  de um p r o b l e  - 

ma de t r a n s p o r t e .  

d 

O 1 i m i t e  p r o p o s t o  por  AKINC e  K H U M A W A L A  ( 1 1 ,  A i ,  e  

c a l c u l a d o  de forma semelhan te  a  A i  r e l a x a n d o  a s  r e s t r i ç õ e s  de 

capac idade  d a s  f a c i l i d a d e s  em ( K $  U K , )  a menos de i .  Cor res  - 

ponde em a d i c i o n a r  pa ra  cada  f a c i l i d a d e  em ( K I  U K, i )  uma ou - 

t r a  a r t i f i c i a l  com c a p a c i d a d e  i n f i n i t a .  Chamando de R e s t e  con - 

j u n t o  de f a c i l i d a d e s  a r t i f i c i a i s  r e s u l t a :  



Pela propriedade (11.8) podemos afirmar que Ã i  g um limite infe - 

rior: 

Calcular ã i  em (11.12) consiste em resolver os problemas de 
- 

transporte T(Kl U K2 - i U R )  e T(K1 U K, U R). O primeiro e 

semelhante a um problema não capacitado, e solução dada por: 

(bj , se Cij = min {Cgj} 
R E (Ki U K2 - i )  

Xij = I 0, caso contrário 
Para o segundo, T(K1 U K, U R ) ,  entra a facilidade i, juntamen - 

te com a restrição L x i j  2 a i' no problema anterior. Com 
~ E J  

isso, os decr~scimoi de custos, por centro de demanda j, são da - 

dos por: 

Consequentemente, 

B i  = max n i j x r  1 ~ ; ~ < . a ~ }  
ij jEJ O<~;~'bj ~ E J  

que é um problema da mochila resolvido por inspeção. Ainda 

mais, não 6 necessário resolver qualquer problema de transpor - 

te. 

Este teste de redução apesar de sua simplicidade com 



putacional perde em poder de poda. Nosso próximo passo é apre - 
D sentar um novo limite inferior a A i ,  Ai, que não seja inferior 

a E i  e resolvendo apenas um problema de transporte. 

De ( I I . 1 1 ) ,  A i  = W(K, U K, - i )  - W(K, U K,). Resol - 

vendo o problema T(K1 U K,) obtemos o valor minimo W(KI U K,). 

Aproximando inferiormente o valor de W(K1 U K, - i), podemos ca - 

racterizar um limite inferior para Ai. Uma solução dual viável 
d 

para o problema T(Ks U K, - i )  e um li'mite inferior para 

W(K1 U K, - i) e portanto implica em um limite inferior para 

Ai. 

Seja o problema T(KI U K,). Associando as variáveis 
- 

duais uR, R E (Ki U K,) e vj, jrJ, respectivamente as restri - 

ções de oferta e demanda, temos os problemas prima1 e dual: 

Dual 

min C L 'Rj X R j  max C atua. + L b. v 
R E ( K ~  U K2) ~ E J  U K2) ~ E J  J j 

C x 2 b , j&J 
R ~ K ,  u K,) 'j j 

* * 
Seja x = (xRj) , &(K1 U K,) e j&J, a S O I U Ç ~ O  ótima prima1 e 
* * 

u O , R &(K1 U K2 ) e vj L O , j&J, a correspondente solução 
R - 

ótima dual . Logo, 



R e t i r a n d o  a  f a c i l i d a d e  i s K , ,  o  p r o b l e m a  d u a l  d e  T ( K I U  K, - i )  

c o r r e s p o n d e  a o  d u a l  d e  T(K1 U K , )  a  menos d a s  r e s t r i ç õ e s :  

Logo ,  uma s o l u ç ã o  d u a l  v i a v e l  p a r a  T(K& U K, - i )  o b t i d a  f a z e n  - 

d o :  

O u ,  m a i s  e s p e c i f i c a m e n t e  

* 
v; = m i n  { C L j  - u e l  , jsJ 

~ d K 5  U K, - i )  

* * 
A i n d a  m a i s ,  v; 2 v j  p a r a  t o d o  j s J  t a l  q u e  x i j  # O 

* * 
V! = v p a r a  t o d o  j a J  t a l  q u e  x i  = O 

j 

q u e  p o d e  s e r  m o s t r a d o  p e l a  a p l i c a ç ã o  do  t e o r e m a  d e  c o m p l e m e n t a  - 

r i d a d e  d a s  f o l g a s .  

E s t a  s o l u ç ã o  f o r n e c e  u m  1  i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  W ( K ~  U K, - i )  i g u a l  



D 
Defin indo o  novo  l i m i t e  i n f e r i o r  pa ra  ni como h i ,  r e s u l t a  de 

( 1 1 . 1 3 )  e  ( 1 1 . 1 5 ) :  

* D * 
Como x i  5 b e A .  u m  l imite infer ior ,  podemos subs t i tu i r  b .  por x 

j 1 J i  j 

* 
'i j 

# 0 ,  uma v a r i á v e l  b á s i c a ,  e n t ã o  p e l o  teorema de complementa - 
* * * * 

r i d a d e  das f o l g a s  u i  + v j  - C i j  = O  ou v = C i j -  
j 

u i .  Levan 

do e s s e  v a l o r  em ( 1 1 . 1 6 ) :  



* * 
A ~ = E  * (V; - C..) xij + u 

I J  ( E  * x i j - a i )  jrJ lxi j#O i j r ~ l x ~ ~ f 0  

Novamente, pelo teorema de complementaridade das folgas, a se - 

gunda parcela do lado direito e nula. Resulta: 

onde 

Podemos mostrar que as variáveis duais u i ,  além de 

não positivas, são não crescentes ã medida que retiramos as fa - 

cilidades em (K1 U K Z ) ,  (ERLENKOTTER (15)). Isto faz com que 

o valor torne cada vez ~ a i o r .  i 

A superioridade de A! sobre ai é mostrada pelos tes - 

tes computacionais apresentados posteriormente. Em todos os re - 
D - sultados temos Ai > Ai e aproximando bastante a Ai. Porém, ca 

beria demonstrar se isto sempre acontece. 

U Uma outra maneira para caracterizar Ai em (11.17) é 

utilizar a interpretação economica do problema dual. Seja 

(-ui) = O preço unitário do produto na facilidade i 

(vj) = O preço unitário do produto apÕs entrega em j. 

Reescrevendo as restrições duais como v 2 C - u i ,  podemos in j i j - 

terpretá-Ias da seguinte forma: o custo de fornecer mais uma 

unidade a j deve ser inferior ao custo da unidade em i mais o 



c u s t o  de t r a n s p o r t e  de  i p a r a  j .  Na s o l u ç ã o  ó t i m a  a t i n g i m o s  o  

e q u i l i b r i o ,  de  forma q u e ,  p a r a  t o d a  v a r i á v e l  b á s i c a  x i j  temos 

v j  = C i j  - U i '  

A o r e t i r a r - s e a f a c i l i d a d e  i  em T ( K I U K , ) ,  o  f l u x o  que 

s a i  de i p a r a  j deve  s e r  t r a n s f e r i d o  p a r a  a s  o u t r a s  f a c i l i d a d e s  

r e m a n e s c e n t e s .  Supondo s u a s  c a p a c i d a d e s  r e l a x a d a s ,  e  como 
* 

u 2 O é não c r e s c e n t e ,  o  f l u x o  de i p a r a  j ,  i x i j ,  s e r á  t r a n s f e  - 

r i d o  p a r a  uma f a c i l i d a d e  k~ ( K x  U K, - i )  t a l  que  o  novo c u s t o  

da u n i d a d e  em j ,  v '  s e j a  o  menor p o s s ? v e l ,  ou :  J '  

* * 
p a r a  o s  demais  ~ E J  t a i s  que x i j  = O temos v '  = v 

j j * 
R e p e t i n d o  o  

* 
p r o c e s s o  p a r a  t o d o  j t a l  que x i j  & O ,  o l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  

W ( K 1  U K, - i )  dado  p o r :  

que  c o r r e s p o n d e  a o  l i m i t e  a n t e r i o r ,  ( 1 1 . 1 5 ) .  

2. T E S T E S  P A R A  F E C H A R  UMA F A C I L I D A D E  

P a r a  t o d o  i&K2 f a ç a  



ni é a variação nos custos variáveis do problema de transporte 

T(K1) ao ativar a facilidade i.  Pela definição, o conjunto K1, 

inicialmente vazio, é crescente etx número de elementos. E como W (  .) é uma 
- 

função submodulir, então pela propriedade ( I . )  Qi e não crescente. 

Com isto, Oi é a economia máxima obtida, com relação aos custos 

variãveis, ao abrir a facilidade i.  Ainda mais, se esta econo - 

mia máxima for inferior ao custo fixo dessa facilidade então po - 

demos fixá-la fechada. 

Cabe observar que este teste somente ê aplicável após 

atingirmos a viabilidade primal, c ai 2 L b 
i&K1 j €3  j '  

TEOREMA 2.1. Se 52. < F então a facilidade i ê fixada fechada, 
I i 

isto é ,  y i  = O. 

Demonstração: Seja ai = W(K1) - W(K1 U i )  e 

si; = Z(K1) - Z(KI U i )  

onde as funções W(.) e Z ( . )  são dadas, de forma semelhante, por 
* 

(11.9) e (II.10), respectivamente, e Q i  é a variação real na 

função objetivo ao ativar a facilidade i .  Mostraremos que se 
* 

$2. 5 F então Qi < O e não crescente. Logo, podemos fechar a 
1 i 

facilidade i, pois, caso contrãrio, poderemos ter um acréscimo 

no custo total do sistema. 

Como W ( . )  é não crescente logo Ri 2 0. 

Seja ni > O. Então a facilidade i esta em atividade ao resol - 

ver o problema de transporte T(K1 Ui), ou i s S C  - (KIU i )  tal que 



W(S) é minimo. P o r t a n t o ,  ao  a d i c i o n a r  i  a K 1  temos que 

Z ( K I )  - R i  + Fi = Z ( K I U i ) .  Se  R i  r F i  e n t ã o  Z ( K I )  2 ~ ( K I  U i )  
* 

O U  R i  2 O .  

S e j a  R i  = O .  E n t ã o  i n d e p e n d e n t e  do e s t a d o  da f a c i l i d a d e  i ,  s e  
* 

R i  = O 5 F r e s u l t a  Z ( K i l )  5 Z ( K 1  U i )  ou R i  r O .  i  

Mos t ra remos  a  s e g u i r  que  ao a t i v a r  i nenhum e l e m e n t o  k~ K1 s e r á  
* 

d e s a t i v a d o ,  g a r a n t i n d o  o  r e s u l t a d o  a c i m a ,  R i  5 O .  Por  a b s u r d o ,  

suponha  que  k E K ,  ê d e s a t i v a d o  ao  a t i v a r  i .  E n t ã o ,  

R k  = W ( K 1  U i  - k )  - W ( K i U i )  = 0 .  

P e l a  s u b m o d u l a r i d a d e  de w ( . ) ,  ( I I . 8 ) ,  

P o r t a n t o  A k  5 O 2 F p e l o  t eo r ema  ( 1 . 1 ) ,  a  f a c i l i d a d e  i i '  não 

f o i  a b e r t a  a n t e r i o r m e n t e .  Logo k não s e r ã  d e s a t i v a d o .  

* 
Se R i  2 F e n t ã o  R i  2 O .  Pela submodularidade de Z ( . )  e  como K ,  é um i  

* - 
conjunto crescente em número de elementos então podemos afirmar que R. e  não 

1 - 
c r e s c e n t e .  A economia  mãxima em a b r i r  uma f a c i l i d a d e  i  e  não 

* 
p o s i t i v a ,  R .  I 0 ,  podemos f e c h a r  i .  

1 
e 

E s t e  t e s t e  como o  a n t e r i o r  e x i g e  .a  r e s o l u ç ã o  de  

I K, I + I p r o b l e m a s  de  t r a n s p o r t e  com u m  consumo e l e v a d o  d e  tem - 

po c o m p u t a c i o n a l .  



~ a m b ê m  aqui, o processo alternativo determinar um 

limite superior para ai, diminuindo a capacidade de poda, pg 

rém, ganhando em simplicidade computacional. AKINC e KHUMAWALA 

( I )  propuseram um limite superior para Qi onde apenas um proble - 

ma de transporte é resolvido. Denominaremo-10 d i ,  de forma 

que : 

- 
se ni 5 " ri , E , entáo y i  = 0 .  i 

Posteriormente proporemos uma pequena alteração no 

c ~ l c u l o  do limite anterior visando obter um limite mais justo, 

De (11.181, ai = W(K,) - W(Ki U i). Resolvendo o prg 

blema T(KI) e relaxando T(KiUi) obtemos um limite superior Ri 
para Ri. 

Seja o problema de transporte T(K1): 

W(Ks) = min L "~j x aj 
R E K ~  ~ E J  

x 2 a,, L E K ~  (ue) 
jsJ A j 

* * 
Seja a solução Ótima prima1 x = (xQj) , ~ E K ,  ,joJ e 

* * 
corresponde solução dual uC , REK, e vj , ~ E J .  Portanto o v a  - 



lor minimo para função objetivo em T(Kl): 

* * 
W(Kl) = L a R u R +  L b. v 

R E K ~  jsJ J j 

Seja o problema T(K1 Ui): 

W(K2Ui) = min r C C  x 
R j  Rj (11.24) RE(KI U i )  js3 

Um limite inferior para W(K1 U i )  ê dado pelo Lagran - 

geano L(KI U i), relaxando as restrições (11.26) e (11.27) e uti - 

lizando a solução dual para T ( K , )  como multiplicadores: 



Levando ( 1 1 . 2 3 )  em ( 1 1 . 2 9 )  r e s u l t a :  

* * 
L ( K 1  U i )  = w ( K 1 . 1  + min { L  L ( C R j  - u R - v . ) x  + 

06xRj6b R&Kl  ~ E J  J R j  
j 

R E ( K ~  U i )  
* 

+ L ( C i j  - v . )  X. . I  
j c  J  J 1J 

s u j e i t o  a  L  x i j  < a  
j E J  i  ' 

P e l a  o t i m a l i d a d e  da  s o l u ç ã o  dua l  em T ( K 8 )  temos que 
* * 

( C e j  - ua. - v .  ) h O para todo ( R ,  j ) ,  R E K ~ ,  j d .  Portanto podemos fazer  
J 

x  = O p a r a  R E K ~  e  ~ E J ,  na e x p r e s s ã o  ac ima :  
R j 

* 
L ( K ,  U i )  = W(K,) + m i n  i L  ( C i j  - v . )  x i j  I 

06xi j 6 b j  j a J  J 

C x  < a . }  
~ E J  i j  1 

S u b s t i t u i n d o  W ( K I  U i )  p o r  L ( K 1  U i )  em n i  r e s u l t a  S i :  



Problema semelhante ao anterior para o cálculo de ái, portanto 

de fácil resolução e exigindo o cãlculo de apenas um problema 

de transporte. 

Nosso prÔximo passo é apresentar um limite superior a 

ni, porém, que não seja superior a i7 i' Isso pode ser obtido 

através de uma interpretação semelhante ã apresentada para o 
D D 

cálculo de A i .  Este novo limite, que denominaremos de ai, uti - 
- 

liza além das variáveis duais do problema T(Ka) a solução otima 
* * 

prima1 x = (xRj) , E , jaJ. 

De forma semelhante, uma solução dual viável para o 

problema T(KIUi) fornece um limite inferior para W ( K ~  U i). E 

da resolução do problema T(K1) resulta W(KI). Levando em (11.18) 

temos um limite superior para ni. 

* * * 
Da resolução de T(K1) temos x , u , v e W(K3) dado 

por (11.23). 

Adicionar a facilidade i corresponde em acrescentar 

ao problema dual de T(KI) as restrições u i  + v 5 Cij, j 
para to - 

do j&J. 

Uma solução dual viável para T(K& U i )  obtida fazen - 

do: 

v' = min {Cij , vjl , j&J 
j 



Es ta  s o l u ç ã o  f o r n e c e  um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  W ( K ~  U i )  dado por :  

D 
Levando ( 1 1 . 2 3 )  e  ( 1 1 . 3 1 )  em ( 1 1 . 8 )  r e s u l t a  R i  

i g u a l  a :  

* 
Como Q: u m  l i m i t e  s u p e r i o r  e  C x 2 b , j s J  e n t ã o  pode 

R j j - 
R E K ~  

mos f a z e r :  

S u b s t i t u i n d o  v ' .  
j 

* * * ,p = I I x ( v j  - min { c i j  , v j } )  
R E K ~  ~ E J  2 j 



- 
S e j a  i uma s o l u ç ã o  pr imal  6 t ima em T ( K ,  U i )  e  Ü e  v 

s o l u ç ã o  dual  c o r r e s p o n d e n t e .  Então p e l o  teorema de complementa 
- 

r i d a d e  das  f o l g a s  temos ( C i j  - Ü i  - v j )  X i j  = O pa ra  t o d o  p a r  

i  j E .  Fixando Ü i  = O e n t ã o  ( C i j  - V.) X i j  = O .  C o m  i s  
J - 

t o ,  podemos r e t i r a r  a s  s e g u i n t e s  c o n c l u s õ e s :  

- 
'i j 

L O s e  ( C  - 7 . )  = O e  p o r t a n t o  Y 
= C i j  i  j J j 

- - 
'i j = O s e  ( C i j  - V . )  L O e  p o r t a n t o  i < C 

J j i  j 

Pe la  mesma r a z ã o  em ( I I . 3 0 ) ,  r e s u l t a  de ( 1 1 . 3 3 ) :  

- 
- C i j  í V 

* * 
'i j 2 O e n t ã o V  - 

j 
=> max ( 0 ,  v - C . . )  L O 

j j J J  

- * * 
'i j 

= O e n t ã o  i í C L V i  j j => max ( 0 ,  v - C. . )  = O 
j j 1 J 

* 
A p a r c e l a  max ( 0 ,  v - C i j )  poder5 s e r  p o s i t i v a  somente s e  

x i j  2 O ,  c a so  c o n t r á r i o  s e r á  n u l a .  Ainda m a i s ,  como x é uma s o  - 

l u ç ã o  pr imal  e n t ã o  deve s a t i s f a z e r  a s  r e s t r i ç õ e s  de o f e r t a ,  

E X i j  < a i .  ~ E J  E e s t e  s o m a t õ r i o  6 a  q u a n t i d a d e  de f l u x o  que s a i  

a e  i  p a r a  todo  ~ E J  e  que a n t e r i o r m e n t e ,  em T(K1) ,  s a í a  dos de - 

mais e l emen tos  R E K ~ .  

D - Considerando que Q i  e u m  l i m i t e  s u p e r i o r ,  de ( 1 1 . 3 2 )  
* * 

e  das  c o n c l u s õ e s  ac ima ,  podemos d e t e r m i n a r  um f l u x o  x  < x 
R j R j  ' 

C 

R E K ~ ,  ~ E J ,  t a l  que Q q  s e j a  máximo. Essa nova v a r i á v e l  x r e  R j  - 

p r e s e n t a r ã  o  f l u x o  que s a í a  de R para  j em T(K1) e  que poderá 

s a i r  de i pa ra  j em T ( K 1  U i ) .  Uma vez que a  c a p a c i d a d e  da f a c i  
- 

l i d a d e  i  é l i m i t a d a ,  f a z - s e  n e c e s s á r i o  e s t a b e l e c e r  r: E xQjSa 
R E K ~  ~ E J  i' 



Levando e s s e s  r e s u l t a d o s  em ( 1 1 . 3 2 )  r e s u l t a :  

D - * " = max C C x 
R j  max ( 0 ,  V j - C .  I J  . )  R E K ~  j & J  

* 
Como 2 2 x Q j ,  

R j 
somen te  i n t e r e s s a  o s  a r c o s  b ã s i c o s ,  t a i s  que 

* 
x # O ,  em T ( K 1 ) .  E u m  p rob lema da moch i l a  s e m e l h a n t e  a o  a n t e  

R j - 

r i o r ,  o n d e ,  a l em  d a s  v a r i ã v e i s  d u a i s  do p rob lema d e  t r a n s p o r t e  

T ( K 1 ) ,  tambem u t i l i z a m o s  a s  s u a s  v a r i ã v e i s  b â s i c a s  p r i m a i s .  

D De fo rma  s e m e l h a n t e  a s  c o n c l u s õ e s  p a r a  A i ,  podemos 

m o s t r a r  que a s  v a r i ã v e i s  d u a i s  v a l em  de  não n e g a t i v a s ,  s ã o  
j ' 

também não c r e s c e n t e s  medida que a d i c i o n a m o s  f a c i l i d a d e s  em 

t o r n e  Ki ( E R L E N K O T T E R  ( 1 5 ) ) .  I s t o  f a z  com que  Pi  c ada  

vez  menor ,  aumentando  a  p o s s i b i l i d a d e  de  v i r  a  f e c h a r  a  f a c i  - 

l i d a d e  i a  c ada  p a s s o .  

O m e l h o r  desempenho de  O: com r e l a ç ã o  a  ò i  também s e  - 
rã m o s t r a d o  p e l o s  t e s t e s  c o m p u t a c i o n a i s .  E m  t o d o s  o s  r e s u l t a  - 

D - dos  temos R i  2 i2 e ,  em m u i t o s  c a s o s ,  i g u a l  a  a i .  Mas, c a b e r á  i  
d e m o n s t r a r  s e  i s t o  sempre  a c o n t e c e ,  

Da mesma m a n e i r a  a o  e l a b o r a d o  a n t e r i o r m e n t e ,  a: pode 

s e r  c a r a c t e r i z a d o  u t i l i z a n d o  a  i n t e r p r e t a ç ã o  econômica  do p r o  - 

blema d u a l .  Como v j  ê não c r e s c e n t e  ao  a c r e s c e n t a r  uma f a c i l i  - 

dade  i ,  o  p r e ç o  do p r o d u t o  no d e s t i n o  j é não c r e s c e n t e .  Conse - 



quentemente, uma estimativa, por cima, do custo unitário de 
* 

transferir o fluxo x f O ,  de uma facilidade R E K ~ ,  para a nova 
R j * 

facilidade i, é dado por v' = v 
j j' 

E portanto, a variação no 
* 

custo, correspondente a x é dado por: 
R j 

* * 
max ( 0 ,  vj - c - . )  x 

I J  Rj 

Lembrando que a capacidade da facilidade i é limitada em a i ,  a 

soma máxima de todas as variações no custo, nos fornece um limi - 
D te superior para Sii, ai, que equivale a (11.32). 

3. TESTES COMPLEMENTARES 

Esta etapa consiste em explorar ainda mais os testes 

anteriores, aproveitando ao mãximo as informações e cálculos jã 

efetuados. Esta analise poderá implicar em abrir ou fechar uma 

facilidade, mesmo em casos em que os testes anteriores falharam. 

Ou, ainda, forçar a definição de algumas delas, 

Para os algoritmos de enumeração podemos utilizar as 

informações dos testes anteriores com o objetivo de definir pe 

nalidades que implicarão em fechar ou abrir facilidades. Estas 

penalidades estão amarradas as definições dos limites inferi0 - 

res e superiores e restrições tais como o numero mãximo e míni - 

mo de facilidades a serem abertas, Serão analisadas para o a1 - 

goritmo de enumeração apresentado no capTtulo (V). 



Out ros  t e s t e s  foram d e s e n v o l v i d o s ,  porem, d e v i d o  ao 

ba ixo  desempenho, obse rvado  na p r á t i c a  e  a p r e s e n t a d o  nos  r e s u l  - 

t a d o s  dos c a p T t u l o s  s e g u i n t e s ,  d i spensamos  u m  t r a t a m e n t o  formal 

e  passamos à d e s c r e v ê - l o s  no Apêndice C .  

A e f i c i ê n c i a  d e s s e s  t e s t e s  e s t a  in t imamente  r e l a c i o n a  - 

da à s  c a p a c i d a d e s  das  f a c i l i d a d e s ,  a  ~ E I ,  e  aos  c u s t o s  f i x a s ,  i '  
F i ,  ~ E I .  Assim é q u e ,  pa ra  f a c i l i d a d e s  com c a p a c i d a d e s  e l e v a  - 

das  e  c u s t o s  f i x o s  pequenos ,  os  t e s t e s  de redução  aproximados 

fornecem v a l o r e s ,  na m a i o r i a  das  v e z e s ,  i g u a i s  aos  o b t i d o s  pg 

1 0 s  t e s t e s  e x a t o s .  E leva - se  com i s s o  o  poder  de poda dos  t e s  - 

t e s  aproximados .  Ao passo  que ,  s e  a s  c a p a c i d a d e s  d a s  f a c i l i d a  - 

des s ã o  pequenas e  os  c u s t o s  f i x o s  e l e v a d o s ,  temos u m  d i s t a n c i a  - 

mento e n t r e  o s  t e s t e s  e x a t o s  e  o s  aproximados ,  d iminu indo  o  pg 

d e r  de poda dos aproximados .  

- 
Todos e s t e s  t e s t e s  são  dependen tes  de K S  e  K , .  A me 

d i d a  que e s t e s  c o n j u n t o s  sofrem a l t e r a ç õ e s ,  consequênc ia  da 

a p l i c a ç ã o  de algum c ~ l c u l o , t o d o s  o s  demais t e s t e s  devem s e r  exe - 

c u t a d o s  novamente.  São u t i l i z a d o s  de maneira  c ? c l i c a  a t e  que 

nenhuma a l t e r a ç ã o  o c o r r a  nos c o n j u n t o s  K J  e  K , .  

F i n a l m e n t e ,  cabe  r e s s a l t a r  q u e ,  quase  t o d o s  e s t e s  t e s  - 

t e s  podem s e r  expand idos  para  o  problema em d o i s  n i v e i s  de d i s  - 

t r i  b u  i  ção ,  ou se j a ,  centros de produção-faci 1  idades-centros de demanda. 



U M  ALGORITMO GULOSO PARA FUNÇÃO CUSTO FIXO/LINEAR 

O p r o b l e m a  p r o p o s t o .  é d a  f o r m a :  

S e j a  f i ( . )  uma f u n ç ã o  l i n e a r  ou f i  ( E x . . )  = t i  Z x i j '  o n d e  
~ E J  1 J  

d 

j r J  
t i ,  ~ E I ,  e  uma c o n s t a n t e .  F a z e n d o  C i j  = c i j  + t i ,  p a r a  t o d o  

( i ,  j ) .  r e s u l t a  o p r o b l e m a  a  s e r  e s t u d a d o  n e s t e  c a p i t u l o :  

m i n  C E C i j  x i j  + ui Y i  
i ~ 1  ~ E J  ~ E I  

'i j 2 0 , y i  E {O, 11 , V i  e  Y j 



Para cada arco ( i ,  j) temos uma função custo fixo 

mais variável linear. Veja figura (111.1). 

Figura (111.1) -  unção custo fixo/linear. 

Alguns dos algoritmos para tratamento do modelo ( P 2 )  

foram discutidos no cap7tulo I. Aqui apresentaremos uma heurys - 

tica gulosa. Sua caracter7stica básica é procurar abrir a faci - 

lidade que proporcione o maior decrgscimo da função a cada ite - 

ração. porém, antes desse processo iterativo, aplicaremos os 

testes de redução para abrir uma facilidade, apresentados no ca - 

pTtulo anterior, visando abrir o maior nGmero possTve1 de faci 

lidades. Faremos uma aniilise do algoritmo com e sem essa etapa 

inicial além de comparar o desempenho dos testes de redução. 

1 .  A L G O R I T M O  GULOSO 

Seja inicialmente os conjuntos: 

K O  = fl - conjunto das facilidades fechadas; 
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K1 = fl - c o n j u n t o  d a s  f a c i l i d a d e s  a b e r t a s ;  

K, = I  = {I, ..., m l  - c o n j u n t o  d a s ' f a c i l i d a d e s  l i  - 
v r e s .  

O a l g o r i t m o  g u l o s o  p r o p o s t o  pa ra  o  modelo ( p 2 )  é com - 

p o s t o  por  duas  e t a p a s :  

( 1 )  Apl icando u m  dos t e s t e s  de redução  pa ra  a b r i r  f a c i l i d a d e s ,  

a p r e s e n t a d o s  no c a p y t u l o  1 1 ,  t r a n s f e r i r  os e l emen tos  a b e r  - 

t o s  de K, pa ra  K $ .  

( 2 )  E x e c u t a r  u m  p r o c e s s o  i t e r a t i v o ,  t r a n s f e r i n d o  pa ra  K s y  a  ca  - 

da i t e r a ç ã o ,  o  e lemento  i&Kp que f o r n e ç a  o  maior  r e t o r n o :  " - F i  = W(KI) - W ( K 1  U i )  - F i y  enquanto  R i  - F i  > 0 ,  onde 

R i  é dado p e l o  t e s t e  de redução  p a r a  f e c h a r  uma f a c i l i d a d e .  

D Na p r i m e i r a  e t a p a  ca lcu lamos  A i  (ou ã i  ou A i )  pa ra  t o  - 
do icK,. Se A .  2 F e n t ã o  i  s e r ã  r e t i r a d o  de K, e  l a n ç a d o  em 

1 i  

K1 .  Com e s t e  c o n j u n t o  passamos a  segunda e t a p a .  

A de t e rminação  de n i  - F .  s e r ã  f e i t a  u t i l i z a n d o  apg  
1 

nas f i i  e  R! uma vez que o  c ã l  cu l  o de Q i  , para  todo  iaK, ,  i  t e r a  - 
D t i vamen te  é b a s t a n t e  c u s t o s o .  S e j a  R - F i  (ou R i  - F i )  para  

i  
t odo  icK,.  A h e u r 7 s t i c a  g u l o s a  s e l e c i o n a  em cada i t e r a ç ã o  aque - 

l e  e lemento  i  t a l  que a i  - F i  2 O e  que p r o p o r c i o n e  o  maior  r e  - 

t o r n o  ou o  maior  dec résc imo  na função .  A f a c i l i d a d e  i  
m ' t a  1  

que R i  - F i  s e j a  o  maior  dos R i  - F i  , s e r á  r e t i r a d a  de K, e  
m m 

l ançada  em K 1 .  Voltamos a  c a l c u l a r  novos v a l o r e s  pa ra  R i  - F i ,  

para  todo  i&K, ,  s e l ec ionamos  nova f a c i l i d a d e  i, e  sucess ivamen - 
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t e  a t é  que a i  - F .  5 0 ,  pa ra  todo  K ou K, = fl. 
1 

Cabe o b s e r v a r  que :  

( a )  O a l g o r i t m o  pode s e r  implementado apenas  com a segunda e t a  

p a ,  porem, o  ac résc imo  d a  p r i m e i r a  aumenta s i g n i f i c a t i v a m e n  - 

t e  o seu desempenho. 

( b )  Ao a p l i c a r  a segunda e t a p a  t r a b a l h a m o s  com u m  c o n j u n t o  K1 

que não n e c e s s a r i a m e n t e  a t e n d e  a  cond ição  de v i a b i l i d a d e ,  

C a L C  i  j 
. E s t e  problema s e r ã  d i s c u t i d o  na s e ç ã o  

i&K1 j EJ 
de Implementação,  a  s e g u i r .  

ALGORITMO GULOSO: 

Passo O .  S e j a  K1- = 0 e  K, = I = C 1 ,  2 ,  ..., m l .  

Passo 1 .  Execute  u m  dos t e s t e s  de r edução  pa ra  a b r i r  f a c i l i d a  - 

D des  ( a i  , h .  ou A . )  para  todo  ~ E K ,  Se A .  L F isK2 
I I 1 i '  

e n t ã o  f a ç a  K1 = K n  U ( i )  , K, = K, - l i } .  

Passo 2 .  C a l c u l e  W ( K 1 ) .  

Passo 3 .  Se K, = fl e n t ã o  P A R E .  K z  e o  c o n j u n t o  de f a c i l i d a d e s  

a b e r t a s  e  Z ( K 1 )  = w ( K L )  + F ( K 5 ) .  

P Passo 4 .  Para  todo  ~ E K ,  c a l c u l e  E i  . p i  (ou a i  - F ~ ) ,  

Passo 5 .  Determine i  t a l  que n i  - F i  m = max ( O i  - F i ) .  
m m ieK, 



P a s s o  6 .  S e  ( n i  - F .  ) 5 O e n t ã o  P A R E .  K ,  é o  c o n j u n t o  d e  f a  - 
m m 

c i l i d a d e s  a b e r t a s .  

P a s s o  7 .  C a l c u l e  W(KI U i m )  e  " - F i  e 

m m 

P a s s o  8 .  S e  ( o ~  - F .  ) 5 O e n t ã o  P A R E .  K ,  é o  c o n j u n t o  d e  f a  
1 - 

m m 
c i l i d a d e s  a b e r t a s .  

P a s s o  9 .  F a ç a  W(Ki) = W(KI U i m )  , K 1  = K I U  - im , K, = K, - i  m 
R e t o r n e  a o  P a s s o  3 .  

D i s c u t i r e m o s  a l g u n s  d e t a l h e s  p a r a  i m p l e m e n t a ç ã o  s e  - 

g u i n d o  a s  n e c e s s i d a d e s  do a l g o r i t m o  g u l o s o  p a s s o  a  p a s s o .  

T r a b a l h a m o s  com o s  c o n j u n t o s  K i  e  K, i n i c i a l m e n t e  d e  - 

f i n i d o s  como K i  = 0 e  K, = ( 1 ,  . I .  E l e s  s e r ã o  u t i l i z a d o s  

na c o m p o s i ç ã o  d e  p r o b l e m a s  d e  t r a n s p o r t e  com o o b j e t i v o  d e  c a l  - 

c u l a r  a  f u n ç ã o  W ( S ) ,  S C  - I .  A v i ab i l i dade  de um problema de t r a n s p o r t e  

T ( S )  é g a r a n t i d a  p e l a  c o n d i ç i i o  E a i  2 E b j  , S C I .  - A i n d a  
i e S  j e J  

m a i s ,  e s s a  c o n d i ç ã o  d e v e  s e r  a t e n d i d a  na i g u a l d a d e  p a r a  a p l i c a  - 

ç ã o  do a l g o r i t m o  p a r a  r e s o l u ç ã o  d e  um p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e .  

v i á v e l  ou n ã o ,  e s s a  i g u a l d a d e  s e r ã  g a r a n t i d a  a d i c i o n a n d o  u m  c e n  - 

t r o  d e  o f e r t a  i a  e  u m  c e n t r o  d e  demanda  j a ,  a r t i f i c i a i s ,  com c a  - 

p a c i d a d e s  d a d a s  po r :  



E custos de transporte iguais a: 

C.a = , para todo jsJ 
1 j 

C. .a = O , para todo ieS 
1 J  

Assim, dado um conjunto S de facilidades e J de centros de de - 

manda, o problema de transporte T(S), será resolvido com os con - 

juntos (S U i a )  e (J U ja). Valores C .a = w , V jcJ , faz com 
1 j 

que a capacidade do centro de oferta artificial somente seja 

utilizada quando o problema for invizvel e portanto W(S) = - e 

Z(S) = -. Caso contrãrio, toda capacidade de i a  será descarre - 

gada em ja a custo nulo, não alterando o valor real da função. 

Portanto, ao iniciar o algoritmo fazemos K l  = { m  + 1 )  e 

J = J U {n + I), onde (m + 1 )  e (n + 1 )  são respectivamente os 

elementos i a  e ja, com capacidades e custos definidos acima. 

O acréscimo dos dois centros artificiais também per 

mite um maior desempenho e flexibilidade na resolução de um pro - 

blema de transporte, seja T(SUi), utilizando como solução ini - 

cial a solução final de um outro, T(S), Acrescentar um elemento 

i a S corresponde em adicionar uma 'linha ao tableau do problema 

de transporte T(S). Essa linha terá as seguintes caracteristi - 

tas: 



( a )  x i j  = O , Y j a J  e  
' i j a  = a i  

( b )  Os c u s t o s  r e d u z i d o s  da l i n h a  são  dados p o r :  
* * 

C ;  j 
- u '  - v '  = C i j .  v 

i  j j 
, Y j s ( J U j a ) ,  onde v é a  s o l u  

j - 

cão dual  c o r r e s p o n d e n t e  a  T ( S ) .  Se C !  - u {  
1 j 

- V' L O ,  
j 

U j E ( J  u j a ) ,  e n t ã o  a  s o l u ç ã o  6 õtima pa ra  T ( s  u i ) ,  c a s o  

c o n t r ã r i o ,  i n i c i a m o s  o  p r o c e s s o  i t e r a t i v o  do a l g o r i t m o  de 

t r a n s p o r t e ,  pa ra  r e s o l u ç ã o  de T ( S U i ) ,  a  p a r t i r  d e s s a  s o l u  - 

ção i n i c i a l  b a s t a n t e  prõxima da õ t ima .  

De forma semal h a n t e ,  podemos r e s o l v e r  o  problema de 

t r a n s p o r t e  T ( S  - i ) ,  tomando como s o l u ç ã o  i n i c i a l  a  s o l u ç ã o  f i  - 

na1  para  T ( S ) .  Bas ta  f a z e r  os  c u s t o s  C i j  = , V ~ E J .  Com i s s o  

forçamos a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s  x i j .  para  algum ( n s )  ~ E J ,  s a i r e m  

da b a s e .  Toda a  o f e r t a  de i  s e r á  d e s c a r r e g a d a  em ja a  c u s t o  n u  

1  o .  

No Passo  1 ,  c o r r e s p o n d e n t e  a  p r i m e i r a  e t a p a  do a l g o  - 

r i t m o ,  ap l i camos  u m  dos t e s t e s  de redução  pa ra  a b r i r  f a c i l i d a  - 

des .  A comparação e n t r e  A i  , h i  e  A: s e r ã  f e i t a  na s e ç ã o  s e  - 

g u i n t e .  

Tambêm no Passo 4 ,  escolhemos u m  dos t e s t e s  de  redu - 

ção para  f e c h a r  f a c i l i d a d e s .  Comparamos f i i  e  nq e  os  r e s u l t a  - 

dos s e r ã o  a p r e s e n t a d o s  na prÔxima s e ç ã o .  ~ o r g m ,  cabe  o b s e r v a r  

que estamos u t i l i z a n d o  u m  t e s t e  pa ra  f e c h a r  com o  o b j e t i v o  de 

e s c o l h e r  a  f a c i l i d a d e  a s e r  a b e r t a .  Escolhendo o máximo fii - Fi 

es tamos f azendo  opção por  a b r i r  a f a c i l i d a d e  com a  menor chance  

de s e r  f echada  naque la  i t e r a ç ã o .  



ai e a' são superiores ou iguais a ni. Logo, temos i 
D ai - F. 2 R - Fi (OU 9 - F. 2 n - Fi) e pelo Passo 6 do algo 

-I i -I i 
ritmo, a tendência ê abrir um numero maior de facilidades. Ten - 

tando contornar esse problema, acrescentamos os Passos 7 e 8. 

Caracterizado i m ,  calculamos W(KI U i m )  e a diferença real 

Ri - Fi = W ( K i )  - W(K4 U i m )  - Fi no Passo 7. Se essa diferen - 
m m 

ça 6 não positiva então paramos o processo iterativo, caso con - 

trário as informações relativas ao problema de transporte 

T ( K L U i  ) serão utilizadas na prõxima iteração com o novo con m - 

junto K 1  = Ki U i m ' 

Utilizamos um algoritmo primal, com estruturas otimi - 

zadas e unidimensionais, para o problema de transporte. 

3. ANALISE DE RESULTADOS 

O algoritmo foi testado utilizando um conjunto de cin - 

co problemas bZísicos; I ,  111, IV, V e V I ,  descritos no Apêndi 

ce D. Os custos fixos são iguais para todas as facilidades. 

~ o r ê m ,  a influência desses custos G verificada resolvendo cada 

um dos problemas com os custos fixos: $ 7.500, $ 12.500, $ 17.500 

e $ 25.000, implicando respectivamente nos problemas 1.1, 1.2, 

1.3, 1.4 ou 111.1, 111.2, 111.3 e 111.4, etc., resultando em 20 

problemas testes. 

Visando cobrir todo o trabalho teõrico apresentado, 

possibilitando retirar maiores conclusões, foi testado para ca - 



da um dos 20 problemas um conjunto básico de combinações. Pri - 

meiramente, aplicar o guloso em sua forma padrão, composto apg 

nas pela segunda etapa (retirando o Passo 1 do algoritmo), o 

qual denominamos GULOSO PURO. Ou, executar as duas etapas, 

GULOSO COM PODA, que consiste em aplicar no Passo 1 do algorit - 

mo, para todo i uma das podas: Ai D (PODA EXATA) ou ii ou Ai 

(PODAS APROXIMADAS). Na segunda etapa ou processo iterativo, 
D utilizamos no Passo 4 ,  para todo isK,, os valores de ai ou Ri. 

D Ainda paralelo a utilização de Ãi com ai ou Ãi com R i ,  podemos 

ou não verificar a influência dos testes complementares (seção 

1 1 -3) os quais denominaremos de EXTENSÃO aos testes anteriores. 

Com isso resultou um conjunto de sete combinações para cada um 

dos 20 problemas: 

1 .  Guloso Puro com bi 

D 2. Guloso Puro com ai 

D 3. Poda ài sem Extepsão mais Guloso com Ri 

4. Poda ãi com Extensão mais Guloso com di 

D 5. Poda Ãi com Extensão mais Guloso com Ri 

D 6. Poda Ai mais Guloso com R: 

7. Poda Ai D mais Guloso com fii 

Reunimos nas tabelas (III.I), (111.2) e (111.3) os va - 

lores médios para tempos computacionais, numero medi0 de proble - 

mas de transporte resolvidos e de iterações executadas na reso - 



l u ç ã o  d e s s e s  p r o b l e m a s  e  em ( 1 1 1 . 4 )  o  numero  m é d i o  d e  f a c i l i d a  - 

d e s  a b e r t a s  com a s  c o m b i n a ç õ e s  a c i m a .  P o s t e r i o r m e n t e ,  f a r e m o s  

uma a n á l i s e  m a i s  d e t a l h a d a  e  c o m p a r a t i v a .  

A t a b e l a  ( I 1 1 , l )  a p r e s e n t a  o s  v a l o r e s  m é d i o s  p a r a  a s  

c o m b i n a ç ã e s  ( 1 )  e  ( 2 ) .  A t a b e l a  ( 1 1 1 . 2 )  o s  v a l o r e s  m é d i o s  p a r a  

a c o m b i n a ç ã o  ( 7 ) .  0 s  t e m p o s  m é d i o s  r e s u l t a n t e s  da  a p l i c a ç ã o  d a  

p r i m e i r a  e t a p a ,  poda  exa ta  A i ,  e  da  seguiid.a e s t ã o  em c o l u n a s  d i s  - 

t i n t a s .  Confo rme  d i t o  no c a p i t u l o  a n t e r i o r ,  a  poda  e x a t a  e l e v a  

s u b s t a n c i a l m e n t e  o s  v a l o r e s  c o m p u t a c i o n a i s  o  q u e  n ã o  o c o r r e  com 

a s  p o d a s  a p r o x i m a d a s ,  I s t o  p o d e  s e r  v e r i f i c a d o  na t a b e l a  

( 1 1 1 . 3 )  q u e  r e u n e  o s  r e s u l t a d o s  r e l a t i v o s  a s  d e m a i s  c o m b i n a  - 

ç õ e s .  

Na t a b e l a  ( 1 1 1 . 4 )  o  numero  m ê d i o  d e  f a c i l i d a d e s  a b e r  - 
D 

t a s  p a r a  o  G u l o s o  P u r o  o  mesmo quer a p l i c a n d o  a i  ou n i .  O mes - 

mo o c o r r e  p a r a  o  G u l o s o  com a  Poda Ã i  com ou sem E x t e n s ã o .  Tam - 

bêm podemos v e r i f i c a r  q u e  o  número  d e  f a c i l i d a d e s  a b e r t a s  p e l a s  

p o d a s  é b a s t a n t e  e l e v a d o  c o m p a r a d o  a o  nÜmero t o t a l  d e  f a c i l i d a  - 

d e s  a b e r t a s  ( ú l t i m a  c o l u n a )  com d e s t a q u e  p a r a  A; q u e  a l é m  d e  su - 

p e r a r  E i ,  a p r o x i m a  b a s t a n t e  d e  A i .  

Re p o s s e  d a s  r e s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s  p e l a s  t a b e l a s  

( I I I . I ) ,  ( I I I . 2 ) ,  ( 1 1 1 . 3 )  e  ( 1 1 1 . 4 )  f a r e m o s  a l g u m a s  c o m p a r a ç õ e s  

d e  i n t e r e s s e :  g u l o s o  p u r o  v e r s u s  com p o d a ,  g u l o s o  p u r o  u s a n d o  
D R a i  O U  9, g u l o s o  com p o d a  u s a n d o  A i ,  b i  ou A i ,  g u l o s o  com a  pg 

da  A i  u s a n d o  a i  ou a! e  a  i n t r o d u ç ã o  da  E x t e n s ã o  ou t e s t e s  com - 

p l e m e n t a r e s .  



PROBLEMA 

I. 1 

I .2 

1.3 

I .4 

111.1 

111.2 

111.3 

111.4 

I V .  1 

IV.2 

IV.3 

I V  .4 

v . l  

v. 2 

V. 3 

v.4 

VI.1 

V I  .2 

V I  .3 

V I  .4 

GULOSO PURO 

TEMPO 
(SEG. ) 

49.130 

42.498 

40.272 

30.31 1 

n i 
NQ MEDIO 

PT 

17 

14 

1 o 

7 

PT - Problema de Transporte.  

N? MEDIO 
ITERAÇÕES 

174 

I 6 3  

143 

130 

TEMPO 
(SEG. ) 

44.81 2 

39.874 

40.045 

32.112 

NQ MEDIO 
ITERAÇÕES 

TABELA ( 1 1 1 . 1 )  - VALORES MEDIOS GULOSO PURO. 



PRO - 

3LEMA 

I  .I 

I  .2 

I  .3  

I  .4  

[ I 1  . I  

l I I . 2  

[ I I . 3  

[ I I . 4  

IV.1 

IV. 2  

IV. 3  

IV.4 

v .  1  

V.2 

v. 3 

v.4 

VI .I 

VI .2 

VI .3  

VI .4 

TEMPO 

A i 
(SEG.)  

PODA E X A T A  ( h i )  + GULOSO 

TEMPO 

GULOSO 
D ( a i  

4 3 . 0 0 4  

3 9  . 5 7 8  

3 2 . 7 4 7  

2 6 . 0 9 7  

4 0 . 8 1 3  

3 5 . 8 9 9  

2 9 . 4 4 7  

2 6 . 6 9 4  

PT - Problema de Transpor te .  

TEMPO 

TOTAL 

(SEG.)  

N U M E R O  
MEDIO 

I T E R A Ç Õ E S  
PT 

TABELA ( 1 1 1 . 2 )  - VALORES MEDIOS GULOSO C O M  PODA EXATA. 



P R0 - 

BLEMA 

1.1 

I .2 

I .3 

I .4 

111.1 

111.2 

111.3 

111.4 

IV.1 

IV. 2 

IV. 3 

IV.4 

v.l 
V.2 

v.3 

v. 4 

VI.1 

VI .2 

VI .3 

VI .4 

(SE 
SEM 
EXT , 

O. 562 

O .548 

0.554 

0.518 

0.542 

O. 638 

0.626 

0.555 

O. 337 

0.279 

0.344 

0.31 1 

0.284 

O. 332 

0.318 

O. 293 

0.614 

O. 523 

O. 605 

O. 564 

COM 
EXT. 

O .696 

0.581 

0.653 

0.541 

0.692 

0.683 

0,659 

0.618 

O. 364 

O. 328 

0.323 

0.318 
= 

0.343 

O. 336 

O. 304 

0.290 

O. 692 

0.597 

0.560 

O. 562 

PT - Problema de T r a n s p o r t e .  

PODA APROXIMADA + GULOSO 
TEMPO 

TOTAL 

(SEG. ) 

43.445 

37.016 

32.022 

26.644 

--lmmr 
MEDIO 
ITERAÇ. 

PT 

I28 

I26 

1 O7 

78 



PROBLEMA 
GULOSO PURO PODA APROXIMADAS OU EXATA + GULOSO 

7 
FACILIDADES 

ABERTAS 

1 

SEM 
EXT . = 

1 o 
6 

4 

2 

8 

7 

5 

3 

GRUPO 

1.1 

I .2 

I .3 

I .4 

111.1 

111.2 

111.3 

111.4 

IV.l 

IV.2 

IV. 3 

IV.4 

CUSTO 
FIXO 

7.500 

12.500 

17.500 

25.000 

COM 
EXT . . - 
1 o 
6 

4 

2 

8 

7 

5 

3 

9 

4 

2 

2 

( . ) Número de faci  1 idades candi datas a I oca1 i zação. 

* Valores correspondentes. 

TABELA (111.4) - NUMERO M ~ D I O  DE FACILIDADES ABERTAS. 



P a r a  c o m p a r a r  o g u l o s o  p u r o  e  com poda  montamos  a  t a  - 

b e l a  ( 1 1 1 . 5 )  com o s  t e m p o s  t o t a i s  m é d i o s  p a r a  r e s o l v e r  c a d a  p r o  - 

b l e m a .  E f ã c i l  v e r i f i c a r  a  r e d u ç ã o  s i g n i f i c a t i v a  no  t e m p o  com - 

p u t a c i o n a l  c o n s e g u i d a  com o  a c r é s c i m o  d o s  t e s t e s  d e  r e d u ç ã o  pa- 

r a  a b r i r  f a c i l i d a d e s .  A d i f e r e n ç a  m é d i a  ( t s P  - t P )  / t P ,  o n d e  

tSP é 0 t empo  m é d i o  p a r a  o g u l o s o  sem poda  e  tP  p a r a  o  g u l o s o  
D com poda  a p r o x i m a d a  ( E i  ou A i ) ,  e d a  o rdem d e  1 4 % .  

Tambêm o  nÜmero d e  f a c i l i d a d e s  a b e r t a s  p a r a  o s  p r o b l e  - 

mas ( V . 3 )  e  ( V I . I ) ,  t a b e l a  ( I I I . 4 ) ,  é m a i o r  p a r a  o  g u l o s o  com 

poda  o  q u e  a c a r r e t o u  u m  v a l o r  i n f e r i o r  p a r a  a  f u n ç ã o  o b j e t i v o .  

TABELA ( 1 1 1 . 5 )  - TEMPOS TOTAIS MEDIOS E COMPARAÇÕES. 

D Os t e s t e s  d e  r e d u ç ã o  Qi  e  a i ,  p a r a  o s  a l g o r i t m o s  g u l o  - 

s o s  p u r o  ou com p o d a ,  a p r e s e n t a r a m  c o m p o r t a m e n t o s  s e m e l h a n t e s ,  

q u e r  em v a l o r e s ,  q u e r  em t e m p o s  c o m p u t a c i o n a i s .  

Na t a b e l a  ( 1 1 1 . 6 )  l a n ç a m o s  os t e m p o s  c o m p u t a c i o n a i s  
D m é d i o s  c o n s u m i d o s  p e l a s  p o d a s  A i ,  ã i  e  a i  p a r a  c a d a  p r o b l e m a .  



A s u p e r i o r i d a d e  de A D  é b a s t a n t e  e v i d e n t e  bem como o  a l t o  tempo 
i  

computac ional  consumido p e l a  poda e x a t a  A i .  Com r e l a ç ã o  a o s  

c u s t o s  f i x o s ,  e s s a s  podas tem u m  comportamento p a d r ã o ,  quan to  

maior  o  c u s t o  menor o  nÜmero de f a c i l i d a d e s .  

E m  t e rmos  do nÜmero de f a c i l i d a d e s  a b e r t a s ,  e s s a s  pg 

das  s e  equiva lem pa ra  os problemas I  e  111 que s ã o  não c a p a c i t a  - 

dos .  Os problemas IV e V s ã o  semelhan tes  a  menos d a s  o f e r t a s  

que s ã o  ma io res  em V .  Nesse c a s o ,  também os  v a l o r e s  tendem a  

s e  e q u i l i b r a r  em V ,  enquan to  d i s t a n c i a m  em IV. O mesmo pode 

s e r  obse rvado  pa ra  o s  problemas I  e  VI. Esses  r e s u l t a d o s  vem 

c o n f i r m a r  a s  c o n c l u s õ e s  a p r e s e n t a d a s  no c a p í t u l o  11.  

TABELA (111.6) - TEMPOS COMPUTACIONAIS MEDIOS PARA AS PODAS. 

Veja na t a b e l a  ( 1 1 1 . 7 )  o  nÜmero médio de f a c i l i d a d e s  

a b e r t a s  em cada problema p e l a s  t r ê s  podas.  Também n e s s e  c a s o ,  

a  s u p e r i o r i d a d e  de A; s o b r e  ,?ii é e v i d e n t e .  E os  r e s u l t a d o s  



a p r e s e n t a d o s  p o r  P ;  a p r o x i m a m  b a s t a n t e  a A i .  

TABELA ( 1 1 1 . 7 )  - N U M E R O  MZDIO D E  FACILIDADES ABERTAS. 

A i n t r o d u ç ã o  d o s  t e s t e s  c o m p l e m e n t a r e s ,  ou e x t e n s ã o ,  

em n a d a  a c r e s c e n t o u  a o  a l g o r i t m o .  Nenhuma m e l h o r a  f o i  o b s e r v a  - 

d a .  S e  o s  p r o b l e m a s  s ã o  n ã o  c a p a c i t a d o s ,  I  e  1 1 1 ,  o  t e m p o  com - 

p u t a c i o n a l  t e n d e  a  a u m e n t a r  com o  a c r é s c i m o  da  e x t e n s ã o .  I s t o  

p o r q u e ,  a l t e r a n d o  o s  c u s t o s  d e  t r a n s p o r t e  na e x t e n s ã o ,  aumentam 

a s  i t e r a ç õ e s ,  sem a l t e r a r  a  s o l u ç ã o  f i n a l .  P a r a  o s  m o d e l o s  c a  - 

p a c i t a d o s  e x i s t e  uma l e v e  t e n d ê n c i a  a  r e d u z i r  o s  t e m p o s  c o m p u t a  - 

c i o n a i s  a o  a n e x a r  a  e x t e n s ã o  a o  g u l o s o  com p o d a .  ( V e j a  c o l u n a  

d e  Ã .  na  t a b e l a  ( 1 1 1 . 4 )  e  a s  t a b e l a s  ( 1 1 1 . 6 )  e  ( 1 1 1 . 7 ) .  
1 

U m  o u t r o  t e s t e  d e  r e d u ç ã o  f o i  i m p l e m e n t a d o  com o  a l g o  - 

r i t m o  g u l o s o .  Ao i n i c i a r ,  P a s s o  0 ,  v e r i f i c a m o s  s e  a l g u m  i & K 2  

a t e n d e  a  c o n d i ç ã o :  



C a s o  a f i r m a t i v o ,  n e c e s s a r i a m e n t e  a  f a c i l i d a d e  i d e v e  s e r  a b e r  - 

t a ,  r e t i r a d a  d e  K, e  l a n ç a d a  em K a .  P a r a  o  c a s o  e s p e c i f i c o  d o s  

p r o b l e m a s  t e s t e s  u t i l i z a d o s ,  nenhuma f a c i l i d a d e  f o i  a b e r t a  p o r  

e s t a  c o n d i ç ã o .  A p e s a r  d e  n ã o  i r n p l e m e n t a d a ,  uma v e r i f i c a ç ã o  s e  - 

m e l h a n t e  p o d e  s e r  f e i t a  d u r a n t e  o  p r o c e s s o  i t e r a t i v o :  

S e  v e r d a d e i r a  o  e l e m e n t o  i  d e v e  s e r  a b e r t o .  

F i n a l m e n t e  a t a b e l a  (111.8)  c o m p a r a  o s  v a l o r e s  p a r a  

f u n ç ã o  o b j e t i v o  o b t i d o s  p o r  e s s e  e  p o r  o u t r o s  a l g o r i t m o s  e  o  va - 

l o r  ó t i m o .  A p r e s e n t a m o s  em uma c o l u n a  a  m e l h o r  s o l u ç ã o  o b t i d a  

p e l o  g u l o s o  p u r o  e  em o u t r a  o  o b t i d o  p e l o  g u l o s o  com p o d a .  E m  

a p e n a s  d o i s  p r o b l e m a s  a s  s o l u ç õ e s  d i f e r e m  em v a l o r ,  com d e s t a  - 

q u e  p a r a  o  g u l o s o  com p o d a .  

G Comparando o  g u l o s o  com poda  (Z ) a o s  v a l o r e s  ó t i m o s  
* * * 

(Z ) ,  o  e r r o  m é d i o  ( z G  - Z ) /Z  é d e  0 . 2 1 1 % .  A p e s a r  d e  m u i t o  

p e q u e n o ,  o u t r o s  a 1 g o r i t m o . s  também a p r e s e n t a r a m  um c o m p o r t a m e n t o  

s e m e l h a n t e  p a r a  o s  mesmos p r o b l e m a s .  Po rém,  o  g r a n d e  d e s t a q u e  

p a r a  o  a l g o r i t m o  g u l o s o  e s t á  na s u a  s i m p l i c i d a d e  com u m  t empo  

c o m p u t a c i o n a l  b a s t a n t e  r e d u z i d o .  Na t a b e l a  (111.8) os d o i s  primeiros 

a l g o r i  tmos são  para problemas não capac i tados .  O a1 gor i  tmo de Sã é também 

uma h e u r í s t i c a  gulosa que após a t i n g i r  um ótimo loca l  executa  um processo 

de t e n t a t i v a  de s u b s t i t u i r  a s  f a c i l i d a d e s  se lec ionadas  por o u t r a s  que e s t ão  

f o r a  da solução.  Este processo e1 eva substancialmente o  tempo computacio - 

na1 associado a  e s sa  heu r7s t i ca .  



KUEHN 
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( * )  Heur~sticas para problemas não capacitados. 

GULOSO 

PURO 

797.5 

854.7 

894.0 

934.6 

615.4 

660. O 

691 . O  

724.9 

1040.4 

1098.0 

1153.0 

1235.5 

PODA 

-k 

GULOSO 

797.5 

854.7 

.894.0 

934.6 

615.4 

660.0 

691 .O 

724.9 



U M  ALGORITMO GULOSO P A R A  F U N Ç E O  CUSTO F I X O / C B N C A V O  

S e j a  o  p r o b l e m a  p r o p o s t o :  

min Z 1 C i j  + Z  f i  ( Z  x . . )  + z Fi  y i  
~ E I  j & J  ' i j  j 1 J  i ~ 1  

E s e j a  f . ( . ) uma f u n ç ã o  c ô n c a v a .  O c a s o  e s p e c r f  i c o  em 
1 q u e  

f i ( . )  é l i n e a r  f o i  e s t u d a d o  no c a p i t u l o  a n t e r i o r  ( F i g u r a  

V I . l ( a ) ) .  A n a l i s a r e m o s  o  p r o b l e m a  ( P l j  em q u e  p a r a  c a d a  nó ~ E I  

t e m o s  uma f u n ç ã o  c u s t o  f i x o ,  F i ,  m a i s  uma f u n ç ã o  c u s t o  v a r i á  

v e l ,  f . ( . ) ,  e s t r i t a m e n t e  c ô n c a v a ,  V e j a  f i g u r a  (IV.I(~)). E m  gg 
1 

9 r a l  e s s a s  f u n ç õ e s  s ã o  d a  f o r m a  f i (  Z x i j )  = K . (  Z . , O < 
~ E J  ~ E J  1 J  

c q < 1 ,  o n d e  K i  uma c o n s t a n t e .  

FIGURA ( I V . 1 )  - FUNÇÕES CUSTO F I X O / C ~ N C A V O ,  



A concav idade  das  funções  d i f i c u l t a  a i n d a  mais  a  r e s o  - 

l u ç ã o  de ( P I ) ,  Heur l r s t i cas  e  a l g o r i t m o s  e x a t o s  pa ra  e s s e  prg 

blema foram i n t r o d u z i d o s  n o  c a p T t u l o  I .  U t i l i z a n d o  a s  d e f i n i  - 

ç õ e s ,  c o n c e i t o s  e  i d g i a s  dos c a p T t u l o s  a n t e r i o r e s ,  a p r e s e n t a r e  - 

mos uma h e u r y s t i c a  g u l o s a  pa ra  funções  cÔncavas,  também compos - 

t a  por  duas  e t a p a s .  I n i c i a l m e n t e  ap l i camos  os t e s t e s  de  redu - 

ç ã o  p a r a  a b r i r  uma f a c i l i d a d e ,  c a p ? t u l o  1 1 ,  e x t e n d i d o s  p a r a  fun - 

ções  côncavas  e  em uma segunda e t a p a ,  u m  p r o c e s s o  i t e r a t i v o  que 

p r o c u r a  a b r i r  a  f a c i l i d a d e  que p r o p o r c i o n e  o  maior  dec résc imo  

da função  a  cada i t e r a ç ã o .  

As e x t e n s õ e s  dos t e s t e s  de r edução  para  f u n ç õ e s  cÔnca - 

vas  s ã o  e l a b o r a d a s  por  aproximações  l i n e a r e s  d e f i ( . )  e  sendo e s  - 

tudado d o i s  t i p o s  de l i n e a r i z a ç ã o :  p o r  a r c o  e  por  n o ,  Tambcm 

es tuda remos  o  ac résc imo  de  uma t e r c e i r a  e t a p a ,  ou p r o c e s s o  i t e  - 

r a t i v o  f i n a l ,  com o  o b j e t i v o  de me lhora r  a  s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a .  

I n i c i a l m e n t e  i n t r o d u z i r e m o s  os  t e s t e s  de r edução  pa ra  

funções  c ô n c a v a s ,  s e g u i n d o  o  p r o c e s s o  i t e r a t i v o  f i n a l  e  o  a l g o  - 

r i t m o  g u l o s o .  P o s t e r i o r m e n t e  faremos uma anã1 i  s e  dos r e s u l t a  - 

d o s .  

1 .  A L G O R I T M O  G U L O S O  

S e j a  o c o n j u n t o  I de f a c i l i d a d e s  d i v i d i d o  e n t r e  os  

s u b c o n j u n t o s  K o ,  K 1  e  K , ,  d e f i n i d o s  no c a p l t u l o  11.  I n i c i a l m e n  - 

t e K o = K I = f l e K ,  = 1 = { 1 ,  ..., ml. 



Com a p r o x i m a ç õ e s  l i n e a r e s  d a s  f u n ç õ e s  c ô n c a v a s ,  f a r e  - 

mos uma e x t e n s ã o  a s  d e f i n i ç õ e s  do c a p i t u l o  I i ,  i n t r o d u z i n d o  

A ?  ( O U  Ã: ou e  Q: ( ou  fig ou r e s p e c t i v a m e n t e  p a r a  os  
1 

t e s t e s  de  r e d u ç ã o  p a r a  a b r i r  e  f e c h a r  uma f a c i l i d a d e .  Com i s s o ,  

de forma s e m e l h a n t e  ao c a s o  l i n e a r ,  podemos p r o p o r  uma h e u r í s t i  - 

ca  g u l o s a  p a r a  o  modelo ( P I )  compos ta  p o r  t r ê s  e t a p a s :  

( 1 )  A p l i c a n d o  u m  dos  t e s t e s  de  r e d u ç ã o  p a r a  a b r i r  f a c i l i d a d e s ,  

t r a n s f e r i r  o s  e l e m e n t o s  a b e r t o s  de  K, p a r a  K l .  

( 2 )  E x e c u t a r  u m  p r o c e s s o  i t e r a t i v o ,  t r a n s f e r i n d o  p a r a  K 1 ,  a  ca - 

da i t e r a ç ã o ,  o  e l e m e n t o  i€K, que  f o r n e ç a  o  m a i o r  r e t o r n o :  

L?: - Fi > 0 ,  onde dado  p e l o  t e s t e  de  r e d u ç ã o  p a r a  f e  - 

c h a r  uma f a c i l i d a d e ,  

( 3 )  Com o  c o n j u n t o  K i  de  f a c i l i d a d e s ,  o b t i d o  n a s  e t a p a s  ( 1 )  e  

( 2 ) ,  e x e c u t a r  u m  p r o c e s s o  i t e r a t i v o  f i n a l  v a r i a n d o  a s  a p r o  - 

x imações  l i n e a r e s  d a s  f u n ç õ e s  c ô n c a v a s ,  

Na p r i m e i r a  e t a p a  c a l c u i a m o s  e  A a D ,  p a r a  t o d o  ~ E K , ,  i  
D como e x t e n s õ e s  n a t u r a i s  de  á i  e  A i  p a r a  f u n ç õ e s  c u s t o  f i x o / l i  - 

-a  n e a r .  Se A .  2 Fi (ou  A q D  2 F . )  e n t ã o  i  s e r á  r e t i r a d o  de  K, e  
1 1 

l a n ç a d o  em K I .  

Na segunda  e t a p a ,  tambgm de forma s e m e l h a n t e ,  podemos 
aD aD c a r a c t e r i z a r  ou Q i  . T r a b a l h a r e m o s  a p e n a s  com i . S e j a  

i2qD - Fi p a r a  t o d o  icK, .  O a l g o r i t m o  g u l o s o  s e l e c i o n a  a  cada  

i t e r a ç ã o  o  e l e m e n t o  i,&K, que  p r o p o r c i o n e  o m a i o r  d e c r é s c i m o  na 

aD aD f u n ç ã o  ou t a l  que  a i  - Fi = max R i  - Fi 2 0 .  A f a c i l i d a d e  i m  
m m icK2 



s e r ã  a b e r t a ,  r e t i r a d a  de  K,  e  l a n ç a d a  em K1. Voltamos a  c a l c u  - 

l a r  novos v a l o r e s  p a r a  i2qD - Fi , ViaK, , s e l e c i o n a m o s  nova f a c i  - 

aD l i d a d e  -im e  s u c e s s i v a m e n t e  a t é  que n i  - F' .  2 O , P ~ E K ,  ou 
1 

K 2  = g.  

Com o  c o n j u n t o  de  f a c i l i d a d e s  a b e r t a s  K x ,  r e s u l t a n t e  

d a s  e t a p a s  a n t e r i o r e s ,  podemos,  de  fo rma i t e r a t i y a ,  c a l c u l a r  no - 

v a s  a p r o x i m a ç ã e s  d a s  f u n ç õ e s  c ô n c a v a s  a t g  que  a s  d i f e r e n ç a s  en - 

t r e  a s  i n c l i n a ç õ e s ,  ou c u s t o s ,  em cada  a r c o  s e j am i n f e r i o r e s  a  

uma p r e c i s ã o  e s t a b e l e c i d a .  

R e s s a l t a m o s  q u e :  

( a )  Como no c a s o  l i n e a r ,  o  a l g o r i t m o  pode s e r  implementado  a p e  

nas  com a  segunda  e t a p a ,  g u l o s o  p a d r ã o .  Mas, o  a c r é s c i m o  

da p r i m e i r a  e  t e r c e i r a  e t a p a s  aumentam s i g n i f i c a t i v a m e n t e  o  

s eu  desempenho em a l g u n s  c a s o s .  

( b )  Na s egunda  e t a p a ,  t r a b a l h a m o s  com u m  c o n j u n t o  K ,  q u e  não ne  - 

c e s s a r i a m e n t e  a t e n d e  a  c o n d i ç ã o  de  v i a b i l i d a d e  i $ K 1  a i  2 

2 j g J  
b j  

. E s t e  p rob lema s e r á  c o n t o r n a d o  a c r e s c e n t a n d o  o s  

e l e m e n t o s  a r t i f i c i a i s  i a  e  ja a p r e s e n t a d o s  na s e ç ã o  (111.2). 

Ao f i m  da s egunda  e t a p a ,  s e  a  c o n d i ç ã o  de  v i a b i l i d a d e  a i n d a  

não f o i  a t e n d i d a ,  a  t e r c e i r a  e t a p a  obv i amen te  s e r á  e v i t a  - 

d a .  

( c )  Nas t r ê s  e t a p a s  trabalhamos com a p r o x i m a ç õ e s  l i n e a r e s  d a s  f u n  - 

çÕes c ô n c a v a s .  D i s c u t i r e m o s  o s  c a s o s  em que e s s a s  l i n e a r i  - 

z a ç õ e s  s ã o  o b t i d a s  u t i l i z a n d o  o s  f l u x o s  em cada  a r c o ,  a p r o  



x i m a ç ã o  p o r  a r c o ,  o u  em c a d a  c e n t r o  d e  o f e r t a ,  a p r o x i m a ç ã o  

p o r  n o .  

1 .1 .  T e s t e s  P a r a  A b r i r  uma F a c i l i d a d e  

A g r a n d e  l i m i t a ç ã o  p a r a  u t i l i z a ç ã o  d o s  t e s t e s  d e  r e d u  - 

ç ã o ,  a p r e s e n t a d o s  a n t e r i o r m e n t e ,  p a r a  p r o b l e m a s  com f u n ç õ e s  c u s  - 

t o  c ô n c a v o  é o  n ã o  a t e n d i m e n t o  da  p r o p r i e d a d e  de  s u b m o d u l a r i d a  - 

d e ,  ( 1 1 . 7  e  ( 1 1 . 8 )  U t i l i z a n d o  a p r o x i m a ç õ e s  l i n e a r e s  d e s s a s  

f u n ç õ e s  p r o c u r a r e m o s  c a r a c t e r i z a r  o s  t e s t e s  p a r a  a b r i r  f a c i l i d a  - 

d e s .  

Se f i ( . )  é uma f u n ç ã o  l i n e a r  e n t ã o  podemos e s c r e v e r  

f . (  . L  X .  . )  = ti j$J  x i j  o n d e  ti, ~EI, é uma c o n s t a n t e .  S u b s t i  
i J E J  ij - 

t u i n d o  e s s a  f u n ç ã o  e  f a z e n d o  C i j  = c  i j  
-I- ti n o  p r o b l e m a  (PI) r e  - 

s u l t a  ( 1 1 . 6 ) :  

Z ( S )  = m i n  L L C i j  
' i j + 

L Fi 
X E X  ~ E S  ~ E J  i ES 

q u e  p o d e  s e r  d e c o m p o s t a  em: 

W(S)  = m in  L i: C i j  x i j  e  F ( S )  = L Fi 
X E X  ~ E S  j e J  i ES 

f u n ç õ e s  s u b m o d u l a r e s .  

De ( 1 1 . 1 )  ternos q u e :  Ai = W(KI U  K 2  - i )  - W(K1 U K,), k K 2 .  E 



p e l o  teorema ( 1 . 1 )  s e  A i  2 F i  e n t ã o  a  f a c i l i d a d e  i  pode s e r  

a b e r t a .  Para  ob tenção  d e s s e  r e s u l t a d o  u t i l i z a m o s  a  p r o p r i e d a d e  

de submodular idade  da função  W ( . )  p a ra  c o n c l u i r  que A i  torna ca - 

da vez maior, ou se ja ,  é não decrescente uma vez que o  conjunto ( K 1  U Kz)  

é não crescente em número de elementos. 

S e j a  f i ( . )  uma função  côncava e  

C onde W ( S )  = m i n  L L C i j  x i j  + L f i  ( C x . . ) .  
X E X  ~ E S  ~ E J  i  E S  ~ E J  1 J  

C Se A. 2 F não podemos c o n c l u i r  em a b r i r  a  f a c i l i d a d e  i .  I s t o  
1 i 

porque a  função  côncava w C ( i )  não s a t i s f a z  a  p r o p r i e d a d e  de sub - 

modul a r i d a d e  e  p o r t a n t o  A; não é n e c e s s a r i a m e n t e  não d e c r e s c e n  - 

t e  com a  r edução  de ( K 1  U K , ) .  Nosso o b j e t i v o  é c a r a c t e r i z a r  

a  C a  t a l  que A i  < A i  , V i & K 2 ,  e  não d e c r e s c e n t e .  Logo, s e  A. 1 2 F i  

e n t ã o  a  f a c i l i d a d e  i pode s e r  a b e r t a  pa ra  o  problema cõncavo.  

Se de terminarmos  w ~ ( K ~  U K, - i )  2 w ' ( K ,  U K, - i )  

W ~ ( K L  U K , )  2 W ' ( K X  U K 2 )  
a  C e n t ã o  te remos  A i  < A e  r e s t a n d o  apenas  m o s t r a r  que A: s e j a  i  

não d e c r e s c e n t e .  Procuraremos  a  s e g u i r  c a r a c t e r i z a r  a  função  

w a ( . ) .  

S e j a  t i  = f i ( a i ) / a i  uma aproximação l i n e a r  da função  

f . ,  i  De forma s e m e l h a n t e ,  podemos f a z e r  C i  = c  i  j + t i  



o b t e n d o  a  f u n ç ã o  W(S) = m i n  L C i j  x i j  que  c o r r e s p o n d e  ao 
X E X  ~ E S  ~ E J  

v a l o r  Õtimo p a r a  o  p rob lema de  t r a n s p o r t e  com o  c o n j u n t o  S  de 

c e n t r o s  de  o f e r t a ,  T ( S ) ,  e ,  d e v i d o  a s  l i n e a r i z a ç õ e s  d a s  f u n  - 

c ó e s ,  também u m  l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  w ' ( s ) ,  S C I .  - Logo,  pode - 

mos f a z e r  

P o r t a n t o ,  w ~ ( K ~  U K, - i )  é o  v a l o r  ó t i m o  p a r a  o  p rob l ema  de 

t r a n s p o r t e  com o  c o n j u n t o  ( K I U  K, - i )  de  c e n t r o s  de  o f e r t a ,  

T ( K ,  U K, - i ) ,  e  c u s t o s  C i  = 
'i j + t i  p a r a  t o d o  ( i  , j )  , 

i ~  ( K 1  U K 2 - i ) ,  j e J ,  r e s u l t a n t e s  da 1  i n e a r i z a ç ã o  d a s  f u n ç õ e s .  

Por  s u a  v e z ,  r e s o l v e n d o  o  p rob lema de  t r a n s p o r t e  

T ( K I U  K , )  com o s  c u s t o s  a p r o x i m a d o s  C i j  = c i j  + t i ,  i c ( K I  U K , ) ,  

~ E J ,  d e f i n i d o s  a c i m a ,  r e s u l t a  em uma s o l u ç ã o  pr ima1 v i á v e l .  Le - 

vando e s s a  s o l u ç ã o  a s  f u n ç õ e s  c ô n c a v a s  c a r a c t e r i z a m o s  u m  l i m i t e  

s u p e r i o r  p a r a  W ' ( K ~  U K, ) . Logo, podemos f a z e r  

+ C [ f .  ( c x . . )  - 
i & ( K n  U K,) j c J  1 J  

onde x uma s o l u ç ã o  p r i m a l  v i ã v e l  p a r a  T ( K %  U K , )  e  W ( K ,  U K , )  

o  c o r r e s p o n d e n t e  v a l o r  p a r a  f u n ç ã o  l i n e a r i z a d a .  

S u b t r a i n d o  ( I V . 2 )  de  ( I V . l )  r e s u l t a :  



a  A i  = A i  - c Cfi ( c x . . )  - t i x ]  
i ~ ( K n  U K,) j e J  l J  j EJ  

i  j 

também s e j a  não d e c r e s c e n t e ,  é n e c e s s á r i o  que a  segunda p a r c e  - 

l a ,  a  d i re i ra  e m ( I V . 3 ) ,  s e j a  não c r e s c e n t e .  E s t a  cond ição  pode 

s e r  g a r a n t i d a  no p r o c e s s o  i t e r a t i v o ,  mantendo o  menor v a l o r  pa 

r a  a  p a r c e l a  i E ( K 1  
K 2 )  [ f i  . X .  . )  - t i  j g J  x 1, O U  tomando 

J E J  I J  i  j 
como r e f e r ê n c i a  a  s o l u ç ã o  prima1 que f o r n e ç a  o  menor l i m i t e  su - 

p e r i o r  pa ra  W ' ( K ~  U K,) a t é  a  i t e r a c ã o  a t u a l .  Assim, A: é u m  l i  - 
a  m i t e  i n f e r i o r  pa ra  A: e  não d e c r e s c e n t e  e  s e  A. 2 F e n t ã o  
1 i  

y i  = 1 .  

I n i c i a l m e n t e ,  pa ra  c a l c u l a r  A; r eso lvemos  o  problema 

de t r a n s p o r t e  T ( K 1  U K , ) ,  com c u s t o s  l i n e a r i z a d o s ,  obtendo u m  va - 

l o r  pa ra  a  segunda p a r c e l a .  Calculamos A i ,  conforme d e s e n v o l v i  

mento a n t e r i o r ,  r e s o l v e n d o  u m  novo problema de t r a n s p o r t e  pa ra  
a  cada i&K, ,  e  temos A i  pa ra  todo  isK,. 

P e l a s  mesmas r a z õ e s  a p r e s e n t a d a s  a n t e r i o r m e n t e ,  pode - 

mos s u b s t i t u i r  A i  por  Ãi ou A; ob tendo l i m i t e s  a i n d a  menores pa - 
a  r a  A i ,  porém, de c ã l c u l o  r ã p i d o .  R e s u l t a :  



Em ambos os casos, apenas um problema de transporte resolvi - 

do, T(K1 U K,). 

Estes testes serão utilizados apenas na primeira eta - 
pa do algoritmo e não iterativamente. Portanto, a solução pri - 
mal que determina o limite superior para W'(K~ U K,) em ( I V . 2 ) ,  

- 
e consequentemente utilizada em (IV.4) e (IV.5), e a solução 

ótima do problema de transporte T (  K1 U K, ) . 

Os resultados acima foram obtidos a partir da aproxi 

mação linear de fi(.) dada por ti = f(ai)/ai , V ieI, o que per - 

mitiu identificar um limite inferior para W'(K~ U K, - i )  dado 

por w(K1 U K ,  - i). Todavia, esses testes de redução possuem um 
poder de poda muito baixo, não cumprindo o objetivo de abrir um 

numero elevado de facilidades na etapa inicial. Isto porque, a 

aproximação linear utilizada, t i ,  distancia demasiadamente da 

função real, aumentando a segunda parcela a direita em (IV.4) 

e (1V.5) e consequentemente reduzindo Ã: e h q D .  O poder de pg 

aD da torna-se significativamente maior, ou eleva-se E $  e A i  , se 

a aproximação linear for feita por arco e não mais por centro 

de oferta, ou n o ,  como acima, Portanto, teremos para cada arco 

( i ,  j) uma aproximação de fi(.) dada por: 

dij = min Iai , bjl , U(i, j )  , i d K ,  U K,) , j&J 



Neste c a s o ,  W ( K s U  K , )  c o r r e s p o n d e r á  ao v a l o r  Btimo da função  ob - 

j e t i v o  do problema de t r a n s p o r t e  T ( K 1 U  K , )  com os  c u s t o s  de 

t r a n s p o r t e  C i j  = c  + t i j  , Ui&(K\  U K , )  e  Y j s J .  Perdemos a  i j 

o t i m a l i d a d e  t e ó r i c a  dos t e s t e s  de r e d u ç ã o ,  uma vez que 

W ( K 1  U K, - i )  d e i x a  de s e r  u m  l i m i t e  i n f e r i o r  pa ra  W ~ ( K , U  K, - i ) ,  

porém com e s s a  h e u r y s t i c a  ganhamos em poder  de poda,  e  em t e r  - 

mos de p r ã t i c o s ,  a s  f a c i l i d a d e s  a b e r t a s  s ã o ,  em g e r a l ,  a s  

i d e a i s .  Essas  duas aproximações  s e r ã o  comparadas p o s t e r i o r m e n  - 

t e  na a n á l i s e  de r e s u l t a d o s .  

Quanto aos  a s p e c t o s  de implementação d e s s e s  t e s t e s ,  

seguem a s  mesmas r o t i n a s  a d o t a d a s  pa ra  o  c a s o  l i n e a r .  

1 . 2 .  Segunda Etapa 

A segunda e t a p a  ê composta p e l o  p r o c e s s o  i t e r a t i v o  do 

g u l o s o .  A cada i t e r a ç ã o  s e l e c i o n a  um e lemento  imaK, que propor  - 

c i o n e  o  maior  r e t o r n o ,  r e t i r a n d o  i  de K, e  ' lançando em K 1 .  O m 
p r o c e s s o  p rossegue  a t ê  que R! - F .  5 0 , Vi&K, ou K, = O .  Por 

1 - 
d 

t a n t o ,  e  semelhan te  ao a l g o r i t m o  pa ra  funções  l i n e a r e s ,  sendo 
C n e c e s s á r i o  apenas  c a r a c t e r i z a r  n i  = W ' ( K ~ )  - W ' ( K ~  U i ) .  

Para o  problema l i n e a r  u t i l i z a m o s  o s  t e s t e s  de redu - 
D ção pa ra  f e c h a r  f a c i l i d a d e s  ( n i  , f i i  ou R i )  com o o b j e t i v o  de 

a b r i r .  Assim, o  e lemento  i m  com a  menor chance  de s e r  f echado  

na i t e r a ç ã o ,  ou com o  maior  v a l o r  para  n i  - F i ,  s e r i a  a b e r t o ,  

r e t i r a d o  de K, e  l ançado  em K l .  Aqui a  i d g i a  é a mesma. Apro - 



x imando  l i n e a r m e n t e  a s  f u n ç õ e s  fi ( . ) ,  Y i s I ,  d e f i n i m o s  a;, C?: e  

n q D  em s u b s t i t u i ç ã o  a  a; , 8; e  dD e  c a l c u l a d o s  d e  f o r m a  seme 
1 - 

D I h a n t e  a  R i  , ai e  Q i .  Ass im t e m o s :  

R: = wa(K1) - wa(KI  U i )  , YicK, 

o n d e  ! d a ( K i )  é o  v a l o r  Õ t imo  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e  T ( K i )  

com o s  c u s t o s  d e  t r a n s p o r t e  d e f i n i d o s  c o n f o r m e  l i n e a r i z a ç õ e s  

p r o p o s t a s  p a r a  a p r i m e i r a  e t a p a :  

( i )  t i  = f i ( a i ) / a i  => C i j  = c .  I j. + t i ,  UisI ,  j s J  ( I V . 6 )  

d i j  = m i n  { a i  , b j )  

a  D D T e s t a m o s  a p e n a s  R i  c a l c u l a d o  t a l  q u a l  R i .  A i n d a  m a i s ,  a s  a p r o  - 

x i m a ç õ e s  l i n e a r e s  a d o t a d a s  na  e t a p a  i n i c i a l ,  s eguem p a r a  a  s e  - 

g u n d a .  A p e s a r  d e  n ã o  t e s t a d o ,  p o d e r i a m o s  tambêm d e f i n i r  ou 

Q u e r  p a r a  o  c a s o  1 i n e a r  q u e r  p a r a  o  c Ô n c a v o ,  o s  c r i t é  - 

r i o s  d e  e s c a l h a  d e  f a c i l i d a d e s  a  s e r e m  a b e r t a s  n e s s a  e t a p a  n ã o  

g a r a n t e m  o t i m a l i d a d e ,  mas j u s t i f i c a m  uma h e u r T s t i c a  e f i c i e n t e  

como a  a q u i  a d o t a d a .  



1 . 3 .  P r o c e s s o  I t e r a t i v o  F i n a l  ( P I F )  

D e f i n i d o  u m  c o n j u n t o  K 3  de f a c i l i d a d e s  a b e r t a s  n a s  

d u a s  p r i m e i r a s  e t a p a s ,  o  PIF tem o  o b j e t i v o  de  p r o c u r a r  uma so  - 

l u ç ã o  me lho r  v a r i a n d o  a s  a p r o x i m a ç õ e s  l i n e a r e s  a d o t a d a s  a n t e  - 

r i o r m e n t e  e  u t i l i z a n d o  o s  f l u x o s  Õtimos p a r a  o  p rob lema de 

t r a n s p o r t e  T ( K ~ ) .  Essa  p r o c u r a  p o d e r á  l e v a r  a o  f echamen to  de 

alguma f a c i l i d a d e  a t é  e n t ã o  a b e r t a .  

~ a m b é m  a n a l i s a m o s  d u a s  a l t e r n a t i v a s  n e s s a  e t a p a :  

( i )  Aproximação de f i ( . )  p o r  nó :  

( i i )  Aproximação de f i ( . )  p o r  a r c o :  

onde x é o  f l u x o  ó t i m o  p a r a  o  p rob lema de t r a n s p o r t e  T ( K 1 ) .  

Com a s  l i n e a r i z a ç õ e s  ( i )  ou ( i i ) ,  r e s o l v e m o s  a  cada  

i t e r a ç ã o  o  p rob lema de t r a n s p o r t e  T ( K l )  com o s  c u s t o s  c a l c u l a  - 

dos  s o b r e  o s  f l u x o s  Õtimos do prob lema a n t e r i o r .  O p r o c e s s o  



prossegue atê que os custos Cij , YiaKi, jaJ, não variem. Mais 

especificamente, chmando de C! , VieKx, jeJ, os novos custos e 
1 j 

Cij , Vi&Ki, jsJ, os custos para o problema anterior, verifica - 

mos se o erro: 

atende a uma precisão estabelecida, Isl < 0.01, para todo arco 

( i ,  j), ~ E K ~ ,  ~ E J .  

Essa etapa, com linearizações por nó, ( I V . 8 ) ,  propi - 

ciou saltos significativos nos valores das funções, conforme 

mostraremos com os testes computacionais. 

Apresentada as três etapas, passamos ao algoritmo ge 

ral e posteriormente a análise de resultados. 

1.4. Algoritmo 

Passo O. Seja K1 = 0 e K, = I = {I, 2 ,  . . * ,  rnl 

Passo 1.  Calcule as aproximações lineares a fi(.) para todo 

ieI e os custos: 

( i )  t i  = f(ai)/ai , V i ~ 1  => Cij = C + ti , ViaI, jaJ,ou i j 



P a s s o  2 .  E x e c u t e  u m  d o s  t e s t e s  p a r a  a b r i r  f a c i l i d a d e s  ( L :  ou 

, a D )  p a r a  t o d o  i s K , .  
1 

S e  Ã: t F  ( O U  nYD 2 F i ) ,  ~ E K , ,  e n t ã o  f a ç a  K I  = KIU1il i 
K, = K,-{i}  

P a s s o  3 .  C a l c u l e  W(K1) com o s  c u s t o s  C i j  , Vi&K1, j s J .  

P a s s o  4 .  S e  K, = @ e n t ã o  y a  p a r a  o  P a s s o  1 1 .  

aD 
P a s s o  5 .  P a r a  t o d o  iaK,  c a l c u l e  Q i  - F i .  

aD P a s s o  7 .  Se  ( Q i  - F .  ) < O e n t ã o  vá p a r a  P a s s o  1 1 .  
m ' m 

p a s s o  8 .  C a l c u l e  W(K1U i m )  e  5 - FFi = W(K1) - W(KI U im) - Fi 
m m m 

P a s s o  9 .  Se  ( n i  - F .  ) 2 O e n t ã o  v á  p a r a  P a s s o  1 1 .  
1 m m 

R e t o r n e  a o  P a s s o  4 .  

P a s s o  1 1 .  Se  " n ã o  f o r  e x e c u t a r  P I F "  e n t ã o  P A R E .  K I  6 o  c o n j u n  - 

t o  d e  f a c i l i d a d e s  a b e r t a s .  

P a s s o  1 2 .  C a l c u l e  a s  a p r o x i m a ç õ e s  l i n e a r e s  a f i ( . )  p a r a  t o d o  

ieK1 e  o s  c u s t o s :  



( i )  C i j  = C  i j + t i  , YisK1 , j a J  onde 

P a s s o  13 .  C a l c u l e  a i j  = ( C i j  - C. . ) / C i j  , ViaKL , j e J .  
1 J  

Se I c i j  1 2 0.01 , V i & K i  , j s J  e n t ã o  P A R E .  K i  é o  con - 

j u n t o  de  f a c i l i d a d e s  a b e r t a s .  

- s e n ã o  f a ç a  C i j  - C l j  , 

ViaK1 , j E J .  

P a s s o  1 4 .  C a l c u l e  W(KI) com o s  novos  c u s t o s  C i j  , VieKI , j E J .  

P a s s o  1 5 .  A t u a l i z e  Z r ( K 1 )  c a s o  a nova s o l u ç ã o  s e j a  m e l h o r .  

P a s s o  16 .  Se "excedem n ?  i t e r a ç õ e s  P I F "  e n t ã o  P A R E .  K1 é o  con - 

j u n t o  de f a c i l i d a d e s  a b e r t a s ;  

s e n ã o  v01 t e  a o  P a s s o  12. 



Es tá  impITc i to  no a l g o r i t m o  a  não c o n s i d e r a ç ã o  em K 1  

da f a c i l i d a d e  i  t a l  que C x i j  = 0.  
~ E J  

Associado ao c o n j u n t o  f i n a l  K l y  de f a c i l i d a d e s  a b e r  - 

t a s ,  a  função :  

onde x i j  é o  f l u x o  Õtimo do problema de t r a n s p o r t e  T(KI )  com os  

c u s t o s  C i j  = c  + t i  ou C i j  = c  + t , Ui&KI , ~ E J .  i  j i j  i  j 

2 .  A N A L I S E  D E  RESULTADOS 

U t i l i z a m o s  para  t e s t e  do a l g o r i t m o  p r o p o s t o  os p r o b l e  - 

mas I ,  I V ,  V e  VI,  Apêndice D .  E m  cada u m ,  t o d a s  a s  f a c i l i d a  - 

d e s  ap resen tam os  mesmos c u s t o s  f i x o s  os q u a i s  podem a s s u m i r  os 

v a l o r e s  $ 7500, $ 12500 e  $ 25000, impl icando r e s p e c t i v a m e n t e  

nos problemas 1 . 1 ,  1 .2  e  1 . 4 ,  IV.1,  IV.2 e  IV.4, e t c .  Não con - 

s i d e r a m o s ,  n e s s e s  t e s t e s ,  o s  c u s t o s  f i x o s  i g u a i s  a  $ 17500,  u t i  - 

l i z a d o s  nos t e s t e s  a n t e r i o r e s .  Ainda ma i s ,  a s  f u n ç õ e s  côncavas  

C x f i ( . )  , U i s I ,  s ã o  da forma f i ( . )  = K i  J jEJ  
i j  E m  u m  dado 

problema t o d a s  a s  f a c i l i d a d e s  tambgm receberam o  mesmo v a l o r  pa - 

r a  a  c o n s t a n t e  K i .  Porém, e s s e  v a l o r  pode s e r :  2 0 0 ,  400 ou 

8 0 0 .  Com i s s o ,  temos u m  c o n j u n t o  de 36 problemas t e s t e s .  

Mais uma v e z ,  v i sando  c o b r i r  t odo  o  t r a b a l h o  t e ó r i c o  



e  a s  p o s s i b i l i d a d e s  a p r e s e n t a d a s ,  f o i  t e s t a d o  p a r a  c a d a  u m  d o s  

p r o b l e m a s  um c o n j u n t o  b ã s i c o  d e  8 c o m b i n a ç õ e s .  I n i c i a l m e n t e  u t i  - 

l i z a r  Ã: ou e  na s e g u n d a  e t a p a .  Cada  uma d a s  o p ç õ e s  

a c i m a  p o d e  s e r  e m p r e g a d a  com a p r o x i m a ç õ e s  l i n e a r e s  p o r  n ó  ou 

p o r  a r c o .  F i n a l m e n t e ,  uma Ü l t i m a  r a m i f i c a ç ã o  c o r r e s p o n d e n t e  a o  

P I F  u t i l i z a n d o  a p r o x i m a ç õ e s  p o r  nõ ou p o r  a r c o ,  

I? e  2 ?  e t a p a s  

3 ?  e t a p a  

A S  t a b e l a s  ( I v . ~ ) ,  (IV.2) e  (IV.3) apresentam o s  r e s u l t a d o s  

g e r a i s  p a r a  o s  t e s t e s .  A p r i m e i r a  a p r e s e n t a  o s  v a l o r e s  m é d i o s  

p a r a  a  p r i m e i r a  e  s e g u n d a  e t a p a s  do  a l g o r i t m o ,  a p r o x i m a n d o  l i  - 

n e a r m e n t e  a s  f u n ç õ e s  f i ( . ) .  Y ~ E I ,  p o r  n ó ,  ( I V . 6 ) .  Na p r i m e i r a  
aD 

m e t a d e  da  t a b e l a  t e m o s  Â q  p a r a  p r i m e i r a  e t a p a  d o  g u l o s o  e  R .  I 

aD a  D 
p a r a  s e g u n d a .  A o u t r a  m e t a d e  t e m o s  A i  e  Q i  . O mesmo o c o r r e  

p a r a  t a b e l a  ( I V . 2 ) ,  p a r a  a p r o x i m a ç õ e s  p o r  a r c o ,  ( I V . 7 ) .  A t a b e  

l a  ( I V . 3 )  r e s u m e  a  t e r c e i r a  e t a p a  ou o  P I F ,  com a s  a p r o x i m a ç õ e s  

p o r  a r c o ,  ( I V . 8 )  e  p o r  n ó ,  ( I V . 9 ) .  



-- 
I -- 

FAC. 
ABER. 

o 

o 

O  

o 

o 

o 

o 

o 

o 
= 

1  

1  

1  

-- 

TEMPO 
( i )  

0 .503  

0.532 

0 .576  

O .  5 5 6  

0 .515  

0 .559  - 
0 . 5 0 0  

0 .545  

O .  5 7 4  - 
0.296 

O. 292  

O. 3 3 8  

PROBLEMA & ABER. 

CUSTO 

( 5  1 0 0 0 )  

0 .096  

0 . 1 0 9  

0 . 1 0 4  
- 

0 . 1 2 8  

0 .105  

0 . 1 1 7  

0 . 1 2 1  

0 . 1 1 4  

0 .126  

0 , 0 7 8  

0 . 0 8 9  

O  .O89 

0 . 0 8 9  

0 .088  

0 .083  
- 

0 . 0 8 0  

0 . 0 9 1  

0 .087  

0 .066  

0 .066  

0 .083  

0 .069  

0 .068  

0 . 0 7 3  

o .O80 

0 . 0 7 3  

0 .013  

0 . 1 5 3  

0 .116  

0 . 1 2 3  

0 . 1 3 2  

0 . 0 9 7  

CUSTO 

( $  1 0 0 0 )  

9 7 0 . 9  

1 1 4 4 . 3  

1 4 9 1 . 1  

1 0 0 6 . 4  

1 1 5 8 . 1  

1461 .4  

14  

14 

14 

11  

11 

1 1  

4  

4  

4 

5 

6  

1 2  

4  

5  

1 1  

5  

8  

1 2  

1 0  

1 1  

1 1  

8 

9  

9  

5 

6  

6  

17  

17  

1 2  

1 2  

9 .73  

TEMPO 
( i ) + ( ? )  

4 0 . 8 0 9  

4 0 . 9 4 7  

40 .035  

4 1 . 6 2 3  

3 9 . 6 1 7  

4 2 . 9 9 8  

I V .  2  

- 
I V . 4  

- 
v .  1  

- 
v . 2  

- - 
v.4 

- 
11.1 

EDIA  GERAL 

PT - P r o b l e m a  de  T r a n s p o r t e .  

TABELA ( I V . l )  - VALORES MEDIOS l $  E  20  ETAPAS GULOSO APLICADO A  FUNÇÕES CÕNCAVAS - APROXIMACfiO POR N6 



PROBLEMA 
-- 

N? K i  
.- 

I . 1  200  

400  

8 0 0  

I . 2  200 

400  

8 0 0  

I . 4  200 

400  

8 0 0  

400  

-- 

I ::: 
v . 2  200 

400  

800  

11.4 200 

400  

8 0 0  
-- -- 

V I . l  200 

8 0 0  

V I . 4  200 

8 0 0  

I E D I A  GERAL 

CUSTO 

i s  1 0 0 0 )  

970 .9  

1 1 4 4 . 3  

1 4 9 1  . 1  
-- 

1 0 0 6 . 4  

1 1 5 8 . 1  

1 4 6 1  .4 

1  0 2 2 . 2  

1 1 0 9 . 7  

1 2 8 4 . 8  

1 2 1 2 . 8  

1385 .2  

1729.9 

1 2 6 5 . 1  

1432 .3  

1766 .5  

1 4 0 2 . 6  

1569 .8  

1904 .0  

P .  T '  ABER. 

7  10 

7 1  o 

7 1  o 

8  6 

8  6  

8  6  

5  2  

5  2  

5  2 

1 5  8  

15 2  

1 6  o 

1 4  8  

1 4  2  

1 5  O  
- 

14 5  

1 4  1  

1 5  O  

5  9  

5  9  

5  9  

5 I 3  

1 5  

1 

I -- 
FAC . 

ABER. - 
4  

4  

4  - 
5  

5  

5  - 
2 

2 

2  
P 

5  

11 

13 - 
4  

10 

12  - 
7  

1  i 

12 - 
2 

2 

2  

1 
TEMPO 

(1)+(2)  

---- 

FAC . 
ABER. 

FAC. TEMPO 
ABER. 1 (1)+(2)  

PT - P r o b l e m a  de T r a n s p o r t e .  

TABELA ( I V . 2 )  - VALORES MEOIOS l ?  E  20  ETAPAS DO GULOSO APLICADO A  FUNCOES CÔNCAVAS - A P R O X I M A C A O  POR ARCO. 



M E D I A  G E R A  

F A C  . 
F E C .  

A P R O X I M A C Â O  POR ARCO I 
TEMPO 

( 3 )  

P T  - P r o b l e m a  d e  T r a n s p o r t e .  

C U S T O  
T O T A L  

A P R O X I M A C A O  POR NÕ 

C U S T O  REDUÇRO 
T O T A L  1 F . O . ( % )  

T A B E L A  ( I V . 3 )  - P R O C E S S O  I T E R A T I V O  F I N A L  ( 3 0  E T A P A )  GULOSO A P L I C A D O  A  F U N Ç O E S  C Õ N C A V A S .  

NO 
P . T .  

1  

4  

6  

2 

3  

5  

1  

1  

2 

3  

2 

2 

1  

1  

1  

1  

4  

7 

2 

3 

8 

2 

2 

2 

3  

3 

1  

1  

2 . 3 6  

N? 
I T E R .  

1  

11 

6 1  

3  

1 0  

5 0  

1  

1  

5  

5  

4 

6  

1 

2 

2 

1  

1 7  

4 1  

5  

1 3  

3 6  

4  

4 

6 

5 

1 4  

1 ,5  

1 ,5  

1 0 . 0 4  



Faremos a  s e g u i r  algumas cotnparações: o  comportamento 

do a l g o r i t m o  em cada uma das e t a p a s  conforme a s  aproximações  l i  - 

n e a r e s  u t i l  i zadas ,  o  desempenho de E ;  e  A $ ~  para  a  p r i m e i r a  e t a  - 

p a ,  a s  i m p l i c a ç õ e s  r e l a t i v a s  a s  v a r i a ç õ e s  nas  o f e r t a s ,  nos cus  - 

t o s  f i x o s  e  nas  c o n s t a n t e s  K i  nas  funç8es  f i ( . )  e  f i n a l m e n t e  os 

v a l o r e s  o b t i d o s  pa ra  a s  funções  o b j e t i v a s .  

P e l a s  mgdias g e r a i s  das  t a b e l a s  ( I V . 1 )  e  ( I V . 2 )  compg 

mos a  t a b e l a  ( I U . 4 )  onde podemos a n a l i s a r  a  p r i m e i r a  e t a p a  do 

a1 g o r i  tmo. 

T A B E L A  ( I V . 4 )  - MEDIAS GERAIS PRIMEIRA E T A P A .  

Conforme enunc iado  a n t e r i o r m e n t e ,  a  aproximação p o r  a r c o  na p r i  - 

meira  e t a p a ,  t o r n a  os  t e s t e s  de r edução  pa ra  a b r i r  f a c i l i d a d e s  

mais poderosos ,  aumentando o nÜmero de e lementos  a b e r t o s  e  con - 
d 

sequentemente  o  desempenho do a l g o r i t m o ,  porém, e  u m  c r i t é r i o  

h e u r i s t i c o .  Enquanto i s s o ,  os  t e s t e s  com aproximação por  nó 

são  excess ivamen te  f r a c o s .  



Para a  segunda e t a p a ,  o  a l g o r i t m o  s e  comporta indepen - 

d e n t e  da aproximação l i n e a r  u t i l i z a d a ,  porêm, dependen te  da p r i  - 

meira  e t a p a ,  onde ser: a b e r t o  ou f echado  u m  c o n j u n t o  maior  ou 

menor de f a c i l i d a d e s ,  Veja t a b e l a  ( I V . 5 ) .  Todav ia ,  cabe  o b s e r  - 

v a r  que os  v a l o r e s  e n c o n t r a d o s  p a r a  a s  funções  o b j e t i v o s ,  q u e r  

u t i l i z a n d o  A: ou a f D  i n i c i a l m e n t e ,  s ão  sempre i g u a i s  ao f im da 

segunda e t a p a .  De u m  modo g e r a l ,  e s s e s  v a l o r e s  s ã o  também inde  - 

pendentes  das  aproximações  l i n e a r e s .  (Ver  c o l u n a s  de c u s t o  nas 

t a b e l a s  ( I V . l )  e  ( I V . 2 ) .  

T A B E L A  ( i V . 5 )  - M E D I A S  GERAIS S E G U N D A  E T A P A .  

A e f i c i ê n c i a  do PIF e s t a  s i g n i f i c a t i v a m e n t e  v i n c u l a d a  

a s  aproximações  l i n e a r e s  empregadas ,  t a b e l a  ( I V . 3 ) .  O tempo 

computacional  ê s u p e r i o r  pa ra  aproximação por  nõ ,  porém, a l t a  - 

mente j u s t i f i c ~ v e l  s e  comparado os  c u s t o s  t o t a i s ,  e  também, o 

numero de f a c i l i d a d e s  f e c h a d a s  pa ra  uma e  o u t r a  aproximação.  A 

d i f e r e n ç a  de c u s t o s  em a l g u n s  problemas 5 s i g n i f i c a t i v a ,  conse  - 

quênc ia  de u m  ba ixo  desempenho da h e u r l s t i c a  na p r i m e i r a  e  s e  - 

gunda e t a p a s ,  



A aproximação por arço no P I F ,  garantidamente conver 

gente, não conseguiu nenhuma melhora nas soluções obtidas nas 

duas primeiras etapas. Ao passo que, a aproximação por nó, apg 

sar de não propiciar um decrescimento da função a cada itera - 

ção, algoritmo ngo convergente, gerou soluções a custos bem in - 

feriores para maioria dos problemas. As funções objetivas que 

sofreram a1 terações reduziram em media 4,65% para um tempo mé - 

dio adicional de 2,l segundos e um numero mêdio de 2,36 itera - 

ções ou problemas de transporte resolvidos. 

a a D Pela tabela (IV.4) podemos também comparar Ai e Ai . 
Independente da l i n e a r i z a ç ã ~ ,  mais uma vez o teste de redução 

para abrir facilidades, utilizando informações do problema 

aD tem um comportamento superior quer em número de ele dual, Ai , 

mentos abertos, quer em tempo computacional. 

Vimos nos c a p ~ t u l o s  anteriores que os testes de redu - 

ção para abrir são sensíveis as variações de capacidade e cus - 

tos fixos das facilidades. Assim que, para altos valores de 

capacidade e baixos custos fixos o nümero de facilidades aber - 

tas na primeira etapa tende a elevar-se. Analisando as tabelas 

(IV.l) e (IV.2) podemos verificar um compor.tamento semelhante 

se as aproximações lineares são feitas por arco. O contrário 

estã ocorrendo para linearizações por no. Isto porque os altos 

valores de capacidade (ai) acarretam inclinações t i  baixas, dis - 

tanciando da função real e reduzindo o poder de poda. Porém, a 

elevação de custos fixos sempre implica em poss?vel redução no 

número de facilidades abertas, independente da linearização. 



A e l e v a ç ã o  d a s  c o n s t a n t e s  K i  a c a r r e t a  em p e r d a  d e  c a p a  - 

c i d a d e  d e  poda  d o s  t e s t e s  d e  r e d u ç ã o  p a r a  a b r i r ,  também d e v i d o  

a o  d i s t a n c i a m e n t o  d a  f u n ç ã o  r e a l  d a  a p r o x i m a ç ã o  1  i n e a r .  

F i n a l m e n t e ,  destacamos mais uma vez os  va lores  o b t i d o s ,  para 

função o b j e t i v o ,  os tempos computacionais e  também a  s impl ic idade  do a l g o r i  - t 

mo. Na t a b e l a  (IV.6) a p r e s e n t a m o s  uma c o m p a r a ç ã o  e n t r e  o  d e s e m p e n h o  

do g u l o s o  e  u m  a l g o r i t m o  s e p a r a ' ç ã o  e  a v a l i a ç ã o  p a r a  f u n ç õ e s  cÔn - 

c a v a s ,  p r o p o s t o  p o r  SOLAND ( 5 7 ) .  A p a r a d a  d e s t e  a l g o r i t m o  e s t á  

a s s o c i a d a  a  uma t o l e r â n c i a ,  q u e  é a  d i f e r e n ç a  máxima e n t r e  o  l i  - 

m i t e  i n f e r i o r  e  s u p e r i o r .  E m  a l g u n s  c a s o s  e s s a  t o l e r â n c i a  t e v e  

d e  s e r  b a s t a n t e  g r a n d e  d e v i d o  a o s  e l e v a d o s  t e m p o s  c o m p u t a c i o n a i s .  

I PROBLEMA SOLAND 

T a b e l a  ( I V . 6 )  - Comparação  e n t r e  G u l o s o  e  S o l a n d .  

GULOSO 

TDERÃlT 
CIA (%T, , ( s )  ($1000) (S  1 i 

TEMPO VALOR F. O TRVIPO 



R E L A X A Ç Ã O -  L A G R A N G E A N A  

Ate o  momento a n a l i s a m o s  a l g o r i t m o s  h e u r 7 s t i c o s  a b o r  - 

d a n d o  o  p r o b l e m a  g e r a l  p r o p o s t o  com f u n ç õ e s  c u s t o  f i x o - l i n e a r  

( c a p T t u l o  1 1 1 )  e  f i x o - c ô n c a v o  ( c a p 7 t u l o  I V ) .  N e s t a  s e ç ã o  v o l t a  - 

mos a  t r a t a r  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o  com c u s t o  f i x o - l i n e a r  da  

f o r m a :  

o n d e  C i j  = c  + t i  , p a r a  t o d o  i s I  , jsJ e  t i  uma c o n s t a n t e ,  i j  
i & I .  

O b j e t i v a m o s  u m  a l g o r i t m o  e x a t o  t i p o  s e p a r a ç ã o  e  a v a  - 

l i a ç ã o ,  ( o u  B r a n c h - a n d - B o u n d )  s e g u i n d o  a  e s t r u t u r a  g e r a l  p r o p o s  - 

t a  p o r  GEOFFRION e  MARSTEN ( 3 1 )  e  u t i l i z a n d o  a r e l a x a ç ã o  l a g r a n  - 

g e a n a  ( R L )  como f e r r a m e n t a l  b ã s i c o  (NAUSS ( 4 8 ) ,  CHRISTOFIDES e  

BEASLEY ( 8 ) ) .  E s t e s  a l g o r i t m o s  s e  a p r e s e n t a m  s o b r e  a  f o r m a  d e  

a r v o r e  o n d e  o s  c o n c e i t o s  d e  l i m i t e  i n f e r i o r ,  s u p e r i o r  e  s e p a r a  - 



ção são fundamentais. Nas seções seguintes trataremos cada um 

desses elementos. Adiantamos que os limites inferiores serão 

obtidos pelas relaxações 1 agrangeanas da função objetivo e ajus - 

tados pelo método de subgradiente. O maior dos limites inferi0 - 

res será denominado de ZINF, Os limites superiores correspon - 

dem a soluções viáveis obtidas durante o processo iterativo. De 

forma semelhante, o menor limite superior serã denominado ZSUP. 

A separação divide um n6 em dois outros, uma vez que trabalha - 

mos com as variáveis binárias yi. A solução 6tima será obtida 

quando ZINF = ZSUP. Também serã apresentado uma seção onde en - 

focamos os testes de redução, caprtulo (II), e penalidades que 

implicam em um menor número de nós na árvore ou redução no tem - 

po computacional. Finalmente, trataremos os aspectos gerais pa - 

ra implementação e a análise de resultados que permitirão uma 
/ comparação ao comportamento da heuristica gulosa. Esse e um 

dos objetivos do acréscimo desse capitulo. 

Antes porém, apresentaremos a RL dentro do contexto 

de programação linear inteira mista, O termo RL foi proposto 

por GEOFFRION (281, onde se encontram as demonstrações dos re - 

sultados aqui apresentados, T ~ m b s m  destacamos-os trabalhos de 

EVERETT ( 1 7 ) ,  FISHER e outros (22), SHAPIRO (55) e ( 5 6 1 ,  

MACULAN e outros (42), etc. FISHER (20) apresenta uma visão ge - 

ral da teoria e das aplicações de RL na ultima década. A apli - 

cação inicial da RL ao problema do caixeiro viajante por HELD e 

KARP ( 3 5 )  motivou o seu largo emprego em problemas de Combinató - 

ria. Isto se justifica na medida em que. problemas complexos 

são decompostos em subproblemas de fácil resolução. Ainda mais, 

é uma ferramenta que fornece bons limites inferiores e que pg 
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dem s e r  u t i l i z a d o s  em a l g o r i t m o s  d e  s e p a r a ç ã o  e  a v a l i a ç ã o .  

Denomina remos  v ( P )  o  v a l o r  Ó t imo  p a r a  f u n ç ã o  o b j e t i v o  

do  p r o b l e m a  ( P ) ,  

S e j a  a p r o b l e m a  g e n g r i c o :  

T m i n  f ( x )  = c  x 

o n d e  a s  f u n ç õ e s  f :  IR' -+ IR e  g :  IRn -+ IRm , X u m  c o n j u n t o  n ã o  

v a z i o ,  f i n i t o  e  d i s c r e t o .  I m p l T c i t o  n e s t a  f o r m u l a ç ã o  e s t á  o  f a  - 

t o  d e  q u e  a s  r e s t r i ç õ e s  g ( x )  d i f i c u l t a m  a  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a .  

Podemos a s s i m  r e l a x ã - I a s  a s s o c i a n d o  a  c a d a  r e s t r i ç ã o  em ( V . 2 )  

um m u l t i p l i c a d o r  d e  L a g r a n g e ,  n ã o  n e g a t i v o ,  e  l e v a n d o - a s  a  f u n  - 

ç ã o  o b j e t i v o .  D e f i n e - s e  a  R L  d e  ( P )  r e l a t i v o  a  (V .2 )  e a o  ve  - 

t o r  A t O ,  a o  p r o b l e m a :  

O p r o b l e m a  ( P A I  ê um a e l a x a c ã o  d e  ( P )  p o d e n d o  m o s t r a r  q u e  p a r a  

q u a l q u e r  h  t O , v ( P A )  2 v ( P ) .  A i n d a  m a i s ,  o  p r o b l e m a  ( P ~ )  d e  - 

v e  s e r  m a i s  s i m p l e s  d e  s e  r e s o l v e r  q u e  ( P ) ,  o u ,  a  e s t r u t u r a  do 

c o n j u n t o  X d e v e  s e r  e s p e c i a l .  

Uma o u t r a  a l t e r n a t i v a  s e r i a  r e l a x a r  s o b r e  o c o n j u n t o  



X .  A relaxação usual de integralidade das variãveis XEX é uma 

delas. O problema resultante denominamos (P). 

No entanto podemos mostrar que: 

onde ^ são os multiplicadores duais correspondentes a solução 

Õtima de ( P )  (GEOFFRION ( 2 8 ) ) .  

O uso de qualquer relaxação está vinculado a qualida - 

de do limite inferior de aproximar ao valor Õtimo de (P). Isto 

justifica a utilização de RL visto que, de (V.5), o limite re - 

sultante dessa relaxação é superior ou no mTnimo igual ao obti - 

do pela relaxação usual ( P ) ,  para valores de X .  Todavia a esc0 - 

lha ideal para h dada pela solução 6tima do problema: 

max L(A) ou max v(PA) 
(PD) h20 A20 

que coincide com o p r o b l e m ~  dual de (P), relativo as restrições 

(V.2). (GEOFFRION (27)). 

trições de integralidade sobre as variáveis XEX então temos a 

propriedade de integralidade (GEOFFRION (28)), ou: 



Desta forma, a relaxação .usual tão boa quanto a 15 

grangeana. Portanto é mais interessante usar a RL em problemas 

em que a propriedade de integralidade não é satisfeita, ou para 

casos em que ( P A )  mais simples de ser resolvido. 

Cabe observar que esta propriedade não estã vinculada 

a uma classe de problemas, mas a formulaçãa de um problema des - 

sa classe. Assim ê que, para exemplificar, o problema da p-me - 

diana, dependendo da formulação, apõs o relaxamento atenderá ou 

não a propriedade de integralidttde (CORNUEJOkS e outros (10)). 

Desde que X 6 um conjunto finito então L(x) é um va - 
a 

lor real para todo h. Ainda mais, a função lagrangeana L ( h )  e 

côncava, continua e não diferenciável. Uma vez que v(PA) = 

A A 

= L(x) 2 v ( P ) ,  poder; existir um h tal que exista um x E X e 
A A 

L(x) = f(x) = v(P), determinando assim uma solução õtima para 

(P). As condições suficientes de otimalidade para o problema 

(P) podem ser assim enunciadas: 

A A 

( i i )  ~ .g(x) = O (complementaridade de folga) 

A 

( i i i )  g(x) 2 O (viabilidade primal). 

A A 

"Se ( x ,  h) satisfazem as condições de otimalidade pa- 

ra o problema (P) então i é Õtimo em (P)". 

De ( V . 5 )  canclu~mos que a RL uma boa ferramenta na 



determinação de limites inferiores para (P). E o primeiro paz 

so determinar um valor X que forneça o maior limite inferior. 

Este h corresponde a solução do problema dual, Assim podemos 

acrescentar ao enunciado acima: 

"Se ( x ,  A )  satisfazem as condições de otimalidade pfi 
A A 

d 

ra o problema (P) então x ê Õtimo. em (P) e h e otimo 

no problema dual (PD)". 

Resumindo, uma estratégia para aplicação da RL na re - 
A 

s o l u ~ ã ~  de (p) consiste em encontrar uma solução ótima h para o 

problema dual ( P D )  Feito isso, tentamos encontrar uma solução 
A 

complementar X E X  tal que as condições de otimalidade sejam aten - 

didas. 

Na resoluçiio do probqema dual ( P ~ )  vários métodos pg 

dem ser utilizados. ~ o r ê m ,  a maioria dos resultados tem sido 

obtidos através da qplicação do Método de Subgradiente que des - 

crevemos posteriormente. Outra opção ê a resolução de um prg 

blema 1 inear generalizado, dual do problema (PD), utilizando mê - 

todos de decomposição e geração de colunas (SHAPIRO ( 5 6 ) ,  

MACULAN e outros (42)). 

No entanto, independente dos métodos, nGo temos garan - 

tia que esta estratêgia ser: bem sucedida. Ou seja, não temos 

garantia que uma solução do dual (PD) possa gerar uma solução 

para o problema prima1 (P), Neste caso, temos um "gap" de dua - 

lidade ou v ( p D )  < y ( P ) .  Este problema g contornãvel permitindo 

a obtenção de uma solução Ótima para (P). Uma alternativa é 



fortalecer o problema dual ( P D ) ,  restringindo as soluções possi - 

veis na minimização da função lagrangeana para um conjunto dis - 

ereto. Isto feito pela teoria dos grupos. Outra alternativa 

é utilizar um algoritmo tipo separação e avaliação que tratare - 

mos neste trabalho. 

1 .  LIMITES INFERIORES 

Dado o problema ( P 2 )  podemos definir dois limites in - 

feriores pela RL. Relaxando as restrições de demanda ou de 

oferta e lançando-as na função objetivo. A primeira, jã bastan - 

te explorada foi utilizada por PiAUSS ( 4 8 ) ,  CHRISTOFIDES e 

BEASLEY ( 8 )  para o problema ( P 2 ) .  A segunda é uma proposta a1 - 

ternativa e analisada posteriormente, comparada a primeira so - 

bre os pontos de vista de complexidade computacional e obten - 

ção de limites inferiores mais justos, 

Independente da relaxação efetuada, os subproblemas 

resultantes são de fãcil yesolução. Ainda mais, se trabalhamos 

sobre o modelo ( P Z ) ,  definindo-o em função de variáveis xij = 

- - xij/bj , iiI , ~ E J  ou x;j = xij/ai , ia1 , jaJ , eles se 

tornam mais simples e resolvidos por inspeção. Este tratamento 

ser; abordado nas duas seções seguintes. 



1.1. Relaxar a Demanda 

Seja o problema (P2) acima. Fazendo xlj = xij/bj , 

i&I , ~ E J  , temos o novo modelo: 

onde Cij = 'i j 
x b , i ~ 1  , jEJ. 

j 

Por simplicidade de notação trataremos xij por x i j e Clj por 

A viabilidade do problema (P2) esta garantida pela 

b , S CI. De outra maneira, esta viabi condição i$S ai 2 jsJ - - 

lidade pode ser dada por: 

NFI 2 Z y 6 NFS 
i ~ 1  i 

onde NFI = número mTnimo de facilidades 



e NFS = numero mâximo de facilidades, 

são constantes fixadas inicialmente. 

Estas condições serão incorporadas ao problema (P3). 

Introduzindo um conjunto de multip?icadores de Lagran - 

ge hj , j&J para as restrições de demanda, (V.8), e levando-as 

a função objetivo em (P3), resulta: 

Uma outra relaxação obtida pela substituição das 

restrições ( V . l O )  pelas novas condições O d y 2 I , i ~ 1 .  i o 

problema resultante desta relaxação de integralidade é denomina - 

do de ( P 3 ) .  

Tambêm podemos mostrar que: 



onde h são os multiplicadores duais correspondentes a solução 

Õtima de (P3), (GEOFFRTON (28)). 

O melhor limite inferior serg obtido pela resolução 

do problema dual: 

max L ( A )  ou max V ( P ~ ~ )  
ALO ,720 

Para um dado A20 o problema (P3h) pode ser facilmente 

resolvido. Por projeção sobre o espaço das variãveis y ,  o prg 

blema se reduz a rn subproblemas independentes, um para cada y i ,  

função das variáveis x (GEOFFRION (28)). 

Seja y i  = 1 ,  então os fluxos Õtimos xij , j s J  são da - 

dos por: 

Portanto, temos um conjunto de m subproblemas da mochila cont7 - 

nuo, de solução imediata. 

Basta ordenar os xij, em ordem crescente das razões (Cij - h j ) /  

bj e alocar valores as yariaveis xij, obedecendo as capacida - 



d e s .  As v a r i ã y e i s  não e x p l i c i t a d a s  são  n u l a s .  

Caso y i  = O e n t ã o  x i j  = O pa ra  t o d o  j s J .  

i  Com o s  v a l o r e s  Y ( P ~ ~ )  pa ra  todo  i e I ,  podemos f a c i l m e n  - 

t e  c a l c u l a r  Y ( P ~ ~ )  p o r :  

i  V ( P ~ ~ )  = min E v ( P A )  y i  + 
i ~ 1  j E J  j 

y i  E { O ,  11 

i  U m  problema 0 / 1  r e s o l v i d o  por  i n s p e ç ã o .  Ordenamos os  v ( P h )  em 

ordem c r e s c e n t e .  Fazemos y i  = 1 pa ra  todo  i  c o r r e s p o n d e n t e  aos  

p r i m e i r o s  NFI menores v a l o r e s  de v ( p i ) .  Se NFI = NFS paramos,  X 
c a s o  c o n t r á r i o ,  cont inuamos f azendo  y  = 1 enquanto  v ( P ; )  < O i  

o u  a t e  que tenhamos s e l e c i o n a d o  NFS f a c i l i d a d e s  a b e r t a s .  As va - 

r i ã v e i s  não e s c o l h i d a s  s ã o  n u l a s .  

E m  resumo, a  s o l u ç ã o  de ( P 3 A )  c o n s i s t e  de ( m + l )  sub - 

problemas de ba ixa  complexidade ,  gerando o  c o n j u n t o  

I A  = { i  l y i  = 11 e  a s o l u ç ã o  r e l a x a d a  x r .  

1 . 2 .  R e l a x a r  a Ofer ta  

S e j a  o  problema ( P 3 )  com a cond ição  de v i a b i l i d a d e  



NFI 2 Z y 2 N F S .  
i e I  i  

I n t r o d u z i n d o  u m  c o n j u n t o  de m u l t i p l i c a d o r e s  de Lagran - 

g e ,  u i y  i d ,  p a r a  a s  r e s t r i ç õ e s  de o f e r t a ,  ( V . 7 ) ,  e  l e v a n d o - a s  

a  função  o b j e t i v o  em ( P 3 ) ,  r e s u l t a :  

L ( u )  = min Z Z ( C i j  + u i  b j )  x i j  + 
u 2 0  i & I  j & J  

NFI 2 c y 6 N F S  
~ E I  i 

De forma s e m e l h a n t e ,  podemos m o s t r a r  que:  

onde Ü s ã o  os  m u l t i p l i c a d o r e s  d u a i s  c o r r e s p o n d e n t e s  a s o l u ç ã o  

ót ima de ( P 3 ) ,  



Na verdade, se analisamos o conjunto de soluções viã - 

veis de (P3u) podemos verificar que se relaxarmos as variáveis 

y i  , O 5 y 5 1 , ial, não irnplicarà em alteração na solução fi i - 

nal, uma vez que a matriz de restrições ê unimodular. Logo, a 

propriedade de integralidade satisfeita e ( V . 1 5 )  pode ser 

substituido por: 

A RL e semelhante a relaxação usual. No entanto, a simplicida - 

de de c ~ l c u l o  do problema relaxado (P3u) é significativa, como 

veremos abaixo, justificando seu uso.   esta rã comparar os limi - 

tes inferiores em ambas as relaxações lagrangeanas, que também 

será feito posteriormente, 

O problema dual de (P3) relativo as restrições ( V . 7 ) ,  
d 

e da forma: 

Para um dado vetor u ,  o problema (P3u) pode ser facilmente re - 

solvido. Isto porque, as variaveis xij e y i  são independentes. 

Podemos dividir (P3u) em dois subproblemas, um com as variáveis 

x ,  outro com as variãveis y: 



min L Z ( C i j  + u i  b . ) x i j  
J 

min ( F i  - a i  u i )  y i  
i e I  j c J  i e 1  

2 

( P 3 u )  NFI 2 L y i  r NFS 
i ~ 1  

O r x . .  2 1 , i e I ,  j e J  Yi d 0 , I )  , ~ E I  
1 J 

1 

O problema ( P 3 u )  r e s o l v i d o  f azendo  x i j  = 1 pa ra  ca - 
da j c o r r e s p o n d e n t e  ao e lemento  i  com o menor v a l o r  de 

2 

( C i j  + u b . ) . ( P 3 u )  5 r e s o l v i d o  por i n s p e ç ã o .  Ordena c r e s c e n t e  
i J  - 

mente os  v a l o r e s  de ( F i  - u a i )  Faça yi = 1 pa ra  t o d o  i  c o r  i  - 

r e s p o n d e n t e  aos  p r i m e i r o s  NFI e l e m e n t o s .  Se NFI  = NFS e n t ã o  pa - 

r e .  Caso c o n t r á r i o ,  p rossegue  a  s e l e ç ã o  enquanto  ( F : -  u i  a . )  2 
1 1 

2 O ou a t i n j a  NFS e l e m e n t o s .  

P o r t a n t o  a  s o l u ç ã o  de ( P 3 u )  c o n s i s t e  em r e s o l v e r  d o i s  

subproblemas de ba ixa .  complexidade .  

1 . 3 .  Comparação dos L i m i t e s  I n f e r i o r e s  

Essa comparação pode s e r  f e i t a  a  d o i s  n l v e i s .  Pr imei  - 

r o  a n a l i s a n d o  a  complexidade dos subproblemas r e s o l v i d o s .  Segun - 

do ,  a  c a p a c i d a d e  de g e r a r  l i m i t e s  mais j u s t o s ,  



Resolvemos (m-tl) subproblemas em (P3h) enquanto em 

( ~ 3 ~ )  apenas dois. Porem, o conjunto de operações é basicamen - 

te o mesmo em ambos os casos. Isto acarreta um equilybrio em 

termos de complexidade computacional. 

Quanto aos limites gerados, tambêm não temos uma supe - 

rioridade definida. Pela montagem de contra-exemplos (RIBEIRO 
4 

(52)) podemos verificar casos em que o primeiro limite e mais 

justo que o segundo e vice-versa. 

O desempenho de uma e outra relaxação só ficará bem 

caracterizado pela execução de testes computacionais, analisan - 

do e identificando condições em que haja uma superioridade bem 

definida. 

Nas seções seguintes caracterizaremos as demais eta - 

pas para um algoritmo separação e avaliação, voltadas para a re - 

laxação de demanda, restrições ( V . 8 ) ,  conforme CHRISTOFIBES e 

BEASLEY (8). Porém, poderemos refazê-1 as para a segunda relaxa - 

ção. 

2. LIMITE SUPERIOR 

Os algoritmos separação e avaliação padrões utilizam 

como limite superior inicial ZSUP = + A medida que soluções 

viáveis para o problema proposto são obtidas, este limite vai 

sendo atualizado, igual ao menar valor encontrado para f (x). 



Ao utilizar a RL juntamente com o metado de subgra - 

diente, este exige um limite superior. O bom desempenho do me - 

todo estã vinculado, entre outros fatores, a qualidade do limi - 

te. Qualidade que tambêm influi diretamente no tamanho da ãrvo - 

re gerada pelo algoritmo de separação e avaliação. Neste caso, 

o limite superior inicial pode ser definido pela utilização de 

uma heurTstica imediata. Seleciona um conjunto m?'nimo de faci - 

lidades capaz de atender o total de demanda e resolve o proble - 

ma de transporte correspondente. 

Como nosso objetivo e obter resultados que permitam 

analisar o desempenho da heurystica gulosa, utilizamos a solu - 

ção final obtida por essa heur7stica como limite superior ini - 

cial para o algoritmo. 

Durante o processo iterativo, novas soluções viáveis 

são geradas, veja seção seguinte, e sempre que possi'vel atuali 

zamos o limite superior. 

3. DETERMINAÇAO DE UMA S Q L U Ç Ã Q  V I ~ ~ V E L  

r Seja xr e yr (y. = 1 
1 

se ieI ) a soluçZo obtida ao r 2  
A 

solver o problema relaxado (P3h). Uma vez que as restrições de 

demanda foram relaxadas, essa solução não é necessariamente viá - 

vel em ( ~ 3 ) .  Todavia, uma solução viãvel pode ser facilmente 

obtida, utilizando as variaveis xr e yr. Isto implicarã na pos - 

sibilidade de limites superiores melhores e consequentemente na 



redução da zrvore pesquisada. 

Seja xV e yV a soluçáo vigvel correspondente. Esta 

serã obtida com as seguintes etapas: 

( i )  Inicialmente ordenamos os elementos jaJ decrescentemente 

por demandas (b . ) .  
J 

( i i )  Para cada elemento j&J, ordenadamente, procuramos atender 
r a sua demanda com as facilidades iaIA tal que xij # O se - 

gundo o critêrio de menor custo. 

( i i i )  Caso não seja possivel atender toda a demanda de j no 

item ( i i )  então passamos a procurar entre as facilidades 

ia1 e xrj = O e com capacidade disponivel, também pelo A 

critério de menor custo. 

(iv) Caso não seja poss?vel atender a demanda em todos os j&J 

então niio existe solução viãvel, 

A 1  gori tmo : 

Passo O. Ordene decrescentemente por demandas ( b . )  os elemen 
J - 

tos ~ E J .  Seja 3 = { J , ,  .,., j 1 esse conjunto. n 

Passo 1. Faça K = 1 , j = jk , a; = ai,Yiai , b'. = b.,UjaJ 
J J 

Passo 2. Se 3 isIh tal que a; f O e xij # O entáo vã para Pas - 

s o  6 .  



P a s s o  3 .  S e l e c i o n e  i S & I  x t a '  que  ' iSj = min, R X a j i o  { c b j  I .  

P a s s o  4.  Se a i  2 b '  e n t ã o  f a ç a  xi v = b y b  
j . a i  

s  s  - S 
' =  ai ' s  - b j  

vá p a r a  P a s s o  10 .  

P a s s o  5 .  F a ç a  xYSj = a; / b j  . b !  = b 1  - a; . a '  = O 
S J j S i s  

R e t o r n e  a o  P a s s o  2 .  

r P a s s o  6 .  Se i s I A  t a l  q u e  a; f O e  x i j  = O e n t ã o  P a r e .  Não 

e x i s t e  s o l u ç ã o  v i á v e l .  

P a s s o  7 .  S e l e c i o n e  iS&IA 
q u e  C i s j  

= min, { C  . I  
R J  

' I x Q j = 0  

V = b;/bj . a; p a s s o  8. Se a; 2 b '  e n t ã o  f a ç a  x .  = a '  
j i 

- b j  
s 1 s j  s s 

v á  p a r a  o  P a s s o  1 0 .  

P a s s o  9 .  F a ç a  xYs j  = a; / b j  , b !  = b J  - a; , a '  = O 
s  J j S i s  

R e t o r n e  a o  P a s s o  6 .  

P a s s o  1 0 .  F a ç a  K = K + 1 .  

- 
P a s s o  1 1 .  Se K 5 N e n t ã o  f a ç a  j = jk 

r e t o r n e  a o  P a s s o  2 .  

P a s s o  1 2 .  P a r e .  x V  a  s o l u ç ã o  v i á v e l  em ( P 3 ) .  



4 .  TESTES D E  R E P U Ç R O  - PENALIDADES 

S e j a m  o s  c o n j u n t o s  d e f i n i d o s  a n t e r i o r m e n t e :  

K o  = c o n j u n t o  d a s  f a c i l i d a d e s  f i x a d a s  f e c h a d a s .  

Y i  = O .  I n i c i a l m e n t e  ê u m  c o n j u n t o  v a z i o .  

K1 = c o n j u n t o  d a s  f a c i l i d a d e s  f i x a d a s  a b e r t a s ,  

y i  = 1 .  I n i c i a l m e n t e  ê tambêm u m  c o n j u n t o  va - 

z i o .  

K 2  = c o n j u n t o  d a s  f a c i l i d a c l e s  n ã o  f i x a d a s  ou l i v r e s .  

I n i c i a l m e n t e  K, = I = { I ,  ..., m } .  

P a r a  c a d a  nó d a  ã r v o r e  do  a l g o r i t m o  d e  s e p a r a ç ã o  e  

a v a l i a ç ã o  t e m o s  o s  t r ê s  c o n j u n t o s  b â s i c o s  a c i m a .  E t o d o s  o s  

c á l c u l o s  e s t ã o  v o l t a d o s  p a r a  e s s e s  c o n j u n t o s .  Ass im é q u e ,  a o  

r e s o l v e r  ( P 3 A )  em (V.14) ,  o  c o n j u n t o  d e  t o d a s  a s  f a c i l i d a d e s  s e l e  - 

c i o n a d a s ,  IA? 
d e v e  a u t o m a t i c a m e n t e  c o n t e r  o  c o n j u n t o  K 1 .  Conse  - 

q u e n t e m e n t e  a o  c a r a c t e r i z a r  uma s o l u ç ã o  v i â v e l  tambêm e s t a r e m o s  

l e v a n d o  K l  em c o n s i d e r a ç ã o .  

E s s e s  c o n j u n t o s  tambêm s ã o  i m p o r t a n t e s  p a r a  a p l i c a ç ã o  

d o s  t e s t e s  d e  r e d u ç ã o  p a r a  a b r i r  e  f e c h a r  f a c i l i d a d e s  q u e  s ã o  

a p l i c a d o s  no i n i c i o  e  d u r a n t e  o  p r o c e s s o  i t e r a t i v o .  Os t e s t e s  

s ã o  u t i l i z a d o s  t a l  q u a l  d e f i n i d o s  no c a p 7 t u l o  ( 1 1 ) :  

( i )  p a r a  t o d o  ieK2 f a ç a  A = W ( K x  U K 2 - i )  - W ( K 1  U K2)  

s e  n i  2 F e n t ã o  f a ç a  y i  = 1 ou K1 = K I  U { i }  i  

K2  = K2- i  



( i i )  para todo ~ E K .  faça Sli = W ( K l )  W(K1 U i )  

se ai 2 F i  então faça y i  = O ou K, = K,-i 

Ko = Ko U{i) 

~arnbém aqui os c ~ l c u l o s  podem ser exatos (ai e o ~ )  ou aproxima - 
D dos (Ei ou A: e ai ou ai). Porêm, devido as características do 

algoritmo, apenas os testes aproximados se justificam para apli - 
D D cações. Mais especificamente, sugerimos Ai e ai. 

Tal qual os testes de redução, podemos definir penali - 

dades (CHRISTOFIDES e BEASLEY (8)) que poderão forçar a abertu - 

ra ou fechamento de facilidades, possibilitando uma redução na 
- 
arvore pesquisada. Tambêm divididas em penalidades para abrir 

e fechar facilidades. 

Se ao abrir uma facilidade i~ (K, - I ) ,  o custo míni X - 

mo ou penalidade mynima resultante, adicionada ao limite infe - 

rior ZINF, superar o limite superior ZSUP, então esta facilida - 

de deve ser fechada. Da mesma forma, se ao fechar uma facilida - 

de i~ (IX - Ki), a penalidade minima resultante, adicionada a 

ZINF, superar o limite superior ZSUP então essa facilidade deve 

ser aberta. 

PENALIDADE PARÃ ABRIR i E (K, - I,) 

( i )  v(~3;) se 1 1 ~ 1  # N F I  e 1 1 ~ 1  # NFS 



PENALIDADE P A R A  F E C H A R  i  E ( I A  - K I )  

( V )  - v(P3;)  + min { O ,  m i n  v ( P ~ ~ ) I  s e  I I J  # N F I  
j s ( K , - I A )  

E s s a s  p e n a l i d a d e s  p rocu ram p r e s e r v a r  o s  l i m i t e s  NFI e  

NFS p a r a  o  nÜmero de f a c i l i d a d e s  a b e r t a s  na s o l u ç ã o  Ót ima .  As - 

s i m ,  no c a s o  ( i )  e s t a m o s  no i n t e r i o r  do i n t e r v a l o  [NFI ,  NFS] e  

o  c u s t o  minirno a s s o c i a d o  a  p o s s i b i l i d a d e  de a b r i r  a  f a c i l i d a d e  
i i  é dado  p o r  V ( P ~ ; ) .  Lembramos que de  ( V . 1 3 ) ,  V ( P ~ ~ )  c o r r e s p o n  - 

de  a  soma do mTnimo c u s t o  v a r i g v e l  de d i s t r i b u i ç ã o  da c a p a c i d a  - 

de  a i  e n t r e  o s  c e n t r o s  de  demanda j s J ,  ma i s  o  c u s t o  f i x o  F i .  E m  

( i i ) ,  e s t a m o s  com o  numero mãximo, NFS. Lago,  p a r a  a b r i r  i 

f a z - s e  n e c e s s á r i o  r e t i r a r  alguma o u t r a  f a c i l i d a d e  j E ( I A -  K L ) .  

E m  ( i i i )  temos o  i n v e r s o ,  e s t a m o s  com o  nÜmero mTnimo. Nes t e  

c a s o ,  s e  o  c u s t o  m?nimo da f a c i l i d a d e  j E ( I  - Ki) f o r  p o s i t i  
h - 

vo ,  e l a  deve  s e r  r e t i r a d a  com a  e n t r a d a  de  i ,  pe rmanecendo  NFI 

e l e m e n t o s .  Caso c o n t r á r i o ,  podemos e n t r a r  com i sem q u e  nenhu - 

ma f a c i l i d a d e  s e j a  r e t i r a d a .  



As p e n a l i d a d e s  pa ra  f e c h a r  s e  comportam da mesma f o r  - 

ma. A função  d e c r e s c e r á  no minimo de v ( ~ 3 ; )  com a  p o s s i b i l i d a  - 

de de f e c h a r  i .  Porgm, c r e s c e r á  o b r i g a t o r i a m e n t e ,  p e l o  a c r e s  - 

cimo do e lemento  j E ( K 2  - I ) ,  com O menor c u s t o ,  s e  o  número X 
de f a c i l i d a d e s  a b e r t a s  e s t á  n o  minimo, 1 1 ~ 1  = NFIy em ( i v ) .  Ca - 

so  c o n t r â r i o  poderemos r e t i r a r  i  sem nenhum ac résc imo  a  função  

ou a t é  mesmo u m  dec résc imo  c o r r e s p o n d e n t e  a uma f a c i l i d a d e  

j E ( K 2  - I  ) que poderá  s u b s t i t u i r  i com uma v a r i a ç ã o  de c u s t o  h 

n e g a t i v a  v ( P ~ J ) ,  i t em ( v ) .  

PENALIDADE P A R A  F E C H A R  INTERVALO [NFI, NFS] 

Uma o u t r a  p e n a l i d a d e  pode s e r  d e f i n i d a  com o  o b j e t i v o  

de f e c h a r  o  i n t e r v a l o  [NFI,  NFS] que contêm o  número de f a c i l i  - 

dades  a b e r t a s .  I s t o  r e f o r ç a  a s  p e n a l i d a d e s  acima e  i m p l i c a  em 

l i m i t e s  i n f e r i o r e s  mais j u s t o s .  Se impomos a cond ição  que na 

s o l u ç ã o  Ôtima o c o r r a  R f a c i l i d a d e s  a b e r t a s  e n t ã o  de ( V . 1 4 ) ,  o  

v a l o r  m7nimo pa ra  ( P 3 A )  é dado p o r :  

Se R = NFI e  Z > Z S U P  e n t ã o  podemos f a z e r  NFI = NFI + 1 ;  

s e  R = NFS e  Z > ZSUP e n t ã o  podemos f a z e r  NFS = NFS - 1 ,  

sem que a  s o l u ç ã o  Ôtima s e j a  a l t e r a d a .  

Todos e s s e s  r e s u l t a d o s  s ã o  c o n s e q u ê n c i a s  d i r e t a s  do 
i s i g n i f i c a d o  do v a l o r  de  v ( P 3 % ) ,  o u ,  o  c u s t o  minimo a s s o c i a d o  em 



a b r i r  a  f a c i l i d a d e  i .  Ser;  p o s i t i v o  s e  o ganho com o s  c u s t o s  

v a r i â v e i s  d e c o r r e n t e  do ac resc imo  de i  f o r  i n f e r i o r  (em termos 

a b s o l u t o s )  ao c u s t o  f i x o  F i .  S e r á  n e g a t i v o ,  caso  c o n t r á r i o .  

O p r o c e s s o  de s e p a r a ç ã o  em u m  a l g o r i t m o  de s e p a r a ç ã o  

e  a v a l i a ç ã o  c o n s i s t e  em d i v i d i r  u m  problema,  o u  n õ ,  em um con - 

j u n t o  de subprob lemas ,  ou nós ,  de t a l  forma que a u n i ã o  dos con - 

j u n t o s  de s o l u ç õ e s  v i á v e i s  dos subproblemas  co r responda  ao con - 

j u n t o  de s o l u ç õ e s  v i á v e i s  or igem. Pa ra  o  c a s o  e s p e c i f i c o ,  um 

problema de programação i n t e i r a  g / 1 ,  separamos um problema em 

d o i s  o u t r o s  f i x a n d o  uma v a r i á v e l  y i  em 0 em um subproblema e  em 

1 em o u t r o .  

A e s c o l h a  da v a r i ã v e l  a s e r  f i x a d a  na d i v i s ã o  do prg 
blema poderã  s e g u i r  varias c r i t ê r i o s .  A f a c i l i d a d e  i  E K, t a l  

que a  p e n a l i d a d e  a s s o c i a d a  s e j a  mãxima ou aque la  que f o r n e ç a  o  

minimo " ( ~ 3 ~ )  ( a  f a c i l i d a d e  com a  maior  p o s s i b i l i d a d e  de  s e r  X 
a b e r t a ) .  Não e x i s t e  o  melhor c r i t e r i o ,  t u d o  depende de t e s t e s .  

Os c r i t g r i o s  pa ra  e s c o l h a  do problema ou nó a s e r  d i  - 

v i d i d o  s ã o  d o i s :  

( i )  LIFO - o Ultimo subproblema ge rado  o  p r i m e i r o  a  s e r  d i v i  - 

d i d o .  E s t e  p r o c e s s o  p rocura  uma s o l u ç ã o  r ã p i d a  que permi - 

t a  podar  u m  nÜmero maior  de nõs .  



( i i )  Selecionar o nÔ com o menor limite inferior, poss~vel can - 

didato a uma solução a baixo custo. 

Nestes critêrios existe um compromisso em reduzir o espaço de 

memória ocupada, amp? iando a ãrvore na vertical, em (i), enquan 

to em ( i i )  procura-se reduzir o tempo computacional, ampliando 

a ãrvore na horizontal, Podemos trabalhar com um ou outro ou 

os dois intercalados. 

6. METODO DE SUEGRADIENTE 

E o mêtodo mais popular para resolução de problemas 

duais em RL. Isto porque ê fãcil de programar, os subgradien - 

tes são facilmente obtidos e é superior aos demais para alguns 

problemas em combinatÔria em que o niimero de variáveis é muito 

elevado ou quando ocorre o "gap" de dualidade, sendo necessário 

um método simples. Porem não existe. garantia que os limites in 

feriores serão crescentes para os multiplicadores duais gerados 

por este metodo. Embora na pratica bons resultados tem sido 

obtidos ap6s alguns ajustes, 

O metodo de subgradiente 5 uma adaptação do método de 

gradiente em que os gradientes são substitu?dos por subgradien - 
K tes. Dado um vetor h 2 0, interação K, solucionamos o proble - 

K K ma ( p X K )  , ( ~ . 4 ) ,  que nos fornece os subgradientes g(x ) = b - Ax , 

correspondentes a solução Ótima xK, permitindo obter um novo 

dado por: 



A s p e c t o s  c o m p u t a c i o n a i s  e  p r o p r i e d a d e s  de  c o n v e r g ê n  - 

tia t e Ó r i a  do método s ã o  d i s c u t i d o s  em H E L D ,  WOLFE e  C R O W D E R  

( 3 7 1 ,  GOFFIN ( 3 3 1 ,  RIBEIRO ( 5 1 1 ,  M A H E Y  ( 4 3 ) .  

Uma d a s  f o r m a s  de  c a r a c t e r i z q r  o  tamanho do p a s s o  é 

dada  p o r :  

aK  = P K  
(ZSUP - L ( A ~ ) )  

II d x K )  1 1 2  

onde p K  é um e s c a l a r  s a t i s f a z e n d o  O c p K  5 2 ,  ZSUP u m  l i m i t e  su  - 
K p e r i o r  p a r a  ( P )  e  L ( h  ) 2 max L ( x ) ,  em ( P A I .  E 1 1  g ( x K )  1 1  é uma 

norma q u a l q u e r  d o  s u b g r a d i e n t e ,  em g e r a l ,  a  e u c l i d i a n a .  

T e o r i c a m e n t e ,  p a r a  s u c e s s i v o s  K y  f i x a - s e  p K ,  e  L ( h K )  

K c o n v e r g e  a  ZSUP ou o b t i d o  um p o n t o  em que  L ( h  ) 2 ZSUP. POLYAK 

K 03 

( 5 0 )  m o s t r o u  que  L ( X  ) c o n v e r g e  ao max L ( h )  s e  a K -  O e  2 K =  1 

a K  = + S e g u i n d o  a  p r o p o s t a  de  H E L D  e  o u t r o s  ( 3 7 )  fazemos  

P K  = 2  d u r a n t e  2n i t e r a ç õ e s ,  e n t ã o  d i v i d i m o s  p K  p o r  d o i s  após  

a s  2n i t e r a ç õ e s ,  a p ó s  n i t e r a ç õ e s ,  e  n / 2 ,  n / 4 ,  ..., a t é  a t i n g i r  - 

mos u m  número m?'nimo de  i t e r a ç õ e s ,  no n o s s o  c a s o  i g u a l  a 5 .  Se - 

gue d i v i d i n d o  p K  p o r  d o i s ,  a p õ s  c a d a  5 i t e r a ç õ e s ,  a t é  q u e  p K  s e  

t o r n e  s u f i c i e n t e m e n t e  pequeno .  



O valor hK" definido em ( V . 1 7 )  não é necessariamente 

não negativo. Para que essa condição seja satisfeita fazemos: 

K+ I K K 
'i = max {O, A i  + aK gi(x ) I  , i = 1 ,  ..., m ( V . 1 9 )  

Apresentamos a seguir a estrutura do algoritmo de sub - 

gradiente, utilizando os resultados acima aplicados a resolução 

de (P3). Nesse algoritmo será introduzido as informações apre - 

sentadas nas seções anteriores entre elas as penalidades e os 

testes de redução. Apesar de iterativo omitiremos os Yndices K 

acima. 

A L G O R I T M O :  

Passo O. Faça p = 2 , ZINF = - w 

Escolha um valor inicial para X 

= min { C .  - 1  , j = I, ..., n 
'j i&(KI U K,) 1 J  

Passo 1. Determine um limite superior para ( ~ 3 ) ,  ZSUP. (seção 

V.2). 

Passo 2. Para o conjunto de mu.ltl icadores h determine v ( ~ 3 ~ ) ,  

(V.14), caracterizando a solução Ótima xr e o conjun 

to de facilidades abertas IA. 

Passo 3. Atualizq, se necessãrio, o limite inferior ZINF. 

Passo 4. De xr e I A  determine a solução viãvel em ( ~ 3 )  (Seção 
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Passo 5 .  A t u a l i z a ,  s e  n e c e s s à r i o ,  o l i m i t e  s u p e r i o r  Z S U P .  

Passo  6 .  Se ZSUP = Z I N F  e n t ã o  P A R E .  S A F D A I .  

Passo 7 .  Execute os  t e s t e s  com a s  p e n a l i d a d e s  para  a b r i r  e  f e  - 

c h a r  f a c i l i d a d e s  (Seção  V . 4 ) .  A t u a l i z a  K i  e  K , .  Exe - 

c u t e  o  t e s t e  p a r a  f e c h a r  o  i n t e r v a l o  [ N F I ,  N F S ] ,  

( V . 1 6 ) .  

Passo  8 .  Se o c o r r e u  alguma a1 t e r a ç ã o  em K i ,  K, no p a s s o  a n t e  - 

r i o r ,  e x e c u t e  c i c l i c a m e n t e  os  t e s t e s  de r edução  para  

a b r i r  e  f e c h a r  f a c i l i d a d e s ,  A t u a l i z a  K p  e  K , .  

Passo  9 .  Def ina  o  v e t o r  de s u b g r a d i e n t e s  SUBG: 

Passo 10 .  Se S U B G ( j )  = O , VjcJ ,  e n t ã o  P A R E .  S A ~ D A ~ ,  

CZSUP - v(P3,) 1 
Passo 1 1 .  C a l c u l e  o  tamanho d o  s a l t o  a = . p  , (V.18)  

II SUBG 1 1 2  

Passo 12 .  A t u a l i z e  os  r n u l t i p l i c a d o r e s ,  (V .19) :  

h j  = max { m i n  ( C i  j ) ,  h j  + a.SUBG(j)}, j = l ,  . .., n 
i c ( K 1  U K 2 )  

Passo 1 3 .  A t u a l i z e  p ,  s e  n e c e s s á r i o ,  e  r e t o r n e  ao Passo  2 .  

Pe lo  a l g o r i t m o  temos t r ê s  pon tos  de parada..  Essas  s a i  - 

das  correspondem a ;  
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( i )  O limite superior concide com o inferior; 

( i i )  O vetor subgradiente se anula; 

( i i i )  p 0.01 

No caso (i) temos uma solução 6tima para (P3). Em ( i i ) ,  a solu - 

ção xr ê viável em (P3) e pode ser Ótima. Finalmente, a sa7da 

3, temos um excesso de iterações ou p < 0.01. 

Para implementação de um algoritmo de separação e ava - 

liação destacamos três tipos básicos de nos: inicial, interme 

diários e finais ou terminais. 

NÓ INICIAL: 

Inicialmente apl icamos de maneira clcl ica os testes 

de redução para abrir e fechar facilidades, caracterizando os 

conjuntos K o ,  K1 e K,. 

Por uma heur7stica qualquer encontramos um limite su - 

perior para (P3), Nesse passo, podemos entrar com a solução 

obtida pela heurystica gulosa. 



O mgtodo de subgradiente aplicado conforme seção an - 

terior. Teremos três saTdas poss?veis. Se ocorrer a primeira, 

limites superior e inferior iguais, teremos achado a solução 
d 

otima para o problema. Caso contrãrio, passaremos a separação 

do nÔ em dois outros. Antes porêm, resolvemos um problema de 

transporte, se yizyel, com as facilidades em Ki, com o objetivo 

de obter um melhor limite superior ZSUP, Aplica-se novamente o 

método de subgradiente a partir dos valores de 1 corresponden - 

tes ao melhor limite inferior, para um nümero fixo de iterações 

(no caso 30) e um valor fixo para p ( =  O,!). Voltando a ocorrer 

as saydas ( i i )  e ( i i i )  dividimos o n o  inicial em dois outros. 

Fazemos y i  = fl e y i  = 1 ,  seguindo as orientações dadas na se - 

ção ( V . 5 ) .  

Em cada n6 necessitamos das seguintes informações: os 

multiplicadores h e o respectivo melhor limite inferior obtido 

no nÕ pai, os yalores de NFI e NFS e os conjuntos K1 e K,. 

Ap1icamos os testes de redução para abrir e fechar fa 

cilidades de modo cTclico. 

O mêtodo de subgradiente e aplicado para um numero f l  
xo de iterações (30) e também p fixo ( =  0.1). As penalidades 

são calculadas a cada iteração do algoritmo e sempre que atuali - 

zamos K1 e K,, tasbem reaplicamos os testes de redução. 



N Õ  TERMINAL: 

Aquele em que K, = !J, Reso?vemos o problema de trans - 

porte com todas as facilidades em K1 e atualizamos, se necessâ - 

rio, o limite superior. 

Apesar de apresentarmos o algoritmo geral de separa - 

ção e avaliação, nossos testes computacionais se prenderão apg 

nas ao n o  inicial, com os resultados na seção seguinte. 

8. ANALISE DE RESULTADOS 

Os testes computacionais foram realizados utilizando 

os problemas i V . 1 ,  IV.4, V.1 ,  V.4 e VI.2, Apendice D. IV.1 e 

V.l correspondem aos problemas IV e V com os custos fixos de to - 

das as facilidades iguais a $ 7,500. Idem para IV.4 e V.4 com 

custos fixos iguais a $ 25.000. E V1.2 o problema V I  com to - 

dos os custos fixos iguais a $ 12,500. 

Ao aplicar o algoritmo apresentado, necessitamos de 

um limite superior inicial. Em alguns testes utilizamos a solu - 

ção encontrada pela heurTstica gulosa do capTtulo 111. Em ou - 

tros fornecemos o limite superior igual ao valor Õtimo do pro - 

blema de transporte T(K1 U K , )  ou T(I), em que todas as facilida - 

des candidatas estão disponTveis. Ê portanto um limite supe - 

rior maior que o primeiro. 



A c o n s t a n t e  NFI e f e i t a  i g u a l  ao menor número de f a c i  

l i d a d e s  necessZi r ias  p a r a  g a r a n t i r  a v i a b i l i d a d e .  E NFS = 1 1 1 ,  
numero de f a c i l i d a d e s  c a n d i d a t a s .  

Também aqu i  t e s t a m o s  para  cada problema um c o n j u n t o  

de 3 combinações que d i f e r e m  p e l o s  t e s t e s  de r edução :  

D 1 .  T e s t e s  de r edução  lii sem Extensão  e  a i  

2.  T e s t e s  de r edução  A i  e  a i  com Extensão  

D 3 .  T e s t e s  de r edução  A; e  a i  

0s  pa râmet ros  u t i l i z a d o s  p e l o  metodo de s u b g r a d i e n t e  

e  e s p e c i f i c a d o s  nas s e ç õ e s  a n t e r i o r e s ,  não s o f r e r a m  q u a l q u e r  va - 

r i a ç ã o  pa ra  poss?vel  v e r i f i c a ç ã o  do desempenho do método. 

As t a b e l a s  ( V . ! )  e  ( V . 2 )  resumem os  r e s u l t a d o s  o b t i  - 

dos u t i l i z a n d o  um computador Burroughs B 6 7 0 0 .  E m  ( V . l )  temos 

os  v a l o r e s  dos l i m i t e s  e  numero de f a c i l i d a d e s .  E em ( V . 2 )  os 

tempos computac iona i s  e  informações  a d i c i o n a i s .  Foi f i x a d o ,  na 

m a i o r i a  dos t e s t e s ,  u m  tempo mâximo de processamento  de 1 8 0  s e  - 

gundos. De forma q u e ,  em a l g u n s  p rob lemas ,  e s s e  tempo f o i  exce  - 

d ido  não fo rnecendo  t o d a s  a s  informações  r e f e r e n t e s  aos  c ã l c u  - 

1 0 s  e f e t u a d o s  pa ra  o  nõ i n i c i a l .  

Devido ao pequeno numero de t e s t e s  r e a l i z a d o s  e ,  na 

m a i o r i a  dos c a s o s ,  o  tempo computac ional  e l e v a d o ,  podemos reu  - 

nir poucas c o n c l u s õ e s .  
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A u t i l i z a ç ã o  de l i m i t e s  s u p e r i o r e s  i n i c i a i s  d i f e r e n  - 

t e s  pa ra  um mesmo probyema, em nada mudou o  desempenho do a l g o  - 

r i t m o .  

C o m ~ a r a n d o ,  pa ra  cada ~ r o b l e m a ,  o ncmero de f a c i l i d a  - 

des  a b e r t a s  e  f e c h a d a s ,  p e l o s  t e s t e s  de r e d u ç ã o ,  t a b e l a  ( V . l ) ,  

D podemos v e r i f i c a r  a s u p e r i o r i d a d e  dos t e s t e s  d u a i s  A i  
D e  a i .  

Porem, uma vez que cada u m  d e s s e s  t e s t e s  exigem a  r e s o l u ç ã o  de 

p e l o  menos u m  problema de t r a n s p o r t e ,  o  tempo computac ional  e  

maior  pa ra  a  combinação 3 ,  onde s ã o  u t i l i z a d o s  ( T a b e l a  V . 2 ) .  

E m  nenhum d e s s e s  problemas a t i n g i m o s  o  v a l o r  ó t imo pa - 

r a  a  função  o b j e t i v o  no nõ i n i c i a l .  Nos problemas V . l  e  V.4 

conseguimos u m  melhor desempenho. 

F i n a l m e n t e ,  comparemos e s s e s  r e s u l t a d o s  com a q u e l e s  

o b t i d o s  p e l a  h e u r i s t i c a  g u l o s a ,  P e l o s  tempos de processamento  

a p r e s e n t a d o s  aqui  (Ül t ima  co luna  t a b e l a  ( V . 2 )  e  p e l a  t a b e l a  

( I I I . 3 ) ,  e  tambem p e l a  q u a l i d a d e  das  s o l u ç õ e s  e n c o n t r a d a s ,  pode 

mos a f i r m a r  que o a l g o r i t m o  g u l o s o  t o t a l m e n t e  j u s t i f i c á v e l .  

Cabe o b s e r v a r  que o  a l g o r i t m o  de s e p a r a ç ã o  e  a v a l i a  - 

ção com a R L  5 e f i c i e n t e ,  porem, o mztodo de s u b g r a d i e n t e ,  a p e  

s a r  do ba ixo  tempo computac ional  consumido, p r e c i s a  s e r  bem 

t r a b a l h a d o .  O mesmo pode s e r  d i t o  pa ra  a s u b r o t i n a  problema de 

t r a n s p o r t e  que em t o d o s  os  a l g o r i t m o s  consome a  maior  p a r t e  do 

tempo t o t a l  de p rocessamen to ,  
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O 

O 

o - 
o 

O 

O 
- - 

O 

o 

O 
- - 

NETOPO METODO 
SUBGRADI ENTE 1 ' / SUBGRADIENTE 

L I M I T E  
INFERIOF 

1007.9 

1013.8 

1011.3 

L I M I T E  L I M I T E  
SUPERIOR Z(K1) INFERIOR 

1040'. 4 

1040.4 

1040.4 

1235.5 

1235.5 

1235.5 

950.4 940.0 866.8 

950.4 940.0 866.8 

932.6 940.0 866.8 

932.6 940.0 866.8 

932.6 940.0 866.8 

1212.9 912.9 

1212.9 912.9 

1212.9 912.9 

1060.7 912.9 

1060.7 912.9 

1060.7 912.9 

961.8 929.4 

961.8 

961.8 

L I M I T E  
jUPERIOP 

OBS.: S o l u ç õ e s  Ó t i m a s  p a r a  e s s e s  p r o b l e m a s  n a  t a b e l a  (111.8) 

TABELA (V .  1 )  - VALORES DOS L I M I T E S  E FACIL IDADES.  



TESTES 
REDUÇãí PROBLEMA 

METODO SUBGRAD 
ENTE (19  FASE- F I N A L  

( 2 a  I 
TEMPO 
PROC . 

SE) 
P 
- - 

- - 

- 

2.0 

2.  o 
- - 

2.  o 
2 .0  

2.0 
= 

2.0 

2.0 

2 .0  
- 

2.0 

2 .0  

2 .0  
- - 

- - 

p' 
F I N A L  COMB 

1 

2  

3  

1  

2  

3  

1 

2  

1 

2  

3  

1  

2  

3  

1 

2  

3 

1 

2 

3  

NO 

I V .  1 

I V  .4 

v. 1 

v . l  

NO 
P.T. - 

- 
3 

3 

3 

3  

4  - 
O 

o 

1 

o 
O 

1 

TEMPO 
PROC, 

O .  396 

O .  394  

16 .964  

TEMPO 
PROC . \O I T .  

SUB. 
TEMPC 
PROC. 

140 

140 

4 0  

I80  

I 8 0  

I80  

23  

23  

2  1  

2  4 

36 

4 

4  

1 7  

5 

5 

2  o 

180 

I80  

I 8 0  

TABELA ( V .  2 )  - TEMPOS COMPUTAC I O N A I S  E CONTADORES. 



A L G O R I T M O  G E R A L :  

E N T R A D A  0 
L I M I T E  

S U P E R I O R  

T .  REDUÇÃO 

A B R I R  

F E C H A R  - 
J 

M. S U B G R A D I  - 
E N T E  

S A Í D A :  1,2,3 
r 

t 

R E S O L V E R  

P. TRANSPORTE 

EM K1 

I T .  R E D U Ç Á O  I 
I A B R I R  ( 

(I) 



CONCLUSÕES 

Os t e s t e s  d e  r e d u ç ã o  u t i l i z a n d o  i n f o r m a ç õ e s  d o  p r o b l e  - 
D 

ma d u a l ,  A i  e f iD a p r e s e n t a r a m  u m  bom d e s e m p e n h o  o  q u e  j u s t i f i  i '  - 

c a  o  e m p r e g o  a c e n t u a d o  n o s  a l g o r i t m o s  p r o p o s t o s .  D e s t a c a m o s  a s  

d e m o n s t r a ç õ e s  d o s  t e o r e m a s  ( 1 . 1 )  e  ( 2 . 1 ) ,  a t é  e n t ã o  a p r e s e n t a  - 

d o s  d e  f o r m a  i n t u i t i v a .  Como p r o p o s t a  f i c a r i a  a  e x t e n s ã o  d e s  - 

s e s  r e s u l t a d o s  p a r a  o  p r o b l e m a  em d o i s  n 7 v e i s .  

No c a p y t u l o  I11  p ropomos  u m  novo a l g o r i t m o  g u l o s o  p c  

r a  o  p r o b l e m a  loca l i zacão  capac i tado  com cus to  S l x o / l i n e a r .  E b a s t a n  - 

t e  s i m p l e s ,  r á p i d o  e  c o n f i á v e l  à m e d i d a  q u e  q u e  a p r o x i m a m o s  s i g  - 

n i f i c a t i v a m e n t e  d a  s o l u ç ã o  ó t i m a .  Além d i s s o ,  p o d e r i a  s e r  e s t u  - 

d a d o  o  a c r é s c i m o  d e  uma o u t r a  e t a p a  q u e  p r o c u r a r i a  e l a b o r a r  t r o  - 

tas, i n c l u i n d o  e r e t i r a n d o  f a c i l i d a d e s  a  s o l u ç ã o  f i n a l .  

Propomos  a  e x t e n s ã o  d o  a l g o r i t m o  g u l o s o  p a r a  f u n ç õ e s  

c u s t o  f i x o / c Ô n c a v o  d e v i d o  a  s i m p l i c i d a d e  e  d e s e m p e n h o  p a r a  o  c a  - 

s o  a n t e r i o r .  P e l a  a n á l i s e  d e  r e s u l t a d o s ,  o  a l g o r i t m o  s e  compor  - 

t o u  m u i t o  bem d e v i d o  a  g r a n d e  d i f i c u l d a d e  d e  s e  r e s o l v e r  e s s e s  

p r o b l e m a s  com u m  a l g o r i t m o  e x a t o ,  c o n s u m i n d o ,  a s  v e z e s ,  u m  tem - 

po c o m p u t a c i o n a l  b a s t a n t e  e l e v a d o .  

No c a p i t u l o  V ,  a l é m  d'a p r o p o s t a  d e  u m  novo  l i m i t e  i n  - 

f e r i o r ,  r e s u l t o u  a  p e q u e n a  e x p e r i ê n c i a  com a  t é c n i c a  d e  R L  e  o  

m é t o d o  d e  s u b g r a d i e n t e .  A p e s a r  d a  boa  p e r f o r m a n c e  a p r e s e n t a d a  

p e l a  l i t e r a t u r a ,  e s s a s  t z c n i c a s  e x i g e m  u m  g r a n d e  número  d e  t e s  - 



t e s  c o m p u t a c i o n a i s  p a r a  que possamos a j u s t a r  o  a l g o r i t m o  p a r a  

r e s o l u ç ã o  do p rob lema e s p e c 7 f i c o .  Nossos  r e s u l t a d o s  s ã o  a i n d a  

e s c a s s o s  p a r a  m a i o r e s  c o n c l u s õ e s .  

F i n a l m e n t e  r e s s a l t a r i a  o  numero d e  p rog ramas  computa - 

c i o n a i s  d e s e n v o l v i d o s ,  o  u s o  d e  p rob l emas  j á  e s t u d a d o s  p e l a  l i  - 

t e r a t u r a  e  a  g r a n d e  massa  d e  r e s u l t a d o s .  



A L G O R I T M O  P R O P O S T O  POR MONTEROSSO 

O  p r o b l e m a  t r a t a d o  p o r  MONTEROSSO ( 4 7 )  f o i  d e f i n i d o  

da  s e g u i n t e  m a n e i r a ;  d a d o  u m  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  R c e n t r o s  d e  

p r o d u ç ã o ,  n  c e n t r o s  d e  d e m a n d a ,  q u e r e m o s  e s c o l h e r  a l g u n s  d e n t r e  

o s  m l o c a i s  c a n d i d a t o s  d a d o s ,  l o c a l i z a n d o  e  d i m e n s i o n a n d o  o s  a r  - 

m a z ê n s  c o r r e s p o n d e n t e s ,  d e  modo a  m i n i m i z a r  c u s t o s  d e  t r a n s p o r  - 

t e  e  a r m a z e n a g e m .  

O  m o d e l o  m a t e m ã t i c o  ê d a  f o r m a :  

R m m m n  
min L L r i j  x i j  I- L f j  ( t j )  + L z s  

i = I  j = I  j=1 j = l  K = l  j k  ' j k  

x 2 O i . R e  j = l ,  ..., m i  j 

z O = I  . .  e  k = l y  ..., n  . 
j k 

o n d e  x i j  = f l u x o  do  c e n t r o  d e  p r o d u ç ã o  i a o  a rmazzm j 



z  = f l u x o  do arma,zém j a o  c e p t r o  demanda  k 
j k 

a  i  = p r o d u ç ã o  no c e n t r o  i 

b k  = demanda  no c e n t r o  k 

r i j  = c u s t o  u n i t ã r i o  d e  t r a n s p o r t e  do  c e n t r o  p r o d u ç ã o  

i  p a r a  o  armazgm j 

s = c u s t o  u n i t a r i o  d e  t r a n s p o r t e  do  a rmazêm j a o  
j k 

c e n t r o  d e  demanda  k 

= ' i j  
= f l u x o  t o t a l  p a s s a n d o  p e l o  a rmazém j 

i=! 

f . ( t  . )  = f u n ç ã o  c ô n c a v a  d e  c u s t o  d e  a r m a z e n a g e m  em j .  
J J  

I n c l u i  c u s t o  f i x o  c a s o  e x i s t a .  

P a r a  e s t e  m o d e l o  a p r e s e n t a  u m  m e t o d o  i t e r a t i v o  em 

d u a s  p a r t e s .  Na p r i m e i r a  p r o c u r a  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  p o r  s u c e s  - 

s i v a s  a p r o x i m a ç õ e s  l i n e a r e s  d a s  f u n ç õ e s  c ô n c a v a s .  Na s e g u n d a  

p a r t e  p r o c u r a  r e t i r a r ,  a d i c i o n a r  ou s u b s t i t u i r  a r m a z é n s  s e l e c i o  - 

n a d o s  p o r  o u t r o s  n ã o  s e l e c i o n a d o s  na  p r i m e i r a  e t a p a .  P o r t a n t o ,  

a  c o n v e r g ê n c i a  d o  a l g o r i t m o  e s t z  a s s o c i a d a  a  p r i m e i r a  p a r t e  e  

s o b r e  a  q u a l  n o s  c o n c e n t r a m o s .  

E m  c a d a  i t e r a ç ã o  k f i x a  o s  v a l o r e s  d o s  c u s t o s  u n i t á  - 

r i o s  d e  a r m a z e n a g e m  c k  c o n s i d e r a n d o - o s  c o n s t a n t e s .  A f u n ç ã o  d e  
j 

c u s t o  d e  a r m a z e n a g e m  p o d e  s e r  p o r t a n t o  r e p r e s e n t a d a  p o r  c k  t k  
j j .  

k i l t e r  d e  modo a  m i n i m i z a r  o c u s t o  t o t a l .  Na v e r d a d e ,  o s  c u s t o s  

u n i t á r i o s  d e  a r m a z e n a g e m  s ã o  uma f u n ç ã o  g . ( t . )  d o s  f l u x o s  t 
J J j *  

D i z  q u e ,  numa i t e r a ç ã o  k ,  a t i n g i m o s  u m  e s t a d o  d e  e q u i l i b r i o  p; 



k r a  o  armazêm j quando c k  = g . ( t . ) .  
j J J 

Como no i n T c i o  de uma i t e r a ç ã o  k a i n d a  n ã o  s e  sabe  os  

k v a l o r e s  dos f l u x o s  t u t i l i z a  os  f l u x o s  t k - I  c a l c u l a d o s  na i t e  
j '  j - 

e r a ç ã o  ( k - 1 )  p a r a  de te rminação  dos c u s t o s  u n i t ã r i o s .  I s t o  e ,  

k f a z - s e  c  = g j ( t ' . j - ' ) .  
j 

P rocede - se  d e s t a  maneira  a t é  que s e j a  

a t i n g i d o  u m  e s t a d o  de e q u i l 7 b r i o  pa ra  todo  armazém j ,  t e rminan  - 

do as s im a  p r i m e i r a  p a r t e  do a l g o r i t m o .  

Na v e r d a d e ,  c o n s i d e r a n d o  os  c u s t o s  u n i t ã r i o s  de arma 

zenagem c o n s t a n t e s ,  r e d u z - s e  o  modelo ( M I )  a  u m  modelo de r e d e  

de f l u x o  c a p a c i t a d a  o qual  p e r m i t e  s u f i c i e n t e  f l e x i b i l i d a d e .  O 

novo modelo ( M 2 )  é dado p o r :  

min C 
(i , j ) & A  ' i j  ' i j  

onde N = P U W U D U ( 0 1  U { z )  = c o n j u n t o  de n õ s ,  r e s p e c t i  - 
vamente ,  c e n t r o s  de produção,  a rmazéns ,  c e n t r o s  

de demanda, nó f o n t e  e  nó poço. 

A = c o n j u n t o  de a r c o s  da r e d e .  

c  = c u s t o  u n i t ã r i o  no a r c o  ( i , j ) .  i j  

S ( i )  = c o n j u n t o  de nós s u c e s s o r e s  do nó i .  
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A ( i )  = c o n j u n t o  d e  n ó s  a n t e c e s s o r e s  do  n6 i  

a i j y  b i j  = l i m i t e s  i n f e r i o r  e  s u p e r i o r  d o  f l u x o .  

Cada armazém ~ E W  r e p r e s e n t a d o  p o r  u m  a r c o  (W - W ! ) .  
j J 

O a l g o r i t m o  p r o p o s t o  c o n s i s t e  n o s  s e g u i n t e s  p a s s o s :  

ALGORITMO A :  

P a s s o  O .  F a ç a  k = O .  A t r i b u a  o minimo v a l o r  p o s s i v e l  a c t j  pa- 

r a  t o d o  ( i ,  j )  c o r r e s p o n d e n t e  a  jeW. 

P a s s o  1 .  F a ç a  K = K+1. 

S e  K ? "máximo nYmero d e  i t e r a ç õ e s "  e n t ã o  P A R E .  

S e  n ã o ,  u t i l i z e  o  a l g o r i t m o  o u t - o f - k i l t e r  p a r a  d e t e r  - 
k m i n a r  o s  f l u x o s  x i j  p a r a  t o d o s  o s  a r c o s  ( i ,  j ) .  

C o n s i d e r e  o s  c u s t o s  u n i t ã r i o s  c!j p a r a  t o d o  ( i ,  j ) .  

K+ 1 - P a s s o  2 .  C a l c u l e  n o v o s  v a l o r e s  c i j  - g i j  ( x ! ~ )  p a r a  t o d o  

( i ,  j ) ,  jeW, c o r r e s p o n d e n t e s  a o s  f l u x o s  x i  c a l c u l a  - 

d o s  no P a s s o  1 .  

P a s s o  3 .  P a r a  t o d o  ( i ,  j )  t a l  q u e  jeW c a l c u l e  

S e   ERRO!^ TOLERANCIA p a r a  t o d o  ( i ,  j ) ,  j & W  então  PARE.  

S e  não v o l t e  a o  P a s s o  1 .  



Most ra remos  que  e s t e  a l g o r i t i n o  c o n v e r g e  p a r a  u m  Õtimo 

l o c a l .  

T E O R E M A  A.1. O a l g o r i t m o  A e c o n v e r g e n t e .  

Demons t ração :  s e r â  d i v i d i d a  em d u a s  p a r t e s :  

R n1 

r i  
m m n 

( i )  f ( x ,  z )  = c x i j + M j ( t j ) +  c c s  
i = 1  j = I  j = 1  j = 1  k = l  j k  ' j k  

k k é não c r e s c e n t e  ou f ( x K " ,  z K " )  2 f ( x  , z  ) 

( i i )  s e  f ( x K + ' ,  z K + I )  f ( .x  k ,  z k ) e n t ã o  o  a l g o r i t m o  c o n v e r g e .  

I ?  P A R T E :  mostramos i n i c i a l m e n t e  que  f ( x ,  z )  e uma f u n ç ã o  cÔn - 

c a v a .  Com e s t a  p r o p r i e d a d e  e  a  a p l i c a ç ã o  do a l g o r i t  - 
mo m o s t r a r e m o s  que  é não c r e s c e n t e .  

A primeira e  t e r ce i r a  parcelas dte f ( x ,  z )  s ã o  1 i n e a r e s  e  p o r t a n t o  

c ô n c a v a s .  As f u n ç õ e s  c u s t o  f . ( t . ) ,  a s s o c i a d a s  a o s  a r m a z é n s ,  
J J  

s ã o  c ô n c a v a s  p o r  d e f i n i ç ã o .  Logo, a  soma de f u n ç õ e s  c ô n c a v a s  
- 
e  uma f u n ç ã o  c ô n c a v a .  Por  s i m p l i c i d a d e  de  n o t a ç ã o ,  u t i l i z a n d o  

o  modelo c o r r e s p o n d e n t e  a  uma r e d e  c a p a c i t a d a ,  s e j a  f ( x )  a  fun  - 
ç ã o  côncava  i g u a l  ao  s o m a t õ r i o  d a s  f u n ç õ e s  c ô n c a v a s  em c a d a  a r  - 
c o :  

f ( x )  = c C.  . ( x .  . )  
( i  , ~ ) E A  1 J  1 J  

P e l a  c o n c a v i d a d e  de  f ( x )  podemos e s c r e v e r  que 



o n d e  ~ f ( x )  o  g r a d i e n t e  d a  f u n ç ã o  f ( x ) .  

L o g o ,  d e  ( A . 1 )  e ( A . 2 )  r e s u l t a  

A i n d a  m a i s ,  como a s  f u n ç õ e s  C i j ( x i j )  s ã o  c r e s c e n t e s  t e m o s :  

k k C .  . ( x .  . )  d C .  . ( x .  . )  
1 J  1 J  L I J  'L- 2 O , V ( i ,  j ) & A  

x d x i  i  j 

E m  um p a s s o  k o n d e  t e m o s  o s  f l u x o s  x:j em c a d a  a r c o ,  

o  a l g o r i t m o  d e t e r m i n a  x  K+l r e s o l v e n d o  o  p r o b l e m a  1 i n e a r  com a  

s e g u i n t e  f u n ç ã o  o b j e t i v o :  

Com i s t o ,  o  p o n t o  x  K+l 5 t a l  q u e  

U t i l i z a n d o  o  r e s u l t a d o  ( A , 5 )  m o s t r a r e m o s  tarnbgm q u e  



k e  p o r t a n t o  em ( A . 3 )  e  ( A . 2 )  p o d e r e m o s  c o n c l u i r  q u e  f ( x k " ) s  f ( x  ) 

S e j a  a  f i g u r a  a b a i x o :  

Ao a p l i c a r  o a l g o r i t m o  a  p a r t i r  d e  x k  t e m o s  q u e  o  f l u x o  em c a d a  

a r c o  ( i ,  j ) ,  x : i l ,  p o d e  a u m e n t a r ,  d i m i n u i r  ou n ã o  v a r i a r .  Con - 

f o r m e  f i g u r a  a c i m a ,  podemos c a r a c t e r i z a r  o s  e l e m e n t o s :  

De ( A . 6 )  e  ( A . 7 )  r e s u l t a  (x : i l  - x i j )  k = a i  j / ( C i j ( x ! j ) / x ! j )  



ou ainda 

Tomando o somatÔrio para todos os arcos ( i ,  j)cA temos d e  (A.6) 

e (A.8) que: 

E ,  de ( A . 4 )  e (A.10) podemos concluir 

que levado a (A,3), e consequentemente a ( A . 2 )  resulta 



ou f ( x )  ê uma função  n ã o  c r e s c e n t e .  

k 2 6  P A R T E :  s e  f ( x k " )  2 f ( x  ) e n t ã o  o  a l g o r i t m o  converge .  

Se f ( x  k + " )  < f ( x k )  e n t ã o  temos xk"  # x k ,  como x r e s u l t a  - k+l é 

do de um problema de programação l i n e a r ,  

x k + "  é u m  novo v é r t i c e  do c o n j u n t o  de s o l u  - 

ções  v i ã v e i s .  Uma vez que o  número de  v é r t i  - 

c e s  6 l i m i t a d o  o  a l g o r i t m o  converge .  

k Se f ( x K + " )  = f ( x  ) e n t ã o  temos duas  p o s s i b i l i d a d e s :  

k ( i )  x k + '  f x . Temos a  g e r a ç ã o  de um novo 

v & r t i c e  e  é semelhan te  ao passo  a n t e  - 

r i o r .  Porêm, n e s t e  c a s o ,  o  a l g o r i t m o  

pode c i c l a r ,  I s t o  pode s e r  con to rnado  

a c r e s c e n t a n d o  a  r e g r a  de parada  u m  l i  - 

m i t e  de i t e r e a ç õ e s  ou v e r i f i c a r  s e  

k f ( x K " )  = f ( x  ) o c o r r e  r e p e t i d a m e n t e .  

( i i )  x k + "  = x k , Repet indo a  mesma s o l u ç ã o  

a  r e g r a  de pa rada  é a t e n d i d a  i n t e r r o m  - 

pendo o  a l g o r i t m o .  8 

A s e g u i r  mos t ra remos ,  a t r a v ê s  de u m  con t ra -exemplo ,  

que o  a l g o r i t m o  converge  para  um Ôtimo l o c a l  porém não g l o b a l .  

S e j a  o  problema com u m  c e n t r o  de produção e  c a p a c i d a  - 

de de 6 un idades  e  u m  c e n t r o  de demanda com c a p a c i d a d e  também 

de 6 u n i d a d e s .  E n t r e  e s s e s  e l emen tos  e s t ã o  d o i s  l o c a i s  cand ida  - 



t o s  a  l o c a l i z a ç ã o  d e  f a c i l i d a d e s .  Ambos com c a p a c i d a d e  d e  6 

u n i d a d e s  s e n d o  o  c u s t o  d e  a r m a z e n a m e p t o  d a d o  p e l a  f u n ç ã o  

f l ( t , )  = 2  + 1 / 2  t J  p a r a  o  p r i m e i r o  e  f 2 ( t 2 )  = 2 + t, p a r a  o  s e  

g u n d o .  0 s  c u s t o s  d e  t r a n s p o r t e  s ã o  t o d o s  n u l o s .  E s t e  p r o b l e m a  

é r e p r e s e n t a d o  p e l o  g r a f o  a b a i x o  o n d e  [ a ,  b ,  c 1  s ã o  r e s p e c t i v a  - 

m e n t e  a s  c a p a c i d a d e s  mTnima e  máxima e  o  c u s t o  a s s o c i a d o  a  c a d a  

a r c o :  
6 

Denominando o s  f l u x o s  d e  x , ,  x , ,  z l  e  z,  e  p o r t a n t o  

t i  = x1 e  t, = x , ,  podemos  e s c r e v e r  o  s e g u i n t e  m o d e l o  matemá - 

t i c o  p a r a  o  p r o b l e m a  p r o p o s t o :  



P a r t i n d o  com a  s o l u ç ã o  i n i c i a l  x "  = ( 2 ,  4 )  = z 0  e  - a  

p l  i c a n d o  o  a 1  g o r i  tmo t e m o s :  

L o g o ,  d e t e r m i n a n d o  o  f l u x o  d e  c u s t o  mynimo p a r a  o  m o d e l o  a c i m a  

e  f u n ç ã o  I i n e a r  a p r o x i m a d a :  

min Z = g 4 ( t l )  X J  + g í : ( t , )  x, = 3 / 2  x l  + 3 / 2  x, (A .11)  

podemos  a t i n g i r  uma d a s  s o l u ç õ e s  f i n a i s  do  a l g o r i t m o :  

A s e g u n d a  é uma s o l u ç ã o  d e  e q u i l i b r i o  ( o u  f i n a l )  d o  a l g o r i t m o  e  

no e n t a n t o  n ã o  é u m  p o n t o  d e  m7nimo g l o b a l .  

P a r a  t o d a  s o l u ç ã o  i n i c i a l  t a l  q u e  g l ( t l )  2 g , ( t , )  em 

( A . 1 1 ) ,  o  a l g o r i t m o  c a m i n h a  p a r a  a  s o l u ç ã o  n ã o  Ót ima  x  = ( 0 , 6 ) .  



ALGORITMO PROP,OSTO P O R  K E L L Y - K H U M A W A L A  

K E L L Y  e  K H U M A W A L A  ( 4 0 )  p r o p u s e r a m  u m  a l g o r i t m o  p a r a  

o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o  d e  f a c i l i d a d e s  c a p a c i t a d o ,  em u m  n i  - 

v e l  e  c u s t o s  c Ô n c a v o s ,  s e g u i n d o  o  m o d e l o  (M3) a p r e s e n t a d o  no c a  - 

p Y t u l o  I :  

E m  c a d a  a r c o  u t i l i z q  a  a p r o x i m a ç ã o  l i n e a r  d a  f u n ç ã o ,  

t a l  q u a l  SOLAND ( 5 7 ) ,  j u n t a m e n t e  com o s  c u s t o s  m a r g i n a i s  o b t i  - 

d o s  p e l a s  d e r i v a d a s  d a s  f u n ç õ e s  f i ( . ) ,  ~ E I .  

O a l g o r i t m o  i t e r a t i v o ,  d e s c r i t o  i n f o r m a l m e n t e  no c a  - 

p T t u l o  I ,  r e s o l v e  a  c a d a  i t e r a ç ã o  um p r o b l e m a  d e  t r a n s p o r t e  e  

6 d i v i d i d o  em d u a s  e t a p a s .  Na p r i m e i r a  u t i l i z a  o s  c u s t o s  d e  

t r a n s p o r t e  m a i s  o s  m a r g i n a i s .  Na s e g u n d a  i n t r o d u z  u m  c e n t r o  d e  

demanda a r t i f i c i a l  (D,) q u e  c o m p e t e  com o s  c e n t r o s  d e  demanda  

r e a i s .  E m  c a d a  i t e r a ç ã o  p o d e  a l t e r a r  o s  c u s t o s  em m a i s  d e  u m  



a r c o  e  não apenas  em um como em S O L A N D  ( 5 7 )  e  armazena somente 

a  ú l t i m a  s o l u ç ã o .  

U t i l i z a n d o  uma função  e s p e c i a l  d e f i n i d a  s o b r e  a  fun  - 

ção o b j e t i v o  podemos m o s t r a r  a  c o n v e r g ê n c i a  do a l g o r i t m o  segu in  - 

do a s  i d ê i a s  da demonst ração  do a l g o r i t m o  de MONTEROSSO ( 4 7 ) ,  

Apêndice A .  O a l g o r i t m o  é f i n i t o  a medida que e s s a  função  e s p e  - 

c i a l  d e c r e s c e  passo  a  p a s s o .  Porên ,  a p e s a r  de f i n i t o ,  a  função  

o b j e t i v o  pode c r e s c e r  ao p a s s a r  de uma e t a p a  pa ra  o u t r a .  

E apenas  uma h e u r l r s t i c a  e  não f o i  a p r e s e n t a d o  r e s u l t a  - 

dos c o m p u t a c i o n a i s .  Nosso o b j e t i v o  m o s t r a r  u m  cont ra-exemplo  

em que o  a l g o r i t m o  converge  p a r a  um Gtimo l o c a l  porém não g l g  

b a l .  

S e j a  o  problema de l o c a l i z a ç ã o  com d o i s  c e n t r o s  de 

o f e r t a  e  capacidades a 1  = 9 e  a, = 1 0 ,  e  u m  c e n t r o  de demanda 

com c a p a c i d a d e  b l  = 9 .  Os c u s t o s  de t r a n s p o r t e  s ã o  n u l o s  e  os 

c u s t o s  o p e r a c i o n a i s  dados r e s p e c t i v a m e n t e  p e l a s  funções  f l ( x l )  = 

= & e  f , ( x , )  = 2 6 .  0 s  c u s t o s  f i x o s  são  F l  = 1 0 0  e  

A s o l u ç ã o  b á s i c a  v i á v e l  i n i c i a l  x l l  = O , x k D 1  = 9 , xZ1  = 9 e  

X 
2 D l  

= 1 , e  Z = 104 ( D 1  é o c e n t r o  de demanda a r t i f i c i a l  para  

e q u i l i b r a r  o f e r t a s  e  demandas) ,  tambêm a  s o l u ç ã o  f i n a l  pa ra  a  



p r i m e i r a  e t a p a .  

E n t r a n d o  com o  c e n t r o  de  demanda a r t i f i c i a l  D 2 y  i n i  - 

c iamos  a  s egunda  e t a p a .  Fazendo a s o l u ç ã o  i n i c i a l  p a r a  e s s a  

e t a p a  s e m e l h a n t e  a a n t e r i o r :  x1.1 = 0 , x i  = 9 , x Z 1  = 9 , 
D 2 

X 
D 2  

= 1  , o  p r o c e s s o  i t e r a t i v o  t e r m i n a  com a  s o l u ç ã o  f i n a l :  

Z = 104 , c o r r e s p o n d e n t e  a  a b r i r  a f a c i l i d a d e  2 .  No e n t a n t o ,  

podemos v e r i f i c a r  que  s e  a  f a c i l i d a d e  1 f o s s e  a b e r t a  p a r a  a t e n  - 

d e r  a  demanda b z  t e r ? a m o s  u m  c u s t o  Z = 1 0 3 ,  i n f e r i o r  a o  a n t e  - 

r i o r .  



T E S T E S  D E  R E P U Ç Ã O  C O M P L E M E N T A R E S  

E s t e s  t e s t e s  c o n s i s t e m  em e x p l o r a r  a i n d a  ma i s  o s  t e s  - 

t e s  de  r e d u ç a o  a p r e s e n t a d o s  no cap? ' tu lo  ( T I ) ,  a p r o v e i t a n d o  ao  

máximo a s  i n f o r m a ç õ e s  e  c ã l c u l o s  j ã  e f e t u a d o s .  E s t a  a n á l i s e  

p r o c u r a r ã  f o r ç a r  a  a b e r t u r a  ou f echamen to  de  alguma f a c i l i d a d e  

a i n d a  i n d e f i n i d a ,  

Apresen tamos  uma e x t e n s ã o  a o s  t e s t e s  p a r a  a b r i r  uma 

f a c i l i d a d e  e  uma o u t r a  papa o s  t e s t e s  p a r a  f e c h a r .  

1 .  E X T E N S E O  A O S  T E S T E S  P A R A  A B R I R  UMA F A C I L I D A D E  

Dos t e s t e s  p a r a  a b r i r  uma f a c i l i d a d e  temos do capT'tu - 

10  ( 1 1 ) :  

* 
onde vj = min { C g j  - u ~ }  

R E ( K 1  U K,- i )  



Conforme f o i  d i t o  a n t e r i o r m e n t e ,  os  t e s t e s  a  s e g u i r  

a p r e s e n t a r a m  u m  ba ixo  desempenho. I s t o  nos levou a  f a z e r  uma 

a n á l i s e  in fo rma l  c o n s i d e r a n d o  apenas  n i ,  porém, os  r e s u l t a d o s  

D são  e x t e n s i v o s  a  A i .  

Para  ieK, s e j a  a i  2 F i .  Então p e l o  teorema ( 1 . 1 )  mos - 

t ramos que a  f a c i l i d a d e  i  s e r á  a b e r t a .  Como e x t e n s ã o  p r o c u r a r e  - 

mos f i x a r  q u a i s  os  e l emen tos  j e 3  que n e c e s s a r i a m e n t e  s e r ã o  a t e n  - 

d i d o s  por  i .  I s t o  i m p l i c a r i a  em f a z e r  C = - para  os demais 
R j 

e l emen tos  % E  ( K 1  U K 2 - i ) ,  c o n t r i b u i n d o  pa ra  o  fechamento d e s s a s  

f a c i l i d a d e s  em p a s s o s  p o s t e r i o r e s  d e n t r o  de u m  p r o c e s s o  i t e r a t i  - 

vo em que t r a b a l h a m o s  com s u b c o n j u n t o s  de ( K 1  U K , ) .  Todo desen - 

volv imento  s e r ã  f e i t o  comparando os  c u s t o s  de a t e n d e r  j por  i  

ou por uma o u t r a  f a c i l i d a d e  R E  ( K z  U K 2 - i ) .  

d 

Para  todo  j e J  , A i  , conforme d e f i n i ç ã o  ac ima ,  e  a  

menor d i f e r e n ç a  p o s i t i v a  e n t r e  os  c u s t o s  v a r i á v e i s  pa ra  a t e n d e r  

j v i a  i  ou por  um o u t r o  e l emen to  R E  ( K i U  K 2 - i ) .  P o r t a n t o  s e  

'i j 
> O e n t ã o  C i j  é o  menor c u s t o  v a r i é v e l  pa ra  a t e n d e r  j e  u m  

' R j  
, R E ( K 1  U K 2 - i ) ,  ê o  segundo menor. 

Nossa a n ã . l i s e  es tá :  d i v i d i d a  em duas p a r t e s ,  c o n s i d e  - 

rando a i  2 L b .  p a r a  ~ E K ,  e  a  cond ição  c o n t r á r i a .  
j & J  J 

Tudo s e  passa  como s e  o  problema f o s s e  não c a p a c i t a  - 

do.  Uma vez que a f a c i l i d a d e  i  s e r á  a b e r t a  s e  A i j  > O e n t ã o  a  

demanda em j s e r á  a t e n d i d a  por  i  p e l o  menor c u s t o .  Na s o l u ç ã o  



Õtima te remos  x i j  = b .  e  x = O pa ra  todo  R E ( K ~ U K , - ~ ) .  Assim 
3 R j  

podemos f a z e r  C = , R E ( K I  U K 2 - i ) .  Elevando o s  c u s t o s  e s t a  a j 
remos f avorecendo  os t e s t e s  pa ra  f i x a r  e s s a s  f a c i l i d a d e s  em f e  - 

chado.  

( i i )  S e j a  a i  < L b .  pa ra  i & K 2  
j & J  

Nesse c a s o  p a r a  f i x a r  o  f l u x o  de i  para  a l g u m ( s )  j & J ,  

é n e c e s s á r i o  e s t a b e l e c e r  novas cond ições  que s e r ã o  d e s c r i t a s  

por  e t a p a s :  

( a )  Pe la  d e f i n i ç ã o ,  s e  A i j  3 O a  demanda em j s e r á  a t e n d i d a  por  

i p e l o  menor c u s t o .  Ainda m a i s ,  b i j  s e r ã  c o n s t a n t e  s e  o  s e  - 

gundo menor c u s t o  p a r a  a t e n d e r  j ,  C e j ,  c o r r e s p o n d e  a uma f a  - 

c i l i d a d e  R E KIC - ( K ~  U K 2 - i ) .  P o i s ,  c a s o  c o n t r á r i o ,  s e  

R E K, e n t ã o  A i j  poderá  c r e s c e r  desde  que R venha a  s e r  f e  - 

chado e  um novo R '  E ( K a  U K 2 - i )  que a t e n d e r á  j com o  segundo 

menor c u s t o  impl i c a r ã  em C R ,  2 C 
R j  ' 

( b )  Ao c a l c u l a r  E i .  somamos a s  minimas economias o b t i d a s  ao a t e n  - 

d e r  t o t a l m e n t e  ou p a r c i a l m e n t e  os  e l emen tos  ~ E J  p e l a  f a c i l i  - 

dade i .  Se a  soma d e s s e s  ganhos s u p e r a r  o  c u s t o  f i x o  F i  en - 

t ã o  i deve s e r  a b e r t o ,  I s t o  e s t ã  g a r a n t i d o  p e l a  cond ição  

E .  2 F 
1 i '  S e j a  A i k  = max 'i j 

. Logo a p r i m e i r a  p a r c e l a  do 
j & J  

somatÓrio p a r a  c á l c u l o  de Tii é dada por  A i k  x i k ,  onde x i k  = 

= m i n  { a i  b k I e  s e  A i k  PPP sempre o  maior  dos A i j y  O U ,  

A i k  2 A  p a r a  todo  ~ E J  , j f k  , em t o d o s  os p a s s o s  subse  i j 

q u e n t e s ,  ou pa ra  s u b c o n j u n t o s  de ( K p  U K 2 - i ) ,  e s s a  s e r á  sem - 



p r e  a  p r i m e i r a  p a r c e l a  do s o m a t ó r i o .  

De ( a ) ,  s e  a  f a c i l i d a d e  R E  ( K 1  U K , - i ) ,  que a t e n d e  u m  j c J  

com o  segundo menor c u s t o ,  p e r t e n c e  a  K i ,  R E  K 1 ,  e n t ã o  
A i j  

s e r á  sempre c o n s t a n t e  nos passos  s e g u i n t e s .  Se i s s o  o c o r r e  

pa ra  t o d o s  o s  A i j  , j s J  , e n t ã o  A i k  s e r á  sempre o  maior  dos 

' i j  , j s J .  Caso o c o r r a  R i K 1 ,  p a ra  u m  A i  , jEJ , podemos 

d e t e r m i n a r  u m  8 '  E K 1  t a l  que j s e j a  a t e n d i d o  p e l o  segundo 

menor c u s t o  por  u m  e l emen to  de K 1 ,  f o rnecendo  u m  novo 

A ; j  t h i j Y  ou s e j a ,  u m  l i m i t e  s u p e r i o r  pa ra  A i j  nos p a s s o s  

s u b s e q u e n t e s .  Ainda a s s i m ,  s e  A i k  f o r  o  maior  dos A i j  O U  

A i j ,  p a r a  todo  jEJ , j f k ,  e n t ã o  o  s e r á  nos passos  segw+n - 

t e s .  

De ( a ) ,  ( b )  e  ( c )  s e  n i k  f o r  sempre o  maior  dos A i j ,  

j s J ,  e n t ã o  a p r i m e i r a  p a r c e l a  pa ra  o  c á l c u l o  de Ã i  s e r á  sempre 

n i k  x ; ~  , x ; ~  = min { a i  , b k L  

Suponhamos que alem de 2ii t F i ,  mais e s p e c i f i c a m e n t e ,  

também A i k  x i k  2 Fi. P o r t a n t o  é sempre j u s t i f i c á v e l  a b r i r  a  

f a c i l i d a d e  i  mesmo que s e j a  pa ra  a t e n d e r  apenas  o  e l emen to  k s J .  

Ainda m a i s ,  de ( a ) ,  ( b )  e  ( c )  podemos f i x a r  o  f l u x o  de i  para  

k .  Se a i  t b k  e n t ã o  x i k  = b k  e  x Q k  = O ou C R k  = para  todo  

Q E  (Kl U K z - i ) .  Se a i  < bk  e n t ã o  x = a e  o  complemento da de i  k i  - 

manda em k s e r ã  a t e n d i d o  por  alguma f a c i l i d a d e  Q E  ( K 1  U K , - i ) .  

O que f i zemos  pa ra  o  maior  A , jEJ , pode s e r  f e i t o  i  j 
pa ra  o  segundo m a i o r ,  o  t e r c e i r o ,  e t c . ,  a t e  o  menor A i j  > 0 .  
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2 .  ExTENSRO AOS TESTES PARA F E C H A R  UMA FAC-ILIDAPE 

Dos t e s t e s  p a r a  f e c h a r  uma f a c i l i d a d e  t e m o s  d o  c a p y t u  - 

* 
Ri = max C V C . .  x  I C x  5 a . l  

O S x Q j S b j  j s J  1 J  j s J  i j 1 

D  A * 
a i  = max L C x  

fi j 
max (O, v j  - C .  . )  

RsKL j s J  1 J 

A A * 
s u j e i t o a  C Z x  5  a i ,  xQj i x Q j  , LsK, , j r J  

R E K ~  j s J  R j 

De f o r m a  s e m e l h a n t e ,  c o n s i d e r a m o s  a s e g u i r  a p e n a s  ii 
i' 

D  po rém,  o s  r e s u l t a d o s  s ã o  também e x t e n s i v o s  a  Ri. 

* 
A n t e r i o r m e n t e  v e r i f i c a m o s  q u e  v  é n ã o  c r e s c e n t e  en  

j - 

q u a n t o  o  c o n j u n t o  K 1  c r e s c e  d e n t r o  d e  um p r o c e s s o  i t e r a t i v o .  Lo  - 
* 

g o ,  ( v j  - C .  . )  é também p ã o  c r e s c e n t e  com KI c r e s c e n t e .  
1 J  

S e j a  
* 

( v j  - C . . )  i O p a r a  um c e r t o  KI. P o r t a n t o  a o  c a l c u l a r  Ri n a  e x  
1 J  - 

p r e s s ã o  a c i m a  t e r e m o s  x i j  = O em t o d o s  O S  p a s s o s  s u b s e q u e n t e s  

a  m e d i d a  q u e  anexamos n o v o s  e l e m e n t o s  a  K1. A s s i m  podemos f a  - 
* 

z e r  Ci = p a r a  t o d o  j s J  t a l  q u e  ( v  - C .  . )  < 0 .  
j IJ 



P R O B L E M A S  T E S T E S  

O  c o n j u n t o  d e  s e i s  p r o b l e m a s  t e s t e s  u t i l i z a d o s  f o r a m  

f o r m a l i z a d o s  p o r  K U E H N  e  H A M G U R G E R  ( 4 1 )  e  o u t r o s .  S ã o  p r o b l e  - 

mas b a s t a n t e  e x p l o r a d o s  p e l a  c o m u n i d a d e  c i e n t 7 f i c a  p a r a  compa - 

r a ç ã o  do  d e s e m p e n h o  d o s  a l g o r i t m o s  e s t u d a d o s .  

Confo rme  r e f e r ê n c i a ,  s ã o  d a d o s  t r ê s  c o n j u n t o s  d e  f á  - 

b r i c a s  ( I n d i a n a p o l i s ,  J a c k s o n v i l l e ,  I n d i a n a p o l i s  e  B a l t i m o r e ) ,  

24  c e n t r o s  d e  a r m a z e n a m e n t o  e  50 c e n t r o s  d e  demanda .  As d i s t â n  - 

tias e n t r e  e s s e s  c e n t r o s  e s t ã o  em "Rand McNal ly  C o s m o p o l i t a n  

Wor ld  A t l a s "  ( C h i c a g o ,  Rand McNal ly  & C o . ,  1 9 5 1 ) ,  p .  1 9 3 .  Os 

c u s t o s  d e  t r a n s p o r t e  f o r a m  o b t i d o s  m u l t i p l i c a n d o  a s  d i s t â n c i a s  

a c i m a  p o r  um c u s t o  u n i t g r i o  p o r  u n i d a d e  d e  d i s t â n c i a .  E s s a  r a  - 

z ã o  ê d e  $ 0 , 0 1 2 5 / m i l h a  p a r a  a s  d i s t â n c i a s  e n t r e  f á b r i c a s  - c e n  - 

t r o  d e  a r m a z e n a m e n t o ,  e  d e  $ 0 . 0 2 5 0 / m i l h a  p a r a  c e n t r o s  d e  a rma  - 

z e n a m e n t o - c e n t r o s  d e  d e m a n d a .  

S ã o  p r o b l e m a s  em d o i s  n i v e i s ,  porém t e s t a d o s  com a p g  

n a s  u m ,  d o s  c e n t r o s  d e  a r m a z e n a m e n t o  p a r a  o s  c e n t r o s  d e  deman - 

d a .  Os c u s t o s  do  p r i m e i r o  n i v e l  s ã o  a d i c i o n a d o s  a o s  do  s e g u n  - 

d o .  Com i s s o ,  o  p r o b l e m a  c o n s i s t e  em l o c a l i z a r  u m  c o n j u n t o  d e  

a r m a z é n s ,  p o d e n d o ,  ou p ã o ,  c o n s i d e r a r  a s  f a b r i c a s  como c e n t r o s  

d e  a r m a z e n a m e n t o  d e  c u s t o  f i x o  n u l o .  

As o f e r t a s  s ã o  i g u a i s  p a r 3  t o d a s  o s  a r m a z g n s ,  v e j a  t a  - 

b e l a  ( D . 1 ) .  As d e m a n d a s  i g u a i s  a :  



cuja soma de 58.268 unidades. 

0s custos fixos dos centros de armazenamento são to - 

dos iguais, porgrn, para cada problema testamos 4 custos diferen - 

tes: $ 7500, $ 12500, $ 17500 e $ 25000. 

O problema I tem 25 facilidades, sendo os 24 centros 

de armazenamento mais a fabrica em Indianapolis, com custo fixo 

nulo. 

O problema I 1  tambêm tem 25 facilidades, considerando 

a fãbrica em Jacksonville. E para o 111, com 26 facilidades, 

são anexadas as f~bricas em Indianapolis e Baltimore como 1 0  - 

cais candidatos a localização de um centro de armazenamento de 

custo fixo nulo. 



Os problemas T V  e  V ,  d e  dimensões menores, ( 1 6  x 50), 

são obtidos do i', o nde aparece apenas os 15 primeiros centros 

de armazenamento mais a  fãbrica em Indianapolis. E o  V I  i d ê n  - 

t i c o  ao i a  menos das ofertas, 

Todos o s  testes computacionais foram executados em um 

computador Burroughs 6700. 
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