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O estudo c o n s i s t e  em a n a l i s a r  ecosistemas dinâmi- 

cos com perturbações a t r a v é s  de procedimentos de otimização 

não- linear .  In ic ia lmente ,  o problema é t r a t a d o  como um proble  - 

ma de con t ro le  ótimo d i s c r e t o  onde a dinâmica é d e f i n i d a  por  
a um sis tema de equações de d i fe renças  de 1. ordem. O s  c r i t é -  

r i o s  de ot imalidade são es t abe lec idos  p e l a s  condições de Kuhn- 

Tucker. O modelo é ap l i cado  ao ecossistema de atuns no Sudes- 

t e  do B r a s i l  onde a evolução do s i s tema é carac ter izado por 10 - 

g í s t i c a s  de crescimento populacional.  A s  v a r i á v e i s  de e s t ado  

são a s  biomassas de cada espéc ie  e a s  v a r i á v e i s  de con t ro le  

são a s  t axas  de capturas  s u s t e n t á v e i s  de cada espécie .  Tenta- 

mos e s t a b e l e c e r  p o l i t i c a s  ótimas de cap tu ras  para  cada espé- 

c i e ,  maximizando o r e t o r n o  l í q u i d o  da operação de pesca num de - 

terminado hor izon te  sob a s  condições de e q u i l í b r i o  ecológico.  

O problema de PNL associado é resolv ido  usando-se - o  código 

computacional GREXO (Gradiente  Reduzido para  Controle btimo) 

de J . L . ~ a c ó .  
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The s tudy  c o n s i s t s  i n  ana lys ing  dynamic ecosystems 

w i t h  p e r t u r b a t i o n s  through non l inea r  op t imiza t ion  procedures  . 
F i r s t ,  t h e  problem is  t r e a t e d  as a  d i s c r e t  o p t  i m a l  c o n t r o l  

problem where t h e  dpnamics i s  de f ined  by a system o f  f i r s t  

o r d e r  d i f f e r e n c e  equa t ions .  The o p t i m a t l i t y  c r i t e r i a  a r e  

e s t a b l i s h e d  by Kuhn-Tucker c o n d i t i o n s .  The model i s  a p p l i e d  

t o  Tuna ecosystem i n  t h e  Sou theas t  B r a z i l  where t h e  system 

e v a l u a t i o n  i s  c h a r a c t e r i z e d  by popula t ion  growth l o g i s t i c s .  The 

s t a t e  v a r i a b l e s  a r e  t h e  biomass o f  each s p e c i e s  and t h e  

c o n t r o l  v a r i a b l e s  a r e  t h e  s u s t a i n a b l e  c a t c h  r a t e s  of  each 

s p e c i e s .  W e  t r y  t o  set up op t imal  c a t c h  p o l i c i e s  f o r  each 

s p e c i e s ,  maximizing t h e  f i s h e r i e s  o p e r a t i o n  n e t  r e t u r n  i n  a  

determined ho r i zon ,  under e c o l o g i c a l  equ i l i b r ium ~ o n d i t i ~ o n s  . 
The a s s o c i a t e d  NLP problem is  so lved  us ing  t h e  computat i o n a l  

code GRECO (General ized Reduced Gradient  f o r  Optimal Cont ro l )  

developed by J . L .  Fac6. 
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I N T R O D U Ç Ã O  

O c rescente  desenvolvimento tecnológico t e m  e x i g i-  

do cons tantes  estudos para  c o n t r o l e  e preservação de s i s temas  

ecológicos,  notadamente aqueles  que consti tuem fon te  de alimen 

tação. 

A l i v r e  exploração pesqueira  de recursos renová- 

v e i s  c o n s t i t u i  uma séria ameaça ao e q u i l í b r i o  das populações 

marinhas. 

Recentemente, tem havido uma cons tante  preocupa- 

ção por p a r t e  de determinados organismos governamentais pa ra  

c o n t r o l a r  a pesca.  

Com o surgimento de agências in te rnac iona i s  t a i s  

como o ICCAT ( I n t e r n a t i o n a l  Somisçion f o r  t h e  Conservation of 

A t l a n t i c  Tunas) , IWC ( I n t e r n a t i o n a l  Waling Comission) , foram 

def in idos  e m  consonância com Órgãos governamentais, determina- 

dos mecanismos de con t ro le  de pesca.  Es tes  mecanismos e s t ã o  

sendo aperfeiçoados à l u z  de s o f i s t i c a d o s  modelos bioeconômi- 

cos de recursos  renováveis . 
N e s t e  t r aba lho ,  desenvolvemos um modelo de contro-  

l e  Ótimo para  aval iação  de parâmetros de um ecossistema mari- 

nho submetido à exploração pesqueira .  

O p r i n c i p a l  obs táculo  quanto ao uso da t e o r i a  de 

con t ro le  Õtimo e m  ecologia  r e s i d e  na d i f i cu ldade  de formular 

um modelo matemático que expresse  rigorosamente a dinâmica do 

ecossistema. 

Complexos e c o s s i s  temas dinâmicos podem s e r  a n a l i s a  - 



dos a t r avés  de avançadas t é c n i c a s  de otimização como o p r i n c i -  

p i o  de Pontryagin que c o n s t i t u i  uma formulação moderna do c á l -  

culo  de var iações  c l á s s i c o .  

Em g e r a l ,  muitos problemas de ecossistemas a p l i c a-  

dos podem ser formulados como modelos de programação não- line-  

ar (PNL) e reso lv idos  a t r a v é s  de e f i c i e n t e s  procedimentos com- 

putac ionais  . 
O uso de PNL t e m  apresentado (como veremos no de- 

c o r r e r  d e s t e  t r aba lho)  s u b s t a n c i a i s  vantagens no t ratamento de 

ecossis temas,  notadamente na estimação de determinados parâ-  

metros i n e r e n t e s  ao modelo. 

O concei to  g e r a l  de uma e s t r a t é g i a  Ótima de pesca 

é extremamente complexo e ,  a s  decisões sobre  t a i s  modelos en- 

volvem f a t o r e s  de ordem b io lóg ica ,  econômica e s o c i a l .  Outros 

f a t o r e s  e s t o c á s t i c o s  como: a l t e r a ç õ e s  c l imá t i cas ,  po lu ição ,e tc ,  

podem potencialmente a l t e r a r  um s is tema marinho e ,  conseqiien- 

temente causar  var iações  nos estoques.  

Quaisquer a l t e r a ç õ e s  causadas sobre  e s t e s  f a t o r e s  

a l i ados  a uma sobrepesca podem t r a z e r  d r á s t i c a s  conseqaências 

não só  sobre o aspecto comerc ia l / soc ia l ,  m a s  também, sobre  o 

aspecto ecológico.  

Par t indo do p r i n c i p i o  que e m  um sis tema marinho de 

exploração pesquei ra  a componente que pode ser cont ro lada  é a 

pesca,  tentamos e s t a b e l e c e r  um modelo bioeconÔmico de c o n t r o l e  

que mais se aproxime da s i t u a ç ã o  e x i s t e n t e  no s is tema de a tuns  

no ~ t l â n t i c o ,  par t icu larmente  nas Costas do Sudeste da B r a s i l .  

Aqui tentaremos aproximar nosso modelo para  explo-  



ração d e  recursos  b io lógicos  renováveis por um s is tema dinâmi- 

co d i s c r e t o  de te rmin í s t i co  baseado em equações .de d i fe renças  

de  pr imeira  ordem. 

O modelo ob je to  do estudo,  é uma versão modificada 

do s is tema de  in te ração  e n t r e  mul t iespécies  envolvendo competi- 

dor ,  predador, presa  de f in ido  por L O T K A ~ ~ ~ ~  e  VOLTERRA 1 6 6  1 a- 

pl icado ao s is tema de  atuns do ~ t l â n t i c o  com d i s t r i b u i ç ã o  espa- 

c i a l .  

O o b j e t i v o  p r i n c i p a l  é determinar t axas  sus ten tã -  

v e i s  de capturas  por espécies  de a tuns  em cada á r e a  de  pesca 

sob condições de  e q u i l í b r i o  ecolÓgico, maximizando um c r i t é r i o  

bioeconÔmico de  re to rno  l i q u i d o  ao longo do tempo. 

Esperamos em p r i n c i p i o ,  que o c o n t r o l e  sobre  o s  ní-  

v e i s  de exploração venha proporcionar uma maior r e n t a b i l i d a d e  

do ponto-de-vista econômico para a  captura ,  ensejando também 

uma p o l í t i c a  adequada para regulação da pesca d e  a tuns  e  a f i n s  

na Costa do S r a s i l .  

O estudo e s t á  basicamente d iv id ido  em cinco Capí- 

t u l o s .  

No primeiro ~ a p i t u l o ,  abordamos o estudo da dinâmi- 

ca de  populaçõres enfat izando a  a n á l i s e  de  s is temas dinâmicos 

não- lineares . 
No c a p i t u l o  11, descrevemos de  uma forma s u c i n t a ,  

alguns concei tos  de otimização não- linear ,  métodos e  soluções 

que consti tuem ferramentas indispensáveis  à resolução numérica 

do problema d e  c o n t r o l e  ótimo proposto. 

Apresentamos um e f i c i e n t e  algori tmo de  programa- 



ção matemática GRECO (Gradiente Reduzido Generalizado para  Con - 

t r o l e  Ótimo) , J . L . D . F A C ~  1 l 4  1 que é u t i l i z a d o  para  resolução 

numérica do problema de c o n t r o l e  Ótimo pa ra  captura  de a tuns .  

O método GRG f o i  desenvolvido p r  ABADIE,J. and CAR- 

PENTIER,J .  I ' I para  r e s o l v e r  problemas g e r a i s  de programação 

não- linear  com r e s t r i ç õ e s .  

A i d é i a  c e n t r a l  desses  algoritmos r e s i d e  em r e s o l -  

v e r  problemas g e r a i s  de programação matemática a t r a v é s  de 

sequênciasde problemas reduzidos u t i l i z a n d o  algoritmos de o t i -  

mização i r r e s t r i t a  com pequenas adaptações. 

Vis to  que o s  problemas de con t ro le  Ótimo recaem em 

problemas de programação matemática, segue-se que os  problemas 

de con t ro le  Ótimo podem ser resolv idos  por  algoritmos do t i p o  

GRECO que é uma espec ia l i zação  do GRG para  s is temas dinâmicos 

não- lineares  com r e s t r i ç õ e s  de desigualdade nas v a r i á v e i s  de 

es tado e/ou con t ro le .  

Neste segmento descrevemos ainda a s  condições ne- 

c e s s á r i a s  de ot imalidade pa ra  o s is tema e m  es tudo.  

A p a r t i r  dos dados de captura  e e s fo rço ,  importan- 

tes parâmetros do s is tema t a i s  como c o e f i c i e n t e  de capturabi-  

l idade ,  t axa  de mortalidade n a t u r a l ,  proporção de novos recru-  

tas, biomassa, e t c ,  por  e spéc ie ,  são determinados num e s t á g i o  

in termediár io  a t r a v é s  de um modelo de PNL minimizando a soma 

dos quadrados dos desvios e n t r e  a captura  r e a l  e a estimada 

com r e s t r i ç õ e s  sobre o s  parâmetros. 

O es tudo das populações de Atuns c o s t e i r o s  no Su- 

d e s t e  do B r a s i l  e s t á  concentrado nos c a p i t u l o  111 e IV que se 

compõe dos segu in tes  tópicos :  



- cenár io  ~ c o l ó g i c o  de  ~ u n í d e o s  no Sudeste do B r a s i l ;  

- ~ e ~ i o n a l i z a ç ã o  d e  Areas de  Pesca; 

- Sistema ~ i n â m i c o  Perturbado ; 

- Modelo Discre to  de  Controle  btimo para -Captura -d-e- A-tuns-; 

- Resolução ~ u m é r i c a  do Modelo de  programação N ~ O - ~ i n e a r  ; 

-   vali ação de  ~ a r â m e t r o s  do Modelo de  produção do Esto- 

que d e  Atuns no Sudeste do B r a s i l ;  

- p o l í t i c a s  ótimas de Pesca. 

convém no ta r  que o modelo de  LOTKA I 4 l 1  e  VOLTERRA 

1 1 a exemplo de  ou t ros  modelos biológicos de in te ração  e n t r e  

mult iesp&ies de  LESLIE,P.H. and GROWER não leva em cons i  - 

deração a  d i s t r i b u i ç ã o  e s p a c i a l ;  f a t o r  de grande re l evânc ia  no 

comportamento da dinâmica, enquanto que o proposto,  além d e  

in te ração  e n t r e  mul t iespécies ,  também incorpora d i s t r i b u i ç ã o  

e s p a c i a l  uniforme podendo ainda cons iderar  c l a s s e s  de  e s t r u t u-  

r a  e t á r i a .  

O modelo anal i sado aqui  à l uz  da t e o r i a  de  Contro- 

l e  btimo apl icado a  s is temas b io lógicos  para captura  de  atuns 

não apresenta  s imi la r idade  com nenhum modelo conhecido na l i t e -  

r a t u r a  a t é  o  p resen te  momento. 

Esperamos serem e s t a s  as p r i n c i p a i s  : c a r a c t e r í s t i -  

c a s  que consti tuem a cont r ibuição  d e s t e  t r aba lho  que julgamos 

indispensável  numa primeira  f a s e  para  o c o n t r o l e  da pesca de  

tunideos nas Costas do B r a s i l .  



C A P ~ T U L O  I 

D INÂMICA DE INTERACÃO ENTRE MULT IESPÉCIES 

1.1. Análise  de  Bio-Sistemas ~ i n â m i c o s  Não-~ineares  

Existem v á r i o s  procedimentos para descrever  o com- 

portamento de populações animais.  Estes  métodos, fundamenta- 

dos em l o g l s t i c a s  de  crescimento populacional,  e s t ã o  basicamen- 

t e  subdivididos em duas p r i n c i p a i s  ca tegor ias  : 

a )  ~ é t o d o s  para  uma espécie ;  

b) ~ é t o d o  de  i n t e r a ç ã o  e n t r e  mul t iespécies .  

O s  modelos de BEVERTON e HOLT 1 1 , RICKER 1 1 , 
FOX 1 l 6  1 e  ALLEN 1 1 pertencem à categor ia  ( a )  e t ra tam de  es- 

t imat ivas  considerando espécies  isoladamente. ~á o s  métodos 

da c l a s s e  (b )  t a i s  como LOTKA I 4 l 1  e VOLTERRA I 6 6 1 , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  1 1 ,  
CLARCK 1 1 e n t r e  ou t ros ,  levar '  em consideração a in te ração  en- 

t r e  v á r i a s  espécies  no mesmo h a b i t a t .  

Aqui, investigamos um método da c l a s s e  (b)  para  a- 

va l i ação  de estoques de  peixes envolvendo v á r i a s  espécies  de 

um sis tema marinho d e  a tuns  do At lân t i co .  

O s  modelos designados para descrever  a in te ração  

e n t r e  mul t iespécies  geralmente são cons t i tu ídos  de  s is temas de  

equações d i f e r e n c i a i s  que podem s e r  t r a t a d o s  por processos con- 

t í n u o s  ou d i s c r e t o s .  Em p r i n c i p i o ,  t a i s  modelos se rão  aqui  

considerados de te rmin í s t i cos ,  embora out ros  modelos de  simula- 

Ç ~ O  es tocãs  t i c a  possam também represen ta r  o comportamento de  

in te ração  e n t r e  mul t iespécies :  REED,W.J. 1 5 5 1 ,  L U D W I N G . D . 1 4 2  1 .  



Se uma população com biomassa x sobrevive num 

determinado i n s t a n t e  t s e m  l imi tações  de qualquer na tureza ,  

e n t k  e l a  deverá c r e s c e r  segundo a taxa:  

onde: 

r é a t a x a  l i q u i d a  de  crescimento dada pe la  d i fe rença  e n t r e  

a t a x a  de  nascimentos e a t a x a  de mortalidade. 

Segundo e s t e  processo,  a população x dever i a  c r e s  - 

c e r  exponencialmente s e  r > 1 ou decrescer  indefinidamente 

quando O r < 1 . 
Assumindo l imi tações  em alimentação e espaço, d e f i-  

nimos a t axa  de crescimento num dado i n s t a n t e  por uma função 

envolvendo os  e f e i t o s  de reprodução e mortal idade,  i s t o  é: 

onde : 

F é uma função cont inua e in f in i t amente  continuamente d i fe ren-  

c i áve l .  

Expandindo F por aproximação polinomial temos: 

I?, óbvio que para x=O, a taxa  de crescimento 

- -  dx - O ,  d a í ,  C. 
d t  = 0.  



Por o u t r o  lado ,  F (x ( t )  ) deve admi t i r  d o i s  zeros,  i s  - 
t o  é: d x ( t )  deve s e  anu la r  não somente para x=O, mas também d t  

quando x a t i n g i r  seu n í v e l  de  saturação.  

A ~ q u a ç ã o  (1.1.3) s a t i s f a z  e s t a s  condicões desde 

que se desprezem o s  termos de ordem super ior  a d o i s ,  obtendo- 

s e :  

cu jas  r a i z e s  são x=O e x = -C / C  1 2 '  

Fazendo-se - CL = r e C2 - -a em ( 1 . 1 . 4 )  temos a 

segu in te  eyuaçâo : 

que integrando conduz à l o g i s t i c a  d e  crescimento populacional.  

FIGURA-I Gráfico da equação (1.1.5) 

onde : 



C :é uma cons tan te  que d e f i n e  o es tado i n i c i a l  do s is tema.  

Observe-se que : 

é o n í v e l  d e  sa turação  da população devido à s  l imi tações  

meio-ambiente. 

FIGURA - 2 Gráfico do equação ( 1.1.6 ) 

Consideremos o modelo d e  in te ração  e n t r e  duas espé- 

c i e s  com biomassas xl e x2  respectivamente num c e r t o  ins-  

t a n t e  t competindo sob a s  mesmas condições de  l imi tação  em 

espaço e alimentação. 

Por uma extensão da ~ q u a ç ã o  (1.1.5)  para  o caso 

de duas espécies  temos que a t a x a  d e  crescimento "per  c a p i t a "  

de cada espéc ie  num i n s t a n t e  t é função l i n e a r  das  biomassas 

das espécies  envolvidas no mesmo i n s t a n t e ,  i s t o  é: 



Cada população i dever ia  aumentar como s e  esti- 

vesse  sobrevivendo isoladamente com parâmetros l o g i s t i c o s  r i 

e a ; o parâmetro a mede o e f e i t o  i n i b i d o r  da e spéc ie  i j i j 

j na e spéc ie  i . 
Generalizando o s is tema (1.1.7) para  o caso 

n espécies  temos: 

dxi ( t) n 

d t  
= ir - i a .  x .  ( t )  x .  (t) = F ~ ( x )  ; i = l . n  (1-1 .8)  

i j =i 1 3  3 .- 1 I 

1 

onde Fi: -+ R e x= (xl ,  x2 '  . . . I xn) é um v e t o r  do r e  - 

presentando a s  biomassas de  cada espécie .  

1 . 2 .  Sistemas Discretos  

Assumimos que a l o g í s t i c a  de  crescimento de  uma 

população com biomassa x (t) no tempo t é dada p e l a  ~ q u a ~ ã o :  

Decorre de  ( 1 . 2 . 1 )  que: 

No tempo t + h temos: 

Se subst i tuímos ( 1 . 2 . 2 )  e m  (1.2.3) considerando 

x = gr temos: 



onde, Y = ( A  - l ) / K .  ou Y = a ( A - l ) / r  

.A ~ q u a ç ã o  ( 1 . 2 . 4 )  d e f i n e  a l o g í s t i c a  d i s c r e t a  de  

crescimento d a  população com biomassa x para t=0 ,1 ,2 , .  . . . . . . 
~ à r a  o caso de duas espécies  (ve r  LESLIE 1 1 ) , te- 

mos o segu in te  s is tema d i s c r e t o :  

para  t = 0 , 1 , 2 , .  . . 
onde : 

Podemos genera l i za r  o s is tema (1.2.5) para  n es- 

pécies  xl,x2, ... xn obtendo-se o modelo d i s c r e t o  equival  en- 

t e  sob a forma: 



i=l, n 

t = O 1 1 , 2 , .  . . 

onde : 

= . , Y i j  = a (Ai-l)/ri ; i = l , n  i i j  



CAPÍTULO 11 

METODOS E PROCEDIMENTOS DE OTIMIZAÇÃO NÃO-LINEAR 

2.1. Cont ro le  &imo 

N e s t e  t r a b a l h o ,  o  uso da  t e o r i a  d e  c o n t r o l e  Ótimo 

c o n s t i t u i  impor tan te  fe r ramenta  n e c e s s á r i a  à formulação,  desen- 

volvimento e so lução  do  problema d e  c o n t r o l e  p a r a  c a p t u r a  de  

a tuns  no Sudeste  do B r a s i l .  

A i d é i a  b ã s i c a  do problema d e  c o n t r o l e  Ótimo aqu i  

a n a l i s a d a  c o n s i s t e  e m :  dado um sistema dinâmico não- l inear  e  um 

func iona l  que exprime a  medida da performance do sistema, s e l e-  

c i o n a r  funções de c o n t r o l e  que otimizem o  func iona l  s a t i s f a z e n-  

do às restrições nas  v a r i á v e i s  d e  e s t a d o  e c o n t r o l e .  

Formulamos problemas de  c o n t r o l e  Ótimo d e  d o i s  ti- 

pos:  con t ínuos  e  d i s c r e t o s .  

U m a  d e f i n i ç ã o  m a i s  formal  do problema de  c o n t r o l e  

Ótimo considerando o  c r i t é r i o  d e  maximização com tempo f i x o  T 

e e s t a d o  f i n a l  l i v r e  s e r i a :  

s u j e i t o  a: 



n onde X E  Rn é o ve to r  de estados e U E  R é o. ve to r  de  con t ro les .  

Assumimos que G: Rn -+ R e  L :  + R .  e  f = ( f l r f 2 , !  . . , fm) '  

é t a l  que f i :  -t R. 

Temos por tan to  um problema envolvendo (n-tm) funções 

(x ,u)  que devem s a t i s f a z e r  n  equações d i f e r e n c i a i s  do t i p o  

( 2 . 1 . 2 )  onde os m con t ro les  u ,  são funções independentes. 

A s  funções G , L  e  f  são continuamente d i fe renc iá-  
i 

v e i s  e m  ( x ( t )  , u ( t ) )  . 
E importante que a  r eg ião  de  cont ro les  m-dimensio - 

n a i s  U s e j a  l imi tada  por a  < u i ( t )  < bir i = l , m .  Ta i s  l i m i t a  
i - - - 

ções r e f l e t em o f a t o  de que em muitos problemas, o s  con t ro les  

devem t e r  um s i g n i f i c a d o  f í s i c o ,  por exemplo, e s t a r  compreendi- 

do e n t r e  dois  va lo res  pré-estabelecidos . 
Como a s  v a r i á v e i s  de dec isão  do problema de  con- 

t r o l e  Ótimo são funções u ( t ) ,  O < t < T ,  uma vez e s p e c i f i -  - - 
cada u ,  é poss íve l  determinar  juntamente com ( 2 . 1 . 2 )  e  

(2.1.3) uma Única t r a j e t ó r i a  de  es tado x ( t ) ,  O < t < T . - - 

Esta  t r a j e t ó r i a  e  a  função d e  c o n t r o l e  determinam 

o v a l o r  d e  J de  acordo com a ~ q u a ç ã o  ( 2 . 1 . 1 )  . , O problema 

c o n s i s t e  então em encont rar  funções de con t ro le  u ( t )  , 
O - < t - < T sa t i s fazendo  à condição ( 2 . 1 . 4 )  que produza o 

maior v a l o r  poss íve l  em J. 

Estamos assim in te ressados  em determinar a s  cor- 

respondentes a l t e r a ç õ e s  s o f r i d a s  na função o b j e t i v o  devido a  

pequenas a l t e r a ç õ e s  r e a l i z a d a s  em u (t) . Determinar a s  va r i a-  

ções na função o b j e t i v o  é uma t a r e f a  exaus t iva  uma vez que a l-  

terações  em u ( t)  implicam também a l t e r a ç õ e s  em x ( t )  . 



A s  condições necessá r i a s  de  ot imalidade para  o 

problema d e  c o n t r o l e  Ótimo acima são es t abe lec idas  pe lo  Prin-  

c i p i o  do ~ á x i m o  de  Pontryagin em 1 1 3 1 ,  1 5 1 1  . 

2 . 2 .  ~ r i n c í ~ i o  do ~ á x i m o  de  Pontrvaain 

A s  condições necesss r i a s  de  ot imalidade para  pro- 

blemas de  con t ro le  podem ser derivadas de  t écn icas  bas tan te  co- 

nhecidas e m  cá lcu lo  v a r i a c i o n a l .  Em problemas com dinâmica li- 

near e função ob je t ivo  quadrá t ica  é poss ive l  o b t e r  a solução 

Ótima integrando- se a equação d i f e r e n c i a l  do t i p o  R i c a t t i ,  CA- 

NON,M.D. e t  a l i i  I I I I .  

A s  funções d e  c o n t r o l e  Ótimo para o problema 

2 1.1) a ( 2 . 1 . 4 )  podem s e r  determinadas aplicando- se . JO Prin-  

c í p i o  do ~ á x i m o  de Pontryagin que formulamos assim: 

Seja  (x* ( t)  ,u* (t) ) solução Ótima para  o proble-  

ma (2.1.1) a ( 2 . 1 . 4 ) .  ~ n t ã o  e x i s t e  uma t r a j e t o r i a  ad junta  

h ( t ) ~  IRn ; t a l IOi~II  

t a l  que (x* ( t )  , u * ( t )  sat isfazem: 

a H  
x ( t )  = , = f (x* (t) ,u* (t) , t)  

x* ( O )  = X o  



t a l  que a  função Hamiltoniano: 

é maximizada e m  u * ( t )  i s t o  é: para todo  V E U  

A d i f i c u l d a d e  e m  r e s o l v e r  problemas de c o n t r o l e  

Ótimo usando p r i n c í p i o s  de  c á l c u l o  v a r i a c i o n a l  é causada p e l a  

e x i s t ê n c i a  d e  equações d i f e r e n c i a i s  não l i n e a r e s  com condições 

de  contorno no i n í c i o  e no f i n a l  do processo.  Es t e  é o c l ã s s i c o  

problema TPBV (Two-Point Boundary-Value) . 
Visando a n a l i s a r  a  solução numérica do modelo de  

Atuns e m  es tudo ,  vamos abordar  o  caso d e  c o n t r o l e  Ótimo d i s c r e-  

t o  no i t e m  a  s e g u i r .  

2.2.3. ~ o r m u i a ç ã o  D i s c r e t a  de  Controle  &imo 

S e j a  o  problema d e  c o n t r o l e  ótimo d i s c r e t o  d e f i n i -  

do por: 

N- 1 
Maximiar J (x ,u )  = G(x ( N )  , N ) +  C L ( x  (k)  , u ( k )  , k )  

k-1 

s u j e i t o  a: 

X (k) EX 



onde : 

x (k )  &nn é o v e t o r  coluna das v a r i á v e i s  de es tado no i n s t a n  - 

t e  k 

u ( k )  &IRm é o ve to r  coluna das v a r i á v e i s  de con t ro le  no ins-  

t a n t e  k 

a &IRn é O v e t o r  coluna das condições i n i c i a i s .  

Assumimos q u e  L , G  e f  são continuamente d i f e -  

r enc iáve i s  com r e s p e i t o  a x e somente contínuas com r e s p e i t o  

a u para cada k. 

Suponhamos que os ve to res  G(k)  e % ( k )  represen-  

tem respectivamente o c o n t r o l e  Ótimo e a t r a j e t ó r i a  ótima para  

o problema (2 .3 .1 ) .  ~ n t ã o  e x i s t e  uma t r a j e t ó r i a  ad junta  

Y (k)  &IRm t a l  que Z ( k )  , G (k) e Y ( k )  sa t i s fazem ãs  candi- 

ções : 

I 2 (O)  = a (Condição inicial)  

aG(x (N) ) (Condição de trmsversalidade) 

e t a l  que para todo V E U  



com k=O , N-1 

onde, 

H é a função Hamiltoniana dada por: 

A s s i m  a s  ~ ~ u a ç õ e s  (2.3.2) constituem condições ne- 

cessár ias '  pa ra  que u e x sejam soluções do problema de  con- 

t r o l e  Ótimo (2 .3 .1) .  

2 . 4 .  

A solução de  um problema de  con t ro le  ótimo à . l u z  

do cã lculo  de  var iações c o n s i s t e  em r e s o l v e r  equações do t i p o  

Euler-Lagrange s u j e i t o  a determinadas condições de  contorno que 

constituem a p r i n c i p a l  d i f i c u l d a d e  para sua resolução numérica. 

Es te  problema r e c a i  no famoso TPBVP "Two - Point  Boundary - Va- 

l u e  ~ r o b l e m "  não- linear que é d i f í c i l  de s e r  r e so lv ido  - -numer-i--- - 

camente,exceto em casos extremamente simples.  

Neste p r i n c í p i o ,  são  in t roduzidas  v a r i ã v e i s  adjun- 

t a s  semelhantes aos mul t ip l i cadores  de  Lagrange e problemas de 

con t ro le  Ótimo podem ser t r a t a d o s  como problemas de  programa- 

ção matemática sob c e r t a s  condições. 

Ex i s t e  uma f o r t e  r e l ação  e n t r e  c o n t r o l e  Ótimo . e 

programação matemática o que permite passar  de um problema de  

con t ro le  Ótimo para  um problema d e  programação matemática e 

resolvê- lo a t r a v é s  de  e f i c i e n t e s  algoritmos para obtenção de  



t r a j e t ó r i a s  e  c o n t r o l e s  ótimos. 

Consideremos o  problema g e r a l  d e  c o n t r o l e  ótimo 

com r e s t r i ç õ e s  de  igualdades e  desigualdades nas v a r i á v e i s  de  

e s t ado  e/ou con t ro le  onde g  e  h são funções v e t o r i a i s .  

r Maximizar o  funcional :  

S u j e i t o  à: 

O funcional  J pode s e r  aproximado pelo 1 i m i t e  

de uma soma considerando uma p a r t i ç ã o  do i n t e r v a l o  tO,tf em 

"n" subin terva los  (t  -t ; (t2-tl) , . . . (tf-tn-l) 1 o onde 

t =t 
f n *  Para cada i n t e r v a l o  (tk-tk-l) tomemos um t]: a rb i-  

t r á r i o  t a l  que tk t]: 5 tk-l ; I ~ = O , l , .  . . ,n e  reescrevemos - a 

i n t e g r a l  ( 2 . 4 . 1 )  sob a  forma de  um somatório. 

D e  acordo com e s t e s  procedimentos, a s  equações d is-  

c r e t a s  juntamente com as  condições de contorno consti tuem o  

segu in te  problema de programação matemática: 



Maximizar : 

Sujeito à: 

1h-l = f (X (% f U  (tk-l) <tk-l) 4 - 

(11) 
%+O 

onde, 

Portanto, o problema de  c o n t r o l e  ótimo (I)  é equiva- 

l e n t e  ao problema de  programação matemática (11) onde a s  condi- 

ções necessár ias  de  o t imal idade  são também s a t i s f e i t a s .  

2 .5 .  ~ é t o d o  GRG - Gradiente Reduzido Generalizado 

O s  métodos de d i reções  v i á v e i s  constituem uma c l a s-  

s e  de  algori tmos para  r e s o l v e r  problemas de programação não- 

- l i n e a r  c u j a  e s t r a t é g i a  c o n s i s t e  em s e  des locar  de um ponto v i 5  - 
v e l  para um o u t r o  ponto v i á v e l  com melhor performance. A s s i m ,  

dado um ponto v i á v e l  Xk , determinamos uma d i reção  dk t a l  

que para X > O e suf ic ientemente  pequeno, a s  duas condições 

sejam s a t i s f e i t a s :  

1 Xk f Xdk s e j a  v i á v e l ;  



2 )  O v a l o r  da função o b j e t i v o  em Xk + hd s e j a  
k 

melhor 

que o v a l o r  no ponto 
Xk . 

Obtida a d i reção  dk procedemos a uma otimiza-  

ção unidimensional pa ra  determinar  o quanto podemos caminhar 

na d i reção  dk otimizando a função o b j e t i v o  nessa d i reção ,  ob- 

tendo assim Xk+l 
. O procedimento é r e p e t i d o  a t é  que sejam 

s a t i s f e i t a s  condições de ot imalidade.  Estes  métodos são denomi - 
nados de  métodos p r i n a i s  pois  a v i a b i l i d a d e  do prima1 é mantida 

durante  o procedimento d e  otimização. 

Contido n e s t a  c l a s s e  e s t á  o método Gradiente Redu- 

zido  Generalizado (GRG) que tem s ido  frequentemente usado para  

solução de  problemas de  programação não- linear .  A concepção 

i n i c i a l  do GRG f o i  desenvolvida por Wolfe apenas para o caso 

onde a s  r e s t r i ç õ e s  eram l i n e a r e s  sendo poster iormente es tendi-  

do por  A B A D I E , J .  e CAPPENTIER,J .  I ' I para o caso g e r a l  de  r e s-  

t r i ç õ e s  não l i n e a r e s .  

A i d é i a  c e n t r a l  do método c o n s i s t e  em u t i l i z a r  os  

vínculos para exprimir m-variãveis bás icas  em função de  n-.m não 

bás icas  pelo emprego do Teorema das  ~unçGes  ~ m p l i c i t a s  do Cãl- 

culo Di fe renc ia l  . 
F ~ c Ó , J . L . D .  espec ia l izou  o método GRG para 

problemas de c o n t r o l e  ótimo desenvolvendo o algoritmo Gradiente 

~ e d u z i d o  Generalizado para  Controle  &imo (GRECO) que é u t i l i -  

zado na solução numérica do nosso modelo. 

Como vimos anter iormente,  um problema de  c o n t r o l e  

Ótimo pode s e r  formulado v i a  programação matemática p o s s i b i l i -  

tando assim que problemas d e  c o n t r o l e  ótimo sejam solucionados 



por algoritmos do t i p o  GRG. 

Apresentamos o s  procedimentos bás icos  do método 

GRG considerando o problema g e r a l  de  programação matemática. 

I 
Maximizar y ( X )  (2.5.1) 

(P. 2.2) I S u j e i t o  a :  f ( X )  = O 

onde, Y E C '  e  f & r c r [  - - m ;  o s v e t o r e s  a ,  b e X E I R ~  . com 

Denotaremos a matr iz  Jacobiana mxn das funções 

em re lação  a x i = 1 , 2 , .  . . ,m por A = ( a f i  ) i = l , n , .  ..,m 
i i 

e 
aXi j=l , 2 , .. . ,n, 

J 

o para le lo topo SP = ,{x 1 a < ~ < b )  . 
Consideremos uma p a r t i ç ã o  X = (X X ) 

B f  N 
onde 

XB E lRm é o v e t o r  de  v a r i á v e i s  bás icas  e 
X~ e 

Rn-m 
O ve- 

t o r  d e  v a r i á v e i s  não bás icas .  

o 
S e j a  X um ponto v i ã v e l  sa t i s fazendo  (2.5.2) e 

(2.5.31, desejamos expressar  ana l i t icamente  XB e m  função d e  

X~ 

XB = F ( s )  (2.5.4) 

que em g e r a l  não pode s e r  ob t ido  expl ici tamente.  

Usaremos o teorema das funções i m p l í c i t a s  para  ex- 

pressa r  
X~ 

como função d e r i á v e l  de  XN numa vizinhança do 

o O o o o 
ponto X = (XB , XN) ver i f i cando  f (Xg, s) = O . 

Para i s s o ,  supomos que a submatriz IB da  matr iz  

af Jacobiana A ,  onde E3 =- - é r egu la r .  
axg - ax p 



Admitindo um acréscimo dx = (dxB,d%) que respe i-  

t e  a s  r e s t r i ç õ e s  temos: 

A var iação  da função ob je t ivo  Y em to rno  d e  X O  

é dada por: 

Usando a Equação (2.5.5)  podemos escrever  (2.5.6) 

sob a forma, 

Se denotamos : 

i cK = v e t o r  l i n h a  formado pe los  elementos c t a l  que ~ E K  , 

onde K é o conjunto dos índ ices  das v a r i á v e i s  bás icas  

= submatriz dos ve tores  não básicos.  

Então a ~ q u a ç ã o  (2.5.7) s e  escreve: 



Define-se o g rad ien te  reduzido segundo Wolf e  por : 

que é uma genera l ização  de  "custo reduzido" em programação li- 

near sendo IB a  matr iz  de  base 

A função o b j e t i v o  (2.5.1) do problema na forma 

canônica pode s e r  expressa apenas cor~~o função das v a r i á v e i s  

não bâs i c a s  XN 

a 

A s s i m ,  o  problema r e s t r i t o  não- linear i n i c i a l  e  

o 
transformado, na vizinhança de  X , num problema reduzido ir- 

r e s t r i t o ,  su j e i t o  apenas aos l i m i t e s  nas v a r i á v e i s  XN : 

Maximizar 

S u j e i t o  a: (2.5.12) 

O método GRG soluciona o problema o r i g i n a l  (2.5.1) 

- (2.5.3) resolvendo uma seqüência de  problemas reduzidos do 

t i p o  (2.5.11) - (2.5.12) a t r a v é s  de  um algoritmo d e  ot imização 

i r r e s t r i t a  com pequenas modificações des t inadas  a e v i t a r  v io la-  

ções dos l i m i t e s  de  cada v a r i á v e l .  

Para determinar uma d i r e ç ã o  v i á v e l  dN d e  melhora 

das v a r i á v e i s  independentes, projetamos o gradiente  reduz ido  

gN a  fim de  não s a i r  do para le lo topo IP : dN = psN,  sendo P 

a  matr iz  de  projeção.  



FIGURA 3 -  INTERPRETACSO GEOMÉTRICA 
DO ALGOR~TMO G R G  

A d i reção  do deslocamento d das  v a r i á v e i s  bás icas  
B 

é calculada  de  modo que a d i r e ç ã o  d = (d ,d ) pertença ao hi-  
B N 

perplano tangente  2s s u p e r f i c i e s  de f in idas  p e l a s  r e s t r i ç õ e s  

o 
(2.5.2) no ponto X . . 

Para o b t e r  um ponto na d i reção  d que s e j a  melhor 

que o a n t e r i o r ,  determinamos um passo O > O por uma busca 

un id i rec iona l  maximizando Y ( X  + Bd )  . 
Como X s e  des loca  l inearmente segundo a tangen- 

t e  no ponto, liB deve s e  des loca r  não l inearmente de  modo 

a v e r i f i c a r  a s  r e s t r i ç õ e s  ( 2 .5 .2 )  . Para i s s o ,  o a l g o r i t h o  pro- 

cede em duas e tapas :  



FIGURA 4- SOLUÇÓES VIÁVEIS DO 
ALGORITMO GRG. 

1) Um deslocamento l i n e a r  segundo a tangente  em 

2 )  Uma correção em XB de  modo que o novo ponto obt ido  

xK+l s e j a  v i á v e l ,  i s t o  é, e s t e j a  na s u p e r f í c i e  d e f i n i -  

da pe los  v h c u l o s  não- lineares .  Para i s s o ,  empregare- 

mos um método i t e r a t i v o  para resolução  d e  s is temas de  

equações não-1 inea res  . 

No ponto v i á v e l  obt ido ,  verificamos s e  o v a l o r  

d a  função o b j e t i v o  f o i  melhorado; e m  caso af i rmat ivo ,  procede- 

mos a uma nova i t e r a ç ã o  do GRG; s e  não, reduzimos o passo 8 e 

recalculamos um novo ponto v i á v e l  (ver  Figura 4 ) .  

O a lgori tmo terminará  quando f o r  encontrado um 

ponto es t ac ionár io  de  Kuhn-Tucker que corresponde a um ótimo 

l o c a l  (g lobal  quando o problema f o r  convexo). 



ALGORITMO GRG 

k 
PASSO L - Se ja  x uma solução v i á v e l  para o problema d e  pro- 

gramação matemática IP.2.2; 

PAÇSO - Calcular  o  Jacobiano no ponto xk tomando a  p a r t i -  

k k k  k 
ção x = (xB,xN) onde xg E # é O ve to r  de  va- 

r i á v e i s  bás icas  e x E lRn-m o v e t o r  de  v a r i á v e i s  
N 

não bás icas  sa t i s fazendo  às condições de  não degene- 

rescência :  

' < b i  p a r a t o d o  i E B ;  H 1 )  ai < xi 

H 2 )  A mat r iz  - é não- singular. k  a xB 

PASSO 3 - ~ i r e ç ã o  de  deslocamento das v a r i á v e i s  não-bãsicas : 

i) Calcular  os mul t ip l icadores  de  Lagrange: 

Li) c á l c u l o  do g rad ien te  reduzido: 

N N N 
= C  + v A  

iii) cá lcu lo  do g r a d i e n t e  reduzido projetado:  

k  S ~ > O  e  x = a  
j j  

o s e  k 5 j > 0  e  x = b  
j j  

V . E N ;  P = 
I j 

em caso c o n t r á r i o  . 



- Se PN = O PARE; s e  não, faça dN - PNf  ou empre- 

gue um método d e  otimização não l i n e a r  i r r e s t r i t a  

t i p o  g rad ien te  conjugados ou métr ica v a r i á v e l .  

PASSO 4 - ~ i r e ç ã o  d e  deslocamento das v a r i á v e i s  bás icas :  

PASSO 5 - Melhoria da  solução: 

i) Efe tuar  uma busca unidimensional para determinar 

0 > O que maximize Y(xk + Bd). 

ii) Deslocamento das v a r i á v e i s  bãs icas  e não bás icas  

segundo a s  d i reções  ob t idas :  

iii) 

i v )  

Quando o novo ponto 2 não é v i a v e l ,  procedemos 

a uma correção sobre a s  v a r i á v e i s  bás icas  r e so l-  

vendo o s is tema d e  m equaqões não- lineares  e m 

incógni tas  por  um método pseudo-Newton. 

- 
Calculamos ikerat ivamente a p a r t i r  de  xB : 

- 
S e j a  xB a solução ob t ida .  Se o ponto ob t ido  

X 
k + l  

= (ZB,X,) é t a l  que: 

k+ l  k 
a )  x kcl E P e Y (x ) < Y (x  ) não houve me- 

l h o r i a  e tentaremos encontrar  um novo ponto 
- 

diminuindo 0 e recalculando x . 



k+l  k b) xk+l  E IP e Y(x ) > Y(x ) então temos 

uma solução melhor e procedemos a uma nova i- 

teração  do algoritmo. 

k+l  
C )  x $ P então calculamos a i n t e r s e ç ã o  do 

segmento [ xk,xkfl]  com a f r o n t e i r a  do para- 

k l e lo topo  P , onde temos xr = a ou b para  r r 

algum í n d i c e  r . Realizamos uma mudança d e  

base,  trocando uma v a r i á v e l  bás ica  x r Por 

alguma v a r i á v e l  não bás ica  x de  modo que s 

a expressão abaixo s e j a  maximizada com res-  

p e i t o  ao í n d i c e  j : 

onde a é o elemento da l i n h a  r e coluna 
r j 

j da matr iz  (3) -1 a£ 
k 

a X ~  a X ~  

Retornamos ao procedimento I V  a fim d e  r e s o l-  

v e r  o novo s is tema não- linear após a mudança 

de  xr por  x pa r t indo  do ponto x k+ 1 
s 

COND IÇÕES DE OT IMAL IDADE : 

O Seja  o problema ( ~ ~ 2 . 2 )  e um ponto v i á v e l  x . A s  

condições de Kuhn-Tucker em x0 correspondem à e x i s t ê n c i a  de  

mul t ip l icadores  u e v associados a (2.5.2) e (2.5.3) res- 

pectivamente, t a i s  que: 



de (2.5.16) temos que: 

subs t i tu indo  em (2.5.17) temos: 

Por tanto ,  s e  v s a t i s f a z  à s  condições (2.5.15) ,x O 

é d i t o  um ponto es t ac ionár io .  

A s s i m ,  o  c r i t é r i o  de  parada do algori tmo GRG cor- 

responde à obtenção d e  um ponto sa t i s fazendo  à s  

condições de Kuhn-Tucker po i s  o  g rad ien te  reduzido 

pro je tado s e r á  nulo s e  e somente se :  



Vemos então que o ponto obt ido  no GRG v e r i f i c a  a s  

condições necessár ias  de ot imalidade.  Por ou t ro  lado ,  a cons- 

t rução  d e  uma s é r i e  c rescen te  de  va lo res  da função o b j e t i v o  nos 

assegura que o ponto obt ido  um máximo l o c a l .  

Observe-se que a computação de u é uma operação na- 

t u r a l  no cá lcu lo  de  v ou s e j a :  no-m-étodo GRG,  o s  mul t ip l i ca -  

dores de  Lagrange não são calculados com tempos e x t r a s  de  compu - 

tação  . 
Devido a complexidade do ecosistema de  Atuns que 

iremos abordar mais a d i a n t e  quanto aos aspectos  numéricos de  

resolução,  faz- se necessá r io  es tudar  um algoritmo de  c o n t r o l e  

Õtimo mais e f i c i e n t e  que incorpore procedimentos mais avança- 

dos de  e s t a b i l i d a d e  numérica, conforme veremos a segu i r .  

2 . 6 .  Algoritmo GRECO: Gradiente Reduzido para Controle  &imo 

Descrevemos um e f i c i e n t e  algoritmo desenvolvido 

por F A C ~  1 l 4  1 para  r e so lve r  problemas de c o n t r o l e  Õtimo do ti- 

po : 

T-1  
Maximizar C + t (x t ,u t )+  + T ( ~ T )  

s u j e i t o  a :  

n onde xt r IR , ut E R" ; e f são continuamente diferenciãveis . 



O a lgo r i tmo  inco rpo ra  t é c n i c a s  b a s t a n t e  e£ i c i e n -  

tes quanto às r e g r a s  de  e sco lha  da  base  e, emprega uma r ep re-  

sen tação  f a t o r i z a d a  d a  ma t r i z  d e  base  considerando a e s t r u t u r a  

t r i a n g u l a r  por  b locos  da ma t r i z  Jacobiano  d a s  r e s t r i ç õ e s .  

A f a t o r i z a ç ã o  da  m a t r i z  d e  base  é e fe tuada  d e  mo- 

do a a t ende r  as duas  condições p r i n c i p a i s  : 

- Minimizar a c r i a ç ã o  d e  elementos não-nulos na r ep re sen ta-  

ção da  m a t r i z  d e  b a s e  ao longo do processo i t e r a t i v o ;  

- G a r a n t i r  uma boa ~ r e c i s ã o  numérica dos c á l c u l o s .  

s ã o  a i n d a  u t i l i z a d o s :  o método d e  e l iminação d e  

GAUSS (~ecompos ição  L U )  bem como são  empregadas o u t r a s  t é c n i c a s  

numéricas e s t á v e i s .  

Observe que a ma t r i z  Jacobiano assoc iada  às restri- 

ções (2 .6 .2)  possue a s e g u i n t e  e s t r u t u r a :  

x0 x '  x e  x3  

- a£ - onde: H t -  
af 

t Kt 
- - 

ax au t 

Para  c a r a c t e r i z a r  o procedimento d e  t ra tamento  da 

base  no a lgor i tmo propos to ,  introduzimos algumas d e f i n i ç õ e s  as-  

soc i adas  ao problema (2.6.1) a (2.6.4) . 



~ e s t r i ç õ e s  próprias ao período t: 

A s  r e s t r i ções  do t i po  ( 2 . 6 . 2 )  

são d i t a s  próprias ao periodo t 

var iáveis  próprias ao período t: 

AS var iáveis  de estado x i e a s  de controle  i,t+lf 

u ; j c J  = { I , . .  . ,n} 
j , t  

são d i t a s  próprias ao periodo t. 

var iáveis  Candidatas: 

A s  va r iáve i s  que assumem valores es t r i tamente  en t re  seus 

l imi t e s  são d a i t a s  candidatas à base. 

var iáve i s  admissíveis: 

Uma var iável  é d i t a  admissivel s e  e l a  é candidata e  s e  o 

pivõ é ace i táve l .  

são as  var iáve i s  de estado 

x i&J para cada período t ~ { 1 , 2 , . . . , T )  i,t+l ' 

Definimos três pr inc íp ios  que nos permitem cons t ru i r  uma 

bas e : 

~ r i n c i p i o  (P1 )  : "Construimos uma base com o maior número pos- 

s í v e l  de var iáveis  p r i o r i t á r i a s "  . 
Este pr incipio  cons t i t u i  o caso mais simples onde 

a matriz de base obt ida  e d e s c r i t a  pe la  Figura a seguir :  



- a5 onde: Ht  - - 
ax t 

p r i n c i p i o  ( ~ 2 )  : "Se uma v a r i á v e l  p r i o r i t á r i a  prÕpria a  um cer-  

t o  período t não é candidata ,  i n t r o d u z i r  na 

base  uma das v a r i á v e i s  de  c o n t r o l e  p rópr ia s  

ao mesmo período que s e j a  admissivel" .  

Es te  p r i n c í p i o  permite escolher  uma v a r i á v e l  de  con - 

t r o l e  u  j  , t-1 para s u b s t i t u i r  a  v a r i á v e l  de  es tado x i I t  de  

modo a  s a t i s f a z e r  5s h ipóteses  de  não-degenerescência do GRG: 

H 2  : O bloco diagonal  do Jacobiano ob t ido  p e l a  permuta da colu- 

na x  por u  j ,  t-1 é i n v e r s i v e l .  
i, t 

A matr iz  base constru"ia segundo a s  condições H 1  

e  H 2  é d e s c r i t a  na Figura a segu i r :  



Se a  apl icação  dos p r i n c i p i o s  (P1 )  , (P2 )  não condu- 

z i r  5 obtenção de  uma base,  s e r á  p rec i so  i n t r o d u z i r  novos proce - 

dimentos . 
A s s i m  vamos d e f i n i r  d o i s  t i p o s  de base: 

a )  Base normal: A mat r iz  que s a t i s f a z  às h ipõteses  d e  não-dege- 

nerescência  do algori tmo GRG. 

b )  - Base de  t r aba lho :  Matriz formada a  p a r t i r  dos p r i n c í p i o s  

( P l )  e ( P 2 ) .  

~ r i n c í p i o  (P3) :  "Se uma v a r i á v e l  p r i o r i t á r i a  p rópr ia  ao período 

t Xi,t+l não 6 candidata  e  alguma va r i ã -  

v e l  prÕpria do mesmo período não é admissí  - 
v e l :  co locar  a  v a r i á v e l  p r i o r i t á r i a  x i, t+l 

na base d e  t r a b a l h o  e  i n t r o d u z i r  na base nor- 

m a l  uma v a r i á v e l  admissivel  d i spon íve l  em um - 
período a n t e r i o r ,  o  mais próximo poss íve l  do 

período t ,  e  c o n s t r u i r  a  mat r iz  elementar 

d e  passagem". 



O p r i n c i p i o  (P3) permite  a construqão d e  uma base  

de  forma mais g e r a l .  Uma ma t r i z  d e  passagem é uma ma t r i z  elemen - 
-1 

t a r  Ek que d i f e r e  da  mat r iz  iden t idade  por uma s ó  coluna,  re- 

presentando impl ic i tamente  a t r o c a  d e  uma coluna na base ,  MACU- 

LAN e t  a l i i  1 4 4 1  e F A C ~  1 1 4 1 .  

S e j a  li3 a ma t r i z  d e  base ( m  x m)  e z a coluna do 

Jacobiano das  r e s t r i ç õ e s .  Desejamos t r o c a r  a coluna z . p e l a  

k-êsima coluna d a  ma t r i z  IB . Construimos en tão  a mat r iz  d e  pas- 

-1 sagem Ek da s e g u i n t e  maneira: 

- I n t r o d u z i r  z na base IB : 

-1 I B y = z  = > y = l i 3  z 

-1 - Calcular  a ma t r i z  de  passagem Ek onde z 

n i f i c a t i v a  assim: 

onde -vi - 

é a coluna s i g  - 

- para  i = k  
Yk 

A r e l a ç ã o  e n t r e  a nova ma t r i z  d e  base IB* (base  nor - 
mal) e a mat r iz  IB (base  d e  t r a b a l h o )  é dada por: 

IB*= IB Ek  ou ( IB*) - l=  E;' g1 

Supondo que u t i l i zamos  1 matr izes  e lementares  de  

passagem (1 m ) ;  que IB é a ma t r i z  de base  normal e R a mat r iz  

de  t r a b a l h o ,  e n t  ão  li3 pode s e r  f a t o r i z a d a  da s e g u i n t e  maneira: 



onde R é uma matr iz  t r i n a g u l a r  i n f e r i o r  por blocos quadrados e 

E ~ ;  i 1 . .  , }  são  matr izes  elementares.  

Para melhorar a inda mais a prec isão  numérica, enun- 

ciamos o últ imo p r inc ip io :  

~ r i n a x p i o  ( P 4 )  : "Para toda  matr iz  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  por blo- 

cos quadrados, decompor cada bloco diagonal  

sob a forma LU sem proceder a modificações nos 

demais blocos.  " 

O s  ve to res  l t  ,xt ,wt são  cons t i tu ídos  pe las  va r i á-  

v e i s  dua i s  associadas  2s r e s t r i ç õ e s  ( 2 . 6 . 2 ) ;  (2.6.3) e ( 2 . 6 . 4 )  

d e f i n i d a s  por : 

ALGORITMO GRECO 

Dado (x ,u )  sa t i s fazendo  5s condições (2.6.2) - 
( 2 . 6 . 4 )  , cada in te ração  do algoritmo é d e s c r i t a  por: 

Passo 1: Para cada t = 1 , 2 ,  ..., T , determinar os  conjuntos B e 

N das  v a r i á v e i s  bás icas  e não-básicas a t r a v é s  da  a@i- 



cação dos p r i n c í p i o s  ( ~ 1 )  , ( ~ 2 )  , ( ~ 3 )  , ( ~ 4 )  . Obter 

uma matr iz  de  bas'e de  t r a b a l h o  i2 e k mat r izes  ele-  

mentares de  passagem Ei : i , . . . ; k que r e p r e s e n t e  a 

matr iz  de  base normal E3 p e l a  f a to r i zação  

onde i2 é uma matr iz  t r i n a g u l a r  i n f e r i o r  por blocos 

quadrados e Ei são matr izes  elementares.  

Passo 2:  Determinar a d i reção  de  deslocamento das v a r i á v e i s  não- 

- básicas  : 

( a )  Calcular  os  mul t ip l icadores  de  Lagrange 

usando a r o t i n a  BACKW(x,b) 

(b )  Calcular  o g rad ien te  reduzido 

( c )  Calcular  o g rad ien te  reduzido pro je tado como no 

passo. 3 do algoritmo GRG; s e  PN = O , FIM. 

(d)  Aplicar  o método dos gradientes  conjugados para 

ob te r  uma d i reção  de melhoria Y N 

Passo 3: Determinar a d i reção  de deslocamento das v a r i á v e i s  

bás icas  p e l a  r o t i n a  FORW. (x ,u)  

N I3 Y, = b onde b = -A Y 
N 

Passo 4 :  Melhoria da  solução: 

( a )  Escolher um numero 

função o b j e t i v o  na 

r e a l  8 > O que maximixe a 

d i reção  Y = (YB,YN)  . Obtemos 



8 8 assim um ponto (x ,u ) que deve v e r i f i c a r  a s  res-  

t r i ç õ e s  l i m i t e s  (2.6.3) e ( 2 . 6 . 4 )  mas que e m  ge r a l  

não s a t i s f a z  ( 2 . 6 . 1 ) .  

(b )  Pela modificação de s t a s  va r iáve i s  bás icas ,  r e so l-  

ver por um método pseudo-Newton, para cada t=l,. 

..., T ,  o seguinte  sistema de  equações não-lineares: 

e a j u s t a r  e de modo a s e  obter  um ponto t a l  que: 

Passo 5: Voltar  ao passo 1 com o novo ponto a fim de i n i c i a r  uma 

nova in teração . 
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SISTEMA DE ATUNS COSTEIROS NO SUDESTE DO BRASIL 
- 

3.1. cenár io  ~ c o l 6 g i c o  de ~ u n í d e o s  - ~ 

A pesca de tunideos no B r a s i l  é r e a l i z a d a  ao lon- 

go de toda a Costa, caracter izando- se por  uma exploração a r t e s a  - 

na1 no Nordeste, e uma exploração i n d u s t r i a l ,  concentrada no Su - 

O grande impulso da pesca de a tuns  e a f i n s  no Bra - 

si1 ocorreu a p a r t i r  de 1 9 7 9  com o i n í c i o  da pesca de s u p e r f í-  

cie com espinhe1 e i s c a  v iva  no Sudeste/Sul. 

Ent re  a s  pr imeiras  espécimes que compõem as captu - 

r a s ,  destacam-se pe lo  a l t o  rendimento econômico: Bonito L i s t r a-  

do (Katsuwonus Pelamis) ; Albacora Lage ( ~ h u n n u s  ~ l b a c a r e s )  ; A l -  

bacorinha (Thunnus ~ t l a n t i c u s ) ;  Bonito C a c h o r ~ o  ( ~ u s i s  Thazard);  

Cavala (Scomberomorus Cava l l a ) ,  e n t r e  o u t r a s .  

v ã r i o s  t r aba lhos  JABLONSK1,S. and MATSUURA,Y. l 2  1 ;  
MTSUURA,Y. 1 ;  ZAVALA,C. 1 6 7  1  e t c  . . . , t ê m  s i d o  rea l i zados  

p e l a  SUDEPE, I n s t i t u t o  de Pesca e pe lo  I n s t i t u t o  oceanográfico 

de são Paulo, com a s  e spéc ies  capturadas envolvendo: estudos de 

reprodução; a n á l i s e  de e s t r u t u r a  de populações, e tc ,  obje t ivan-  

do fornecer  subs íd ios  pa ra  Estudos de produção de Estoques rea-  

l i zados  p e l a  comissão In te rnac iona l  pa ra  conservação de Atuns 

do ~ t l â n t i c o  - ICCAT. 

Recentemente, JABLONSKI e MATSUURA I  L> 1 , usando 

um procedimento de a n á l i s e  de Cohoorte, obtiveram importantes ,  



r e su l t ados  sobre e s t i m a t i v a s  por f a i x a s  e t á r i a s  para  t axas  de 

mortalidade e biomassa do Bonito L i s t r ado  no Sudeste do B r a s i l .  

A grande maioria  dos estudos rea l i zados  com atuns 

e a f i n s  no B r a s i l  para  aval iação  de estoques,  versam sobre méto - 

dos envolvendo uma espéc ie  e,  geralmente u t i l i zam modelos c l á s-  

s i c o s ,  t a i s  como, BEVERTON-HOLT 1 1 , SHAEFFER 1 / e RICKER 

Estudamos um modelo dinâmico de i n t e r a ç ã o  e n t r e  

v á r i a s  e spéc ies  à l u z  da t e o r i a  de c o n t r o l e  btimo aonsiderando 

informações sobre cap tu ra  e e s fo rço  para  a s  t rês espéc ies :  Boni - 

t o  L i s t r ado ,  Albacora Lage e Bonito Cachorro. 

Dentro do cenár io  ecológicoem es tudo,  estas três 

espéc ies  consti tuem um grupo de competidores : não e x i s t i n d o  na 

l i t e r a t u r a ,  informações sobre e spéc ies  sistematicamente predado - 

r a s  de a tuns ;  já que e s t e s ,  p e l a  sua p e r f e i t a  forma aerodinâmi- 

ca s e  movimentam com grande rapidez .  

Devido a grandes d i f i cu ldades  de i d e n t i f i c a r  a 

c l a s s e  de p resas  das e spéc ies  em es tudo,  o modelo de LOTKA-VOL - 

TERRA passou a s e r  ana l i sado sob o aspecto  competidor, onde f o i  

poss ive l  c a r a c t e r i z a r  o e f e i t o  i n i b i d o r  da e spéc ie  j sobre a 

e spéc ie  i a p a r t i r  de um modelo pseudo-gravitacional levando 

e m  consideração a d i s t r i b u i ç ã o  e s p a c i a l  das á r e a s  de pesca.  

3 . 2 .  ~ e g i o n a l i z a ç ã o  de Áreas de Pesca 

O con t ro le  sobre o s  dados de pesca de atuns no 

B r a s i l  é r ea l i zado  p e l a  SUDEPE (superintendência  do Desenvolvi- 



mento da Pesca) que mantém informações sobre o s  s i s temas  de 

"Mapas de Bordo" e "Desembarque", SUDEPE,PDP/RJ 1 1 . 
A s  a n á l i s e s  o b t i d a s  n e s t e  t raba lho  foram proces-  

sadas a p a r t i r  dos dados do Sistema de Mapas de Bordo, %ornando- 

-se a s é r i e  mensal de captura  ( tone ladas  métr ica)  e e s fo rço  

( d i a s  de pesca) de 1979 a 1984 para  cada bloco geográf ico de 

19  de lado. 

A r eg ião  de estudo correspondente ao Sudeste  do 

B r a s i l  conta  com um t o t a l  de 15 blocos geográf icos,  conforme 

Figura  6 .  

~ s t a t í s t i c a s  de capturas  do Bonito L i s t r ado  (de 

maior abundância) p a r a  o s  do i s  s i s temas  em cada período t r i m e s  - 

t r a l  são  apresentados na Figura 5 .  

4 
TEMPO (TRIMESTRE ) 

FIGURA 5- CAPTURA ANUAL DO BONITO LISTRADO CORRESPONDENTE 
A MAPAS DE BORDO E DESEMBARQUE DE 81 - 83 
NO SUDESTE DO BRASIL .  



A p a r t i r  das  v a r i á v e i s  Lat i tude ,  Longitude, Cap- 

t u r a  e es fo rço ,  obteve- se uma regional ização  de á reas  de pesca 

no sen t ido  de que e s t a s  á reas  fossem a s  mais homogêneas poss i -  

ve i s .  E s t a  ca rac te r i zação  f o i  o b t i d a  a t r avés  de uma a n á l i s e  

de " c l u s t e r "  (agregação de blocos m a i s  semelhantes d e n t r e  cada 

conglomerado do que e n t r e  conglomerados). 

O procedimento u t i l i z a d o  f o i  o  algoritmo das k- 

médias que minimiza a  v a r i â n c i a  dent ro  de cada " c l u s t e r "  GO- 

MES e t  a l i i  1 ' 1 e THOMAZ e t  a l i i  1 6 2  1 . 
A s s i m  f o i  p o s s i v e l  determinar quais  a s  reg iões  

mais abundantes para  p e s c a r i a ,  permitindo de f in ições  de p o l i t i  - 

tas adequadas de exploração por á reas .  

A melhor d i s t r i b u i ç ã o  e s p a c i a l  o b t i d a  p e l a  a n á l i  - 

se de " c l u s t e r "  apresentou quat ro  conglomerados cont idos na r e  

g ião  Sudeste  conforme Figura 6 abaixo. 

congi. 1 

Congl. 2 

H Congl. 4 

Congl. 5 
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Sejam x1,x2 e x3 a s  biomassas respectivamente 

do Bonito L i s t r ado ,  Albacora Lage e Bonito Cachorro. Conside- 

remos a dinâmica de  in te ração  e n t r e  e s t a s  espécies  dada pelo 

s is tema:  

onde, 

ri são a s  taxas  de crescimento de cada espécie ;  

ai j o e f e i t o  i n i b i d o r  da e spéc ie  j na espécie  i ; ;  

Assumimos que e x i s t e  s u f i c i e n t e  suprimento de a- 

limentos para supor ta r  cada população na ausência  de  o u t r a  po- 

pulação, de acordo com a l o g i s t i c a  de  crescimento ( 1 . 1 . 6 ) .  

Ex i s t e  uma grande d i f i c u l d a d e  quanto à determina - 

ção dos parâmetros r e a do s is tema (3.3.1) .  ~ ó s  u t i l i z a -  
i i j  

mos um procedimento pa ra  aproximar o e f e i t o  i n i b i d o r  a basea i j - 
do num modelo pseudo-gravitacional envolvendo a d i s t r i b u i ç ã o  

e s p a c i a l  de f in ida  anter iormente.  

In ic ia lmente ,  obtivemos a s  biomassas (densidades 

populacionais)  de  cada espéc ie  em cada á rea  h a t r avés  do mo- 
j 



de10 de  produção de  estoque d e  FOX,W.W. 1 1 . A p a r t i r  dos da - 

dos de cap tu ra  e e s fo rço ,  o algoritmo a j u s t a  pe lo  método: dos 

mínimos quadrados à l o g í s t i c a  de  Shaefer considerando espécies  

isoladamente. A Tabela 1 contém a s  biomassas, e a produção má - 

xima s u s t e n t á v e l  média d e  cada espéc ie  por á reas  ca lcu ladas  pe - 

10 modelo d e  e q u i l i b r i o  de  Fox, que ainda determina o s  c o e f i c i  - 

entes  de cap tu rab i l idade  das espécies  e n t r e  ou t ros  parâme- 

t a a s .  

Reescrevemos .o s is tema (3.3.1) sob a forma: 

Observe-se que s u b s i s t e  a segu in te  r e l ação  e n t r e  

a e a  
i j  i j '  

onde os  c o e f i c i e n t e s  de  competição a podem s e r  
i j 

por um modelo pseudo-gravitacional da forma : 

sendo 

'ih = percentua l  do t o t a l  da  população da i-ésima 

(3.3.3) 

aproximados 

espéc ie  ocor - 

rendo na h-ésima reg ião  





k = n í v e l  de saturação da espécie  i (na ausência de o u t r a s  
i 

espécies)  . 

s = numero de regiões  

3.4. Sistema ~ i n â m i c o  Perturbado 

Quando a população d e s c r i t a  por (3.3.2) está s u j e i  - 

t a  a ~ e r t u r b a ç õ e s  impostas pe las  taxas  de pesca u i ( t )  , pode- 

mos formular um modelo bioeconômico para  o sistema dinâmico 

perturbado que permita a v a l i a r  as  taxas  de capturas sus ten tá-  

ve i s  de cada espécie:  

IP Maximi z a r  : 
1 

s u j e i t o  à: 

.! - -- 
dt  

-a x -a x )  -u (t) 
'r2-a21?L 22 2 23 3 ?2 2 



onde : 

J representa o r e to rno  l i q u i d o  ( luc ro )  da exploração pesquei-  

r a ;  

'i 
represen ta  o preço u n i t á r i o  da pesca de cada espéc ie  i; 

c são o s  cus tos  u n i t á r i o s  da pesca de cada espéc ie  i ; 
i 

6 é a t a x a  de desconto considerada cons tante  em ,TI ; - 

u são a s  t a x a s  de captura  de cada espéc ie  i . 
i 

A s  ~ e r t u r b a ç õ e s  u (  t) : 13 ,a + U são funções c o n t í  - 

nuas por  p a r t e  representando con t ro les  admissíveis .  

Tal modelo obviamente envolve um grande número de 

s impl i f icações  e abs t rações  sobre o r e a l  comportamento b i o l ó g i  - 
co da população. 

Es tas  s impl i f i cações  se rão  d i s c u t i d a s  n e s t e  t r aba-  

lho e muitas d e l a s ,  s e r ã o  agregadas ao modelo g e r a l  de contro-  

l e  Ótimo t r a t a d o  e m  3.5. 

O s  modelos de te rmin i s t i cos  do t i p o  acima s ã o  g e r a l  - 

mente vá l idos  sob determinadas h ipó teses  que assumiremos verda - 

d e i r a s  para  nosso estudo: 

1. ~ i s t r i b u i ç ã o  uniforme de populações de a tuns  na reg ião ;  

2 .  Não congestionamento de barcos de pesca; 

3. Não sa turação  de apetrechos de pesca; 

4 .  O s  c o e f i c i e n t e s  a i j estimados em (3.3.3) representam 

de f a t o  o e f e i t o  de competição e n t r e  duas e spéc ies  

Partiremos do p r i n c i p i o  que o problema P1 admite 

uma solução Ótima l o c a l  sem nos preocuparmos todavia ,  e m  bus- 



c a r  "condições de e x i s t ê n c i a " ;  i s t o  é: o funcional  J que re-  

presen ta  o v a l o r  p resen te  da pesca admite um e q u i l í b r i o  e m  

Para determinar  osl n i v e i s  Ótimos de biomassa e as 

taxas  de captura (xf , ur)  é s u f i c i e n t e  r e s o l v e r  o problema Pl. 

Analisamos o problema Pl à l u z  da t e o r i a  de con- 

t r o l e  Ótimo CLARK,C.W. 11° [onde a s  condições necessá r i a s  de o- 

t imalidade são  es t abe lec idas  pe lo  p r i n c í p i o  do ~ á x i m o  de Pon- 

t ryagin .  

Por questões de s implicidade,  denotamos a s  equa- 

ções de es t ado  de cada espéc ie  por: 

F ~ ( x ~ , ~ ~ ~ x ~ )  = (r -a x x- a  x )  2 21 1-%2 2 23 3 x! 

A função Hamiltoniana associada  à 5 é dada por:  

A s  equações ad jun tas  são: 



Consideremos o caso e m  que a . funçso "SWITCH" 

T (t) = - a H  se anula i s t o  é: o caso de t r i p l o  con t ro le  singu-  au 

l a r  : 

Diferenciando o s i s tema ( 3 . 4 . 5 ) ,  equacionando com 

( 3 . 4 . 4 )  e levando em consideração que u = Fi - X 1 ' temos 
i 

após s impl i f i cações  o s e g u i n t e  s is tema:  



Supondo que o sistema acima admite uma solução Ó t i  - 

ma x = (x* x* x*) , 
1' 2, 3 en tão  podemos reescrevê- lo sob a forma: 

Nosso p ropós i to  é c a r a c t e r i z a r  o v e t o r  de c o n t r o l e  

Ótimo u* e a t r a j e t ó r i a  ótima x* sa t i s fazendo  o problema iPl. 

Para i s t o ,  procedemos algumas transformações sobre o funcional  

J em (3 .4 .1) .  

Definimos o rendimento s u s t e n t á v e l  por: 

onde, 

R é uma função côncava p o s i t i v a .  

Podemos reesc rever  o s is tema (3.4.7) sob a forma: 



(3.4.9) 

Obviamente quando 6 = O , o s i s t e m a  (3 .4 .9)  d e f i -  

ne a s  condições  n e c e s s á r i a s  de o t ima l idade  p a r a  o rendimento 

a R  - O ;  i = 1 , 3 .  máximo s u s t e n t á v e l  -- - ax 
i 

Mos t raremos que as equações ( 3.4.9) determinam as 

condições ó t imas  de  e q u i l í b r i o  ( x ~ , x ~ , x ; )  p a r a  Pl . 
A p a r t i r  de  (3.4.8) definimos uma função côncava 

p o s i t i v a  de classe c2 por: 

com, 

Observe-se que as ~ q u a ç õ e s  ( 3.4.9 ) a inda  c o n s t i -  



tuem condições necessá r i a s  de ot imalidade (maximi zação) 

da função Rs e que a s  r e s t r i ç õ e s  das v a r i á v e i s  de e s t ado  

x > O não foram incorporadas e m  (3.4.9) . Como e s t a s  r e s t r i -  
i - 

ções podem e s t a r  a t i v a s  na solução Ótima, a s  condições (3.4.9) 

podem s e r  s u b s t i t u í d a s  p e l a s  condições de Kuhn-Tucker para  ma- 

ximização de funções r e s t r i t a s .  

Para c a r a c t e r i z a r  as condições de ot imalidade 

(3.4.9) para  IP?, subst i tuimos u i = F . - A i  
1 

no funcional  J a s  - 

s i m :  

P 
J = J ~  e-" t 1 -C 1 ( x )  1][1 F -2 J + [2 P -C 2 (X 2][2 ) F -A J + [ 3  P -C 3 ( x )  3][3 F - J }dt 

(3.4.12) 

De 3 . 4 1 1  temos que, 

A s s i m ,  o  funcional  J pode s e r  r e e s c r i t o  sob a  

forma : 

Integrando o funcional  J por p a r t e s  obtemos: 

Vemos então  que a s  ~ q u a ç õ e s  (3.4.9) consti tuem con - 

dições necessá r i a s  de ot imalidade para  o funcional  J; i s t o  e: 

e x i s t e  uma t r a j e t ó r i a  ( x ~ , x ~ , x ~ )  t a l  que: 



para toda t r a j e t ó r i a  v i á v e l  (xl (t) ,x2 (t) ,x3 (t)) . 
Estendemos o concei to  da e x i s t ê n c i a  da t r a j e t ó r i a  

ótima ( x ~ , x ~ , x ~ )  inc lu indo  as restrições dadas em (3.4.3)  

que podem ser r e e s c r i t a s  sob a  forma: 

NOSSO problema c o n s i s t e  em determinar sobre a  su- 

p e r f í c i e  Rg (Figura 9 )  , o melhor caminho e n t r e  o ponto i n i -  

0 0 0  c i a l  (xlfx2,x3) e  ( x ~ . x ~ , x ; )  ou equivalentemente encon t ra r  

funções x l ( t )  x 2 ( t )  x 3 ( t )  que atendam ( 3 . 4 . 2 ) '  s a t i s f a -  

çam (3.4.3) de t a l  modo que a função 
R6 

c resça  o mais rap ida  - 

mente poss íve l .  

pa ra  contornar  a s  d i f i cu ldades  apresentadas e m  

(3.4.15) vamos cons iderar  o  problema mais simples no qua l  e s-  

t a s  r e s t r i ç õ e s  são  do t i p o :  

onde A. e  B são cons tantes .  
i i 

Pelo  teorema das funções i m p l í c i t a s  temos: 



Para maximizar (3.4.17) devemos ter: 

As curvas - a R6 
S1 - = o ;  - ax S2 - 

aRo = o  ; 
1 ax 1 

- 
S 3  - 

a R6 
= 0 representadas no plano x -x -x projetado,in 

3x9 1 2 3  - 

terceptam-se no ponto de. equilíbrio (xi ,x2 ,x;) conforme Figu- 

ra a seguir. 

FIGURA - 7 

/ 



Cada t r a j e t ó r i a  Ótima dependendo do ponto i n i c i a l  

xO 6 o b t i d a  segundo a  regra :  a  p a r t i r  do ponto i n i c i a l  
i 

o 0 0  
(x1,x2,x3) seguimos as curvas de n í v e i s  ( c í r c u l o s )  da s u p e r f i  - 

c i e  paraból ica  Rg a t é  encontrarmos uma das curvas Si . A 

p a r t i r  d a í ,  seguimos sobre Sk (k f ixo)  a t é  o  ponto (x l ,xq  ,x;) . 

E s t e  procedimento é equiva lente  a  s e  des locar  so- 

b r e  a s u p e r f í c i e  
R6 

de xO a t é  x* o  mais rapidamente pos- 

s í v e l .  

NÓS tentarems agora j u s t i f i c a r  o s  argumentos acima 

usando o  p r i n c i p i o  do máximo. In ic ia lmente ,  constatamos que 

se Ai , Bi não são  f i x o s  como em ( 3.4.15) , o  p r i n c i p i o  do m á  - 

ximo não s e  a p l i c a ,  p o i s  a s  v a r i á v e i s  de c o n t r o l e  (por  h ipõ te  - 
s e )  não podem depender de v a r i á v e i s  de es tado.  É p o s s í v e l  

mostrar aplicando- se o  p r i n c í p i o  do máximo que a  t r a j e t ó r i a  ob - 

t i d a  com as r e s t r i ç õ e s  (3.4 . l 5 )  não é Ótima, 

Para maximizar J e m  ( 3  - 4 . 1 4 )  s u j e i t o  às r e s t r i -  

ções (3.4.16) introduzimos novas v a r i á v e i s  de con t ro le  K =v 1 1' 

A função Hamiltoniano associada .6 :  

D e  acordo com o  p r i n c i p i o  do máximo, o con t ro le  Ó- 

timo v  = ( v  , v  , v  ) deve maximizar a  expressão H . 1 2 3  

Como e s t e  problema é um problema v a r i a c i o n a l  de 

con t ro le  l i n e a r ,  en tão ,  p a r a  maximizar (3.4.18) , atendendo 

(3.4.16) , v  deverá s a t i s f a z e r :  



I Bi 

quando h i ( t )  > O 

vi (t) = ; i=1,3 

I 1 quando h i ( t )  C 0 

AS v a r i á v e i s  de con t ro le  que assumem e s t e s  valo-  

res extremos são  denominadas de con t ro les  "bang-bang" e , T ( t )=  

- - - aH -- - h (t) são r e f e r i d a s  como funções "switch".  
av 

Quando ~ ( g )  = O e .r (t) =. O temos o caso c h d o  t r iplo aon - 

t r o l e  s i n g u l a r  que corresponde à solução s i n g u l a r  x = x * ( t )  = 

O p r i n c í p i o  do máximo assegura por tan to ,  que o con - 

t r o l e  ótimo vi = Ai pa ra  o problema l i n e a r  é uma combinaçãode 

con t ro le  "bang-bang" e c o n t r o l e  s i n g u l a r .  

De f a t o ,  se por exemplo apenas vl é s i n g u l a r ,  i s  - 

t o  é, vi # Al OU Bl temos que h l  = O . Pe las  equações ad- 

dh a H  1 = - -  - 6 t  
j un tas  temos que h l  = e a R6 = O . A s s i m ,  

d t  ax ax 1 

a curva a R 6  
= O corresponde a um con t ro le  semi- singular on- 

axl 

de v1 é s i n g u l a r  com v e v con t ro les  'bang-bang'. 2 3 

A s  combinações poss íve i s  para  nosso problema são 

apresentadas na Tabela abaixo onde: 

T = Controle s i n g u l a r  (vi # Ai ou B . )  1 vi não é "bang-bang"; 

N = Controle não s i n g u l a r  (vi = A .  1 ou Bi)  vi é "bang-bang". 



Pelas equações adjuntas : 

Observe-se que exceto  sobre  a s  curvas Si = O t o  
7 

dos o s  c o n t r o l e s  são  "bang-bang" e que a  solução e x a t a  do pro- 

blema i n i c i a l  não é conhecida. No en tan to ,  é p o s s í v e l  determi - 

n a r  a  p a r t i r  de xo uma única t r a j e t ó r i a  Ótima semi- singular 

passando por  x* . Dizemos que e s s a  t r a j e t ó r i a  é uma aproxima - 

ção para  a  solução do problema i n i c i a l .  

Na Figura 8 abaixo damos uma i n t e r p r e t a ç ã o  g r á f i -  

ca  do procedimento d e s c r i t o  em 3 . 4  

FIGURA 8 - SUPERF~CIE DA FUNÇAO OBJETIVO R: R ~ ( x ,  , x 2 , x 3 ) .  



3.5. Modelo Aplicado 2 Captura de Atuns 

Na l i t e r a t u r a ,  exis tem v á r i o s  modelos para  t r a t a -  

mento de ecossis temas e n t r e  e spéc ies  marinhas s u j e i t o s  a con- 

t i n u a s  causadas por pesca.  A maioria d e s t e s  t r a -  

balhos e s t á  baseada no estudo r e a l i z a d o  por VOLTERRA,V. 1 6 6 1  
sobre a f lu tuação  na população de pe ixes  no mar ~ d r i á t i c o ,  o 

qual  c o n s t i t u i  a ~ p r i n c i p a l  ferramenta sobre a t e o r i a  determi-  

n i s t i c a  de dinâmica de populações. 

Geralmente, os  modelos matemáticos que tentam des - 
crever  a dinâmica populacional  de comunidades r e a i s  t ê m  s i d ~  

usados com l imi tados  sucessos.  

~ r a d i c i o n a l m e n t e ,  modelos de populações de pe i-  

xes são b a s t a n t e  simples a exemplo dos modelos de BEVERTON, R.  

J. and HOLT 1 1 e RICKER,W.E. 1 5 6  1 e n t r e  ou t ros  que t ra tam de 

espéc ies  i so ladas .  

U m a  série de t r aba lhos  estimulados por  MARGALEF 

1 6 1  e formalizados com maior r i g o r  matemático por  B I E L O U  

1 5 2  / deram i n í c i o  2 estudos de modelos de in te ração  e n t r e  

mul t iespécies  na t e n t a t i v a  de e s t a b e l e c e r  medidas de abundân- 

c i a  r e l a t i v a  das e spéc ies  envolvidas.  MACARTHUR 1 6 1  discu-  

te  v á r i o s  aspectos  sobre  a e s t a b i l i d a d e  de comunidades e deduz 

considerações a r e s p e i t o  da t r a n s f e r ê n c i a  de ene rg ia  e n t r e  po- 

pulações.  GARFINKEL 1 _6 1 ana l i sou  sob aspectos  teÓr icos ,as  

propriedades de e s t a b i l i d a d e  de s i s temas  dinâmicos, usando o 

sistema predador-presa de LOTKA-VOLTERRA 1 1 ,, 

O uso de complexos modelos apl icados a e c o s s i s t e  - 

m a s  requerem estimações de um grande numero de parâmetros que 



geralmente são  usados para quan t i f i c a r  o s  e f e i t o s  de in te ração  

e n t r e  populaçÕes, além de ou t r a s  c a r a c t e r í s t i c a s  da dinâmica 

do sis tema.  

A s  recentes  apl icações de t écn icas  de otimização 

a complexos ecossistemas dinâmicos t ê m  recebido bas tan te  aten-  

ção por pa r t e  de pesquisadores.  

Atualmente, o s  comportamentos biológicos de i n t e -  

ração mult iespécies  são formulados, usualmente, a t ravés  de mo- 

delos matemáticos não- lineares que são anal isados segundo téc-  

n icas  de equações d i f e r e n c i a i s  não- lineares;  cá lculo  de var ia-  

ções; programação matemática, e t c .  

E m  p a r t i c u l a r ,  ressaltamos nes te  t rabalho,  proce- 

dimentos de contro le  Ótimo e programação não- linear  na formula - 

ção do complexo ecossistema dinâmico de atuns no Sudeste do 

Bra s i l .  

  números ou t ros  exemplos envolvendo ecossistemas 

perturbados podem s e r  formulados dent ro  des ta  c l a s s e  ge r a l  de 

problemas. 

A dinâmica ge ra l  de in te ração  e n t r e  n-espécies de 

Vol ter ra  pode ser anal isada  pelo s is tema de equações d i feren-  

c i a i s  abaixo: 

onde x são a s  densidades (biomassas) de cada espécie  no tem i - 
dx 

PO; 8 = ---- i 
d t  denotam a s  taxas ins tantâneas  de crescimento 

i 
- 

populacional de cada espécie e Fi são funções contínuas re- 



presentando o e f e i t o  da i n t e r a ç ã o  sobre  a t a x a  de reprodução 

da espéc ie  i . 
O nosso es tudo s e  reduz a um caso p a r t i c u l a r  do 

modelo de Vol ter ra  onde: a s  equações d i f e r e n c i a i s  são  s u b s t i -  

a t u i d a s  por equações de d i fe renças  de 1. ordem. Consideramos 
- 
Fi 

como funções l i n e a r e s  das biomassas das e spéc ias  envolvi-  

das;  de forma que a s  t axas  de crescimento populacional  de cada 

espéc ie  são funções quadrá t i cas .  O modelo s e  to rna  ainda mais 

comportado quando adotamos a medida de performance do s i s tema 

como sendo uma função l i n e a r  representando o luc ro  da pesca 

no hor izon te  e spec i f i cado .  

A s s i m ,  o modelo de con t ro le  ótimo apl icado para 

determinar  parâmetros do s i s tema envolvendo a s  três espéc ies  

mais abundantes de atuns no Sudeste do B r a s i l  6 apresentado 

sob a forma de s i s temas  de equações de d i ferenças :  

sujeito a: 

x. (t+l)-x. (t)= ct> ; i=1,3 
1 1 j=l 

x. ( O )  mnhecidc, 
1 

A s  v a r i á v e i s  de e s t ado  são  a s  densidades popula- 

c i o n a i s  xi (t) de cada espéc ie ;  a s  v a r i á v e i s  de c o n t r o l e  ui (t) 

representam a s  t axas  de capturas  sus ten táve i s  de cada espéc ie ;  



S é a taxa  média de desconto no período liO - ,TI ; pi (t) s ão 

os preços u n i t á r i o s  de venda de cada espécie;  r denotam a s  i 

taxas  l i qu idas  de crescimento de cada espécie.  O s  coef ic ien-  

tes a representam o e f e i t o  i n ib ido r  da espécie  j sobre i j 

a espécie  i . E s t e s  coef ic ien tes  incorporam a d i s t r i b u i ç ã o  

e spac i a l  conforme d e s c r i t o  no item 3 . 3 .  

Devido à f a l t a  de dados sobre a s  populações em e s  - 

tudo, deixamos de incorporar  no modelo a s  equações de es tado 

por c l a s se s  de idade. 

3 . 6 .  ~ e s o l u ç ã o  do Modelo de programação N ~ O - ~ i n e a r  

O modelo de programação não- linear adotado para  

est imar a s  t r a j e t ó r i a s  e as  taxas  de capturas das três espé- 

c i e s  de atuns: Bonito Lis t rado (BOL) , Albacora Lage (ALA) e Bo - 

n i t o  Cachorro (BOC) maximizando o re torno l iqu ido  do i n v e s t i -  

mento no hor izonte  .rr = 1 0  anos (1979-1988) , e s t á  baseado no 

sis tema de equações de d i ferenças  abaixo: 

sujeito a: 



-5 x, (t+l) -x3 (t) = 1.14-1.250x10-~x~ (t) - 2 . 1 8 ~ 1 ~ ~ ~ ~  (t) -2.18~10 x3 (t) x3 (t) -u3 (t) 

O < u ( t)  < 20270 - 1 - 

O < - x 3 ( t )  - < 5233 O - < u3 ( t)  - < 1514 

onde ~ ( t )  é o preço de  venda (considerado cons tante  para  a s  

três espéc ies )  ; 6 = 0,08 rep resen ta  a t axa  média de  desconto 

no horizonte:  79-88; xi ( t)  i=1 ,3  são  a s  biomassas e  u .  ( t )= 
1 

= 1 , 3  indicam a s  t a x a s  de  capturas  sus ten táve i s  de  cada espé - 

c i e .  

O problema de con t ro le  para determinar t r a j e t ó -  

r i a s  ótimas que levam o s i s tema (3.6.1) de  um estado i n i c i a l  

u  ) a um estado f i n a l  (x*,u*) maximizando o r e t o r n o  li- 
( X ~ f  o  

quido do investimento da pesca f o i  modelado como um problema 

de programação não- linear  e  r e so lv ido  usando o código computa- 

c i o n a l  GRECO (Gradiente  Reduzido para Controle  &imo ) . 
0 s  resu l t ados  s e  encontram na Tabela a  segu i r .  



BIOMASSAS E 
TAXAS DE 1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 
CAPTURAS 
(rn) 

BOL = xy 48.0 48.2 48.4 48.9 50.6 47.3 46.4 48 .3  45.6 46.2 
I -- 

ALA = x* 2 
5.7 5.6 5.7 5.7 11.0 9.5 10.2 10..6 1 0 . 7  10.5 

BOC = x; 8.8 10.6 13.6 9.9 20.7 19.8 9 . 1  22.2 2.3.4 20 .8 
.. . ..~.~ 

WmL= u* 
1 21.6 23.1 24.7 18.0 29.6 28.1 29.1 11.9 9.8 13.2 

Wm= 0.7 0.7 0.7 0.7 6.0 0.9 1.7 r . 7  ' 1 .9  1.9 

TABELA 2 - Est imat ivas  de  Estoques e Capturas de Atuns no  Sudeste do B r a s i l  

O valor  Õ t i m o  da f u n ç ã o  ob je t ivo  z *  =4836.19 

C o n s i d e r a m o s  a s o l u ç ã o  x * ,  u* para t = 7  ( a n o  

E s t u d a m o s  os r e s u l t a d o s  para dois  casos: sistema 

n ã o  p e r t u r b a d o  e sistema p e r t u r b a d o ,  onde tentamos a n a l i s a r  a1 - 
gumas características de interação c o m p e t i t i v a  en t r e  as espé- 

cies s e l e c i o n a d a s ,  com ausência e presença d e  c a p t u r a s .  

convém observar q u e  no modelo l o g í s t i c o  de cresci - 

mento ( 3 . 6 . 1 )  a s s u m i m o s  por q u e s t õ e s  de simplificação q u e  a 

pesca é o Ú n i c o  f a to r  que r e d u z  a população. 

C o n s i d e r a m o s  i n i c i a l m e n t e  a d i n â m i c a  de c r e s c i m e n  - 

t o  ( 3 . 6 . 1 )  com a u s ê n c i a  de pesca descrita sob a forma: 



o n d e  os  parâmetros r e a estão e s p e c i f i c a d o s  e m  ( 3 . 6 . 1 ) ;  i i j  

fi 
são f u n ç õ e s  r e p r e s e n t a n d o  os  efei tos  d e  reprodução e morta - 

l i d a d e  d e  c a d a  espécie e A i  = x. ( t+l) -xi (t) , i=1 , 3 indica  a 
1 

taxa de c r e s c i m e n t o  da espécie i . 
" S e  x > O para t = O  n o  s i s t e m a  ( 3 . 6 . 2 )  então i 

x > O p a r a  todo t" . 
i 

A s s i m ,  d a d o  um p o n t o  i n i c i a l  posi t ivo,  as t r a j e t ó  - 

rias das espécies n o  t e m p o  são também pos i t ivas .  As t r a j e t ó r i  - 

as g e r a d a s  pelo sistema ( 3 . 6 . 2 )  c o r r e s p o n d e n t e s  às espécies 

Bonito L i s t r a d o  (xl) , A l b a c o r a  L a g e  (x2)  e Bonito Cachorro 

(x3) são r e p r e s e n t a d a s  abaixo onde as f u n ç õ e s  xi (t-tl) - > O 

5. 1402x1 (t) 
x ( t + l )  = 1 1+0 .00010224x1 (t) +O .000094702x2 (t) -10 .000094171x3 (t) 

4.63205 (t) 
x2 ( t + l )  = - 

1-10 .000242985x1 (t) -1-0 .00049763x2 (t) -10 .000419772x3 (t) 

3 -  - 1+0 .000275657x1 ( t ) + 0  .000480650x2 (t) +O .000480767x3 (t) 

( 3 . 6 . 3 )  

xl(0) = 20270 ?(O) = 1386 x ( O )  = 1514 3 

t = 0,1,2, ..., 10 . 



I KATSUWONUS ( BONITO LISTRADO ) 

ALBACARES ( ALBACORA LAGE ) 

AUXIS T H A Z A R D  ( BONITO CACHORRO) 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 

T E M P O  

Estabelecemos algumas h ipó teses  sobre o s i s tema 

3.6.2 no que d i z  r e s p e i t o  aos aspectos  de in te raqão  competi t i-  

va e n t r e  a s  três espécies :  

a) Um acréscimo em qualquer  uma das três pro- 

duz um decréscimo na t axa  de crescimento A i  , i = 1 , 3  

de todas  a s  três 

3.6.2 que: 

É f á c i l  observar  em 

O i , j = 1 , 3  

b) Se todas  três são muito pequenas en tão  e l a s  

podem aumentar simultaneamente porém não indefinidamen - 
te; por tanto :  

c )  Uma população quando muito pequena, não) pode aumentar 

se a s  o u t r a s  duas atingem um c e r t o  tamanho. 



De acordo com a h ipó tese  c ,  excluímos da a n á l i s e  

dos r e su l t ados  do nosso modelo a e spéc ie  BOC (Bonito Cachorro) 

por ap resen ta r  ba ixa  densidade populacional  na região  de e s t u-  

do. Sua eliminação do modelo não f o i  baseada no p r i n c i p i o  de 

exclusão de Vol tar ra ,  p o i s  não podemos assegurar  sua  ex t inção  

devido pr incipalmente a f a l t a  de informações de ordem b io lóg i-  

ca.  Um o u t r o  r e su l t ado  que nos conduziu à exclusão da  espéc ie  

BOC f o i  fornecido p e l a  a n á l i s e  de e s t a b i l i d a d e  do s i s tema d inâ  - 
mito 3.6.2 o qua l  apresentou grande i n s t a b i l i d a d e .  O ponto de 

e q u i l í b r i o  do s i s tema 3.6.2, onde a s  t a x a s  de crescimento de 

cada espéc ie  s e  anulam ( A ~ = O )  é fornec ido  p e l a  solução posi-  

t i v a  do s i s tema abaixo. 

com r e a i 
especi f icados  em 3.6.1. A solução de 3.6.4 

i j 

para va lo res  r e a i s  de r e a i 
é dada por: 

i j 

O s  au tovalores  assicoados à matr iz  de comunidades 

I 

( ax ) X *  
para  j=1,3 

j 

No plano 

vas onde X = 0)  das 
i 

; i=1 ,3  são  h =-0.099871hZ=0.180981h3'0.08615. 
1 

x = O , analisamos a s  " i s o c l i n a s "  ( c u r  
3 - 

duas espécies  BOL e ALA na vizinhança do 

ponto de e q u i l í b r i o ;  i s t o  é: 



Neste espaço de fa se ,  o diagrama de composição 

das duas e spéc ies  coexis t indo pode s e r  representado e m  qual-  

quer i n s t a n t e  t pe lo  p a r  (xl (t) , x2 (t) ) , conforme Figura 

10 abaixo. 

FIGURA 10 - CURVAS DE N ~ V E I S  0 0  SISTEMA 3.6.2 PARA DUAS ESPÉCIES. 

Teoricamente, a s  duas e spéc ies  com e s t a  conf igura  - 

Ç ~ O  deverão permanecer i n a l t e r a d a s  indefinidamente.  Ã medida 

que o tempo passa ,  a s  curvas i n t e g r a i s  de cada espéc ie  tendem 

a x* pa ra  qualquer ponto i n i c i a l .  A s  curvas 2 =O e W =O 1 2 

e m  3.6.5 dividem o plano em quatro zonas conforme Figura 11. on - 

de a s  setas indicam a s  d i reções  das curvas i n t e g r a i s  quando o 

tempo c resce .  



4 -1. Est imat ivas  do Estoque -- de PT 
Devido à grande densidade de atuns da espéc ie  Bo- 

n i t o  L i s t r ado  na região  Sudeste  do B r a s i l ,  direcionamos nosso 

estudo no s e n t i d o  de o b t e r  a t r a v é s  de t écn icas  de ot imização,  

um maior número de parâmetros do s i s tema da espéc ie  mais abun- 

dante.  Como o s  modelos de in te ração  e n t r e  mul t iespécies  a n a l i  

sados nos c a p í t u l o s  a n t e r i o r e s  apenas determinam parâmetros 

referentes a biomassa e t a x a s  de capturas ,  optamos em a n a l i s a r  

um procedimento que incorpore a l é m  d e s t e s ,  ou t ros  importantes  

parâmetros t a i s  como, c o e f i c i e n t e  de capturabi l idade ,  t a x a  de 

mortalidade n a t u r a l ,  t a x a  de novos r e c r u t a s ,  e t c .  

Descrevemos o modelo dinâmico uniespécie  a t r avés  

de uma versão modificada do método de e s t i m a t i v a s  de popula- 

ções proposto por ALLEN 1 1 .. O método o r i g i n a l  é capaz de 

c a l c u l a r  o tamanho da população (x) considerando cons tantes  o s  

segu in tes  ~ a r â m e t r o s  : c o e f i c i e n t e  de capturabi l idade  (q) ; t axa  

de moxtalidade n a t u r a l  (M) e t a x a  de novos r e c r u t a s  (w) . A v e r  - 

são es t end ida  aqui  propos ta ,  além de determinar o tamanho da 

população (x)  , considera o s  parâmetros acima como v a r i á v e i s  a 

serem determinadas dinamicamente a t r a v é s  do tempo. 

A e s t r a t é g i a  ótima pa ra  e s t imar  alguns parâmetros 

do ecossistema do Bonito L i s t r ado  é formulada por um modelo de 

con t ro le  Ótimo que minimiza a soma dos quadrados das d i f e-  

renças e n t r e  a captura  a t u a l  e a esperada p a r a  cada período 



mmres t r i ções  sobre  a s  equações de es t ado  e cont ro le .  

Suponhamos que numa população explorada são, conhe - 
tidos a captura  (ck) e O e s fo rço  (E  ) no tempo K . Para 

k 

es t imar  o tamanho da população (xk) : a cap tu rab i l idade  (qk) ; 

a taxa  de mortalidade n a t u r a l  (s) e a proporção de novos 

r e c r u t a s  (wk) no k-ésimo período,  usamos o seguin te  procedi-  

mento dinâmico: 

população i n i c i a l  = X1 

Sobrevivência no 
i n i c i o  do próxi-  = (X1-CI) e -"1 
mo período 

Captura esperada $ 1 = (X -C /2)  q l ~ l  1 1  

ANO 2 

~ o p u l q ã o  no inicio 
do segundo período 

~obrevivência no início 
do p16x9-m período 

Captura esperada = 

Para k - > 3 , o tamanho da população no i n z c i o  do 

período k 6. dado por: 



4 . 2 .  ES t r a t é g i a  dtima para   valis são de ~ a r â m e t r o s  

Formuiamos uma e s t r a t é g i a  Ótima para determinar 

os  parâmetros do ecossistema construindo um modelo de con t ro le  

ótimo o qual  minimiza um c r i t é r i o  representando a soma dos qua - 
drados dos e r r o s  e n t r e  a captura a t u a l  e a esperada em cada pe - 

rlodo . 
O problema de programação não- linear equivalente 

com r e s t r i ç õ e s  nas va r iáve i s  qk I % I Wk e ilk é dado por: 

Su j e i t o  à: 

( 4 . 2 . 2 )  

para k = 1 , 2 ,  ..., N- 1 



onde, 

1 e Lk k : são os  l i m i t e s  i n f e r i o r e s  e super io res  para  captu - 
r a  esperada 'lJk ; 

X k : são  v a r i á v e i s  d e  estado;  

qk,Mk e Wk : representam a s  v a r i á v e i s  de con t ro le ;  

C e Ek k : são conhecidos; - 

N : é o hor izon te  d e  planejamento; 

a , b  : l i m i t e s  das v a r i á v e i s  de  estado.  

O procedimento acima c o n s i s t e  e m  c o n s t r u i r  o t a-  

manho da população nos sucess ivos  per íodos,  aplicando a . t a x a  

de sobrevivência  (emMk) no r e s t a n t e  da população (xk-Ck) e 

adicionando novos r e c r u t a s  p e l a  d i v i s ã o  do r e s u l t a d o  Por 

( 1 - W  ) .  A captura  esperada para cada perzodo é o b t i d a  multi-  k 

plicando- se a população média estimada pelo c o e f i c i e n t e  de  

captura l idade  (qk)  vezes o esforço  (Ek)  . Repetindo-se este 

processo sucessivamente, estimamos para  cada período a popula - 

ção X e a captura  esperada k 'lJk 

A i d é i a  bás ica  dessa versão modificada é não con - 
s i d e r a r  cons tantes  os  parâmetros de cap tu rab i l idade ,  mor ta l ida  - 

de e t axas  de novos r e c r u t a s  como apresentado em ALLEN 1 5 1  
Este  procedimento acarreta inevi tavelmente uma formulação mais 

complexa do problema de  otimização, devido o acréscimo do nÚme - 
r o  de v a r i á v e i s .  

Conforme vimos em ( 2 . 4 )  o problema de  con t ro le  



ótimo d i s c r e t o  E equiva lente  a um problema d e  programação ma- 

temática e por t an to ,  pode ser reso lv ido  a t r a v é s  de  métodos ti- 

po GRG (Gradiente Reduz ido  Generalizado) . 
Para o problema ( 4 . 2 . 1 )  - ( 4 . 2 . 4 )  onde temos r e s  - 

t r i ç õ e s  nos con t ro les ,  o p r i n c i p i o  do máximo é subs t i t u i d o  

por : 

Uk 
= a r g  máximo H k ( X k l u , A k )  

u EU 

O problema da programação não- linear  ( 4 . 2 . 1 )  - 

( 4 . 2 . 4  ) f o i  processado usando-se o algoritmo computacional 

GRG (Gradiente  Reduzido Generalizado) com um t o t a l  de 20 va- 

r i á v e i s ,  5 ( c inco)  r e s t r i ç õ e s  de  igualdade,  10  (dez) r e s t r i ç õ e s  

de desigualdades e 5 (c inco)  per íodos,  com l imi tações  sobre  a s  

va r i áve i s  de es tado e con t ro le .  

Realizamos uma a n á l i s e  comparativa e n t r e  e s t e  

procedimento e quatro o u t r o s  métodos para  aval iação  de  esto-  

ques de pesca e x i s t e n t e s :  

1. MÍNIMOS QUADRADOS PARA AJUSTAMENTO DE MODELOS DE PRO- 

DUÇÃO E ESTOQUE ( ~ é t o d o  de  FOX 1 1 ) 
2. ANALISE DE " COHORTE" (Modelo de LESLIE '1 1 
3 .  MODELO DE CONTROLE ÓTIMO (Desenvolvido n e s t e  t r aba lho)  

4 .  MODELO DE GAUSE 1 l 7  1 

O primeiro modelo desenvolvido por FOX 1 1 para 

ajustamento da produção do estoque é d e s c r i t o  pe la  ~ q u a ç ã o  de  

m Bernoui l i  g (x t )  = a x - b xt onde g ( x t )  é a função d e  pro t - 
dução representando o e f e i t o  da reprodução e mortal idade natu- 



r a l ;  a , b e m são parâmetro e x é o tamanho da popula- t 

ção no tempo t . 
Cohorte a n a l y s i s  é um método baseado e m  ma t r i zes  

de t r a n s i ç ã o  t i p o  LESLIE 1 1 contendo t axas  de sobrevivência  

e f e r t i l i d a d e .  O modeko é d e s c r i t o  p e l a  dinâmica t 
Xt+l= xk 

onde xt é a população e s t r a t i f i c a d a  por c l a s s e s  de  idade e 

M é a matr iz  quadrada de t r a n s i ç ã o  no período t. 

O t e r c e i r o  método é o procedimento estudado no 

Capitulo 111 e o quar to  método s e  base ia  no algoritmo de  p r o j e  - 

ção populacional  proposto por GAUSE 1 1 , 

Apresentamos os  r e s u l t a d o s  na Tabela 3 .  



Coeficiente de 
ANOS Biomassa Captwabi l idade  

( m t r i c  t-un. ) q(x 10-1) 

Taxa de Taxa de Novos Taxa de 
W r t a l i d a d e  Recrutas captura 

(M) (W) (rrritric ton. 

MTODO DE ZAUEN 
19 79 40000 0.111 O .6 O .600 1818 
19 80 32300 O.  369 O .6 O. 880 60 70 

ESTENDIDO 
19 8 1  32299 O .  160 O .6 O.  309 11857 
1982 249 35 0.560 O .6 O. 309 17922 
19 82 32095 O .407 0.7 0.309 15517 

@TODO DE 19 79 28887 9 726 
P R U D ~  E ESTOQUE 19 80 39259 
DE FOX 19 81 6 34 74 O .  47432 t-U 

19 82 76057 336 36 
1983 51273 

AN%ISE DE 19 79 16400 
CT)HOKIE: to  B4617-7869q D.6 to 0 . a  
l@IUX DE ESLIE 19 83 31500 

 TODO DE GAUSE 

TABELA 3 - Est imat ivas  de ~arâmstros ~iológicos do Bonito Listrado para Diversos Pbdelos de Controle de Pesca. 



4.3. ~ o l í t i c a s  btimas de Pesca 

Pelo f a t o  da espéc ie  Bonito L i s t r ado  s e r  a m a i s  a- 

bundante na á r e a  de estudo e também a mais r e n t á v e l  do ponto- 

de- vista  econÔmico, optou-se por  um estudo mais aprofundado s o  - 
b r e  a r e f e r i d a  e spéc ie  no que d i z  r e s p e i t o  à def in ição  de p o l i  - 

t i c a s  ótimas de capturas .  Para  i s s o ,  incorporamos duas o u t r a s  

componentes ao modelo: o c i c l o  de pesca e a demanda no mesmo 

período. 

Consideremos, a p a r t i r  de agora, o modelo i d e a l  de 

pesca 3 . 4 . 1  - 3.4.3 r e s t r i t o  5 espécie  Bonito L i s t r ado  ( B O L ) .  

sujeito a: 

= F(x) - u( t )  
d t  

onde R(u) é uma função representando o l u c r o  da pesca e F (x )  

é a l o g i s t i c a  de crescimento populacional .  

O s i s tema (4.3.1) deixa de incorpora r  v á r i o s  reque - 
rimentos de ordem p r á t i c a .  Qualquer p o l í t i c a  de pesca quando 

p r a t i c a d a  em e s c a l a  i n d u s t r i a l  deve l e v a r  em consideração, as- 

pectos de conservação das espécies ;  mercado de demanda; n í v e i s  

de estoques,  e t c ,  de forma que a pesca pode ser regulada o b j e t i  

vando a preservação cont inua dos estoques ao longo do tempo.Por 

ou t ro  lado,  a s  t a x a s  de capturas  não devem exceder c e r t o s  l i m i -  



tes que possam causar  s é r i a s  descontinuidades nos estoques e 

poss íve i s  ex t inções  das e spéc ies  envolvidas.  

NO sen t ido  de a t ender  às necessidades mencionadas 

acima, formulamos o segu in te  modelo de captura  sob condições 

de preservação da espéc ie  BOL. 

sujeito a: 

f 1: u (t) 2 D (demanda média) 

onde T r ep resen ta  o período do c i c l o  da pesca não n e c e s s a r i a  - 

mente pré- fixado; €i é a t a x a  de desconto. Note que a s  condi- 

ções x ( 0 )  = x e x(T) = x são  de conservação do n í v e l  do o O 

estoque no f i n a l  de cada ~ e r i o d o  da operação de pesca.  

AS condições necessá r i a s  de ot imalidade podem s e r  

e s t abe lec idas  pe lo  p r i n c i p i o  do máximo de Pontryagin: 

A função Hamiltoniana associada a (4.3.1) é: 

Pelo p r i n c i p i o  do máximo temos que: 



Diferenciando a equação a n t e r i o r  temos: 

Por o u t r o  lado,  a s  equações ad jun tas  conforme 

(2.2.2) são: 

Relacionando a s  duas Últimas expressões temos: 

A equação (4.3.3) juntamente com a equação de es- 

tado 

* = F(x) - u( t )  
d t  (4.3.4) 

ConStituem a s  condições necessá r i a s  de ot imalidade p a r a  u ( t )  

A Figura 13 rep resen ta  o plano de f a s e  do s i s tema 

de equações (4.3.3) e ( 4  -3.4) que admite uma única solução pa  - 

r a  cada (xo ,uo)  i n i c i a l .  E s t a s  soluções consti tuem uma fa-  

m í l i a  de t r a j e t ó r i a s  no plano (x,u)  . A a n á l i s e  geométrica 

d e s t a s  t r a j e t ó r i a s  é melhor i n t e r p r e t a d a  considerando a s  " i s o .  - 

c l i n a s"  i s t o  é: a s  curvas onde X=O e b=0 respectivamente.  

- 
A i soc l ina- x é a curva u=FQx) enquanto que a i soc l ina- u  e 

a r e t a  X=X* onde F '  (x*) = 6 e 

A i n t e r s e ç ã o  das duas i s o c l i n a s  é o ponto de equi-  

l i b r i o  (x*,u*) = (50.6~29.6) que faci lmente se v e r i f i c a  ser um 



ponto de sela. 

Observe-se que cada t r a j e t ó r i a  pode ! representar  

uma p o l í t i c a  Ó t i m a  de pesca,  p o i s  u* maximiza o funcional  

J(u) e m  (4.3.1) .  

várias a l t e r n a t i v a s  pa ra  p o l í t i c a s  ótimas de cap- 

t u r a s  podem ser e s t a b e l e c i d a s  dependendo obviamente das  condi - 

çÓes i n i c i a i s  fornec idas  nas regiões  A,  A ' ,  B ou B' da Figu- 

ra  1 2 .  

ESTOQUE x ( ton.) 

FIGURA 12- PLANO DE FASE DO SISTEMA NAO LINEAR 3.7.3 e '  3.7.4. 



Conseqtientemente, v á r i o s  poss íve i s  c i c l o s  de pes-  

ca podem também s e r  e s t abe lec idos .  Obviamente, a  condição bá  - 

s i c a  para  a  de f in ição  de um c i c l o  de pesca 6 que a  demanda D 

s e j a  s a t i s f e i t a .  

Consideremos a  r e s t r i ç ã o  de Demanda do modelo 

(4.3.2) a qua l  denotaremos por:  

U m a  condição de e q u i l í b r i o  econômico para  (4.3.5) 

é que I ~ ~ - D I I  2 E . 
como c a r a c t e r i z a r  o s  va lores  de to ( i n i c i o  do c i  - 

c10 de pesca) e -c (tamanho do c i c l o )  ? 

Para determinar e s t e s  va lo res ,  vamos in ic i a lmen te  

cons iderar  uma p o l í t i c a  de pesca pa ra  o Bonito L i s t r ado  na r e  - 

< x* e  u u* conforme Figura 13. g ião  B onde xo 0 - 

FIGURA 18- POL~TICA ÓTIMA PARA CAPTURA DO BONITO LISTRADO. 



Adotamos a  p o l í t i c a  de pesca determinada p e l a  t r a  

j e t ó r i a  T~~~ onde o n í v e l  do estoque x ( t )  c resce  a t é  um 

determinado v a l o r  e  e m  seguida decresce,  a t ingindo seu  menor 

v a l o r  x  (escolh ido  a rb i t r a r i amente  x < x * ) .  Neste ins-  
S S - 

t a n t e ,  a  t axa  de captura  u ( t )  decresce de us a t é  ur e  o  

c i c l o  v o l t a  a  s e  r e p e t i r .  

A s s i m ,  to é O tempo onde o n í v e l  x  assume seu 
S 

pr imeiro v a l o r ,  i s t o  é xs (to) . 
A duração do c i c l o  T f o i  pré- fixado com o v a l o r  

T = 2.5 baseado na série h i s t ó r i c a  da captura  do Bonito L i s -  

t rado  apresentado na Figura 5. 

A s  densidades populacionais  (biomassas) e  a s  cap- 

t u r a s  do BOL variam no tempo de acordo com a per iodic idade  a- 

baixo: 

FIGURA 14 - CICLOS DE BIOMASSA E CAPTURA DO BONITO L ISTRADO.  



Analogamente muitas o u t r a s  p o l l t i c a s  de pesca po - 
dem ser ana l i sadas  nas d ive r sas  regiões  A ,  A ' ,  B ,  B '  depen- 

dendo do ponto i n i c i a l  escolhido.  



A t e o r i a  d e t e r m i n í s t i c a  sobre dinâmica de popula- 

ções leva  e m  consideração aspectos  matemáticos na formulação 

de modelos para  t ra tamento de d iversos  modos de i n t e r a ç ã o  en- 

t r e  mul t iespécies .  Dentro desse contexto,  uma c l a s s e  de ecos- 

s is temas  dinâmicos podem s e r  modelados como problemas de pro- 

gramação matemática e resolv idos  a t r avés  de e f i c i e n t e s  t é c n i-  

cas  de programação não- linear .  

A dinâmica do modelo aqui  ana l i sado,  levou em con - 
sideração o s  segu in tes  aspectos  : 

1. A evolução do ecossis tema f o i  e s t abe lec ida  por  equa- 

ções de d i fe renças  que incorporam c a r a c t e r í s t i c a s  de 

competição e n t r e  espécies ;  

2 .  O s  e f e i t o s  i n i b i d o r e s  das e spéc ies  estudadas foram ana - 

l i s a d o s  a t r a v é s  de um modelo pseudo-gravitacional que 

agrega d i s t r i b u i ç ã o  e s p a c i a l  das e spéc ies  na á r e a  de 

estudo; 

3 .  O ecossis tema e s t á  s u j e i t o  a cons tantes  per turbações 

causadas p e l a s  t axas  de capturas  de cada espécie .  

A formulação do modelo v i a  equações de d i fe renças  

permi t iu  uma f á c i l  adaptação a um problema de con t ro le  ótimo 

cu ja  solução numérica f o i  o b t i d a  com o uso de t é c n i c a s  computa - 

c i o n a i s  de programação não- linear .  



A solução numérica f o i  o b t i d a  a p a r t i r  dos dados 

sobre "captura"  e "esforço"  tomados dos "mapas de bordo" SUDE - 
PE I 6 O 1  correspondentes 2s espécies :  Bonito L i s t r ado ;  Albaco- 

r a  Lage e Bonito Cachorro. 

Devido ao c u r t o  per íodo de exploração pesqueira  

de a tuns  c o s t e i r o s  no Sudeste do B r a s i l ,  tivemos s é r i a s  d i f i -  

culdades em o b t e r ,  aproximar ou mesmo simular  determinados pa 
7 

râmetros i n e r e n t e s  ao modelo t a i s  como: taxa  l i q u i d a  de cres-  

cimento (ri) de cada espéc ie  - o b t i d a  em 1 6 0 1 ;  n í v e i s  de s a  - 

turação  ( K i )  de cada espéc ie  - ob t idos  pe lo  método de a jus-  

tamento de FOX 1 161;  e f e i t o  i n i b i d o r  da e spéc ie  j sobre  a 

e spéc ie  i ; ( a i j )  - ob t ido  por  aproximação a t ravés  de procedi-  

mentos envolvendo d i s t r i b u i ç ã o  e s p a c i a l  conformes d e s c r i t o  em 

(3.3). 

Do ponto-de-vista da apl icação ,  não f o i  poss íve l  

implementar o modelo com c a r a c t e r í s t i c a s  de predador-presa de - 

vido à f a l t a  de informações. A s s i m ,  o estudo c o n s i s t i u  e m  

ana l i sax  um ecossistema de competição e n t r e  a s  t r ê s  e spéc ies .  

- 6 t  
N a  função o b j e t i v o  1 e p i ( t > - C i < t )  ui<t) de i-  

t=t o 
I 

xamos de incorporar  por  questões de s impl i f i cações ,  o s  cus tos  

C i ( t )  por unidade de pesca pa ra  cada espécie  e consideramos 

o s  preços médios u n i t á r i o s  P i ( t )  de venda de cada espéc ie  

conforme con t ro le  da SUDEPE-RJ 1 6 0 ' 1  e 

Sanadas e s t a s  d i f i cu ldades ,  analisamos a formula - 

ção do modelo de c o n t r o l e  ótimo para  e s t imar  a s  densidades po - 

pulac ionais  de cada espgcie  ( v a r i á v e i s  de es tado)  e a s  t axas  



de cap tu ras  s u s t e n t á v e i s  ( v a r i á v e i s  de con t ro le )  na r eg ião  Su - 

d e s t e  do B r a s i l .  

A ca rac te r i zação  do ponto i n i c i a l  (xo (t) ,uo ( t)  ) 

para  executar  o modelo (3.6 -1) pelo  código CREGO e x i g i u  vã- 

r i a s  t e n t a t i v a s  no s e n t i d o  de que o ponto i n i c i a l  f o s s e  +iã- 

v e l  i s t o  é: a s  v a r i á v e i s  de e s t ado  x ( t )  e de c o n t r o l e  u ( t )  

deveriam atender  a dinâmica do s i s tema e também sa t i s faze rem 

a s  condições l i m i t e s  em cada período t = 1 , 2 ,  ..., 10. 

Procedemos uma a n á l i s e  comparativa com o s  r e s u l-  

tados aqui  encontrados para  o ecossistema de a tuns  no Sudes- 

te  do B r a s i l  (79-84) com es t ima t ivas  de biomassas e capturas  

de cada espéc ie  considerando d o i s  casos:  

. CASO A - Estudo i s o l a d o  para  cada espécie  ( ~ é t o d o  de 

FOX) ; 

CASO B - Estudo de competição i n t e r a t i v a  (Modelo de 

Controle btimo) . 

O s  do i s  casos foram estudados sob o mesmo per io-  

do (79-84) e e m  média o s  r e su l t ados  e s t ã o  na Tabela a s e g u i r .  

ESWUES 
C A S O  A C A S O  B 

c <  BIOMASSA CAPTURA BIOMASSA CAPTURA 

Bonito Listrado 57661 20360 38896 18406 - 
Aibacora Lage 31154 14100 7301 4390 

- -- 

Bonito Cachorro 2882 10 80 746 300 

TABELA 4 



Observe-se todavia  que e s t e s  resul tados  es t ão  

subestimados, uma vez que o s  estoques obt idos  a p a r t i r  dos ma- 

pas de  bordo correspondem aproximadamente a 80% dos estoques 

apresentados nos con t ro les  de desembarque conforme Figura 6. 

Embora o modelo g e r a l  aqui  apresentado em 

(3 .5 .2)  se proponha a e s tudar  ecossistemas marinhos com carac-  

t e r í s t i c a s  competidor-predador-presa e tendo s i d o  implementado 

apenas sob o aspecto competidor, esperamos ser v i ã v e l  s u a  a p l i  - 
cação a ou t ros  t i p o s  de  espécies  semelhantes onde possamos d i s  - 

por de  mais informações de  ordem bio lógica .  

Nosso t r aba lho  nos l e v a  a uma conclusão: ecoss i s  - 

temas de  recursos  renováveis quando estudados à l uz  de contro- 

le-ótimo e programação não- linear onde s e  t e n t a  o t imiza r  uma 

medida de performance d a  dinâmica, permitem a n á l i s e  e r e s u l t a-  

dos m a i s  aprofundados e conf iáveis  sobre  comportamentos bioeco - 

nõmicos de in te ração  e n t r e  mul t iespécies .  
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