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Resumo da Tese Apresentada 3 COPPE/UFRJ como parte dos 
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hdac~ilan Filho. 

Pr&gram~ : Engenharia de  Sistemas e ~ o m ~ ~ i t a c & .  s 

Apresenta-se um estudo dos distintos modelos de equilíbrio de 
t rgego em redes de transporte, considerando o caso onde o custo de 
viagem sobre cada arco possa depender do fluxo nesse arco como 
t.ambe'rn do fluxo nos demais arcos da rede. Tara este caso, o 
problema de equilibrio de trgfego pode ser  expressado par uma 
formula@ de inequa)ão variacional. 

Entre os mgtodos disponíveis de reso!u& do problema 
variacional. iriara o caso de Lim s6 modo de transnorte. inclugm-se o 

1 

rnêcodo linearizado de decomposic& B "simplici&" e ' o  método de 
plano de corte. 

Considera-se o modelo de equilikrio de trgfeeo com mais de um 
modo de t r ans~or t e  onde a custi de viagem  sob^: ~ r n  arco de~enda 

U 

do fluxo de t h o s  os modos que usam esse arco. A demada de 
viagem para todos os modos 6 constante e uma fun$& de demanda 
prediz a proparc& de viagem que ocorre para cada modo. Este 
modelo é tambgm formulado como o problema de inequac&s 

i "  variacionais. O me2odo de aproxirnac& linear de decomposicao 
sirnplicial é estendido para resolver o Problema variacima! o 
caso de dois modos d e  t rans~orte .  como para orublemas p&kicos 
alocar todos os pontos extrLmos na memória de um computador 
poderia s e r  uma tarefa inviável, o meiodo linearizado é modificado 
de tal modo que o numero de nontãs extremos retidos seja  - C' 

4 

restringido . . a valor pre-i ixado. '~esultados computacionais sao 
apresentados. 



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partia1 fulfillrnent 

of the requirernents for  the degree of Doctor of Science [ D.Sc. ) 

CONTRIBUTION TO THE NETWORK EQUILIRRIUM PROBLEM 

Department : System Engeneering and Comp~ker Science. 

This work presents a study of the traffic equilibrium network 
models. It is considered the case whena the travel cost on each link 
may depend on the flow on this li& a s  well as others links of the 
network. For  this case, the traffic equilibrium prohlem m2y be 
expressed for  the variational inequal ity formulation. 

Arnong the available methods For salving the variationa1 
problem, for  a single mode of transportation, are included the 
lineerized sirnplicial decomposition and the cutting plane rnethods. 

The traffic equilibrium mude1 with more than une travel mode 
i s  considered where t.he cost for travel on e link depends an the 
flow of a11 modes that. use that link. The d m a n d  for  trave1 by all 
modes i s  constant and the dernand function predicts the propurtion of 
t r ips  that occur by each mode. This model is also farmulated a s  a 
variational inequality prohlem. The linearized çirnplioial 
decornposition method is extended for sulving the varietionel 
problem for the case of two modes of transportation. For prsctical 
problems to allocate computer memory for a11 the extrerns points 
would be an infeasible t ssk ,  the linearized rnethod is rnodified s o  
such the numher af ret.ained extrsme points i s  restrictad to some 
f i x d  value. Computa tiona1 resul ts a r e  reported. 
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CAPITULO I 

C C 

O PROBLEMA RE E@WILIBRIÕ DE TRAFEGO 

Define-se transporte como urna transferência de pessoas e/ou 

produtos, em um veículo ou qualquer outro meio, entre lugares geo - 
métricamente separados. 

O n h e r o  de viagens que se  realiza numa rua qualquer ou linha 

de trânsito, em uma &a urbana, 6 o resultado de muitas decisões 

que o usuSrio deve tomar. Estas decisões do usuário encerram 

considera@es de quatro diferentes tomadas de decisks,  que d k  
riu 

lugar a odrtros diferentes modelos de transporte, que sao: 

i) ~ e t e r m i n a ~ k  de se viajar ou não e quando realizar a viagem 

para algum pmpásito (modelo de geraF& de viagem]. 

ii) ~ e t e r m i n a ~ ã o  para onde ir (modela de distribu@ de viagem). 

iii) Escolha do modo de transporte a usar (escolha modal]. 

iv) Escolha da rota a usar para a lcanpr  o destino (alocaF& de tr8 - 

Estas decisões dependem em parte, de como o sistema de trans - 
porte está congestionado, e quais são os pontos de congestionamento. 

Por sua vez, a s  pontos de congestionamento dependem do n h e r o  

total de viagens realizadas através destes pontos. 

O interesse das engenheiros de transporte e de planejadores 

urbanos origina-se na necessidade de, através de certos dadas conhe - 



cidos, prever o fluxo que percorre uma certa facilidade da infraes - 
trutura de transporte, a fim de avaliar os benefícios de um possível 

investimento no s e r v i p  de transporte. O fluxo é medido em termos 

do n h e r o  de veiculas, passageiros, pedestres, que percorrem a 

facilidade de transporte em uma unidade de tempo. 

Dado que, se o fluxo aumenta produz-se engarrafamento, e por 

outro lado viagens são evitadas por causa do engarrafamento, tal in - 
teracão I pode ser modelada como um processo de a l c e n ~ a r  um certo 

equilíbrio entre engarrafamento e decisões de viagens, de tal modo 

que se possa calcular ~ r n  fluxo de t raego  qualificado de equilibrio. 

I. 2. REPRESENTACÃO B DE REDE DE UM SISTEMA DE TRANS - 

PORTE 

Uma rede é um conceito mateme2ico usado para descrever 

sistema de transporte ou outras sistemas (como de informaF&, de 

relaFão de afiliaF& de linhas de telefone, etc.). 

Uma rede consiste, principalmente, de dois elementos. Um 

conjunto de pontos, nós ou vértices, e um conjunta de segmentos de 

linha, arcos, ramos ou lados, ligando estes pontos. Assurne-se que 

cada arco na rede está associado a urna dire@o de fluxo. 

Adicionalmente, uma outra característica, s impedência que 

afeta o fluxo é associada, na maioria das applicaçães, somente aos 

arcos. Os nós representam a interac& dos arcos. 

~ u ~ Õ e - s e  que um no' qualquer da rede possa ser alcan~ado por 

qualquer outra nó atravgs de um caminho ou mta da rede. Um cami - 
nho é uma sequência de arcos dirigidos de um n6 a outro nó. A impe - 
dância ao longo de um caminho 6 o somst6rio das impedâncias nos 



arcos que comp&m o caminho em consideratão. Como observaF&, 

um par de nós est8 geralmente ligado por mais de um caminho, e 

em redes de grande porte, o n h e r o  de caminhos que ligam os n6s 

pode ser extremadamente grande 

O planejamento de transporte de uma região urbana 6 baseado 

na parti@ da região em zonas de t rsego,  que varia de tamanho. 

Cada zona, dependendo da sua importância no estudo de transporte de 

tre'ego, é representada por um centr&de, um simples no', no qual o 

movimento de t r a g o  se origina (centróide de origem) e/ou termina 

(centrolde de destino). Ale'm disso, a representaFk da rede inclui 

também outros nós representando interse@es, pontos de h ibus ,  ou 

outras facilidades de transporte. Uma vez definidos os centróides, 

uma matriz de viagens origem-destino e' construida, a qual especifi - 

ca o movimento ou fluxo entre cada centróide de origem a cada 

centroide de destino da rede. Os centróides são ligados à rede por 

arcos fictícios conhecidos por conectores. 

i. 2. 2. FUNCÃO s DE CUSTO NOS ARCOS 

A impedância de viagem, ou nível de se rv ip ,  associada aos 

arcos da rede, pode incluir muitos componentes coma tempo de 

viagem, conforto, seguranpa, custo de viagem, etc. Como a determi - 
nacão I da maioria destas componentes por medidas quantitativas 

na p ra ica  difícil, mas o tempo de viagem é particularmente mais 

fácil de ser medido, esta componente é usada como medida exclusiva 

da irnpedância nos arcos. Embora, para ser compatível com a 



maioria das trabalhos disponíveis na literatura de anglise de equil! - 
brio, o termo geral de custo de viagem do usuário serS usado em 

lugar de tempo de viagem. 

Agora, devido ao congestionamento, o custo de viagem é uma 

f ~ r n ~ 8 o  crescente do fluxo. Deste modo, o s  arcos est& associados 

com uma certa fm@a que relaciona o custo de viagem sobre cada 

arco com o fluxo que atravessa esse arco. Tal fmc& II é definida 

independentemente para cada arco da rede. 

rC 

I. 3. EQUILIBRID EM UMA REDE DE TRANSPORTE URBANO 

A no$k de equilíbrio em uma rede de transporte urbano origi 

na-se da dependência entre o custo de viagem nos arcos e dos fllmos 

nesses arcos. Suponha que um certo nirmeru de usuários deseja 

viajar desde um ponto de origem a um ponto de destino que esté 

ligado por um n h r o  de caminhos possíveis. Deseja-se determinar 

como w usuários ser& distribuídos entre todos os possíveis cami - 
&os. Este problema constitui a essência do equilibrio de traTego. 

O n h e r o  de usuários em cada caminho será uma consequência 

direta das decisões feitas por cada usuário com respeito a que rota 

alternativa tomar. Em princípio, cada usuário elegeria o caminho 

mais curto em termo dos custos de viagem, mas neste caso, pode - 
ria-se produzir congestionamento e assim o caminho poderia deixar 

de ser o caminho mais  curto. Alguns outros motoristas examina - 
riam então outro caminho alternativo mas t a r n b h  poderiam ocasio - 
nar congestionamento, e assim sucessivamente. Uma vez determina - 
do o número de usuários distribuidos em cada caminho disponivel, o 

f lwo em cada arco ser6 o somatório dos fluxos nos caminhos que 

usam o dito arco. 
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I. 3. i. CONCEITO DE EQUILIBRIO 

Suponha que seja dado um grafo representando a rede de trans - 
porte, com suas f e e s  de custo associadas a cada arco, e uma 

matriz origem-destino. 

O problema de a l o c a l o  de traTego consiste em encontrar o 

fluxo (e o custo de viagem correspondente) sobre cada um dos arcos 

da rede. 

Para resolver o problema de alocalão de t r g ~ g o ,  requer-se 

fazer algumas suposiç&s acerca do comportamento dos ~ ~ s u á r i o s  em 

escolher entre os caminhos disponíveis para viajar desde um ponto 
s 

origem a um ponto destino. E razoãlel adotar o comportamento 

natural de que cada usuário trate de rninimizar seu pr6prio custo de 

viagem desde seu ponto origem ao seu ponto destino. Para o proces - 
so de e!ei@o do caminho, a seguinte lei, que caracteriza a condif& 

de equilíbrio do usuário, dada: 

Em equilíbrio, nenhum usue'río pode reduzir seu 

custo de viagem mudando uni lateralmente a s  rotas. 

Esta lei tem sido, amplamente aceita como uma descric& do 
I 

comportamento espantâneo de cada usuário sobre uma rede da trans - 
porte. 

Uma definicão I operacional que formaliza a noc& s de equilíbrio 

do usuário sobre redes de transporte é dada como se segue: 

Para cada par origem-destino, os custos de viagem sobre 



todos o s  caminhos utilizados são iguais e (também) menores 

ou iguais aos custos de viagem que experirnentaría ~ r n  
.-.. 

iínico veículo sobre qualquer outro caminho mo uti l izedo. 

Da definicão I anterior, pode-se articular que em equilíbrio, os  

caminhos que ligam um par qualquer de origem-destino pode ser- 

dividido em dois grupos: ~ i m  grupo que inclui caminhos que levam 

fluxos, cujoa custos de viagem se jam iguais; e o outro grupo inclui 

caminhos que não levam fluxos, com custos de viagem sobre estes 

caminhos maiores ou iguais aos custos de viagem dos caminhos do 

primeiro grupo. 

O f lwo  de tráfego com a propriedade anterior é usualmente 

referido como o fluxo de otimizaF80 do usuário, desde que cada usuá - 

r io  escolha o caminho que ele perceba ser o melhor. A definiFk 

operacional do equilíbrio do usu8rio é canhecida como o primeiro 

princípio de WARDROP (69). 

Por contraste, um fluxo de otirniza@o do sistema é caracteri - 
zado por um segundo princípio de WARDROP, denominado Lei de 

Equilíbrio do Çist-ema, o qual é dado como se segue: 

Em equilíbrio, o custo médio de viagem é mínimo. 

O fluxo q- satisfaz esta lei minimiza o custo total de opera& - 

da rede ou sistema come um tsdo. 

No presente trabalho, um estudo principalmente relacionado a 

encontrar o fluxo de equilíbrio do usu&rio B realizado. 

No capitulo 11, desenvolve-se uma formulacão I geral do proble - 
ma de equilibrio. A formulac& s é dada como sendo ~ r n  prublema de 

complementaridade n& linear ou equivalentemente coma um proble - 
ma de inequal&i  variacionais. Como caso particular, obtém-se um 



modelo simples, clássico na teoria do equilibrio do usu&rio, formula - 
do como ~ r n  problema de otimizap8o. 

Dentro do capítulo 111, algoritmos da programaFo não linear 

S& spresentaclos para resolver o modelo simples do equilíbrio do 

usuário. Posteriormente, um algoritmo de aproximap& linear é 

apresentado para resolver o problema de complementaridade não 

linear, o qual se reduz basicamente a resolver urna sequência de 

problemas de complementaridade linear, para o qual existem diver - 
sos algoritmos de resoluF&. Por ultimo, pare resolver a problema 

de inequações variacionais, apresentam-se e implementsm-se dois 

algoritmos: um baseado na t6cnica de "Plano de Corte" e o outm 

baseado em um "MeZodo de ~ ~ r o x i m a c &  I Linear Simplicial". 

No capitulo IV, uma extensão dos modelos apresentados no cspl - 
tulo I1 considerada, incluindo a escolha do modo de transporte. O 

me2odo de aproximapão linear simplicial e' usado para resolver o 

modelo de alocack s de tráfego/escolha moda1 para o caso especifico 

de dois modos de transporte. Como no métado de aproximac80 linear 

simplicial é requerida o armazenarnento de uma s&ie de vetores, 

tal metodo 6 modificado de modo que o n h e r o  de  vetares a acumu - 
l e r  limitado a um certo valor pré-fixado. 
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CAPITULO II 

EQUILÍBRIO - ALOCA$~O W FLUXO. 

A partir dos princípios de equilíbrio de treTego dados por 

WARDROP (691, foram desenvolvidos novos algoritmos de progra - 
rnack  s materna2ica com o intento de aproximar à soluc& B do fluxo de 

equi 1 ibrio numa rede. 

O usa da p g r a m a 9 k  matemática para resolver o problema 

de equilíbrio de tráfego foi intraduido inicialmente em 1956, 

q~~~iendo BECKMANN et alii (4) formularam e analisaram o problema 

de ecjuilíbrio de trgfego sobre uma rede como um problema de 

minirniza$o restrita, isto no caso em que o custo de viagem do 

usu8rio em um arco dependa exclusivamente do fluxo nesse arco. A 

partir  deste trabalho pioneiro, uma série de modelos e algoritmos 

de reçolul& foram propostos. 

Apesar destes modelos serem satisfatúrios para muitas aplica - 
?%s, não foram consideradas a s  situac&s em que o custo de viagem 

do usu&-io em cada arco da rede de transporte dependa também do 

fluxo nos o~rtros arcos da rede, o que nos parece ser uma situac& 

realista. Por exemplo, temos o caso de uma rede com duplo sentido 
rr, i.lU 

onde o custo de viagem de um usuário em m a  direpaa nau só depen - 
de do volume de tráfego nessa direcão, B como também do volume de 

t r a i g o  na d i r e c k  i oposta. Outro exemplo ocorre nas interse?&s dos 



arcos ou quando diferentes modos de transporte compertilham o 

mesmo arco. 

DAERMOS (6) considera o caso anterior e demonstra que se 

a matriz Jacobiana da fm@o de custo de viagem do usuária e' simé - 
trica, então ali exista um problema de minimizac& % equivalente. 

s imar ica ,  e que 

custo de viagem 

DAFERMBS (7). 

(69) que observa 

problema no caso em que a matriz Jacobiana não é 

certas c o n d i l s  de monotanicidade da fun@o de 

do usuério s& satisfeitas, 6 desenvolvida por 

Esta solucão t baseia-se na formulap~o de SMITH 

que a s  condicÕes de equilíbrio para os f lwos de 

treTsgo podem ser transformadas em um problema de inequacÕes 

variacionais. As  técnicas numéricas de resolu@o para os problemas 

de inequa@es variacionais tem sido, em particular, desenvolvidas 

para o estudo de equal&s diferenciais parciais com a s  condil&s de 

fronteira. Para este tipo de pmblema, entre outros autores, e' econ - 
selhaílel consultar por exemplo o livra clássico de GLOWINSKI et 

alii (351, ou o trabalho de KIRSTEN e TICHATSMKE (47). 

Uma outra formula7& alternativa é tambgm ppmpost por 

AASHTIANI e MAGNANTI (i] que usam uma forrnulac& s equiva - 

lente em termos de um problema de complementariedade $o linear. 

A seguir apresenta-se a formula& geral do problema de deter - 
minac& % do fluxo de equilibrio de tráfego em uma rede., seguindo os 

trabalhos de DAFERMOS (71 e (91, AASHTIANI e MAGNANTI (i), 

FISK e BOYCE (1 71, e FLORIAN (2 0) entre outros. 

.- 
II. 2. MODELO DE EQUILIBRIB. 

Considera-se uma rsde de transporte que escoa um fluxo de um 



dado t.ipo de trs'ego nos arcos da rede. A rede é r~presentada por 

~ r n  grafo orientado G(N,A), onde N e' o conjunto de n&, com INI (co, 

e A é o conjunto de arcos orientados ligãndo peres de R& ordenados 

de N e que representam a infraestrut~ra atual da sistema de trans - 

porte. Eritr-t LIS elementos de N, existem nas que representam cen - 

tr6ides de origem [nós onde os fluxos são gerados) e n6s cjue repre - 

sentam eentr6ides de destino (no's onde os fluxos terminam). Pode 

existir entretanto ncis que sejam centróides de origem e centr6ides 

de destino, de diferentes viagens, ao mesmo tempo. 

Seja I o conjunto da todos os pares centróides origem-destino. 

Seja K o conjunto de todos os caminhos que ligam todos os pares 

origem-destino, e K ,  o conjunto de todos os caminhw que ligam o 
2 

par de origem-destino i E i. 

A cada arco a, a E A! 

e um custo de viagem do 

O fluxo f d ê  lugar a um a 

está associado um fluxo denotado por fa, 

usuário correspondente denotado por c a= 
IA  vetor de fluxo nos arcos, f E R , e o 

custo de viagem c d é  lugar a um vetar de custo c E dA'. ~upõe-se  a 

que o custo c relativo ao arco a dependa n k  somente do fluxo ao 
Q 

longo do arco a, mas tambgm dos fluxos nos demais arcos. Assim 

pode-se escrever que 

Similarment.e, se ja  h a fluxo do caminho k, agrupado em um k 

vetor de distrihuicga 5 de fluxos dos caminhos, h E R ' ~  I, s Ck o oust.o 

correspondent.e ao caminho k, agrupado em um vetor de distribuiF& 



I 4  de custos dos caminhos, C E R . 

A demanda de viagem associada a cada par i, de origem-desti - 

no, suposta conhecida e fixa (em uma primeira abordagem), e' denu - 

tada por di, e d E R'" a vetor de demanda de viagens. Este vetor 

de demanda d induz o vetor de fluxo dos caminhos h na forma 

hk = di para todo i E I (11. 1) 
kçK i 

ou na forma rnatricial 

B h = d  

onde B = [ bi,k ] é uma matriz 111 x IK I tal que 

se k liga i 

Por sua vez, o vetor de fluxos dos caminhos h induz o vetor de 

fluxo f nos arcos na forma 

f Q = X Z hQk hk 7 para todo a E A 
içf ~ E K  i 

A equac& I em (11-31 çignifica que o fluxo no arco Q é a somató - 
rio de todos os fluxos dos caminhos que usam o arco a. 

Na forma matricial, (11-3) pode s e r  escrito como 

f = D h  

onde D = [ da, ] mrn 



i se arco a pertence ao caminho k 

O caso contr&rio, 

e assim, temos que Ee D uma matriz de incidência arco-caminho de 

ordem \AI tKI. 

O vetar de fluxos h qualificado de vi8vel se satisfaz a expres - 

são (11-1) e se hk 2 0, para todo k E K. O conjunto S(d) C R ' ~ '  de  

todos estes f l ~ m s  vigveis h é um subconjunto convexo, fechado e 

limitado. Por sua vez, o vetor de fluxo dos arcos f é viével se existe 

um vetor de fluxos dos caminhos h que induza f atrav&s da relacão 

dada em (11-3). O conjunto de todos estes f lwos  viáveis f para um 

I A '  é um subconjmto v e t ~ r  de demande d, designado por F(d] C R , 
convexo, fechado e 1 i m i t.ado. 

~ u p k - s e  a aditividade dos custos de transporte nos arcos da 

rede. Assim o custo relativo a um caminho k dado como o somató - 
r io dos custos nos arcos que comp&rn esse caminho, isto é, 

Admite-se que os  usuários escolham seus caminhos seguindo o 

primeiro principio de equilibrio do usu6"io de WARDROP (69) em 

que nenhum usuai-io pode reduzir seu custo total de viagem mudando 

~ m i  lateralmente para outro carn inho. 

Seja  u .  = ui(D O custo do caminho de menor custo pare qual 
t - 

quer par i de origem-destino, expresso por: 



'f' sendo estes u .  agrupadas no vetar u E R' I .  
2 

A solu@a de equilibrio do usuário em termos da fluxo na rede 

satisfaz as  seguintes condicões: s 

Ck(h) - u i =  O s e h k )  O para k ç K i  i ç I (11.7.1) 

Ck(h) - ui 2 O sehk= O para k i E I (11.7.2) 

h E S f d )  fII.7.3) 

u r f l  (11.7.4) 

Quando, para cada i E I, a demanda d ,  depende dos custos de 
1 

transporte através de uma f~mc2o G . (u) , isto ik 
9 2 

teremos o que i5 chamado de  modelo de demanda eléstica. 

11. 3. FORMULACÃO t W PROBLEMA DE EQUILÍBRIO EM 

TERMOS DE COMPLEMENTARIDADE a0 LIMEAR 

AASHTIANI e MAGNANTI (i] formulam o problema de equi - 
I %rio como um prablema de complementaridade n k  1 inear. 

KARAMARDIAN (43) e (44) apresenta um vasto estudo do problema 

de complementaridade. 

Seja  F(x)  = ( F , ( x ) ,  ..., Fn(x)) um funcional de R" em R". O 

problema de camplementaridack não linear consiste em encontrar 

um vetor x tal que satisfapa as  seguintes condic&: 



a &  "ri 

0 a 
N 



not.ar que x i (h,u) resolve tamb8r-n o seguinte problema de 

complementaridade não 1 inear: 

F ( x )  2 0 (11.13.1) 

t x F(x]  = 0 (11. 13.2) 

x 2 0  (11.13.3) 

tomando-se F(x] = (y(x) , z(x))  , um funcional de R IKI+I11 

R'~"" '  de modo que 

O caso inverso, ou se ja  a prova de que toda s o l u y k  do proble - 

ma complementar (11-1 3.1) - (11-1 3.3) com a s  definic&ç s (11-1 4.1) e 

(11-1 4.2) s' t a m b h  so lu$u  do problema de equilíbrio (11-1 2. I]  - 

1 1 - 2 5 ) ,  pode, seguindo o procedimento de AASHTIANI e 

MAGNANTI (11, ser realizada por reducão s ao absurdo. 

seja uma funck a pdt- iva ,  e que 

av nr 

se ja  uma funyao nao negativa. 

Considerando-se que exista LIIR x r ( h, u ] satisfazendo (11-1 2) 

mas que (11-1 2.3) se ja  violada, isto é, que 



da condic& zi (x ]  ui = 0, tem-se que u.  = O. Par outm lado, como 
Z 

G, (u) não negativa, então 
2 

D qual quer dizer que existe um k E K , tal que hk } O. Para este k 
1 

particular, da rela@o y (x) h = 0, tem-se que k k 

ou que Ck (h} = u.  . Como u.  = 0, então Ck (h) = O, o qual contraria 
Z Z 

a hipaese de que C$) é uma fm$o positiva. 

Deste modo, fica demonstrado que o problema de equilíbrio é 

equivalente a LUTI problema de complementaridade n& linear. 

AASHTIANI e MAGNANTI (i) apresentam também as condi - 
I&s de existência da solu?& para o problema de equilíbrio do usuá - 

rio. A soluc&~ I (h , u] existe s e  a s  fmc&s s de custa Ck(h), k E K sgo 

contínuas e positivas e se G.( u ), i E K são funyões contínuas n& 
Z 

negativas limitadas superiormente. Estas condi@s são relativamen - 
tes fracas e na prBtica são satisfeitas pela maioria das fun@es de 

custo e de demanda que se possa vir  a cunsiderar. 

11. 4. FORMULACÃO s DO PROBLEMA DE EQUIL~BRIO EM 

TERMOS DE INEQUACÕES s VARIACIONAIS 

Uma outra maneira de formular o problema de equilíbrio de tr6 - 



fego 6 transformando-o em um problema de inequa@es variacionais. 

Um problema de inecjua@es variacianais consiste em encon - 
X 

t r a r  um vetor x em K C R", K conjunto não vazio tal que 

onde F é ~ i m  funcional de R" em R* . 
Consideremos o caso geral que a matriz Jacobiana de F nãa se - 

ja sim&rica, de tal modo que o problema de inequa$&s variacionais 

não corresponda a um problema de ~ t i m i z a ~ ã o .  

O problema de equilibrio de t rgego formulado cornu um pm 

blema de complementaridade não linear, pode ser tmsfarmado em 

um problema de inequaç&s variacionais s e  considarmos o seguinte 

resultado encontrado em KíNDERLEHER e STAWAClbHIA {46): 

x ) E R": x ,  2 O ) m conj~mto con Seja  R"+ { x = (xi, ..., z - 
X 

vexo fechado de R" e F um funcional de  ~ " + m  R ~ .  O ponto x E 

R: é uma soluGão do seguinte problema de complementaridade não 

1 inear: 

se e somente se 

x t  
( X - X  1 ~ ( ~ 7  2 r ,  n para todo x E R+. (11.1 7) 

FISK e BQYCE (i 71 usam este resultado de equival$ncia pera o 



problema (11-13) de AASHTJANI e MAGNANTI (i], para expressá- 

lo na forme de inqua@es variacionais seguinte: 

I # l + l . f l  para todo (h , u) E R+ = 

No caso quando a demanda é constente, i.e., G j(u) = di, para 

todo i E I, então (11-1 8) se reduz a: 

lKl+III para todo [h , u) E R +  - (11.19) 

Usando - 1  (11-3) e [II-5) temos, de i -  , que 

ou expresso na sua forma vetorial 

X . t  c ( fX ]  O , ( f - f  J para todo f E F(d] (11.2 I} 

o qual representa uma formulacão da tipo de inequa7ks variacionais 

obtida por SMITH (661, definida no conjunto de fluxos viáveis nos 



* + 
arcos, i.e., que satisfazem a s  e q u a p s  de conservapao de fluxo. 

Similarmente, quando a fun@ demanda é inversível, isto é, 

existe g . (d) r GT' (d) = u i E 1, então de (11-1 8) temos que 
2 z i 

X X 
= 2 1 (f, - f ,  1 - U* i! ( d .  z - d * )  i! 2 O (11.22) 

QEA id 

ou na sua forma vetorial 

para todo (f , d) E M (11.23) 

onde M = { (f , d) E R IAI+III : f F(d) 1. 

A express& na relacão B (11-23) é a formulacão B do problema de 

equilibrio na forma de um problema de inequaG%s variacionais 

obtida por DAFERMOS (9). 

Deve-se mencionar, n& obstente, que as  farmu1a;k (11-21) e 

(11-23) foram derivadas diretamente sob estas formas pelo seus 

respedivos e~kores. 

Observe-se, também, que a s  inequalÕes variacionais (11-2 1) e 

(11-23) estão formuladas em termos das variáveis de fluxo nos arcos 

em lugar das variáveis de fluxo nos caminhos e portanto, poderiam 

ser de mais fácil resolupão cornputacional. 



Por facilidade, faremos um estudo usando somente a formula - 

$o (11-2 i). Um estudo mais  detalhado considerando a formulac& 
-'I ?I i?T I - W ~ T A ~ T  'inl (11-LJ j pode ser encontrado em DwEi3fdOS (9) ou r ~ v ~ i n i u  (.cui. 

A existência de pelo menos um ponto de equilíbrio de tra'fego 

é considerada por um teorema da teoria das inequa@es variacionais, 

ver HARTMAN e STAMPACCXIA (371, valido quando o funcional 

c(f) é contínuo e o conjunto viável é convexo e compacto. 

Geralmente, a solu@o de um problema de inequa@s variacio - - . - # I  nais nao e mico. ~ ã o  obstante, hs' uma condicão natural relacionada 

ao conceito de rnonotonicidade que assegura a unicidade da soluF~o. 

Assim, ser8 necessário admitir tal propriedade para o funcional 

c(f'), e neste caso existem algoritmos para encontrar este ponto 

O Anexo I apresenta definicks B relativas a rnonotonicidade de 

um funcional qualquer. 

Para determinar a condil& de rnonotonicidade que asçqpra  a 

~micidade da solu;k do problema de inequaç%s variacionais, supg 

nha-se que existam duas solu@es distintas f '  e f " E F(d ] para o 

problema de inequac&s variacionais dada em (11-21) ~ n t &  temos 

que 

f  ' E F(d] : ( f - f ' f c ( f f )  O, f ~ F ( d ]  (11.24) 

Colocando f = f " na primeira relacão I (11-24) e f = f ' na 

segunda rela@ (11-25) e somando ambas relacões, f obtemos 

Deste modo, uma condiFi& natural para a unicidade da s o l ~ i ~ %  



de um problema de inequacÜes Gariacionais é que 

f' ( f f  - f ] ( ~ ( f ' ]  - c(f0]]  ) O, f', f "  E F(d), f f #  f f f  (II=27) 

que satisfaz a definiç& do funcional c(f) ser estritamente mon6h-n 

em FEd). 

FORMULA~ÃO W PROBLEMA DE EQUILÍBRIO MMCi UM 

PROBLEMA DE OTIMIZA~KI 

Os estudos iniciais do problema de equilíbrio intmduzido por 

BECKMAN et alii (41 e I3AFERMOS (6 )  entre outros autores, consi - 
deram versÜes mais simples que as apresentadas a t é  agora, sendo 

que a s  farmula@es são associadas a um problema de otirniza$o 

equivalente. 

Na realidade, o problema equivalente de otirnize9& pode s e r  

representado diretamente se considerarmos a sua rela$o com o pro - 
blema de inequa@es variacionais, através da seguinte equivalEncia 

que KINDERLEHER e STAMPACCHIA (4 6) apresentam: 

Seja g uma fun7& convexa continuamente diferenciável em K C 

R", sendo K um conjunto convexo e fechado, e seja  F : K > R" 
tal que F (x] = grad g(x) . ~ n t ã o  x e' uma solu;& do problema de 

'LI 

inequap.oes variacionais 

t x E K: (x - y) F(x) O , para todo y E K 

se e somente se 



A partir da r e lqão  de equival8ncia anterior, e para o caso 

especial onde a matriz Jambiana de  o(0 ,  

& sim&rica, então a soluFk do pmblema de inequafEes variacionais 

dada em (11-Zf], pode ser obtida minimizando o funcional convexo 

z(f) definido por uma integral de linha dada por 

O programa matemático dado em (11-28) coincide com o resul - 

tado do trabalho apresentado por DAFERMOS (6 ) .  

Quando o funcional c(f) é estritamente mon0tano, z(f) B um 

funcional estritamente convexo. 

Agora, para o caso mais simples, quando o custo de viagem do 

usuário num arco a e A depende exclusivamente do fluxo nesse 

arco, ca(f)=a(fJ, ent& o fluxo de equilibrio f pode ser encontrado 

resolvendo o seguinte problema de otirniza9& 

sujeito a f E F(d). 

O programa (11-29) é o problema matema2ico clássico pro - 
posto por B E C W N N  et alii (4). 



A part i r  da formulac& (11-29) do modelo mais simples de equi - 
librio, outros modelos sob certas características adicionais foram 

desenv~lvidos e formuladas equivalentemente cBmo programas de - 
otimizayao. Assim, por exemplo, tem-se o modelo nu qual o 

número de viagens que ocorre entre cada par origem-destino e' dado 

por uma ~m+, a que1 é conhecida corno o modelo de demanda 

elástica, ver FLORIAN e NGUYEN (2 1). Outm modelo considerado 

na literatura de equilíbrio de rede é o problema combinado de 

alocacãu de f lwo  e distribu@ de viagens no qual, para cada par 

origem-destino, a e a t r a y k  de viagens são mnhecidas, ver 

EVANS (14) ou FLoRIAN et alii  (25).  



r' 

CAPITULO IIIi 

C 

I33 FLUXO DE EQUILIBRIO 

No capítulo anterior, a s  c o n d i ~ k  de equilibrio para os fluxos 

de trafego foram transformadas, dependendo das condilões impostas 

nos custas do usuário, em ~ r n  problema equivalente de 

matema2icay ou em um problema equivalente de complementaridade 

não linear ou em um problema equivalente de inequal&s variacio - 
nais. 

Neste capítulo passaremos a apresentar os  distintos procedi - 

rnentos para resolver em forma numérica os problemas equivelen - 
tes acima mencionados, a fim de determinar o fluxo de equilíbrio 

em rede de transporte. 

A notacão 5 básica da rede é a seguinte: 

N - Con j~a-ko de nós. 

A - Conjunto de arcos. 

O - Conjunto de nós origens, O C N. 

D - Conjunto de nós destinos, D C N. 

i - Conjunto de todos a s  pares i = (r+) que ligam o origem 

r E õ e o destino s E D. 
K - Conjunto de caminhos que ligam o par i = (r,s), i E 1, i 

~ E O ,  S E D .  

f - Fluxo no arco a, Q E A ; f = (-..,fD,...). 
C1 



Custo do usu8rio no arco a ,  a E A ; c = (. .. ?ca ?...). 

Fluxo sobre o caminho k ; h = (=. . ,hk ,...L 

Custo sobre o caminho k ;  C = (..., Ck ,. . -1. 

Demanda de viagem associada com cada par i = (r,s), 

Vari&vel indicador: 

T i  se arco a pertence ao caminho k. 

O caso contrário. 

111. 2. RESOLUCAO s W PROBLEMA DE EQUILIBRIO POR METO - 

O problema de f lwn de equilibrio para o caso separg'vel, Le., 

cQ(f) = c ( f ) consiste em encontrar um fluxo em cada arco, f a e 

a E A tal que satisfaz o critgririo de equilíbrio do usuário, e o qual 

pode ser obtido a partir da resolu$b do seguinte programa matemá - 
tico, ver 11-32), escrito na forma: 

sujeito a 



onde se considera que a fun@ de custo de  viagem do usuário c ( n )  

C1 

é uma f ~ m ~ ã o  positiva e mon6tona crescente e sendo d. a demanda 
Z 

de viagem fixa. 

A formulacão I (111-1) do pmblema de equilibrio é conhecida 

como a transformacão I de BECKMANN et alii (41, e foi desenvolvida 

em meados da dgcada dos 5 0 mas sua - utilidade é recente, sendo 

comprovada com o desenvolvimento de novos algoritmos de resolu - 
cão t de problemas mateme2icos no fim dos anos 60. 

Como a fm@o c (*I é mon6tona crescente, sua integral e por 
Q - 

tanto z(f) é urna f ~ m @  estritamente convexa em f Sendo a região 
a' 

viável, definida pelas restri;&s (111-1.2) e (111-I.31, ~ r n  conjunto 

convexo, então o problema (111-1) 6 um programa convexo e assim, 

ver por exemplo o trabalho de SHEFFI (65), a soluF& a encontrar é 

íínica (com respeito aos f lwos nos arcos). 

Existem diversas rn&odos disponiwiz pera resolver o proble - 
ma de minimizaF80 (111-I). Entre eles, um método bastante usado 

ale agora é o de adaptar o método de aproxima& t linear de FRANK 

e WOLFE (271, o qual é ~ r n  m&do de dire@es viáveis. 



Considere o pmblems de programa@a n k  linear restringido 

linearmente escri to na forma 

sujeito a Ax = b 

O algoritmo de FRANK e WOLFE (271, designado a resolver o 

problema (111-21, pode ser descrito da seguinte maneira: dada uma 

solu<ão inicial viável, lineerizar a funGão objetivo F(x) para encm - 
t r a r  urna direcgo 5 vi8vel de descida a qual pode ser obtida atravgs 

da resoluc& 5 de wi subproblema de prngramac& I linear. Depois, 

por meio de uma busca unidimensional sobre LER segmento de reta, 

definida pela solucão 5 atual e a s o l ~ q &  do subproblema linear, encon - 
t r a r  urna nova melhor soluck. % 

Ao aplicar o algoritmo de FRANK e WOLFE ao problema J& 

linear (111-I), um método usado para obter a solul& inicial viável 

6 definindo c = c (O), para todo arco a E A e, posteriormente é 
a c1 

realizado o calc~ilo do caminho mais curto que liga cada par origem- 

destino. 

GALLO e P W O T I N O  (32) apresentam um estudo detalhado 

dos distintos algoritmos disponíveis para a resoluc& a do pmblema 

do caminho mais curto. 

A aprm&=nac& s linear da f~mcão i objetivo z(f), dada na rela<ão 

I (111-1. I), no ponto f , e' expressa na seguinte forma: 

sendo V z(*) a gradiente de z(1) dada por 



Assim, a aproxima& linear de z(f) origina, - na iters&o I, o 

seguinte subprublerna linear: 

sujei to a 

Usando a re lapk  (111-3.4) na funpão objetivo (111-3. I ) ,  temos 

que 

onde 

e 'o  custo do carninhu k. 

Assim a subprublerna linear (111-3) e' equivalente ao seguinte 

subprublerna: 



sujeito a 

O pmgrama (111-4) é um problema de fluxo de custo mínimo 

sem capacidade sobre os arcos. A solucão I do programa (111-4) pode 

s e r  obtida encontrando os caminhas mais curtos para cada par ori - 
gem-destino, e elocemos a demande d.  nesse caminho mais cwto 

Z 

I encontrado. Se denotamos por hk a soluc& II do subproblema 

(111-41, então 

se k é o caminho mais curto de K i  
(111.5) 

O caso contra'rio. 

Este procedimento de aloca;& conhecido como de aloca;& 

tudo ou nada, onde cada par origem-destino, i = (r,s], r ç O, s ç Dy 
é examinado, e ~ r n  fluxo di 6 alocada a cada arco que pertence ao 

caminho mais curto que liga a origem r ao destino S. Todos os 
T5r 

outros caminhas que ligam o par origem-destino, i = (r,s), terao 

um fluxo nulo. 

A solucão do subproblerna linear (111-3 ) é então dada por 

Para completar a iteracão I do algoritmo de FRANK e WOLFE, 



~ r n  comprimento de passo X é encontrado resolvendo o seguinte 

problema: 

min r: J OSAgi QEA o 

é a dire@o de descida. 
"u 

No trabalho de VAN VLIET (681 observa-se que, por questoes 

numérica, é preferível encontrar X tal que anule a derivada da 

fun& p objetivo do problema (111-71, isto é, encontrar XI  tal que 

Por 3t im0,  fazemos 

Todo este procedimento (111-3) - (111-9) é repetido para 1 = 

1,2,===., a te  que uma soluFão satisfatória para o pmblems de equi - 
liõrio se ja  obtida. 

Esta técnica de FRANK e WOLFE é amplamente usada dada 

sua simplicidade em explorar a estrutura da rede do problema e a 

seu modesto requerimento de armazenamento em memória de um 

computador, & aumentando com o nimiero de i teracks.  % A cada 

I - itera@o, somente os fluxos nos arcos, f , sao mantidos, assim como 
Q 

I os custas nos arcos c (f 1, alem dos dadas da rede. Do ponto de 
Q Q 



vista da taxa de convergência, porém, a eficiência do algoritmo 

FRANK e WDLFE não e' de toda satisfatória, jé que usualmente 

converge 1ent.arnent-e na vizinhanva da solu@b o2irne. 

Diversas modificacões I do algoritmo FRANK e WOLFE foram 

estudadas com a esperanva de acelerar a sua convergência sendo pre - 

servada sua simplicidade. Assim, por exemplo, existe a versão de 

FLORIAN (ia),  baseado na t r a b a l h ~  de WOLFE (711, adaptando D 

algoritmo original de FRAM e WOLFE com a incurpora$o de 

urna direc& a um passo a frente; existem ainda a s  versões apresen - 
tadas por FUKUSHIMA (301, par WEINTRAWB et alii (?a), por 

LEBLANC et a1 ii (5 O), entre outros a~itores. 

Em particular, o algoritmo de LEBLANC e colaboradores (50) 

usa uma cornbinac& I interessante do algoritmo de FRANK e WOLFE 
com a técnica PARTAN, a qual tenta melhorar a taxa de conver - 

gência, encontrando uma dire@o extra de busca em cada itera@o. 

O me2odo PARTAN (PARallel TANgents) , desenvolvido original - 
mente pare um problema de rninimiza* irrestri ta de uma fm+ 

diferenciével e estendido para o caso restrito de uma funck  F quadrá - 
tica com rest.ric&s s lineares, é amplamente estudado por exemplo no 

trabal ho de LUENBERGER (5 2 ) , 

Seja  xi uma soluyL inicial viSvel. O pmcedimento FARTAM é 

incorporado% técnica FRANK e WOLFE (F-W) como se segue: 

Passo 1 .  Subproblema linear 

Seja  z1 a solucão t o2ima do subproblema linear F- W. 



Passo 2. Calculo da direFão de busca F - W 

dl = - xl. 

Passo 3. Calculo do passo F- W 

Seja  Xl o passo 

Fazer xZ = x1 + X l d i  
k = 2. 

Passo 4. Çubproblerna linear 

k Seja  z a soluc& 5 a i m a  do subproblema linear F- W. 

Passo 5. Calculo da direc& de busca F-W 

Passa 6. Calculo do passo F- W 

Seja Xk o passo 

k k k Fazer v = x + Xkd . 

Passo 7. Calculo da direFão de busca PARTAN 

k k-i Fazer d k  = v - x  
P 

Passo 8. Calculo do passo PARTAN 

m w  Seja  pk ~ r n  passo mSxirno 

rn ax Calcular o passo pk : O pk 2 p k  

Fazer 



Ir ao passo 4. 

O procedimento PARTAN n& inicia a té  que três primeiras 

solucbs  aproximadas sejam determinadas. Um passo máximo, 

p k a x 3  deve ser calculado na direcão I PARTAN para evitar que o 

novo ponto a ser encontrado seja inviável. FLORIAN et alii (26) 

apresentam um metoda iterativa para celcular o passo máximo 

pkQX , e provam a eficiencia computacional da variante PARTAN 

no algoritmo de aproxirnalão linear, a partir de resultadas numé - 
ricos obtidos com m a  sBrie de modelos de redes usados na praica. 

Ainda outro algoritmo para o problema do fluxo de equilibrio é 

aquele dada por NGUYEN (56) que adapta o maudo Convex Sirnpiex 

de ZANGWILL (7 2). Posteriormente NGUYEN (57 ) apresenta uma 

metodologia unificada para a resuluF& do problema em considera - 
".. 

Fau. Um outra método é a de adaptar o algoritmo de HOLLOWAY 
(41) u qual é baseada em uma estratégia de restri;ãa onde um 

número de pontos extremas geradas pela maodo de aproximaF& 

linear são armazenados. 
C 

CUELAT (3 6) apresenta resultados computacionais de apl ica@o 

de uma série de algoritmos para a resolu7h da problema de fluxo 

de equilíbrio, e indica que a taxa de convergência, tanto ao usar o 

algoritmo de LEELANC et elii (501 ou o algoritmo de HOLLOWAY 

(4 11, 6 melhorada com respeito ao algoritmo de aproxirna$u linear. 

Alguns dos algoritmos mencionadas anteriormente são apre - 
sentados no trabalho de KENNINGTON e HELGASON (45) para 

resolver o problema gere1 de fluxo em rede com custo convexo do 



tipo dado em (III.2), onde A é a matriz de incidência n6-arco. 

F P 

111. 3. RESOLUC&O s W PROBLEMA DE EQUILIBRIO POR TEC - 

NICA DE COMPLEMENTARIDADE NÃO LINEAR 

Consideremos agora o problema de encontrar a fluxo de equil? - 
brio em uma rede com c ~ ~ s t o  não simétrico, isto é, o Jawbiano da 

funcgo s de custo do usuário e' n& simarico,  para o qual não e' conhe - 
tido um programa de otimiza@o equivalente. Para este caso não 

sim&-ico, ver no capitulo 11, o problema de equilíbrio e' formulado 

equivalentemente a um problema de complementaridade não 1 inear 

ou a um problema de i n e q ~ i a ~ k s  variacionais. 

AASHTIANI E MAGNANTI (I) formulem o problema do fluxo 

de equilíbrio como um problema de complementaridade n& linear da 

forma: 

F [x )  2 [I (111.1 O. I) 

t x F ( x )  = O (111.10.2) 

definida no e s p l  de fluxo nos caminhos e ande F é um funcional 

de Rn em R". 

Ultimamente, uma ampla variedade de modelos são formulados 

como um problema de complementaridade não linear. Par exemplo, 

FRIESZ et alii (29) apresentam e resolvem o problema de equill - 
brio de p r e p s  formulado como ~ r n  problema de complementaridade 

não linear. 

Para a soluc& do problema de complementaridade não linear 



dado em (111- I O) ,  JOSEPHY (4.21 por exemplo sugere que o funcional 

F se ja  aproximado linearmente, gerando assim um problema de com - 
plementaridade linear o qual pode ser- resolvido usando por exemplo 

o algoritmo de pivoteamento da L E M E  (5 1). Este procedimento de 

lineariza@o repetido ate' que haja convergência a uma suluc& % 

aceita'vel. Cl algoritmo de resolucão % para o problema de complernen - 

taridade não linear (111- 10) e' como se segue: 

.a Dado um ponto inicial x" a lineariza@o de F em xD e: 

onde A Ei' a matriz Jacubiana de F. 

Reagrupando convenientemente os vetores constantes 

( F (xD)  - A ( x B )  x" + A ( x 9  lx 

e denominando: 

a = F(xD)  - A ( x g ]  xo 

M = A(xD) 

temos que a linearizacão 1 aplicada ao problema de complementari - 
dade n k  linear (111-10) produz o seguinte problema, neste caso, 

denominado de complementaridade linear: 

t x ( a  + Mx) = O 

x r a  

A solucão I do problema (111-1 I)  resulta em um novo vetar x l .  O 

f~mcional F 6 novamente linearizado no ponto x1 e o procedimento é 

repetido a t e  que um crit6rio de parada seja  satisfeito de tal modo 



que uma soluc& aceits'vel para o problema (111-1 O) se ja  obtida. 

H á  de se mencionar que embora o problema de complementari - 
dade linear possa ser resolvido eficientemente por algum rne2odo 

disponível de pivoteamento, sua aplica7& para o pmblema de 

equilibrio n k  é apropiado para redes de grande porte. 

JOSEPHY (42) e PANG e CHWG (62) estabelecem crite'rios 

de convergência para este m&do iterativo de aproximacão l linear. 

Por sua vez, SMITH (66) formula o problema de equilihrio de 

fluxo como um problema de inequa$ks variacionaiç. 

Um problema de inequaF&s variacionais consiste em encontrar 

X 
um f E K tal que: 

( f - f " ) t c ( f X ~  2 O para todo f E K (111.12) 

onde c(*) é um funcione1 de R" e m  R" e sendo K um subconjunto 

de R". 

Para nossa caso, f o fluxo sobre o arca o com f = (f ), acA, 
Q Q 

e C (F1 e a custa do usi,&-io no arco a com c(f) = (c (f)) o funcional 
Q Q 

definido sobre o conjunto de fluxos viáveis K = F(d), sendo F(d) o 

conjunto dado na sec& (11.2). 

Nos 3tirnos anos, o problema de inequaFes varíacíonais tem 

provado ser de grande utilidade na formula;'k de m a  variedade de 



modelos de equilíbrio. PANG (61) por exemplo enquadra dentro da 

formula@ variaciona1 o problema de equilíbrio espacial de preps, 

o problema de equilibrio de Nash, alem do problema de equilíbrio 

de tr3ego, entre outros. Igualmente FRIESZ (281 apresenta uma 

revisão sucinta do desenvolvimento da teoria de equilíbrio em redes. 

Ele simultâneamente descreve e formula o problema de equilíbrio 

do usuário e a problema de equilibrio espacial de prepos nas suas 

distintas versões. Por sua vez, ZUBIETA (73 ] apresenta diversos 

me2odos de resolupão do modelo de equilibrio espacial de prepos, 

formulado como um problema de otimiza@, com custo de trens - 
porte não linear. 

Entre os distintos métodos propostos para resolver o problema 

geral de equilíbrio de tra'fep, formuledo como wi problema de 
-b 

inequacpes variacionais, temos o algoritmo de BERTSEKAS e 

GAFNI (5) que prop&rn o usa de um método de projecão, 3 através 

de uma transformacão sobre D espagio de fluxo nos caminhos; o 

algoritrno de dieganalizal& de FLORIAN e SPIESS (23) ou também 

referido como o algoritmo de relaxecão 3 de DAFERMOÇ (8); o 

algoritrno de p r n j e l k  relaxado de FUKUSHIMA (311; o algoritmo 

de decornposi@o sirnplicial de LAWPHONGHANICH e HEARN (48) 

ou de aproxirnac& 3 linear simplicial de PANG e W (63), ou o 

algoritmo de SMITH (67); o algoritrno de plano de corte de 

NGUYEN e DUPUIS (581; o algoritmo de W C O T T E  (531, entre 

outros autores. 

DAFERMOS (101 apresenta e estuda um esqueme geral i tem - 
tivo para a solu$& numCrica do problema de inequa7%s varia - 
cionais, no qual como caso particular estão incluidos os algoritmos 

de relaxac& e de projeFão, e estabelece, sob s ~ ~ o s i ~ k s  apro - 

priadas, a convergência do esquema geral iterativo. 



FIÇK e NGWEN (16) fazem um estudo comparativo de alguns 

algoritmos para determinar o fluxo de equilibrio para uma h i c a  

rede de pequeno porte, e concluem na efici9ncia dos algoritmos de 

diagonalizack. s NAGURNEY (5 5) igualmente realiza testes compara - 

tivos de dois rn2odos: o me2odo de relaxa?ão e o rnaodo de pro - 

je@, aplicados a urna variedade de redes de pequeno e médio porte. 

NAGURNEY conclui que a forma do funcional do custo do usuário 

afeta a eficigncia dos m&kodos de relaxa@o e de projelão. 

No algoritmo de diagonalizaGão ou de relaxa@o, ao comeco de 

k cada iteracão k, dado urn fluxo viável f , uma diagonalizalk da 

funcão 9 c( . )  é desenvolvida a qual consiste em construir, para cada 

- -k arco a E A, Lma nova f~mqao ca (f ) dada por a 

a qual dá lugar a um novo funcional c (1, *) definido por 

onde E(-,*) é um funcional de K x K C R 2 IA1 em  RI^' tal que 

E( f , f ]  = c(f] .  

k Para um f fixa, a seguinte problema resultante de inequa@es 

variacionais consiste em encontrar ~ r n  f E K tal que 

ki- i cuja resoluF& produz na seguinte i t e ra7k  o vetar f . 
O algoritmo de diagonaliza;& termina quando um criterio de 

parada apropriado seja satisfeito. Caso contrário, uma seguinte 



Pela sua constru7k, o problema de inequaF&s variacionais 

dado em (111-13) pode ser convertido em um problema de progra - 

macão materna2ica escrito na forma 

sujeito a ~ E K  

cuja solu$b pode ser obtida, por exemplo, através da aplicacão * do 

algoritmo FRANK e WOLFE ou de qualquer outra técnica descrita na 

secão 5 (111.2). 

A seguir apresenta-se o mgtod-cdo de aproximal& linear simpli - 
cial e o m b d o  de plano de corte que empregam técnicas de decom - 
posi&b 5 ~ i m ~ l i c i a l / ~ e r a @ u  de coluna. FRIESZ (28) considera 

tais t6cnicas atrativas a ser consideradas nus m62odos de resoluFão 

de um problema de equilibrio. 

111. 4. i. MÉTOW DE APROXIMA~ÃO LINEAR ÇIMPLICIAL 

Apresentaremos a seguir o m&odo sirnplicial da família de 

aproximac& s 1 inear de PANG e W (6 3). 

Denota-se por simplicidade PIV(K,c] como o problema de ine - 
X 

cpaVbs  variacionais de encontrar o vetor f E K C ta l  que: 

onde K é um conjunto poliédrico compacto. Para o problema de 





onde: 

k tal que a matriz A(f ) seja  simGtrica semidefinida positiva, é 

equivalente a encontrar a soluFão da seguinte programa quadraico 

convexo 

t minimizar z ( f )  = a f + 4 ft!3 f (111.17) 

sujeito a ~ E K  

Para rede de grande porte, a aplicaT& de algoritmos conheci - 
dos para a resolu@o do programa quadrStico (111-17) poderia ser 

inviável, tomando-se também em conta que, a matriz de restri@es 

associada ao conjunto K (de canserva~8a de fluxo) é m a  matriz de 

incidência nó - arco. Para evitar usar explicitamente as  r e s t r i l s  

de conservaF& de fluxo, a idgia central é a de aperar sabre uma 

representaqk simplic iol do conjunto K em termos de seus pontos 

extremos. HOHENBALKEN (401 usa esta decomposicão simplicial 

em algoritmos para problemas de pro&amacao n& linear. Por sua 

ver, SACHER (64) e PANG (60) eplicern-no pare prcblemes de  

programa& t quadraiica . 
Antes de apresentar o algoritmo de decamposipão para o pro - 

grama quadralico (111-17) a s  seguintes nota7& são dadas: 

W~ : Conjunto de pontos extremos retidos de K, 



V z ( f ) : Gmdiente da funcional z. 

O algoritmo de decomposi@ simplicial para resolver um 

programa quadre2ico do tipo (1114 7) é como segue: 

Passo O. ~nicializa& 

Seja  f ' ~ r n  ponto viével de K e WK = $3. 

Passo 1. Subproblema Linear 

Se ja  r a solu& do subproblema linear 

sujeito a y E K 

Se v z ( f  ' l t ( ~ -  f 7 2 D , parar com f '  sendo a solu$o 

a i m a .  seri&, fazer W = WK U { T } .  

Passo 2. Problema Principal 

Se ja  f ' a solu?'ao do problema quadra2ico 

t t 
min z ( f ) = a  f + 3 f  B f  

sujeitoa f d ( W K ] .  

Elimina-se de WK todos os pontos extremas com peso cri 

nulo, na expressão da salu;aa f ' como combina7ão convexa 

dos elementos de WK. Ir ao passo I. 

Observa-se que para o problema de equilíbrio, a solucão 9 do 

subproblema linear, na passo I ,  pode ser obtida atravgs da alocaF& 

tudo ou nada do problema de fluxo de custo mínimo. 

No problema principal, passo 2, se f E H (WK) então 



onde P e' uma matriz cujas colunas são os pontos extremos de K. 
Assim, o problema principal, no passo 2, converte-se em resolver 

o seguinte programa matemaico mais simples, dado em fun@o da 

nova variável cr = (ari) - 
t t  t t  m i n g ( a ]  = (F  a] a + 4 o (P B P ] n  

sujeito a 

que é um problema de programação quadrstica com uma h i c a  restr i  - 

SACHER (641 usa o algoritmo de LEMKE (5 1) para resolver o 

programa quadra2ico (111- i 81, enquanto que PANG e YU (6 3) propõ - 

em o uso de uma versão modificada do algoritmo de Dantzig-Van de 

Panne-Whinston descri to em PANG (6 0). 

Como pode-se perceber, para encontrar a salu@o de um proble - 
nv 

ma de inequapoes variacionais, PIV(K,c) , referido em (111- 1 41, é 

necessário resolver uma sequência de programas quadralicos, do 

tipo (111-171, que por sua vez, cada um destes programas, requer a 

resolu;ão de m a  sequência de subproblemas lineares e de progra - 
mas principais. - Como este procedimento consome algum tempo de 

execucão, s F W G  e W (631 modificam o conjunto original K e em 

seu lugar resolvem subproblemas de inequa@es variacionais do tipo 

k k k PIV(K ,c 1, onde o conjunto em con~ide ra~ãa  é K (e n& K) , de 



k tal modo que K seja a envolt6ria convexa de alguns pontos extre - 

k mos de K. Em particular, o conjunto K contém como elemento o 

k ponto extremo de K tal que 

k ,  t k k t  c(f r = min c ( f  ] y (111. i 9) 
Y E K  

k A solu& % do programa (111-1 9) é obtida atreves da aplica - 
@o do algoritmo do caminho mais curto. 

k Finalmente, f sera' a solucão de equilíbrio se 

k t  k  k t  k c ( f  ] P 2 c ( f  ) f (III.2tI) 

jé que 

k t k t  k k t  k c ( f  } y z c ( f  ) 2 c ( f  ) f , pa ra today  E K  

e assim 

k t  
d f  I (y - f k )  O ,  para todo y E K . 

- k+l  Caso (111-20) não seja satisfeita, uma nova soluqao f 

k  k pmcurada sobre o subconjunto K o que1 inclui 

O algoritma de decomposic~o i sirnplicial linearizado de PANE 
e YU (63) pode então ser apresentado como se segue: 

Passo O. 

Passo i .  

~nicia l iza~ão 

Se ja f "um fluxo vi&el de K. 

Colocar TD = f u  , K 

Subproblema linear 

Seja T k+ l e soluFão 

={To)  , k = D .  

do subprublema linear 



Passo 2. Crit&io de Parada 

~ e n ã o ,  fazer K k+ 1 '+' = i C k  u { T  1. 

Passo 3. Subproblema QuadraZico 

Se ja  P a matriz cujas colunas são os vetores pertencendo 

k k Sejam a = c(f k] - A (f  ] f 
k B = A ( f  1 ,  

sendo A(-]  qualquer uma das matrizes tipicas conside - 
radas anteriormente, ver sev& (111-4.1). 

Seja  n = (a] i i=i?...?r a solu& do subproblerna quadrá - 
tico 

t t  t t  min (P a )  o + 4 u (P BP] a 

i 
Eliminar todas os pontos extremos F com peso a.=O z na 



expressk  de f k+ f k+2 . Atualizar K = Colocar k=k+ l . I r 
ao passo I. 

PANG e YU (63) apresentam a convergência global do rnaodo 

de decomposigo sim$ icial linearizado. 

O outro procedimento de resolu@o para o problema de inequa - 
@es variacionais é baseado na técnica de plano de corte. 

111. 4. 2. ALGORITMO DE PLANO DE CORTE 

NGWEN e DUPUIS (58) resolvem c problema de inequa)s 

variacionais (111-1 2) usando uma técnica de plano de corte, descrita 

por exemplo em ZANGWILL (7 2). 

Suporemos que o funcional de custo c(*) é continuo e estrita - 
mente rnonhno  sobre o poliedro compacto Ky i.e., 

de tal modo que a existêmia e unicidade da solu@o de fluxo de equi - 

líbrio se ja  assegurada. 

Usando uma propriedade do funcional de custa ser continuo e 

rnonoZ.ono, ver por exemplo AUSLENOER (31, os seguintes pro - 
blemas são equivalentes: 

X 
(1II.a) D e t m i n a r  f E K satisfazendo 

x t c(f 1 (y - f* )  3 O , para todo y E K. 

* 
(1II.b) Determinar f E K satisfazendo 

t 
c ( y )  (y - f * )  O , para todo y E K. 



Para o casa do funcional de custo c(*) ser man6tona, a solupão 

do problema de inequaçÒes variacionais (111-12) existe. Seja S o 

conjunto de todas essas s o l ~ i g k .  

O problema de inequa&s s variacionais (111-22) é equivalente a 

e seja  

MARCOTTE e DUÇSAULT (54) ~ ~ t i l i z a m  a formulacão I (111-25) 

para resolver o pmblema veriacional (111-221, usando o m h d o  de 

Newton incorporada uma estratégia de linha de busca. DRISSI (12) 

realiza um estudo similar aplicedo aa problema de equilíbrio 

espacial de pregos. 

Considerando agora a formulacão (I 11-2 ?I), define-se 

t g [ f )  = min .. . c ( y ]  ( y -  f ]  ,para  tadof E K .  (111.26) 
YEK 

Baseado na defini$& 
n, 

a s  seguintes proposipoes: 

(111-26) , HEARN et alii (38) apresentam 

Prova : Se f (i's, i.e., f não é soluF& então deve existir  LI^ 9 E K 

tal que 

e por conseguinte 



ProPosiF~o 2. g ( f )  = O  s e e s ó s e  f ES. 

Prova : Suporemos primeiramente que g ( f ] = O. Neste caso, 

t 
g ( f )  = min c(y) ( y  - f )  = 0, 

Y E K  

o qual significa que 

t 
c(y )  ( y  - f )  2 O ,  para todo y E K 

e assim f satisfaz a formulack equivalente (111-231, portanto f E S. 

Agora suporemos que f E S. ~ n t ã o  ternos que 

t 
c (y )  ( y -  f )  2 O ,  para todo y E K  

e portanto 

Por outro lado, desde que em particular f E K, temos que 

t t 
g ( f )  = m i n c ( y )  ( y -  f )  g c ( f )  ( f  - f )  = O ,  

Y E K  

eassirn D g g ( f ] g O .  

Prova : Por absurdo, suporemos que 

K X g(f  ) = max g ( f )  mas que f fZS. 
f E K  

X 
Da 1 ,  temos que g(f ) ( O. Por se r  c(.] um funcional 

mono2ono, existe pelo menos uma solu@o para o problema (111-231, 

i.e., S # @. Seja f f  E S. Da proposicão I 2, temos que g(f ') = O. Por 

outro lado, temos que 



X X então O ) g (f ] 2 O, o qual é um absurdo. Partanta f E S. 

X 
Suporemos agora que f E S. Para pravar que 

X 
provaremos que g (f ) 3 g ( f ]  para tado f E K. 

Caso f E K mas que f fZS, das proposiF&s 1 e 2, temos que 

X 
Caso f E S, da p p o s i @ o  2, temos que g ( f ] = g ( f  ) . 
Assim em ambos casos obtgm-se 

g ( f " )  2 g ( f )  , para toda f E K. 

A proposi@ 3 fornece m a  f o r m ~ l a ~ ã a  de o t i m i ~ a ~ ã o  para o 

problema equivalente (111-231. NGWEN e DUPUIS (581 utilizam a 

proposiFk 3 para resolver o problema associado de max min: 

t 
m a  min c ( y )  (y - f )  
feK yçK 

O problema (111-27) é equivalente ao seguinte problema: 

m m  xg (III.28) 

sujeito a 

i! c [y)  ( y  - f )  2 q ,  para todo y E K 

~ E K  

O pmblema (111-28) é linear em xg e f, mas o conjunta de r E s  - 

tri$es n& pode ser escrito explicitamente. Neste caso, o problema 



(I 11-2 8) aproxima-se do seguinte problema linear com um n6mero 

f inito de restri@es: 

max x (111.29) 

sujeito a 

i t  i c(y ) (y - f ]  2 xg , i=i72,,..,k 
f € K  

k - onde yl, y2,...,y sao pontos conhecidos de K. 

DUPUIS (13) apresenta em forma detalhada um algoritmo de 

solu$o para o programa (111-281, o qual pude ser dado como se 

segue: 

Passo 1.  ~ n i c i a l i z a ~ k  

Dado um fluxo viável y1 E K, seja 

f; zi = {(x,,f)/ c(y') (yl - f l  2 xg , f E Kl 

k =  1. 

Passo 2. ~ o l u c ã o  3 do subproblema linear 

k k Encontrar a solu$o &ima ( x g  , f ) de 

mCLX Xg 

k sujeito a (xO,f] E z . 
Passo 3. Critério de parada 

k Se xg 2 0, parar. 

Passo 4. Determinar um novo plano de corte 

Calcular 8 k+ l , a soluc$o &ima de 



Fazer y k+ i + gk+l  ( fk  k 
= Y - y 1. 

k+ 1 k = z  + H ( y  k + l )  Seja z 

k+ 1 onde H ( y  ) dá lugar ao novo plano de corte 

Ir ao passo 2 com k = k+ f . 

A canverg6ncia do algoritmo acima mencionado apresentado 

por NGUYEN e DUPUIS (5 8). 

Algumas consideraqÕes num6ricas do algaritmo anterior devem 

ser observadas. Primeiro, o valor 0 k+ 1 no passo 4, pode ser cal - 

culado como se segue: 

L6 caso contr&%. 

sendo tal que 

Para encontrar a raiz de (111-30), pode ser usado qualquer 

maudo apropriado de resaluc& a tal como o metoda de Newton. Por 

outro lado, não s e  requer que o valor exato de e se ja  necessariarnen - 
te obtido, o qual poderia envolver um nimero grande de ca'lculos. 

Um valor positivo de 6 seria suficiente. 

Considere-se agora o subprobleme linear (111-291, referente ao 

passo 2, escrito na forma: 



sujeito a 

onde K é o conjunto de fluxos viáveis, suposto limitada, que des - 
creve a s  equa@es de conserva@o de fluxo, em número usualmente 

grande. A solu& da problema (111-311 pode ser encontrada usando 

o metado de decornposi@o de Dantzig e Wolfe, ver DANTZIG (i i), 

de tal mada de evitar o tratamento explicito das equaqÕes de conser - 
va@o de fluxo. A gerac& de m a  coluna, reduz-se essencialmente 

a encontrar o caminho mais curto na rede. 

Seja  x j ,  j E J os pontos extremos, em número finito, de K tal 

Usando a s  rela(s dadas em (111-321, o subproblema linear 

(111-3 I) converte-se no seguinte problema equivalente: 

sujeito a 



onde ei é a vari&el de folga para cada itera?& i, i=&?, ..., k. 
Como em cada itera@, uma nova restri@ ou plano de corte é 

adicionada, cada novo subproblerna linear, no passo 2, tem aumen - 
tado o nGrnero de restri>&s, cuja resolucão 3 seria impraticável do 

ponto de vista n~mérico. Uma forma de evitar o aumento do número 

de restri?&s 6 a de, antes de adicionar uma nova restriF&, elimi - 

nar todas as restri$ges não ativas (restriiDes cujas correspondentes 

variáveis de Folga sejam positivas). 

Seja  r,, = 2 , ,  e u a s  variéveis duais referides 2s re5 
Z - 

tri)s (111-33.2) e (111-33.31 respectivamente. O custo reduzido i i 
da variável de folga e. é 

Z 

e entra na base a variável e tal que 
S 

n = min A < O. 
s i 

O custo reduzido w . da variSvel ix é 
J j 

e o critério usual sirnplex é encontrar 

onde E =  [ c Q )  = (ZA, c $1). 
i Z Q  



O problema (111-35) resolve-se usando qualquer algoritmo do 
.-b 

caminho mais curto. Note-se que como todas a s  variáveis rr. sao 
Z 

.-4 nu 

não negativas e se os custos c sao nao negativos, então & existe 
Q 

circuitos negativos na rede. 

Entra na base a variével correspondente o tal que 

4 

e o procedimento simplex usual continua. 

DUPUIS [I 3) apresenta diversas técnicas para tentar acelerar 

a convergência do algoritmo de plano de corte. 

III. 5. E X M L O  DE APLICACÃO 3 

Nesta seç&, apresenta-se exemplos de aplicavÕes doç algorit - 
mos de PANG e W (63) e NGUYEN e DUPUIS (581, desenvolvidos 

neste capitulo para redes de transporte. 

Para cada algoritmo, ~ r n  programa FORTRAN escrito usando 

DCUBLE PRECISIÕN de tal modo a red~izir  o erro de arrendoda - 
mente. 

O computador IBM 370/158 do Laboratório Nacional de Compu 

tacão s Cientifica (LNCC] 6 usado em todos os experimentos computa - 

cionais. 

A resaluc& a de cada subproblema quadrático, no algoritmo de 

PANG e W, é realizada atraves da aplicacão I do rn&odo de restr i  - 
?&s ativas, ver anexo 11, descrito em GILL et alii (34). A subrouti - 
na E04NAF-NAG é usada para resolver o problema de prograrna@o 



quadraica correspondente. 

Para a aplicacão 5 do algoritmo de PANG e YU, a linearizacão s 

k do funcional de custo de viagem c(*) no ponto f conhecido, é obtida - 
a partir  da r e l a p o  

k onde A(f ] é uma matriz de ordem n x n, sendo n o nfimero de 

arcos. 

A primeira rede em analise é definida por 40 n6s, 66 arcos e 

6 pares arigem-destino, de acordo com a Figura i. Tal rede é repor - 
tado em NAGURNEY (551. O custo de viagem associado a cada arco 

é linear e n& sim&.ririco, dado na forma 

c ( f ]  = uQfa + vQfb wQ 7 Q 

onde u e wb são positivos e v 2 0. 
Q Q 

k A matriz B = A(f ) escolhida em (111-36) é dada como a parte 

diagonal da matriz Jacobiana do funcional c(*] de (111-37), isto é, 

£3 = [b, .I, tal que b = u .  se i = j, e zero, caso contrário. 
IYJ i , j  1 

Nas pgginas pwteriores, ver Quadro i,  apresentam-se os resul - 

tados obtidos aplicando o algaritmo de linearizac& B de Pang - Yu e 

de plano de corte de Nguyen - Dupuis para a rede da Figura i. 

No Quadro I de resultados, observa-se que aplicando o algo 

ritmo de lineariza& b de Pang-Yu, a soluc& t de equilíbrio é obtida 

em 27 itera7&s principais, i.e., resolve-se 26 programas quadrá - 
t 

ticos do tipo dado em (111-1 81, sendo que o ordem da matriz (P BP) 
associada 'i fmc& objetivo da cada programa quadraico é igual ao 



t niúnero de pontos extremos armazenados, onde a matriz D = (P BP) 
= [ di  . ] é tal que 

Y J  

k com B = A(f ) a matriz diagonal constante e r vetares extremos 

pertencendo ao conjunto K . 
t Por exemplo, na soluqão final, a ordem da matriz P BP é de 

No algoritmo de Nguyen-Dupuis, o metado termina em 250 ite - 
+ 

r a p e s ,  i.e., resolve-se exatamente 248 programas lineares dis - 
tintos e um niúnero similar de equa)s para encontrar a raiz 8. 

Vale a pena também mencionar que no algoritmo de Pang-Yu, 

em cada itera@ principal, encontra-se a solu$o ~Xima do pro - 

grama quadraico correspondente. Agora para o caso do algoritmo de 

Nguyen-Dupuis, na execu7ãu de cada programa linear, ver passo 2, é 

limitado o n h e r o  de pivotearnentos. Assim mesmo, o valor da raiz 

@ nem sempre é calculado exatamente. 

Uma segunda rede definida por 20 nds, 28  arcos e 8 pares 

origem - destino, de acordo com a figura 2 e reportada em Nagurney 

(551, é analisada. O custo de viagem associado a cada arco é não 

linear e não sim&rico, na forma geral 

onde va, ma e 7, são positivose p 2 D .  
Q 

Para a lineariza@ do funcional custo de viagem c ( - ] ,  a matriz 

correspondente A (f ] dada ' tambgrn como a parte diagonal da 



matriz Jacobiana do funcional c[*), onde 

k k A [ f  ] = [ a .  . [ f -  I], tal que 
tJ 

O caso contrsrio 
C 

Os resultadas obtidos a part ir  do algoritmo de l i n e a r i ~ a ~ ã a  de 

Pang - Yu e de plano de  corte de Nguyen - Dupuis são apresentados a 

seguir. 

Do quadro 2,  observa-se que o algoritmo de Pang-Yu termina 

em 16 itera@es principais, o qual quer dizer que resolve-se 15 

programas quadráticos. A matriz D = [ di  . ] associada 3 funFão 
YJ 

objetivo de cada programa quadreZico é dada por 

k k onde A[f ] e' a matriz dependendo do fluxo f , e a s  T são pontos 

k extremos de K retidos em K . Assim, a calculo dos elementos da 

matriz D requer maior e s f o r p  computacional. 

Por sua vez, o algoritmo de Nguyen-Dupuis requer a resolu@o 

de 248 programas lineares e um n h e r o  s imilar  de equac&s t para 

encontrar a raiz 8. 

Urna vez mais, cada pmgrama quadrático é resolvida a t é  se 

encontrar uma soluF& â i m a ,  enquanto que, na resolu@ de cada 

programa linear, limita-se o n h e r o  de pivotearnento. 



Para arnbas redes da Figura I e 2, a método de linearizacão I 

de Pang-Yu retém maior n h e r o  de pontos extremos que o mando 

de plano de corte de Nguyen-Dupuis. 

Por outro lado, a matriz utilizada no rnaodo de linearizacão, 3 

para ambas f+es de custo da rede da Figura i e 2, é a parte 

diagonal, nem sempre satisfatdria para a convergência, do Jacobiano 

da fun@o de custo c~m3spo~dente,  sendo armazenada como ~ r n  

vetor. Embora w t r a  matriz sime2rica definida positiva possa ser 

utilizada, e requer um maior e s f o r p  tanto computacional como de 

armazenarnento, a nrimero de i t e r a l s  neceççários para resolver o 

problema variacional poderia ser menor. 



FIGURA i. Rede com Custo Linear e não Simétrica. 

par[O/D) wi=[1,25), d = 7 0  
wi 

par(O/D} w2=(I,S0}, d = 6 0  
w2 

par [O/D) w3=(4,27), d = 5 0  
WJ 

p ~ r  [O/D} w4 = (16,301, d = 50 
w4 

par[O/D) w5=(22,40), d = 5 0  
w5 

par(O/D) &=(24,40), d = 5 0  
w6 



RESULTADOS OBTIDOS PARA A REOE DA FIGURA I 

I ter. 
k 

Algoritmo PANG - YU 
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FIGURA 2. Rede com Custo n& Linear e não Sirne2rico 



QUADRO 2 

RESULTADOS OBTIDOS PARA A REDE DA FIGURA 2 

Algoritmo PANG - YU 

 ter. I min c (f k, '(f-f k, I No. Pontos 
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Iter. 

I ter. 
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kiF k ninc(f 3 (f-f 3 

Algoritmo NGUYEN - DUPUIS 

Iter. 
k 

ND. Pontos 
Extremos 

restri yáes 



MODELO BINARIO DE A L Q C A ~ & ~  / ESCOLHA MODAL 

Nos capítulos anteriores, foram apresentados modelas que 

servem para simular o tráfego para um só modo de transporte, em 

particular, de veículos particulares. Posteriormente Foram conside 

radas algumas t&cnicas de resoluck I para aqueles modelos. Algumas 

vezes porém, a s  viagens n& podem ser realizadas usando um só 

modo de transporte, senão atravgs de modos alternativos de transpor - 
te, seja por exemplo 3nibus. Neste capitulo, apresenta-se e n t k  ~ r n  

modelo estendido de equilíbrio no qual se consideram mais de um 

modo de transporte, e em particular para o caso binério em que um 

modo é por auto e o outro modo é de transporte coletivo, digamos 

Enibus. Assim, não só o número de viagens há de s e r  determinado, 

como também, para cada par origem-destina, o número de passagei - 

ros de trânsito, tem que ser determinado. 

Embora os fluxos de autos e de 6nibus nGu sejam expressas em 

termos de uma mesma unidade de fluxo, por simplicidade assu - 

me-se que exista um fator de conversão tal que os fluxos para ambos 

modos sejam medidos em termos de uma mesma unidade de fluxo. 

Como uma breve revisão de trabalhos anteriores para o modelo 

estendido que considera mais de um modo de transporte, temos o 

trebalho de FLORIAN li91 que considera um modelo combinado de 

aloca&/escolha moda1 onde e escolha de rota está sujeita % 

condil& de equilibrio de WARDROP (69) e a escolha da modo de 



transporte é determinada por m a  certa fmc& t ABDULAAL e 

LEBLANC (2) apresentam modelos que combinam técnicas de aloca - 
t$o de t rgego e escolha modal em modelos de escolha simultânea de 

rota e de modo. L E B M C  e FARHANGIAN (49) examinam dife - 

rentes algoritmos de resolu@a para a modelo de alocay&kcolha 

moda1 d~ ABDULAAL e LEBLANC (2).  FISK e NGUYEN ( 1 5) formu - 
lam a modelo proposta por FLORIAM (191 na farma de um sistema 

de equa@es não lineares e provam a existência de uma solu@o de 

equi 1 %rio e determinam condi@es s~f ic ientes  para sua unicidade. 

Até  aqui e' suposto que não exista interdependência entre os 

custos de viagens sobre os arcos da rede viéria (auto] e sobre os 

arcos da rede de transporte coletivo (6nibus). Esta condi& 3 será 

relaxada pare analisar o problema de aloca$o de traTego/esoolha 

moda1 para o caso em que a demora do fluxo de um modo dependa do 

fluxo do outro modo. Em equilíbrio, é suposto queGas condi@es de 

equilíbrio do usuário são satisfeitas para ambas redes, viária (auto) 

e de transporte coletivo (onibus], e que a escolha moda1 6 dada por 

uma fm$o conhecida de escolha do modo de transporte. 

Para o problema combinado de alocacão/escolha 3 moda1 de auto 

e Gnibus, suponha-se que a rede em consideratão permite o fluito de 

auto e de passageiros de Cnibus sobre a s  arcos. Pode-se supor como 

se uma rua seja representada por dois arcos (2-grafo]: um arco 

para o fluxo de auto e o outro para o fluxo de 8nibus. 

Seja  G(N,A] a representacão da rede em considera@, onde N 
é o conjunto de no9 e A é o conjunto de arcos. 



Sejam, f1 o fluxo de autos sobre o arco a, e fZ a fluxo de 
a Q 

6nibuã (passageiros) sobre o arco a. Similarmente, c' Q e ca B 

representam os custos de viagem dos usuáfios associados aos modos 

de auto e de 8nibus respectivamente. Supondo que haja intera$o 

entre os fluxos de ambos modos sobre o arco a , teremos que 

Supõe-se que a f~rn@o de c~1st.o do usuário 

e' contínua, diferenciável e rnon&ona, i.=., 

(C (7') - c ( f r f ) l t  ( f f  - V )  2 O , para todo Q E A. (1v.2) 
Q C7 Q Q Q c! 

Seja  1 o conjunto de pares origem-destino, e rn especifica o 

modo de transporte, rn = I modo auto, e rn = 2 modo onibus. 

A demanda de viagem origem-destino, d: i E t , e modo m, 

se rá  distribuída entre os distintos caminhos que ligam i. Seja hk o 

fluxo sobre o caminho k, k E K? , onde K? o c o n j m b  de cami 
Z Z 

nhos disponiveis para o modo rn e cada par i de origem-destino. A 

demanda total de viagem origem-destino para ambos modos de 

transporte é dada por 



onde d: é suposto fixo e conhecido. 
2 

O fluxo sobre o caminho k, hk , 6 r& negativo e deve satisfa - 

zer  a s  equaF&s de conservaF& de fluxo para cada modo: 

h k Z Q ,  para todo k. {IV.4.2) 

Os fluxos nos arcos a ,  f m, são dados por: a 

onde 

I se arco a pertence ao caminho k 

Q caso contrário. 

O custa no caminho k, C , é a soma dos custos dos usuários k 
nu 

nos arcos que estao nesse caminho, 

Seja  um(h) o custo da caminho de custo mínimo para todos 
i! 

os pares i de origem-destino, e para todos os modos m ,  



Consideremos agora e escolhe rnodel de demanda entre o auto e 

o ânibus que dependa dos custos de viagens dos dois modos. Esta 

escolha moda1 tem sido estudada e modelada por pesquisadores de 

Engenharia de Transporte e de Planejamento Urbano, e reconhe - 

cida ser uma decisão complexa a qual esta' influenciada por varios 

fatores (e a maioria das vezes não podem ser medidas]. Para tomar 

em conta estes fatores, certas fq&s especiais de escolha moda1 

tem sido desenvalvidas. FLORIAN (i E)], por exemplo apresenta 

algumas classes de modelos de demanda. 

Seja  então Gi(wi] uma func& a de escolha mada1 que dependa 

dos custas de viagens dos dois modos de transporte através da 

di ferenpa seguinte 

i 2 
w = u ,  ( f ]  - u ,  ( f )  . i i z 

i 
Assim, d i  = 6. 2 2  G . ( w , )  2 dá a proporcão a de viagens que ocor - 

re para o modo auto e &(I-Gi(wi)) a p P o T ã o  de viagens para 
rC 

o modo 8nibus. E suposto que Gi (wi) é uma fun< estritamente 

decrescente, e partanto inverçível, cuja fmFi& inversa dada 
i 

por W .  ( d . ) .  
Z Z 

INEQUA@ES VARIACIONAIS 

FLORIAN e SPIESS (24) formulam o modelo de alocacão/ 

escolha madal supondo que para cada mada, a escolha do caminho 

satifaz o princípio de utimiza$b do usuário de WARDROP (69), 



e que 

sujeito 'as condic&s 

f l  Q = 2 2 dakhkg Q E A  
1 

keK.  
2. 

hk 2 0 , para todo k 

(IV. l 1) 

(IV. 12.3) 

(IV.12.4) 

onde dQk 6 definido em (IV-6). 

O símbolo (8) em V -  1 )  e V -  1) indica que os valores 

respectivos estso em equi 1 ?brio. 

Depois de uma se'rie de manipulac~es I alg&ricaç, FLORIAN e 

SPIESS (24) provam que as condi@s (IV- 10) e (IV- i i] sujeitas 'as 



restriT&s [IV- 12. I )  - (IV- i 2.6) são equivalentes ao seguinte proble - 
.-4 

ma de i n e q u a p s  variacionais: 

a a  a 
f * )  [ f Z  - f;*) 2 c '  ( f " )  [f' - fr] + 2 c, ( ,  

QEA asA 
a 

... (IV. 13) 

onde o conjunto viável é definido pelas r e l a c k s  9 dadas em (IV-12.1)- 

(IV-12.6). 

Seguindo o trabalho de FISK e BOYCE (171, a expressão dada 

em ( IV43)  pode ser generalizada para o caso de mais de dois 

modos de transporte. Seja M o conjunto dos diferentes macios de 

transporte. Considerando a rela@ (11-221 no Capitulo 11 e generali - 
zando-a para o caso de mais de ~ r n  modo de transporte, podemos 

escrwer: 

Suponha agora que a demanda total de viagem 3, i E f se ja  

fixa e conhecida. Logo a seguinte rela&b t deve ser satisfeita 

Usando 

r e l a c k  Z dada 

a r e l a c k  dada em (IV-iS), é possível eliminar na 

em (IV-I 4), uma das variáveis de demanda, digamos a 



m i variável d i  para cada i E I, isto & 

Por outro lado, usando convenientemente a expressão dada em 

I -  temos que: 

Usando a expressão em (IV-I 7) conjuntamente com a s  expres - 
sks dadas em (IV-5) e (IV-71, temos que (IV-16) pode t a m b k  ser 

escrito na forma: 

Suponha agora que a f ~ ~ n ~ z o  de escolha modal, dependendo dos 

custos de viagens para os distintos modos de transporte, se ja  dada 

por: 



Se G(w) é inversível, a inversa existe e é dada por W(d] , isto 

e, w i = W. (d) . ~ n t k  (IV- 1 8) pode ser escrito pelo seguinte pro 
Z - 

blerna de inequa)s variacionais: 

para todo (f,d) E Q, onde 

Observe-se agora que para o caso de dois modos de transporte 

e m = 2, temos que a inequacão variacional (IV-201 reduz-se à i I 

express& (IV- 1 3) obtida por FLORIAN e SPIESS (2 4). 

Entre a s  fmF& de escolha modal, uma frequentemente usada 

e que possua inversa, é dada pela seguinte f~~n$o do modelo logi t :  

onde /3 é um parârnetro positivo. 



Usando (IV- 19.2) e para rn # m i, temos que (IV-2 1) pode ser 

escrito como: 

e para m = rn i 

Usando (IV-22.21, temos que (IV-22. i] pode tambgm s e r  escri - 
ter corno 

e portanto 

(IV. 231 

h 

A expressao [IV-23) fornece Wi(d], isto é, a funcãa I inversa 



.- 
IV. 4. FORMULA~ÃO W MODELO BINARIO COMO UM 

PRffiRAMA DE OTIMIZA(%~ 

Considere-se agora o caso para dois modos de transporte onde 

a matriz Jacabiana da fun& de custo c[#) se ja  sim&trics. Usando o 

mesmo argumento dado na sevão (11-5) de que a resolu?& de um 

problema de inqua@es variacionais, sob algumas suposip&s, é 

equivalente a resolver um pmblema de ctimizal&, temos que a 

solucão p do problema dado em (IV-I 31 pode ser abtida atrave's da 

resolucL do seguinte programa: 

(IV. 2 4) 

Agora, para c caso separável com o custo de viagem na forma 

i f ] = c; ( f i  ] e c  (f ) = c: {f: 1, o problema de inequac$es 
' a  a  Q o 

variacionais (IV-I 31 reduz-se ao seguinte problema equivalente de 

. . . (IV. 2 5) 

sujeito a ( f ,  d) E L2 



O programa em (IV-251 é o mesmo obtido por ABDULAAL e 

LEEILANC (2). 

Um modelo preliminar ao apresentado na express80 (IV-25) 

mas com certas características adicionais é desenvolvido no t ra  - 

balho de FLORIAN e NGUYEN (22), que estendem o problema de 

aloca@u e distribu;ão de fluxo: e atra@ de viagens conhe - 
cidas, com uma escolha binária rnodal. 

IV.5. ALGORITMOS DE SOLUCÃO 9 DO MODELO BINÃRIO 

A formulacão : do modelo bin8rio de aloca@o/escalha moda1 

corno um problema de inequal&s variaciunais permite, em princ? - 
pio, a aplicaFião dos distintos métodos de resolucão s mencionados na 

secão t (I I I. 4) . 
FLORIAM e SFIESS (241 por exemplo adaptam o m h d o  de dia - 

gonalizaT& ou de relaxal& para resolver o pmblerna variacional 

(IV-13). O m&todo para o caso de clois modos de transporte é dado 

como se segue: 

Seja dado na itemF& k, ~ r n  fluxo vi&d (fk ,dipk ) E Q, onde 

k I k  f k  = ( f lyk , f  , ) e dlpk = (d i3  1,  iei. Um novo problema de progra - 

macão matema2ica é construido e partir da definicão t das seguintes 

f ~ m c k s  B de custos: 

O novo problema (diagonalizado) consiste então em resolver o 



seguinte programa matemático: 

... (IV.26) 
sujeito a ( f ,  d) E i2 

O programa (IV-261 e' equivalente ao pmblerna (IV-25) . Seja 

(f k + l  &k+l 
7 ) uma solucão I do problema (IV-26). O algoritmo de dia - 

gonalizac& s termina se um critério de parada é satisfeito, digamos 

Se (f 
k t l  &k+l 

7 ) está suficientemente prdítimo de (f k ,  d I'k ) -  

Caso contrário, fazer k = k + i  e uma nova itera@o é efetuada. 

Por outro la& e devido eficiência computacional mostrada 

para o caso do problema de equilibrio com um modo de transporte, 

o algoritmo de aproxima7& linear será  usado como um maudo 

alternativo de resolucb B para o problema binário. 

s 

1% 5. i. METOW DE APROXIMA~XO LINEAR SIMPLICIAL 

O algoritmo de apraximac& II linear proposto por PANG e W 
(631, descrito na se& s (111.4. i), pode ser estendido para resolver o 

problema de inequac&s I variaoionais dado em (IV-201, denotado por 

PIV(Q,c,W), para a caso de dois modos de transporte. 

Cada funcão I c(.) e W(*) é separadamente apmximada linearmen - 
k I k  te. Seja conhecido na iteracgo I k, (f ,d ) E a, onde f k =  (f 13k,f2'k) 

sendo f e f 'lk os vetores de fluxos do modo 1 e 2 respectiva - 
, 



mente e iyk o vetor demanda pare o modo i. O vetor demanda psra 

k k 
o modo 2, d ' , e' dado por 6 - d'yka Considere as funcoes 3 c (1) e 

k W ( a )  como a s  aproximayÕes lineares de c(=] e W(*), nos pontos f k 

' k  e d ' respectivamente, a s  quais estão expressas como 

k k k k 
c ( f )  = c(f ) + A(f  ] (f - f ] 

k 9 onde a s  matrizes A(f ) e B(d ] são alguns dos operadores 

discutidos na seF& (111.4.4). 

Assim, a sall& do subpmblema de i n e q u a c k  s vsriacionais 

k k linearizados PIV(Q,c ,W ) é equivalente a encontrar a solucão s do 

seguinte programa quadrfiico. 

sujeito a (f$I E 

(IV.29.l) 

(IV. 2 9.2) 

(IV.29.3) 

(IV.29.4) 

Para evitar resolver o programa quadr&ico (IV-281 sobre o 

k conjunto a, em seu lugar resolve-se sobre o conjunto L! o qual é a 

envoltória convexa de alguns pontos extremos de L!. Tal modifica7& 

dá lugar a um novo programa quadrático, em termos dos pesos de 
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cada ponto extremo de a, com uma h i c a  restriF&. 

Para o caso em consideral&, com dois modas de transpor 

k ' Y k  r2Tk a ' ,k]  de conjunto 52 contém como elementos os pontas (r , 'I 

L2, tal que 

A solucão I de (1'4-301 traz consigo a resolucão a de m pmblema 

do caminho mais curto. 

i k Em efeito, para o par origem-destino j, sejam c (f ) o custo de 
a 

i viagem ao usar o modo i associado ao arco a; L o comprimento do 
J 

caminho mais curto para o par origem-destino j usando o modo i, 

i i onde os custos asso&ados sobre os arcos são c I . o caminho mais 
J 

c w t ~  encontrado para o par origem-destino j para o modo i. A 

soluV& do problema (11-30) é obtida como se segue: 

I 2 1 
Se i - W. (d i y k  ] 5 Li? então alacar no caminha I .  o valor 

.1 1 J J  J 
6 , isto g5 viajar usando modo i através do seu caminho mais 

J 
curta; nos demais caminhos, inclusive os que usam modo 2, 

alucar um fluxo nulo. Fazer 2 ' ,k= 
.i .i - 

i 2 2 
Se L - W .  ( d .  ] ) L e n t k  alocar no caminho I o valor 
, .i J J  j ' j 

a: , isto é, viajar usando modo 2 através do seu caminho mais 
J 

curto; nos demais caminhos, inclusiva os que usam modo i, 



alocar um fluxo nulo. Fazer 2 = 0. 
j 

A resolucão t do problema (IV-3 0) requer então encontrar o cami - 
nho mais curto para cada modo de transporte i e 2, e para cada par 

de origem-destino i ,  i E I. 

O critério de parada do algoritmo de aproxima5:& linear para o 

problema de i n e q u a ~ k s  9 variacionais (IV-20) é dado por 

k k 
e neste caso, f = (f , f ' ) é o vetor solu@o binéria de equiK - 

brio, e d  o vetar soluc& * de demanda para o modcr i, sendo 

portanto 43' - d17k o vetor soiuT80 de demanda para o modo 2. 

Caso a condicão t dada em (IV-31) não seja  sat.isfeita, uma nova 

- k + l  dl,k+l solucao (f , , k+ rl 
s ] é procurada sobre o conjunto L! o qual 

O algoritmo de aproxima@ linear estendido para o caso de. 

' 5 k  dois modas de transporie, sendo f = (f i'k ,fZ7k ] e dlyk = (di ), 

i E l1 pode ser dado como se segue: 

Passo 0. 

Passo I. 

~nicial  iza& s 

D 1 D  
Seja (f , d  ) EQ.  

a D L B 1 o 
Fazer = f , 3 ,  = d ' ,  

D O 1 0  n = { ( r  , a ? ) )  E k = u  

Subproblerna linear 

k + l  ; ~ ' , k + l  S e j a f  , ) a soluck 3 da seguinte subproblema 

linear (problema do caminho mais curto) 



Passo 2. Crite"rio de Parada 

k ',k então (f , d ] é m a  sol~yão. Senão fazer 

Passo 3. Subproblerna QuedreZico 

Sejam P e Q as matrizes cujas colunas são a s  vetores e 

k+ i de Q , respectivamente. 

Seja cr = ( a. z ] a solu@o do seguinte subproblema quadrali - 

sujeito a 

onde a, b, C e D são definidos em (IV-29) 

Fazer 

i i Eliminar todos os pontos extremos (7 , a ? ) com peso 

cr = O na express& de (fk",d'3k+l). Atualizar L! k+ 1 
i 

Fazer k = k+l . I r  ao passo 1. 



IV. 5. 2 EXEMPLO DE APLICAF&~ PARA UMA REDE BINARIA 

Um exemplo de aplicacão do algoritmo de aproxima@ linear . 

estendido para uma rede com dois modos de transporte é apresen - 

tado a seguir. 

A rede em anglise B definida por 20 nós, 28 arcas e 7 pares 

origem-destino, de acordo a rede da Figura 3. 

O custo de viagem para cada modo de transporte associado a 

cada arco é linear e não sim&ico, dado por 

1 2  rn rn m - onde f = ( fa ) com f = (fQ, fQ] e u a ? V~ 
e w sao constantes 

Q a 

positivas. 

A funcãa I de escolha moda1 de demanda para ambos modos de 

transporte a ser usada é dada por 

i Z 
com d ,  + d ,  = b, . 

Z 2 Z 

A fmc& 9 inversa da fmc& de escolha moda1 é dada pela rela - 
@o (IV-231, onde m = 2, i E 1, isto é: i 



Figura 3. Rede com Custo Linear e não Sim6kricrico para dois Mudos 

de Transporte. 

- modo de transporte 1 

-e---------- modo de transporte 2 

par (O/D) w1 = (1,201 a = 50 , 
W1 

w2 = ( i , i9)  d = 60 , 
w2 

W 3  = (2,201 a = i o o  , 
w3 

W 4 = ( 2 3 i 7 )  a = w o ,  
w4 

- (2 ,13)  d = 1 0 0 ,  w5 - w5 

-(3,14) d = 5 0 ,  w6 - w5 



A matriz usada na aproximaF& 

a diagonal da matriz Jacobiana de c, 

tal que 

linear da fm5:& de custo c(*) 

isto é, E = [em;  ] , m =i ,2  

( 0  caso contrário, 

enquanto que a aproxima@ para a fm>ão W(-1, a matriz usada é 

dada por B = [bi .] , tal que 
9 1  

caso contrário. 

O valor considerado de /?' é igual a i. 

Os resultados obtidos a partir da aplicacão a do algoritmo de 

aproxima& 3 linear são apresentados no Quadro 3. 

Observando o Quadro 3 ,  a m&da de linearizac& 5 termina em 

37 itera@s com o qual 36  programas quadráticos são resolvidos. 

O n h e r a  máxima de pontos extremas armazenados é igual a 16, 
1 

sendo que cada ponto extremo x = ( a' ] é de dimensão 63=2x28+ 

7. Poderia ocorrer que o nrimero de pontos extremos retidos fosse 



Quadro 3 

~ p l i c a c k  % do Algoritmo de Aproximac& Linear 

para a Rede da Figura 3 

I ter 

k 

1 

2 

3 

4 
5 

6 

7 

8 

9 

10 

15 

18 

20 

25 

30 

32 

35 

36 

37 

c (f 
-i. [ I,k ] ' [:-$ ] 

(f ,d ' )~Q -W(d 1 d-d  

NO Pmtm 

Extremos 



de tal magnitude que haveria alguma dificultade quant-o à capacidade 

de armazenarnento de todos os pontos extremos. O tratamento de 

tal dif icultade é revisada a seguir. 

LINEAR SIWLICIAL 

No problema de equilíbrio com dois modos de transporte, dupli - 
ca-se o tamanho do vetor de fluxo, f = (fi, F) , e para muitos pro - 
blemas práticos, armazenar na mem6ria de um computador, todos 

k os pontos extremos de i2 poderia ser uma tarefa inviável. Se este 

fosse o caso e a fim de evitar alucar todos os pontos extremos, 

poder-se-ia restringir o número de pontos extremos retidos de i2 k 

a um certo valor prg-fixado. Este procedimento é efetuado por 
-4 nu 

HEARN et alii (39) para problemas de programacao nau linear com 

restri@s lineares. 

No procedimento restrito, quando o número de pontos extremos 

,'i retidos em ç! é estipulado por um valor r, o novo ponto extremo 

k+l $k+l que entra (F' , ) ,  encontrada no passo 2 do algoritmo de 
.-+ 

aproximapau linear anterior, substitui aquele ponto extremo que 

tenha peso mínimo ai na express& da soluFk [encontrada na 

i t e r a l  precedente) aproximada dada como uma cornbina@o convexa 

dos pontos extremos retidos. 

O algoritmo modificado de ap rox i rna5~~  linear e para o caso de  

dois modos de transporte pode ser apresentado da seguinte maneira: 



Passo O .  ~nicializa) 

O 1 0  O 1 0  2 O  
Seja (f , d ? ) E com f = (f ' ,f ' ) 

O 0 1 O 1 0  
Fazer 8 = f , a ?  = d 7  

O 1 0  O 
Fazer ~ ' = { [ f  , d y ] ] .  ? a =  k = O  

X 

Passo I. Subproblema Linear 

k t ',k t min c ( f )  y - W ( d  ) z 
(y,zI 

Passo 2 .  Crite'rio de Parda  

k  ',k então (f , d é uma soluyGo. senão realizar 

(i)  Se / SL 1 < r, fazer Q k+l al,k+f ) }  k + f = n k ~ { a  y 

k e nk+I =, m 

X X 

k + i  a',k+l ( i i )  Se Iak I = r , e n &  (r ] substitui um 

k elemento de I2 , o qual tenha um peso mínima a na 
S 

k expressão de [f , di7k ] dada como uma combina& 

k convexa de r . Obter assim L2 k+ I dado por 

k + l  a',k+l Q ~ + ~ = Q ~ - ~ ( T ~ , ~ ' , ~ ) } U { ( T  11 

Fazer Lik+' x = { [ fky  d''k) }. 



Passo 3. Çubproblema Quadraico 

Sejam P e Q a s  matrizes cujas colunas são o s  vetoreç 

1 k+ i r e a E 52 , respectivamente. 

Seja  n = ( a .  ) a solucão do seguinte subpmblema quadrá 
2 - 

tico: 

sujeito a 

k+l &k+l] = T&, Fazer ( f , i 

i Z 

i k+ l snde z E r . 
t Eliminar todos os pontos extremos z com peso cr = O i 

na expresa& de ( fk+' d L'k+' ) . Atualizar ÇI 
k+ i 

5 e 

nk+f . Fazer k = k+l. I r  ao passo 1. 
X 

A rede da Figura 3 e' novamente analisada usando o me2odo 

modificado de aproxima@ linear. O n h e r o  máximo de pontos 

k extremos retidos no conjunto S1 é fixado em r = i i .  Os  resultados 

obtidos são apresentados no Quadro 4. 

Do Quadm 4 pode-se observar que o algoritmo modificado de 



aproximac& linear termina em 45 itera$es, com o valor -5,77 1, 

portanto requer-se a resolucão 3 de 44 programas quadráticos. O 

algoritmo modificado requer um maior número de itera@s e ser 

desenvolvidos em compara& ao algoritmo original simples, que 

poderia terminar em 32 itera@es com o valor -4,U i 3, ver segunda 

coluna no quadro 3, mas em compensapão resolve-se programas 

quadre2icos cujo nimero de variáveis no máximo de 12, cada 

k variável corresponde a cada um dos l i vetores retidos em 52 mais 

k o vetar retido em Q x  , enquanto que, no algoritmo original simples 

o nimero máximo de variáveis do programa quadra2ico é de 16. 



Quadro 4 

~ p l i c a c ~ o  i do Algoritmo Modificado de AproximaF& 

Linear para a Rede da Figura 3 

c (f 5 -h [ [:fXk ] 
(f,dl)€Q -W(d ) d - d  

igual aa Quadra 3 

N-~ontas 

Extremos 

igual Qdro 3 

12 
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CAPITULO V 

Na primeira parte deste trabalho, apresentou-se um estudo de 

alguns modelos de equilíbrio e técnicas de aloca@o de viagens em 

redes com um s B  modo de transporte. Posteriormente, realizau-se 

uma extensão de ~ r n  algoritmo - de aproximalão linear sirnplicial- 

que pudesse ser aplicado a redes de razoável porte, com dois modos 

de transporte. 

Quando a fw&o de custo de viagem em um arco clepende não s6 

do fluxo nesse arco, corno tarnbem do fluxo nos demais arcos, e 

sendo a matriz Jacobiana da fmF& de custo ngo sirngtrica, o proble - 
ma de equilibrio de trafego é formulado como um problema de com - 
plementeridade n& 1 inear, ou equivalentemente como ~ i m  problema 

de inecpa@es variacioneis. Para o caso mais simples - quando o 

custo de viagem em um arco s6 depende do fluxo nesse arco ou sob a 

condic& de simetria do Jacobiano - o prablema de equilíbrio i:. 

formulado como um problema de otirnizac& cuja so1u;ão é obtida 

se ja  uçando um método de aproximaF& linear ou uma variante 

deste. 

Para a resoluq& do problema de inequa@es variacionais, e sob 
+ 

a suposi)ão de monotonicidade, que assegure a existência da solupo, 

destacamos dois algoritmos: o m&udo de apmximayão linear de 

decornposi7ão simplicial e o m&do de plano de corte. Ambos os rné 

todos tem em comúm a característica de armazenarem pontos 

extremos do conjunto em considera7&, definido pelas restri@es de 

conservay& de fluxo na rede. 



No rn&odo linearizado, e sob certas condic&s, a resoluc& do 

problema variacional se reduz à resolu@o de uma sequência de 

programas quadráticos com uma h i c a  restri@o, definida sobre a 

representa@ simplicial dos pontos extremos do conjunto conside - 

rado. A solucão % de cada programa quadrático é encontrada através 

da aplica& 3 do algoritmo de restricges t ativas. O segundo m%odo, 

de plano de corte, dá lugar a uma sequência de programas lineares 

resolvidos por meio da aplica@ do princípio de de~arnposi~ão de 

Dantzig e Wolfe. Nos exemplos de aplicack, I  observo^^-se que o 

número clc itera@es necessárias para convergir 2 solu?& pelo 

m h d o  linearizado é menor que pelo m&do de plano de corte. No 

ent-anto este riltimo requer, em cada iteracão, 9 a resolu$o de 

programas lineares simples, enquanto que o primeiro maudo requer 

maior esforyo mmputacional para resolver o respectivo programa 

quadr%im. 

Há de mencionar-se que a matriz usada no método linearizado, 

é a diagonal do Jacobieno de f ~ n ~ 8 o  de custo de viagem, embora nem 

sempre satisfazendo a s  condil&s de convergência. Poder-se-ia usar 

em seu lugar uma matriz sirn6trica definida positiva com a espe - 
ranca de reduzir o número de itera;&s. No entanto isso acarretaria 

~ r n  aumento do eç fa rp  computacional por iterack, bem como do 

espaco t de armazenamento req~~erido. 

Para o caso de urna rede com mais de um modo de transporte 

e dada uma funcão t de escolha modal, o problema de equilibrio é 

formulado como LUT problema de inequac&s I variacionais. Para a 

resoluc& s de tal problema variacional, pmpomos uma extenção do 

algoritrno de aproximaF& linear de decornposi7& simplicial. Como 

cada ponto extremo considera o vetor de fluxo para cada modo de 

transporte alem do vetor de demanda, encontrados através do algorit - 



mo do caminho mais curto, para problemas pra2icos de razoável 

porte, armezenar todos estes pontos extremos na memoi-ia de um 

computador poderia se r  tarefa inviáwl. Wra evitar esta situa@; o 

me2odo linearizado simplicial B modificado de modo a restringir o 

número de pontas extremos retidos a um valor pré-fixado. Com isso 

o nwiero de itera@s, para resolver o pmblerna variacional pode 

aumentar, porém cada programa quadr&ico s e r á  de menor porte, 

tornando o me2odo linearizado restringido uma alternativa de resolu - 

para redes de razoável porte. 

Varios aspectos precisam ainda ser melhor investigados, do 

ponto de viste teúrico, como a relaxa7& da suposição de estrita 

monotonicídade e estabilidade do ponto de equilibriu. Outro ponta a 

destacar a possibilidade de aplicaçãa de alguns dos algoritmos 

aqui mencionados a problemas de equilíbrio espacial de p r e p s  e, 

na sua forma geral, integrados a uma rede com congestionamento. 



ANEXO I 

Seja  D C R" e F uma fmcão, F: D r 

I. 1. F é monfiona em D se 

t 
(X - y) (F(x) - F(y)) 2 O para todo x,y E D. 

1.2. F é estritamente monfiona em D se 

t 
(X - y] (F(x) - F(y)) } 0 para todo x,y E O ,  x f y 

1.3. F fortemente monfiona em D s e  existe um y constante posi - 
tive tal que 

Se a funcãcr a F 6 ccrntinuamente difw~nciGvel em D com matriz 

Jacobiana H, DRTEGA e RHEINBDLDT (59) apresentam a s  seguintes 
-.. 

proposi p e s :  

1.4. F é rnonfiona em D se E somente se a matriz H(x] é semidefini - 

da positiva para todo x E D. 

1.5. Se  H(x) é definida positiva para t.odo x E D, então F e' estrita - 

mente monfiona em R. 

1.6. F e fcrrtemente rnono'ton~ em D se e somente se existe uma cuns - 
tente positiva y tal que 



Considere o problema de encontrar a solulk do seguinte pro - 

grama quadraiico definido por 

t t min q(x) = 4 x Gx + c x (2. 1. i) 

x e ~ "  

su je i toa  A ~ X  2 b f2.1.2) 

onde G é m a  matriz n x n constante simétrica, c ~ r n  vetar em 

t 
R", A Buma matriz rn x n e b 6 um vetar em Ftm. O vetor gradi - 

ente de q (x) e' dado por g (x) = Gx + c. 
O ponto X é viável se satisfaz a s  restric&s (2.1.2). O conjunto 

de todas os pontos viáveis, denominado região vi8ve1, forme um con - 
j ~mto convexo. 

t Urna restri@b j é definida como ativa em x se a .  x = b 
3 j 

A s  condic&i necessárias e suficientes para um ponto 2 se ja  

soluc& ) h i c a  ao problema de programav& quadrStica (2. I), caso G 

se ja  Lrna matriz definida positiva, s8o corno se segue: 

11.1. O ponto 2 se ja  viável. 

"t  11.2. Se  A é uma matriz t x n de restriFões ativas em 2, então 

existe ~ r n  vetor t-dirnensional X tal que 

Os elementos de X são conhecidos como os multiplicadores de 

Lagrange. 

11.3. Ds multiplicadores de Lagrange são todos positivos. 



A ,t " Seja  Z urna matriz n x (n-t) tal que A Z = O. A condi7& 

(11.2) pode também ser escrito equivalentemente como 

Pontos que satisfazem a condi@ (11.4) sãa definidos como pon - 
"t tos estacionarios, e S g (2) é considerada coma a gradiente pro je - 

k Seja  x qualquer ponta viável com a correspondente matriz de 

t restrGes ativas Ak de ardem tk x n e o vetar respectivo bk de 

dimensão t de elementos de 6. k ' 
Requer-se encontrar um vetor de direcão I de busca #, de di - 

k k mensgo n, tal que x + p se j a  a minimo de q(x) sujeita às condi - 

k Substituindo x + p em (2.1. i), obtém-se o seguinte subpro - 

blema quadraico para p k 

sujeito a t A k p = I )  (2.4.2) 

Qualquer vetar p satisfazendo a s  r e s t r i c k  a (2.4.2) pode ser 

escrito na forma p = Zkv onde Zk é uma matriz n x (R-tk) orto - 

"r 

gcrnal à matriz de r e s t r i p e s  ativas, i-e., A\ zk = O. 

Reescrevendo o programa quedrákico (2.4) em termos de v, 



h 

obtém-se o seguinte problema irrestri to de rninirnizü(ao 

k A solupao v de (2.5) pode s e r  obtida a part ir  da resolucão s do 

seguinte sistema de equa@es 

GILL e MURRAY (33) observam que um método eficiente de 

resolu@ para o sistema (2.6) e' realizar a fatoriza@o 

onde L é urna matriz (n-t ) x (11-tk) triangular inferior e Dk uma k k 

matriz diegonai. 

Portanto, a solu$b do subprograma quadrâ~ico (2.4) é dada por 

t k t k Define-se Gk = ZkGZk e g = Zk(Gx + c] corno a matriz 

Hessianprojetede e o vetor gradiente projetedo respectivamente. 

k Urna vez que a dire@o de busca p 6 obtida atravgs de (2.8), 

k k  pode ocorrer que a ponto x + p viole algumas restri:Ees inativas. 

Neste caso, um comprimento de passo cr deve ser escolhido de tal k 
k modo de x -t=- crkp k se ja  viai/el. A restri& que é satisfeita em 

k k 
+ a,@ deve ser incorporada ao conjunto ativo na seguinte itera - 

.-+ 

?ao, para definir a respectiva matriz A t k+i conj~ntamente com a 



matriz S k+f '  

Considere agora que a matriz Ak seja fatorizada na seguinte 

onde R é uma matriz t x t triangular superior e Q e' uma ma k k k k - 
t r iz  ortogonal x n, i.e., Q Q' = I. k k  

Sejam a s  linhas da matriz Q articionada na forma k P  

onde Q 
k, 1 

6 uma matriz t x n e Q k k J  & uma matriz (n-t > x n. k 

Da equapão dada em (2.21, a solu@b para os multiplicadores 

k+ f de Lagrange em x pode ser obtida a partir de 

-' t onde A; = [A; A k ]  Ak é conhecida como a matriz de Penrose. 

+ Pode ser pmvado que Ak = R; Qk,  , D qual permite calcular 

os mul tiplicadores de Lagrange em forma eficiente. 

A fatoriza?& (2.9) permite também calcular a matriz Sk, jii 

que 



t Deste moda, m a  forma de obter a matriz Zk tal que AkZk=O 

consiste em escolher a s  ultimas n-tk linhas da matriz Qk como 

a s  colunas da matriz Z k' 

Como a s  restri@es são aumentadas ou eliminadas do conjunto 

de restricães f ativas, GILL e MURRAY (3 3) modificam a s  fatoriza - 

t c& 3 LDL e QR da tal modo que não sejam realizadas novamente 

tais fatorizal&s na seguinte i t e r a c k  B 

Algoritmo para o Problema de ~ r o ~ r a r n a ~ ã o  Quadre2ica (GILL e 

WIIJRRAY (33)) 

Suponha que se ja  conhecido ~ r n  ponto viável x" Seja A: a 

matriz de restril&s ativas tD x n com tD 5 n. Igualmente sejam 

gD = GxD + c, conjuntamente com a transforma@ ortogonal 

onde ZD é uma matriz cujas colwias são a s  n - to linhas de QD. 

Na i t e r a G  k, fazer: 

t k Passo 1. Se 1 1  Zk (Gx + c) 1 1  ) E, com E ) O suficientemente 

pequeno, ir ao passo 2. Caso contrério, calcular o vetor 

de multiplicadores de Lagrange A, 



Se todos os multiplicadores de Lsgrange são positivos, 

k parar com x solu& encontrada. ~ e & ,  remover a res - 

- t tricao s a x b do conjunto de restricões ativas cuja cor 
5 S a - 

respondente As seja o multiplicador de Lagrange mais 

negativo. Ir ao passo 6. 

Passo 2. Resolver o sistema de eque@es: 

t usando a fatoriza$o LDL . 
Passo 3. Encontrar a d i r e t  de busca p k 

Passo 4. Calcular O, a distância mais praítima às restril&s ina - 
tivas 

t Seja a x = b uma das restrit$es inativas atingida pelo r r 

k k+f k vetor p . Colocar ak = min { E), i}, x = x +akp k 

- t Passo 5. Se ak = 0, definir Ak+l a qual inclui a r e s t r i ~ a o  a x =b r r 

ao conjunto de restri@es ativas. 

Passo 6. Modificar a f a t ~ r i z a ~ k  ortogonal do conjunto de restr i  - 



* 
coes ativas, 

e formar %+I = =k+lGZk+r 

Fazer k = k+ 1. 
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