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com c i c l o s .  O problema da de te rminação  do c o n j u n t o  de  v é r t i -  

ces  de b l o q u e i o  de c i c l o s  é r e s o l v i d o ,  em tempo p o l i n o m i a l ,  

pa ra  a  c l a s s e  dos g r a f o s  q u a s e - r e d u t y v e i s ,  ;que contém os  g r i  

f o s  r e d u t r v e i s .  

A c l a s s e  dos g r a f o s  c e b o l a ,  que s e  c a r a c t e r i z a  p o r  
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a r e s t a s  de  b l o q u e i o  de c i c l o s  e  do d i g r a f o  e q u i v a l e n t e  mTni - 
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We s e l e c t  and s o l v e  some s p e c i a l  problems f o r  t h e s e  c l a s s e s .  

An e f f i c i e n t  t o01  f o r  t h e  s o l u t i o n  of c y c l e  problems 

i s  d e f i n e d ,  namely t h e  dep th  of con ta inmen t  f u n c t i o n .  A 

polynomial  t ime  s o l u t i o n  f o r  t h e  f eedback  v e r t e x  s e t  problem 

i s  shown f o r  a  s p e c i a l  c l a s s ,  t h e  q u a s i - r e d u c i b l e  g r a p h s , t h a t  

i n c l u d e  r e d u c i  b l e  g r a p h s .  

The c l a s s  of onion  g r a p h s ,  t h a t  c o n t a i n s  a11 g raphs  

which r e p r e s e n t  s t r u c t u r e d  programs wi t h o u t  e x p l i  c i  t g o t o ' s  

i s  c h a r a c t e r i z e d .  L i n e a r  t ime a l g o r i  thms a r e  p r e s e n t e d  f o r  

t h e  f eedback  a r c  s e t  and t h e  minimurn equiva1,ent d i g r a p h  

probl  ems. 

F i n a l l y ,  t h e  work p r e s e n t s  a  new approach f o r  two 

c o n s t r a i n e d  p a t h  p rob lems ,  t h e  must  p a i r  problem and t h e  

i m p o s s i b l e  p a i r  probbem. 
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A r e p r e s e n t a ç ã o  d e  p r o g r a m a s  d e  c o m p u t a d o r  a t r a v é s  d e  

g r a f o s  5 r e c u r s o  a m p l a m e n t e  u t i l i z a d o  na á r e a  d e  c o m p i l a ç ã o .  

E m  p a r t i c u l a r ,  d e s t a c a - s e  a  c l a s s e  d o s  g r a f o s  d e  f l u x o  r e d u t i  - 

v e i s  q u e  a p a r e c e  p e l a  p r i m e i r a  v e z  em t r a b a l h o s  q u e  e s t u d a m  t é c  - 

n i c a s  d e  a n á l i s e  d e  f l u x o  d e  d a d o s  ( A l l e n  ( 6 )  e  Cocke  ( 1 1 ) ) .  

E s t e  t r a b a l h o  é d e d i c a d o  a  e s t a  c l a s s e  d e  g r a f o s ,  f o r  - 

m a l i z a n d o  u m  i n s t r u m e n t o  d e  a n á l i s e  e f i c a z  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  d e  

p r o b l e m a s  r e l a c i o n a d o s  com c i c l o s ,  e  d e f i n i n d o  s u b - c l a s s e s  d e  

i n t e r e s s e , p a r a  a s  q u a i s  s ã o  r e s o l v i d o s  a l g u n s  p r o b l e m a s .  

No p r e s e n t e  c a p i t u l o  s ã o  a p r e s e n t a d a s  a s  n o ç õ e s  b á s i  - 

tas d e  g r a f o s ,  n e c e s s á r i a s  p a r a  d e f i n i r  a  t e r m i n o l o g i a  p r o p o s -  

t a  e  empregada n o  t r a b a l h o .  O c o n c e i t o  d e  g r a f o s  r e d u t i v e i s ,  e  

o s  r e s u l t a d o s  m a i s  i m p o r t a n t e s  j á  c o n h e c i d o s ,  s ã o  i n t r o d u z i d o s  

a  s e g u i r .  

No c a p i t u l o  I 1  d e f i n e - s e  f u n ç ã o  p r o f u n d i d a d e  d e  c o n t i  

n ê n c i a ,  com d o m i n i o  no  c o n j u n t o  d e  l o o p s  L d e  um g r a f o  d e  f l u  -- - 

xo  r e d u t i v e l  ( s e g u n d o  o  c o n c e i t o  d e  l o o p  d e  Hecht e  Ullman ( 2 2 ) ) ,  

e  c o n t r a d o m i n i o  no  c o n j u n t o  d e  n a t u r a i s  N .  E d e s e n v o l v i d o  o  

a l g o r i t m o  q u e  d e t e r m i n a  a  p r o f u n d i d a d e  d e  c o n t i n ê n c i a  dos loops 

d e  u m  g r a f o  d e  f l u x o  r e d u t i v e l ,  p e r m i t i n d o  a  c o n s t r u ç ã o  d o  g r a  - 

f o  d e  c o n t i n ê n c i a  d e  l o o p s .  A f u n ç ã o  p r o f u n d i d a d e  d e  c o n t i n ê n  - 

tia é u t i l i z a d a  n a s  a p l i c a ç õ e s  d o s  capitulas 1 1 1 ,  IV e  V .  



No c a p i t u l o  I11  d e f i n e - s e  g r a f o  q u a s e - r e d u t í v e l .  P a r a  

e s s a  c l a s s e  de g r a f o s  r e s o l v e - s e ,  em tempo p o l i n o m i a l ,  o  p r o  

blema de de te rminação  do c o n j u n t o  de v é r t i c e s  d e  c a r d i n a l i d a d e  

mT'nirna que contém, p e l o  menos, u m  v é r t i c e  de cada c i c l o  de u m  

d i g r a f o .  Para  a c l a s s e  dos g r a f o s  r e d u t T v e i s ,  que é u m  subcon - 

j u n t o  d a  c l a s s e  dos g r a f o s  q u a s e - r e d u t T v e i s ,  o  a l g o r i t m o  desen  - 

v o l v i d o  p o s s u i  complexidade l i n e a r .  

No c a p i t u l o  IV d e f i n e - s e  a  c l a s s e  dos g r a f o s  c e b o l a ,  - 

que s e  c a r a c t e r i z a m  por c o n t e r  os g r a f o s  que r e p r e s e n t a m  p r o  

gramas e s t r u t u r a d o s  sem d e s v i o s  e x p l í c i t o s .  Por  s e r  a  r e p r e s e n  - 

t a ç ã o  de programas por  g r a f o s  de f l u x o  um r e c u r s o  i m p o r t a n t e  

na á r e a  de compi l ação ,  abordagem semelhan te  j á  f o i  f e i t a  a n t e  - 

r i o r m e n t e  ( p o r  exemplo, N ta fos  e  Hakimi ( 2 9 ) ) .  A abordagem p o r  

g r a f o s  c e b o l a  a p r e s e n t a ,  e n t r e t a n t o ,  nas  e s t r u t u r a s  de  r e p e t i  - 

ç â o ,  uma maior  f i d e l i d a d e  às  c o n f i g u r a ç õ e s  a p r e s e n t a d a s  em t r a  - 

ba lhos  da á r e a ,  p o s s i b i l i t a n d o  i n c l u s i v e  a  p r e s e n ç a  de d o i s  t i  - 

pos d i v e r s o s  d e s s a s  e s t r u t u r a s .  

N O  capTtu10 V r e s o l v e - s e ,  pa ra  g r a f o s  c e b o l a ,  o  prg 

blema de de te rminação  do d i g r a f o  e q u i v a l e n t e  mínimo e  o  p r o b l e  - 

ma de d e t e r m i n a ç ã o  do c o n j u n t o  de a r e s t a s  de c a r d i n a l i d a d e  m i  - 

nima que contém, pel -o menos, uma a r e s t a  de cada c i c l o  de  u m  d i  - 

g r a f o .  0s d o i s  problemas ,  NP-completos pa ra  o  c a s o  g e r a l ,  s ã o  

r e s o l v i d o s  em tempo l i n e a r  pa ra  os g r a f o s  c e b o l a .  

O c a p i t u l o  VI i n t r o d u z  uma nova abordagem pa ra  d o i s  

problemas de caminhos com r e s t r i ç õ e s  em g r a f o s  d e .  f l u x o  ( r e s  - 

t r i ç õ e s  de p a r e s  i m p o s s i v e i s  e  p a r e s  d e s e j a d o s ) .  E m  l u g a r  da 

l i m i t a ç ã o  t r a d i c i o n a l  na c l a s s e  dos g r a f o s  em e s t u d o ,  s ã o  con - 

s i d e r a d a s  l i m i t a ç õ e s  no c o n j u n t o  admissTve1 de  p a r e s ,  o  que 

pe rmi te  a  s o l u ç ã o  dos problemas em tempo po l inomia l  p a r a  g r a  



f o s  d e  f l u x o  a c ? c l i c o s .  

No c a p T t u i o  VI1 s ã o  a p r e s e n t a d a s  a s  s u g e s t õ e s  p a r a  a  

c o n t i n u a ç ã o  d o  t r a b a l h o  d e s e n v o l v i d o .  

A l g u n s  c o n c e i t o s  f u n d a m e n t a i s  s ã o  a q u i  c o n s i d e r a d o s  

c o n h e c i d o s .  O e s t u d o  d e  t é c n i c a s  e  c o m p l e x i d a d e  d e  a l g o r i t m o s  

o  t e m a  c e n t r a l  d e ,  e n t r e  o u t r o s ,  Aho, H o p c r o f t  e  

Ul lman ( Z ) ,  T e r a d a  ( 4 1 )  e  Z i v i a n i  ( 4 3 ) .  As c l a s s e s  P ,  NP e  NP- 

c o m p l e t o s ,  a b o r d a d a s  n o s  t r a b a l h o s  p i o n e i r o s  d e  Cook ( 1 2 )  e  

Karp ( 2 5 ) ,  s ã o  e x p l o r a d a s  no l i v r o  d e  G a r e y  e  J o n h s o n  ( 1 7 ) .  Am - 

b o s  o s  a s s u n t o s ,  em a b o r d a g e m  d i d á t i c a ,  podem s e r  v i s t o s  em 

S z w a r c f i  t e r  ( 3 5 ) .  

As n o ç õ e s  a p r e s e n t a d a s  a  s e g u i r  a p a r e c e m  em Aho, Hoe 

c r o f t  e  U l lman  ( Z ) ,  B o a v e n t u r a  ( 9 )  e  S z w a r c f i t e r  ( 3 5 ) ,  e  p r g  

t endem s e r v i r  como b a s e  p a r a  a  t e r m i n o l o g i a  u s a d a  e  p r o p o s t a  

n o s  c a p T t u l o s  q u e  s e  s e g u e m .  

U m  g r a f o  é u m  p a r  G = (V ,E)  o n d e  V é um c o n j u n t o ,  e E 

um c o n j u n t o  d e  p a r e s  n ã o  o r d e n a d o s  d e  e l e m e n t o s  d i s t i n t o s  de  V .  

Os e l e m e n t o s  d e  V s ã o  chamados  v é r t i c e s  ou n ó s  e  o s  p a r e s  d e  - 
E s ã o  chamados  a r e s t a s .  

Algumas  v e z e s  é ú t i l  r e l a x a r  a  d e f i n i ç ã o  d e  g r a f o s ,  

d e  modo a  p e r m i t i r  uma a r e s t a  f o r m a d a  p o r  u m  p a r  d e  v é r t i c e s  

i d ê n t i c o s ;  t a l  a r e s t a  é chamada  l a ç o .  Uma o u t r a  e x t e n s ã o  p o s s i  - 

v e l  c o n s i s t e  em s u b s t i t u i r  o  c o n j u n t o  d e  a r e s t a s  E p o r  u m  mul - 

t i c o n j u n t o .  O e f e i t o  d e s t a  a l t e r a ç ã o  é p e r m i t i r  a  e x i s t ê n c i a  

d e  m a i s  d e  uma a r e s t a  e n t r e  o  mesmo p a r  d e  v é r t i c e s .  A e s t r u t u  - 

r a  ( V , E )  a s s i m  d e f i n i d a  é u m  - m u l t i g r a f o .  



U m  g r a f o  d i r e c i o n a d o  (ou d i g r a f o )  é u m  pa r  G = ( V , E )  

onde V é u m  c o n j u n t o  ( o s  v é r t i c e s ) ,  e  E u m  c o n j u n t o  de p a r e s  

ordenados  de v é r t i c e s  d i s t i n t o s  ( a s  a r e s t a s ) .  

E u s u a l  s e  u t i l i z a r  a  n o t a ç ã o  n = I V I  e  e  = I E I .  
- 

S e j a  G = (V,E)  u m  g r a f o .  U m  g r a f o  G '  = ( V 1 , E ' )  2 cha - 

mado u m  - s u b g r a f o  de G s e  V'GV e  E ' G E  n ( ~ '  x V ' ) .  S e ,  além 

d i s s o ,  G '  possu i  t o d a s  a s  a r e s t a s  ( v , w )  de  E t a i s  que v e  w e s  - 

t ã o  em V' e n t ã o  G' é s u b g r a f o  i n d u z i d o  p e l o  s u b c o n j u n t o  d e  v e r  - 

t i c e s  V ' .  Diz- se  que V '  induz  G ' .  

S e j a  G = (V,E)  u m  d i g r a f o .  A a r e s t a  ( v , w )  é d i t a  d e i -  

xando o  v é r t i c e  v e  chegando ao v é r t i c e  w ;  v é p r e d e c e s s o r  de  

w e  w é s u c e s s o r  de v .  O grau de  e n t r a d a  de u m  v é r t i c e  v ,  n o t a  - 
- 

do g e n t ( v ) ,  e  o  número de a r e s t a s  que chegam ao v é r t i c e  v ;  o  
- 

grau  de s a i d a  de  v ,  no tado  g s a i ( v ) ,  e  o  número de  a r e s t a s  que 

deixam o  v é r t i c e  v .  A l i s t a  de  s u c e s s o r e s  do v é r t r c e  v é chama - 

da l i s t a  de  a d j a c ê n c i a  de  v .  

Se forem r e t i r a d a s  a s  d i r e ç õ e s  das  a r e s t a s  d e  u m  d i  - 

g r a f o  G = ( V Y E )  obtém-se u m  m u l t i g r a f o  não d i r e c i o n a d o  chamado 

g r a f o  s u b j a c e n t e  a  G .  

S e j a  G = ( V , € )  u m  d i g r a f o .  Uma s e q u ê n c i a  de  v é r t i c e s  
- 

V ~ Y V ~ ,  . . . '  V k  t a l  que ( V ~ , V ~ + ~  ) E E ,  1  - j n ,  e  denominada 

caminho de v l  a v k .  Diz- se  que v l  a l c a n ç a  ou a t i n g e  v k .  U m  ca - 

minho -- de k vértices é formado por k-1 arestas .  O v a l o r  k-1 é o  compri-  

mento do caminho. Se todos  os v é r t i c e s  do caminho v , ,  . . .  , v k  
forem d i s t i n t o s ,  a  s e q ü ê n c i a  r e c e b e  o  nome de  caminho s i m p l e s .  

U m  caminho V ,  , v 2 ,  . . . , v k  é f echado  s e  v ,  = v k .  U m  caminho 

fechado  é u m  c i c l o  s e  v l  é o  ú n i c o  v é r t i c e  que o c o r r e  duas v.e - 
- 

z e s  enquanto  que os demais ocorrem uma vez cada .  U m  d i g r a f o  e  

chamado - a c T c l i c o  s e  e l e  não contém c i c l o s .  



U m  g r a f o  G = (V,E) é conexo quando e x i s t e  u m  caminho 

e n t r e  cada p a r  de v é r t i c e s  de  G ,  c a so  c o n t r á r i o  G é desconexo.  

U m  d i g r a f o  G = (V,E) é f o r t e m e n t e  conexo quando p a r a  

todo  p a r  de  v é r t i c e s  v,w E V e x i s t e  um caminho em G de v p a r a  

w e  também de w p a r a  v .  G é chamado f r acamen te  conexo ou d e s c o  

nexo conforme seu  g r a f o  s u b j a c e n t e  s e j a  conexo ou desconexo ,  

r e s p e c t i v a m e n t e .  

Componentes f r a c a m e n t e  conexos de  um d i g r a f o  G = ( V , E )  

s ã o  s u b g r a f o s  d i r e c i o n a d o s  maximais cu j o s  g r a f o s  s u b j a c e n t e s  

s ã o  conexos .  

Uma á r v o r e  e n r a i z a d a  T é u m  d i g r a f o  t a l  que exatamen - 

t e  u m  v é r t i c e  r ,  a  r a i z  da á r v o r e ,  possui  g rau  de  e n t r a d a  nulo ,  

enquanto  pa ra  t o d o s  os demais v é r t i c e s  o  grau  de  e n t r a d a  é u m .  

O v é r t i c e  da ã r v o r e  do qua l  não saem a r e s t a s  chama-se 

f o l h a .  A r e l a ç ã o  ( v , w )  é uma a r e s t a  de T é r e p r e s e n t a d a  por  

v +- w .  A r e l a ç ã o  e x i s t e  um caminho de v pa ra  w em T é r e p r e s e n  - 
* 

t a d a  por  v +- w .  Se v -+ w ,  v é o  -- pai  de w e  w é o  f i l h o  de  v .  
* 

Se v + w,  v é a n c e s t r a l  de w e  w é d e s c e n d e n t e  de  v .  Todo v é r  - 
* 

t i c e  é a n c e s t r a l  e  d e s c e n d e n t e  de s i  mesmo. Se v +- w e  v # w ,  

v é a n c e s t r a l  p r ó p r i o  de w e w é d e s c e n d e n t e  p r ó p r i o  de v .  
- 

Se T é uma á r v o r e ,  e  s u b g r a f o  de u m  d i g r a f o  G e  con - 

ti"em t odos  os v é r t i c e s  de  G ,  e n t ã o  T é uma á r v o r e  g e r a d o r a  de!G. 

U m  g r a f o  de f l u x o  é uma t r i p l a  G = ( V , E , s )  onde (V,E) 

é um d i g r a f o  e  s  é u m  v é r t i c e  e s p e c i a l  de V, chamado r a i . z ,  t a l  

que s  a l c a n ç a  t o d o s  os  v é r t i c e s  de  V .  

Uma busca em pro fund idade  é u m  p e r c u r s o  em u m  g r a f o  

de f l u x o  G = ( V , E , s ) .  A busca s e  i n i c i a  no v é r t i c e  r a i z ,  que  é 

e n t ã o  marcado. O próximo v é r t i c e  é e s c o l h i d o ,  d e n t r e  os não 

marcados ,  a  p a r t i r  d a q u e l e  mais r ecen temen te  e n c o n t r a d o  na bus - 



c a ;  uma p i l h a  u t i l i z a d a  n e s t e  p r o c e d i m e n t o .  Os v é r t i c e s  po  - 

dem s e r  n u m e r a d o s  d e  1  a  n  n a  o rdem em q u e  s ã o  a r m a z e n a d o s  na 

p i l h a ;  e s t e  r ó t u l o  é chamado p r o f u n d i d a d e  d e  e n t r a d a ,  e  n o t a d o  

P E ( v ) ,  v E V .  Os v é r t i c e s  podem também s e r  n u m e r a d o s ,  d e  n  a  1, 

a  m e d i d a  q u e  s ã o  r e t i r a d o s  d a  p i l h a ;  e s t e  o u t r o  r ó t u l o  é chama - 

do p r o f u n d i d a d e  d e  s a y d a ,  e  n o t a d o  P S ( v ) ,  v  E V .  E s t e s  r ó t u l o s  

p e r m i t e m  a  p a r t i ç ã o  d a s  a r e s t a s  d e  E em q u a t r o  c o n j u n t o s :  

( i )  a r e s t a s  d e  á r v o r e :  a r e s t a s  ( v , w )  com w n ã o  m a r c a d o  

q u a n d o  a  a r e s t a  é e x p l o r a d a .  

( i i )  a r e s t a s  d e  r e t o r n o :  a r e s t a s  ( v , w )  com w e l e m e n t o  d a  

p i l h a  q u a n d o  a  a r e s t a  é e x p l o r a d a .  

( i i i )  a r e s t a s  d e  a v a n ç o :  a r e s t a s  ( v , w )  com P E ( v )  < P E ( w )  e  

w n ã o  p e r t e n c e n t e  à p i l h a  q u a n d o  a  a r e s t a  é explorada .  

( i v )  a r e s t a s  d e  c r u z a m e n t o :  a r e s t a s  ( v  ,w) com PE(v) > PE(w) 

e  w n ã o  p e r t e n c e n t e  à p i l h a  q u a n d o  a  a r e s t a  é e x p l o -  

r a d a .  

As a r e s t a s  d e  á r v o r e  d e t e r m i n a m  uma á r v o r e ;  g e n a d o r a  T 

d e  G ,  também chamada  á r v o r e  d e  p r o f u n d i d a d e .  

O g r a f o  d e  f l u x o  G A  = ( V Y E 1 , s )  é uma d a g  ( d i r e c t  a c i c l i c  
- 

g r a p h )  d e  G s e  G A  e  obt ido  de G pela  remoção das  a r e s t a s  de r e to rno .  

Chamamos -- f e c h a m e n t o  ( r e d u ç ã o )  t r a n s i t i v o  d o  d i g r a f o  

G = (V ,E)  a o  m a i o r  ( m e n o r )  d i g r a f o  G '  = ( V , E f )  com a  mesma a1  - 

c a n ç a b i l i d a d e  d e  G ,  i s t o  é,  p a r a  t o d o  v , w  E V e x i s t e  u m  caminho 

d e  v  p a r a  w em G '  s e  !e  s o m e n t e  s e  em G e x i s t e  t a l  c a m i n h o  e  I E ' I  
- 
e  máxima ( m y n i m a ) .  

S e j a  o  g r a f o  d e  f l u x o  G = (V,E, s ) .  S e  o  v é r t i c e  d , p e r  - 

t e n c e n t e  a  V ,  s e  e n c o n t r a  em t o d o  c a m i n h o  do  v é r t i c e  s p a r a  o  
- 

v é r t i c e  v ,  d  6 chamado d o m i n a d o r  d e  v .  S e . d  !e  u m  d o m l n a d o r  d e  



v e  q u a l q u e r  o u t r o  dominador d '  de  v domina também d ,  d é cha - 

mado dominador i m e d i a t o  de v .  Cada v é r t i c e  tem u m  ún ico  domina - 

d o r  i m e d i a t o ,  s e  e l e  tem dominadores .  

D e t a l h e s  quanto  à complexidade de e spaço  em imp1:emen - 

t a ç õ e s  da busca em pro fund idade  podem s e r  e n c o n t r a d a s  em T a r  - 

jan ( 4 0 ) .  

Os a l g o r i t m o s  de d e t e r m i n a ç ã o  de dominadores  s ã o  mui - 

t o s .  Ci tamos Purdom e  Moore (31 ) ,  T a r j a n  ( 3 8 ) ,  Hecht e  Ullman 

( 2 3 )  e Harel ( 2 0 ) ,  de complexidade d e c r e s c e n t e .  

Apresentamos aqui  a l g u n s  r e s u l t a d o s  e x i s t e n t e s  na l i  - 

t e r a t u r a  s o b r e  g r a f o s  r e d u t i v e i s ,  p rocurando d i s t i n g u i r  o s  de 

r e a l  i n t e r e s s e  p a r a  a  compreensão d e s t e  t r a b a l h o .  

O c o n c e i t o  de g r a f o s  r e d u t i v e i s  f o i  a p r e s e n t a d o  em 

1970 por  A1 l e n  ( 6 )  e  Cocke ( l l ) ,  baseado na noção de intervalos.  

S e j a  G .  = ( V , E , s )  u m  g r a f o  de f l u x o .  Dado u m - v ê r t i c e  h E V ,  u m  

i n t e r v a l o  I ( h )  é o  s u b g r a f o  maximal de  e n t r a d a  Única n o  qual  h 

o  Único v é r t i c e  de e n t r a d a ,  e  no qual  todos  os caminhos f e  - 

chados contêm h .  Assim toda  a r e s t a  que chega ao i n t e r v a l o ,  c h e  - 

ga ao v é r t i c e  h .  U m  g r a f o  pode s e r  p a r t i c i o n a d o  em um Único 

c o n j u n t o  de  i n t e r v a l o s  d i s j u n t o s .  

E c l a r o  que os i n t e r v a l o s  de u m  g r a f o  de  f l u x o  G pg 

dem, por sua  v e z ,  s e r  c o n s i d e r a d o s  v é r t i c e s  d e  u m  novo g r a f o ,  

e  assim s u c e s s i v a m e n t e .  U m  g r a f o  de f l u x o  é e n t ã o  r e d u t i v e l  s e  

o  Ültimo g r a f o  d e s t a  s e q ü ê n c i a  é u m  Único v é r t i c e  sem l a ç o ;  ca - 

s o  c o n t r á r i o  é não r e d u t i v e l .  



A abordagem de  g r a f o s  r e d u t i v e i s  por i n t e r v a l o s  é r e  - 

tomada, em 1976,  por  A1 l e n  e  Cocke ( 7 )  que ap resen tam uma r o t i  - 
na e f i c i e n t e  de a n á l i s e  de f l u x o  de  dados em u m  programa.  

Aho e  Ullman ( 3 )  também u t i l i z a m  o c o n c e i t o  de i n t e r  - 

v a l o s ,  no c a p y t u l o  r e f e r e n t e  à o t i m i z a ç ã o  em c ó d i g o s ,  na a n ã l i  - 

s e  de  f l u x o  de d a d o s .  A?- é a p r e s e n t a d o  u m  a l g o r i t m o  que p a r t i  - 
- c i o n a  u m  g r a f o  de  f l u x o  em i n t e r v a l o s  d i s j u n t o s ,  e  também e  

t r a t a d a  a  conver são  de um g r a f o  não r e d u t r v e l  a  r edu tTve1 ,  por  

um p r o c e s s o  chamado c i s ã o  de n Õ s  , que c o n s i s t e  em c o p i a r  d i  - 

v e r s a s  vezes  o  n Õ  v ,  ao qual  chega mais de uma a r e s t a .  

Ainda com base  n e s t e  c o n c e i t o  Kasyanov ( 2 6 )  s e  propõe 

a  demons t ra r  q u e ,  em g r a f o s  r e d u t r v e i s ,  t odos  os s u b g r a f o s  f o r  - 

t emente  conexos possuem apenas  u m  v é r t i c e  de e n t r a d a .  

E m  1972 ,  uma t é c n i c a  d i f e r e n t e  da redução  é a p r e s e n t a  - 

t a  po r  Hecht e  Ullman ( 2 1 ) ,  a  i m e r s ã o .  U m  g r a f o  de f l u x o  é cha - 

mado imersyvel  s e  e  somente s e  e l e  pode s e r  t r ans fo rmado  . . num 

s i m p l e s  v é r t i c e ,  sem l a ç o s ,  pe la  r e p e t i d a  a p l i c a ç ã o  de  duas 
- 

t r a n s f o r m a ç õ e s  T1 e  T 2 ,  v i s t a s  a  s e g u i r ;  de o u t r a  forma e l e  e  

chamado nã.0 i m e r s 7 v e l .  

Transformação T I :  Suponha v u m  v é r t i c e  de G com u m  l a ç o .  A trans - 

formação T I  remove e s t e  l a ç o .  

Transformação T 2 :  Sejam v l  e  v 2  v é r t i c e s  em G ,  t a i s  que v l  é o 

Único p r e d e c e s s o r  de v 2 ,  e  v 2  não é o  v é r t i c e  r a i z .  A t r a n s f o r  - 

mação T2 ag rega  v ,  e  v 2  em um Único v é r t i c e  ( v 1 / v 2 )  e  r e t i r a  a  

Única a r e s t a  e n t r e  e l e s .  S e j a  w + v l  e  w # v 2 .  E x i s t e  uma a r e s  - 

t a  ( w ,  v 1 / v 2 )  s e  e x i s t i a  uma a r e s t a  ( w , v l ) ;  e x i s t e  uma a r e s t a  

( v l / v 2 ,  W )  s e  e x i s t i a  ( v l  , w ) ,  ( v 2 , w )  ou ambas. Se hav ia  a r e s t a  

( v 2 , v 1 )  e x i s t i a  u m  l a ç o  em V 1 / v p  



Todo g r a f o  i m e r s i v e l  é r e d u t i v e l  e  v i c e - v e r s a .  O a r t i  - 

go  a p r e s e n t a  a  s e g u i n t e  c a r a c t e r i z a ç ã o  d e  g r a f o s  n ã o  r e d u t i v e i s :  

S e j a  ( * )  a  n o t a ç ã o  u t i l i z a d a  p a r a  q u a l q u e r  g r a f o  r e  - 

p r e s e n t a d o  p e l a  F i g u r a  1 . 1  o n d e  a s  l i n h a s  o n d u l a d a s  r e p r e s e n  - 

tam c a m i n h o s  d i s j u n t o s  d e  v é r t i c e s ;  a ,  b ,  c  e  s s ã o  d i s t i n t o s ,  

e x c e t o  a  e  s q u e  podem s e r  c o i n c i d e n t e s .  

- F i g u r a  I . ! ] :  G s a f o  ( * )  

TEOREMA ( H e c h t  e  U l l m a n )  

Se  u m  g r a f o  d e  f l u x o  é n ã o  r e d u t T v e 1  e n t ã o  e l e  a p r e s e n t a  

um s u b g r a f o  d a  f o r m a  ( * ) .  

Em 1 9 7 4 ,  Adams,  Phe lam e  S t a r k  ( 1 )  a p o n t a m  uma a n o m a l i a  

na  p r o v a  d e s t e  t e o r e m a  e  a p r e s e n t a m  uma n o v a  p r o v a ,  m a i s  s i m -  

p l e s  d o  q u e  a  p r o v a  o r i g i n a l ,  v á l i d a  p a r a  t o d o s  o s  c a s o s .  

A i n d a  em 1 9 7 4 ,  o  t r a b a l h o  d e  H e c h t  e  U l lman  ( 2 2 )  t r a z  i m  - 

p o r t a n t e s  r e s u l t a d o s  na c a r a c t e r i z a ç ã o  d e  g r a f o s  d e  f l u x o  r e d u  - 

t ~ v e i s ,  d e n t r e  o s  q u a i s  a s  s e g u i n t e s  a s s e r t i v a s ,  q u e  s ã o  e q u i  - 



v a l e n t e s  : 

( a )  G = ( V , E , S )  é u m  g r a f o  de f l u x o  r e d u t i v e l .  

( b )  A dag D de G é ú n i c a .  

( c )  E pode s e r  p a r t i c i o n a d o  em d o i s  c o n j u n t o s  E ,  e  E 2  t a i s  

que E ,  forma a  dag de G e  p a r a  cada a r e s t a  ( v , w )  p e ~  

t e n c e n t e  a  E 2  temos v = w ou w domina v em G .  

( d )  mesmo que ( c )  e x c e t o  cada a r e s t a  ( v , w )  p e r t e n c e  a  E 2  

temos v = w ou w domina v em D .  
d 

( e )  mesmo que ( c )  e x c e t o  E 2  e  o  c o n j u n t o  de  a r e s t a s  de r e  - 

t o r n o  de uma busca em pro fund idade  de  G .  

( f )  Todo c i c l o  de G tem u m  v é r t i c e  que domina a  o u t r o s  v e r  - 

' t i c e s  do c i c l o .  

Q u a n t o  ao reconhecimento  de  g r a f o s  r e d u t T v e i s ,  T a r j a n  

( 3 9 )  a p r e s e n t a ,  em 1974,  u m  a l g o r i t m o  que r e q u e r  O(e l o g * e ) ,  

onde log*x = min { i l l o g  x - < 1 .  O a l g o r i t m o  é baseado em.uma 

busca em pro fund idade  do g r a f o  G ,  e  u t i l i z a  u m  a l g o r i t m o  de 

u n i ã o  de  c o n j u n t o s ,  pa ra  condensa r  v é r t i c e s .  E m  v i r t u d e  de  r e  - 

s u l t a d o s  mais r e c e n t e s  d e s t e  problema,  o  tempo c a l c u l a d o  por  

T a r j a n  pode s e r  d iminufdo p a r a  O(e a ( e , v ) ) ,  onde a é o  f u n c i o  - 

na1 i n v e r s o  da função  de  Ackerman. 

De q u a l q u e r  fo rma ,  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  de Hecht e  Ullman 

( 2 2 ) ,  r e l a t i v a  à dag ún ica  de  um g r a f o  r e d u t i v e l ,  j un tamen te  

com os r e s u l t a d o s  r e c e n t e s  do a1 g o r i  tmo de dominação,  menciona - 

dos na s e ç ã o  1 . 2 ,  nos fornecem u m  a l g o r i t m o  de reconhecimento  

l i n e a r  no número de  a r e s t a s .  

F i n a l m e n t e ,  uma r e v i s ã o  extremamente d i d á t i c a  s o b r e  a  

c o n c e i t u a ç ã o  de g r a f o s  r e d u t T v e i s ,  bem como a l g u n s  r e s u l t a d o s  

o b t i d o s  em a p l i c a ç õ e s  à compi lação  podem s e r  e n c o n t r a d o s  em 



Aho e  Ullman ( 5 ) .  

Q u a n t o  a  a p l i c a ç õ e s ,  é i m p o r t a n t e  mencionar  a1 guns 

t r a b a l h o s  que abordam o  desenvo lv imen to  de  a l g o r i t m o s  e s p e c y f i  - 

tos pa ra  g r a f o s  r e d u t i v e i s ,  uma vez que e s s e s  t r a b a l h o s ,  em 

sua  m a i o r i a ,  in t roduzem r e s u l t a d o s  i n t e r e s s a n t e s  dos  g r a f o s  em 

q u e s t ã o .  

E m  Aho e  Ullman ( 4 )  é abordado o  problema da l i s t a  de  

v é r t i c e s  de  g r a f o s  r e d u t i v e i s :  a  e x i s t ê n c i a  de uma s e q u ê n c i a  

de v é r t i c e s  de  comprimento O ( n  1og n )  t a l  que todos  os cami - 

nhos a c i c l i c o s  do g r a f o  s ã o  s u b s e q ü ê n c i a s  da mesma. O t r a b a -  

l h o  most ra  que t a l  s e q ü ê n c i a  e x i s t e  p a r a  g r a f o s  r e d u t i v e i s ,  e  

que pode s e r  e n c o n t r a d a  em tempo de O ( n  l og  n ) ,  s e  o  número de 

a r e s t a s  é d e O ( n ) .  P a r a  i s s o  é d e f i n i d a  uma c l a s s e  de  g r a f o s , o s  

e s p i r a i s ,  p e r t e n c e n t e  à c l a s s e  dos r e d u t i v e i s .  U m  método p a r a  
- 

a  c o n s t r u ç ã o  da l i s t a  de v é r t i c e s  de u m  g r a f o  e s p i r a l  e  a p r e  - 

s e n t a d o  e ,  em s e g u i d a ,  é f e i t a  a  g e n e r a l i z a ç ã o  p a r a  qualque,r  

g r a f o  r e d u t i v e l  . 
Caminhos a c i c l i c o s  vol tam a  s e r  abordados  em . Fang e  

Ullman ( 1 4 ) ,  d e s t a  vez  n u m  a l g o r i t m o  que e n c o n t r a  a  p r o f u n d i d a  

de  de u m  g r a f o  de f l u x o  ( i s t o  é ,  o  número máximo de  a r e s t a s  de - 

r e t o r n o  n u m  caminho a c i c l i c o ,  sendo a s  a r e s t a s  de  r e t o r n o  d e f i  - 

n i d a s  por uma busca em pro fund idade  a p l i c a d a  ao g r a f o ) .  No ca - 

s o  d e  g r a f o s  r e d u t i v e i s  a  p r o f u n d i d a d e  é i n d e p e n d e n t e  da ã r v o -  

r e  g e r a d o r a  o b t i d a .  O a r t i g o  mos t ra  que a  r e s o l u ç ã o  do p r o b l e -  

ma pa ra  u m  g r a f o  r e d u t i v e l  r e q u e r  tempo po l inomia l  enquan to  

que o  c a s o  g e r a l ,  p r o f u n d i d a d e  de  u m  g r a f o  d e  f l u x o  a r b i t r á r i o ,  
- 
e  provado s e r  NP-completo por  r edução  ao problema do caminho 

harn i l toniano  d i r e c i o n a d o .  



U m  a l g o r i t m o ,  d e  c o m p l e x i d a d e  l i n e a r ,  p a r a  c a l c u l a r  o  

c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  d e  c a r d i n a l i d a d e  min ima  q u e  i n t e r c e p t a  t o  - 

d o s  o s  c i c l o s  d e  u m  g r a f o  r e d u t i v e l  , é a p r e s e n t a d o  p o r  S h a m i r  

( 3 4 ) .  O p r o b l e m a  e  a s p e c t o s  p a r t i c u l a r e s  d e s t a  s o l u ç ã o  s ã o  r e  - 

t o m a d o s  p o r  o u t r o s  a u t o r e s ,  como v e r e m o s  no c a p i t u l o  I11 d e s t e  

t r a b a l h o .  

E f i n a l m e n t e ,  em 1 9 8 5 ,  S z w a r c f i t e r  ( 3 6 )  a p r e s e n t a  uma 

c l a s s e  e s p e c i a l  d e  g r a f o s  r e d u t i v e i s ,  chamada  r e d u t i v e i s  a  ã r -  

v o r e ,  f o r m a d a  p e l o s  g r a f o s  p a r a  o s  q u a i s  a  r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  

d a  d a g  é uma á r v o r e  e n r a i z a d a .  Os p r o b l e m a s  d e  r e c o n h e c i m e n t o ,  

i s o m o r f i s m o  e  d i g r a f o  e q u i v a l e n t e  m i n i m o  s ã o  r e s o l v i d o s  em t em - 

po p o l i n o m i a l  n o  t r a b a l h o ,  q u e  a i n d a  a p r e s e n t a  um a l g o r i t m o  - a  

p r o x i m a t i v o  p a r a  o  p r o b l e m a  d o  d i g r a f o  e q u i v a l e n t e  m i n i m o ,  no  

c a s o  g e r a l .  

Os c o n c e i t o s  a p r e s e n t a d o s  n e s t e  c a p i t u l o  s ã o  c o n h e c i  - 

d o s  e  c o n s t a m  d a s  r e f e r ê n c i a s  m e n c i o n a d a s ;  n o s  c a p 7 t u l o s  q u e  

s e  seguem a s  d e f i n i ç õ e s ,  r e s u l t a d o s  e  a l g o r i  tmos  a p r e s e n t a d o s  

s ã o  o r i g i n a i s ,  a  menos  q u e  s e j a  e x p l i c i t a m e n t e  i n d i c a d a  a  d e v i  - 

d a  a u t o r i a .  



Devido à s  p r o p r i e d a d e s  i n d u z i d a s  nos c i c l o s  de  g r a f o s  

de f l u x o  p e l a  r e d u t i b i l i d a d e , c o n s i d e r a m o s  de i n t e r e s s e  o  desen  

vo lv imen to  de a l g u n s  r e s u l  t a d o s  n e s t a  á r e a .  

A abordagem i n i c i a l  do a s s u n t o  pode s e r  v i s t a  em Hecht 

e Ullman ( 2 2 ) .  Nesse t r a b a l h o  e n t r e t a n t o ,  o  c o n c e i t o  de  loop  é 

a p r e s e n t a d o  unicamente  pa ra  g r a f o s  r e d u t í v e i s ,  o  que aqui  e v i  - 

tamos,  v i s a n d o  a  u t i l i z a ç ã o  de s u a s  p r o p r i e d a d e s  em g r a f o s  de 

f l u x o  q u a i s q u e r .  

Neste c a p T t u i o  é a p r e s e n t a d a  também uma r o t u l a ç ã o  dos 

loops  de g r a f o s  de f l u x o  r e d u t T v e i s  que nos p e r m i t e  e s t a b e l e  - 

ter r e l a ç õ e s  de  p e r t i n ê n c i a  e n t r e  os mesmos. 

NOCÓES BÁs I CAS 

S e j a  G = ( V , E , s )  u m  g r a f o  de f l u x o .  S e j a  D = ( V ,  E ' ,  s )  

uma dag de G ,  T = ( V ,  E T )  a  á r v o r e  de p ro fund idade  c o r r e s p o n  - 

d e n t e ,  e  R = E- E ' .  

S e j a  ( x , y ) &  R e  L = ( V L 9  EL) O s u b g r a f o  de G t a l  que :  

( 1 )  V L  contém x , y  e  t o d o s  os v é r t i c e s  w t a i s  que e x i s t e  um ca - 

minha de w p a r a  x  que não p a s s a  por  y .  



Ao s u b g r a f o  L chamamos s u b g r a f o  de a c e s s o  de  a r e s t a  p r i n  - 
c i p a l  ( x , y ) .  

Se t o d o s  os v é r t i c e s  de V L  s ã o  d e s c e n d e n t e s  de  y  em T d i  - 

zemos que o s u b g r a f o  de  a c e s s o  L é u m  l o o p ,  de a r e s t a  p r i n c i  -- - 

pa1 ( ~ Y Y ) .  

Exemplos: S e j a  o g r a f o  de  f l u x o  G = ( V , E , a ) .  

F igura  1 1 . 1 :  Subgra fo  de a c e s s o  F i g u r a  1 1 . 2 :  Loop L ,  de a r e s  - - - 
L ,  de a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y )  t a  p r i n c i p a l  ( x , y )  

V L  = { x , y , c , e , d , a }  V L  = { x , y , c }  

S e j a  G = (V,E,s.)  u m  g r a f o  de f l u x o  e  L = ( V L , E L ) u m  loop 

de a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y ) .  L é u m  g r a f o  de f l u x o  d e  r a i z  y .  

Sabemos, pe la  d e f i n i ç ã o  de l o o p ,  que e x i s t e  u m  caminho 

de y  pa ra  todos  os v é r t i c e s  de V L ,  uma vez que todos  descendem 



de y  na ã r v o r e  de  p r o f u n d i d a d e ;  i s t o  vem a  s e r  a  d e f i n i c ã o  de 

g r a f o  de  f l u x o  de r a i z  y ,  conforme o  c a p y t u l o  I .  

17 

S e j a  G = ( V , E , s )  um g r a f o  de  f l u x o  e  L = ( v L , E L , y )  u m  

l o o p  de a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y ) .  O l o o p  L é u n i c o .  

Sabemos,  p e l a  d e f i n i ç ã o  de  l o o p ,  que  t o d o s  o s  vér t ices  d e  

V L  s ã o  d e s c e n d e n t e s  de  y  em T ,  o  q u e  s i g n i f i c a  que  t o d o s  o s  ca  - 

minhos que  chegam ao v é r t i c e  x ,  p a r t i n d o  de s ,  passam a n t e s  pe - 

1 0  v é r t i c e  y .  I s t o  e q u i v a l e  a  d i z e r  que  y  domina t o d o s  o s  ver - 

t i c e s  de  V L ;  l o g o  a  a r e s t a  ( x , y )  p e r t e n c e  ao c o n j u n t o  R em 

q u a l q u e r  busca  c o n s i d e r a d a .  
I1 

C O R Q L ~ R I Q :  O g r a f o  de  f l u x o  G é r e d u t l ' v e l  s s e ,  Y(x,y) E R ,  
- 

o  s u b g r a f o  de  a c e s s o  L ,  de a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y ) ,  e  u m  I s o p .  

Sejam L I  = ( V ,  , L l  . Y )  e  L 2  = ( V 2 , L 2 , w ) ,  l o o p s  d e  G=(V,E,s). 

Chamamos L I ,  de  s u b - l o o p  de L p  s e  L I  é o  s u b g r a f o  d e  L p  i n d u z i  - 

do p o r  V I .  

U m  v g r t i c e  de  e n t r a d a ,  -- ou s i m p l e s m e n t e  e n t r a d a ,  de  u m  

l o o p  L = ( V L 9 E L y w )  em u m  g r a f o  de  f l u x o  G = ( V , E , s )  6 u m  v é r t i  - 



c e  y ,  a o  q u a l  chega  uma a r e s t a  ( v , y )  t a l  que  v L V L .  Se  L con-  

tem a  r a i z  s  d e  G e n t ã o  s  é também v é r t i c e  de  e n t r a d a  d e  L .  

O v g r t i c e  de  e n t r a d a  de  u m  l o o p  é ú n i c o .  

P e l o  Lema 1 1 . 2 .  

L7 

S e j a  G = ( V , E , s )  u m  g r a f o  d e  f l  

de G ,  e  R = E- E ' .  

Chamamos l o o p  minimo ao  l o o p  L 

p r i n c i p a l  ( x , y ) ,  a q u e l e  em que ( x , y )  

p e r t e n c e  a  R .  

Chamamos l o o p  máximo ao l o o p  L 

p r i n c i p a l  ( x , y ) ,  a q u e l e  que  não é sub  

g r a f o  G .  

Exempl o:  -- 

( " L  

1  oop 

V , E ' , S )  uma dag 

) , de  a r e s t a  

a r e s t a  d e  E L  que 

) , de  a r e s t a  

enhum l o o p  no 

1 oop L I  , de a res ta  principal  ( f  , c )  : 

mTn i  mo 

loop L 2 ,  de a res ta  principal ( c , b ) :  

máximo 

loop L3: de a res ta  principal  (h ,g ) :  

minimo e  máximo 

F i g u r a  1 1 . 3  



S e j a  o  g r a f o  de f l u x o  G = ( V E s )  e  os l o o p s  L = (VL,EL,y)y 

de a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y )  e  M = ( V M 3 E M  , w ) ,  de a r e s t a  p r i n c i  - 

pal ( v , w ) .  

Se o  loop  L contém o  loop M ,  sendo y  # w e  M sub- loop  má - 

ximo de L ,  e n t ã o  

Se o  loop  L contém o  loop M ,  os v é r t i c e s  v e  w s ã o  e l e -  

m e  n t o  s  d e  V -? P o  d e  RO s a3-i-r ma-~)p e4-a- d  e-f-in-i-ç-ã-o -13 3 d e -  -l -o op- u-e- L 

ambos s ã o  d e s c e n d e n t e s  de  y  numa á r v o r e  de  p r o f u n d i d a d e  de G .  

Sabemos e n t ã o ,  p e l o  lema 5 ( i v )  de T a r j a n  ( 3 8 )  que P S ( ~ )  - < P S ( w ) .  

Como y # w ,  

Suponhamos agora  que o  v é r t i c e  x p e r t e n c e  ao loop  M ( f i -  
- 

gura  1 1 . 4 ) .  Neste c a s o ,  novamente p e l a  d e f i n i ç ã o  de  l o o p ,  e  

i m e d i a t o  que w : x e  

Vejamos agora  o  c a s o  em que s e  x b V M .  Como, por  h i p ó t e s e ,  

M e s t ã  c o n t i d o  em L ,  é n e c e s s ã r i o ,  a i n d a  p e l a  d e f i n i ç ã o  de loop, 

que e x i s t a  u m  caminho de s e u s  v é r t i c e s  p a r a  x que não p a s s e  p o r  

y  ( f i g u r a  1 1 . 5 ) ;  na v e r d a d e ,  b a s t a  que e x i s t a  um caminho de  w 

para  x ,  uma vez que de q u a l q u e r  v é r t i c e  do loop podemos a t i n  - 

g i r  seu v é r t i c e  de e n t r a d a .  Sabemos que PS(w) - P S ( p ) ,  Yp & V M .  

Como M é s u b- l o o p  máximo não e x i s t e m  a r e s t a s  de r e t o r n o  n o  ca - 



minho s i m p l e s  wya l  , a 2 ,  . . . , a k y x y  p a r a  a k  E V L ,  k 2 O .  En t ão  

( w y a l ) ,  ( a l  , a 2 ) ,  e t c ,  s ã o  a r e s t a s  d a  dag de  6 .  P e l o  Lema 3  d e  

T a r j a n  ( 3 8 )  t emos :  

PS(w) < P S ( a l )  

PS ( a l  ) - < P S ( a 2 ) ,  e  a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e  

Então  PS(w) - < P S ( x )  

Po r  ( I I . 1 ) ,  ( 1 1 . 2 )  e  ( 1 1 . 3 )  podemos a f i r m a r  q u e :  

F i g u r a  1 1 . 4  F i g u r a  1 1 . 5  

LEMA I L 5 ,  

E , w )  1  oops minimos de ares  Sejam L = ( V L , E L , y )  e  M = (V, , , , ,  - 

r a s  p r i n c i p a i  s  ( x , y )  e  ( v , w ) .  Se  v L n  V,,,, # 0 e n t ã o  y  = w .  



S e j a  o  v é r t i c e  r  t a l  que r  E V L  e  r c V M .  Pe l a  d e f i n i ç ã o  
* * 

de loop sabemos que y  +- r e  w +- r .  

Suponhamos que y  # w ;  n e s t e  c a s o  y  é d e s c e n d e n t e  d e  w ou 
* * 

v i c e - v e r s a .  Sem perda de g e n e r a l i d a d e ,  assumimos que y  +- w -+ r 

( f i g u r a  1 1 . 6 ) .  

Todos os v é r t i c e s  d e  u m  loop  minimo at ingem seu v é r t i c e  

de e n t r a d a  a t r a v é s  de  s u a  a r e s t a  p r i n c i p a l ;  a s s i m ,  t o d o s  os v& - 

t i c e s  d e  V# a t ingem w sem p a s s a r  por y ,  que é a n c e s t r a l  de w .  

E s t e ,  por  sua  v e z ,  a t i n g e  r  q u e ,  como p e r t e n c e  também a  V L ,  

a t i n g e  x ,  sem p a s s a r  por  y .  

Assim, VMCVL. o  que c o n t r a r i a  a  h i p ó t e s e  p e l a  qua l  L e  

M s ã o  minimos. Logo, y  = w .  

F igura  1 1 . 6 .  



Chamamos t r a n s f o r m a ç ã o  TL a q u e l a  que c o n t r a i  o  l o o p  

L = ( V L , E L , y )  ao  v é r t i c e  y .  Todas a s  a r e s t a s  que  p a r t i a m  de  

v é r t i c e s  d e  V L  p a r t e m ,  a p ó s  a  t r a n s f o r m a ç ã o ,  d e  y ;  como L é um 

l o o p ,  não há a r e s t a  chegando  a  V L - I y l  com o r igem em v é r t i c e s  

não p e r t e n c e n t e s  a  V L .  

O g r a f o  G 1 ,  o b t i d o  ao  a p l i c a r m o s  a  t r a n s f o r m a ç ã o  T L  a o  

g r a f o  de  f l u x o  G é chamado g r a f o  c o n t r a i d o  de  G .  

Notamos G 2  o  g r a f o  c o n t r a í d o  de  G , ,  e  a s s i m  s u c e s s i v a m e n  - 

t e .  

S e j a  G = ( V , E , s )  u m  g r a f o  de  f l u x o  r e d u t i v e l  e L=(VL,EL,y) 

u m  l o o p  minimo d e  G .  A a r e s t a  (p , r)  E E, p E V L ,  r L VL, a p ó s  a  

a p l i c a ç ã o  da  t r a n s f o r m a ç ã o  T L  a o  l o o p  L p a r t e  do v é r t i c e  y  no 

g r a f o  c o n t r a i d o ,  s e n d o  e n t ã o  ( y , r ) .  

i )  Se  ( p , r )  é a r e s t a  de  r e t o r n o  em G ,  e n t ã o  P S ( y )  > P S ( r )  

em G .  

i i )  Se  ( p , r )  p e r t e n c e  ã dag de  G ,  e n t ã o  P S ( y )  < P S ( r )  em 

G. 

- 

* 
i) Como ( p , r )  é a r e s t a  de  r e t o r n o ,  r -+ p e  P S ( r )  > P S ( p )  

* 
( T a r j a n  ( 3 8 ) ) .  Como p  p e r t e n c e  a  V L ,  y  -+ p ;  e n t ã o  PS(y) > P S ( p )  

( f i g u r a  1 1 . 7 ) .  

Ora ,  r não p e r t e n c e  ao  l oop  L ,  l o g o  não s e  encontra no 



* * 
caminho da á r v o r e  y ,  . . . , p .  Assim, r + y  -+ p .  ~ o n c l u ~ m o s  en-- 

t ã o  que P S ( r )  c P S ( y ) .  

i i )  Como ( p , r )  p e r t e n c e  ã d a g ,  P S ( p )  < P S ( r ) ,  também por  
* 

T a r j a n  ( 3 8 ) .  Sabemos que y + p ,  pe l a  d e f i n i q ã o  de l o o p ;  l o g o  

P S ( y )  c P S ( p ) .  Conc lu~mos  e n t ã o  que PS(y)  < . P S ( r ) .  ( F i g u r a  

1 1 . 8 ) .  

II 

F i g u r a  11 .7  

LEMA I I J ,  

F i g u r a  1 1 . 8  

S e j a  G = (V ,E , s )  u m  g r a f o  de  f l u x o  r e d u t i v e l ,  L=(VL,EL,y) 

e M = (V , , , , ,En ,w)  loops  de  G d e  a r e s t a s  p r i n c i p a i s  ( x , y )  e ( v , w ) .  

S e j a  G i  o  g r a f o  c o n t r a í d o  de  G t a l  que M 5 loop  mínimo 

de G i .  As a r e s t a s  p r i n c i p a i s  de L e  M em G i  s ã o  ( x i , y )  e (vi,w). 

Se o  loop  L contém o loop  M ,  sendo M s u b- l o o p  máximo de 

L ,  e n t ã o :  



i )  s e  y  # w, P S ( y )  P S ( w )  - < P S ( x i )  

i i )  s e  y  = w ,  P S ( v i )  < P S ( x i )  

i )  S a b e m o s  p e l o  Lema 1 1 . 4  q u e  P S ( y )  < P S ( w )  - < P S ( x ) .  S e  

x i  = X ,  e s t á  p r o v a d o .  S e  x i  # x  s i g n i f i c a  q u e  o  v é r t i c e  x  s e  

e n c o n t r a v a  em l o o p s  c o n t i d o s  em L ,  q u e  s u c e s s i v a m e n t e  f o r a m  

s e n d o  c o n t r a í d o s ,  r e s u l t a n d o ,  em G i y  n o  v é r t i c e  x i .  S e  w p e r t e n  - 

c i a  t a m b é m  a  e s t e s  l o o p s ,  w e r a  o b r i g a t o r i a m e n t e  o  p r ó p r i o  v é r  - 

t i c e  d e  e n t r a d a  d e s t e s ,  uma v e z  q u e  e x i s t i n d o  a  a r e s t a  ( v i , w )  

em G i  f i c a  c l a r o  q u e  w n ã o  f o i  c o n t r a i d o .  E n t ã o  x i  = w e ,  n a t u  - 

r a l m e n t e ,  a  a s s e r t i v a  P S ( y )  < P S ( w )  - < P S ( x i )  é v á l i d a  ( F i g u r a  

1 1 . 9 ) .  

L o o p  K ,  d e  a r e s t a  p r i n -  

c i p a l  ( a , w )  ( a  s e r  c o n -  

t r a í d o ) .  

F i g u r a  1 1 . 9  

( b )  Após  a  c o n t r a ç ã o  

S e  w n ã o  p e r t e n c e  a o s  l o o p s  c o n t r a i d o s ,  em G i  w é v é r t i  - 

c e  d e  e n t r a d a  d o  l o o p  M ,  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( v i  , w ) ,  s u b - l o o p  



máximo d e  L .  O l e m a  1 1 . 4  p o d e  s e r  a p l i c a d o  d i r e t a m e n t e  a o  g r a  

f o  G i  e t e m o s  P S ( y )  < P S ( w )  - < P S ( x i )  ( F i g u r a  1 1 . 1 0 ) .  

F i g u r a  1 1 . 1 0 .  

i i )  S e  v i  é a n c e s t r a l  d e  x i  na á r v o r e  d e  p r o f u n d i d a d e ,  

d e  i m e d i a t o  podemos  a f i r m a r  p e l o  Lema 5 ( i v )  d e  T a r j a n  ( 3 8 )  q u e  

P S ( v i )  - < P S ( x i )  ( F i g u r a  1 1 . 1 1 ) .  Quando i s t o  n ã o  o c o r r e ,  como 

M e s t á  c o n t i d o  em L ,  e x i s t e  u m  c a m i n h o  d e  v i  p a r a  x i  q u e  n ã o  é 

o  d a  á r v o r e .  E s t e  c a m i n h o  p a s s a  o b r i g a t o r i a m e n t e  p o r  v i  p o r q u e  

a  a r e s t a  p r i n c i p a l  do  l o o p  M n ã o  p o d e  s e r  u t i l i z a d a  para  c h e g a r  

a  y ( e  o s  c a m i n h o s  p a r a  x i  n ã o  p a s s a m  p o r  y ,  p o r  d e f i n i ç ã o ) .  To - 

d a s  a s  a r e s t a s  d o  c a m i n h o  p e r t e n c e m  e n t ã o  ã d a g .  P e l o  Lema 11.6 

a s  a r e s t a s  no  g r a f o  c o n t r a i d o  mantêm a s  r e l a ç õ e s  d a  p r o f u n d i d a  - 

d e  d e  sa7 'da  d e  seus  v é r t i c e s  em G ;  o  r a c i o c i n i o  é e n t ã o  a n ã 1 0  - 

g o  a o  a p r e s e n t a d o  no  Lema 1 1 . 4 ,  d e s t a  v e z  p a r a  o  c a m i n h o  

v i  . . . x i .  Temos e n t ã o  P S ( v i )  - P S ( x i ) .  Como Vi # X i ,  

P S ( v i )  < P S ( x i )  ( F i g u r a  1 1 . 1 2 ) .  

II 



Após a  c o n t r a ç ã o  

X i  = C 

V i  = b  

Após a  c o n t r a ç ã o  

X i  = b  

v i  = a  

F i g u r a  1 1 . 1 2  

S e j a  G = ( V Y E y s )  u m  g r a f o  d e  f l u x o  r e d u t i v e l  e  L o  

c o n j u n t o  d e  G .  Os Lemas 1 1 . 4  e  1 1 . 7  n o s  f o r n e c e m  a s  c o n d i ç õ e s  

n e c e s s á r i a s  p a r a  a  c o n t i n ê n c i a  d e  l o o p s  em G .  De p o s s e  d e s t a s  

c o n d i ç õ e s  podemos  e n t ã o  e s t a b e l e c e r  a  f u n ç ã o  p r o f u n d i d a d e  d e  

c o n t i n ê n c i a  ( n o t a d a  PC) q u e  tem como domin4:o o  c o n j u n t o  d e  

l o o p s  L e  c o n t r a - d o m i n i o  o  c o n j u n t o  d e  n a t u r a i s  IN, em s u a  o r  - 

dem u s u a l .  E s t a  r e l a ç ã o  p r e s e r v a  a s  r e l a ç õ e s  d e  o rdem no  s e n t i  - 

do em q u e  L I  => P C ( L , )  - < P C ( L 2 ) ,  L 1  , L 2 - & L ,  o b s e r v a n d o - s e  
d 

q u e  a  o rdem d o s  n a t u r a i s  é t o t a l  e n q u a n t o  a  o rdem d o s  l o o p s  e  

p a r c i a l  . 
A p r e s e n t a m o s  a  s e g u i r  o  a l g o r i t m o  D P C ,  q u e  d e t e r m i n a  

P C ( L ) ,  YLE L .  A e n t r a d a  d o  a l g o r i t m o  é o  g r a f o  d e  f l u x o  r e d u t ?  - 

v e l  G = ( V , E , s )  e  a  s a T d a ,  a  r o t u l a ç ã o  d o s  l o o p s .  



O a l g o r i t m o  c o n s t a  d o s  s e g u i n t e s  p a s s o s :  

PASSO 1; A p l i c a r  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  a  G .  R o t u l a r  a r e s t a s  d e  

r e t o r n o  R I  , R 2 . .  . . , R,. 

S a b e m o s ,  p e l o  Lema 1 1 . 2  q u e ,  s e n d o  G r e d u t í v e 1 , o s  s u b  - 

g r a f o s  d e  a c e s s o  d e t e r m i n a d o s  p o r  s u a s  a r e s t a s  d e  r e t o r n o  s ã o  

l o o p s ,  l o g o  ú n i c o s .  A b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  é s u f i c i e n t e  p a r a  

d e t e r m i n á - l o s .  

PASSO 2: G c ,  g r a f o  c o n t r a i d o  d e  G ,  i n i c i a l m e n t e  é i g u a l  a  G .  

PASSO 3: D i s t r i b u i r  R I  , R 2 ,  . . . , R, p o r  l i s t a s ,  s e g u n d o  a  p r o -  

f u n d i d a d e  d e  s a í d a  d o  v é r t i c e  d e  e n t r a d a  d o  l o o p ;  a  l i s t a  A i  

p o s s u i  t o d a s  a s  a r e s t a s  d e  r e t o r n o  q u e  chegam a o  v é r t i c e  v  t a l  

q u e  P S ( v )  = i .  

E s t a  d i s t r i b u i ç ã o  tem p o r  f i n a l i d a d e  ' d i s t i n g u i r  o s  

l o o p s  d e  f o r m a  a a d e q u á - l o s  a o s  c a s o s  ( i )  e  ( i i )  do Lema 11.7.  

PASSO 4: N e s t e  p a s s o  a  t r a n s f o r m a ç ã o  Y L  é a p l i c a d a  s u c e s s i v a -  

m e n t e  a o  g r a f o  c o n t r a i d o  G c  p a r a  o s  l o o p s  c o n s i d e r a d o s  d o  s e  - 

g u i n t e  modo: a s  l i s t a s  A i ,  1  - < i  - n ,  s ã o  p e r c o r r i d a s  em o rdem 

d e c r e s c e n t e  d e  i .  P a r a  c a d a  l i s t a  n ã o  v a z i a ,  o s  l o o p s  s ã o  o r d e  - 

n a d o s  ( o r d e m  c r e s c e n t e )  s e g u n d o  a  p r o f u n d i d a d e  d e  s a i d a  do  v é r  - 

t i c e  d e  o n d e  p a r t e  a  a r e s t a  p r i n c i p a l ,  v é r t i c e  e s t e  d e v i d a m e n -  

t e  a t u a l  i z a d o  p . e l a s  c o n t r a ç õ e s  q u e  p a s s o u .  E s t a  o r d e n a ç ã o  d e i  

c o r r e  do  Lema 1 1 . 7 .  De a c o r d o  com a  s e q ü ê n c i a  e s t a b e l e c i d a  o s  

v é r t i c e s  d o s  l o o p s  s ã o  s u c e s s i v a m e n t e  s e p a r a d o s  d e  G c  e  o  r Õ t u  - 

1 0  P C  é a t r i b u i d o  a  c a d a  l o o p .  Loops  r e p e t i d o s ,  i s t o  é ,  i g u a i s ,  

r e c e b e m  o  mesmo v a l o r  d e  P C  e ,  s e  d e s e j a d o ,  a s  d u p l i c a t a s  p o -  



dem s e r  i g n o r a d a s .  O c o n j u n t o  d e  l o o p s  d a  l i s t a  é e n t ã o  c o n -  

t r a í d o ,  s e n d o  G c  a t u a l i z a d o .  

S e j a  o  g r a f o  G ,  a o  q u a l  a p l i c a  

h 

r emos  o  a l g o  r i t m o  D P C .  

VJ F i g u r a  I 

R o t u l a ç ã o  d a s  a r e s t a s  d e  r e t o r n o :  

R I  = ( e , c )  a r e s t a  p r i n c i p a l  d o  l o o p  L I  

R 2  = ( e , a )  a r e s t a  p r i n c i p a l  d o  l o o p  L 2  

R 3  = ( f , c )  a r e s t a  p r i n c i p a l  do l o o p  L j  

R 4  = ( f , a )  a r e s t a  p r i n c i p a l  do  l o o p  L 4  

R 5  = ( g , c )  a r e s t a  p r i n c i p a l  d o  l o o p  L 5  

D i s t r i b ~ a i ç ã o  d a s  a r e s t a s  d e  r e t o r n o  p o r  l i s t a s :  

A1 = R4 

A3 = R 1  9 R 3 3  R 5  

As d e m a i s  l i s t a s  s ã o  v a z i a s .  



Ordenação  d a s  l i s t a s :  

L i s t a  A 3 :  R1 = ( e , c )  = ( 7 , 3 )  

R 3  = ( f , c )  = ( 5 , 3 )  

R 5  = ( g , c )  = ( 4 , 3 )  

A t r i b u i ç ã o  da  p r o f u n d i d a d e  d e  c o n t i n ê n c i a :  

v é r t i c e s  do g r a f o  G :  a  b c d  e  f  g  

V é r t i c e s  do g r a f o  G c :  a  b  c  c c  c  c  

L i s t a  A l :  R 2  = ( c , a )  = ( 3 , l )  

R 4  = ( c , a )  = ( 3 , l )  

A t r i b u i ç ã o  da p r o f u n d i d a d e  d e  c o n t i n e n c i a :  

PC(L2)  = 4  

P C ( L 4 )  = 4  

V é r t i c e s  do g r a f o  G :  a b c  d  e  f  g  

V é r t i c e s  do g r a f o  G c :  a  a  a  a  a a  a  

2  
O a l g o r i t m o  D P C  é de  O(n ) .  

PROVA 

0s  p a s s o s  1 ,  2 e  3  do a l g o r i  tmo s e  reduzem a  s i m p l e s  p e r  

c u r s o s  de a r e s t a s  s endo  e n t ã o  de  O ( e > ) .  No p a s s o  4 a s  c o n t r a  - 



- 
ç õ e s  d e  l o o p s  s ã o  f e i t a s  p a r a  c a d a  l i s t a ,  i s t o  e ,  t o d o s  o s  

l o o p s  q u e  p o s s u e m  o  mesmo v é r t i c e  d e  e n t r a d a  s ã o  c o n t r a i d o s  d e  

uma sÕ v e z .  A c a d a  d o n t r a ç ã o  o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  d e v e  s e r  

a t u a l i z a d o ;  c a d a  v é r t i c e  p o d e  e n t ã o  s e r  a l t e r a d o  O ( n )  v e z e s .  

2  Como t e m o s  n  v é r t i c e s ,  o  p a s s o  4 é d e  O(n ) ;  e s t e  p a s s o  e  d e  

2 c o m p l e x i d a d e  d o m i n a n t e  no a l g o r i t m o ,  q u e  é e n t ã o  d e  O(n  ) .  

I2 
O r ó t u l o  PC, a t r i b u i d o  p e l o  a l g o r i t m o  DPC n o s  p e r m i t e ,  

d a d o s  o s  l o o p s  L1  e  L 2  d e  um g r a f o  d e  f l u x o  r e d u t i v e l  , d i z e r  que 

s e  L l C L 2  e n t ã o  P C ( L l )  < P C ( L 2 ) .  E s t e  r ó t u l o  é s u f i c i e n t e  s e  

n e c e s s i t a m o s ,  p o r  e x e m p l o ,  a  g a r a n t i a  d e  a n a l i s a r  s u c e s s i v a m e n  - 

t e  1  o o p s  m í n i m o s ;  n ã o  n o s  p e r m i t e  e n t r e t a n t o  a f i r m a r  que Ll CL2. 

Com e s t a  f i n a l i d a d e  t e m o s  e n t ã o  o  a l g o r i t m o  q u e  c o n s t r ó i  o  g r a  

f o  d e  c o n t i n ê n c i a  p a r a  o s  l o o p s  d e  G ,  a l g o r i t m o  G C .  

Na r e a l i d a d e ,  o  a l g o r i t m o  G C  é e x t r e m a m e n t e  s i m p l e s :  

s u a  e n t r a d a  é a  l i s t a  L , ,  L 2 , .  . * ,  Ld  d e  l o o p s  d i s t i n t o s ,  f o r n e  - 

c i d a  p e l o  a l g o r i t m o  D P C ,  e s u a  s a í d a ,  o  g r a f o  G L  = ( V L y E L )  on  - 
- 

d e  c a d a  v é r t i c e  d e  V L  e u m  l o o p  d i s t i n t o  d e  G e  E L y  c o n j u n t o  
- 

d e  a r e s t a s ,  é t a l  q u e  e x i s t e  a  a r e s t a  ( L i , L j )  s e  L i  e  s u b - l o o p  

d e  L .  em G .  O a l g o r i t m o  s e  r e s u m e  a o  p e r c u r s o  d e s t e s  l o o p s  em 
J 

G ,  d o  q u a l  r e t i r a m o s  p r e v i a m e n t e  a s  a r e s t a s  d e  r e t o r n o  q u e  s ã o  

a r e s t a s  p r i n c i p a i s  d e  l o o p s  s u p é r f l u o s ,  c r i a n d o  a r e s t a s  em G L  

p a r a  c a d a  s u b - l o o p  e n c o n t r a d o .  O g r a f o  G L . é  o  f e c h a m e n t o  t r a n  - 

s i t i v o  da  r e l a ç ã o  d e  c o n t i n ê n c i a  d o s  l o o p s  d e  G .  



S e j a  o  g r a f o  G ,  j á  u t i l i z a d o  

e  a o  q u a l  a p l i c a r e m o s  o  a l g o r i t m  

como e x e m p l o  no  a l g o r i t m o  D P C ,  

o  G C .  

L i s t a  d e  l o o p s  d i s t i n t o s ,  f o r n e c i d a  p e l o  a l g o r i t m o  D P C :  L5 ,  

L g .  L ,  9 L 2  

R e t i r a r  a r e s t a  d e  r e t o r n o  ( f  , a )  

P e r c u r s o  d o s  l o o p s :  

L 5 '  de  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( g , c )  



L 3 ,  de a r e s t a  p r i n c i p a l  ( f , c )  

( c )  :L3 

L1 ' de a r e s t a  p r i n c i p a l  ( e , c )  

Ares t a  i n c l u í d a  em G L :  ( L 3 , L 1 )  

L 2 >  de a r e s t a  principal ( e , a )  

( e )  : L  
2 



A r e s t a s  i n c l u í d a s  em G L :  ( L 5 . L 2 ) .  ( L 3 , L 2 ) ,  ( L 1 , L 2 )  

G r a f o  G L :  

F i g u r a  1 1 . 1 4  

S e j a  G = ( V ~ E ~ S )  u m  g r a f o  de  f l u x o  r e d u t T v e 1 .  O número 

de  l o o p s  d i s t i n t o s  em G é de  O ( n ) .  

J á  v imos ,  no lema 1 1 . 8 ,  que  s ã o  f e i t a s  Ú ( n )  c o n t r a ç õ e s  

n u m  g r a f o  G ,  uma p a r a  cada  l i s t a  A i  de a r e s t a s  de  r e t o r n o  náo 

v a z i a .  S e j a  a  l i s t a  A i ,  t a l  que P S ( y )  = i ,  y ~  V .  De u m  v é r t i c e  

v ,  p e r t e n c e n t e  a  u m  l o o p  d e s t a  l i s t a ,  s 6  p a r t e  uma a r e s t a  de  

r e t o r n o  p a r a  y ;  p a r a  a  c o n t r a ç ã o  de  uma l i s t a  podem c o r r e s p o n  - 

d e r  e n t ã o  t a n t o s  l o o p s  d i s t i n t o s  q u a n t o s  s ã o  o s  v é r t i c e s  c o n s i  - 

d e r a d o s  n e s t a  c o n t r a ç ã o .  O r a ,  c ada  v é r t i c e  é c o n s i d e r a d o  a p e-  

nas  uma vez  a n t e s  de  s e r  c o n t r a i d o ;  a s  o u t r a s  a r e s t a s  de  r e t o r  - 

no q u e  p a r t i a m  d e s t e s  v é r t i c e s  passam a  p a r t i r  t o d a s  d e  y ,  p e  

l a  t r a n s f o r m a ç ã o  T L  ( F i g u r a  11 .15  ) .  Sendo a s s i m  cada  v é r t i c e  

pode d a r  o r i gem a  u m  l o o p  d i s t i n t o ,  o  que  nos  dá  O(n )  loops d i s  - 

t i n t o s .  



( a )  A n t e s  da  c o n t r a ç ã o :  k 

l o o p s  d i s t i n t o s .  

F i g u r a  1 1 . 1 5  

O a l g o r i t m o  G C  é d e  O ( n . e ) .  

PROVA 

( b )  D e p o i s  da  c o n t r a ç ã o  

P e l o  l ema  1.1.9 s a b e m o s  q u e  e x i s t e 1 3  Ú ( n )  l o o p s  d i s t i n t o s .  

Como p a r a  c a d a  u m  d e l e s  p e r c o r r e m o s  ~ ( e )  a r e s t a s  n a  d e t e r m i , n a -  

ç ã o  d o  l o o p ,  o  a l g o r i  tmo é Ú ( n . e ) .  



S e j a  um d i g r a f o  G ' =  ( V y E )  e  o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  V ' ,  

V ' C V ,  t a l  q u e  V' c o n t é m  no mín imo  u m  v é r t i c e  d e  c a d a  c i c l o  d e  

G e  é d e  c a r d i n a l i d a d e  m i n i m a .  Chamamos o  c o n j u n t o  V '  d e  con  

j u n t o  d e  v e r t i c e s  d e  b l o q u e i o  d e  c i c l o s  ( e  n o t a m o s  CVBC). 

E m  1 9 7 2 ,  Karp  ( 2 5 )  m o s t r o u  q u e  e n c o n t r a r  t a l  c o n j u n t o  

e u m  p r o b l e m a  N P- c o m p l e t o .  E m  1 9 7 6 ,  F r a n k  e  G y á r f á s  ( 1 5 )  a p r e  - 

s e n t a m  o  s e g u i n t e  r e s u l t a d o  t e ó r i c o  q u e  f o r n e c e  i m p o r t a n t e  s u b  - 

s y d i o  p a r a  o  e s t u d o  d e  s u b p r o b l e m a s :  

TEOREMA I I I 1 1 ,  
- 

O número  máximo d e  c i c l o s  e l e m e n t a r e s  d i s j u n t o s  d e  v e r  - 

t i c e s  é i g u a l  c a r d i n a l i d a d e  mynima d e  u m  c o n j u n t o  d e  b l o q u e i o  

d e  c i c l o s  s e  o  g r a f o  G é u m  g r a f o  d e  f l u x o  r e d u t i v e l .  13 
B a s e a d o  n e s t e  r e s u l t a d o  G y ã r f á s  ( 1 9 )  a p r e s e n t a  u m  a l g o  - 

r i t m o  p a r a  o  c á l c u l o  do  C V B C  d e  u m  g r a f o  d e  f l u x o  r e d u t i v e l .  O 

a l g o r i  t m o ,  d e  e x t r e m a  s i m p l i c i d a d e ,  é o  s e g u i n t e :  

A l g o r i  tmo d e  G y ã r f á s :  

P a s s o  O :  S e j a  T uma á r v o r e  g e r a d o r a  d e  G d e  r a i z  p .  

P a s s o  1 :  P a r e  s e  T n ã o  tem a r e s t a s .  



P a s s o  2 :  E s c o l h a  u m  v é r t i c e  y mínimo t a l  que e x i s t e  uma a r e s t a  

( x , y )  com x  < y ( c o n s i d e r a n d o  uma ordem p a r c i a l  d e f i n i d a  em T ) .  

P a r e  s e  t a l  y não e x i s t e .  

P a s s o  3 :  R e t i r e  y e  a  s u b - á r v o r e  d e  r a i z  y de  T .  A á r v o r e  r e  - 

s u l  t a n t e  6 c o n s i d e r a d a  T .  

P a s s o  4 :  y é c o l o c a d o  no C V B C  e  v o l t e  a o  p a s s o  1 .  

E s t e  a l g o r i  tmo e n t r e t a n t o  a p r e s e n t a  u m  i n c o n v e n i e n t e ,  

uma vez  que não e n c o n t r a  o  C V B C  p a r a  q u a l q u e r  g r a f o  r e d u t i v e l .  

Ao r e t i r a r  a  s u b - á r v o r e  de  r a i z  y o  a l g o r i t m o  pode r e t i r a r  o  

v é r t i c e  de  p a r t i d a  de  uma a r e s t a  ( v , w )  com v < w e w > y ,  i s t o  
- 
e ,  uma a r e s t a  que  a i n d a  não f o i  c o n s i d e r a d a  e  d e v e  s e r ,  como 

p o r  exemplo o  g r a f o  da F i g u r a  1 1 1 . 1  . 

F i g u r a  111.1  



E m  1 9 7 9 ,  S h a m i r  ( 3 4 )  a p r e s e n t a  u m  a l g o r i t m o  l i n e a r  p a r a  

e n c o n t r a r  o  C V B C  d e  g r a f o s  d e  f l u x o  r e d u t i v e i s .  E s t e  a l g o r i t m o  

r e s o l v e  também o  C V B C  d e  a l g u n s  g r a f o s  n ã o  r e d u t í v e i s  q u e ,  e n  - 

t r e t a n t o ,  n ã o  s ã o  d e f i n i d o s  no  t r a b a l h o ,  uma v e z  q u e  e s t a  s o l u  - 

ç ã o  d e p e n d e  d a  o r d e m  d a s  a r e s t a s  c o n s i d e r a d a s .  P o r  e x e m p l o ,  o  

g r a f o  G d a  F i g u r a  1 1 1 . 2  é s o l u c i o n a d o  q u a n d o  a  ordem d a s  a r e s -  

t a s  c o n s i d e r a d a  no  a l g o r i t m o  é ( a , b ) ,  ( b , f ) ,  ( f  , b ) ,  ( b , c ) ,  ( c y d ) ,  

( d , e ) ,  ( e , d ) ,  ( e , f ) ,  ( a , c ) ,  e n q u a n t o  q u e ,  c o n s i d e r a n d o  a  o rdem 

d e  a r e s t a s  ( a , c ) ,  ( c d ) ,  ( d , e ) ,  ( e , f ) ,  ( f  , b ) ,  ( b , f ) ,  ( b Y c ) , ( e y d ) ,  

( a , b ) ,  o  a l g o r i t m o  é i n t e r r o m p i d o  sem f o r n e c e r  s o l u ç ã o .  

F i g u r a  1 1 1 . 2  

Rosen  ( 3 2 )  c r i t i c a  e s t a  a b o r d a g e m  e  s u g e r e  u m  a l g o k i t m o  

também l i n e a r ,  q u e  é uma m o d i f i c a ç ã o  do  a l g o r l t m o  d e  S h a m i r , p a  - 

r a  o  p r o b l e m a  em q u e s t ã o  em u m  g r a f o  d e  f l u x o  q u a l q u e r .  F r i s e -  

s e  q u e ,  o b v i a m e n t e ,  o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  e n c o n t r a d o  p o d e  n ã o  

s e r  mTnimo. Na v e r d a d e ,  o  a l g o r i t m o  d e  Rosen e n c o n t r a  d o i s  c o n  - 



j u n t o s ,  S1  e  S p ,  t a i s  q u e  o  c o n j u n t o  S = S 1 U S 2  é um c o n j u n t o  

q u e  i n t e r r o m p e  o s  c i c l o s  d o  g r a f o  e  ISI/zICVBCI - < / S I  I + 1s21 = 151. 

F i n a l m e n t e ,  em 1 9 8 5 ,  Wang e t  a l i i  ( 4 2 )  a p ~ e s e n t a r n  

uma n o v a  c l a s s e  d e  d i g r a f o s ,  o s  g r a f o s  c i c l i camen te  r e d u t i v e i s ,  

p a r a  o s  q u a i s  o  C V B C  p o d e  s e r  e n c o n t r a d o  em t e m p o  p o l i n o m i a l .  

E s t a  c l a s s e  n ã o  é r e s t r i t a  a  g r a f o s  d e  f l u x o  e  o  t r a b a l h o  mos - 

t r a  q u e  n ã o  e x i s t e  r e l a ç ã o  d e  inc lusão  e n t r e  a  c l a s s e  e o s  g r a  - 

f o s  d e  f l u x o  r e d u t T v e i s .  

A i n d a  m e n c i o n a n d o  s u b p r o b l e m a s ,  s e g u n d o  G a r e y  e J o h n  - 

s o n  ( l i ) ,  e n c o n t r a r  o  C V B C  é p r o b l e m a  N P- c o m p l e t o  p a r a  d i g r a f o s  

c u j o s  g r a u s  d e  e n t r a d a  e s a i d a  d o s  v é r t i c e s  n ã o  u l t r a p a s s a m  

2 ,  bem como p a r a  d i g r a f o s  p l a n a r e s  c u j o s  g r a u s  d e  e n t r a d a  e  

s a í d a  d o s  v é r t i c e s  n ã o  u l t r a p a s s a m  3 .  

2  N e s t e  c a p ? t u l o  a p r e s e n t a m o s  um a l g o r i t m o  d e  O ( n e  ) pa - 

r a  o  c á l c u l o  d o  C V B C  d e  um g r a f o  d e  f l u x o  p e r t e n c e n t e  5 c l a s s e  

d o s  g r a f o s  q u a s e - r e d u t i v e i s ,  d e f i n i d a  a q u i .  U m  g r a f o  d e  f l u x o  

r e d u t i v e l  é um g r a f o  q u a s e - r e d u t i v e l ,  e ,  n e s t e  c a s o  p a r t i c u l a r ,  

o  a l g o r i t m o  é l i n e a r .  

Como j á  v i m o s  no  C a p í t u l o  I ,  H e c h t  e  U l lman  ( 2 1 )  n o s  

a p r e s e n t a m  o  s e g u i n t e  r e s u l  t a d o  : 

S e j a  ( * I  a  n o t a ç ã o  u t i l i z a d a  p a r a  o s  g r a f o s  d e  f l u x o  r e  - 

p r e s e n t a d o s  na  F i g u r a  1 1 1 . 3 ,  o n d e  a s  l i n h a s  o n d u l a d a s  r e p r e  - 

s e n t a m  c a m i n h o s  d e  v é r t i c e s  d i s j u n t o s  ( e x c e t o  a s  e x t r e m i d a d e s )  



e  o s  v é r t i c e s  a ,  b ,  c  e  s  s ã o  d i s t i n t o s ,  e x c e t o  a  e  s  que  po- 

dem c o i n c i d i r .  

F i g u r a  1 1 1 . 3  

TEOREMA I I I , 2 ,  (Teorema de  C a r a c t e r i z a ç ã o )  

U m  g r a f o  de  f l u x o  é não r e d u t r v e l  s s e  e l e  contém ( * ) .  

U m  g r a f o  ( * )  6 chamado e l e m e n t a r  s e  não contém um s u b -  

g r a f o  ( * ) .  

S e j a  o  g r a f o  G :  

F i g u r a  111.4. 



O g r a f o  G não é e l e m e n t a r .  O s u b g r a f o  de  G ,  d e  v é r t i c e s  

{ b y c y d y e l  e  a r e s t a s  { ( b , c ) , ( b , d ) , ( d , e ) , ( e , c ) )  é e l e m e n t a r .  

S e j a  G = ( V y E 9 s )  u m  g r a f o  de  f l u x o .  Chamamos g r a f o  depu --- - A 

r a d o  d e  G ,  e  notamos = ( \ , E ) ,  ao  c o n j u n t o  de s u b g r a f o s  de f l u  - 

xo de  G ,  G i  = ( V i y  E i  , s i ) ? i  > 1 ,  t a i s  que  V i  = Iv lPE( s i )  - < P E ( v )  

e  v / V . , j  < i 1  e  E i  =En(Vi x V i ) ,  que r e s u l t a  da s u b t r a ç ã o  d e  vér -  
J 

t i c e s  ou a r e s t a s  de  G .  

Exemplo: -- 
A A 

S e j a  o  g r a f o  G = (V,E,s )  e  s e u  g r a f o  d e p u r a d o  E = ( V , E ) ,  

a pós  a  r e t i r a d a  do v é r t i c e  a  e  da a r e s t a  ( e , f ) .  

A A 

( b ) :  6 = ( V , E )  

( a ) :  G = ( V , E , s )  

F i g u r a  111.5 



Uma s e q ü ê n c i a  de c o r t e  S de  u m  g r a f o  de f l u x o  G=(V,E,s) 

e  uma s q q u ê n c i a  de v é r t i c e s  ( y l  . y 2 .  . . . , y k )  t a l  que y i  é vér- 

t i c e  de e n t r a d a  de u m  loop  mínimo L i  em G i m l Y  pa ra  G O  = G e  

- 
'i - (G? - L i ) .  

d 

Uma s e q ü ê n c i a  de c o r t e  é comple ta  s e  G k  e  a c i c l i c o  ou 

v a z i o .  

U m  g r a f o  de f l u x o  G = (VyEys) é q u a s e - r e d u t i v e l  s e  e  s o  
- - - 

mente s e  s u a s  s e q ü ê n c i a s  de  c o r t e  s ã o  c o m p l e t a s .  

Exempl o  : 

Grafo  q u a s e - r e d u t i v e l .  Seqüência  de  

Fi:gu r a  I I I .  6 

I 

c o r t e :  ( e , b )  



U m  g r a f o  d e  f l u x o  G = ( V , E , s )  p o s s u i  s e q ü ê n c i a s  d e  c o r  - 

t e  c o m p l e t a s  s e ,  p a r a  c a d a  G i  d e s t a s  s e q u e n c i a s ,  u m  s u b g r a f o  

( * )  e l e m e n t a r  p o s s u i  p e l o  menos  um l o o p .  

Tomemos a  s e q u ê n c i a  S i .  P a r a  q u e  e s t a  s e q u ê n c i a  d e  c o r  - 

t e  s e j a  c o m p l e t a  é n e c e s s ã r i o  q u e  a  c a d a  p a s s o  t e n h a m o s  um loop 

m7nimo p a r a  r e t i r a r .  S e  t o d o s  o s  s u b g r a f o s  d e  a c e s s o  d o  l o o p  G 

s ã o  l o o p s  ( e  o  g r a f o  G r e d u t í v e l ) ,  i s t o  o b v i a m e n t e  a c o n t e c e ,  

uma v e z  q u e  a  r e t i r a d a  d e  um l o o p  i n t e r c e p t a  o  l o o p  q u e  o  con  - 

tém, t r a n s f o r m a n d o - o  num s u b g r a f o  a c 7 c l  i c o  ( F i g u r a  I I I . 7 ) ,  ou 

n ã o  i n t e r f e r e  n e s t a  e s t r u t u r a ,  p o r q u e  o s  v é r t i c e s  r e s t a n t e s  con - 

t i n u a m  s e n d o  d o m i n a d o s  p e l o  v é r t i c e  d e  e n t r a d a  d o  l o o p  não  m í  - 

nimo ( F i g u r a  1 1 1 . 8 ) .  

F i g u r a  1 1 1 . 7  F i g u r a  1 1 1 . 8  



Caso i s t o  não  a c o n t e ç a  sabemos q u e ,  n u m  dado  G i ,  e x i s t e  

u m  s u b g r a f o  ( * )  que  podemos s u p o r ,  sem p e r d a  de  g e n e r a l i d a d e ,  

e l e m e n t a r .  Como a  s e q u e n c i a  Si  é c o m p l e t a , e s t e  s u b g r a f o  d e v e  

s e  t r a n s f o r m a r  n u m  g r a f o  a c i c l i c o  ou n u m  l o o p .  I s t o  a c o n t e c e  

quando s e  retiram do g r a f o  ( * )  a l g u n s  v é r t i c e s ;  p a r a  o  p r i m e i r o  

c a s o ,  s e  e x i s t e  u m  l o o p  nos caminhos do c i c l o  ( F i g u r a  1 1 1 . 9 ) ,  

e  p a r a  o  s egundo  c a s o ,  nos  caminhos d e  a c e s s o  ao c i c l o  ( F i g u r a  

1 1 1 . 1 0 ) .  

F i g u r a  111 .9  F i g u r a  111 .10  

A c o n s i d e r a ç ã o  do s u b g r a f o  (*) elementar independe da ordem 

d a s  a r e s t a s  c o n s i d e r a d a s ,  bem como a  e x i s t ê n c i a  d e  l o o p s ,  que  

s ã o  Únicos  (Lema 1 1 . 2 ) .  Nes t e  c a s o  f i c a  c l a r o  que  s e  um g r a f o  

de  f l u x o  p o s s u i  uma s e q ü ê n c i a  de  c o r t e  c o m p l e t a ,  t o d a s  a s  ou - 

t r a s  o  s e r ã o .  



S e j a  o  g r a f o  de f l u x o  G = ( V , E , s ) ,  u m  l o o p  mTnimo 

L = ( V L ,  E L ,  y )  c o n t i d o  em G ,  e  C u m  c i c l o  de G t a l  que seu  
- 

c o n j u n t o  de v é r t i c e s  é V C .  Se V C  nvL  # , e n t ã o  y  p e r t e n c e  a  

i n t e r s e ç ã o .  

N u m  l oop  minimo, a  Única a r e s t a  de r e t o r n o  é a  a r e s t a  

p r i n c i p a l  ( x , y )  ; podemos d e s c r e v ê - l o  como o  c o n j u n t o  de  c i c l o s  

que possuem em comum os v é r t i c e s  x e  y .  Assim, s e  V C C V L  o b v i a  - 

mente y  p e r t e n c e  à i n t e r s e ç ã o .  

Caso V C  $V,- b a s t a  o b s e r v a r  q u e ,  sendo L u m  loop,  s e u  vér - 

t i c e  de e n t r a d a  y  domina todos  os  v é r t i c e s  de V L  e  que qualquer 

caminho p a r a  u m  de  s e u s  v é r t i c e s  ( n o  c a s o  em q u e s t ã o  u m  c i c l o )  

passa  o b r i g a t o r i a m e n t e  por  y .  

S e j a  G = ( V , E , s )  u m  g r a f o  de f l u x o  e C u m  c i c l o  de  G 

t a l  que seu  c o n j u n t o  de  v é r t i c e s  é V C .  S e j a  L = ( V L , E L , y )  u m  

loop  minimo t a l  que y  é e s c o l h i d o  pa ra  a  s e q ü ê n c i a  de  c o r t e . S e  

C não e s t á  em G l Y  g r a f o  depurado de G - L ,  e n t ã o  e x i s t e  um v é r t i  - 

ce  v & V C  t a l  que v &  V L .  

Se C e s t á  em L o  lema é ó b v i o .  Suponhamos e n t ã o  que i s  - 

t o  não a c o n t e ç a .  P e l a  D e f i n i c ã o  111 .3  de g r a f o  depurado pode-  

mos c o n s t a t a r  que ,  além d a s  a r e s t a s  de  E L  r e t i r a d a s  d e  G ,  p a r a  



- 
que o  g r a f o  G 1  s e j a  u m  c o n j u n t o  de s u b g r a f o s  d e  f l u x o ,  e  neces  - 

s á r i o  r e t i r a r m o s  a s  a r e s t a s  ( t , w )  t a i s  que :  

i )  t~ V L ,  w B V L  

i i )  w & V L ,  t bVL 

i i i )  t e  w per tencem a  s u b g r a f o s  d i f e r e n t e s .  

Podemos o b s e r v a r  e n t r e t a n t o  que nenhum v é r t i c e ,  além 

dos v é r t i c e s  d e  V L  j á  s u b t r a í d o s ,  é r e t i r a d o .  Assim, s e  . o  c i  - 

c10 C não a p a r e c e  em G 1  temos que c o n s i d e r a r  j u s t a m e n t e  a  r e  - 

t i r a d a  de uma a r e s t a  de C .  A a l t e r n a t i v a  i i i  é impossYve1 uma 

vez que e x i s t i n d o  u m  c i c l o  s e j a  qua l  f o r  o  p r i m e i r o  v é r t i c e  de  

V C  a t i n g i d o  todos  os o u t r o s  v é r t i c e s  s e  encont ram no mesmo s u b  - 

g r a f o  de f l u x o  ( t o d o s  os v é r t i c e s  s ã o  a t i n g i v e i s  a  p a r t i r  d e s  - 

t e s  p r i m e i r o ) ,  e nen-huma das  a r e s t a s  de C é r e t i r a d a .  As a l t e r  - 

n a t i v a s  i  e  i i  s a t i s f a z e m  o  lema.  

S e j a  G = ( V , E , s )  um g r a f o  de f l u x o .  Se S  é uma seqüên-  

c i a  de c o r t e  completa  de G ' e n t ã o  S  é u m  c o n j u n t o  de v é r t i c e s  

de b l o q u e i o  de c i c l o s  ( C V B C )  de G .  

Sabemos, p e l a  d e f i n i ç ã o  111.4 de  s e q ü ê n c i a  de  c o r t e  e  

p e l o  Lema 1 1 1 . 3 ,  que ,  s e  S  é uma s e q ü ê n c i a  c o m p l e t a ,  b l o q u e i a  

todos  os c i c l o s  d e  G,uma vez que o  g r a f o  que r e s t a  após a  r e t i  - 

rada  d e s t e s  v é r t i c e s  é u m  g r a f o  a c i c l i c o  ou v a z i o .  Res ta  p r g  

v a r  que o  número de e l emen tos  d e  S  é minimo. 

S e j a  c  o  número de c i c l o s  d i s j u n t o s  de v é r t i c e s  em G .  



Temos,  p o r  G y á r f á s  ( 1 9 ) ,  q u e  I C V B C I  - > c .  O r a ,  em c a d a  l o o p  m i  - 
n imo  L i ,  c o n s i d e r a d o  p a r a  a  f o r m a ç ã o  d a  s e q u ê n c i a ,  podemos i s o  - 

l a r  u m  c i c l o .  E s t e s  c i c l o s  s ã o  o b v i a m e n t e  d i s j u n t o s  d e  v é r t i  - 

c e s  p o i s ,  também p e l a  d e f i n i ç ã o  1 1 1 . 4 ,  a p ó s  serem c o n s i d e r a d o s ,  

s ã o  s u b t r a í d o s  d o  g r a f o .  S e n d o  a s s i m ,  I s I  = c  e  S  é u m  CVBC dei G .  

11 I , j ,  UM ALGORITMO PARA O ~ Ã L C U L O  DO CVBC DE GRAFOS QUASE- 

O a l g o r i t m o  C V B C  r e s u l t a  d a  a p l i c a ç ã o  i m e d i a t a  d o s  l e  - 

mas a p r e s e n t a d o s  na s e ç ã o  a n t e r i o r .  Tendo como e n t r a d a  o g r a f o  

d e  f l u x o  G = ( V y E y s ) ,  e  como s a i d a  o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  d e  

b l o q u e i o  d e  c i c l o s  e  o  c o n j u n t o  d e  c i c l o s  d i s j u n t o s  d e  v é r t i c e s ,  

ou uma mensagem e x p l i c a t i v a ,  n o  c a s o  d e  f r a c a s s o  na  d e t e r m i n a  - 

ç ã o  d e s t e  c o n j u n t o ,  o  a l g o f i t m o  p o d e  s e r  r e s u m i d o  n o s  s e g u i n  - 

t e s  p a s s o s :  

PASSO 1: E f e t u a r  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  n o  g r a f o  G d e t e r m i n a n d o  

o  c o n j u n t o  R d e  a r e s t a s  d e  r e t o r n o .  

PASSO 2; S e  o  c o n j u n t o  R é v a z i o ,  o  g r a f o  G é a c i c l i c o  e  o  a 1  - 

g o r i t m o  C V B C  t e r m i n a  com s u c e s s o .  C a s o  e x i s t a m  a r e s t a s  d e  r e  - 

t o r n o ,  o  a l g o r i t m o  p r o c u r a  u m  l o o p  minimo L ,  d e  a r e s t a  p r i n c i -  
- 

p a l  ( x , y ) ;  o  v é r t i c e  y  p e r t e n c e  a o  C V B C ,  u m  c i c l o  d o  l o o p  L e  

d e t e r m i n a d o  e ,  a p ó s  d i m i n u i r  L d e  G ,  r e t o r n a  a o  p a s s o  1 . S e  n ã o  

e x i s t i r  t a l  l o a p  o  g r a f o  G n ã o  é q u a s e - r e d u t i v e l ,  e  o  a l g o r i t m o  

t e r m i n a .  

E i m p o r t a n t e  n o t a r  q u e  o  a l g o r i t m o  C V B C  n ã o  sÕ c a l c u -  

l a  o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  d e  b l o q u e i o  d e  c i c l o s  e  o  c o n j u n t o  

d e  c i c l o s  d i s j u n t o s  d e  v é r t i c e s ,  como também r e c o n h e c e  o  g r a f o  

q u a s e - r e d u t 7 v e l  . 



Algumas m o d i f i c a ç õ e s  na implementação  do a l g o r i t m o  

a p r e s e n t a d o  podem aumen ta r  em m u i t o  s u a  e f i c i ê n c i a ,  em p a r t i c u  - 

l a r  p a r a  a  c l a s s e  d e  g r a f o s  d e  f l u x o  r e d u t T v e i s  q u e ,  p o r  s e  en - 

c o n t r a r  no c a s o  em que t o d o s  o s  s u b g r a f o s  d e  a c e s s o  s ã o  l o o p s  

( C o r o l ã r i o  do Lema I I . 2 ) ,  pode s e r  r e s o l v i d o  em tempo l i n e a r .  

O a l g o r i t m o  C V B C '  r e s u l t a n t e ,  d e s c r i t o  com d e t a l h e s ,  bem como 

s u a s  j u s t i f i c a t i v a s ,  é v i s t o  a  s e g u i r :  

PASSO 1; O c o n j u n t o  de  v é r t i c e s  d e  b l o q u e i o  d e  c i c l o s  (CVBC) e  

o  c o n j u n t o  d e  c i c l o s  d i s j u n t o s  (CCD) e s t ã o  i n i c i a l m e n t e  vazios. 

PASSO 2; A p l i c a r  uma busca  em p r o f u n d i d a d e  ao  g r a f o  G d e t e r m i  - 

nando o  c o n j u n t o  R de  a r e s t a s  d e  r e t o r n o  ( v l  ,wl)(v2,w2). . . ( v r , w r ) .  

D i s t r i b u i r  a s  a r e s t a s  de  r e t o r n o  p o r  l i s t a s  s egundo  a  

p r o f u n d i d a d e  d e  s a i d a  do v é r t i c e  w m ,  1  - < m - < r .  A l i s t a  A i  poq 

s u i  t o d a s  a s  a r e s t a s  d e  r e t o r n o  q u e  chegam a o  v é r t i c e  t ,  t a l  

que P S ( t )  = i .  Com e s t a  d i s t r i b u i ç ã o  v e r i f i c a m o s ,  u t i l i z a n d o  o  

Lema 1 1 . 4 ,  a  p o s s i b i l i d a d e  de  c o n t i n ê n c i a  de  l o o p s  p a r a  v é r t i  - 

c e s  d e  e n t r a d a  d i f e r e n t e s .  

PASSO 3:  P e r c o r r e r  a s  l i s t a s  não  v a z i a s ,  a  p a r t i r  d e  i  máximo. 

S e j a  A i  a  l i s t a  c o n s i d e r a d a ,  formada p e l a s  a r e s  t a  s  

( x l  , y ) ,  ( x 2 , y ) .  . . . . ( x j , y ) .  As d i v e r s a s  a l t e r n a t i v a s  p a r a  o  

s u b g r a f o  de  a c e s s o  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x k , y ) ,  k v a r i a n d o  d e  1  

a  j ,  s ã o  a p r e s e n t a d a s  a  s e g u i r  com o  respectivo t r a t a m e n t o :  
- 

a )  o  s u b g r a f o  de  a c e s s o  não  é u m  l o o p :  a  a r e s t a  ( x k , y )  não e  

c o n s i d e r a d a  no momento. 

b )  o  s u b g r a f o  de  a c e s s o  é u m  l o o p  minimo: p e l o  Lema 111 .4  e  pe - 

l a  D e f i n i ç ã o  111 .4  d e  s e q ü ê n c i a  d e  c o r t e ,  y  p e r t e n c e  a o  C V B C ,  

e x i s t e  u m  c i c l o  que  p e r t e n c e  ao  C C D  e  e s t e  l o o p  d e v e  s e r  s u b  - 

t r a T d o  de  G .  



c )  o  s u b g r a f o  d e  a c e s s o  é u m  l o o p ,  n ã o  m7nim0,  t a l  q u e  a s  a r e s  - 

t a s  d e  r e t o r n o  d o  l o o p  p e r t e n c e m  s o m e n t e  l i s t a  A i :  n e s t e  c a  - 

s o  e x i s t e  u m  l o o p  mTnimo n e s t a  l i s t a ,  c o n t i d o  n o  l o o p  c o n s i d e  - 

r a d o .  O t r a t a m e n t o  e m p r e g a d o  n o  c a s o  a n t e r i o r  p o d e  s e r  ~ e p e t i  - 

d o  sem q u e  a  d i s t i n ç ã o  e n t r e  o  l o o p  min imo  e  o  n ã o  mín imo  s e j a  

f e i t a .  

d )  o s u b g r a f o  d e  a c e s s o  é u m  l o o p ,  n ã o  m i n i m o ,  q u e  cont ' ém a r e s  - 

t a s  d e  r e t o r n o  q u e  n ã o  p e r t e n c e m  a  A i :  a  a r e s t a  p r inc ipa l  (xk ,y )  

n ã o  é c o n s i d e r a d a  no  momento.  

D e v e- s e  n o t a r  q u e  a  r e p e t i ç ã o  d o  p r o c e s s o  p a r a  t o d a s  

a s  l i s t a s  A i  e n c o n t r a  l i s t a s  n a s  q u a i s  a l g u n s  l o o p s  m i n i m o s , o u  

t o d o s ,  j á  f o r a m  i n t e r r o m p i d o s  ; n e s t e  c a s o  o s  v é r t i c e s  i n a c e s s i  - 

v e i s  s ã o  r e t i r a d o s  d o  g r a f o .  

PASSO 4: O g r a f o  G é s u b s t i t u i d o  p o r  i ,  s e u  g r a f o  d e p u r a d o .  S e  

n ã o  e x i s t e m  c i c l o s  no novo  G ,  o  a l g o r i t m o  t e r m i n a  com s u c e s s o :  

o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  d e  b l o q u e i o  d e  c i c l o s  e  o  c o n j u n t o  d e  

c i c l o s  d i s j u n t o s  e s t ã o  d e t e r m i n a d o s .  C a s o  e x i s t a m  c i c l o s ,  o  a 1  - 

g o r i t m o  r e c o m e ç a  o  p a s s o  2 ;  d e v e - s e  r e s s a l t a r  e n t r e t a n t o  q u e  

d u a s  p a s s a g e n s  s u c e s s i v a s  no p a s s o  3 sem q u e  o  c o n j u n t o  d e  vér - 

t i c e s  d e  G s e j a  a l t e r a d o  s ignif icam q u e  o  g r a f o  n ã o  é q u a s e - r e -  

d u t y v e l  , e  o  a 1  g o r i  tmo d e v e  t e r m i n a r  a p ó s  e m i t i  r mensagem e x  - 

p l i c a t i v a .  



E x e m p l o  : 

S e j a  o  g r a f o  d e  f l u x o  G = (V ,E ,s )  

PASSO 3 :  ALj : 

A r e s t a  ( d , b ) :  c a s o  ( a )  

A1 : 

A r e s t a  ( a , s ) :  c a s o  ( b )  CVBC = CVBC U 1 s )  = {SI 

S u b t r a i r  o  l o o p  m r n i m o  L ,  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( a , s )  

d o  g r a f o  G .  

PASSO 4: D e t e r m i n a r  c ,  g r a f o  d e p u r a d o  e v o l t a r  a o  p a s s o  2 .  



( b )  :G 

Pnsso 2 :  A , :  ( d h )  

Demais  l i s t a s  v a z i a s  

Pnsso 3 :  A , :  

A r e s t a  ( d , b ) :  c a s o  ( b )  C V B C  = C V B C  U { b l  = { s , b l  

S u b t r a i r  o  l o o p  L ,  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( d , b )  

PASSO 4: D e t e r m i n a r  6 

O g r a f o  G é q u a s e - r e d u t i v e l .  

F i g u r a  1 1 1 . 1 1  



d 

O a l g o r i t m o  C V B C '  p a r a  o  g r a f o  d e  f l u x o  G = ( V , E , s )  e  
2  

d e  O ( n e  ) .  

No p i o r  c a s o ,  p a r a  c a d a  v é r t i c e  q u e  p e r t e n c e  a o  C V B C ,  

q u e  é r e t i r a d o  d o  g r a f o ,  devemos  r e p e t i r  a  b u s c a  em p r o f u n d i d a  - 
d 

d e  e a  p e s q u i s a  d e  um l o o p  m í n i m o .  A b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  e  

4 e  O ( e ) ;  a  p e s q u i s a  de  um loop mfnimo implica em uma nova busca p a r a  

c a d a  a r e s t a  d e  r e t o r n o  uma v e z  q u e  podem e x i s t i r  n o  g r a f o  s u b  - 

g r a f o s  d e  a c e s s o  q u e  n ã o  s e j a m  l o o p s ,  o  q u e  t o r n a  i m p o s s i v e l  a  

m a r c a ç ã o  d e  v é r t i c e s  e a r e s t a s  j á  p e r c o r r i d a s .  A c o m p l e x i d a d e  
2  d e s t e  p a s s o  é Ú ( e  ) ,  q u e  p r e v a l e c e  s o b r e  a  d a  b u s c a  em p r o f u n  - 

2  d i d a d e .  A c o m p l e x i d a d e  d o  a l g o r i t m o  é e n t ã o  d e  Ú ( n e  ) .  

ISI 

S e  o  g r a f o  d e  f l u x o  G = ( V , E , s )  é r e d u t i v e l  e n t ã o  o  a 1  - 

g o r i t m o  C V B C '  é de  Ú ( e ) .  

S e  o  g r a f o  G é r e d u t i v e l  t o d o s  o s  s e u s  s u b g r a f o s  d e  aces  - 

s o  s ã o  l o o p s  (Lema 1 1 . 2  - C o r o l ã r i o ) .  Vamos m o s t r a r  q u e  u m  s ó  

p e r c u r s o  no  a l g o r i t m o  r e s o l v e  o  C V B C  d e  um g r a f o  r e d u t i v e l .  

O p a s s o  1  e o  p a s s o  2  s ã o  d e  O ( e ) .  No p a s s o  3 a  a l t e r n a  - 

t i v a  ( a )  n ã o  o c o r r e  p o r q u e  o  g r a f o  sÕ tem l o o p s .  A a l t e r n a t i v a  

( d )  também n ã o ,  uma v e z  q u e ,  s e  um l o o p  L I ,  d e  a r e s t a  p r inc ipa l  

( x , y ) ,  c o n t e m  a  a r e s t a  d e  r e t o r n o  ( v , w ) ,  w # y ,  s i g n i f i c a  q u e  



P S ( w )  > P S ( y ) ,  o  q u e  é i m p o s s f v e l  o c o r r e r  p o r q u e  t e r f a m o s  u m  

l o o p  L2 ,  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( v , w ) ,  q u e  n ã o  f o i  r e s o l v i d o  na  

l i s t a  A s e n d o  P S ( w )  = j .  
j '  

As a l t e r n a t i v a s  ( b )  e  ( C )  podem s e r  r e s o l v i d a s  s i m u l t a  - 

n e a m e n t e ,  p a r a  c a d a  l ' i s t a  A i ,  com um ú n i c o  p e r c u r s o  d e  a r e s t a s  

e  v é r t i c e s  q u e  p e r t e n ç a m  à r e u n i ã o  d o s  l o o p s  ' d e  c a d a  l i s t a ,  

a r e s t a s  e  v 6 r t i c e s  e s t e s  q u e  s ã o  s u b t r a f d o s  d o  g r a f o ,  l o g o ,  n ã o  

m a i s  p e r c o r r i d o s .  Ass im a  c a d a  l i s t a  A i  o  a l g o r i t m o  e n c o n t r a  

um l o o p  mfnimo ou a  l i s t a  j á  v a z i a ;  d e  q u a l q u e r  f o r m a  o  C V B C  

e  C C D  s ã o  d e t e r m i n a d o s  n e s t a  p r i m e i r a  e  ú n i c a  p a s s a g e m .  

No p a s s o  4 o  g r a f o  G n ã o  tem c i c l o s ,  e  o  a lgor i tmo t e m i  - 

n a .  A s s i m ,  p a r a  g r a f o s  d e  f l u x o  r e d u t s v e i s ,  o  algori tmo é d e  



A r e p r e s e n t a ç ã o  de  p rog ramas  d e  compu tado r  a t r a v é s  d e  

g r a f o s  é u m  r e c u r s o  u t i l i z a d o  amplamente  na á r e a  d e  c o m p i l a ~ ã o .  

Bruno e  S t e i g l i t z  ( 1 0 ) ,  em 1 9 7 2 ,  d i s c u t e m  t a l  r e p r e s e n t a ç ã o  em 

p a r t i c u l a r  p a r a  p rog ramas  sem d e s v i o s  e x p l 7 c i  t o s  ( D - c h a r t s ) ,  

i n t r o d u z i n d o  uma d e f i n i ç ã o  fo rma l  d e  a l g o r i t m o .  P e t e r s o n ,  Kasa - 

mi e  Tobura  ( 3 0 ) ,  por  s u a  v e z ,  a p r e s e n t a m ,  em 1 9 7 3 ,  o  c o n c e i t o  

e  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  de  programa bem f o r m a d o ,  bem como a  d e f i n i -  

ção  c o r r e s p o n d e n t e  p a r a  a  r e p r e s e n t a ç ã o  por g r a f  o s ,  r e l a c i  onan - 

do e n t ã o  e s t e s  c o n c e i t o s .  

E m  1 9 7 4 ,  K o s a r a j u  ( 2 7 )  compara  a  c o m p l e x i d a d e  e s t r u t u  - 

r a l  d e  d i v e r s a s  c l a s s e s  d e  p rog ramas  e s t r u t u r a d o s ,  r e t o m a n d o  

i n c l u s i v e  a  c l a s s e  d o s  D - c h a r t s .  

Ma i s  r e c e n t e m e n t e ,  em 1 9 8 5 ,  Bender  e  B u t l e r  ( 8 )  a n a  - 

l i s a m  g r a f o s  de  f l u x o  e s t r u t u r a d o s  onde  o  tamanho d o  p rograma 

é medido p e l o  número d e  v é r t i c e s  d e  d e c i s ã o ,  c o n s i d e r a d o s  em 

d i v e r s a s  c l a s s e s ,  j á  v i s t a s  no t r a b a l h o  d e  K o s a r a j u ,  menc iona  - 

do a c i m a .  

T r a t a m e n t o  s e m e l h a n t e  ao  a p r e s e n t a d o  n e s t e  c a p T t u i o ,  

p a r a  g r a f o s  que r e p r e s e n t a m  p rog ramas  e s t r u t u r a d o s ,  pode s e r  

v i s t o  em N t a f o s  e  Hakimi ( 2 9 ) .  E s t e  t r a b a l h o  u t i l i z a  o  c o n j u n -  

t o  de  e s t r u t u r a s  a p r e s e n t a d o  na f i g u r a  I V . 1 ,  nomeando-os tam - 



bém como D- c h a r t s .  U m  programa e s c r i t o  de  forma a  r e s p e i t a r  

t a s  e s t r u t u r a s  é d e f i n i d o  como u m  programa D- e s t r u t u r a d o  e  

g r a f o s  que o  modelam, digrafos D - e s t r u t u r a d o s .  

( a )  seqüência ( b )  a1 ternativa ( c )  repetição 

F igura  IV.l  

E f á c i  1  o b s e r v a r  que ,  como u m  Ünico tipo de estrutura de 

repetiçãoé a c e i t a ,  e s t a  c l a s s e  de g r a f o s  não modela a s  e s t r u t u -  

r a s  b á s i c a s  da programação e s t r u t u r a d a  a p r e s e n t a d a  p o r  D i j k s  - 

t r a  ( 1 3 . ) ,  que s ã o  v i s t a s  na f i g u r a  IV.2. 



a ) :  i f  ? then S1 e l s e  S2 ( - ( b ) :  case  i of ( S I ;  S2;  .. .; S n )  - - 

( c ) :  while  ? do S  - - ( d ) :  r e p e a t  S  u n t i l  ? 

F i g u r a  I V . 2  

I n t r o d u z i m o s  a  s e g u i r  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  e  o  r e c o n h e c i -  

m e n t o  d o s  g ra fos  c e b o l a ,  q u e  c o n t é m  t o d a s  a s  e s t r u t u r a s  a p r e -  

s e n t a d a s  na f i g u r a  I V . 2 ,  d e  a c o r d o  com a  modelagem c o n s i d e r a d a  

em a l g u n s  t r a b a l h o s  c o n h e c i d o s ,  como p o r  e x e m p l o  H e c h t  e  U11- 

man ( 2 3 ) .  



I V I 2 ,  

o n d e :  

U m  g r a f o  d e  f l u x o  com p o ç o  é uma q u á d r u p l a  G = ( V , E , s , f )  

i )  G = ( V , E , s )  um g r a f o  d e  f l u x o  

i i )  f é um v é r t i c e  e s p e c i a l  d e  V ,  a t i n g i v e l  p o r  t o d o s  o s  

v é r t i c e s  d e  V ,  , c h a m a d o  p o ç o .  

U m  g r a f o  d e  f l u x o  com p o ç o  r e d u t l v e l  é chamado g r a P o  r e -  

d u t i v e l  com p o ç o .  

U m  v é r t i c e  d e  s a l d a ,  ou s i m p l e s m e n t e  s a í d a ,  d e  um l o o p  

L = ( V L , E L , w )  em um g r a f o  d e  f l u x o  G = ( V , E , s )  é um v é r t i c e  x ,  

d o  q u a l  p a r t e  uma a r e s t a  ( x , v )  t a l  q u e  v V L .  Se  G é um g r a f o  

d e  f l u x o  com p o ~ o  f ,  e  f E V L ,  e n t ã o  f é também v é r t i c e  d e  s a i  - 

Chamamos l o o p  a n i n h a d o  a o  l o o p  L ,  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  

( x , y ) , d e  en t r ada  Ú n i c a  e  s a l d a  Ú n i c a  t a l  q u e  o  v é r t i c e  d e  s a i d a  

é x  ou y .  



Exemplo :  S e j a  G = ( V , E , s , c )  

F i g u r a  I V . 3  

DEFINICÃO IV ,4 ,  

Loop L I :  de  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( b , a )  

en t r ada :  a  

s a i d a  : b  

Loop L*, d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( c , a )  

en t r ada :  a  

s a i d a :  c  (poço) 

Loops L I  e Lp aninhados. 

e U m  l o o p  a n i n h a d o  L ,  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y ) ,  . e d i t o  

l o o p  p r o p r i a m e n t e  a n i n h a d o  s e  s u a  e n t r a d a  n ã o  ê e n t r a d a  d e  n e  - 

nhum o u t r o  l o o p  e  s u a  s a i d a  n ã o  é s a i d a  d e  nenhum o u t r o  l o o p .  

E x e m p l o s :  

F i g u r a  I V . 5  

O F i g u r a  I V . 4  



S e j a  L um l o o p  p r o p r i a m e n t e  a n i n h a d o ,  d e  a r e s t a  p r i n c i -  

p a l  ( x , y ) .  S e  n e s t e  l a o p  o s  v é r t i c e s  d e  e n t r a d a  e  s a i d a  c o i n c i  - 

dem,  o  l o o p  é t i p o  E E ;  c a s o  c o n t r á r i o  é um l o o p  t i p o  ES. -- 

Os l o o p s  d a  f i g u r a  I V . 4  s ã o  t i p o  ES;  o s  d a  f i g u r a  IV .5  

t i p o  E E .  

S e j a  G = ( V , E , s , f )  um g r a f o  r e d u t 7 v e l  com p o ç o ,  com loops  

p r o p r i a m e n t e  a n i n h a d o s .  

U m  v é r t i c e  v  E V é b a s e  d e  G s e :  -- 

i )  t o d o s  o s  c a m i n h o s  s ,  . . .  , f v i s i t a m  v ,  e  

i i )  ou v n ã o  p e r t e n c e  a  l o o p s  em G ,  ou v  a  Ü n i c a  e n t r a  - 

d a  ou a  Ü n i c a  s a i d a  d e  um l o o p  p r o p r i a m e n t e  a n i n h a d o .  

O e f e i t o  d a  c o n d i ç ã o  ( i i )  é d i s t i n g u i r  o s  v é r t i c e s  d e  en  - 

t r a d a  e  s a T d a  d o s  v g r t i c e s  r e s t a n t e s  d o  l o o p ,  q u e  podemos  c h a  - 

mar  c o r p o  d o  l o o p .  
- 

O b s e r v e - s e  q u e  a  d e f i n i ç ã o  I V . 6  é i d ê n t i c a  a  d e f i n i ç ã o  

d e  j - d o m i n a d o r  a p r e s e n t a d a  em N t a f o s  e Hakimi  ( 2 9 ) .  

C l a r a m e n t e  o  g r a f o  G tem p e l o  menos  d o i s  v é r t i v e s  b a s e ,  

s e f .  S e  r e t i r a r m o s  o s  v é r t t i c e s  b a s e  o b t e m o s  um s u b g r a f o ,  f r a  - 

c a m e n t e  c o n e x o  ou d e s c o n e x o .  C o n s i d e r e m o s  G O  = G .  Ao r e t i a a r -  

mos o s  v ê r t i c e s  b a s e  e n c o n t r a m o s  o  g r a f o  G 1 ,  s u b g r a f o  d e  G .  Re - 

p e t i n d o  o  p r o c e s s o  p a r a  o s  v é r t i c e s  b a s e  d o s  c o m p o n e n t e s  f r a c a  - 

m e n t e  c o n e x o s  d e  G 1 ,  o b t e m o s  G 2 ,  e t c .  Podemos  e n t ã o  d e f i n i r  a  

t r a n s f o r m a ç ã o  T .  



Transformação T é a q u e l a  que r e t i r a  os v é r t i c e s  base  v 

dos componentes f r acamen te  conexos de  G i ,  G o  = G .  

A t r a n s f o r m a ç ã o  T é bem s u c e d i d a  quando cada a r e s t a  (v,w), 

s u b t r a i d a  de G i y  s e  encont -ra  em u m  dos c a s o s  a b a i x o :  

i )  v e  w s ã o  v é r t i c e s  base  de G i  

i i )  V é v é r t i c e  base  de  G i ,  w não O é .  

Neste c a s o  w deve s e r  o  v é r t i c e  r a i z  de um componente f r a  - 

camente conexo de G i + l y  g r a f o  r e s u l t a n t e  da a p l i c a ç ã o  da t r a n s  - 

formação T a  G i .  

i i i )  w é v é r t i c e  base  de  G i y  v não é .  

Neste c a s o  v é o  poço de um componente f r a c a m e n t e  conexo 

de  G i + l .  
* 

Cada componente f r a c a m e n t e  conexo de  G i + ,  e ,  por  sua  vez, 

u m  g r a f o  r e d u t 7 v e l  com poço. 

Exemplo: S e j a  o  g r a f o  G = ( V , E , s , p )  

( b ) :  G1 

Vértices base: a,c,d,g. 
Vértices base: s  , p 



( c )  G2 

Vértices base: b,e,f 

F i g u r a  IV.6 

S e j a  G = ( V y E Y s y f )  um g r a f o  r e d u t i v e l  com poço,com l o o p s  

p r o p r i a m e n t e  a n i n h a d o s .  

O g r a f o  G ê um g r a f o  c e b o l a  s e  o  g r a f o  G t ,  o b t i d o  após  t 
d 

a p l i c a ç õ e s  bem s u c e d i d a s  da t r a n s f o r m a ç ã o  T ,  e  u m  g r a f o  v a z i o .  

Exemplo: o  g r a f 0 . G  da f i g u r a  ( I V . 6 )  é u m  g r a f o  c e b o l a .  

Se G = ( V , E , s , f )  5 u m  g r a f o  c e b o l a ,  e n t ã o  t o d o s  o s  v ê r t i  - 

c e s  V ,  p e r t e n c e n t e s  a  V ,  s ã o  b a s e  em algum G i y  O - < i  t .  

P e l a  d e f i n i ç ã o  IV .8 .  
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Seja C um componente f r a c a m e n t e  conexo de G i .  C é u m  g r a f o  

c e b o l a .  



S e j a  o  g r a f o  c e b o l a  G = ( V , E , s , f )  e  o  l o o p  mSnimo 

L = ( V L , E L , y ) ,  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y ) ,  d e  G .  

i )  Se  L é t i p o  ES e n t ã o ,  s u a  dag é u m  g r a f o  c e b o l a .  

i i )  Se  L é t i p o  E E  e n t ã o  o  s u b g r a f o  i n d u z i d o  p o r  V L  - { y l  

e um g r a f o  c e b o l a  a c í c l i c o .  

i )  P e l a  d e f i n i ç ã o  I V . 7 ,  de t r a n s f o r m a ç ã o  T ,  o s  v é r t i c e s  

d e  e n t r a d a  e  s a í d a  do l o o p ,  y e  x ,  s ã o  b a s e  em G i  e u m  v é r t i c e  

p e r t e n c e n t e  a o  c o r p o  do l o o p  não  o  é .  Temos d u a s  a l t e r n a t i v a s :  

i . 1 )  o  c o r p o  do l o o p  é v a z i o .  

O l o o p  L s e  r e d u z  ao  g r a f o  a p r e s e n t a d o  na f i g u r a  I V . 7 ,  e  

s u a  dag é o b v i a m e n t e  u m  g r a f o  c e b o l a  a c i c l i c o .  

F i g u r a  IV.7 

i . 2 )  o  c o r p o  do l o o p  não é v a z i o .  

Nes te  c a s o ,  o  c o r p o  do l o o p  um g r a f o  c e b o l a ,  p e l o  c o r o -  

l á r i o  do lema I V . l .  Vamos i n v e r t e r  a  t r a n s f o r m a ç ã o  T y  acres - 

tentando v é r t i c e s  x  e  y ,  e  a r e s t a s ;  d e s t a  forma e x i s t e  



uma a r e s t a  ( y ,  s i ) ,  de  y  p a r a  todos  os  v é r t i c e s  r a i z  s  i  
dos  componentes f r a c a m e n t e  conexos ,  e  uma a r e s t a  ( f i  , . x )  

d 

de t o d o s  os  poços f i  p a r a  o  v é r t i c e  x .  E s t e  g r a f o ,  que e  
d 

a  dag do l o o p ,  e  c l a r a m e n t e  u m  g r a f o  c e b o l a .  

i i )  Como o  loop é t i p o  E E  s u a  Ünica e n t r a d a  e  Ünica saTda 

co inc idem,  é o v é r t i c e  y .  S e j a  y  v é r t i c e  base  em G i ;  ao a p l i -  

carmos a  t r a n s f o r m a ç ã o  T,  y  é r e t i r a d o .  O s u b g r a f o  induz5do 

por  V L  - {y} é u m  componente f r a c a m e n t e  conexo em G i + l y  d e  v é r  - 

t i c e  f i n a l  x .  E a c T c i i c o ,  porque  L é mTnimo e  a  a r e s t a  p r i n c i  - 

pal  ( x , y )  f o i  s u b t r a i d a  de  G i  e ,  p e l o  c o r o l ã r i o  do lema ' IY.1 , 

é um g r a f o  c e b o l a .  

S e j a  G = ( V , E , s )  u m  g r a f o  de  f l u x o  a c y c l i c o .  Denomina-se 

nyvel d e  u m  v é r t i c e  v em G y  t endo  a  n o t a ç ã o  ni 'vel ( v ) ,  ao  com - 

pr imento  do caminho máximo do v é r t i c e  i n i c i a l  s  ao v é r t i c e  v .  

S e j a  G = ( V , E , s , f )  u m  g r a f o  de f l u x o  com poço a c 7 c l i c o .  

Para T V ,  w E VlnTvel ( w )  > nTvel ( v )  notamos o  p a r  formado por  

e s t e s  v é r t i c e s  [ v , w ]  . 



Seja G = ( V y E y ~ ~ f )  um grafo de fluxo com poço acTclico. 

Chamamos grafo inverso de G ao grafo de fluxo com poço acicli- 

co G '  = (V',E',s',f') onde s' = f, f' = s e E1=.((v,w)l ](W,V)EE}. 

Seja G = (V,E,s.,f) um grafo de fluxo com poço aciclico e 

G' = (V,E,f,s) seu grafo inverso. Dizemos que no par [v,w] de 

G: 

i )  os vértices são fortes se v domina w em G e w 

domina v em G'. 

i i )  v é -- forte e w é fraco se v domina w em G ,  mas w não 

domina v em G'. 

i i i )  v é fraco e w é forte se w domina v em G', mas v não 

domina w em G. 

i v )  v e w são fracos se existe um caminho v ,  . . . ,  w, porém 
nem v domina w em G, nem vice-versa em G'. 

v) v e w são incomparãveis se não existe caminho v,...,~. 

Seja G = (V,E,s,f) um grafo de fluxo com poço ac?ciico. 

G é um grafo cebola se e somente se V-v E V1gSai(v) > 1 existe 

o par [v,wl tal que gent(w) = g ( v )  v e w são fortes em G e 

v é dominador imediato de w em G e w é dominador imediato de v 

em G'. 



=> 

S e j a  v v é r t i c e  base  no componente . f r a c a m e n t e  conexo 

C = ( V c , E c , ~ c , f c )  em G i ;  como G é c e b o l a ,  C também o  é ( lema 

1 v . 1 ) .  Sendo g s a i  ( v )  > 1 ,  os v é r t i c e s  p e r t e n c e n t e s  à l i s t a  d e  

a d j a c ê n c i a  de  v não s ã o  base  em C ,  e  G i + l  # @ ,  uma vez que e s  - 

t e s  v é r t i c e s  s ã o  v é r t i c e s  i n i c i a i s  de componentes f r a c a m e n t e  

conexos em G i + l  ( d e f i n i ç ã o  IV.7 ,  de t r a n s f o r m a ç ã o  T ) .  Todos os  

caminhos que passam por  e s t e s  componentes chegam a  f C ,  uma vez 

que f C  também é b a s e .  Então f C ,  ou um a n c e s t r a l  s e u ,  digamos 

w ,  também b a s e ,  obedece ao i t em ( i i i )  da t r a n s f o r m a ç ã o  T e  r e -  

cebe  a r e s t a s  que partem dos v é r t i c e s  f i n a i s  dos comportentes 

f r a c a m e n t e  conexos de G i + l ,  que s ã o  t a n t o s  quan tos  o  grau  de  

s a i d a  de  v .  

Como v e w  s ã o  base em G i  t odo  caminho s ,  . . . ,  f  que pas  - 

s a  p o r  v p a s s a  por  w ;  n e s t e  c a s o ,  os caminhos f ,  . . . ,  s  idem. 

Ambos os v é r t i c e s  do p a r  [ v , w ]  s ã o  f o r t e s ;  como os a n t e c e s s o -  
d 

r e s  de  w e  os  s u c e s s o r e s  de  v não s ã o  base  em G i y  v e  o  mais 

próximo dominador de w .  Ambos são dominadores imediatos em G e  G ' .  

- 
A s s e r t a t i v a  e q u i v a l e n t e  a  que deve s e r  demonst rada  e  a  

s e g u i n t e :  s e  o  g r a f o  não é c e b o l a  e n t ã o  e x i s t e  u m  , v é r ; t i c e  v 

d e s t e  g r a f o ,  com g s a i ( v )  > 1 ,  t a l  que não e x i s t e  o  p a r  [ v , w ] ,  

com g e n t ( w )  = g S a i ( v ) ,  v e  w f o r t e s  em G ,  v dominador i m e d i a t o  

de w em G e  w dominador i m e d i a t o  de  v em G ' .  

De i m e d i a t o  podemos o b s e r v a r  que s e  e x i s t e  u m  v é r t i c e  v ,  

i m p o s s ~ v e l  a p l i c a r  a  t r a n s f o r m a ç ã o  T e  a  h i p ó t e s e  e s t á  s a t i s -  

f e i t a .  



Suponhamos e n t ã o  um p a r  [x,y] q u e  o b e d e ç a  ã s  c o n d i ç õ e s  

m e n c i o n a d a s .  E n t ã o  Q S a i  ( x )  = gent ( y )  e  x  e  y s ã o  v ê r t i c e s  b a s e  

n o  mesmo Gi, como j á  v i m o s .  S e j a  gSai(x) = C .  P a r a  q u e  a  t r a n s  - 

f o r m a ç ã o  T s e j a  bem s u c e d i d a  b a s t a  v e r i t i c a r  s e  e x i s t e m  c  com - 

p o n e n t e s  f r a c a m e n t e  c o n e x o s  a p ó s  a  r e t i r a d a  d e  x  e  y .  Corno,por 

h i p ó t e s e ,  o  g r a f o  n ã o  é c e b o l a ,  t a l  n ã o  a c o n t e c e ;  i s t o  s i g n i f i  - 

c a  q u e  d o i s ,  o u  m a i s ,  v é r t i c e s  q u e  s e r i a m  r a i z ,  ou p o ç o ,  s e  e n  - 

c o n t r a m  n o  mesmo c o m p o n e n t e ,  q u e  d e s t a  f o r m a  n ã o  é um g r a f o  d e  
e 

f l u x o  com p o ç o .  S e j a m  s l ,  s  fi, f .  v é r t i c e s  r a i z  e  p o ç o .  Su 
j ' J - 

ponhamos q u e  si ( o u  S . )  a l c a n ç a  fi e  f P a r a  t a l  h á  um v e r t i  
J j '  - 

c e  v  que  g e r a  t a i s  c a m i n h o s  e  p a r a  i s s o  gsa i ( v )  > 1 .  O r a ,  como 

v  a t i n g e  f i  e  f j ,  nem fi nem f o  dom inam em G ' ;  o  p r i m e i r o  
j 

v é r t i c e  p a r a  o  q u a l  i s t o  o c o r r e  é y .  Mesmo q u e  g e n t ( y )  s e j a  

i g u a l  a gsa i ( v )  O p a r  [ v , y ]  n ã o  s a t i s f a z  p o r q u e  v  n ã o  d o m i n a  y 

em G .  N e s t e  c a s o  e n t ã o  p a r a  o  v é r t i c e  v  n ã o  e x i s t e  um v é r t i c e  

w  p a r a  f o r m a r  o  p a r  [v ,w] .  

LEMA I L 4 ,  

S e j a  G = ( V y E , s , f )  um g r a f o  d e  f l u x o  com p o ç o  a c i c l i c o .  

Após  i a p l i c a ç õ e s  bem s u c e d i d a s  d a  t r a n s f o r m a ç ã o  T t e m o s  

C = ( V C ,  E C y  s C ,  f C ) ,  um c o m p o n e n t e  f r a c a m e n t e  c o n e x o  d e  Gi. 

Se x  E V C ,  e n t ã o ,  p a r a  q u a l q u e r  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  d e  G t e  - 

mos P S ( s C )  - < P S ( x )  - < P S ( f C ) .  



Como a  a p l i c a ç ã o  T f o i  bem s u c e d i d a ,  C é um g r a f o  r e d u t i -  

v e l  com p o ç o  ( c o r o l ã r i o  do  l e m a  I V . l ) .  P a r a  q u a l q u e r  v é r t i c e  

x  E V C  e x i s t e  um c a m i n h o  s C ,  . . . ,  x ,  . . . ,  f C .  C é a c i c l i c o ,  a s  

a r e s t a s  ( x i , x  ) d e s t e  camimho s ã o ,  na b u s c a  em p r o f u n d i d a d e ,  
j 

a r e s t a s  d e  á r v o r e ,  a v a n ç o  ou c r u z a m e n t o  n a s  q u a i s  

P S ( x i )  < P S ( x . ) ,  p o r  T a r j a n  ( 3 8 ) .  Logo P S ( s C )  < P S ( x )  < P S ( f C ) .  
J - - 

I V ,  4 ,  RECONHECIMENTO DE GRAFOS CEBOLA: O ALGOR ITMO 

IV,  4,1, ALGOR ITMO GCA:  RECONHECIMENTO DE GRAFOS 

O a l g o r i t m o  G C A  tem como e n t r a d a  um g r a f o  d e  f l u x o  

com p o ç o  a c T c l  i c o ,  . e  c o n s t a  d o s  s e g u i n t e s  p a s s o s :  

PASSO 1; A p l i c a r  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  a o  g r a f o  G = ( V , E , s , f )  

a t r i b u i n d o  a  c a d a  v é r t i c e  v  E V a  p r o f u n d i d a d e  d e  s a f d a ,  P S ( v )  

PASSO 2 :  A p l i c a r  a  G e G ' ,  g r a f o  i n v e r s o  d e  G ,  o a l g o r i t m o  p a  

r a  d e t e r m i n a ç ã o  d o s  d o m i n a d o r e s  i m e d i a t o s  ( H a r e l  ( 2 0 ) ) .  

PASSO 3: C o n s t r u ç ã o  da  ã r v o r e  d e  d o m i n a d o r e s  p a r a  G e  G ' ;  s e -  

jam I  e I '  e s t a s  á r v o r e s .  

PASSO 4: N e s t e  p a s s o  n o s  i n t e r e s s a  d i s t i n g u i r  o s  p a r e s  [ v , w ]  

m e n c i o n a d o s  no  l e m a  I V . 3 .  O r a ,  s a b e m o s  q u e  v e  w ,  s e n d o  v é r t i -  

c e s  b a s e  em G i y  g e r a m  c o m p o n e n t e s  f r a c a m e n t e  c o n e x o s  em G i + l ;  



s e j a  C = ( V C , E C , ~ C , f C )  u m  d e s t e s  componentes .  Como e x i s t e m  a s  

a r e s t a s  ( v , s C )  e  ( f C , w ) ,  podemos a f i r m a r ,  p e l o  lema I V . 4 ,  q u e  

P S ( v )  < P S ( s C )  - < PS(w) - < P S ( f C )  < PS(w) ,  Yx E V C .  S e j a  e n t ã o  

o  p e r c u r s o  d o s  v é r t i c e s  de  G r e a l i z a d o  em ordem c r e s c e n t e  s e -  

gundo s u a s  p r o f u n d i d a d e s  de  s a 7 d a .  Cada v é r t i c e  v e n c o n t r a d o  , 
- 

t a l  q u e  s eu  g r a u  de  s a r d a  é m a i o r  que  u m ,  e  a rmazenado  numa p i  - 

l h a  e  o  p e r c u r s o  p r o s s e g u e  a  e s p e r a  de  u m  v é r t i c e  w que  p o s s u a  

g r a u  de  e n t r a d a  m a i o r  que  u m .  O v é r t i c e  w e  o  t o p o  da p i l h a  

s ã o  e n t ã o  r e l a c i o n a d o s :  s e  o s  g r a u s  s ã o  i g u a i s  e  no p a r  [ v , w ]  

ambos s ã o  f o r t e s  ( o  que  é v e r i f i c ã v e l  em I  e  I ' ) ,  o  lema IV.3 

é s a t i s f e i t o .  Caso c o n t r á r i o ,  o  p e r c u r s o  é interrompido. A a s s o -  

c i a g ã o  é f e i t a  somente  com o  t o p o  da p i l h a  uma vez  que  w d e v e  

s e r  dominador  i m e d i a t o  de  v em G '  (Lema I V . 3 ) .  Se o  p e r c u r s o  

não  é i n t e r r o m p i d o  o  g r a f o  é c e b o l a .  

O a l g o r i t m o  G C A  é de  complex idade  l i n e a r ,  O ( e ) .  

O p a s s o  1  é uma b u s c a ,  O ( e ) .  O p a s s o  2 u t i l i z a  o  a l g o r i t  

mo p a r a  dominado re s  i m e d i a t o s  d e  Ha re l  ( 2 0 )  que  é l i n e a r . O  p a s  - 

s o  3 ,  que  é s i m p l e s m e n t e  a  c o n s t r u ç ã o  da  á r v o r e  de  dominado re s ,  
d 

e  O ( n ) .  O p a s s o  4  r e p e t e  o  p e r c u r s o  do g r a f o ,  também O ( e ) .  

Os p a s s o s  s ã o  c o n s e c u t i v o s ;  a  complex idade  que  predomina e  



IV,4,2, ALGOR ITMO G C :  R E C O N H E CI M E NT O  D E  G R A F O S  CEBOLA 

O a l g o r i t m o  G C  tem como e n t r a d a  u m  g r a f o  r e d u t í v e l  

com p o ç o  G = ( V , E , s , f )  e  como s a í d a  o  r e c o n h e c i m e n t o ,  ou n ã o ,  

d e s t e  g r a f o  como g r a f o  c e b o l a .  

O a l g o r i t m o  c o n s t a  d o s  s e g u i n t e s  p a s s o s :  

PASSO 1: A p l i c a r  b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  no  g r a f o  G = ( V , E , s , f )  

a t r i b u i n d o  a  c a d a  v ê r t i c e  v  E V a  p r o f u n d i d a d e  d e  s a i d a  P S ( v ) .  

D e t e r m i n a r  o  c o n j u n t o  R d a s  a r e s t a s  d e  r e t o r n o  ( v 1  , w l ) ,  ( v 2 , w 2 ) ,  

. . . ,  ( v r , w r ) .  O r d e n a r  e s t e  c o n j u n t o  s e g u n d o  a  p r o f u n d i d a d e  d e  

s a i d a  d e  w i ,  1  - < i  - r ;  a  c a d a  v . é r t i c e  w i  d e v e  c h e g a r  s o m e n t e  

uma a r e s t a  d e  r e t o r n o  uma v e z  q u e  a  e n t r a d a  d e  u m  l o o p  p r o p r i a  - 

m e n t e  a n i n h a d o  o  é d e  s o m e n t e  u m  l o o p  ( d e f i n i ç ã o  I V . 4 ) .  Desmar  - 

c a r  t o d o s  o s  v é r t i c e s ;  a s  e n t r a d a s  e  s a í d a s  d e  l o o p s  s e r ã o  m a r  - 

c a d a s  a  m e d i d a  q u e  e s t e s  f o r e m  a n a l i s a d o s .  

d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( v i , w i ) ,  é m í n i m o .  S e  d o  c o r p o  d o  l o o p  n ã o  

saem a r e s t a s  ( c a s o  em q u e  o  l o o p  n ã o  é p r o p r i a m e n t e  a n i n h a d o ,  

l o g o  o  g r a f o  n ã o  é c e b o l a ) ,  t e m o s  d u a s  a l t e r n a t i v a s :  

i )  o  g r a u  d e  s a í d a  d e  v i  é m a i o r  q u e  1 .  

O l o o p  L é e n t ã o  t i p o  ES. S e  v i  e  w i  n ã o  s ã o  v é r t i  - 

c e s  m a r c a d o s ,  o  a l g o r i t m o  G C A  é a p l i c a d o  à d a g  d o  l o o p  L ( l e m a  

I V . 2 )  p a r a  v e r i f i c a r  a  e x i s t ê n c i a  d o  g r a f o  c e b o l a  a c i c l i c o .  S e  

i s t o  o c o r r e ,  o  l o o p  L e s t á  c o r r e t o .  Os ú n i c o s  v é r t i c e s  d o  l o o p  

q u e  s e  comunicam com o  r e s t o  do  g r a f o  G s ã o  v i  e  w i ;  L p o d e  e n  - 

t ã o  s e r  s u b s t i t u í d o  p o r  uma a r e s t a  ( w i , v i ) ,  q u e  mantém e s t a  r e  - 

l a ç ã o .  M a r c a r  v i  e  w i .  



- 
i i )  o  g r a u  d e  s a í d a  d e  v i  e  i g u a l  a  1 .  

O l o o p  L t i p o  E E .  S e  w i  n ã o  é v é r t i c e   marcado,^ 

a l g o r i t m o  G C A  é a p l i c a d o  a o  s u b g r a f o  L ' ,  i n d u z i d o  p o r  V L  - {wi} 

( l e m a  I V . 2 ) .  S e n d o  L '  um g r a f o  c e b o l a ,  L e s t á  c o r r e t o  e é s u b s  - 

t i  t u i d o  em G p o r  w i ,  p e l a  r a z ã o  j á  a p r e s e n t a d a  no  c a s o  i. O v&- - 
- 

t i c e  w i  e  e n t ã o  m a r c a d o .  

O p a s s o  2 é r e p e t i d o  a t é  e s g o t a r  o  c o n j u n t o  R .  

- PASSO 3 :  Ao g r a f o  a c i ' c l  i c o ,  r e s u l t a n t e  d o  p a s s o  2 ,  e a p l i c a d o  

o  a l g o r i t m o  G C A .  

LEMA IV,6 ,  

O a l g o r i t m o  

PROVA 

G C  é d e  c o m p l e x i d a d e  l i n e a r .  

O p a s s o  p r e d o m i n a n t e  d o  a l g o r i t m o  é o  p a s s o  2 ,  em q u e  o s  

1  o o p s  d o  g r a f o  s ã o  s u c e s s i v a m e n t e  a n a l  i s a d o  s p e l o  a lgor i tmo GCA. 

P a r a  c a d a  um d e s t e s  l o o p s  o  a l g o r i t m o  G C A  toma ( ) ( E L )  (lema IV.5), 

s e n d o  E L  o  c o n j u n t o  d e  a r e s t a s  d o  l o o p .  Após a  a n á l i s e ,  e s t a s  

s ã o  r e t i r a d a s  d o  g r a f o ,  l o g o  n u n c a  m a i s  p e r c o r r i d a s ,  e s u b s t i -  

t u i d a s  p o r  uma a r e s t a  q u e  s e r á  c o n s i d e r a d a  a p e n a s  uma v e z :  c o n  - 

t i d a  em o u t r o  l o o p  ou n o  p a s s o  3 ,  q u a n d o  G j á  é a c í c l i c o .  O 
- 

s o m a t Õ r i o  d a s  a r e s t a s  p e r t e n c e n t e s  a o s  l o o p s  é d e  ( ) ( e ) ,  q u e  e  

e n t ã o  a  c o m p l e x i d a d e  d o  a 1  g o r i  t m o .  

u 



U m  g r a f o  a c i c l i c o  D - e s t r u t u r a d o  ( N t a f o s  e  Hakimi  ( 2 9 ) )  é 

um g r a f o  c e b o l a .  

O r e c o n h e c i m e n t o  d e  u m  g r a f o  D - e s t r u t u r a d o  s e  f a z  p e l o  

s e g u i n t e  t e o r e m a  ( N t a f o s  e  Hakimi  ( 2 9 ) ) :  

Um d i g r a f o  G = ( V , E )  é D - e s t r u t u r a d o  s e  e  s o m e n t e  s e  a s  

s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s  s ã o  s a t i s f e i t a s :  

C1)  G é d - r o t u l a d o  

C3) S e  ( v i  .v . )  E E e  g s a i ( v i )  = gent(vj)  = 2 e n t ã o  ambos 
J 

v i  e  v  s ã o ,  r e s p e c t i ~ a m e n t e ~ a  s a i d a  e  a  e n t r a d a  d e  
j 

d o i s  l o o p s  d i s t i n t o s ,  ou e x a t a m e n t e  um d o s  v é r t i c e s  

v i , v j  é a  e n t r a d a  ou a  s a i d a  d e  u m  l o o p .  

C4) S e  v i , v j  s ã o  a  e n t r a d a  e  a .  s a i d a  d e  u m  l o o p  d e  G ,  en - 

As c o n d i ç õ e s  C3 e  C4 n ã o  n o s  i n t e r e s s a m  p o r q u e  d i z e m  r e s  - 

p e i t o  a  c i c l o s ;  v e j a m o s  a s  r e s t a n t e s .  

P a r a  a  c o n d i ç ã o  C1 s a b e m o s  q u e  u m  g r a f o  é d - r o t u l a d o  s e  
A 

p a r a  t o d o  v i  E V ,  v i  e  um j - d o m i n a d o r  d e  G p a r a  

a lgum j ( a i n d a  N t a f o s  e  Hakimi ( 2 9 ) ) .  O r a ,  o  c o n c e i t o  d e  j - d o -  

m i n a d o r  é o  mesmo q u e  v é r t i c e  b a s e  em G ( d e f i n i ç ã o  I V . 6 ) .  O b  
j - 

v i a m e n t e  a p a r t e  d a  d e f i n i ç ã o  r e f e r e n t e  a  l o o p s  n ã o  p o d e  s e r  

c o m p a r a d a ,  nem t a l  n o s  i n t e r e s s a .  Como num g r a f o  c e b o l a  t o d o s  

o s  v é r t i c e s  s ã o  b a s e  em a l g u m  G ( l e m a  I V . l ) ,  f i c a  c l a r o  q u e  
j 



g r a f o s  a c ? c l i c o s  d - r o t u l a d o s  e  g r a f o s  c e b o l a  s ã o  e q u i v a l e n t e s .  

A c o n d i ç ã o  C2 s o m e n t e  r e s t r i n g e  o s  g r a u s  d e  e n t r a d a  e  

s a i d a  d o  g r a f o  d - r o t u l a d o ,  l o g o ,  p e l a  c o n c l u s ã o  a p r e s e n t a d a  - a  

c i m a  um g r a f o  D - e s t r u t u r a d o  e um g r a f o  c e b o l a .  



N e s t e  c a p T t u l o  a p r e s e n t a m o s  a  r e s o l u ç ã o ,  em t e m p o  l i  - 

n e a r ,  d e  d o i s  p r o b l e m a s  p a r a  a  c l a s s e  d o s  g r a f o s  c e b o l a :  o  p r o  - 

blema d a  d e t e r m i n a ç ã o  d o  c o n j u n t o  d e  a r e s t a s  d e  b l o q u e i o  d e  c i  - 

c l o s  e  o  p r o b l e m a  d a  d e t e r m i n a ç ã o  do  d i g r a f o  e q u i v a l e n t e  myni - 

mo. Ambos s ã o  p r o b l e m a s  N P- c o m p l e t o s  ( s e g u n d o  Karp ( 2 5 )  e  Sahni 

( 3 3 ) )  p a r a  o  c a s o  g e r a l  e ,  também p a r a  ambos n ã o  há na l i  - 

t e r a t u r a  r e s u l t a d o s  p a r a  a  c l a s s e  d o s  g r a f o s  d e  f l u x o  r e d u t í  - 

v e i s .  

A n á l o g o  a o  p r o b l e m a  d e  d e t e r m i n a ç ã o  d o  c o n j u n t o  d e . v é r  - 

t i c e s  d e  b l o q u e i o  d e  c i c l o s ,  a p r e s e n t a d o  no C a p y t u l o  111 , o  p r o  - 

blema a g o r a  p r o p o s t o  t r a t a  d e ,  p a r a  um d i g r a f o  G = ( V , E ) ,  e n  - 

c o n t r a r  o  c o n j u n t o  d e  a r e s t a s  E'CE, t a l  q u e  E '  c o n t é m  uma a r e s  - 

t a  d e  c a d a  c i c l o  d o  g r a f o ,  e  é d e  c a r d i n a l i d a d e  m í n i m a .  Chama - 

mos o  c o n j u n t o  E '  d e  c o n j u n t o  d e  a r e s t a s  d e  b l o q u e i o  d e  c i c l o s ,  

e  n o t a m o s  C A B C .  

E m  1 9 7 2 ,  Karp  ( 2 5 )  p r o v o u  q u e  e n c o n t r a r  a  C A B C  é p r o  

b lema N P- c o m p l e t o ;  G a r e y  e  J o h n s o n  ( 1 7 )  mencionam q u e  o  p r o b l e  - 



b lema  p e r m a n e c e  NP- comple to  mesmo no c a s o  em q u e  nenhum v é r t i -  

c e  do  g r a f o  tem g r a u  d e  e n t r a d a  ou s a y d a  m a i o r  q u e  t r ê s ( G a v r i 1  

( 1 8 )  

F r a n k  e  G y á r f ã s  ( 1 5 )  a p r e s e n t a m  a  c o n j e c t u r a  q u e  em 

u m  d i g r a f o  r e d u t i v e l  o  número  máximo d e  c i c l o s  d i s j u n t o s  d e  

a r e s t a s  é i g u a l  a  c a r d i n a l i d a d e  do C A B C .  T a l  c o n j e c t u r a  é p r g  

v a d a  p o r  S z w a r c f i t e r  ( 3 7 )  p a r a  o  c a s o  em q u e  o  d i g r a f o  D ,  r e d u  - 

t i v e l ,  p o s s u i  n o  máximo d o i s  v é r t i c e s  d o m i n a d o r e s  d e  c i c l o s . U m  

v é r t i c e  é d o m i n a d o r  d e  u m  c i c l o  C s e  d o m i n a  t o d o s  o s  v é r t i c e s  

d e  C .  

A p r e s e n t a m o s  a q u i  a  s o l u ç ã o  do  p r o b l e m a ,  em t empo  l i  - 

n e a r ,  p a r a  g r a f o s  c e b o l a ,  bem como a  p r o v a  d a  c o n j e c t u r a  d e  

F r a n k  e  G y á r f ã s  p a r a  t a i s  g r a f o s .  

LEMA V , 1 ,  ( S z w a r c f i t e r  ( 3 7 ) )  
- - 

S e j a  G = ( V y E y s )  u m  g r a f o  d e  f l u x o  r e d u t i v e l .  Cada c i c l o  

d e  G c o n t é m  a p e n a s  uma a r e s t a  d e  r e t o r n o .  

S e j a  G = ( V , E , s )  um g r a f o  d e  f l u x o  r edu t ive l  e  L = ( V L y E L , y )  

u m  l o o p  d e  G d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y ) .  Chamamos g r a f o  b á s i c o  

d o  l o o p  L ,  e  n o t a m o s  L -  = ( V - , E - , y ) ,  a  d a g  d o  g r a f o  d e  f l u x o  

f o r m a d o  p e l o s  c i c l o s  q u e  possuem em comum a  a r e s t a  ( x , y ) .  



S e j a  o  g r a f o  G = ( V Y E y s )  

F i g u r a  V.l 

Seja o  loop L ,  de a r e s t a  principal  

( d , a )  

Grafo básico de L ,  L-= (V;,E;,a) 

V; = {a,b,c,f ,d} 

EL-= {(a,b)i(b>c),(a,f),(f,c)y(~yd)} 

Chamamos c o r t e  de  u m  g r a f o  b á s i c o  do l o o p  L ,  d e  a r e s t a  

p r i n c i p a l  ( x , y ) ,  ao  c o n j u n t o  de  a r e s t a s  d e  c a r d i n a l i d a d e  m r n i  - 

ma que  i n t e r c e p t a  t o d o s  o s  caminhos y ,  . . . ,  x do g r a f o  b á s i c o .  

S e j a  o  l o o p  L ,  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y ) .  Chamamos de  

a r e s t a  d e  i n t e r r u p ç ã o  do l o o p  L ao  c o r t e  do g r a f o  b á s i c o  d e  L ,  

s e  e s t e  é u n i t á r i o ;  c a s o  não s e j a ,  a  a r e s t a  de  i n t e r r u p ç ã o  de  



L é a  p r õ p r i a  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y ) .  

Uma s e q ü ê n c i a  de  i n t e r r u p ç ã o  de  u m  g r a f o  de f l u x o  r e d u t r  - 

vel  G = (V,E,s)  é uma s e q u ê n c i a  de a r e s t a s ( ( v l  .w l )  , ( v 2 , w 2 )  ,. . . 
. . , ( v k Y w k ) )  t a l  que ( v i , w i ) ,  1  - < i  - < k ,  é a r e s t a  de  i n t e r r u p  - 

ção d e  u m  loop  minimo L i  em G i m l Y  pa ra  G o  = G e  G i  o  g r a f o  de - 

purado de  G i - l  - I ( v i Y W i ) }  

- 
Uma s e q ü ê n c i a  de i n t e r r u p ç ã o  é comple ta  s e  G k  e  a c i c l i c o  

o u  v a z i o .  

Exempl o :  

S e j a  o  g r a f o  G = ( V , E , s )  r e d u t i v e l .  

S e j a  G o  = G o  g r a f o  da f i g u r a  V .Z(a )  

Loop mínimo L I  em G o ,  de a r e s t a  p r i n c i p a l  ( f  , c )  

A r e s t a  de i n t e r r u p ç ã o :  ( f , c )  

S e j a  G 1  o  g r a f o  da f i g u r a  V . Z ( b )  

Loop mínimo L 2  em G 1 ,  de a r e s t a  p r i n c i p a l  ( e , b )  

A r e s t a  de i n t e r r u p ç ã o :  ( c , e )  

S e j a  G 2  o g r a f o  da f i g u r a  V . 2 ( c )  

Loop mínimo L 3  em G 2 ,  de a r e s t a  p r i n c i p a l  ( g , s )  

A r e s t a  de  i n t e r r u p ç ã o :  ( s  , a )  

S e j a  G 3  o  g r a f o  da f i g u r a  V.Z(d)  

G 3  é a c i c l i c o  

s e q ü ê n c i a  de i n t e r r u p ç ã o  comple ta :  ( ( f , c ) , ( c , e ) , ( s , a ) )  



( a )  : G  

F i g u r a  V . 2  



S e j a  G = ( V y E y ~ ~ f )  u m  g r a f o  c e b o l a ,  L1 = ( V l y E 1 ~ ~ l )  e  

L 2  = ( V 2 ~ E 2 ~ ~ 2  ) l oops  de  G .  Sejam L: = (V;',E;.Y~) e  L; = ( v ; , E ; . ~ ~ )  

o s  g r a f o s  b á s i c o s  de  L 1  e  L 2 .  Se L 2  é sub- loop  máximo d e  L 1  en - 

t ã o :  

i )  s e  L 2  é t i p o  E E :  v;nv2 = { y l l  e  E ; ~ E ~  = b 

i i )  s e  L 2  é t i p o  ES: V;CV; e  E;CE; 

i )  A ú n i c a  s a i d a  do loop L 2  é o  v é r t i c e  y 2 ;  a s s i m ,  o  cami - 

nho de  q u a l q u e r  v é r t i c e  de V 2  p a r a  x 2 ,  x 2  L V 2 ,  possu i  a  a r e s -  

t a  ( x 2 . y 2 ) .  E f á c i l  c o n s t a t a r  que os v é r t i c e s  e  a r e s t a s  de  L 2 ,  

e x c e t o  y p ,  não pertencem e n t ã o  a  L;. Logo v 1 - n v 2  = { y l }  e  

i  i) A Uni ca saida do loop L2 é x 2  que ,  como L 2  c L 1  e  é máximo, 

a t i n g e  x l  na dag ;  d e s t a  forma todos  os v é r t i c e s  q u e ,  p o r  sua  

vez a t ingem x 2  na d a g ,  i s t o  é, v é r t i c e s  de  V;, a t ingem x l .  Lo - 

go,  L; CL;, ou V; CV; e  E; CE;. 

Podemos o b s e r v a r  que a  c a r d i n a l i d a d e  de uma s e q ü ê n c i a  

de i n t e r r u p c ã o  depende da d e t e r m i n a ç ã o  das  a r e s t a s  p e r t e n c e n  

t e s  ao c o r t e .  Por   exemplo,^ g r a f o  de f l u x o  com poço G = (V,E,s,f), 

v i s t o  na F i g u r a  V.3, a p r e s e n t a  s e q ü ê n c i a s  de  i n t e r r u p ç ã o  de  

cardinalidades d i v e r s a s ,  como S1  = ( ( b , ~ ) )  e  S2 = ( ( d , e ) , ( b , c ) ) ,  

ou a i n d a  S3 = ( ( s , b ) , ( c , d ) ) .  



F i g u r a  V . 3  

Q u a l q u e r  s e q ü ê n c i a  d e  i n t e r r u p ç ã o  c o m p l e t a  d e  u m  g r a f o  c e  - 

b o l a  tem a  mesma c a r d i n a l i d a d e .  

As a l t e r a ç õ e s  d a s  c a r d i n a l i d a d e s  d a s  s e q ü ê n c i a s  d e  i n t e r -  

r u p ç ã o  n o  mesmo g r a f o  d e  f l u x o  d e c o r r e m  d a  e s c o l h a  d o  c o n j u n t o  
- 

d e  a r e s t a s  d o  c o r t e  q u e  podem p e r t e n c e r ,  ou n ã o ,  a  i n t e r s e ç ã o  

d o s  c o n j u n t o s  d e  a r e s t a s  d o s  g r a f o s  b á s i c o s  d o s  l o o p s .  P a r a  
- 

g r a f o s  c e b o l a  s a b e m o s ,  p e l o  Lema V . 2 ,  q u e  s e  o  l o o p  L e  t i p o  

E € ,  n ã o  e x i s t e m  a r e s t a s  comuns com o  g r a f o  b á s i c o  d o  l o o p  q u e  

o  c o n t é m  e ,  p o r  c o n s e g u i n t e ,  o  c o r t e  e s c o l h i d o  n ã o  i n t e r f e r e  

n e s t e .  P o r  o u t r o  l a d o ,  s e  o  l o o p  L é t i p o  ES, t o d a s  a s  a r e s t a s  

d o  s e u  g r a f o  b á s i c o  p e r t e n c e m  a o  g r a f o  b ã s i c o  d o  l o o p  q u e  o  



c o n t é m  o  q u e  f a z  com q u e ,  q u a l q u e r  q u e  s e j a  o  c o r t e  e s c o l h i d o ,  

i n f l u a  na  i n t e r r u p ç ã o  d o s  c i c l o s  d a  mesma f o r m a .  

Q u a l q u e r  s e q ü ê n c i a  d e  i n t e r r u p ç ã o  c o m p l e t a  S  d e  um g r a f o  

c e b o l a  G = ( V , E , s  , f )  é u m  c o n j u n t o  d e  a r e s t a s  d e  b l o q u e i o  d e  

c i c l o s  (CABC) d e s t e  g r a f o .  

Como, p e l o  Lema V . 3 ,  t o d a s  a s  s e q u ê n c i a s  d e  i n t e r r u p ç ã o  

c o m p l e t a s  t em a  mesma c a r d i n a l i d a d e ,  b a s t a - n o s  p r o v a r  q u e  uma 

d e l a s  -6 um C A B C .  

S e j a m  L 1 , L 2 ,  ..., L m  o s  l o o p s  d o  g r a f o  c e b o l a  G .  S u p o n h a  - 

mos e s t e s  l o o p s  j á  o r d e n a d o s ,  s e g u n d o  o  Lema 1 1 . 4 .  S a b e m o s  q u e  

L 1  um l o o p  m i n i m o ;  podemos c o n s i d e r a r  e s t a  ordem p a r a  a  -d e  - 

t e r m i n a ç ã o  d a  s e q ü ê n c i a  d e  i n t e r r u p ç ã o .  Obse rvemos  q u e  o  l o o p  

L i  , 1  - < i  - < m ,  a o  s e r  a n a l i s a d o  em G é m i n i m o ,  uma v e z  q u e  
j 

L1 , L 2 ,  . . . Li -1  j á  f o r a m  i n t e r r o m p i d o s .  E m a i s ,  j é m e n o r  ou 

i g u a l  a  i ,  uma v e z  q u e  uma s ó  a r e s t a  d e  i n t e r r u p ç ã o  a g e  em u m  

ou m a i s  l o o p s .  

S e  m = 1 ,  o  l ema  6 v s l i d o ;  a s e q ü ê n c i a  d e  i n t e r r u p ç ã o  

p o s s u i  a p e n a s  uma a r e s t a ,  s e j a  o  c o r t e  do  g r a f o  b á s i c o  d o  l o o p ,  

s e  u n i t á r i o ,  ou s u a  a r e s t a  p r i n c i p a l .  

Suponhamos  a g o r a  o  lema v á l i d o  p a r a  m-l l o o p s  d o  g r f i  

f o  G .  S e j a  S  = ( ( v 1  , w ~ ) , ( v ~ , w ~ ) , . . .  , ( v k , w k ) )  s u a  s e q ü ê n c i a  d e  

i n t e r r u p ç ã o  a t é  e s t e  momento .  E c l a r o  q u e  s e  L,, o  l o o p  d e  G 

q u e  r e s t a  p a r a  s e r  a n a l i s a d o ,  é d i s j u n t o  d o s  o u t r o s  l o o p s ,  n e  - 



nhuma a r e s t a  d e s t e s  pode i n f l u i r  em L, e  mais uma a r e s t a  deve  

s e r  a c r e s c e n t a d a  à s e q u ê n c i a  S .  Vamos l e v a r  em c o n t a  e n t ã o  s o  - 

mente o c a s o  em que L, contém a l g u n s ,  ou t o d o s ,  os  . l o o p s  

L 1 y L 2 y ~ . . y  L m-1 ' O loop  L, d e  G pode,  em G k ,  s e  e n c o n t r a r  nas  

s e g u i n t e s  a1 t e r n a t i v a s  : 

a )  L, não é loop  em G k .  
- 

Neste c a s o  o  g r a f o  G k  e  a c i c l i c o ;  L, j á  f o i  i n t e r rompido .  Co 

mo a s  k a r e s t a s  da s e q u ê n c i a  S c o n s t i t u e m ,  por  h i p a t e s e ,  u m  

C A B C  pa ra  os 1  oops L ,  , L 2 , .  . . , L , - 1 ,  c o n s t i t u e m  também u m  C A B C  

de  G ,  uma vez que e s t e  número de a r e s t a s  ( a s  de  S ) ,  não f o i  a1 

t e r a d o .  

b )  L, é loop  em G k .  

Temos novamente duas a1 t e r n a t i v a s :  

b . 1 )  O S  l oops  c o n t i d o s  em L, s ã o  t i p o  E E .  

P e l o  lema V.2 um sub- loop  máximo t i p o  E E  possu i  em co - 

m u m  com o  g r a f o  b á s i c o  de L ,  apenas u m  v é r t i c e .  Desta  fo rma ,  a  

r e t i r a d a  de qua-isquer  a r e s t a s  n e s t e s  l o o p s  não i n t e r r o m p e  o  gra - 

f o  b á s i c o  de L,; o b r i g a t o r i a m e n t e  devemos a c r e s c e n t a r  uma a r e s  - 

t a  à s e q u ê n c i a  de  i n t e r r u p ç ã o  S .  

b . 2 )  Existem loops  t i p o  ES d e n t r e  os l o o p s  c o n t i d o s  em L,. 

Neste  c a s o ,  p a r a  i n t e r c e p t a r  o  loop  L,, devemos a c r e s -  

c e n t a r  uma a r e s t a  de i n t e r r u p ç ã o  à s e q u ê n c i a  S ,  !que p a s s a  a  

t e r  k + l  a r e s t a s .  

Suponhamos e n t r e t a n t o  que e x i s t a  um c o n j u n t o  P de  a r e s  - 
- 

t a s  que s e j a  u m  C A B C  de G t a l  que sua  c a r d i n a l i d a d e  . e  menor 

que a  c a r d i n a l i d a d e  de S .  Sabemos que P deve  t e r  k e l emen tos  

uma vez que L 1 , L 2 ,  . . . ,  L m  - i  s ã o  loops  d e  G e  devem s e r  b loquea  - 

dos por  P e ,  por  h i p ó t e s e ,  pa ra  e s t e s  l o o p s ,  o  C A B C  tem k a r e s  - 



t a s .  I s t o  é,  e x i s t e  u m  C A B C  com k a r e s t a s  p a r a  L l , L 2 , .  . . ,  L m-1 

q u e  i n t e r c e p t a  também o  l o o p  L,. 
- - - 

S e j a  o  g r a f o  b á s i c o  do  l o o p  L,, L, = ( V m y E m Y y y x ) .  E x i s  - 

t e  n e s t e - g r a f o  u m  c a m i n h o  y ,  . . . ,  x i n t e r c e p t a d o  p o r  P e  n ã o  p o r  

S .  P a r a  q u e  i s t o  o c o r r a , a r e s t a s  d e s t e  c a m i n h o  devem p e r t e n c e r  

a o  g r a f o  b á s i c o  d e  u m  l o o p  L i ,  L i  CL,, l o o p  e s t e  q u e ,  a o  t e r  

e s c o l h i d a  s u a  a r e s t a  d e  i n t e r r u p ç ã o ,  t a l  a r e s t a  n ã o  i n t e r c e p t o u  

s e u  g r a f o  b á s i c o .  A s s i m ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  V .3 ,  d e  a r e s t a  d e  i n  - 

t e r r u p ç ã o ,  s a b e m o s  q u e  o  c o r t e  do  g r a f o  b á s i c o  d e  L i  n ã o  é u n i  

t á r i o ;  s e j a  j s u a  c a r d i n a l i d a d e .  O c o r p o  d e  u m  l o o p  é u m  g r a f o  

c e b o l a ;  como L i C L m ,  e  L i  é t i p o  ES, L i  p e r t e n c e  a  u m  d o s  com 

p o n e n t e s  f r a c a m e n t e  c o n e x o s  d o  c o r p o  d o s  l o o p s  q u e  o  con t<m.  

Cada c o m p o n e n t e  f r a , c a m e n t e  c o n e x o  é l i g a d o  a o  v é r t i c e  d e  b a s e  

i m e d i a t a m e n t e  s u p e r i o r  p o r  uma ú n i c a  a r e s t a ,  q u e  é j u s t a m e n t e  

a  a r e s t a  r e t i r a d a  p e l a  t r a n s f o r m a ç ã o  T ( d e f i n i ç ã o  I V . 7 )  ; a s s i m  

p a r a  b l o q u e a r  u m  l o o p  q u a l q u e r ,  t i p o  ES,  i n t e r c e p t a n d o  t o d o  o  

c o m p o n e n t e  f r a c a m e n t e  c o n e x o  a o  q u a l  p e r t e n c e  s ã o  n e c e s s á r i a s  

a p e n a s  d u a s  a r e s t a s ,  o  q u e  m o s t r a  q u e  nenhum j f 1  p o d e  s e r  

c o m p e n s a t õ r i o .  

O c o r t e  d o  g r a f o  b á s i c o  d e  u m  l o o p  L = ( V L , E L , y ) ,  d e  a r e s  - 

t a  p r inc ipa l  ( x , y ) ,  num g ra fo  cebola G = (V,E,s , f )  tem a  c a r d i n a l i d a d e  

d a  l i s t a  d e  a d j a c ê n c i a  d e  y ( o u  g S a i ( y ) ,  O U  a i n d a  g e n t ( x ) ) .  



Cada a r e s t a  ( y , v ) ,  s e n d o  v  u m  e l e m e n t o  da l i s t a  d e  a d j a -  

c ê n c i a  de y ,  é r e t i r a d a  p e l a  t r a n s f o r m a ç ã o  T ( d e f i n i ç ã o  I V . 7 )  

dando o r igem a  u m  componente  f r a c a m e n t e  conexo  d i s t i n t o .  N e s t e  

c a s o ,  a  r e t i r a d a  de  t o d a s  a s  a r e s t a s  que pa r t em d e  y  é o  m?ni-  

mo n e c e s s á r i o  p a r a  i n t e r c e p t a r  o s  caminhos y ,  ..., x .  

DE CICLOS EM GRAFOS CEBOLA: O ALGORITMO CABC - _  

O a l g o r i t m o  C A B C  d e c o r r e  da a p l i c a ç ã o  i m e d i a t a  dos  l e  - 

mas a p r e s e n t a d o s  na s e ç ã o  V .2 .2 .  Tendo.como e n t r a d a  o  g r a f o  c e  - 

b o l a  G = ( V , E y s , f ) ,  e  como s a r d a  o  c o n j u n t o  C A B C ,  o  a l g o r i t m o  

c o n s t a  dos  s e g u i n t e s  p a s s o s :  

PASSO 1: A p l i c a r  uma busca  em p r o f u n d i d a d e  a o  g r a f o  G d e t e r m i -  

nando o  c o n j u n t o  R de  a r e s t a s  d e  r e t o r n o .  

PASSO 2: O r d e n a r  R segundo  a  p r o f u n d i d a d e  d e  c o n t i n ê n c i a  d e  

s e u s  l o o p s ;  o  p r i m e i r o  l o o p  d e s t a  s e q ü ê n c i a  é u m  l o o p  mTnimo. 

PASSO 3 :  S e j a  a  a r e s t a  ( x , y )  E R t a l  que  o  l o o p  L = ( V L , E L , y ) ,  
e 

de a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y ) ,  e  d e  p r o f u n d i d a d e  d e  c o n t i n ê n c i a  m i  - 

nima.  A e x i s t ê n c i a  do l o o p  é v e r i f i c a d a .  Temos e n t ã o :  

i )  e x i s t e  o  l o o p  ( l o g o  e x i s t e m  c i c l o s ) .  

Nes t e  c a s o  d e v e - s e  c a l c u l a r  o  c o r t e  do l o o p  q u e ,  p e l o  Lema 

V.5 o  p r ó p r i o  c o n j u n t o  d e  a r e s t a s  que p a r t e  d e  y .  S e j a  c  a  

c a r d i n a l i d a d e  d e s t e  c o n j u n t o .  



d 

Se c  > 1 ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  V.3 ,  a  a r e s t a  de  i n t e r r u p ç ã o  e  

( x , y ) ,  a r e s t a  p r i n c i p a l  de  L ,  que  é e n t ã o  a d i c i o n a d a  a o  C A B C .  

Como o s  caminhos  que  passam p e l o  g r a f o  b á s i c o  d e  L não s ã o  i n  - 

t e r r o m p i d o s ,  o  l o o p  não pode s e r  r e t i r a d o ;  pode e n t r e t a n t o  s e r  

c o n t r a í d o  a  u m  v é r t i c e , u m a  vez  que e s t a s  a r e s t a s  não s e r ã o  u t i  - 

l i z a d a s  como a r e s t a  de  i n t e r r u p ç ã o  p a r a  nenhum o u t r o  l o o p  ( o  

ú n i c o  c a s o  p o s s í v e l  que  é o  c á l c u l o  do c o r t e ,  não o c o r r e  em v i r  - 

t u d e  do Lema V . 5 ) .  Como não  foram r e t i r a d a s  a r e s t a s  do g r a f o  

b á s i c o  de  L ,  o  g r a f o  depu rado  de  G é o  p r ó p r i o  g r a f o  G ,  a  me - 

n o s ,  é c l a r o ,  da  a r e s t a  ( x , y ) .  
e 

Se c = 1 ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  V.3 ,  a a r e s t a  de  i n t e r r u p ç ã o  e  o  
- 

c o r t e  do g r a f o  b ã s i c o  de  L ,  L . c, g r a f o  d e p u r a d o  de  G,dev!e en - 

t ã o  s e r  c a l c u l a d o ,  s u b s t i t u i n d o  G .  

Como o  l o o p  f o i   interceptado,^^ vér t i ces  d e  V L  - {y}  não  s ã o  

mais  a l c a n ç á v e i s  a  p a r t i r  d e  S .  Chamemos e s t e  c o n j u n t o  d e  V I .  

S e j a  r l  u m  v é r t i c e  t a l  que  e x i s t e  uma a r e s t a  ( x , r l )  e  e s t a  

a r e s t a  é a  ú n i c a  que  chega  a  r l .  Obviamente  r l  p e r t e n c e  a  V I ,  

bem como o s  s u c e s s o r e s  de  r l  que  possuem como a n t e c e s s o r e s  s o  - - 
mente v é r t i c e s  d e  V I .  V I  f o r m a r i a  em G componentes  conexos  a c í  - 
c l i c o s ;  n e s t e  c a s o  e s t e s  v g r t i c e s  não mais  i n t e r e s s a m  a o  p r o -  

blema e  podem s e r  s u b t r a í d o s  do g r a f o .  

i i )  não e x i s t e  l o o p  L ,  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y ) .  

Nes t e  c a s o ,  como os  c i c l o s  j ã  fo ram i n t e r r o m p i d o s ,  o  v é r t i  - 

c e  x não  ma i s  p e r t e n c e  ao  g r a f o  G .  A a r e s t a  ( x , y )  é e n t ã o  r e t i  - 

r a d a  de  R .  

O p a s s o  3 é r e p e t i d o  a t é  que  o  c o n j u n t o  R s e j a  u m  con - 

j u n t o  v a z i o .  



Exemplo: 

S e j a  o  g r a f o  c e b o l a  G = ( V y E y ~ ~ f )  

Loop Ll  ,de a res ta  principal  ( e , d )  

Aresta de interrupção: (d ,e)  

V I  = Ie,g} 

Loop L2,de a res ta  principal  (c ,b )  

Aresta de interrupção : (b  ,c)  

F i g u r a  V.4 

Loop Lj,de a res ta  principal  ( f  , s )  

f não pertence a  G .  

CABC = I (d ,e)  , ( b Y c ) I  

O a l g o r i t m o  C A B C  é d e  complex idade  l i n e a r  no número d e  

a r e s  t a s .  

PROVA 

O p a s s o  1, já  c o n h e c i d o ,  é de  O ( e ) .  O p a s s o  2  tarnbem, uma 

vez  que  n u m  g r a f o  c e b o l a  os  v é r t i c e s  d e  e n t r a d a  dos  l o o p s  s ã o  

d i s t i n t o s ,  o  que  nos p e r m i t e  c a l c u l a r  a  p r o f u n d i d a d e  de  c o n t i -  



n ê n c i a  u t i l i z a n d o  a p e n a s  o  Lema 1 1 . 4 .  

No p a s s o  3 ,  a o  s e r  s e g u i d a  a  o rdem d e  l o o p s  e s t a b e l e  - 

c i d a  no p a s s o  2 ,  l o o p s  mTnimos s ã o  s u c e s s i v a m e n t e  p e r c o r r i d o s .  

S e j a  q u a l  f o r  o  v a l o r  d e  c  o  p e r c u r s o  d e  c a d a  a r e s t a  d e s t e s  

l o o p s  o c o r r e  uma s ó  v e z ;  p a r a  c  > 1  o  l o o p  é c o n t r a i d o  a  u m  v é r  - 
t i c e  e  p a r a  c  = 1  é r e t i r a d o  d o  g r a f o .  O c á l c u l o  d o  g r a f o  d e p u  - 

r a d o  p o d e  s e r  d e s c r i t o  como u m  s i m p l e s  p e r c u r s o  d a s  a r e s t a s  a  

serem r e t i d a d a s ,  como é v i s t o  n o  a l g o r i t m o ;  e s t a s  a r e s t a s  s ã o  

também p e r c o r r i d a s  uma só  v e z .  O p a s s o  3 é também d e  O ( e ) .  Uma 

v e z  q u e  o s  t r ê s  p a s s o s  d o  a l g o r i t m o  s ã o  s e q u e n c i a i s  i s t o  r e  - 

s u l t a  na  s u a  c o m p l e x i d a d e  l i n e a r .  

F r a n k  e  G y á r f á s  ( 1 5 )  a p r e s e n t a m  a  s e g u i n t e  c o n j e c t u r a :  

- S e j a  k a  c a r d i n a l i d a d e  d e  C A B C .  N u m  d i g r a f o  r e d u ' t c v e l  

o  numero  máximo d e  c i c l o s  d i s j u n t o s  d e  a r e s t a s  ( j )  é i g u a l  a  k .  

P 
t s i m p l e s  o b s e r v a r  qum e x e m p l o  q u e ,  no  c a s o  g e r a l ,  j 

p o d e  s e r  d i f e r e n t e  d e  k ,  como n a  f i g u r a  V . 5 .  



F i g u r a  V . 5  

O b v i a m e n t e  j < k .  P a r a  u m  g r a f o  c e b o l a  o  a l g o r i t m o  

C A B C  d e t e r m i n a  um c o n j u n t o  mrn imo  d e  a r e s t a s  q u e  i n t e r c e p t a  t o  - 

d o s  o s  c i c l o s .  R e s t a - n o s  p r o v a r  q u e  d e  p o s s e  d e s t e  c o n j u n t o  po - 

demos d e t e r m i n a r  o s  j c i c l o s  d i s j u n t o s  d e  a r e s t a s ,  j = k .  

N u m  g r a f o  c e b o l a  G = ( V , E , s , f )  a  c a r d i n a l i d a d e  d o  C A B C  é 

i g u a l  a o  número  máximo d e  c i c l o s  d i s j u n t o s  d e  a r e s t a s .  

S a b e m o s ,  p e l o  Lema V . 4 ,  q u e  uma s e q ü ê n c i a  d e  i n t e r r u p ç ã o  

d e  u m  g r a f o  c e b o l a  é um C A B C  d e s t e ;  d e s t a  f o r m a  o  a l g o r i t m o  

C A B C  c o n s t r o i  o  C A B C  b a s e a n d o - s e  n a s  d e f i n i ç õ e s  V.3 e  V .4 ,  d e  

a r e s t a  e  seqüência d e  i n t e r r u p ç ã o .  P a r a  c a d a  a r e s t a  d e  i n t e r -  

r u p ç ã o  d e t e r m i n a d a  p a r a  u m  l o o p  min imo  L ,  o  a l g o r i t m o  r e c a i  em 

uma d a s  s e g u i n t e s  a l t e r n a t i v a s :  



i )  o  c o r t e  d e  L -  é u n i t ã r i o .  

N e s t e  c a s o  a  a r e s t a  d e  i n t e r r u p ç ã o  é o  p r õ p r i o  c o r t e  e ,  n o  

a l g o r i t m o ,  o  l o o p  L e s u b t r a y d o  do  g r a f o .  D e s t e  l o o p  podemos  

o b v i a m e n t e  d e s t a c a r  u m  c i c l o .  

i i )  o  c o r t e  d e  L -  n ã o  é u n i t á r i o .  

N e s t e  c a s o  a  a r e s t a  d e  i n t e r r u p c ã o  é a  a r e s t a  p r i n c i p a l  d e  

L e ,  no  a l g o r i t m o ,  o  l o o p  L é c o n t r a i d o  a  u m  v é r t i c e .  O r a ,  s e  

o  c o r t e  n ã o  é u n i t á r i o ,  o  c o r p o  d o  l o o p  L p o s s u i  d u a s  ou m a i s  

c o m p o n e n t e s  f r a c a m e n t e  c o n e x a s .  O l o o p  é c o n t r a i d o  a  u m  v é r t i -  

c e  p a r a  q u e  o s  camimhos  q u e  p a s s e m  p o r  e l e  n ã o  s e j a m  i n t e r r o m -  

p i d o s ,  p o r é m ,  p a r a  m a n t e r  e s t e  a c e s s o , u m  só  c o m p o n e n t e  é s u f i -  

c i e n t e ,  uma v e z  q u e  a s  a r e s t a s  d o  l o o p  p r o p r i a m e n t e  d i t o  n ã o  

m a i s  podem s e r  e s c o l h i d a s  como a r e s t a s  d e  i n t e r r u p ç ã o .  N e s t e  

caso e n t ã o  a  a r e s t a  p r i n c i p a l  d o  l o o p  com u m  d o s  componentes f r a  - 

c a m e n t e  c o n e x o s ,  q u e  é s u p e r f l u o  e  p o d e r i a  s e r  r e t i r a d o , f ~ r m a m  

u m  c i c l o  q u e  p e r t e n c e  a o  c o n j u n t o  d e  c i c l o s  d i s j u n t o s  d e  a r e s -  

t a s .  

O p r o b l e m a  d o  d i g r a f o  e q u i v a l e n t e  minimo t r a t a  d e ,  p i  

r a  u m  d i g r a f o  G = ( V y E ) ,  e n c o n t r a r  u m  c o n j u n t o  d e  a r e s t a s  E '  

minimo,  E '  S E ,  t a l  q u e  o  d i g r a f o  G '  = (VYE') c o n t é m  u m  c a m i n h o  

d e  v  p a r a  w s e  e  s o m e n t e  s e  G o  c o n t é m .  Ao g r a f o  G '  n o t a r e m o s  

D E M .  

S a h n i  ( 3 3 ) ,  u s a n d o  a  t r a n s f o r m a ç ã o  p a r a  c i r c u i t o  h a -  

m i l t o n i a n o  d i r e c i o n a d o ,  p r o v o u  q u e  e n c o n t r a r  o  D E M  p a r a  u m  d i  - 



g r a f o  G é p r o b l e m a  N P- c o m p l e t o .  Q u a n t o  a  s u b - p r o b l e m a s ,  p o u c o s  

r e s u l t a d o s  s ã o  c o n h e c i d o s :  S z w a r c f i t e r  ( 3 6 )  a p r e s e n t a ,  em 1985, 

uma c l a s s e  d e  d i g r a f o s  r e d u t i v e i s ,  o s  g r a f o s  r e d u t i v e i s  a  ã r v o  - 

r e ,  p a r a  a  q u a l  o  p r o b l e m a  r e s o l v i d o  em t e m p o  l i n e a r .  A c r e s -  

c e n t a m o s  e n t ã o  um novo  r e s u l t a d o :  a  s o l u ç ã o ,  também em t e m p o  

l i n e a r ,  p a r a  o  p r o b l e m a  d o  d i g r a f o  e q u i v a l e n t e  m i n i m o  d e  um 

g r a f o  c e b o l a .  

S e j a  G = ( V , E , s )  um g r a f o  d e  f l u x o  r e d u t i v e l  e L = (VL,ELyy) 

um l o o p  d e  G ,  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x , y ) .  Dizemos  q u e  L é um 

I o o p  s i m p l e s  s e  o  g r a f o  b á s i c o  d e  L ,  L- , é i g u a l  a  s u a  d a g .  

Exempl o :  

Loops s imples  no g ra fo  . :  
G = (VyEYs, f )  da Flg.  V.6: 

1 . 0 0 ~  L I ,  d e  a r e s t a  p r inc ipa l  ( f , a )  

e loop L p ,  de a r e s t a  p r i n c i p a l  

( c , b ) .  

F i g u r a  V .6 .  



Todo loop minimo é s i m p l e s .  

PROVA 

A Única a r e s ' t a  de  r e t o r n o  d e  u m  loop  minimo é sua  a r e s t a  

p r i n c i p a l ,  l o g o  seu g r a f o  b á s i c o  é i g u a l  a  sua  dag .  

S e j a  L = ( V L , E L , y )  um loop  s i m p l e s  e  máximo. O d i g r a f o  

e q u i v a l e n t e  minimo de L possu i  I v L I  + m-1 a r e s t a s ,  sendo m o  

número minimo de f o l h a s  numa á r v o r e  g e r a d o r a  de L. 

Suporemos i n i c i a l m e n t e  que L é também loop  minimo, como 

p o r  exemplo o l oop  da F i g u r a  V.7. O loop  L possu i  I v L I  v é r t i  - 

c e s .  Como exi i s te  p e l o  menos u m  c i c l o  em L ,  o  d i g v a f o  e q u i v a l e n  - 

t e  minimo tem, no minimo, I v L I  a r e s t a s .  A p re sença  da a r e s t a  

. de r e t o r n o  é o b r i g a t ó r i a  por s e r  a  Única capaz de  manter  a  co  - 

nex idade  f o r t e ;  a s  a r e s t a s  r e s t a n t e s ,  ( V L I  - 1 ,  formam uma á r  - 

v o r e .  

Se$a ( :x ,y)  a  a r e s t a  p r i n c i p a l  de L. 'Todos os v é r t i c e s  do 

l o o p  at ingem x ,  p e l a  p r ó p r i a  d e f i n i ç ã o  de loop (Definição 11.1).  

Assim, não impor ta  qual  s e j a  a  á r v o r e  c o n s t r u f d a ,  s u a s  f o l h a s  

a t ingem x em L. Como L é u m  loop  minimo a s  a r e s t a s  que cumprem 

e s t a  t a r e f a  per tencem à dag de  L. O número minimo d e s t a s  a r e s -  



t a s  o c o r r e  e n t ã o  q u a n d o  c o n s t r u i m o s  a  á r v o r e  com n ú m e r o  mynimo 

d e  f o l h a s .  S e j a  m e s t e  n ú m e r o ;  como o  p r ó p r i o  v é r t i c e  x  é f o -  

l h a  n e s t a  ã r v o r e ,  s ã o  n e c e s s á r i a s  ni-1 a r e s t a s ,  p e r f a z e n d o  o  t o  - 

t a l  d e  \ V L /  + m-1. 

Ve jamos  a g o r a  o  c a s o  em q u e  L p o s s u i  l o o p s ,  como p o r  exem - 

p l o  o  l o o p  d a  F i g u r a  V . 8 .  O r a ,  t u d o  o  q u e  f o i  d i t o  a n t e r i o r -  

m e n t e  c o n t i n u a  v a l e n d o  em L ,  e x c e t o  p e l o  f a t o  d e  q u e  a  a l c a n ~ a  - 

b i l i d a d e  d a s  f o l h a s ,  p a r a  s e r  m a n t i d a ,  p o d e r i a  u t i l i z a r  a r e s  - 

t a s  d e  r e t o r n o ,  o  q u e  n ã o  n e c e s s á r i o  p o r  s e r  o  l o o p  s i m p l e s .  

A c o n e x i d a d e  f o r t e  d e  c a d a  l o o p  c o n t i d o  em L também e s t á  m a n t i  - 

d a ,  s e n ã o  v e j a m o s :  s e j a  L I  = (V, , E l  ,w) u m  l o o p  c o n t i d o  em L ,  

d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( v , w ) .  O v é r t i c e  v  a t i n g e  x  p o r  a r e s t a s  d a  

d a g ;  x a t i n g e  y ,  q u e  é r a i z  d o  g ra fo  d e  f l u x o  L .  A s s i m ,  t o d o s  

o s  v é r t i c e s  d e  V I  s ã o  a t i n g i d o s  a  p a r t i r  d e  y e ,  p a r a  o  d i g r a -  

f o  e q u i v a l e n t e  m i n i m o ,  é i n d i f e r e n t e  s e  L c o n t é m  ou n ã o  l o o p s .  

Q 

( a )  : L  

F i g u r a  V . 7 .  F i g u r a  V.8.  



S e j a  G = ( V y E Y s )  u m  g r a f o  d e  f l u x o  r e d u t ? ' v e l  f o r t e m e n t e  

c o n e x o .  S e j a  L = ( V L y E L y y )  um l o o p  s i m p l e s ,  d e  a r e s t a  p r i n c i  - 

p a l  ( x , y ) .  O l o o p  L é d i t o  l o o p  i n d e p e n d e n t e  s e  a  a r e s t a  ( x , y )  

é t a l  q u e  P S ( y )  = min ( ~ ~ ( t ) l ( x , t )  é a r e s t a  d e  r e t o r n o )  e d e  x  

n ã o  p a r t e m  a r e s t a s  d a  d a g .  

Exemplo :  

No g r a f o  G = (V,E,s , f )  o  Único 
loop independente é o  de a r e s t a  

p r i n c i p a l  ( f  , a ) .  

F i g u r a  V . 9 .  

V . 3 3 ,  DIGRAFO EQUIVALENTE MTNIMQ DE UM GRAFO CEBOLA 

Abordamos  i n i c i a l m e n t e  a  c o n s t r u ç ã o  d o  D E M  d e  u m  g r g  

f o  c e b o l a  f o r t e m e n t e  c o n e x o  G = ( V , E , s , f )  t a l  q u e  L ,  l o o p  máx i  - 

mo d e  G ,  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  (x ,y ) ,  é s i m p l e s .  P e l o  Lema V . 9 ,  

o  a l g o r i t m o  DEM1 d e v e  c o n t r u i r  uma á r v o r e  g e r a d o r a  d e  L com nÚ - 



mero minimo de f o l h a s  e  a c r e s c e n t a r  a  cada uma destas folhas uma 

Única a r e s t a ,  s u f i c i e n t e  pa ra  manter  a a l c a n ç a b i l i d a d e  dos v é r  - 

t i c e s  d o  g r a f o  u t i l i z a n d o  a r e s t a s  da dag;  obviamente não p a r  

tem a r e s t a s  do v é r t i c e  x ,  que também é f o l h a ,  e x c e t o  (x,Y) que 

também p e r t e n c e  ao D E M  do loop L .  

Sabemos que no reconhecimento  de u m  g r a f o  c e b o l a ,  a  

t r a n s f o r m a ç ã o  T r e t i r a  v é r t i c e s  e  a r e s t a s  d e  t a l  forma que o 
- 

g r a f o  f i n a l  G t  e  v a z i o  ( D e f i n i ç ã o  I V . 8 ) .  Ora,  as  a r e s t a s  ( v , w )  

r e t i r a d a s  na t r a n s f o r m a ç ã o  T bem s u c e d i d a  ( D e f i n i ç ã o  IV .7 )  s e  

encontram em uma das  s e g u i n t e s  s i t u a ç õ e s :  

i )  V é v é r t i c e  base  em G i  e  w o  é em G i + l  (w é o  v é r t i c e  i n i -  

c i a l  de u m  componente f r a c a m e n t e  conexo em G i + l ,  l o g o  base  

em G i + +  
- 

Como é a  ú n i c a  a r e s t a  que chega a  w ,  ( v , w )  e  a r e s t a  

de qual  que r  á r v o r e  g e r a d o r a .  

i i )  w é v é r t i c e  b a s e  em G i  e  v o  é em G i + l  ( v  é o  v é r t i c e  f i -  

na l  de u m  componente f r a c a m e n t e  conexo em G i + l ,  l ogo  base 

em ' i t l  1 .  
d 

A a r e s t a  ( v , w )  e  a  ú n i c a  que p a r t e  do v é r t i c e  v ,  s e n -  

do por  e s s e  mot ivo  i m p r e s c i n d i v e l  pa ra  que v a l c a n c e  x.  

i i i )  v e  w s ã o  v é r t i c e s  base  em G i .  

Neste  c a s o  temos,  por s u a  v e z ,  duas a1 t e r n a t i v a s :  

gs a  i  ( v )  = 1  e  g s a i ( v )  > 1 .  No p r i m e i r o  c a s o  a  a r e s t a  (v ,w)  p e r  - 

tente à á r v o r e  g e r a d o r a ,  l o g o ,  é p r e s e r v a d a ;  no segundo e x i s t e  

u m  caminho a l t e r n a t i v o  de v pa ra  w que passa  por  componentes 

f r a c a m e n t e  conexos de  G i + , ,  s endo e n t ã o  o  Gnico c a s o  em que a  

a r e s t a  ( v , w )  não deve s e r  mantida no BEM de L .  



De posse  d e s t a s  j u s t i f i c a t i v a s ,  o  a l g o r i t m o  DEM1 pode 

s e r  a p r e s e n t a d o  como uma m o d i f i c a ç ã o  do a l g o r i t m o  G C A ,  v i s t o  

na Seção IV.4 .1 .  A e n t r a d a  do a l g o r i t m o  BEM1 é um g r a f o  c e b o l a  

f o r t e m e n t e  conexo G = (V,E,y , x )  t a l  que L ,  loop  máximo, de . a r e s  - 

t a  p r i n c i p a l  ( x , y ) ,  é s i m p l e s .  Seus passos  s ã o  os s e g u i n t e s :  

E , y , x )  é i n i c i a l m e n t e  i g u a l  a  G .  PASSO 1: O g r a f o  G E Q  = ( V E Q ,  E q  
R e t i r a r  de  E a s  a r e s t a s  de  r e t o r n o .  

E Q  

PASSO 2; E s t e  p a s s o  é exatamente  i g u a l  ao passo  4  do a l g o r i t m o  

G C A ,  a c r e s c e n t a n d o- s e ,  ao serem c o n f r o n t a d o s  os v é r t i c e s  v ,  t o  - 

po da p i l h a ,  e  w ,  v é r t i c e  c o r r e n t e ,  a  v e r i f i c a ç ã o  da . : e x i s t ê n -  

c i a  da a r e s t a  ( v , w ) ,  que deve s e r  r e t i r a d a  de E 
E Q  ' 

Como o  g r a f o  é c e b o l a ,  o  p e r c u r s o  dos v é r t i c e s  não é 

i n t e r r o m p t d o ,  e  a  s a i d a  do a l g o r i t m o  é o  D E M  do g r a f o  c e b o l a  G ,  

o  g r a f o  G 
E Q '  

ao qua l  deve s e r  a c r e s c e n t a d o  a  a r e s t a  ( x , y ) .  

O a l g o r i t m o  DEM1 é de  complexidade l i n e a r ,  O ( e ) .  

PROVA 

O a l g o r i t m o  tem a  mesma complexidade do a l g o r i t m o  GCA que, 

p e l o  Lema IV.5,  é de O ( e ) .  



Exemplo :  

( a ) :  G = ( V y E , s , f )  

PASSO 1 : R e t i r a r  a s  a r e s t a s  ( d , a ) ,  ( g , e )  e  ( f  , s ) .  

PASSO 2 : P e r c o r r e r  o s  v é r t i c e s  na s e g u i n t e  o r d e m :  s ,  e ,  h ,  g ,  

a ,  c ,  b ,  d ,  f .  

- S e j a  w,  v é r t i c e  c o r r e n t e  = g  

S i t u a ç ã o  da  p i l h a :  t o p o :  e ,  g s a i  ( e )  = 2 

R e t i r a r  a  a r e s t a :  ( e , g )  

- S e j a  w = d  

S i  t u a ç ã o  d a  p i l h a :  t o p o :  a ,  g s a i  ( a )  = 2 

- S e j a  w = f 

S i t u a ç ã o  d a  p i l h a :  t o p o :  s ,  g S a i  ( s )  = 3 

R e t i r a r  a  a r e s t a :  ( s , f )  

A c r e s c e n t a r  a  a r e s t a  ( f  , s ) .  



( b ) :  G E O y  d i g r a f o  e q u i v a l e n t e  m i n i m o  d e  G .  

F i g u r a  V.10 

O D E M  d e  um g r a f o  c e b o l a  f o r t e m e n t e  c o n e x o  G = ( V , E , s , f ) é  

a  u n i ã o  d o s  d i g r a f o s  e q u i v a l e n t e s  m i n i m o s  d o s  1  o o p s  i n d e p e n d e n  - 

t e s  c o n t i d o s  em G ,  r e d u z i d o s  s u c e s s i v a m e n t e  p e l a  t r a n s f o r m a ç ã o  

TL. 

S e j a m  L 1 . L 2 , .  . .  , L k  a  s e q ü ê n c i a  d e  a r e s t a s  p r i n c i p a i s  d o s  

l o o p s  d e  G ,  o r d e n a d o s  s e g u n d o  a  p r o f u n d i d a d e  d e   continência.^^ - 
mo o  g r a f o  G é f o r t e m e n t e  c o n e x o ,  L k  c o n t % n  t o d o s  o s  o u t r o s  

1  o o p s  . 
O l o o p  L k ,  d e  a r e s t a  p r i n c i p a l  ( x k . y k )  é máximo;  s e  é t a m  - 

bém s i m p l e s ,  r e c a i m o s  no  Lema V.9 .  S e  i s t o  n ã o  o c o r r e ,  s i g n i f i  - 



c a  q u e  e x i s t e m  v ê r t i c e s  d e  L k  q u e ,  p a r a  a t i n g i r  x k , p a s s a m  p o r  

a l g u m a  a r e s t a  d e  r e t o r n o ,  o  q u e  a c o n t e c e  com v é r t i c e s  q u e  p e r  

t e n ç a m  a  um s u b - l o o p  t i p o  E E ,  o n d e  o  a c e s s o  d o s  v é r t i c e s  d o  

l o o p  a o s  o u t r o s  v é r t i c e s  d o  g r a f o  ê f e i t o  p e l o  v é r t i c e  d e  e n  - 

t r a d a .  

S e j a  L i '  u m  l o o p  d e  G ,  t i p o  E € ,  s i m p l e s .  O l o o p  L i  é i n d e -  

p e n d e n t e ,  uma v e z  q u e  d e  x  n ã o  p a r t e m  a r e s t a s  d a  d a g  ( s e  p a r -  

t i s s e m  L i  s e r i a  t i p o  ES, ou c o n t e r i a  o u t r o  l o o p  t i p o  E E )  e ,  s e  

p a r t e  uma a r e s t a  d e  r e t o r n o ,  e s t a  p e r t e n c e  a  u m  l o o p  c o n t i d o  

em L i ,  t i p o  ES. S e j a  L t a l  q u e  L i  é s u b - l o o p  máximo d e  L Sa  
j j '  - 

bemos ,  p e l o  Lema V.2 ,  q u e  L i  n ã o  p o s s u i  a r e s t a s  em comum com o  

g r a f o  b á s i c o  d e  L s o m e n t e  o  v é r t i c e  y i .  D e s t a  f o r m a  nenhuma 
j ' 

a r e s t a  d e  L i  p a r t i c i p a  d o  D E M  do  r e s t o  d o  g r a f o ,  e  v i c e - v e r s a ,  

p o d e n d o  o  l o o p  L i  s e r  t r a t a d o  i s o l a d a m e n t e .  A t r a n s f o r m a ç ã o  TL 

r e d u z  L i  j u s t a m e n t e  a o  v é r t i c e  y i  q u e ,  p o r  s e r  o  ú n i c o  q u e  p e r  - 
- 

tente à i n t e r s e ç ã o ,  e  o  ú n i c o  q u e  i m p o r t a  a o  l o o p  L 
j .  17 

O Lema V . l l  n o s  o f e r e c e  a s  j u s t i f i c a t i v a s  p a r a  a  e l a b o r a  - 

ç ã o  d o  a l g o r i t m o  DEM2, q u e  c a l c u l a  o  D E M  d e  u m  g r a f o  cebola f o r  - 

t e m e n t e  c o n e x o .  A e n t r a d a  d o  a l g o r i t m o  é u m  g r a f o  c e b o l a  

G = ( V , E , s , f )  e  o  a l g o r i t m o  DEM2 c o n s t a  d o s  s e g u i n t e s  p a s s o s :  

PASSO 9: A p l i c a r  uma b u s c a  em p r o f u n d i d a d e  a o  g r a f o  G d e t e r m i -  

n a n d o  o  c o n j u n t o  R d e  a r e s t a s  d e  r e t o r n o .  

PASSO 2: O r d e n a r  R s e g u n d o  a  p r o f u n d i d a d e  d e  c o n t i n ê n c i a  d e  

s e u s  l o o p s ;  o  p r i m e i r o  l o o p  d e s t a  s e q ü ê n c i a  é m í n i m o .  

PASSO 3 ;  C o n s t r u i r  o  c o n j u n t o  R ' ,  R ' S R ,  t a l  q u e  s e u s  e l e m e n -  

t o s  s ã o  o s  l o o p s  t i p o  E E  e  o  l o o p  máximo d e  G .  



PASSO 4: S e j a  a  a r e s t a  ( x , y )  E R '  t a l  q u e  o  l o o p  L = ( V L , E L , y )  
+ - 
e  d e  p r o f u n d i d a d e  d e  c o n t i n ê n c i a  mynima em R ' .  O l o o p  e  s i m  - 

p l e s ,  e  i n d e p e n d e n t e  (Lema V . l l ) .  O D E M  d e  L p o d e  s e r  c a l c u l a  - 

do  i s o l a d a m e n t e ,  p e l o  Lema V . l l ;  a  o p e r a ç ã o  é a n â l o g a  à u t i l i  - 

z a d a  p a r a  u m  l o o p  s i m p l e s  e  mãximo no  Lema V . 9 .  N e s t e  c a s o  e n  - 

t r e t a n t o  t e m o s  um l o o p  t i p o  E E ;  d e  q u a l q u e r  f o r m a  a s  a r e s t a s  

p r i n c i p a i s  d o s  l o o p s  c o n t i d o s  em L podem s e r  r e t i r a d a s ,  a s s i m  

como a  a r e s t a  ( x , y ) ,  e  o  p a s s o  2 do  a l g o r i t m o  DEM1 u t i l i z a d o .  

+ 

O l o o p  L é c o n t r a i d o  p e l a  t r a n s f o r m a ç ã o  TL e  o  p a s s o  4 e  

r e p e t i d o  a t é  q u e  n ã o  e x i s t a m  a r e s t a s  no c o n j u n t o  R ' .  O D E M  d e  

G é a  u n i ã o  d o s  g r a f o s  c o n t r a T d o s  d o s  l o o p s  i n d e p e n d e n t e s .  

O a l g o r i t m o  DEM2 é d e  c o m p l e x i d a d e  d e  O ( e ) .  

O Lema V.6 n o s  m o s t r a  q u e  o s  p a s s o s  1. e  2 s ã o  d e  c o m p l e x i  - 

d a d e  l i n e a r ,  o  p a s s o  3 i d e m ,  uma v e z  q u e  p o d e  s e r  e x e c u t a d o  du - 

r a n t e  o  r e c o n h e c i m e n t o  d o  g r a f o  c e b o l a ,  q u e  é l i n e a r  (,Lema:IV.G). 

No p a s s o  4 o  D E M  d e  c a d a  l o o p  i n d e p e n d e n t e  L = ( V L y E L , y )  é c a l  

c u l a d o ;  e s t e  c á l c u l o  é d e  ~ ( 1 ~ ~ 1 ) .  Como o  l o o p  é c o n t r a i d o ,  a  

u n i ã o  d o s  l o o p s  independentes c o r r e s p o n d e  a o  c o n j u n t o  d e  a r e s -  

t a s  d o  g r a f o ,  O ( e ) .  

13 



Exempl o  : 

( a ) :  G r a f o  G = ( V , E , s , f )  

- 

PASSO 2: C o n j u n t o  R o r d e n a d o :  ( h , g ) ,  ( i  , e ) ,  ( d y b ) ,  ( d , a ) ,  

( f , s ) )  

PASSO 3 :  D e t e r m i n a ç ã o  d e  R ' :  { ( i , e ) ,  ( d , a ) ,  ( f , s ) )  

- A r e s t a  ( i  , e )  

A p l i c a r  a l g o r i t m o  DEM1 a o  g r a f o  d a  f i g u r a  V . l l ( b ) .  

A r e s  t a s  r e t i r a d a s  : nenhuma 

- A r e s t a  ( d , a )  

A p l i c a r  a l g o r i t m o  BEM1 a o  g r a f o  d a  f i g u r a  V . l l ( c )  

A r e s t a s  r e t i r a d a s :  ( b , d )  



- A r e s t a  ( f , s )  

A p l i c a r  a l g o r i t m o  D E M 1  a o  g r a f o  d a  f i g u r a  V . l l ( d )  

A r e s t a s  r e t i r a d a s  : nenhuma .  

( e ) :  G E 9 .  D E M  d e  G 

F i g u r a  V . l l  



V I .  1. I N T R O D U C Ã O  

A p r i n c i p a l  mot ivação  de problemas de  caminhos com 

r e s t r i ç õ e s  6 a  n e c e s s i d a d e  de t e s t e s  em s o f t w a r e .  U m  c o n j u n t o  

de t e s t e s  d e v e ,  no mTnimo, e x e c u t a r  cada comando e  cada desvio 

do programa.  Represen tando- se  e s t e  programa por  u m  g r a f o  de  

f l u x o ,  i s t o  c o r r e s p o n d e  ao problema de e n c o n t r a r  um c o n j u n t o  

mínimo de  caminhos do v é r t i c e  i n i c i a l  ao v é r t i c e  f i n a l  que cu - 

bram os v é r t i c e s  e  a r e s t a s  do g r a f o .  N ta fos  e  Hakimi ( 2 9 )  - a  

presentam uma s o l u ç ã o  p a r a  e s t e  problema,  no c a s o  p a r t i c u l a r  

de um g r a f o  D - e s t r u t u r a d o ,  de complexidade de O ( n .  I P  I ) ,  sendo  

P o  c o n j u n t o  mínimo de  t a i s  caminhos.  

Neste mesmo t r a b a l h o  é mencionado e n t r e t a n t o  que, mui - 

t a s  v e z e s ,  e s t e  c o n j u n t o  de t e s t e s  não é s u f i c i e n t e ;  p a r a  t e s  - 

t e s  comple tos  da e s t r u t u r a  de u m  programa é  n e c e s s á r i o  execu - 

t a r  t odos  os s e u s  p o s s i v e i s  caminhos,  o  que vem a  s e r  i m p r a t i  - 

cãve l  dev ido  ao g rande  número d e s t e s .  E m a i s ,  a l g u n s  caminhos 

não correspondem a  s e q ü ê n c i a s  e x e c u t á v e i s  de p r o g r a m a , i s t o  é, 

n ã o  e x i s t e m  massas de dados qu,e percorram t a l  caminho. P a r a  

modelar  e s t a  s i t u a ç ã o  surgem e n t ã o  a s  noções d e  p a r e s  imposs? - 

v e i s ,  v é r t i c e s  que não podem a p a r e c e r  j u n t o s  n u m  caminho de 

t e s t e ,  e  p a r e s  d e s e j a d o s ,  v e r t i c e s  pa ra  os  q u a i s  é  n e c e s s á r i o  

que t a l  a c o n t e ç a .  



O p r o b l e m a  d o  c a m i n h o  com r e s t r i ç ã o  d e  p a r e s  i m p o s s i  - 

v e i s  ( d a q u i  em d i a n t e  n o t a d o  p r o b l e m a  C R P I ) ,  a p a r e c e  em Gabow 

e t  a l i i  ( 1 6 )  e  é d e s c r i t o  p o r  Garey e  J o h n s o n  ( 1 7 )  - (GT54 - 
p r o b l e m a  d o  c a m i n h o  com p a r e s  p r o i b i d o s )  - d a  s e g u i n t e  f o r m a :  

"Dado um d i g r a f o  G = ( V , E ) ,  v é r t i c e s  s , f  E V e  u m  

c o n j u n t o  C = { ( a l , b l ) ,  ( a 2 , b 2 ) ,  . . .  , ( a k , b k ) >  d e  p a r e s  d e  

v é r t i c e s  d e  V ,  e x i s t e  u m  c a m i n h o  d e  s p a r a  f  em G q u e  c o n t é m  

no  máximo um v g r t i c e  d e  c a d a  p a r  d e  C ? "  

Gabow p r o v a  q u e  o  p r o b l e m a  é N P- c o m p l e t o ,  mesmo no 

c a s o  em q u e  o  d i g r a f o  é a c Y c l i c o  e  t o d o s  o s  v é r t i c e s  possuem 

g r a u  d e  e n t r a d a  e  g r a u  d e  s a y d a  d e  no mãximo d o i s .  

E s t r e i t a m e n t e  r e l a c i o n a d o  com o  p r o b l e m a  CRPI,  o  p r o  - 

b l e m a  d o  c a m i n h o  com r e s t r i ç ã o  d e  p a r e s  d e s e j a d o s  ( d a q u i  em 

d i a n t e  n o t a d o  p r o b l e m a  CRPD) a p a r e c e  em N t a f o s  e  Hakimi  ( 2 9 ) ,  

com a  mesma m o t i v a ç ã o  d e  t e s t e s  em s o f t w a r e  p a r a  d i g r a f o s  a c í  - 

c l i c o s  D - e s t r u t u r a d o s .  Também n e s t e  c a s o  o  p r o b l e m a  é p r o v a d o  

s e r  N P- c o m p l e t o ;  o  c a s o  m a i s  g e r a l  d e  d i g r a f o s  a c i c l i c o s  j ã  o  

h a v i a  s i d o  em N t a f o s  e  Hakimi ( 2 8 ) .  O p r o b l e m a ,  m e n c i o n a d o  por  

J o h n s o n  ( 2 4 ) ,  é o s e g u i n t e :  

" Dados  u m  d i g r a f o  G = ( V , E ) ,  v é r t i c e s  s , f  E V e  u m  

b  ) )  d e  p a r e s  d e  c o n j u n t o  C = { ( a l , b l ) ,  ( a 2 , b 2 ) ,  . . . ,  ( a k y  

v é r t i c e s  d e  V ,  e x i s t e  u m  c a m i n h o  d e  s  p a r a  f t a l  q u e ,  p a r a  c a  - 

d a  p a r  ( a i  , b i ) ,  1  - < i  - < k ,  s e  o  c a m i n h o  p a s s a  p o r  a i  p a s s a  

também p o r  b i ? ?  



UMA ABORDAGEM DOS PROBLEMAS C R P I  E CRPB EM DIGRAFOS 

J á  vimos que ,  mesmo em d i g r a f o s  a c i c l i c o s ,  os p r o b l e  - 

mas CRPI e  C R P D  s ã o  NP-completos.  A c r e s c e n t a r  c e r t a s  r e s t r i  - 

ções ao d i g r a f o  p a r e c e  não c r i a r  cond icões  pa ra  r e d u z i r  s u a s  

complex idades ,  h a j a  v i s t o  o  exemplo de g r a f o s  D - e s t r u t u r a d o s ,  

j á  mencionado.  Somente no c a s o  em que o  d i g r a f o  é uma á r v o r e  

temos uma s o l u ç ã o  po l inomia l  pa ra  o  problema CRPI, a p r e s e n t a -  

da p o r  Gabow e t  a l i i  ( 1 6 ) .  A nossa  p r o p o s t a  é e n t ã o  a  c r i a  

ção d e  r e s t r i ç õ e s ,  não ao d i g r a f o ,  mas aos  p a r e s  que formam o  

c o n j u n t o  C de  p a r e s  a  s e r  s a t i s f e i t o  nos problemas .  

S e j a  o  g r a f o  de  f l u x o  com poço a c T c l i c o  G = ( V , E , s , f )  

e  o  p a r  [ x , ~ ] ,  X Y Y  E V .  O p a r  [x,y] G e s t á v e l  s e  x e  y  s ã o  i n  - 

comparáveis  ou p e l o  menos u m  d e l e s  é f o r t e  ( d e f i n i ç Q e s  IV.10 

e  IV .12) .  

DEFINICÃO V I  ,2, 

S e j a  G = ( V , E , s , f )  u m  g r a f o  de f l u x o  com poço a c y c l i c o .  

S e j a  o  c o n j u n t o  C t a l  que s e u s  e l emen tos  s ã o  p a r e s  [ x , y ] ,  

x,y E V .  O c o n j u n t o  C é d i t o  c o n j u n t o  e s t á v e l  em G s e  t o d o s  

os s e u s  e l emen tos  s ã o  p a r e s  e s t á v e i s .  



S e j a  G = ( V , E , s , f )  u m  g r a f o  de  f l u x o  com poço a c i c l i c o .  

S e j a  o  d i g r a f o  G 1  = ( V , E - E ,  ) ,  E 1  C E .  O s u b g r a f o  G = ( V  , E  , s , f )  
P P P  

de G ,  onde V = { x l  e x i s t e  um caminho de  s  pa ra  x  e  e x i s t e  u m  
P 

d 

caminho de  x pa ra  f em G l l  e  E = E n ( v p  x V p ) ,  e  chamado g r a  
P 

f o  p r i n c i p a l  de  G .  

Exempl o  : 

S e j a  o  g r a f o  G ,  do qua l  s e r ã o  r e t i r a d a s  a s  a r e s t a s  ( s , k )  e  

( c , f ) .  

g r a f o  p r i n c  i p a l  G de G é :  
P 

F i g u r a  VI . l  



S e j a  G = ( V y E y ~ ~ f )  um g r a f o  de f l u x o  com poço a c i c l i c o , e  

G~ 
= ( V p , E p , s , f ) ,  u m  g r a f o  p r i n c i p a l  de G .  Se v , w  E V ,  v E V 

P 
e  w b V d e f i n i m o s ,  por  e x t e n s ã o ,  os p a r e s  [ v , w ]  e  [ w , v ]  como 

P 
formados por  v é r t i c e s  i n c o m p a r á v e i s .  

S e j a  G = ( V , E , s , f )  u m  g r a f o  de f l u x o  com poço a c T c l i c o ,  

e  x ,y  v é r t i c e s  d e  V .  Se [x,y] é u m  p a r  e s t á v e l  em G também o é 

em G p y  u m  g r a f o  p r i n c i p a l  de G .  

Para  que [x,y]  s e j a  um pa r  e s t á v e l  em G é n e c e s s á r i o  que 

x e  y sejam incomparáve i s  ou u m  de s e u s  v é r t i c e s  s e j a  f o r t e  

( d e f i n i ç ã o  V I . l ) .  No p r i m e i r o  c a s o ,  como x não a l c a n ç a  y ,  a  

r e t i r a d a  d e  uma a r e s t a  não a f e t a  o  p a r .  No o u t r o  c a s o ,  o b s e r v a  - 

mos que a  r e t i r a d a  de uma a r e s t a  pode r e s t r i n g i r  caminhos e  a s  - 

sim m o d i f i c a r  a  c l a s s i f i c a ç ã o  i n i c i a l  dos p a r e s .  Se u m  dos  v é r  - 

t i c e s  é f r a c o ,  i s t o  s i g n i f i c a  que e x i s t e m  caminhos s  ,. . .  , f 

que passam somente p e l o  v é r t i c e  f o r t e ;  s e  e s t e s  caminhos a l t e r  - 

n a t i v o s  s ã o  bloqueados o  v é r t i c e  f r a c o  pode s e  t r a n s f o r m a r  em 

f o r t e .  Por s u a  v e z ,  o  b l o q u e i o  dos caminhos e x i s t e n t e s  do v é r -  

t i c e  f o r t e  pa ra  o  f r a c o ,  t o r n a - o s  i n c o m p a r á v e i s .  Se ambos os 

v é r t i c e s  s ã o  f o r t e s  a  Única a l t e r a ç ã o  poss7ve l  é para  v é r t i c e s  

incomparáve i s .  E m  q u a l q u e r  das  a1 t e r n a t i v a s  a p r e s e n t a d a s  o . p a r  

[x,y] p rossegue  e s t á v e l  em G . 
P 



Os problemas CRPI e  C R P D  s ã o  s o l Ú v e i s  em tempo p o l i n o -  

mia1 pa ra  p a r e s  e s t á v e i s  em G = ( V , E , s , f ) , g r a f o  d e  f l u x o  com 

poço a c i c l  i  co .  

Sabemos que a  d e f i n i ç ã o  de p a r e s  de v é r t i c e s  f r a c o s  e  

f o r t e s  é baseada  na dominação d e  s e u s  v é r t i c e s ;  e  mais,num p a r  

e s t á v e l ,  um dos v é r t i c e s  f o r t e  ou ambos s ã o  incomparáve i s .  N o  

c a s o  em que u m  d e l e s  6 f o r t e  ( l o g o  domina o  o u t r o  em G ,  ou no 

g r a f o  i n v e r s o  G ' )  d e n t r e  os caminhos que passam p o r  e s t e  v é r t i  - 

c e ,  ou t o d o s ,  ou a l g u n s ,  passam p e l o  o u t r o  v e r t i c e  do p a r .  As - 

sim f i c a  c l a r o  que n u m  p a r  d e s t e s ,  pa ra  os problemas em ques - 

t ã o ,  não há e s c o l h a  a l t e r n a t i v a  de caminhos,  e  sim somente a  

n e c e s s i d a d e  de  r e s t r i n g i - l o s  ou a n u l á - l o s .  Por o u t r o  l a d o ,  s e  

os v é r t i c e s  s ã o  incomparáve i s  a  s o l u ç ã o  é i m e d i a t a ,  t a n t o  p a r a  

p a r e s  d e s e j a d o s  ( o  caminho é i r n p o s s ~ v e l ) ,  quan to  papa papes im 

p o s s i v e i s  ( q u a l q u e r  caminho s a t i s f a z ) .  

E m  ambos os  problemas e n t ã o ,  a  s o l u ç ã o  em G p a r a  p a r e s  

e s t á v e i s  s e  a p r e s e n t a  com a  e l i m i n a ç ã o  de a r e s t a s ,  de  t a l  f o r -  

ma que q u a l q u e r  caminho em G g r a f o  p r i n c i p a l  d e  G ,  s a t i s f a z  
P '  

a s  cond ições  e x i g i d a s .  Cada c a s o  de p a r  e s t á v e l  e x i g e  u m  t r a t a  - 

mento d i v e r s o ,  em cada problema.  Vejamos: 

Para o  problema CRPI: 

- 
l Q  Caso: O p a r  [ x , y ] ,  x,y E V ,  e  de  v é r t i c e s  i n c o m p a r á v e i s .  

Qualquer  caminho no g r a f o  s a t i s f a z  o problema.  



20 Caso:  O p a r  [ x , y ] ,  x , y  E V ,  é de  v é r t i c e s  f o r t e s .  

Como t o d o s  os  caminhos  que  passam p o r  x ,  passam tam- 

bém p o r  y ,  devemos i m p e d i r  o  a c e s s o  ao  p r i m e i r o  a  s e r  a t i n g i  - 

do em qual iquer  caminho s , . .  . , f :  p e l a  d e f i n i ç ã o  do p a r  [x,y] 

( D e f i n i ç ã o  I V . l O ) ,  o  v é r t i c e  x .  

30 Caso :  No p a r  [ x , y ] ,  x , y  E V ,  um dos  v é r t i c e s  é f r a c o .  

P e l a  d e f i n i ç ã o  de  p a r  e s t á v e l ,  o  o u t r o  v é r t i c e  é f o r -  

t e .  Ex is tem e n t ã o  caminhos que passam p e l o  v é r t i c e  f o r t e  e  não  

p e l o  f r a c o ;  e s t e s  s ã o  s o l u ç ã o  c o r r e t a  p a r a  o  p rob l ema .  Ne3te  

c a s o  devemos i m p e d i r  o  a c e s s o  ao  v é r t i c e  f r a c o .  

P a r a  o  Prob lema C R P D :  

l ?  Caso:  O p a r  [ x , y ] ,  x , y  E V ,  é de v é r t i c e s  i n c o m p a r á v e i s .  

Nenhum caminho no g r a f o  s a t i s f a z  e s t e  p a r ;  o  a c e s s o  a  

ambos os  v é r t i c e s  deve  s e r  imped ido .  

20 Caso: O p a r  [ x , y ] ,  x , y  E V ,  é de  v é r t i c e s  f o r t e s .  

Como t o d o s  o s  caminhos  que  passam p o r  s e  passam tam- 

bém po r  y ,  q u a l q u e r  um d e l e s  s a t i s f a z  o  p r o b l e m a .  

30 Caso :  No p a r  [x ,y]  , x , y  E V ,  u m  dos  v é r t i c e s  é f r a c o .  

P e l a  d e f i n i ç ã o  de  p a r  e s t á v e l  o  o u t r o  v é r t i c e  é f o r t e .  

Ex is tem e n t ã o  caminhos  que passam p e l o  v é r t i c e  f o r t e  e  não  pe-  

l o  f r a c o ;  e s t e s  caminhds não  s a t i s f a z e m  o  prob lema e  a  s o l u ç ã o  

e  i m p e d r - l o s ,  i s t o  é,  r e s t r i n g i r  a  p a r t i d a  (ou  c h e g a d a )  do v é r  - 

t i c e  f o r t e  somente  a o s  caminhos  que passam p e l o  v é r t i c e  f r a c o .  

Na r e a l i d a d e ,  e q u i v a l e  a  t r a n s f o r m a r  o  p a r  [ x , y l  n u m  p a r  de  

v é r t i c e s  f o r t e s  ( e  r e c a i r  no 20 c a s o ) .  



UM ALGORITMO PARA A SOLUCÃO DOS PROBLEMAS CRPI E CRPD 

O Lema VI.2 nos a p r e s e n t a  a  s o l u ç ã o  de cada t i p o  de 

p a r  e s t á v e l  p a r a  os problemas CRPI e  C R P D .  Dado um c o n j u n t o  d s  - 

t á v e l  C de  p a r e s ,  cada p a r  i m p l i c a ,  pa ra  a  s o l u ç ã o  dos p r o b l e  - 

mas, numa a t i t u d e  d i v e r s a :  na m a i o r i a  das  v e z e s ,  r e t i r a d a  de 

a r e s t a s  pa ra  r e s t r i n g i r  caminhos.  Como, p e l o  Lema VI .1 ,  s e  um 

p a r  é e s t á v e l  em G também o  é em G a  ordem em que os p a r e s  
P '  

de  C s ã o  c o n s i d e r a d o s  não i m p o r t a .  

r i n t e r e s s a n t e  o b s e r v a r  q u e ,  mesmo o  c o n j u n t o  C não 
- 

sendo e s t á v e l ,  e  p o s s i v e l  que a  r e t i r a d a  de a r e s t a s  a l t e r e  e s  - 

t a  c l a s s i f i c a ç ã o .  Sendo a s s i m ,  os problemas s ã o  s o l ú v e i s  não 

apenas pa ra  u m  c o n j u n t o  C e s t á v e l ,  mas também pa ra  u m  c o n j u n t o  

C que ,  possu indo  a lguns  p a r e s  e s t á v e i s  pa ra  os q u a i s  s e  s o l u  - 

c iona  o  problema em G ,  possui  p a r e s  e s t á v e i s  em G . E s t e  f a t o  
P 

deve s e r  v e r i f i c a d o  pe lo  a l g o r i  tmo que a s s i m ,  s i m u l t a n e a m e n t e ,  

reconhece  u m  c o n j u n t o  C pas s?ve l  de s o l u ç ã o  e  f o r n e c e  a  própria 

s o l u ç ã o .  

O a l g o r i t m o  C R P ,  que tem como e n t r a d a  u m  g r a f o  d e  f l u  - 

xo com poço a c i c l i c o  G = ( V , E , s , f )  e  u m  c o n j u n t o  C d e  p a r e s  d e  

v é r t i c e s  p e r t e n c e n t e s  a  V ,  c o n s t a  dos s e g u i n t e s  p a s s o s :  

PASSO 1: Neste passo  s ã o  c a l c u l a d a s  as  á r v o r e s  de dominadores  

para  os g r a f o s  G e  G ' ,  g r a f o  i n v e r s o  de G .  E também d e t e r m i n a -  

da a  m a t r i z  n x n de a l c a n c e  de cada v é r t i c e ,  s u f i c i e n t e  p a r a  
d 

o  reconhecimento  d e s t a  p r o p r i e d a d e  em G e  G ' .  E s t a  m a t r i z  e  

u t i l i z a d a  não s ó  na c l a s s i f i c a ç ã o  de p a r e s  e s t á v e i s ,  como tam - 

bém na t r a n s f o r m a ç ã o  de u m  p a r  de v é r t i c e s  f o r t e  e  f r a c o  n u m  

p a r  de v é r t i c e s  f o r t e  e  f o r t e ,  conforme mencionado no 30 c a s o  



do problema C R P D  no Lema VI .2 .  

PASSO 2; P e r c o r r e r  o  c o n j u n t o  C ,  d e t e r m i n a n d o  C ' ,  s u b c o n j u n t o  

de  C ,  s e n d o  C'  u m  c o n j u n t o  e s t á v e l ,  S u b t r a i r  C' de  C .  

PASSO 3 ;  Se C '  não é v a z i o ,  c ada  p a r  [x ,y]  E C '  d e v e  s e r  s o l u -  

c i o n a d o ,  de  a c o r d o  com o  Lema Y I . 2 ,  da s e g u i n t e  fo rma :  

Problema CRPI : 

10 c a s o :  O p a r  [x ,y ]  é de v é r t i c e s  i n c o m p a r á v e i s .  

Ação: Nenhuma. 

20 Caso:  O p a r  [x ,y ]  é de v c r t i c e s  f o r t e s .  

A ~ ã o :  R e t i r a r ,  do c o n j u n t o  E ,  a s  a r e s t a s  que  chegam a o  v é r t i -  

c e  x .  

30 Caso:  No p a r  [ x , ~ ]  u m  d o s  v é r t i c e s  é f r a c o .  

Ação: R e t i r a r ,  do c o n j u n t o  E ,  a s  a r e s t a s  que chegam ao  v é r t i -  

c e  f r a c o .  

Problema C R P D :  

10  Caso:  O p a r  [x ,y]  é de v é r t i c e s  i n c o m p a r á v e i s .  

Ação: R e t i r a r ,  do c o n j u n t o  E ,  a s  a r e s t a s  que  chegam a  x e  a  y  . 

20 Caso:  O p a r  [x ,y ]  é de v é r t i c e s  f o r t e s .  

Ação: Nenhuma. 

30 Caso :  No p a r  [x ,y ]  u m  d o s  v é r t i c e s  é f r a c o .  

Aç.ão: Se  o v z r t i c e  f o r t e  do p a r  f o r  x e f e t u a r  uma busca  em G a  

p a r t i r  d e s t e  v é r t i c e ;  c a s o  s e j a  y  a  busca  d e v e  s e r  em G ' .  V e r i  - 

f i c a r ,  p a r a  cada  a r e s t a  ( v , w )  p e r c o r r i a  n e s t a  b u s c a ,  s e  o  vér-  

t i c e  w a t i n g e  o  v é r t i c e  f r a c o .  Caso a t i n j a ,  o  que  é c o n s t a t a d o  

na m a t r i z  de a l c a n c e ,  o  v é r t i c e  w é c o n s i d e r a d o  na b u s c a ;  c a s o  

c o n t r á r i o  a  a r e s t a  ( v , w )  é s u b t r a T d a  do c o n j u n t o  E .  



A i n d a  r e s t a n d o  p a r e s  em C o  p r o c e s s o  d e v e  s e r  r e p e t i -  

d o  a  p a r t i r  d o  p a s s o  1 ,  s e n d o  G s u b s t i t u i d o  p o r  G s e u  g r a f o  
P ' 

p r i n c i p a l .  

PASSO 4 :  S  

C R P  t e r m i n  

uma b u s c a  

e  CRPI. S e  

n ã o  s ã o  e s  

n e s t e  momen 

com s u c e s s o .  

G p ;  q u a l q u e  

c o n j u n t o  C 

v e i s ,  l o g o  n  

t o ,  o  c o n j u n t o  C é v a z i o ,  

A s o l u ç ã o  d e s e j a d a  é a l c a  

r p e r c u r s o  s a t i s f a z  o s  p r o  

n ã o  é v a z i o ,  o s  p a r e s  q u e  
- 
a o  s o l ú v e i s  p e l o  a l g o r i t m o  

o  a l g o r i t m o  

n ç a d a  cOm 

b l e m a s  C R P D  

n e l e  r e s t a m  

Dado o  a f o  G .  



i )  R e s o l v e r  o  p r o b l e m a  CRPD p a r a  o  c o n j u n t o  C = { ( f , x ) ,  ( g , m ) ,  

L m ) ,  ( d , h ) ,  ( e & ) }  

1: i t e r a ç ã o :  C '  = ( j , )  ( d , h ) }  

P a r  ( j , m ) :  

P a r  ( d , h ) :  

G r a f o  G p :  

30 Caso  

R e t i r a r  a r e s t a s :  . ( j  , k ) ,  ( j , v )  

20 Caso  



2: i t e r a ç ã o :  C = { ( f , x ) ,  ( g , m ) ,  ( e , k ) }  

P a r  [ f , x ) :  lQ C a s o  

R e t i r a r  a r e s t a s :  ( d , f )  

P a r  ( g , m ) :  30 C a s o  

R e t i r a r  a r e s t a s :  ( i  , j ) ,  ( c J )  ( f  ,h )  

P a r  : ( e , k ) :  l Q  C a s o  

R e t i r a r  a r e s t a s :  ( b , e )  

G r a f o  G 
P 

( b ) :  G p  (2: i t e r a ç ã o )  



S o l u ç õ e s  d o  p r o b l e m a  ( i ) :  

( i i )  R e s o l v e r  o  p r o b l e m a  CRPI p a r a  o  c o n j u n t o  

c = c ( d Y h ) Y ( b Y v ) Y ( n Y r ) , ( e Y i ) l  

P a r  ( d , h ) :  20 C a s o  

R e t i r a r  a r e s t a s :  ( s  , d )  

P a r  ( n , r ) :  30 C a s o  

R e t i r a r  a r e s t a s :  ( m , n )  

P a r  ( e , i ) :  2 0  C a s o  

R e t i r a r  a r e s t a s :  ( b , e )  

G r a f o  G,,: 

O ( C ) :  G p  (1: i t e r a ç ã o )  



2: i t e r a ç ã o :  C = I ( b , v ) l  

C ' =  I ( b , v ) l  

c = g 

P a r  ( b , v ) :  l Q  C a s o  

S o l u ç ã o  do  P r o b l e m a  ( i i ) :  s , a , j , k , c , p , t  ou 

A c o m p l e x i d a d e  d o  a l g o r i t m o  CRP é d e  O ( k . n . e )  o n d e  k é 

a  c a r d i n a l i d a d e  d o  c o n j u n t o  C .  

No p a s s o  ,1 d o  a l g o r i t m o  C R P  o ' c ã l c u l o  d a s  ã r v o r e s  d e  d o  - 
- 

m i n a ç ã o  em G e  G ' ,  g r a f o  i n v e r s o  d e  G ,  e  d e  c o m p l e x i d a d e  l i n e a r  

no  numero  d e  a r e s t a s ,  s e g u n d o  o  a l g o r i t m o  d e  H a r e l  ( 2 0 ) ;  a  ma - 

t r i z  d e  a l c a n c e  e n t r e t a n t o  toma O ( n . e ) ,  q u e  vem a  s e r  a  c o m p l e  - 

x i d a d e  do  p a s s o .  Como o  p a s s o  2  é o  p e r c u r s o  do  c o n j u n t o  C ,  

q u e  é r e d u z i d o  a  c a d a  i t e r a ç ã o ,  é d e  O ( k ) ,  s e n d o  k a  c a r d i n a l i  - 

d a d e  d e  C .  F i n a l m e n t e ,  n o  p a s s o  3 ,  a s  a l t e r n a t i v a s  q u e  e x i g e m  

a ç ã o  p e r c o r r e m ,  no mãximo,  o  c o n j u n t o  d e  a r e s t a s ,  l o g o  O ( e ) .  

P a r a  c a d a  i t e r a ç ã o , d e s t e s  p a s s o s ,  o  c o n j u n t o  C '  p o d e  t e r  

no  minirno u m  e l e m e n t o ,  p a r  d e  v é r t i c e s  e s t e  e l i m i n a n d o  d e  C e  

s o l u c i o n a d o .  A s s i m ,  em no  mãximo Ú ( k )  i t e r a ç õ e s  o  a l g o r i t m o  - a  

t i n g e  o  p a s s o  4 q u e ,  p o r  s e  t r a t a r  d e  uma b u s c a  e x e c u t a d a  uma 

- 
s ó  v e z ,  e  d e  O ( e ) .  Como d e n t r e  o s  t r ê s  p r i m e i r o s  p a s s o s ,  q u e  

s ã o  s e q u e n c i a i s ,  o  d e  c o m p l e x i d a d e  d o m i n a n t e  é' o  p r i m e i r o ,  

O ( n e ) ,  a  c o m p l e x i d a d e  do  a l g o r i t m o  CRP é d e  Ú ( k . n . e ) .  
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P a r a  u m  c o n j u n t o  C e s t á v e l  em G a  c o m p l e x i d a d e  d-o a l g o -  

r i t m o  n o  CRP d e  O ( n e ) .  

No c a s o  d e  u m  c o n j u n t o  e s t á v e l  em G ,  o  a lgor i tmo C R P  t em 

a p e n a s  uma i t e r a ç ã o .  



A c l a s s e  d o s  g r a f o s  r e d u t i v e i s  tem i m p o r t a n t e s  a p l i c a  - 

ç õ e s  na  á r e a  d e  c o m p i l a ç ã o ,  mas o  t r a b a l h o  a q u i  a p r e s e n t a d o  

r e s t r i n g i u - s e  a o s  a s p e c t o s  t e ó r i c o s  d o  a s s u n t o ,  p e s q u i s a n d o  no  - 

v o s  r e c u r s o s  p a r a  o  d e s e n v o l v i m e n t o  d e  a l g o r i  tmos  e f i c i e n t e s  

p a r a  p r o b l e m a s  c o n h e c i d o s .  A p r e s e n t a m o s  a  s e g u i r  a l g u m a s  s u g e s  - 

t õ e s  d e  l i n h a s  d e  p e s q u i s a  q u e  v i s a m ,  p r i n c i p a l m e n t e ,  g e n e r a l i  - 

z a r  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  no t r a b a l h o .  

No c a p i t u l o  I 1  é d e f i n i d a  a  f u n ç ã o  p r o f u n d i d a d e  d e  

c o n t i n ê n c i a  e  a p r e s e n t a d o  o  a1  g o r i  tmo q u e  a  d e t e r m i n a ;  c o n s  t r u ?  - 

mos também o  g r a f o  d e  c o n t i n ê n c i a  d e  l o o p s .  T a i s  r e s u l t a d o s ,  c o  - 

mo j á  v i s t o ,  s e  r e l a c i o n a m  d i r e t a m e n t e  com o s  c i c l o s  d e  u m  g r a  - 

f o .  A s s i m ,  o u t r o s  p r o b l e m a s ,  a l é m  d o s  e s t u d a d o s  n o  t r a b a l h o ,  

podem s e r  a b o r d a d o s ,  como p o r  e x e m p l o  a  p r o f u n d i d a d e  d e  um g r a  

f o  d e  f l u x o  ( v e r  s e ç ã o  1 . 3 ) .  E f á c i l  o b s e r v a r  q u e  o  c o n j u n t o  

d e  a r e s t a s  d e  r e t o r n o  q u e  e s t a b e l e c e  e s t a  p r o f u n d i d a d e  é u m  c a  - 

minha d o  g r a f o  d e  c o n t i n ê n c i a  d e  l o o p s .  Como e x i s t e m  c o n d i ç õ e s  

e s p e c i a i s  p a r a  q u e  a s  a r e s t a s  p r i n c i p a i s  d o s  l o o p s  p e r t e n ç a m  a  

u m  d e s t e s  c a m i n h o s ,  s u g e r i m o s  a  p e s q u i s a  d e  p r o p r i e d a d e s  q u e  

e l i m i n e m  a r e s t a s  d e s t e  g r a f o  e  d e  a l g o r i t m o s  e f i c i e n t e s  p a r a  

d e t e r m i n a r  t a i s  c a m i n h o s .  

O c a p í t u l o  111 t r a t a  do  p r o b l e m a  d e  d e t e r m i n a ç ã o  d o  

c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  d e  b l o q u e i o  d e  c i c l o s ,  r e s o l v e n d o - o  p a r a  

a  c l a s s e  d o s  g r a f o s  q u a s e - r e d u t i v e i s .  Uma v e z  q u e  e s t e  p r o b l e  - 



ma p o s s u i  s o l u ç õ e s  p o l i n o m i a i s  p a r a  o u t r a s  c l a s s e s ,  s e  a b r e  

a q u i  uma l i n h a  de  p e s q u i s a  p a r a  c l a s s e s  ma i s  amp la s  que c o n t e -  

nham a s  c l a s s e s  d e  g r a f o s  q u a s e - r e d u t í v e i s  e  c i c l i c a m e n t e  r e d u  - 

t i v e i s .  

O c a p y t u l o  IV t r a t a  da c a r a c t e r i z a ç ã o  e  d o  r e c o n h e c i -  

men to ,  em tempo l i n e a r ,  d o s  guiafos c e b o l a .  O c a p T t u l o  V a p r e -  

s e n t a  d u a s  a p l i c a ç õ e s  p a r a  t a i s  g r a f o s ,  a  d e t e r m i n a ç ã o  do  d i  - 

g r a f o  e q u i v a l e n t e  minimo e  a  d e t e r m i n a ç ã o  do  c o n j u n t o  d e  a r e s  - 

t a s  de  b l o q u e i o  de  c i c l o s .  Temos d u a s  r ecomendações :  a  p r i m e i  - 

r a  s e  r e f e r e  a  g r a f o s  c e b o l a  q u e ,  s endo  u m  r e c u r s o  Ú t i l  na ãrea 

de  c o m p i l a ç ã o ,  pode a u x i l i a r  na r e s o l u ç ã o  de  p r o b l e m a s  em a b e r  - 

t o  d e s t a  á r e a .  A segunda  recomendação  d f z  r e s p e i t o  ao prob lema 

da d e t e r m i n a ç ã o  do  d i g r a f o  e q u i v a l e n t e  minimo. Podemos o b s e r -  

v a r  que o  lema V.9 s e  r e f e r e  a  q u a i s q u e r  l o o p s  s i m p l e s  e  máxi-  

mos,  não s e n d o  e x i g i d a  a  r e s t r i ç ã o  de  g r a f o s  c e b o l a .  Suger imos  

e n t ã o  a  c o n t i n u a ç ã o  d a  p , e squ i sa  no s e n t i d o  de  g e n e r a l i z a r  o  l e  - 

ma V.11,  o  que p e r m i t i r á  a  a m p l i a ç ã o  da c l a s s e  p a r a  a  qua l  o  

problema pode s e r  r e s o l v i d o .  

F i n a l m e n t e  s u g e r i m o s  a  t e n t a t i v a  de  g e n e r a l i z a ç ã o  d a  

abordagem u t i l i z a d a  no c a p i t u l o  VI ,  p a r a  d o i s  p rob l emas  de  c a  - 

minhos em r e s t r i ç õ e s  em g r a f o s  a c í c l i c o s ,  p a r a  g r a f o s  r e d u t 7 -  

v e i s ,  o  que a u m e n t a r i a  s u a  u t i l i z a ç ã o  em t e s t e s  d e  s o f t w a r e .  
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