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com Aplica~ão de Relaxação Lagrangeana . 

Paulo César Parga Radrigues 

NOVEMBRO de 1988 

Orientador : Nelson Maculan Filho 
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Campactar o leiaute de um circuito integrado e5 minimi- 

zar a área do menor retângulo circunscrito ao desenho do 

circuito, obedecendo regras tecn0!6gicas pr&-estabelecidas. 

€2 leiaute do circuito integrado é inicialmente representado 

por um diagrama sirnhólico , denominado diagrama de'varetae. 

Como modele para o problema de compactação s%o utili- 

zados tr@s grãfos . Um destes grãfss é usado na direção 

horizontal e o segundo na direção vertical de modelo . Cada 
um destes dois grafos uni-direcionais é resolvido pelo al- 

goritrno do caminho mais longo (ACMLI . 8s dois grafos uni- 

ciirecisnais são ligados pelo terceiro grafo , que tambgm 

pode ser visto como um problema linear com variáveis intei- 

ras e 0-1 . 

O problema de compactar um circuito bi-dimensionalmen- 

te é NP-completo. Com objetivo de contornar a complexidade 



do problema , é feita uma busca em profundidade no terceiro 

grafo . Esta busca em profundidade leva a um btimo local . 

Empregando-se uma pbs-stimização nos yrafos uni-direeionais 

o dtimo local é melhorado . Além disso , as folgas das va- 

risveis sãs usadas  para obter uma soluçZo inicial melhor . 

A aplicação de relaxação lagrangeana nesse problema 

permitiu avaliar com mais eficiência a so!uçãa encontrada . 

A maneira ccmo o problema foi equacionado e a rnociif icaçCío 

que foi feita nessa forma de equaciond-lo deram bons resul- 

tados. A escolha da funç3o lagrangeana não s6 fez com que o 

problema ficasse simples de ser resolvido , coma também 

melhorou sensivelmente o tempo de computaç3o . 

Com a apl icaçzo de uma nova regra no passo do metodo 

do subgradiente, melhorou-se a solu~ão e a csnverghcia do 

metodo . 

Finalmente foi feita uma comparação entre otimizar a 

área ou o semi-perímetro'de leiaute do circuito integrada . 
Esta comparação nos problemas que foram resolvidos, mostrou 

que a utilização da 6 r e a  su do serfii-perímetra produziu uma 

diferença insignificante no resultado . 



Abst~act of Thesis presented to COPPE/IIF'RJ as p a r t i a !  

fulfi!!ment of Lhe rsquirements For t ke  degrêe of Doctar 

of Science (D. L k . 1  - 

Compaction of Integrated Çircuits : 

wiLh Aplication sf Lagrangean Relaxation . 

Pau 1 o Cgsar Par-ga Rodr i gues 

DepartmsnL : Comput i ng snd Sys te rm Engineei ing 

T h r e e  graphs are used as model the çompactiiication 

problern . Uns of t h i s  graphs is used in the horizontal 

direction and ãnother in the vertical direct.im of the 

rnodel . Eaeh one af this one-directional graphs i s  solved 



The problem to compact a bi-dimensional circuit is 

NP-complete . A deep search is done to avoid the eomplexity 

of the prsblem. This search produce a local optimum , which 

is improved by using a pos-optimization in the ane- 

directional graphs. The vâriables' slack are used ta obtain 

a better initial solution . 

The application of lagrangean relaxation method in 

this probiem permits a more efficient estimation of the 

obtained solution . Good results were obtained by the way 

the problem was set-up and later msdified . The ckoice of 

the lagrangean function not snly transformed the problem 

into a much çimpler one but also shortened considerably the 

computational time . 

With Lhe use af a new rule in each stage of Lhe 

sub-gradiont method the solution waa impsaved and the 

computational time skortened . 

Finally , it is investigated the dífference in 

optimizing area and xemi-perimeter . This comparison shows 

that at leaxt in Lhe problem solved, the difference is very 

small . 
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CAPITULO I 

1.1 0s Circuitos Integrados 

a> O que são e as formas de c!assifica-los : 

0s circuitos integrados são dispositivos eletr6nicos 

contendo milhares de component.es (transistores , capacito- 

res 3 dentro de uma dnica cápsula . Estes dispositivos fa- 

zem as funçzes de processadores , memdrias , etc . 

Os circuitss integrados podem ser classificados 

quanto ao ndmero de componentes colocados na cápsula 

i densidade de integração 1 e quanto ao tipo de tran- 

sistor . 

A seguir cslacamos a classificação quanto h densidade 

integração : 

3 4 
LSI "Large-Scale- Integ~at i on" contem entre 10 e 1 0  

transistores , 
4 

VLSI "Very-Large-Scale-integra tio^^" contem entre 10 e 
6 

10 transistores , 
f2 

ULSI "Ultra-La~ge-Scale-Integrati~n~ contdm mais de 10 

trans í stores . 



Os circuitos integrados são classificados quanto ao 

tipo de transistor da seguinte maneira : 

BIPQLAR ( por exemplo TTE , ECL , etc . 1 

RUt?" " R e t a  l -Ux i de-Sem i cunductor" ( por exemplo NHOÇ , 

CMQS > 

b> Como sãs feitos : 

Um circuito integrado um conjunto de camadas , cons- 

tituidas de diversos materiais. Essas camadas são separadas 

por camadas de isolantes . As camadas s3o colocadas sobre 

uma ]%mina de silfcio , denominada substrato . 

Para criar um circuita integrado deve-se repetir, para 

cada uma das camadas , os denominados passos de processo . 
Um passo de processo consiste de : 

1. Depositar s material da camada . 
2. Fazer a gravação do material da camada usando uma 

msscara . C Este processo & semelhante au que @ usada 

fotografias > 

Assim para fazer um circuito integrado devemos abter 

as máscaras . Para cada uma das camadas temos uma mdxcara . 

1.2 O Projeto de um Circuito Integrado 

a >  A Fase de Projeto 

Quando pretendemos fabricar um circuito integrado , 

devemos projetar as m4scaras das camadas envolvidas no pro- 



cesso de fabricação . 

O desenho de cada mascara consiste de um conjunto de 

retângulos com os lados paralelos entre si . As dimens8es 

desses retsngulos dependem de parâmetros, que são definidos 

pelo processo de fabricação . 

Para projetar um circuito integrado devemos seguir um 

processo . Este processo inicia com a especificaç30 da fun- 

ç%o a ser executada pelo circuito e termina com o desenho 

e s f ~  escala de todas as rnáscaras necessdrlas para a s  camadas. 

A Eeguir descrevemos as e t a p a s  intermediárias do processo : 

- Definir os blocos componentes ( yuais fun~ões se--%o 

executadas por cada bloco 1 . 

- Definir a rede de transistores de cada bloco . 
- Desenhar as rnAscaras de cada bloco ( leiaute a nível 

de blocos 1 . 

- Fazer a composição final ( montagem > . 

b> A etapa do leiaute 

Para gerar o leiaute final de um bloco , parte-se da 

da rede de transitares . 

A seguir colocamos as t4cnicas que podem ser usadas 

para fazer o leiaute de um bloco lágics. O projetista pode: 

1. Fazer o desenho na tela de um computador , usando um 

editor gráfico . 

2. Usar uma biblioteca de células , no caso de ter uma a 

sua d!syosiqão . Reste caso o problema consiste em 



fazer as interligaç8es das c6lulas . 

3. Utilizar pacotes de CAD i "Computer-Aided-Design" 1 

que fazem a geração au tmmát i ca  do leiaute de um bloco. 

4. Atrav&s de um desenho simbdlico , denominado diagrama 

de varetas ( "Sticks" 1 , fazer uma representação do 

leiaute do blosu . Com essa representação simbdlica 

usar um algoritmo de cornpactaçSo para geras o leiaute 

final . 

c >  Representaçao do circuito por suas msscaras 

A representaçso final de um circuito & feita por suas 

máscaras . A representação por máscaras , consiste em dese- 

nhar os retângulos dos diversos materiais. Estes ret%ngulos 

estnu dispostos de forma que seus lados são verticais ou 

horizontais, não se permitindo retângulos inclinados. Assim 

estamos empregando a mesma teçnologia que foi usada em MEAD 

8 CQMWAY C181 . Na figura 1.1 , colocamos a forma de repre- 

sentar os diversos materiais para circuitos construidos na 

tecnologia NMOS . 

Quando dois ret%ngulos de difusão e polisilicio se 

cruzam , eles formam urfi transistor . Um exemplo deste tipo 

de elemento do circuito esta desenhado na figura 1.2 . 

Por outro lado , quando ret.%ngulos de metal e de p o l i -  

silicio ( ou de difusão ) se sobrepõem , não há interfe- 

rgncia entre eles. Para que haja interfer8ncia & l l e c e i 3 ~ d r l 0  

um contatu . O contato consiste de um fura na camada de 

isolante . Na figura 1.3 pode sei= vista um sxempla de can- 

teto entre urfs r.et.%ngulo de difuzãu e um de metal - 



p o l i - s i l i c i o  

Contato ~ m p l a n t a ç á o  

Metal  

F I G U R A  1.1 : ~ e p r e s e n t a ç ã o  das  camadas 

na t e c n o l o g i a  N-MOS 

FIGURA 1,2 : T r a n s i s t o r  



F I G U R A  1 . 3  : Contato 

F I G U R A  1 . 4  : Mult iplexador  



na figura 1 . 4  temos um desenho de um circuito , re- 

presentado por suas mdscaras . 

As figuras 1 . 1  , 1.2 , 1.3 e 1 . 4  foram feitas com o 

pacote TEBMOS desenvolvido nu Nucleo de Computação Ele- 

trenica da Unfversidãde Federal do Rio de Janeiro . 

Cada um dos elementos do circuito tem uma largura , e 

entre eles existe uma distância mínima . Considerando que a 
unidade em questão é d , por exemplo a largura de um fio 

de metal é no mfnimo 3d . A distância mínima entre um fia 

de polisilício e de difusão deve ser 2d , ou a distsncia 

minima entre dois fios de metal, cujos potenciais el&tricos 

são d l ferentes deve ser- 3d , e t r  . . . . E s t a s  ! srgur-as e 

distsncias dependem da tecnologia empregada . A tabela para 
circuitos NMOS pode ser encontrada no livro de MEAB & 

CONWAY E181 . 

1.3 Diagramas de Varetas e o Problema de CompacLa~ão 

a)  Simplificando o projeto . 

Para poder dimensionar os retângulos , de cada uma das 

máscaras , o projetista deve levar em conta dois tipos de 

regras de projeto : 

- Eldtricas ; Para definir o tamanho dos retângulos em 

função de caracteristicas elétricas, tais 

como corrente , capacitância , e t c  . 

- Gesrndtricas : Indicam qual a largura mínima que um 

elemento pode ter , uu qual u dist3ncia 



mínima entre dois elementos C da mesma 

camada ou não 1 . 

Se o leiaute f8r feito manualment,~ pelo projetista , o 

problema dele consiste em posicionar os retsngulos de forma 

que os blocos executem as funçees desejadas . Cabe então 

colocar os e1ernent.a~ numa pesi çãs tal que : 

- As regras de projeto sejam obedecidas . 
- A Qrea tata! seja mfnima . 

Uma alternativa para o leiaute manual é utilizar um 

algsritmo que , a partir de um esboço da circuth faca o 

leiaute final . Islo permitiria ao projetista explorar as 

diversas possibilidades de colocação dos retângulos , e com 

isso dsscubrir ( se possivel 1 qual a posi~ão que daria a 

área mínima . 

Desta forma , a rotina de prctjeto um bloco fica muita 

simplificada . Mostramos a seguir como fica a rotina de 

projeto usando diagramas de varetas : 

Define-se padrões de cores ou de linhas para os ele- 

mentos de cada mdscara . 

Abstrai-se a informação de largura e de comprimento 

dos retêngulos < e s t a s  infor-maqões podem ser obtidas 

das regras de projeto 5 . Um ~etânyulo passa a ser um 

segmento de reta de uma dada cor ou um ponto , repre- 

sentando sua camada . 

Cl projetista faz um desenho, que é um esboço do leiau- 

te denominado diagrama de varetas 1 . Neste desenho 



se representa apenas a topologia do circuito C sem mé- 

trica . 
4. Aplica-se o algoritmo de compactação : 

- Partindo das regras de projeto descobre-se o 

tamanho dos elementos . 
- Procura a posição dos elementos de forma a mi- 

nimizar a Brea total . 

5. Gera-se o leiaute final usando uma rotina simples . 

bl  O diagrama de varetas 

8 diagrama de varetas ( "Çticks" 1 6 uma representa- 

ção simbólica do circuito integrado . É uma representação 

por linhas , sem levar em conta a largura e o comprimento 

dos elementos do circuito . O diagrama de varetas é um es- 

boqu do posicionamento relativo dos elementos do circuito . 

Esta representação foi criada por WILLIAMX C303 , que de- 

senvolveu o cumpactador Sticks . 

Este diagrama usa !inhas para representar os diversos 

fios do circuito e pontos para os contatos. A representação 

dos fios tem linhas diferentes para as diversas camadas , 

como podemos ver na figura 1.5 . 



S . . . . . . . . . .  

polisilicio difusão metal 

FIGURA 1.5 : Representa~zo das Camadas 

no Di agrama de Varetas 

Como não levamos em conta, as larguras e as distâncias 

entre os elementos , guardame8 estes dados em urii arquiva . 

Na literatura , como em ULLMAM I281 e em HEAD 8 CONWAY 

E1 8 3  este arquivo e guardado como uma linguagem CIF ( que 

a abreviaç2ío de "Caltech Intermediate Form" 1 . Esta 

linguagem serve para armazenar os dados tecnológicos e tam- 

M m  para fornecer dados para a fabricacão automática do 

circuito . Para dar uma ilustracão melhor da representação 

ti po "st i ck" , re-desenhemos o circuito da f i yura 1.4 , 

usando esta representação na figura ! . 6  . 

Na figura 1.6 , denominamos por X as coordenadas 

horizontais dos elementos do clrcuíto e por Y 38 coarde- 

nadas verticais . Essas coordenadas são as do centro de ca- 
da um dos elementos do circuito da figura 1.4 . Os fios 

verticais t@m somente coordenadas horizontais e os fios hcr- 

rizontais somente as coordenadas verticais. No capitulo I I  

dare~~os mais detalhes sobre essas coardenadas, I &  elas sZio 

usadas para rimde1 ar a pob le r i~a  . 



I 
Y4 I . . . . .  O . .  . .  . :  
~3 . . . . .  i...... 

I 
I 

~2 I - . - 

Y 1 

FIGURA 1.6 : Representacão de u m  Multiplexador 

Usando Diagrama de Varetas 

Para melhor ilustrar a figura 1.6 , x1 é a coordenada 

harizuntal do ponto mais á esquerda e xY a do ponto mais 

a direita . Outro exemplo de coordenada horizontal é x6 , 

que fornec:e a posição do extremo esquerda do fio horizontal 

de polisilício que tem coordenada vertical y 3  . As coorde- 
nadas verticais têm um ponto extremo inferior y l  e um 

superior y6  . 

c> Compactação de grupos de células previamente desenhadas 

Alguns compactadores usam células para representar o 

circuito , como por exemplo WILLIAMS E303 e SCWLAG C251. 

Devido à grande complexidade do desenho ele 4 decomposto em 

ccilulas , que são circuitos pré-desenhados . Estas células 

funcionam como caixas pretas e são representadas por re- 

thgulos . Esses rethgulos sno olhados como elementos do 

circuito. A largura e a dist%ncia mínima entre os elementos 

9% fornecidos em um arqui vo de dados . 



Na caso do algoritmo que apresentaremos nos outros ca- 

pitulo~ nso h& diferença entre usarmos este Lipo de repre- 

sentaç'ão ou a representação simbólica . O que nos interessa 

como dados , para fazer a sompactação , são as coordenadas 

das elementos do circuito . No capSt,ulo I I  fazemos um CO- 

mentgrio sobre as coordenadas e no apgndise apresentarrios um 

ai yufi tmc que yart indo de uma representsqãa simbdf i ca uu 

por células obtemos as coordenadas . 

d> A compactação do leiaute de Circuitos Integrados 

A topologia inicial de um circuito integrado , como j B  

dissemos na seção 1 . 1  , B feita quando são resolvidos os 

prob 1 emas de d i spos i çãs e l i gaqão . Corijpreendeeims cmim 

tspoloyia do circuito a posição relativa entre seus elemen- 

tos , sem levar em conta as larguras e as distsncias entre 

uB elementos . Cumpactsr urgi cii-.cuita Ç purt ir de um desenha 

inicial e reduzir sua &-@a, obtendo um desenho que respeite 

as regras pré-estabelecidas e que não altere sua topologia 

inicial. A invariância da tspologia se f a z  necessdria, para 

manter o circuito que foi previamente desenhado usando-se 

os problemas de disposição e IiyaçZio . Permite-se então que 

os fios sejam esticadug au enc~lhldõs , t que us elementos 

mudem de posição , sem alterar suas posições relativas . 

1.4 Trabalhos Realizados na Ãrea de Compactadore~ 

Um quadro comparativo contendo os diversos algoritmos 

sobre compactação de circuitos integrados , pode ser encon- 

trado no artigo de MLYNSKI 8 ÇUNG C?9f , onde foi feito um 

pequeno "survey" sobre cumpact adores . 



A maioria dos algoritmos desenvolvidos ate$ o momento 

usam cornpactação unidirecisnal, ou melhor duas compactações 

distintas unidirecionais . Podemos ressaltar alguns autores 

que usam este tipo de modelo para cornpactar , WILLIAHS E903 

e LIAO d WONG C151 dentre outros . 

O maior problema com os compactadores bi-dimsnsionais 

é que, como mostraram SCWLAG , LIAO 8 WONG C253 , o pro- 

blema de campactãr um circuito bi-dirfiensionalrr~ente & NP- 

completo . Isto 6 , OS algoritmos não s%o polinomiais . 

Os autores KEDEB 8 WATAMABE C121 por exemplo , usa- 

ram um modelo bi-dimensional , e para compactar aplicaram o 

algaritmo "Branch-and-Bound". Quando o ncírnero de elementos 

do circuito é muito grande, o algoritmo "Branch-and-Bound" 

fica praticamente impossfvel de ser realizado . Butros au- 

tores tamb&m desenvul veram curfipactadures b i - d  i mens i uns i s , 

ta i s corno WBL,F , MATHEWS , NEWKIRK 8 DUTTBM C311 e 

tambdm SHLAG , LIAO 8 WONG C253 . Todas estes artigos 

usam vai-isveis 0-1 para rnodela~ seus algaritmos . 

1.5 Plano da Tese 

No capítulo I 1  apresentamos o modelo que foi usada 

neste trabalho , para compactar um circuito Si -r:f ntensionãl- 

mente. Tsmbem neste capítulo , mostramos como foi empregada 

uma pós-otimização nas grafos p a r a  melhorar o algaritmo de 

compact ação . 

TBcn icas de rel axaçáo 1 agrãngeana foram apl i cadas ao 

problema , para obter uma análise mais precisa dos resulta- 



dos obtidos na compactação . Esta aplicação e o desenvsivi- 
mento da teoria necessdria foram feiLos no capítulo I 1 1  . 

A s  experi9ncias computacionais e suas análises estão 

feitas no capitulo IV . Tambem nesse capítulo são feitas 

algumas alteraç8es no equacionamento do problema , com re- 

ferQncia aa que foi apresentado no capitulo 1 1 1  . 

As conclus~es finais e a avaliação do trabalho estáo 

no capítulo V . 
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CAPITULO E 

11 .1  Introdução 

Neste capitulo descreveremos o método utilizado para a 

compactaç3o de um circuito VLÇI . A modelagem que usaremos 

aqui , apresentada na seção I I .  2 , será a mesma que foi 

usada na tese do WATANABE C293 . Na seção 11.3 discutiremos 

o problema de compactar o circuito. O problema de gerar as 

restrições para o problema , bem como o tipo de arquivo que 

é usado pelo programa de compactação estd descrito na seção 

11 .4 .  Na seção 11.5  , obteremos uma árvore geradora máxima1 

para o grafo, com o algoritmo do caminho mais longo (ACRL). 

Este algoritmo será utilizado no método de compactaçãs . 
Ainda na s e ~ ã o  11.5 , faremos uma pós-otimização no grafo 

a partir das folgas dos n4s . Finalmente , na seç%o 11.6 , 

obtemos um ótimo local com o algoritmo de compacta~%o. 

IZ .2  Modelo 

Os elementos do circuit.o estáo dispostos no primeiro 

2 
quadrante do espass Euclidiano R . Por&rn os slementss 

do circuito são desenhados somente sobre os ndmeros 

inteiros positivos . Isto 6 , consideramos que o "layout" 

do circuito esteja sobre o espaço N X N ( produto carte- 



siano 1 , onde N é o conjunto dos nftmeros naturais 

{O,i,...J . 

Os elementos do circuito são representados por retân- 

gulos de lados paralelos aos eixos coordenados , isto 4 , 

verticais e horizontais . Cada elemento i B representado 

pelas coordenadas de seu centro (xi,yi> . São denominados 

fioa as interliga@%s entre os elementos do circuito . Da - 
mesma f arma que os e1 ementos esses f i os só podem ser verti - 

cais ou horizontais , não se permitindo fios inclinados. 0s 

fias verticais sd terão coordenadas horizontais xi e os 

fios horizontais s6 coordenadas verticais yi . As coorde- 

nadas xi ou yi dos fios são suas posicões centrais . 

As regras que dão as dist3ncias entre dois elementos 

ou entre dois fios , ou ainda a largura dos olenm-itos são 

se do livro de MEAD 8 CONUAY C 1 8 3  . 

Considere dois elementos quaisquer i e J dispostos 

como na figura 1 1 . 1  , cujas coordenadas s%o ( x i , y i >  e 

( x J , y j >  , suas larguras são Li e Lj e a distsncia rní- 

nima entre eles é wij . Temos que a disthcia minima entre 

seus centros é dada por : x j  - xi 2 d i j  , onde 

d i j  = (Ei/2> i- ( L j / S )  + wij . 

Caso os elementos estejam dispostos como na figura 

11.2, devemos ter restrições entre as coordenadas verticais 

dos dois elementos i e j . Neste caço a restrição fica : 

y j  - yi 2 dij , onde dij e a distancia minima entre os 

centros dos elementos. 
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F I G U R A  1 1 . 1  : R e s t r i q ã o  horizãnta! 

FIGURA 11.2 : Restri~ão vertical 

Vimos a t e  a g o r a  q u e  temos d o i s  t i p o s  d e  restrições e m  

X e e m  Y . E s t e s  c o n j u n t m s  d e  r e s t r i ç õ e s  são a p a r e n t e m e n-  

t e  i n d e p e n d e n t e s  . P o r &  e s t a  i n d e p e n d ê n c i a  nBo acorre , J G  

q u e  esses d o i s  c o n j u n t o s  d e  r e s t r i ç õ e s  podem ser l i g a d o s  d e  

duas  m a n e i r a s  . 



Ao compactar um circuito os elementos A e B podem 

estar dispostos de duas formas , lado a lado ou um acima 

do outro . Neste caso aparece uma das duas restriç8es , uma 

para afaslsr A e £3 hariauntnlrfiente ou uma out ra  para 

afasts-lss verticalmente ( veja figura 11.3 1 . 

FIGURA I I .3 

Neste primeiro caso 

f'ornta : 

: Posiçso do centro do elemento A 

rèfativamente ao elemento R 

as restriç8es ficam da seguinte 

f azondi,) uma l ignçãn entre as restrições em X e i . 

O segundo caso se d6 entre três elementos A , Ei e C 

( ou m a i s  1 come mostrado na figura f1.4 . Dependendo dz 

posição vertical que o elernento C se encontre , devemos 

considerar o afastamento mínimo de A ou de B . Este caso 

4 considerado quando h& um grupo de elernentse verticais. 



FIGURA 11.4 : Posição do centro do elemento C 

em relação aos elementos A e B 

Neste segundo caso , as restrições ficam da seguinte 

forma : 

- 
senão yc - yb ( dbc e e n t ã o  xc - sb 2 dkc 

- 
onde dbc , dbc e dac sãa os respectivos afastamentos 

diferenciar o afastamento vertical do horizontal 1 . 

O mesmo tipo de restriç3o aparece , quando há grupos  

horizontais . 

Pordm para que o algoritmo não fique demasiadamente 

eomp!icado pode ser usado apenas a primeira c s m  . !&anda 

aparecerem yrupus verticais ou horizontais, o distsnciamen- 

to mínimo entre o grupo e um elemento fora do grupo , pode 

eer considerado como o maior distanciamento dentre as 



elementos do grupo e o elemento de fora . Perdemos um pouco 
da compactaeão mas ganhamos em tempo de csrnputa~ão , corrm 

poderb ser visto posteriormente . O esboço da região onde 

pode ficar o centro de elemento C , quando abandonarme as 

restriçzes deste tipo, estd feito na figura 11 .5  . A regi2.h 
da figura 11.5 & menor que a da fiqurs i I . 4  . 

FIGURA 11 .5  : Posição do centro de C ao usar apenas 

o afastamento horizontal de B 

Se o projetista achar que h6 um ganho raaosvel no de- 

senho do circuito , poderá substituir o segundo caso por 

duas ou mais reçtriç5es ( como no exemplo acima > do psi- 

meiro caso . As duas restriqões são 

- 
( yc - yb 2 dkc o 1-1 xc - xb 2 dkc ? e 

- 
( yc - ya 2 d a c  nu xe - >;a 2 dac > 

que equivale a alterar a região possivel para o centro de 

C para a região da figura 11.6  . d Importsnte que as po- 



sições relativas de A e de B estejam como na fígura 

11 .6  . -  Isto é , A e B devem estar de tal forma que 

xb + dbc 2 xs i dac , Caso isto n3o ocorra , perdemos 

espaco para a posi~ão relativa para o centro de C , se 

usamos este tipo de substituição . E neste caso o desenho 

da região fica como na figura 11.7 . Podemos ver que esta 

região é equivalente a da fígura 11.5 . 

FIGURA 11.6 

Podemos pensar 

: Posição do cent.ro do elemento C 

ao considerar os afastamentos de 

A e B verticais e horizontais 

que o projetista estaria desenhando 

o leiãute do circuito integrado sobre um reticulado no 

plano . Ou melhor , 4 como se ele estivesse colorindo os 

elementos Aij de uma matriz A . Estas cores representa- 

riam os tipos de elementos do circuito . As cores podem 

ser substituidas por nGmeros . Por exemplo o ndmero O 

significa que não h3 elementos naquela posiçso . O elemento 



A ( J , 9 )  da matriz ser igual a 1 ( representado em um de- 

senho pela cor azul 3 , diz que na posi~ão X = 3 e Y = 9 

devemos ter , por exemplo , o centro de um retsngulo que 

pertence a camada de meta! , &c . . .  . 

FIGURA 11.7 : Posição do centro do elemento C 

com o elemento B B esquerda do 

do elemento A 

Ao desenharmos o circuito consideramos dois elementos 

artificiais . O primeiro mais 2 direita de todas os out.sss, 
com coordenada horizontal xnx e um outro mais alto , com 

coordenada verti cal yny  . A i & m  d l  sso, n 3 o  colocamos nenhum 

e!etl!ent;o nas coordenadas x l  e y l  . E s t a s  d u a s  cour+~ic?nadae 

s;To reservadas para os eixos X e Y , reepec.livamente , 

e a elas B atribuido a va!or zero . Estes elementos sZío os 
delimitadores do leiaute . O circuito deve estar inscrito 

em um retsngulo , cujos lados estão sobre os eixos coorde- 

nados e sobre as retas X = xnx e Y = YnY - 



11.3 Cl Problema 

Q problema a resolver é minimizar a 6rea do leiaute , 

ou s e j a  : 

Rinimizar a Qrea do rel8ngulo acima ( descrito no f i -  

na1 da seção anterior ) que é xnk * yny , sujeito 3s 

restrigães tecnùldgicas ( comprimento , distancia entre os 

elementos , e t c  . . .  1 . 

OTTEN E213 sugere minimizar o semi-perimetro que 4 

xnx -i- yny no lugar ds dres , para  que o problema fique 

!inear . M a  ~ec%o 511.7 discutimos n y u e ~ L % h  de usar s ,  

área ou o semi-perímetro e suas implicações. 

Como vimos na seç5o anterior existem dois tipos de 

r e s k r  i ção "oun e "e" . Se considerarmas apenas as rsa- 
tr i cões do tipo "e" e aceit.armos a sugest.Zo de O'TTEH 

6213 , ficamos eorrl um problema de programação linear : 

minimizar xnx + yny 

sujeito a A1X 2 bi , A 2 Y  $ h2 , X 2 O e Y  2 O , 

onde A 1  e A 2  são matrizes mx X nx e my X ny , res- 

pectivamente , bl matriz mx X 1 , h2 matriz my X 1 e 

X e Y são a s  varldveis do problema com nx e ny 

caordenadas . 

Este problema pode ser resolvido , por exemplo pelo 

rnPtodo Simplex . Porém as matrizes A1 e A 2  são total- 

mente unimodulares . As linhas destas matrizes tem todos 0 s  

elementos iguais a zero exceto dois deles que sgo 1 e -1. 



Neste caso , fica mais fscil u s a r  o algoritmo ACHE , 

" Algoritmo do Caminho Mais Longo " ( seção 11.5 1 , do 

que usar u método Simplex . Isto se deve ao fato de que no 
e i gúr i tmo ACEL necess f t amos apenas cúmpat-ar c fazer m 

somas , onde m é o número de restriçães , enquanto que no 

mdtado Simplex temos que inverter pelo menos uma matriz 

m X m . A solução dtima 4 encontrada facilmente, e como os 

elementos das matrizes bl e b2 sno números inteiros , a 

solução ótima tarnbern sers inteira . Ainda mais , quando não 

usarnas as restrições tipo "oun i st.o 6 i quando f i xamos 

estas restrições em X ou em Y , o problema fica 

separsvel em dois problemas independentes , um em X e 

outro em Y que são : 

minimizar x n x  

sujeito a APX 2 bí e X 2 O 

minimizar yny 

S U J E ~ ~ Ü E I  A 2 Y k b 2  y 2 0  

O problema f i c a  dificil de ser resolvido quando s3o 

consideradas as restriçõoes do tipo "ou" . Cada uma desk-aa 

restriçaes nos diz que devemos considerar uma restriçSo do 

tips "en em X ou uma em T . Podemos assim cri ar uma 

varisvel 0-1 , que nos informa se estamos usando a restri- 

tão ewl X I se u va!or desta vzridvel e2 zero 1 ou em Y 

( e neste caso é igual a um 1 . Suponhamos que o ndrnero de 

tais vari6veis 4 p . Para cada uma delas temos duas possi- 



bilidades de escolha . Logo o n~trners total de problemas 
P 

somente com reskr içses do tipo "e" g 2 , 

r ar 

seus 

11.4 Gerando as Restrições 

Quando desenhamos o circuito aparece o prubl sms de 9s- 

as resti-icões tecnológicas das distâncias mfn imas entre 

elementos e das larguras destes . Estas restrições es- 

t ã ~  descritas na secão 11.2 . Temos em primeiro 1-gar res- 

trições horizontais ( e r n  X > e depois as verticais ( em 

Y > . As restrições em X devem estar ordenadas segundo os 

indices das variaveis xi . As restrições em Y também de- 

vem ficaF ordenadas da mesma forma . 

Devem ser fornecidos dados sobre a tecnalogia emprega- 

da, o esboço do leiaute e suas "esquinas" . A s  "esquinas" 

são as restr i ç5es do tipo "ou" cji-te cl i  scut. iimoa n a  aeqgo 

11.2 . Bois tipos de informações são necessárias para 

definir estas "esquinas" : Onde estão localizadas ini- 

cialmente e de que tipo são . 

As "esquinasJ' podem ser de quatro tipos : 

1 nordeste (NEI , 2 noroeste (NU> , 3 sudoeste (ÇW) e 4 su- 

deste (SE> . Seguem o sentido trigonométrico como podemos 

ver na figura 1 1 . 8  . 
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FIGURA 11.8 : Tipos de "esquinasf' 

No apgndiçe colocamos um algoritmo para gerar as res- 

trições . Este algoritmo embora ainda sem implementaçT30 , 

gude servir de base para uma futura implementação . 

Quando geramos as restrições várias delas são supdr- 

fluas . No apgndice colocamos uma maneira de eliminar tais 

restrições , permitindo diminuir a tempo de execução nos 

algoritmos de compactação . 

11.5 Algoritmo do Caminho Mais Longo ( ÃCHL > 

Consideremos um grafo G = CN,R> , sem circuitos , di- 

recionado , simples , finito , com custos positivos (intei- 

rcliz) , com uma fonte e um alvo . Desejamos obter o caminho 

mais longo ligando a fonte ao alvo . Este caminho mais 

longo ou caminho de maior custo é denominado caminho 



crítico . Na figura 11.9 , podemos ver um exemplo de tal 

grafo . 

Os nds do grafo G na figura 11.9 , são as elementos 

do conjunto 

onde F B a fonte e A o alvo . Os ramos de G são dados 

pelo conjunto 

onde cada terno acima e5 formado pelo n6 inicial, o n6 final 
I 



e o custo deste ramo do grafo . 

A  rigor , no nosso caso , não usaremos um grafu como 

o do exemplo acima , pois como podemos ver na seção 1 1 . 4  e 

no aygndice , alguns ramos pontilhados podem ser eliminados 

quando geramos as restrlqões. Quando fazemos as elimina~óes 

no método de gerar as retrições ( ver aphdice 1 , o ramo 

pontilhado ( M , A , 2 )  n3o B eliminado ( porém neste exemplo 

podemos elirning-lo por simples inspeção 1.  Este fato ocorre 

devido as restr i qões do tipo "oun ( v e j a  secão I I . 6  1 . 
Por6m estes ramos continuam no grafo a titulo de exemplo. 

11.5.1 A Árvore Geradora M4ximal 

Para que obtenhamos o caminho crítico de F a A , 

vamos dar a cada um dos nós , o custo do caminho mais caro 

para ir de F ate este n6 . A  nossa intenqão neste casa , 

d obter a Arvore geradora msximal do yrafo C de maior 

custo . Como não sabemos estes custos , inicialmente vamos 

atrihul~ aos nds um custo nulo . Depois olhando para cada 

um dos ramos de G , comparamos o custa do nd final do ra- 

mo com o do nO inicial . Colocamos corno custo do nd final 

do ramo , o maior valor entre o custo pré-existente do nd 

final e o custo do nó inicial mais o custo do ramo em ques- 

tão . 

Consideremos que o nCimera de ramos em K é q , que 

estes estão na forma i C  , onde i e J são ele- 

mentos do conjunto de nós N e que Cij B o custo deste 

ramo . A seguir colocamos o algoritmo ACML : 



A l g o r i t m o  <do c a m i n h o  m a i s  l o n g o  (ACML)> : 

{Obtém uma B r v o r e  g e r a d o r a  maximal , f o r n e c e n d o  os c a m i n h o s  

c r f t i c o ç  p a r a  i r  d a  f o n t e  a t o d o s  o s  demais n d s )  

{N =: c o n j u n t a  d o s  n 6 s  d o  g r a f o  ; 

R =:  c o n j u n t o  dos r a m o s  d o  g r â f o  ; 

F =: f o n t e  ; 

m =: c o n t a d o r  d o s  r a m o s  ; 

i =:  n ó  i n i c i a l  , j =:  n 6  f i n a l  e C i j  = :  custo d o  ramo 

< i , j , C i j l  ; 

q =: número d e  r a m o s  e m  R ; 

v j  =:  m a i o r  c u s t o  e n t r e  o s  c a m i n h o s  o b t i d o s  p a r a  i r  d e  F 

a t e  o n 6  j ; 

a j  =:  a n t e c e s s o r  do n6 j n a  A r v o r e  maximal o b t i d a  ; I 

i n i c i a  

i < - F ;  

m < - 2 ;  

P a r a  t o d o  j e m  N , v j  <- O e a j  <- O ; 

1: C O N S I D E R E O R A M B  m i j , i j l  e m  R ; 

Se v i  i C i j  > v j  - 

e n t ã o  : v j  <- v i  C i j  

<- i ; 

m < - Ki -t- 1 : 

Se m = q + l  - 

então : PARE ; C P a r a  t o d o  j e m  N , o v a l o r  v j  

é o c u s t o  d o  c a m i n h o  á t i m s  p a r a  

ir d a  f o n t e  F a o  n ó  j e a j  

sãs o s  a n t e c e s s o r e s  do  n b  J 

ns Lrvure  geradora  mdxiwal . 1 

senão : Yd PARA P : 

fim 



P a r a  que o  a l g o r i t m o  f u n c i o n e  , é n e c e s s s r i o  q u e  o 

c o n j u n t o  N e s t e j a  d e  t a l  fo rma q u e  a  f o n t e  seJa o  p r i m e i r o  

nu , o a l v o  o ú l t i m o  e os d e m a i s  n u s  e s t e j a m  o r d e n a d o s  d e  

m a n e i r a  q w  o s  s u c e s s o r e s  venham sempre  d e p o i s  de  seus an- 

tecessores . Além d i s s o  , o c o n j u n t o  R d o s  ramos  também 

d e v e  ter- uma o r d e n u c ã a .  S e g u l n d o  a urdem de N , o  c o n j u n t a  

R d e v e  ser o r d e n a d o  p e l o s  n 6 s  f i n a i s  de  c a d a  ramo . E s t a s  

o r d e n a ç õ e s  s ã o  p o s s í v e i s  p o r q u e  e x i g i m o s  q u e  o g r a f o  n ã o  

tenha c i r c u i t o s  . 

P a r a  r e s o l v e r  o exemplo  , montamos o q u a d r o  1 1 . 1  a  

s e g u i r  , onde  a t u a l i z a m o s  o s  v a l o r e s  d e  vJ e d e  aJ can -  

fo rme  vamos p e r c o r r e n d o  o c o n f u n t o  R , segundo  o a l g o r i t m o  

ACHE ac ima:  

............................................................... 
I 1 
1 .  D L I 
I .  i 
I C C E  I H J i 
1 aj I 
I .  F F F B F C E E  I M i 
I .  1 
1 .  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 l  
1 ............................................................. I 
i N 6 S : F  B C D E M I H J L A I  
I ---------------------------.---------------------------------- I 

QUADRO I 1 . i  



Com auxilio do quadro 11.1 podemos construir a arvore 

geradora msximal , recuperando os caminhos críticos através 

dos antecessoses de cada nó que estão na parte do quadro de 

aj na posi~Zo mais acima. Na figura 1l.10 desenhamos esta 

árvore , onde os ni3meros ao lado dos nós (valores de vjl , 

sZo os custos mAximos para se ir da fonte F ate4 aquele nó. 

Este algoritmo B usado em PERT/CPH com s nome de 

"Lungest Path Algorithm" e pode ser encontrado com mais 

detalhes no livro de GONDRAN e MINOUX C071 . Aqui nos 

limitamos 21 Forma que ser4 empregada no algoritmo de com- 

pactação . 

FIGURA 11.10 : Arvore geradora mãximal 



1 1 . 5 . 2  A s  Folgas dos Nds 

costa riamo^ de saber qual B u msiúr custo que cada 

um dos nbs do grafe C pode ter sem que o custo do alva 

aumente . Denaminamos este valor para cada um dos nós , o 

custo máximo do nó . 

Denominamos o algoritmo que calcula estes custos de 

LDWTE . Se pensamos nos custos como datas , isto & , nos 

custos de cada arco como Lempo, estamos procurando a última 

data i em inyfss "lãet date" > de cada nd que nSu alte~e 

e data final . Ou melhor , que a data do alvo continue a 

mesma . 

O alqoritmo que descreveremos a seguir pode ser encon- 

trado no livre de HIRSMFELB C113 , onde @ feita uma dis- 

cussão maís profunda sob o ponto de vista de FERT/CPM . 

Para obter este cusLo máximo dos nds , inicialmente 

começamos com o alvo , atribuindo a pr6prio custo dele ao 

seu custo mdximo . Depois percorrendo o conjunta das nds N 

em ordem decrescente, isto 4,  do alvo A para a fonte F , 

procuramos os sucessores de cada n6 . Colocamos como custa 

máximo de cada nó , o minimo dentre todos os sucessores 

deste n6 , da diferença entre o custa máximo do sucessor e 

o custo do arco entre o n6 e o sucessor . 

Na s e ~ ã o  11.5 .1  , o algoritmo ACML obtdrn os custos 

vj de cada um dos n6s J pertencentes a N . Denominaremos 
por x l j  os custos máximos dos n6s j . C i j  ser6 o custo 

do arco ligando i e J . Suporemos que o conjunto dos nós 

N tenha n elementos , assim o custo do alvo é xn . 



A l g o r i t m o  <LDATE> : 

< C a l c u l a  o c u s t o  mdximo d e  c a d a  um d o s  n d s  , f o r n e c e n d o  a s  

f o l g a s  dos n 6 s  . O s  n 6 s  devem e s t a r  n u m e r a d o s  com a 

i g u a l  a  1 e o a l v o  i g u a l  a  .n  . I 
fonte 

(N = :  c o n j u n t o  d o s  n ó s  do g r a f o  ; 

n =:  ntlmero de  n á s  e m  N ; 

m = :  c o n t a d o r  d e  n d s  ; 

i  = :  nd i n i c i a l  , j =:  n o  f i n a l  e C i j  =:  c u s t o  d o  ramo 

C i , j , C i j l  ; 

T i  =: c o n j u n t o  d o s  s u c e s s o r e s  d o  n 6  i  ; 

j =: s u c e s s o r  d e  i  ; 

xn =: c u s t o  d o  a l v o  ; 

X1 =:  v e t o r  com n  c o o r d e n a d a s  com o s  c u s t o s  m6ximos d o s  

n 6 s  ; 

xlj = :  j - é s i m a  c o o r d e n a d a  d e  X1 , c u j o  v a l o r  6 o  c u s t o  

máximo do n 6  j ; I 

i n i c i o  

x l n  <- xn ; 

I 

m 1 ;  

1: i <- n - m ;  

OBTENHA J i  ; 

P a r a  t o d o  j e m  J i  , x l i  <-  mfnimo ( x l j  - C i j )  ; 

m < - r n + 1 ;  

Se m = n + 1  - 
e n t k  : PARE ; {os  c u s t o s  máximos estão e m  X 1  1 

s e n x o  : V Ã  PARA 1 ; 

f i m  - 



A folga de cada nó é a diferenca e n t r e ,  o custo máximo 

e o custo. de cada n6 , x l j  - x j  . Esta 4 a quantidade que o 

custo do r16 pode crescer sem aumentar o custo do nd final . 

mais de um caminho crítico no grafo . 

Na figura 11.11 , colocamos em cada um dos n6Ç do 

exemplo um terno que representa seu custo, seu cust.0 m&ximo 

e sua folga . 

FIGURA 11.11 : A folga dos n6s 

Olhando para a figura 11.11 , vemos nds que têm folga 

zero . E s t e s  s%io exatamente aqueles 716s , que formam o 

caminho crítico . Assim o caminho crílico , é a caminho 

descrito pelo conjunto E F,D,M,I,H,L,A ? . 



1 1 . 5 . 3  Uma Pós-Otimiza~ão no Grefo 

Usando as folgas podemos fazer uma p6s-otimiznção nu 

grafo . Uma primeira pós-stimização j& foi feita quando 

definimos as folgas . Sabemos ate quanto podemos aumentar 

s custe de um arca ser11 alterar o cueto do a l v a  . Se este 

valor ultrapassar a folga , o custo do alvo crescer4 tanto 

quanto for o valor ultrapassado , não importando se o refe- 

rido arco eeLA ou não no caminho critico. A bnica diferença 

B que se o arco não estd na caminho crltico , no nova grafo 

e!@ estarã . Após a alteraçgo as folgas mudarão de valor . 

Ao acrescentarmos um novo arco no grafo , qual será a 

mudança que ocorrerá no custo total ? Desejamos colocar um 

novo arco (i,j,Cij) , onde conhecemos o custo do nó i , 

xi , e o custo máximo do nd j , xlj . Este nova arco n3o 

vai mudar o custo total do grafo , se o novo custo da nd J 

não ultrapassar xlj . Isto é , o custo do n6 i mais Çij 

deve ser no máximo igual ao custo máximo do nó j . Podemos 

escrever que se 

não haver6 mudança no custo do alvo . Caso esta equação não 
seja satisfeita , o custo do alvo aumentará de 

Este valor dx é o que o novo valor do nó j ultrapassará 

xlj . Neste caso , o valor do alvo xn mudará para 



Quando retiramos um arco do grafo , qual a mudança no 

custo total ? Se o arco n3o pertence ao caminho crítico o 

custo do alvo n3o será alterado . Se o arco estd no caminho 

crítico , tamb@m pode não ter nenhuma alteração , pois pode 

existir um outro caminho crítico diferente deste . Podemos 
neste casa saber apenas , qual seria a alteração mdxima que 

poder i s acurrer na cuetu kutsl . Ret i randu u srcu < i , J , C i J 3 

pertencente a um caminho critico do grafo , o custo d o  alvo 

no mdximo 'diminuir8 de C i J  . 

11.6 Algoritmo de Campacta~ão 

Como vimos as restrições do problema são de dois tipos 

e "ou" Consideremos um vskor V com tankas caor- 

denadas quantos são as restrições do tipo "oun . Cada uma 

111 i 3 5  c i i r > r . . c ! e ~ i  ada.; de V , V ( i ) , est B assoe i acla a uma re9t.i' I - 
9 ção do tipo "oun . ~ 8 t . a ~  coardemadas recehm os valsrss O , 

1 ou -1 . Ovalor de VCi> B O se a r e s t r i ç ã u  "ouw 

ndmero i a ser considerada é a restrição em X , vale 1 

se for considerada a re,strição em Y e -1 se não consi- 

derarmos nenhuma das duas restrições í neste caso o paoble- 

ma pade ser invigvel , isto B , os requisitos tecnol0gicos 

do circuito podem n%o ser atendidos 1 . 

Ao fixarmos Víi> cam valor O ou 1 obtemos dois 

grafos como o da seção 11.5  , um para O e outro para 1 

da seguinte forma : 

Quando as sestr i ções ti po "ou" , s30 fixadas em X ou 

em Y , todas as restrições passarn a ser do tipo "ew , 



Consideremos as coordenadas- horizontais dos elementos 

do tii-cuito 

xl , x 2  , x3 , . . .  , xnx . 

0s n6ç do grafo são os índices destas coordenadas 

NX = El,2,3 , . . . ,  nxl . 

Cada restriçso xj - x i  > dij representa um ramo (i,J,díj> 

em RX do grafo 

B mesmo procedimento que fizemos com a s  rest.rições 

horizontais para obter s grafo GX , devemos fazer com as 

restrições verticais para obter o grafo 

Para obtermos o leiaute mais compacto que obedeça n 

estas restrições , basta aplicar o algoritmo ACML da aos 

grafos GX e GY ,.independentemente . 

0s grafos GX e GY não tem circuitos porque todos 

seus ramos Ci,j,dij> , de cada um dos yrafas, estso sempre 

orientadas de i para J onde i < j . 

Ma seção 11 .5  comentamos que não seria possível eli- 

minar todos os ciclos do grafo em questão , devido 21s res- 

triçães do tipo "oun . W a  figura 11.12 vemos um exemplo 

de um ciclo de um grafo que não pode ser eiirninado . Elimi- 

namos da figura 1 1 . 1 2 . a  a ramo ( C , A , 2 >  , obtendo a figura 



Quando fixamos as restrições tipo "oun , e&..a~ apare- 

cem em alguns grafos e em outros não . Se no grafo da figu- 

ra 11.12 o ramo (Z ,C ,5>  , associado a uma restriçso tipo 

"OU" n %  a p a r e c e  , este p ~ d e  apa rece r  n o  g r a f o  d a  f i g u r a  

FIGURA 11.12 : Eliminando o ramo ( C , A , 2 )  

11.13 . E neste caso a árvore geradora maximal que aparece 

na f i g u ~ u  í1.12.h , B diferente daquela que aparece n a  

figura Iã.13.b . Por isso, na seção 11 .4  não podemos fazer 

mais eliminações do que as que j á  est% propostas 1 4  , sem 

maiores consideraçGes . 



FIGURA 11.13 : B ramo (C,A,2) não e5 eliminado 

Vimos que quando fixamos as varisveis tipo "ou" e X 

ou em Y o problema é simples de ser resolvido. O que fica 

diffcil de se resolver & quando variamos estas restrições . 
Se o nrimero de rest.r i ç8es "oun 4 p , que apl i car 
Ip.t.11 

2 vezes o algoritmo ACML , uma vez que fixando o 

vetor V , ficamõs com dois yrafos GX e GY . 

11.6.1 Buscando Um dtimo Local 

Usaremos um vetor V (como o descrito na xeçso 11 .6  1 

com suas coordenadas fixas por Vi , para cada valor fixo . 
Neste caso estaremos considerando que as coordenadas de Vi 

são O ou 1 . Convém chamar a atençno do leitor sobre a 

nutagão que es ta rnus  u e s n d n  . D e n a t a r m e  pai- Vi ufit vetar 

F i xo , e por V i 1 a i -4s i ma coordenada do vetotr V . 



Diremos que o vetor Vi B vizinho do vetor VJ , se 

os dois vetares s%o iguais e x c e t o  em uma coordenada . 

13 algoritmo procure entre os vizinhos de um vetar dadu 

Vo , um outro vetos Vj que seja melhor que ele . Depois 

tomamos o vetor V j  no lugar de Vo e repetimos o processa 

até que não encontremos nenhum vizinho melhor . 

Consideremcm um vetor V . O s  vetores X e Y s3o as 

solucões obtidas aplicando o algoritmo ACME para V e 

para os grafos GX e GY , respectivamente . i3 valor da 

coordenada de X de maios lndice é xnx e o de Y é xny. 

Asgim a área que obtemos a partir de V B xnx A yny . 

Com este algoritmo estamos usando um terceiro yrafo G 

cujos nds são os vetores Vi e os ramos são formados com 

OS vizinhos . Isto é , (Vi,Vj,Cijl é um ramo se Vi B vi- 

zinho de Vj . O custo Cij deste ramo e fornecido pela 

diferença entre , a área ohlida de Vj e a 6rea obtida de 

V i  . Ou s e j a  : Cij = (área obtida de Vj) - (área obtida 

de Vi l . O algoritmo bi-dimensional procura s caminho de 

cuetú minirno partindo de um nd inicia! Vo . Este caminha 

existe pois os custos são inteiros , 

B a diferenca das áreas obtidas dos 

as 6reas estão logicamente limitadas 

o custo de um caminho 

n6s final e inicial e 

A seguir colocamos o algoritmo que foi usado para 

obter um ótimo local, quando são consideradas as restrl~ões 

do tipo n ~ ~ n  , 



CG =: y r a f o  descrito na  seçzo 1 1 . 6 . 1  : 

V i  =:  n6 d e  G . V e t o r  de  c o o r d e n a d a s  O ou 

p  =: n6mero d e  c o o r d e n a d a s  d e  Vi ; 

V o  = :  n 6  i n i c i a l  ; 

á r e a  =:  v a l o r  d a  6 r e a  o b t i d a  de V i  ; 

X =: suluqSo abrida da elyaritm~ ACML pa ra  

xnx =: v a l o r  d a  coo rdenada  d e  m a i s  a l t o  I n d i c e  de X ; 

Y =: s o l u ç ã o  o b t i d a  d o  a l g o r i t m o  ACEL p a r a  GY e V i  ; 

y n y  =: v a l o r  d a  c o a r d e n a d a  d e  m a i s  a l t o  indice d e  Y : 3 

i n i c i o  

U s e  o ACML 

1:  á r e a  <- xnx 

j < - I ;  

2 :  Mod i f ique  a 

U s e  o  ACML, 

p a r a  V o  o b l e n d o  X e Y : 

* y n y  ; 

coordenada  J de V o  o b t e n d o  o v i z i n h o  VJ  ; 

p a r a  VJ o b t e n d o  novos  v a l o r e s  de X e Y ; 

Se á r e a  > xnx A y n y  - 

e n t á o  : Va <- V j  

v á  p a r a  1  : 

s e n ã o  : Se j = p 

e n t ã o  : PARE : I V o  é um $t imo l o c a l )  

senão : j <- J + 5 

v p a r a  2 ; 



I . .  Gerando Uma Solução Inicial e Obtendo Urn 

Limite Inferior 

Para que obtenhamos a solu~ão inicial , que nos refe- 

I- i mos na seção ! I -6.1 , vamos apresentar dois a 1 cpr i trnos 

diferentes , que são usados independentemente de acordo com 

a problema em quest3o . 

O primeiro , descrito na seçGo 11.6.2.1 , obtem uma 

solu~ão inicial mais rapidamente e não usa as folgas das 

116s . O segunda alyuritmu , que veremse na s e ~ S o  II.G.2.2 , 

usa as folgas dos n6s e apesar de levar mais tempo em 

termos csmputacionais , porque a cada passo re-calcula as 

folgas , obtem uma soluç3o inicial mais prdxirna do dtimo 

local . 

Todos dois algoritmos obtgrn uma cota inferior para a 

área , da seguinte maneira . Consideramos o vetor V com 

tudnw as suas coordenadas iguais a -1 , isto é , estaremos 

usando ini~ialment~e somente as restricaes tipo "e" 

Apl icamos s algor i tnm ACHL para GX e GY obtendo res- 

pectivamente X e Y para este vetor inicial V . O valar 

xnx A yny 6 um limite inferior para a drea da circuito , 

uma vez.que não estamos considerando nenhuma restrição tipo 

"ou" Ao colocarmos estas sestri~%es no problema r a área 

tenderá a aumentar . 



11.6 .2 .1  Uma Solução Inicial Ré5pida 

Para obtermos uma ~olucãa inicial , olhamos para as 

restrições tipo "ou" , digamos a de n ~ l m e r o  k : 

x i  - xj 2 d i j  ou y i  - y j  2 d i j  E 

Dependendo do valor de xi' - x j  - dij e de y i  - y j  - d i j  

escolhemos o valor O ou 2 para V(k> . Se as duas res- 

trIç8es falham , colocamos em V<&> o valor O se o valo>- 

em X for maior do que o em Y , e o valor 1 se ocorrer 

o oposto . Se uma das duas não falhar não alteramos o vetor 

V nesta fase . Repetimos o processa r -e sp l i c sndu  u ACEL 

para os novos valores de V até que não alteremos mais os 

valores das coordenadas do vetor V . As coordenadas de V 

que ainda ficaram iguais a -1 , s%o tornadas iguais a 

O se a restriqão em X for satisfeita , senão serão co- 

locadas com o valor 1 . A seguir descrevemos o algoritmo : 



Algoritmo <Solução inicial rápida) : 

{Obtem rapidamente uma solução inicial para o algositmc> de 

IG =:  grafo descrito na seção 11 .6 .1  ; 

V =: vetor de coordenadas O , 1 ou 

quando V(i> & diferente de -I 

p =: número de coordenadas de V ; 

área = :  valor da Brea obtida de Vi ; 

X =: ssluç3o obtida do algoritmo ACML 

-1 . k um nó de G 

, para tudo i : 

para GX e Vi ; 

xnx = :  valor da coordenada de mais a1 ta índice de X ; 

Y =: solução obtida do algoritmo ACML para GY e Vi ; 

yny  = r  valor d a  coordenada de mais alto índice de Y ; 

muda =:  variável indicativa de que houve alteracão em V(i1 

para algum i = I p . * . , p  ; 1 

inicio 

Vara todo k = l,..,p VCk) - - 1 ; 

Use a ACML p a r a  V obtendo X e Y ; 

I uma cota inferior para a Brea B xnx* yny 1 

k <- o ; 

muda <- O : 

l : k  <- k + l ;  

Se k = p + 1  - 
então : vG para 3 ; 



2: BBTENBA A WESTRIÇXO "ou" EW X NlJBERO k ; 

C ( x i  - x j  ) d i j  > 1 

Se xi - x j  ) d i j  - 
e n t ã o  : v6 p a r a  2 ; 

s e n ã o  : OBTENHA A RESTRIÇEO "oun EH Y NdMEHO k 

í ( y s  - y t  2 d s t  ) 1 

Se y s  - yt 2 dst. - 
e n t ã o  : vã p a r a  1 

s e n ã o  : Se - 
d i j  - xi + x j  > d s t  - ya i y t  

entãn : VCk) 4 -  0 

muda <- 1 

v6 p a r a  1 ; 

s e n ã o  : V(k) <- 1 

muda .<-- 9 

v& p a r a  1 : 

3 : z  m u d a = l  

e n t s o  : muda <- O 
k <- O 
v& p a r a  1 ; 

s e n ã o  : k <- O 

4: k < - k + 1 ;  

Se k = p + i  - 
e n t 3 o  : PARE ; 

( V 4 uma solução inicial 1 

senão : Se V<kl = - 2  - 
e n t ã o  : v6 para 5 ; 

s e n ã o  : vS para 4 ; 

5: OBTENHA A RESTRIÇXO "ou" EM X N6XERO k ; 

C ( xi - x j  ) d i j  1 3 

Se x i  - x j  ) d i j  - 
e n t g o  : Vík) < -  O ; 

senão : V(k3 <- 1 ; 

v 4  p a r a  4 ;  



11.6.2.2 Uma Sslu~ãu Inicial Usando as Folgas 

Da mesma forma que fizemos na seç3u I I . € , . 2  , para ~ b -  

ter urna cota inferior usamos todas as coordenadas do vetor 

V iguais a -1 . 

Em primeiro lugar , verificamos dentre as restrições 

do tipo "ou" aquelas que sat-isfazem as reatri~6es do tipa 

"en , f sto B , a p l  i camas 0 a l c p r  it-mo ACHL p a r a  GX s GY 

somente com as restrições "e" e depois verificamos aa as 

restrições tipo "ou" em X sati af azem a 8 1  as . Se satis- 
fizerem mudamos a coordenada correspondente do vetor V 

para O . Depois fazemos o mesmo para Y , alterando neste 

casa , a c a o ~ d e n a d u  p a r a  1 . 

Deyuis , analisamos uma a uma as restr!@es em X cura 

folga suficiente para não aumentar a área . Toda vez que 

uma coordenada de V 4 alterada de -1 para O , neste 

C 3 S C J  , re-apl iearnus u algur itmo ACHL e re-calculamou as 

folgas . Após a análise com X , fazemos o mesmo tipo de 

a n s l  ise para Y , t ransfoz-manclo  a s  coordenadas do vetot- V 

Finalmente escolhemos dentre as coordenadas de V que 

ainda ficaram iguais a -1 , as restrições "oun em X 

ou em Y aquelas que aumentam menos a área. Isto & feito 

usando a pds-otimiza~ãu que nos referimos na seção 11.5.3 

quando colocamos um novo arco em um grafo . Para cada alte- 
ruçao da vetor V , ou o que B a mesma coisa dos grafos 

GX ou GY , os vetores X ou Y eãa re-calculados e 

tambSm as suas folgas . 



Algoritmo <Xoluçao inicial com as f~lgas> : 

{Obtem uma solução inicial para o algoritmo de compactação 

bi-dimensional , usando as Folgas das varibveis3 

fG = :  grafo descrita na seção 1 1 . 6 . 4  ; 

W =:  vetor de coordenadas O , 1 ou -1 . É um n6 de G 

quando V(i> 4 diferente de -2 , para tuda i ; 

p = :  número de coordenadas de V : 

&rea = :  valor da áre« obtida de Vi ; 

X -:  solução obtidã do algoritmo ACHL para GX e Vi ; 

xnx =:  valor da cuurdenuùa de mais alto índice de X : 

Y = :  so!uç3o obtida do algoritmo AÇML para GY a Vi ; 

yny =:  valor da coordenada de mais alto índice de Y ; 

XL =:  vetor das folgas de X ; 

xli =: i-ésima coordenada de XL ; 

YL =: v e k u r  d ~ s  folgas de Y : 

y l i  =: i-&sima coordenada de YL ; 

arenox =: valor da área nova, ao acrescentar uma restricão 

em X ; 

arenoy =:  valor da Grea nova, ao acrescentar uma restriç%o 

em Y ; 3  

inicio 

Para tudo k = l,..,p , V(k> - -1 ; 

Use o ACHL para V obtendo X e Y ; - 
( uma cota inferior para a drea & xnx ;ic yny 1 

k <- 0 ; 



I : k  <- k - t - 1 ;  

Se k = p + 2  - 
entso : v á  p a r a  3 ; 

senão : v& p a r a  2 : 

2: OBTENHA A RESTRIÇÃO "ou" EE X N6HEHO k ; 

C ( xi  - xj 2 dij 1 1 

Se xi - x j  2 d i j  - 
entao : V(k1 <- O 

v& para 1 ; 

senão : v6 p a r a  1 ; 

4 : k < - k + l ;  

Se k = p + I  
7 

então  : v& pa ra  6 ; 

senão : v 3  p a r a  5 ; 

5 :  OBTENHA A RESTKIÇXO *oun EM Y NST3ERD k ; 

c y i  - y j  2 dij 1 1 

Se V{kl = -1 - 
entsa : Se yi - y j  2 d i j  

então : V(k1 <- 1 ; 

v á  p a r a  4 ; 

7: !c <-- k + 1 ; 

Se k = p + 1  - 
então : vá p a r a  9 ; 



8: 09TENHA A RESTRICÃO "oun EE X fidHERQ k ; 

I ( xi - x j  ) d i j  > 1 

se Vik> = -1 - 

então : CALCULE A S  FOLGAS DE X , XL 

Se x l l  - x j  ( d i j  - 

e n t ã o  : vá  para 7 ; 

senão : V(k1 <- O 

use o  ACML para calcular X ; - 
vá para 7 ; 

10: k <- Ir + 1 

S e  1< = p + 1 - 
e n t % o  : vS p a r a  12 

E ( yi - y j  2 d i j  1 1 

e n t n o  : CALCULE A S  FOLGAS DE Y , YL 

Se y l i  - y j  < d i j  - 

e n t ã o  : v5 para 10 ; 

use o ACHL para calcular Y ; - 
vA p a r a  10 ; 

13:  k -c- k + 1 ; 

S e  k = p + 1  - 
e n t ã o  : PARE ; I V é uma s o l u ç 3 a  i n i c i a l  1 



14: OBTENHA A RESTRILÃO "oun EH X RdRERO k ; 

C ( x i  - x j  2 d i j  3 ? 

Se V(k1 = -1. - 

então : CALCULE AS FOLGAS DE X , XL 

dx <- d i j  - x l i  + x i  

arenex <- ( x n x  + b x >  A yny 

BSTENBA A REãTRICXO "oun N ~ ~ E R Q  k em Y 

t ( y i  - yj r d i j  1 ? 

CALCULE AS FOLGAS DE Y , YL 

dy  <- d i j  - yli + yi 

a r e n o y  <- xnx * (yny  -f- d y l  

Se a r e n o x  ( arenoy - 
então : V C k >  <- 0 : 

senão : V(k) <- 1 : 

v á  p a r a  15 ; 

s e n 3 o  : vá p a r a  13 ; 

15: REÇALCUX X x Y , u s a n d o  o  algoritmo ACML ; 

vá  para 1 3  ; 



11.7 Conclusão 

O tipo de modelo que usamos neste trabalho, é interes- 

sante , pois torna o problema bastante palpável . Queremos 
dizer com palpdvel, o fato de encantrarm6s facilmente uma 

solução vtdvei para o problema e de ser possive2 fazer uma 

liyafão, entre os processos iniciais do desenha do circuito 

s sua fabricação . 

Já dissemos anteriormente , que a maior dificuldade 

deste prsbierna B quando o ndmerù v a r - i g v e i s  du tipo 0-1 B 

muito grande  . O m4todo de compãcta~ãa não leva necessaria- 

mente a um dtimo absoluto , e a!&m do que é difícil dizer 

se os ótimos locais obtidos s%o tambdm ótimos absolutos . 
WATANABE C293 , usa o método Branch-and-Wound para obter 

ótimos absolutos . PorBm quando o problema é muito grande, 

este m&tods fica imprat ícgvei. Q que nbs f aaermç , k t e n t w  

melhorar as soluções obtidas variando a sulução inicial 

Algumas e x p e r i h c i a s  neste sentido estão descritas no 

cspltulo IV . 

Outra inâormagáo dtil , B saber ate que pont-o devemos 

melhorar a solução. Temos que levar em considera~Sa o tempo 

de máquina que é gasto , bem como quanto pode ser me2horada 

s solução . Para sabermos s quanto podemos melhorar z eolu- 

ç%o , obtemos uma cata inferior para o problema e tentamos 

melhorar esta cota. Esta informação pode nos levar a saber, 

em alguns casos, que a solução do m8todo de compactacão que 

obtivemos B ótima . Fazemos a procura , de catas inferiores 
melhores nos capftulos I 1 1  e IV . 
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CAPITULO 

WELAXACÃO LAGRANGEANA 

1 1 1 . 1  Introdução 

Neste capitulo , pretendemos aplicar relaxação lagran- 

geana , com o intuito de obter uma cota inferior para o 

problema descrita no capitulo 1 1  . J B  havlamos obtido , 

naquele capítulo , uma cota inferior . O que pret.endemos 

agora neste capitulo , é melhorar esta cota para sabermos 

quão boa é a soluçSo que obtivemos quando aplicamos o 

algorikmo de compactação . É interessante que esta cota 

inferior seja melhorada , pois não sabemos se a solução em 

questão B ótima ou se ela é um &imo local . 

Na seção 111.2 , escrevemos o problema descrito no 

capitulo I 1  de forma que , ele fique de uma maneira mais 

fácil de aplicar o metodo de relaxação lagrangeana . A 

teoria nesessdria ao metodo de relaxação lagrangeana , é 

mostrada na seção 111.3, sempre levando em conta o problema 

em quest3o . Na seção 1 1 1 . 4  , mostramos como este fica no 

caso do nosso problema . 

111.2 Adapta~ão do Problema 

Vimos no capitulo I 1  , que o problema em questão tem 

dois t ipos de restrição , do tipo "e" e do t. ipo "oun 



Vamos agora escrever B problema matemat i camente . 

As restrições do tipo "en sáo separdveis , como r s a -  

trições em X e como restriqhs em Y . Podemos assim , 

escrever essas restriçzes matricialmente como 

onde A 1  e A 2  são matrizes mx X nx e my X ny , res- 

pectivamente , $1 mati-.ia mx X I , b2 matriz my X 2 e 

X , Y sãs as variãveis do problema com nx e ny 

c o u r d e t - ~ u d n s  . isto s ~ $ j n l f l c s  , que teriius tix varisveis 

horizontais e ny verticais . Ainda mais , o nbmero de 

rest,ricões horizontais do tipo "en 4 mx e CJ ndmero de 

restrições verticais 4 my . 

As restri~8es do tipo "oun aparecem aos pares , uma 

em X e outra em Y , e s3o da forma 

Colocamos indices diferentes em x e em y , porque 

esse fato pode ocorrer , quando Consideramos o segundo caso 

descrito na seção 11.2 . Em geral , i = s e j = t com 

d i J  $ dst . Sem perda de generalidade , deixaremos os i n d i -  

ces diferentes . 

Criando para cada par de restrições do tipo "oun uma 

varidvel tk com valores na conjunto CO,ll , poderme 

modificar a forma de escrever as restriqGee 1 1 1 . 3  e 111 .4  



para 

onde , M é um número real grande . As equações 1 1 1 . 3  e 

1 1 1 . 4  e as equaqões 111.5 e 113.6 tem as mesmas sulu- 

ç8es . Pois fazendo a varijvel tk = O , a equação 1 1 1 . 5  

fica igual a equação 111 .3  . Tomamos M suficientemente 

grande para que, qualquer que sefa o valor de ys e yt , 

a equaç%o II1.6 que neste caso fica 

seja sempre satisfeita . Da mesma forma , se tk = 1 a 

equa~ão 1 1 1 . 6  e a equaçno 1 1 1 . 4  ficam iguais . E tomamos 
W g r a n d e  o bastante, para que tambgm a equação 111.5 seja 

satisfeita para todos os valores posslveis de xi e de xj. 

Considerando que temos p restri~ões do tipo "oun I 

podemos escrever estas matricialmente , da seguinte forma 

onde D1 e D2 s3o matrizes p X nx e p X ny , respec- 
t. t 

tivamente , X - (x%,x2, . . . ,  xnx1 , Y = Zyl,y2, ...,y ny1 , 

11 é a matriz p X 1 cujos elementos são todos iguais a 

1 , b3 e b4 são matrizes p X 1 e 
t P 
T = (tl,t2, . . . ,  t p >  E C0,l) 

Assim , o problema que temos a resolver considerando o 

semi-perimetro no lugar da área , fica da seguinte forma : 



m i n  i m i z ã r  xnx + yny 

s u j e i t o  a  

A 1  X ) bl 

1 1 1 . 3  Um Pouco d e  T e o r i a  

Mests s e ç g o  a d a p t s r e m o s  o problema de r e l a x a q % o  l u -  

g sangeana  a a  problema 1 1 1 . 9  . Uma abordagem m a i s  g e r a l  , 

pode ser e n c a n t r s d s  l i v r a  de RacKAFEiL4R E233 , ande 4 

d e s e n v o l v i d a  t e o r i a  a  r e s p e i t a  d e  f u n ç õ e s  convexas .  Podemos 

u s a r  a  mesma t e o r i a  t r o c a n d o  f u n ç õ e s  convexas  p o r  c 6 n c a v a s .  

a método de r e l a x a q ã o  í a g r a n g e a n a  ksmb4ri1 4 e n c o n t r a d o  n o s  

l i v r o s  de  GONDRAN e MINOUX 1071 , LASDON r141 ou n a  pu- 

b l i c a ~ % ~  de MACULAN , CAMPELLO e L O P E S  C163  u t i l i z a d o  

e m  o u t r a s  ap l  i c a ç õ e s  . 

Vamos c o n s i d e r a r  O problema 111.9  , denominado p r o b l e -  

ma pr ima1 (P> , e s c r i t o  d a  s e g u i n t e  forma : 

a = minimo xnx + yny 

s u j e i t o  a 



onde as eyuaç8es 1 1 1 . 1  e 111.2 são as mesmas da seçno 

1 1 1 . 2  e as funções g i  e hi çso definidas pelas equa~zes 

1 1 1 . 7  e 111.8. 

Para cada uma das restriçaes 111.10 e 1 1 1 . 1 1  , asso- 

ciamos ndrneros reais ugi e uhr não negativas , tot.aliz%n- 

do L p números, denominados Multiplicadores de Lagrange . 

Definimos uma função £ , denominada Lagrangeana , 

COMO segue : 

£(X,Y,T,Ug,Uh> = xnx + yny - Ug . G(X,T) - Uh . H(Y,T) 

Esta B uma fun~ão Lagrangeana . Definimos desta forma, 
para que as variáveis T do tipo 0-1 não fiquem mais nas 

restr i qões do pl-ob l erna como pode~iiùs ver no prsb l ema f I i -12. 

Denominarernas agora , uma relaxação Iãgrangeana do 

problema í P >  , o problema 111 .12  , carn Ug 2 O e Uh 3 O 

sujeito a 

Hostraremos a seguir que o problema 111.12 B realmente 

uma relaxação do problema (P> . 



Proposição I I f . 1  : L(Ug,Uh> < , 

£(X,Y,T,Ug,Uh> = xnx + yny - ( Ug.C(X,T> + Uh.H(Y,T> 1 

logo Ug . C G X , T )  -I- Uh . H ( Y , T >  2 O I 

e assim £(X,Y,T,Ug,Uh:) 2 x n x  + yny 

* A *  
SeJa (X ,Y ,T > uma solu~ão dtima do problema (P )  , 

R R 
com z = xnx + yny 1 ogo * * * * * 
L(Ug,Uh> âCX ,'i ,T ,IJcj,Uhl 5 x n x  + yny 

de onde concluimos que L(Ug,Uh) 5 z , 

A proposição 111.1 mostra que L(Ug,Uh> é uma cota 

inferior para o problema (P) . Como pretendemos melhorar 

as cotas , tomemos a maior dentre estas cotas , variando os 

multiplicadores de Lãyrangs a fim de maximizar as relaxa- 

@es fngrangeanas . Denominamos o problema (I33 a seguir , 

problema duaf de (P> : 

* A 
L(Ug,Uh> = máximo L(Ug,Uh> 

R * 
Pela proposição 1 1 1 . 1  , ternos que L(Ug,Uh> ( z s 

em geral , nos problemas de otimização combinatória não 

acontece a igualdade . Neste caso dizemos que há uma folga 

primal-dua! . 

partes e B concava . 



Vamos simplilicar para esta demcn~tração , sem perda 

de generalidade , a forma de escrever a funçso L(Ug,Uh) . 

onde U = (Ug,Uh> I f(X,Y> = xnx 4- yny 
t 

WiX,Y,Tl = ( G ( X , T >  , N(Y,Tl > 

Mostraremos que L é afim por partes fixando U e T . 

Fazendo isto ficamos com um problema de prograraação linear. 

Pois neste caso , f , G e N S%Q transformaç5es linea- 

res . Quando fixamos T com um valor TO e variamos U , o 

que estamos fazenda & uma pde-atimizaqãu em proyrama~%u 

linear . Esta pós-otimização acontece , porque estamos mo- 

dificando a função objetivo . Assim , se 1 = L(U) obtemos 

h i p e ~ p  1 anos da forma 

onde XO e YO são valores da solução ótima quando fixamos 
F 

T em TO . Ao variarmos T obtemos 2 conjuntos de h i -  

perplanus , ande L(U> B a menor envoltdria destes hiper- 

planos . 

Para verificarmos que 

e t E t0,41 . Sejam TU = 
R * 

tal que L(U> = fiX ,Y > * * 
então L(U11 5 f ( X  ,Y > * * 
e L(U2) ( f(X ,y ) 

L & cBncava tomemos U1,U2 ) O * R * 
t. U2 + (1-t.1 Li1 . e  ( X  ,Y , T  1 * * A 
- U  W ( X , Y , T  1 * * * 
- U1 W(X ,Y , T  3 * * * 
- U2 WiX ,Y , T  ? 

Multiplicando a primeira inequação por I-t , a segunda por 

Mostramos então que E B c8ncava . 
&I 



Para uma função escalar f com domínio em R2 , c6n- 

cava e diferencigvet , o plano tangente ao grsfico num 

ponta XO fica acima do grgfico de f . Uma equação do 

plano tangente e4 

Por oukro lado se consideramos uma função escalar com 

n varigveis reais , f ainda c6nçava e diferaneiSive1, e a 

equaç'Cio 

podemos transfsrmã-Ia na equação 

f ( X >  -- f(XO> R CX-XO> 
------e----- < - - - - - - - - - r (111.153 

I IX-XO I I 1 I X-XO I I 

onde as barras ( I I . I I >  significam a norma euclidiana . 

Tomando o 1 imite uni -direci m a l  quando X tende a XO 

na equação 111.15 , obtemos a igualdade 

Onde Í"(X0;u) é a derivada direcional em XO , na dire- 

X-X8 
ção do vetor unitsrio u = -------- . A igualdade na equa- 

I IX-XOI 1 



ção 111.16 acorre pois na equa~ãõ 1 1  1.14 temos a igualdade 

quando X = XO , a equação IfI.15 é uma transforrnação da 

equaçso 111.14 para X # XO , tomamos o !imi&s na squac8o 

111.15 quando X tende s XO ê ainda convçrn ressaltar que 

os limites existem porque consideramos f diferencidvel . 
Ainda n ~ ã i s  , se usarnms 3 fdmiula de cS!culo da derivada 

direciuna! para fun~ões diferencisveis i APOÇTQL E023 > , 

temos que 

Vf(XC)> 12 = D r! ,  par.:^ $.csdt:~ vet.cjr u a j t . á i i o  u . 

Temos então que D = vfcXO? . 

De uma outra maneira , mostramos que 

Bf(XO? u 5 D 1-1 para todo vetor unitsrio u , 

mas como D e Vf(XO1 sáo vekores fixos isso ocorre 

se e somente se vf(XO? = D . 

Demonstramos assim , a seguinte proposição : 

Prãposi~ão 1 1 1 . 3  : O dnico vetor D , que satisfaz e 

equaçso III.14 para uma função f concava e diferenciável 

em XO , 6 o gradiente de f em XO , isto é , B = v f ( ~ ~ ? .  

Podemos estender este conceito , para fun~ões cSncavas 

sub-grad i ente . 
n 

Definà~ão 111.1 : Um vetor do R é um sub-gra-  
n 

diente da fun~ão cancava f de R em R no ponto XO se, 

n 
f ( X 1  ( f(XO> +- D (X-XO? para todo X em R . 

N e s t e  caso se f não B difenciéhel não deveremos ter 



a unicidade do vetor D . Para cada ponto XQ , onde f não 

c5 diferenciãvel , temos um conjunta de sub-gradientes . 

Definiçao 1 1 1 . 2  : Ao conjunto de todos os sub-yra- 

dientes de f em XO , denominamos sub-diferencial de f 

em X O  , e o denotamos por DfIXQI . 

Na proposição 111.3 , mostramos que se f 4 difesen- 

cidvel 5 sub-dilerencial P unit5rio . A reciproca desta 

proposiçgo estb demonstrada no livro de ROCKAFELEAR C233 , 

na seç% 25 . Isto B , se o sub-diferencial for unitkrio 

num ponto , então a função & diferencidvel neste ponto . 

No nosso caso o sub-.diferencial 4 não vazio . Pois 
- - -  

consideremos (X,Y,Tl a solução ótima do problema 111 .12  , 

- - - 
= xnx + yny - U g O  G ( X , T >  - UhO HiY,T). 

Escreveremos L como na demonstração da proposição 1 1 1 . 2  

para simplificar , ou seja 

Proposição 111.3 : - W ( X , Y , T >  B um sub-gradiente de 

L em UO . 

Demonstração : 

Devemos mostrar que L ( U >  5 L(UOZ + B (1-7-UO) com 
- - -  

D = - W ( X , Y , T >  . P e l a  definição de L temos que 



subtraindo as equações I!I.18 e 111 .19  obtemos , 

Mostramos assim que D I , ( U l  # $ . Com e8t.e f3t.o , vamos 

ver outra propriedade do sub-diferencial : 

Proposi~ão 1 1 1 . 4  : Bf(X0) & fechado e convexo . 

Demonstração : 

Para mostrar que Df(XO) B fechado , cunsideremos uma 

sequencia ÍDil de sub-gradientes em Df(XO1 , convergindo 

para D . Para cada B i  Lemos que 

Precisamas mostrar que D 6 Df(XO! , isto é , I3 4 um sub- 

gradiente de f em XO . 

Suponhamos que D n%o seja um sub-gradiente de f em 
n 

XO . Ent.30 existe X f  em R tal que 

onde podemos escrever que 

Como para cada elemento da sequencia {Di l , 



se subtraimos as equações 111.20 e 111 .19  , ficamas com 

CX 

Logo para todo i temos --------- - < ! f D i  - D11 a 

I 1x1-XOI I 

Isto contradiz o fato da sequencia 4Di> convergir para D. 

Então toda sequencia e m  Df(X0) convergente , converge em 

DfCXO> . C! que nos d i ~  que Df(XO> 4 f e chadu  . 

A convexidade de Df(XO> pode ser mostrada tomando B1 

e D2 em DftXOI e D = t D2 + (1-t> D1 , t C0,l.I . 
Como €31 e D2 estão em B f  <XO> 

f (Xl f(XO! + D1 íX.-XO> , 
n 

para todo X em R e 

f (X> 5 f{XOl + R2 tX--XO> , 
n 

para todo X em R . 

Multiplicando a segunda inequação por t , a primeira por 

l-t e somando as duas ficamos com 

Logo B é um sub-gradiente de f em XO , mostrando que 

Df CXO> @ um conjunto convexo . 

!&i 



No caso de funqões diferenciáveis , para sabermos se 

um ponto Q um mdximo , B preciso que olhemos se ele é um 

punto critico. Isto é, se neste ponto o gradiente se anula. 

Para funções não diferenciáveis , basta que no ponto 

haja um sub-gradiente nulo , como poderemos ver na seguite 

proposiç3o : 

Proposiçzo 111.5 : Se f é uma função cQncava então 

XO maximiza f 

Demonstração : 

O 15 DffXO? 

n 
todo X em R 

se e somente se O 6;. Df fXO? . 

se e aomente se 

< f(XO? 4. O (X-X - 

Isto quer dizer que XO maximiza f . 

i#  

111 .4  O MQtodo do Sub-Gradiente 

Para resolvermos o problema em questão , isto 1 , o 

problema dual ( B >  , devemos obter o máximo da função L . 
J d  vimos na proposição 111.2  , que esta função é contava . 

Assim neste caso , qualquer rndxlmo laca1 4 tamb4m uri~ rf~Sxirno 

absoluto . 

Tomando como base as fun~ões diferencidveis , onde 

o gradiente aponta no sentido de crescimento mdximo da 

fun~Sú . Adutando a di r e ~ g ú  a do gradiente, a fun~ãa dever& 

ter seu valor aumentado, caso o passo seja convenientemente 

escolhido . Podemos ainda  ressalta^ que a função L B l i - -  



mitada superiormente ( veja proposiçso 1 1 1 . 1  ) . I3est.a ma- 
neira , no caso das fun~õeç não diferenciaveis , escolhemos 

como direçzo de movimento em cada ponto , a de algum sub- 

gradiente naquele ponto . 

Cl mgtodu do ~ub--gradiente foi t e s t a d u  por IIELD , WOLFE 

e CROWDER CPQI . Aplicaqões deste rn4tndu também podem ser 

encontradas no trabalho de HACULAN , CAMPELLO e LOPEÇ E161. 

A seguir apresentamos o método , onde é definida uma 

sequgncia de números Cskb convergente para O . Cameqamos 
com um multiplicador inicialmente arbitrado UO . Para cada 

iteraqão k , a partir do multipíicador Uk procuramos o 

mu!tiplicadar de fndlce k+l na direq2íu do sub-grsdiente 

-- W(Xk,Yk,Tk> no ponto Uk ( veja proposição 111.3 > . O 
passo em cada direç3o 4 dado por uma sequência i s k l  , da 

qual fafaremas mais adiante í veja a fdrrnula III.21 na 

prdxirna páyi l la  > , As ( = o o ~ * E i ç ~ ~ - ~ ~ i : : ~ ; ~  . -. ;?-st.e novo ~ : : i > ~ 1 t . l p l i ~ a d r i i -  

que furem negativas , as colocamos iguais a O . Usaremos a 

mesma notação da seç30 antesiar , isto é , 

L(U> = Nínima .£(X,Y,T,U> , onde 



Algoritma <m&todo do sub-gradiente> i 

{Obtem soluções para o problema dual (D)) 

{Uk = i  vetor dos multiplicadores de Lag~ange ; 

sk = :  elementos de uma sequência convergente para O ; 

£ =:  função lagrangeena ; 

L = :  função que se pretende rnaximiznr : 

W = :  sub-gradiente de L ; 1 

Inicicr 

Escolha UO r R 
P+ 

a r k  i t . rSr  i o ; 

Defina uma sequencia (sk> convergente para O ; 

k < - O  i 

C Cálculos da iteração k : 1 

i E Csicuíe LtUkS = &fXk,Yk,Tk,Uk> = B f n i m ú  LCX,Y,T,Ukl ; 

Se W(Xk,YK,Tkl = O - 

então : PARE ; C a soluqão B btima 1 

C Obtenção do próximo multiplicador Ukl : 1 

Ukf - Uk - sk W(Xk,Yk,Tk> ; 
P+ 

Projete Ukl em R ; 

s
i
- - sk S suficientemente pequeno 

então : PARE ; 

k  - k l  ; 

vá p a r a  l : 

fim 



0s multiplicadores escolhidos como no m8todo do 

sub-gradiente , convergem para o mãximo de L(U) . Isto foi 
demonstrado por PQLYAK C223 e também por AGMON C013 , com 

B condição  que a sequgnci a f sk} seja convergente para O 

e a série seja divergente para mais infinito . 

A sequencia pode ser escolhida da seguite maneira : 

* 
onde U 4 o valor máximo de L , O rq' 5: rk :i; 2 COrn i$ 

fixo e - WUk,Yk,Tkl  é o suh-gradiente no ponls Uk , na 

Uma id6ia geomdtrica de onde surge esta sequência pode 

* 
Em problemas pr6ticos o valor L I U  > não Q conhecido. 

Porem EELD , WOLFE e CROWDER C103 mostraram que o valor 
A 

de L(U 1 pode ser substituido por alguma solução visvel 

do p~oblerr ta  I P >  . Esta substituiqão na sequhcia Cskl  , 

definida pela fGrmula 1 1 1 . 2 1 ,  faz com que o metodo continue 

convergindo . Neste caso a sequência Cskl poder6 não con- 

vergir pai-a O . Fars que isto u c õ r ~ - a  WELD , WULFE e 

CRQWBER C101 , fazem rk tender a O . A regra usada par  

eles , f a z  rk - 2 durante as 4 p primeiras iteraçõee 

4 o dobra du n ~ m e r a  de rilu!t!plicsdora~ , que na nosso c a m  

6 3 p 1 , depois dividem rk ao meia a cada q iteraçaes 

I q fixo 1 . Eles notaram que apesar da série da sequGneia 



tskl não divergir para mais infinito , no trabalho deles 

u a l yur i tmci sempre convergiu . No nosso caso , ut i 1 iaawos a 

melhor solução viável encontrada no capftulo I! , para fa- 

por L , a fdrmula 111.21 fica 

No livro de GBNDRAN e MINOUX C073 , são discutidas outras 

Pudemos ainda observar , que no nosso caso o problema 

de calcular L(Uk> consiste de dois problemas independentes 

de programação linear e um outro linear sem restriç8es 

cujas variáveis tem valores O ou 1 . Assim vejamos , 

escrevendo a função C(X,Y,T,Uk> por extenso , temos 

£(X,Y,T,UkI = xnx + yny - Ug C(X,T> - Uh H(Y,T> = 
t 

= xnx + yny - (ugl, . . . ,  ugpI(gl(X,T >, . . . , . , gp  íX,T>I - 
t. 

- (uhl, . . .  ,ukp>(hl(Y,T I,..., hp(Y,T>) = 
P .,.. P 

= x n x  + yny - i: ugk gk(X,T3 - uhk hk(Y,T) = 
k=l k=l 

P 
= xnx + yny - ugk Cxik - xjk + H t.k - h3kf - 

I<= 1 

- P 
2 uhk Cyqk - -y rk + M(I-tk> - k4k>. 

I<==l 

Reardenando os somatdrios , de modo que as  variâveis X , Y 

e T f i quem a.grupadas , obtemos 



Verificamos então que a funçso £ se decompõem nas seguin- 

tes funções : 

Ccmo prec i samos KI i n i M izar E suje i tu 9s condi cões 

podemos s e p a r a r  este prob lema em tr&s prob 1 emas d f st i ntos : 

Um problema d e  prugramaçãu linear e m  X , 

Minimizar f1(X) 

sujeito a 

A 1  X 2 k i l  

x r o  . 



Um outro problema de programação linear em 

Minimiaar f2(Y> 

sujeito a 

A? Y 2 

Y > O  . 

E um f.crceiro problema linear com varidveis 

ser resolvido por simples inspeção 

sujeito a 

Minimizar P3(T> 

0-1 , que pode 

111.5 D H8túdu do Sub-Gradiente no Problema de 

Compactãção 

Como vimos na s e ~ S o  111.4 o problema de calcular L(Uk> 

no caso do problema de csmpactação , d separável em tr&s 

pr-ablemas distintos . Assim nesse caso a algoritma fica 

bastante simples . Vamos re-escrever u rriQtodo do sub-gra- 

diente , para o problema de compactaç3o : 



8lgorit.mo <método do sub-gradient,e aplicado ao 

problema de compactaçãe> : 

{Obtem uma cota inferior para a área do leiaute de um 

circuito integrado} 

CUk = :  vetar dos multiplicadores de Lagrange ; 

sk =:  elementos de uma sequGncia convergente para O ; 

£ =: funç%o lagrangeana ; 

L =.  . funçáo que se pretende maximizar ; 

W =: sub-gradiente de L ; 

Tk =:  vetor de variáveis 0-1 ; 

X ,  D1 , b 3 ,  Y ,  D 2 ,  b4 =: defi'nidosnoproblema 111.9 ; 

M =: número definido nas equações 111 .5  e 111.6 ; 

fl , f2 , f3 e C =:  funções e constante definidas na 

seção I I 1 .4 ; 3 

início 

Escolha UO = (0, . . . ,  01 ; 

L <- (melhor solução do algoritmo de compactação? ; 

TO - (valor das variáveis 0-1 da melhor solução) ; 

Defina a sequência 

C Cálculos na iteração inicial : 3 

Use o algoritmo ACML para resolver o problema 111 .22  - 
otrtendo XO ; 

Use o algoritmo ACML para resolver s problema 111.23 - 
obtendo YO ; 

t 
W(XO,YO,TOI <- ( (Da XO + H TO - b31 , 

t 
, (D2 YO + H ( 1 1  - TO1 - b4? 1 ; 

Vá para 2 ; 



1: Use o m&toda SIIIPLEX para resolver o problema 111.22 

obtendo Xk ; 

Use o mBtodo SIMPLEX para resolver o problema 111.23 

obtendo Yk ; 

Resolva o problema 111.24 , obtendo Tk ; 

Se uhi 3 ugi - 

e n t ã o  : t i  <- O ; 

Se u h i  < u g i  - 
então : ti <- 1 : 

Se W(Xk,YK,Tk> = O - 

então : PARE ; C a solução 4 &tima 1 

E Obtenção do pr6xima multiplicador Ukl : I 

2: k 1 < - k + l ;  

Calcule L(Uk> = £(Xk,Yk,Tk,Uk> - fI(Xk1 + f2(Yk> + 

+ f3(Tk) i- C; 

Ukl - Uk - sk W(Xk,Yk,Tk> ; 

P" 
Projete Ukl em R ; 

Se sk B suficientemente pequeno - 
então : PARE : 

k <- kl ; 

vá para I : 

fim C A melhor soluç%o obtida no algoritmo ;é L(Uk) . I  - 



! ] I . &  O MQtodo de Compactação com M Varidvel 

Vamos adotar agora um valor de R para cada uma das 

equaqões . Assim denominaremos os novos valores de M por 

Bx e My . Para cada restrição do tipo *oun em S , 

digamos a de nbmero k , associamos um vslor Mxk e p a r e  

a s  equações 

escrever as 

Escrevendo 

fizemos nas 

tipo *oun em Y Eyk . Podemos ent .30 re- 

equaçaes 111.5 e 1 1 1 . 6  da seguinte maneira : 

xi - x j  + Mxk tk 2 d i J  e iI11.251 

y~ - yt + Eyk (1 - tk:~ dsk (111.261 

estas equações de urna forma matricial , como 

equações 111.7 e 1 1 1 . 8  , ficamos com 

B l X f - M x  T 2 k3 e Zi11.271 

D2 Y + My C 1 1  - TI k4 (Ii1.28> 

onde D 1 ,  D 2 ,  X ,  Y ,  1 1  , T ,  b3 e b4 são da mesma 

f u m e  e tamanho que nas equagões 111.7 e 1 1 1 . 9  . E as 

rc~atriaes Wx e Ry sEo quadradas , de tamanha p x p 

diagunais , sendo que os elementos das diagonais são exata- 

mente x , i = 1 , . . .  p ,  paraarfiatriz Bx e % y l ?  

i = 1 , . . .  p , p a r a  X Y -  

O problema prima1 111.9 , fica neste caso escrito da 

seguinte maneira : 



minimizar xnx + yny 

As funç8es g i ( X , T >  e hi(X,T) das equaç8es 111 .10  e 

i í 1 - 1 1  , passam a ser def i ?-I i d a s  pe I as equã@3rs I 1 I -27 e 

111.28 . A função % do problerna 111.12 fica um pouco rno- 

dificada : 

E ( X , Y , T , U k )  = xnx + yny -- Ug G í X , T 1  - U h  13(Y,T1 - - 

t 
= xnx + yny - (ug1,...,ugp>Cgl(X,TlIII.,gp~X,T1l - 

P 
= xnx -+ yny - Oi ugk ( x i k  - xjk + Hsk t.k - k 3 k 1  - 

k-1 

P - .,<. 
i: uhk Lyqk - yrk + Myk (1-tkl - b4kl, 

k=i 

Reordenando os somat,órios de E de modo que as varidveis 

X , Y e T fiquem agrupadas , ohkemos 



P  
E(X,Y,T,Uk> = C xnx  - : "' ugk Çxik - xjk? 3 + 

k=l 

P 
4- ugk b3k - uhk (Myk - b4k4 I . 

k=l 

V e r i f i c a m o s  e n t ã o  , q u e  d a  mesma forma q u e  n a  seção 111 .4  , 

a f u n ç ã o  C se decompõem n a s  seguintes f u n ç õ e s  

Os problemas de mini rn iza r  fi e f2 sujeitos a 

são os m e s m o s  p r o b l e m a s  I I I . 2 2  e 111.23 , j& q u e  a s  funç6es 

f l  e f 2  são a s  mesmas da seção 111 .4  . A função f 3  f i -  

cãu um pcmcã ssúd i f 1 cada , por& o prub 1 ewa c ã n t  i nus a ser 

r e s o l v i d o  da  mesma m a n e i r a  . A c o n s t a n t e  C tamb&m fitãu 

d i f e r e n t e  d a  q u e  t f n h a m o s  n a  seç% 1 1 1 . 4  . 

A opção de usarmas a Brea ú u  a s e m i - p e r í m e t r o  quando 

f a z e m o s  a c s m p a c t a ç ã o  , n ã o  Q tão i m p o r t a n t e  q u a n t o  no 

fiz&tõdo do s u b - ~ y i - s d i e n t ~ .  >Jã caso da r u f i i p ã c t s g s a ,  tempo aa 

u s a r m o s  a a r e a  ou  a s e r o i  -perirfíetro & pr -a t  i caroente  o mesma . 



A única diferença é calcular , ern cada iteracão , uma adi- 

ç%o no lugar de uma multiplicaç3s . Sor&m quando usamos o 

semi-perirnetro no método do sub-gradiente , este problema 

fica bem mais fdci! de ser resalvido . Assim quando fazernos 

::omenttr' a sr~mpactaç3o , usamos  a d r e a  . Quando f azwíiss a 

çwrnpactsção s e g u  i da pelo ~18túdo do sub-mcjradi ente , usamos 

o sern i -per íwetro . 

Vamos ver qual e-$ s erro que çometemus, quando usamos , 

no problema de compactação , o semi-perlmetro no lugar da 

área . Consideraremos , nesta seção , somente as maiores 

coordenadas de X e de Y. , que são xnx e yny , e que 

aqui denominaremos apenas por x e por y , respectivamen- 

te . No caso , o que estamos olhando , é para a diferença 

de usarmos a funqã~ 2 = x y ou a fun~Sú z = x + y . 

Sabemos do capitula I 1  que temos duas cotas , uma inferior- 

e outra superior . Denominaremas as' coordenadas da cota 

inferior por Cx, y >  = ( a , h >  , e as da cota super-101% pai 

( x , y >  = (c,d) . Assim a região dos possiveis valores para 

(x,y:) , onde devemos procurar as soluções , é o rethgulo 

esboçado na figura 1 1 1 . 1  . 

Se a e b são ndmeros grandes e (a,b) & prdxims 

da reta y = x , isto c5 , os valores de a e b são pr6- 

ximos , as curvas de nível da função z = x y que szo 

hipBrboles , e as da fun~ão z = x -t. y que são I--etas , 

são muito parecidas . Isto se dd pois , a r e t a  tangente a 

cada uma destas hipérboles , nos pontos em que x = y , é 

urna curva de nível de z = x + y . 



Suponhamos que s dtimo global , quando usamos o semi- 

perimekro, tem coordenadas (xo,yol e o Atirno global quando 

usamos a área é (xl,yl> . O erro cometido quando usamos o 

semi-perímetro no lugar da área 4 

E = x o y o  - x i y 9  . (111.30> 

As interseções da hipérbole x y = xo yo com a reta , 

ande e s t d  u õtiriio de 2 = x e y , que 4 x -t- y = xo + yo , 

szu préiprio ponto (xo,ya) e o pontq (yo,xo> '. Temos 

assim , duas regiões possfveis para o ponto (xl,yl> . Nas 

d u a s  reyizes o ponto (xl,yl> est& "abaixo" da hfpdrbole 

x y = xo yo , isto devido ao fato de (xl,yl> ser o 

btimo global da funq%o 2 = x y , e "acima" da r e t a  

5 o dtimu do semi-perímetro . 

Denominaremos as regiões por regiáo da direita e da 

esquerda . A região da direita i5 aquela que contém os 

pontos <x,y> onde x > y , e a da esquerda a que cont&rl~ 



os pontos tais q u e  x < y  . Se x o = y o  a r e t a  
2 

x + y = 2 xs  será tangente hiperbale x y = xo , e 

neste caso (xo,yu> & também um ponto de Qtimu da funqãs 

2 = x y  . 

Para discutirmos a existencia das regiaes , considera- 

remos dois casos. O primeiro & quando xo > y o  , ou s e j a  

o ponto (xo,yo> pertence a regi& da direita . Como esta- 

mos obv i mente tons i dei--ando que a ~ e g  i Zo da d i r e i  ta ex i ste, 

devemos ter yo 2 b . Neste caso , para que a regi8o da 

esquerda exista é preciso q u e  o ponto (yo,xo> , que 4 o 

uuti-.u pùntu de interseqão d a  reta cum a' hlpA--bale , s e j a  

vidvel . Isto & , ternos de ter yu ) a  . O segundo casa 
6 q u a n d o  Cxo,yo> está na região da e s q u e r d a  , e a s s i m  

temos yo > xo ) a . Para que neste caço , a regi30 da 

direita exista , devemos ter xo 3 b . 

Suponhamos inicialmente q u e  (xo,yo> esteja na região 

da direita . Se o ponto (xl,yl> também estiver na região 

da d i l - e e i t s  , s pior hipdtese que p&erilas leva]-- e ~ i  c ~ n k s  , & 

aquela em que o ponto (xl,ylj estaria na hig&rbalé de me- 

nor nivel desta região . Esta hip4rbole S a q u e  contém a 

interseção das r e t a e  x + y = x o  + yo s y = b . Este 

ponto tem coordenadas (xo +- yo - B,b> . Assim , conside- 

rando esta região  e a e q u a ç ã o  1 1 1 . 3 0  , o erro seria no ma- 

ximu 

Ã outra possibilidade ruim & se o ponta Ixl,yl> es- 

tiver na região da esquerda , e pertencer a interseção da 



reta x = a com a reta x -t y = x o  9 yo . Então , o pior 

erro que podemos considerar neste caso @ quando , 

(xl,yl> = (a,xo + yo -a> , e assim 

Considerando as duas regiEes, o erro cometido quando usamos 

o semi-perlmetro no lugar da área , Q sempre menor ou 

igual ao maior valor entre El e E2 obtidos nas equações 

1 1 1 . 3 1  e 111.32 , ou seja , o erra absoluto E 4 tal que 

E 5 maior valor entre (El;E2> . (111.331 

A outra possível lscalização do ponto (xo,yoS , B na 

região da esquerda . Has por simetria , podemos ver que o 

erro cometido é o mesmo calculado acima . 

O erro relativo a considerar Q 

ER = E / (sl ylS < E / (a b >  . 

Na s e ~ S o  I V . 4  fazemos uma andlise numerica do erro . 



I V. 1 Introdução 

Eatzo descri tas n e s k . ~  c a p  f t u  1 a , as  exper i S n c  3 as cc~m- 

putaeionais , usando a teoria desenvolvida nos capltulss I 1  

e I 1 1  . Foi feito um programa em FORTRAM I V  , que cunt&m 

tanto o mgtodo de compactaçSo desenvolvido no capítulo I 1  , 

quant~ k aplicaqZío do m&todo do sub-gradiente descrito nu 

capftulo ! I 1  . 0 m4todo do çub-gradiente & usado apbs s 

cornpactaç3o , e pudemos fazer a compactnção sem usar o 

método do sub-gradiente . 

J m8lodo de csmpactação I 

i método do sub-gradiente I 

z7 p3r.t.e cio programa p a r a  compaci.ai-. uni c. i r-c:t! i 1.0 G nii! j ! . r )  

r 6 p i d a  . Tanto assim que passamos esta parte para um micra- 
computador da linha PC-XT/AT , e neste micru-computador um 

prblema com 120 variaveis 0-1 , demorou cerca de 40 



segundos de tempo total (no quadro IV.3 colocamos os tempos 

das principais subrotinasl . Porem a maior parte das expe- 

rigncias foram feitas em um computador de grande porte , um 

CYBER 170/895 . Na seqão iV.3 e na IV.4 colocamas exemplos 

de ulilização ,'com os tempos de CPU para executar , no 

CYBER , as rotinas m a i s  importantes . A experiência com 

grandes , B viave1 â utilizaçãa destes equipamentos , para 

i lustrar problemas did4t i eos . 

O maior problema que aplicamos n programa fai em um 

problema ficticio com 120 varidveis com valores 0-1 . Um 
120 

problema deste tamanho tem S nos . Para termos i d g i a  
120 10 x 12 10 

do tamanho do problema 2 = 2 , mas 2 =: 1024 
3 

que é aproximadamente 1000 = 10 . Então o número de 116s 
3 x 12 36 

deste problema é 10 = 10 , aproximadamente . No 

capi'kulo I I  vimos que para cada n& , temos dois problemas 

de progrswaçSu linear , um em X e outro em Y , que são 

resulvidos pelo algoritmo ACML ( veja seção 11.5 l . Na 

seçso IV.3 , colocamos o resultado deste problema . 

Na se630 IV.5 estão os resultados da compactagão do 

leiaute de dois circuitos reais Scel l e T-FE i---F . , !ap - 

IV.2 Descriqão das Rotinas Empregadas 

Nesta s e ~ ã s  vamos descrever sucintamente as subrotinas 

e as funções , usadas no programa de compactação e de apli- 

cação de ~ e l s x a ~ ã o  lagrangeana . 



I -------- I 
I LEITOR I 

FIGURA IV.1 : Diagrama de Estrutura do 

M&ocio de Compactação 

-------- I ------- 
I I I I I 
1 HOFOLG I I 1 XIGLY I 
!--------I I 1 -,----- 1 

FIGURA IV.2 : Diagrama de Estrutura do 

H8todo de Compactação ao 

usar as folgas 



1 programa principal 1 
J-------------------- I 

I 
----------------------1111111-111--1-111---- 

1 1 I I 

I -------- I 1 ------- I I -------- i I -------- 1 
I I,ETT€IR I I BOUND I I MELHOR I I SUBCRD I 
l--------l i ------- I 1--------1 1 - - - - - - - - 1 

------- -------e 

i 1 I 1 I I i I 
i L P A T H  i I CALCGM I I MINZU i I H I N P L  1 
i ------- i i - - - - - - - t I - - - -, -, I 1 1 

F I G U R A  I V . 3  : Diagrama d e  Estrutura do 

O programa principal apenas chama as subrotinas 

LEITOR , BOUND , MELHOR e SUBGRD . A seguir colocamos 

3 lista de subrotinas usadas : 

LEITOR BOUND EELNRR LPATH NQVONQ S U B G R D  

R E F A Z X  C A L C G H  H I N Z U  R I NPL SI M P L E X  Ç I HPL 

NUFBLG SSGEV LDRTE CALEM 

A seguir Y lista dse funç8es usadas : 

QHORE CONSTE LAMBDA 



Colocamos a seguir , uma descrição sumdria das subro- 

tinas e funções , e de quais subrotinas são chamadas por 

cada uma delas : 

LEITOR : 

BOUNU : 

BELEIBR : 

LPATII : 

NOVONO : 

Esta subratina 14% os dados do arquiva ARQXY . 

Ela usa ã metade da dimensão das varisveis para X 

e a segunda metade para Y . 

Não chama nenhuma subso%ina . 
Obtem uma cota inferior para a compactação. Depois 

u s s i i c l ~  u a2gor. i trnu da s e ~ ã o  I 1  - 6 . 2 .  f , acha urna 

~ o l ~ ç ã c í  i r-t i ci a i  q\ie f ~ r n e c e  mia  cr>l;a !;iii><:i. i !,r r > ; + : . ; !  

a compactação . 

Chama a subrotina LPATN . 

Tem como entrada de dados o vetor NO ( vetor das 

var i dvei s 0-1 > . Usando ,o algor i tmo que descre- 

verme na seçso I I. 6.1 , a subrot i na deva1 ve na ve- 

tor MO , o melhor vetor encontrado . 

Chama as subrstinas LPATH e MOVONO . 

O nome desta subrotina c$ a abreviação de "Longest 

Fath" . Ã subrotins EPATB uss duas vezes o algo- 

ritmo ACML descrito na seçso 1 1 . 5  . Uma vez o 

algaritmo ACML c5 usado para calcular os valores 

de X e uma outra vez para calcular os de Y . 
Isto é feito para um dado vetor NO ( vetor das 

varidveis 0-1 > . 

Não chama nenhuma subrotina . 

Serve apenas para modificar o vetor NO , a partir 

de um NO dado . Modifica a coordenada RULTCO 



( n~Smero da última coordenada j á  modificada > do 

vetor NO e a coordenada seguinte . 

Não chama nenhuma subrotina . 

SUBGRD : Usa o método do sub-gradiente para obter uma cota 

inferior para o problema de compactacão . 
Chama as subsotinas EPATH , CALCGM , HINZU e 

XIMPL . 

Usa as funções CONSTE , LAMBDA e QNQRM . 
REFAZX : Ap6s a execução da subrotina ÇINPLEX , est.a sub- 

rotina re-calcula as coordenadas do vetor X ou 

do vetor Y , que é a SO!UÇ~O do problema de pro- 

gramacão linear . Qu melhor , faz a ligação entre 

as subrotinas SUBCAB e SIEPLEX . 

Não chama nenhuma subrotina . 

CALCGH : Calcula as coordenadas dos vetares CAEAX e CAHAY, 

ou melhor , do vetar W(X,Y,T> ( veja na seção 

111.3 a proposição 111.3 1 ,  onde T 6 o vetar NO. 

N%o chama nenhuma subrotina . 

Resolve o problema 111.24  , obtendo os valores de 

NO ( na seq%a 111.4 este vetar S denominada T 1 .  

Não chama nenhuma subrotina . 

Prepara as matrizes para resolver o problema 

111.43 ou o problerria 111.22 , usando o método 

simplex ( ver subrotina SIHPLEX > . 
Chama EI subrotina ÇIHPLEX . 

SIMPLEX: Inicializa o metodo simplex revisado . Esta subro- 
tina B uma adaptação do programa do livro de 

XACULAM PEREIRA E $ 7 1  . 

Chama as subrotinas SIMPL e REFAZX . 



SIMPL : Aplica o metodo sip!ex revisado para problemas de 

programatão 1 inear . Adaptado do 1 ivro de MACULAN 

8 PEREIRA C173 . 

N ã a  chama nenhuma subrckina . 

NOFOLG : Obtem uma solu~ão inicial usando as folgas dos ve- 

tores X e Y calculadas nas suhrotinas LDATE . 

Usa o algoritma da seç?k 11.6.2.2 . E l a  substitui 

a subrotina ROUND . 

Chama as subrotinas LPATN e LDATE . 
XIGLY : Apds ter sido obtido um dtimo local usando a sub- 

rotina EEEHOR , esta subrotina procura melhorar a 

compactação , tentando fazer xnx = y n y  , ou se 

isto não f8r possivel , os dois valores mais prb- 

LDATE : 

CALCM : 

xirnos . A subrotina usa as folgas para isto . 
Chama as ãuhrotinas LPATH , LDATE e.  MELHOR . 
Devolve no vetaar XL a "ultima data" de X 

( veja seção 11.5.2 1 . Assim as folgas de X são 

calculadas fazendo a diferença XL - X . 

Não chama nenhuma subrotina . 

Calcula as coordenadas dos vetores Mx e My . O 
algoritmo que calcula esses dois velores , esls na 

seção IV.4.2.1 . 

Não chama nenhuma subrotins . 

Funções : 

QNBRH : Calcula a quadrado da norma Euclidisna de um vetor 

dado (GAMAX,GAKAY> , ambos com H coordenadas . 

CONSTE : Esta função calcula o valor da constante C da 

seção 1 1 1 . 4  . 



LAABDA : Calcula o valor do passo do algoritmo da sub- 

gradiente C veja seção 111.5 1 . 

IV.3 Obtendo um Btirno Local 

Nesta s e ~ ã o  vamos colocar os resultados que obtivemos, 

ao resolver um problema fictício com 120 varlgveis 0-1 . 

Cornu J d  vimos na seçgo IV. 1 , um problema deste tamanho tem 
35 

maisde 10 nós . Para cada nó , devemos resolver duas 

Nu quadra 9V.1 , culocamos os dadon deste problema . 

I 1 
I DADOS DO PROBLEMA : I 
~~~~~~~~~~,~~~~~,~~~~~~~~~~~~~~~__________,_____,__________________,_,__~~~~~__________,_____,__________________,_,__~~~~~ 

1 
N~<meru de vari d v e l ~  0-1 = 120 1 

i 
Ndmera total de restriç8es em X = 373 1 

1 
N~ímero de coordenadas de X = 120 1 

i 
N~jmero total de restrições em Y = 414 I 

i 
Ntlrner-o de coordenadas de Y = 119 1 

QUADRO IV. 1 

Para cada nb usamos a subrotina LFATH , que calcula 

duas vezes o algoritmo ACML , uma para X e autrá para 

Y . O temps de execu~ão desta subrotins frcúu pequena . Nos 

testes que fizemos , sem considerarmos as variáveis 0-1 

ficamos com 547 restri@es em X e Y , e neste caso o 

tempo de CFU foi em geral , 0.0140 segundos no CYDGR . 



Se por outro lado considerarmos as variáveis 0-1 ,a número 

de restrições aumenta para 667 , mas o tempo n3o cresce 

muito , ficando em 0.0150 segundos , em geral . No micro 

PC-XT/AT , o t.empo total para esta subrotina ficou em 

cerca de 0.11 segundos . 

No método de compactação se não usamos as varidveis 

0-1 , o produto x y , funciona como uma cota inferior 

para Srea . Neste caso a solu~ão é inviável, pois como dis- 

semos as restrições das variáveis 0-1 não foram incluidas 

e podem ser desrespeitadas . Para este problema os valores 

obtidos estão no quadro IV.2 . 

I 1 
I UMA COTA INFERIOR : I 

I Menor valor possfvel para x = 347 I 
I I 
I Menor valor possivel para y = 378 1 
I I 
I Cota inferior para a área = 131166 1 

QUADRO IV.2 

Para resolver este problema , nós o atacamos de duas 

maneiras . A primeira e5 sem usar as folgas das variáveis , 

apenas fazendo variar a solução inicial . Os resultados 

desta primeira maneira , estão expostos na secão IV.3.1 . A 

segunda maneira , a qual colocamos 0s resultados na seção 

IV.3.2 , n6s usamos as folgas das variáveis . 



IV.3.1 Resultado Sem as Folgas 

Pr i meiramente usamos a subrot i na BUUMD para procurar 

uma solução inicial. A melhor solução que encontramos neste 

caso e os tempos de execução das principais subratinas , 

estão no quadra IV.3 . 

Com a intenção de obter uma solução melhor , do que a 

do quadro 1V.3 , tentamos como solução inicial, f a z e r  todas 

3s coordenadas 6~ vetar NQ i y u a i s  a aeio . Isto 8 ,  usamos 

inicialmente todas as restriçóes em X , e nenhuma em Y . 

Neste caso a subratlns EOUNR cuntinua no programa , E l n e  

ela nsù mad!ficã a sola~ãa inicial . O resultada e os tem- 





1 I 
I RESULTADO COH SOLUQXO INIC1AL NO = 1 : I 

I Solu~Tio inicial : Valor de x = 347 1 
, r I 

I Valor de y = 465 1 
I I 
I Área = 161355 1 
1~~~~~~~~,~~~~~~~,,~~~~~~~~~1________,_______,,_____________________~~~~~~~~~~~~~~ 1 
i I 
I MeIhor solução : Va!w de x = 355 I 
I I 
I Valor de y = 407 1 
I i 
I A r e ã  = 144485 1 

IV. 3.2 Resultado Usando as Folgas 

Não podemos garantir que as soluç5es encontradas até o 

momento, sejam ót imús globais. Verer11us que estas são apenas 

ã suyestao de WATAMABE C291 . Ele sugere que usemos as 

- folgas d a s  varidveis . raaemos Isto nas subrotinae MUFOLG 

e XIGLY . 

Depois de usada a subrotina HELHOR , para obter um 

dtimo loca! , tentamos melhorar a solução com a subrotina 

XIGLY. Esta subrotina procura fazer x = y , ou se isto não 

f a r  psssivel tenta t o r n a r -  o s  valores das varisveis s e y 



mais  p ráx imos  . A s u b r o t i n a  usa a s  f o l g a s  p a r a  f a z e r  i s t o  . 

A i d & i a  d e  p o r q u ê  f a z e r  i s t o  , & geom&rica  . Qlhando  p a r a  

a r e g i ã o  viAvol  d o s  p o n t o s  (x,y> ( v e j a  n a  f i g u r a  IV.l > 

e p a r a  a s  h i p g r - b o l e s  ao - x y , ou a i n d a  p a r a  ss r e t a s  

z o  = x + y , podemos v e r  q u e  q u a l q u e r  uma das duas, h i p e r -  

b o l e  ou r e t a  , q u e  t e m  o menor v a l o r  d e  ao , é a q u e l a  q u e  

cont8m o p o n t o  d e  c o o r d e n a d a s  ( a , b j  . 8 p o n t o  ( e , b >  & o 

v 8 r t l c e  m a i s  a  e s q u e r d a  e m a i s  p a r a  b a i x o  d a  r e g i ã o  v i d v e l ,  

q u e  n e s t e  c a s o  d um r e t % n g u l s .  Como o c o n j u n t o  das s o l u ç õ e s  

e? c 3 i ~ e r e t . o  , E suhrút , !nu XICLY n3o  v a i  nwesEiai-.isiyiente , 

e n c o n t r a r  a  melhor  s s l u ç Z o  d o  problema . A s s i m  e s s a  s u b r o -  

t i n a  é m a i s  uma t e n t a t i v a ,  de m e l h o r a r  a s o l u ç ã o  d o  p r o b l e -  

ma e n c o n t r a d a  a t $  o momento . 

N o  q u a d r o  IV.6 colocamos  o r e s u l t a d o  o b t i d o  e os 

tempos de e x e c u ~ ã o  d e  a lgumas  s u b r o t i n a s  , quando foram 

u s a d a s  a s  s u b r o t i n a s  NOFQLG e XICLY . Podemos v e r  q u e  e s t a  

& a  melhor  d r e a  q u e  j B  obt  ivermç, mos t rando  q u e  a s  s o l u ç U e s  

q u e  encon t r amos  a t 8  e n t ã o  eram a p e n a s  6 t i m o s  l o c a i s  . Porém 

o tempo d o  e x e c u ç ã o  c r e s c e u  b a s t a n t e  , e m  r e l a ç ã o  a o s  o b t i -  

d o s  a n t e r i o r m e n t e  . 

Na s e ç ã o  IV.3.1 a  me lho r  s o l u ç % o  q u e  encon t r amos  f o i  

f a z e n d o  , como s o l u ç ã o  i n i c i a l  , t o d a s  a s  c o o r d e n a d a s  d o  

v e t o r  NO i g u a i s  a  O , a q u i  vamos f a z e r  o m e s m o  . P a r a  

i s k s  nSa usamos a s u b r o t i n a  NOFBLG , ou  melhor  e l a  s e r á  

u s a d a  a p e n a s  d e  passagem s e m  a l t e r a r  a s u l u ç ã o  i n i c i a l  . A 

d i f e r e n ç a  d e s t a  s e ç ã o  p a r a  a s e ç ã o  IV.3.1 , B q u e  a q u i  a-  

p l i c a m o s  d e p o i s  d a  s u b r o t l n a  MELHOR a sub r -o t lna  XIGLY . 

No q u a d r o  IV.7 colocamos  os tempos e o r e s u l t a d o  d e s t a  e- 





I 1 
1 .  RESULTADO COM A SUBROTINA XIGLY E NO = O : I 

f-----------,-,-,-----~------------------------- 1 
1 1 
I Melhor solu~ão da subrotina MELHOR : I 
I I 
I Valor de x = 3Et8 i 
I 1 
I Valor de y = 388 i 
I 1 

Área = 143784 ! 

~~~~,~~~~~~~,,~,~~~~~~I___________,_____,_,__,___________,____~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ I 
1 I 
1 Tempo de execuç3o , em segundos , no CYBER : I 
1 1 

MELHOR + XIGLY = 20.71.7 I 

Total = 2 5 . 9 7 4 f  

Q.IJADHO IV. 7 

Da mesma forma que na seqão anterior , onde tentamos 

melhorar a soluçZk.> , usanda ã solução inicial com todas as 

coordenadas do vetor NO iguais a 1 , fizemos a mesmo 

usando as folgas das varisveis . No quadro IV.8 , colocamos 
o resultado . Este caso surpreendeu , pois apesar do tempo 

de execuç3o das subrotinas MELHOR com a XIGLY , ter sido 

quase cinco vezes o tempo dos casos anteriores, obtivemos a 

mesma solução que encontramos usando a subrotina NOFOLG . 





i 
f---,-----------,--------------------------------------- I 
1 1 
I Solu~Zo inicial : Valor de x - - 376 1 
I - I 
1 Valor de y - 398 1 
1 I 
I Sem i -per ímetro - 774 1 - 

I ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ l  
I 1 
I melhor so!uçSo : Valor de x - - 368 1 
I I 
I Valor de y - 389 1 - 
I - I 
1 Sem i -per lmetro - 757 I 
i i 
I drea para esta solucão = 143152 1 
I ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ l  
I I 
I Tempo de execução , em seyundoç , no CYUER : 
I 

EOUND 

MELHOR 

Tota! 

com 120 varisveis 0-1 que nos referimos na seção anberior, 

considerando o semi-perfmetro e usando a subrotina UOUND 

para obter uma solução inicial . 

Vamos s g w ã  C B ! C L I ~ B F  numer-lcãmente , o maior erro que 

poderemos cometer, quando usamos para este problema o semi- 

perlmetro. Coma n%o temos os valores de (xo,yo> e (xl,y9), 

que são os ótimos do semí-perimetro e da área , respectiva- 

mente , vamos em primeiro lugar fazer uma aproximação gros- 

seira para estes pontos . Podemos usar na equa~3s 111.30 , 

o ponto (3&8,389> nu lugar de (xa,yol e (347,3781 por 

( x á  ,yá) . Lernb~amos que (a,b> = (347,3781 são as morde- 



nadas da cota inferior obtida para este problema ( veja o 

quadro I V . 2  > , e que a melhor solução que encontramos u- 

sando o semi-perímetro foi (xS,y2> = (368,389) ( veja o 

quadra I V . 9  Z . Temos assim o erro absoluta 

8 erro percentual Q obtido pelas equações 111.34 e IV.l , 

Este cálcula do erro ficou muito distendido . Vsmus 

calcular a erra usando El e E2 das equa~ões 111.31 e 

111.32 . Consideremos para efeito de cdlculos que (x2,y2) 

4 ttimu absoluto do prablema ao rninimizar o seml-perímetro. 

Primeiramente devemos observar que y2 3 x2 e logo o ponto 

( x 2 , y 2 >  pertence B região da esquerda , usando a mesma 

defiafjllnagga pal=a as  ieqises da egs:zu 2 I 1.7 . Ainda r t l s i s  , ,. 

~~:(: i inç)  x2 < b a região d a  d i r e i L a  4 v a z i a  , e ;i:<:-;iin < I f : v t : i ! i ? > : :  

desconsiderai- E1 . Temos entáo que 

Calculando o erro percentual , podemos usar as equações 

j 1 1 . 3 4  e IV.2 , obtendo 

Se usdssemús 3 Ares n o  f ugar du semi-perimetra, quando 

aplicamos o m6todo do sub-gradiente , o problema seria bem 

mais complicado . Não conv&m então usar a Grea , quando 

sabemos que o erro comekibo , para este problema & Infirlar 

a 0 .68  % . 



Como o tempo de computação é muito 

do do sub-gradiente, usamos um problema 

que vinhamos usando . Aplicamos este 

grande para o méta- 

menor do que aquele 

m4todo em outros 

problemas t s m M m  fictfcius com no mEiximo 30 varisveis 0-1. 

Apesar destes problemas serem menores que o outro , urrl 
30 

problema com 30 variáveis possui . 2  n6s , que 6 um 
9 

pouco maior que 10 . 0s dados deste problema , est2h no 

quadro IV.10 . 

I I 
I DADOS DO PROBLEMA COM 30 VARIAVEIS 0-41 : I 

I I 
I Mcmero de variãveis 0-1 = 30 1 
I I 
1 Número total de seetri&5es em X = 92 1 
I I 
I BGmero de coordenadas de X - - 31 1 
I I 
I Ndmeso total de restriçaes em Y = 89 i 
I 1 
I Número de coordenadas de Y = 32 1 

QUADRO 1 V. 1- 



IV.4.1 A Coto Inferior com Um único M 

Nesta seção , colocamos os resultados que obtivemos 

quando aplicanos a alguns problemas , o rn&kodo descrito nas 

seç6es 111 .4  e 111.5 . Em todos estes problemas houve con- 

vergSncie , por& a valor da cota Inferior n S a  se slterau . 

Em todos eles o valor da cota inferior convergiu , mas para 

aquela cota inferior que j6 tinhamos obtido quando usamos 

uma das subrotinas , DUUND ou NOFCiLG . 

Ns quadro IV.ll colocamos a solução de um problema , 

que tem 10 vãrisveis 0-1 . Neste quadro estso os dltimos 
valores encontrados , pelo m&todo do sub-gradiente para as 

funqõee f l  , f2 e f3 ( veja as equaçses 1 1 1 . 2 2  , 111.23 

e 111.24 , respectivamente 1 , para a constante C e bem 

como para cota inferior . Colocamos os resultados quando 

resolvemos o problema cora o valor de M grande , M = 40 . 

Como os valores de x , y e da cota inferior devem ser 

nheros inteiros, os resultados do quadro IV.ll , podem ser 

arl-edondadúg psra o menol- inteiro mala i -  01-1 i guh! que 0 s  

vaiares encontrados . 

No quadro IV.12 , colocamos o resultado de um problema 

com 20 varidveis 0-1 . B tipo de soluç2io encontrada não 

difere muito daquela do quadro IV.ll . A convergência da 

cota inferior é para a mesma cota inferior obtida ante- 

riormente . 



I Número de varigveis 0-1 - PO I - 
I 1 
I Ndmero total de restrições em X = 3E1 I 
I - - 1 
1 Ndmero de coordenadas de X 15 1 
I I 
1 Ndmero total de restrições em Y = 34 1 
1 - - I 
I Ndmero de coc,rdenadas de Y 16 1 
i-----------------------------------------------------i 
I 1 
1 Cota inferior com a subrotina SOUND : 1 
I ... - I 
I Valor de x . . . . . . . . . . . . . . . . .  37 1 
1 I 
1 Valor de y . . . . . . . . . . . . . . . . .  - - 

Resposta com o valor de 

Número de iteraçees 

Valor do Último sk 

Valor do último rk 

Valor da últ.ima fl' 

Valor da última f2 

Valor da última f3 

Valor do dltimo C 

Valor d a  cíltima cota 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
A v e j a  equação 1 . 2 1  : A *  veja problema 111.23 

*R v e j a  problema 111.22 : A*** " I 9  111 .24  

*ARAR C 4 a constante da funçso E na seç% 1 1 1 . 5  



I 
I Resposta com s valor de M = 40 : 1 
i 

-0. - I 
I N ~ mero de iteraqões 40 I 
I - - I 
I Valor do dltimo sk .O000000 I 
I - - 1 
1 Valor da  ~Sltimo rk .O00002 1 
I I 
I Valor da ~jltirna f l  = 65.9999999 I 
I I 
I Valor da última f2 = 80.0000000 I 
I - - I 
I Valor da ~lltima f3 -.O000002 I 
I - I 
I Valor do dltimo C - -- .0000000 1 
I I 
I Valor da Última cota inferior = 145.9999998 1 

1 1 
I Tempo de exec. (CYBER) da SURGRD = 309.727 S .  I 
i-----------------------------------------------------l 

QUADRO IV.12 

Finalmente , nesta seção , apresentaremos o resultado 

do problema com 30 varisveis 0-1 cujos dados colocamos no 

quadro IV.10 . Ueste problema nenhuma novidade fui acres- 

centada aos resultados que já havíamos exposto nos quadros 

anteriores , para problemas menores . Q valor da cota infe- 

rior convergiu para a mesma cota que Jd haviarijos ahtidu , 





IV.4.2 A Cota Inferior com o Valor de M Variável 

Na seção anterior vimos que o método do sub-gradiente 

não fei muito proveitoso . A cota inferior , que estávamos 

tentando melhorar , foi a mesma que encontramos quando foi 

usado o algoritmo ACBL , a não ser para pequenos valores 

de M . For4m neste caso , não sabiamos at& quando e r a  

posslvel diminuir o valor de K , sem modificar o problema. 

Pensando nisto B que resolvemos introduzir no problema , 

um vaim de E pa-3 cada u ~ s  dss r.esti-riqE-;es da tipo -,ouu"" . 
COM isso gsratimos valores menores para M , com certeza 

de que as equações 1 1 1 . 5  e 111.6,  sejam sempre satisfeitas. 

Como teremos um valor de R para cada restrição do 

tipo "ouR , denominaremos daqui em diante os novoa valores 

de H por  Esc e My . Para cada restrição do t i p a  "oun 

em X , digamos a de número k , associamos um valor Hxk 

e para as equsq%ee tipo "oun em Y , Hyk . 



IV.4.2.1 Cálcu!o dos Valores de Mx e de My 

Para calcular os valores de Mx e de My , fazemos 

primeiramente as coordenadas da vetor NO ( o vetor das 

variáveis 0-1 > , iguais a 1 . Isto 4 ,  consideramos todas 

3s restrições da tipo "ou* em Y e n30 consi deramoa as 

em X . Usamos o algoritmo ACHL , para este valor de NO , 

colocando o resultados nas vetares X e Y . Depois apli- 
camos outra vez o algoritmc) ACHL , por&m agora com os 

valores das coordenadas do vetor NO tados iguais a O . 
Neste caso estamos fazendo o oposto , usando as restrições 

do t i po em X e d e a c o n s i d w a n d o  aa em Y. O resul- 

tado é colocado nos vetores XAUX e YAUX . 

Nas coordenadas dos vetores X e YAUX estão os maio- 

res valores de X e Y , respectivamente e nas de XAUX e 

Y os riienores valores . Com isso cslcu!amos , usando es 

restrições do tipo "oun de n ~ j m e r c  k 

xi  - xj + Hxk tk dij e (II1.251 

ys - yk. + Myk (1 - tkl 2 dat. , (fII.261 

os valores de Mx e H y  da seguinte forma : 

Mxk = dij - xi + xauxj e 

Myk = d s t  - yauxs + yt , 

onde xi , xauxj  , yauxs e y t  são respectivamente as 

coordenadas i , j , s e t dos vetores X , XAUX , 

YAUX e Y . 



IV.4.2.2 Resuftados com M Variável 

Ao adotarmos o criterio de um valor de para cada 

restrição houve uma melhoria , em relaçso i3 cota inferior 

obtida com o critkrio de um dnico M para todas as restri- 

ç8es . No caso de um tln i co H , cama J S  huvfarms cmlentsdù' 

a cota inferior foi a mesma que encontramos com o algoritmo 

ACML , que & muito menos dispendioso de ser aplicado , em 

termos de tempo , d o  que o m&todo do sub-gradienle . 

Com o critério do M variável , em primeiro lugar , 

colocamos no quadro IV.14 o resultado que obtivemos com o 

problema de 10 variáveis 0-1 , cujos dados estão no 

qu.adr-o I V. 1 2  . A mii-l boi. cota i n f e r  i ai- que i~rlrn~egui ~ U E C  , 

nesse problema at& o momento & 75 . Aplicando esse novo 

critério a cata fui ampliada para 76 , j& que consideramos 

o menor inteiro maior que a cota ( uma vez que a cota B um 

n~tmero inteiro 1 . 

Adotamos uma regra parecida com aquela que foi usada 

por HELD , WOLFE e CROWDER C101 , descrita na seção 

f f 1 . 4  . O que f iremos foi manter rk C v e j a  aB ~e@es 

IjS.4 e IiI.5 > igual a 2 durante as 20 primeiras i-  

terações , e depois dividimos os valores de rk a cada 5 

iterações . Outras tentativas foram feitas , por& com essa 

regra , essa foi a melhor cata obtida . 



..................................................... 
I 1 
I RESULTADO COM I!I VARIÁVEL E 10 VARIÁVEIS 0-1 : I 

l ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  
I I 
1 Cota inferior com a subrotina DOUND : 1 
I I 

. . . . . . . . . . . . . .  I Sem i --Per i metro - - 75 1 

! a cota inferior maior que 75 = 
I 
I Valor do dltimo sk - 

- 1 .  
Valor do dltimo rk - .O019531 1 

I 
Valor da dltima fl = 34.949176 I 

! 
Valor da última f 2 -  - 38.384674 1 

I 
Valor da dltima f3 - - -.O04073 1 

! 
Valor do ~íltimo C - - 2.625246 I 

1 
Valor da dltima cota inferior = 75.9550231 

I 
Valor da melhor cota jnferiar = 75.955464 1 

I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 
1 t 
i 
I Tempo de exec.iCYBER> da  SUBGRD = 208.749 S .  1 

Vamos apresentar agora o resultado , tom B varigvel, 

no problema com 30 variáveis 0-1 . Os dados desse pso- 

blama estão quadro IV.10 . No quadro IV.13 colocamos o re-- 

sultado para um única valor de M . Para varidvel u 

resultado est8 no quadro IV.15 . 



f No quadra IV.23 est& o reeultsdo com um Gnico M . 1 
i-----------------------------------------------------l 

I 
1 Cota inferior com a subrotina BOUND : I 
t - I 
1 Semi-Perfmetro . . . . . . . . . . . . . .  140 1 
1-----------------------------------------------------l 
i I 

I Ndmero de iterações - 
I 

210 i 
! 

1 Número da primeira iteração com I 
f i 
1 a cota inferior maior que 140 = 87 1 
? 1 
i Ndmero da primeira iteração com 
I 
t o valor da melhor cota - - 
1 

172 i 
I 

1 Valor do dltimo sk 
i 
I Valor do Último rk 
I 
I Valor da última f l  
I 
I Valor da ciltima f2 
I 
1 Valor da última f3 - -.O95813 - 
1 
I Valor do Gltimo C - .751869 - 
I 
I Valor da última cota inferior = 140.124094 
1 
1 Valor da melhor cota inferior = 140.124034 
! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
I 
I Tempo de exec.(CYBER) da ÇUBGRD - 7289.721 E. 
1 
1 Tempo m8dio de cada i teraç3o = 34.71 S. 
I ~ ~ , ~ ~ ~ ~ , ~ , ~ , ~ ~ ~ ~ , ~ ~ I _ _ _ _ _ _ , _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  

Da mesma forma que no problema com 10 variáveis 0-1 , 

nesse tamb&m houve uma pequena melhora . A cata inferior , 

que com o algoritmo ACML foi 940 , nesse caso obtivemos 

Adotamos t&mS&m uma regra parecida com a de HELD , 

WOLFE e CROWDER C103 . O valor de rk ficou igual a 2 



durante as 60 primeiras iterasões , e depois foi dividido 

por d a i ~  a cada 5 íteraqões . 

IV.4.2.3 Adotando Outra Regra 

Observamos que durante s resoluçso doe problemas que 

descrevemos na seção IV.4.2.2 , os valores d a s  cotas infe- 

riores em cada itera~so , crescem em geral quando dividimos 

B valor de rk . PorGrn essa divis'k impl i c a  em va lo r -es  

menores para os elementcis da sequgncia sk . E pequenos 

valores de sk implicam em ter pequenas alterações da cota 

inferior . Aesim se por um Iada , dividir rk ao meio , 

como propuseram WELD , WOLFE e CROWDER f103 , aumenta 

a cota inferiar , em cada divisno sk diminui e a cota in- 

ferior cresce menos . 

A forma que encontramos para que a c u t a  inferior au- 

mente e o valor de sk não diminua tão rgpido, é uma regra 

um pouca diferente da adotada por esses tres autores . Dei- 

xamos rk igual a 2 durante as p primeiras iteraçi3es , 

onde p 6 o ndmero de varidveis 0-1 . Depois das p pri- 

meiras iteraç2Íes , sempre que o problema obtiver uma cota 

inferior melhor em uma itereçzo , dividimos rk por q l  , 

onde 

No prõbiema com 30 vari6vei.s 0-1 , se em p iterações 

não houver melhora no valor da cota inferior , dividimos 

em cada iteraçzo rk par q2 , onde 



Notamos também que o maior gasto , em txwmss de tempo 

de computação , era resolver os dois métodos SIMPLEX em 

cada iteraçgo , um para o problema de minimizar f1 e o 

outro para minimizar f2 . Para melhorar esse tempo obser- 

vamos que sú rem l ver os prab  l milas de f i e f S , 98 ~-.ee- 

tr!ções são em todas iteracães , dadas pelas equações I I I . 1  

e 1 1 1 . 2  , respectivamente . Essas equas8es permanecem inal- 

tefadas durante o mPtsda . As alterações em cada iteraç2ío , 

são apenas nos valores de fl e f2 . Assim em todas itera- 
~ õ e s  , no final da primeira Fase do ÇIMPLEX as matrizes 

inversas e as varisvais Ssslcas são sempre iguais , l o g i -  

camente u m a  para X e outra peru Y . Ns segunda itersç.3~ 

guardamos os valores das duas inversas e das duas bases , 

J& que n a  prim~ir-s Fase usà~sos o slgor-itmo ACEL no lugar 

do SIHILEX . Com issu todas as primeiras fssee dos a2y~- 

ritmos SIMPLEX , a partir da terceira iteração , foram 

executadas apenas uma vez . Como o maior tempo gasto em 

cada iteração ficava por conta da primeira fase , este foi 

na prática dividido por aprsxirnadamen&e 10 . 

QB problemas que resolvemos com 10 varidveis 0-1 , 

n2sga s e ~ g a  , gl--acas g ~ t s  l--eduq'ga de tem$u foyafjl 3-ggc31yi- 

doe em um m ! m o  camputsdur ds Iinhà PC-XT/AT e os de 80 



variáveis em um CYEER 170/835 . 

No problema com 10 varisveis consegulrnos , com essa 

nova regra , uma cota inferior melhor do que a obtida anta- 

riarmente com a regra da seqão IV.4.2.2 . O valor da cota 

aumentou de 74 para 77 . U S ~ ~ ~ I O S  vSir í os va 1 ores p w a  q l , 

dada pela equa~ão IV.5 . Notamos que se q1 G "pequeno" 

( isso significando próxima de 1 1 , o algoritmo se perde, 

. . . . . . . . . . . . . .  1 Sem i -Per i metro - - 75 1 
l-----------------------------------------------------l 
I I 
I Helhor solução : Semi-perimebro = 84 i 

1 
I I 
I Resposta com q l  = 1.174 : 1 
1 I 
I Primeira iteração com a cota maior que 75 : 
i 

I 
1 

I Itera~ão . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - 15 i - 
I - - I 
I sk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .O0729979 1 
I I 
1 rk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  = 1 .O5282800 1 
1 1 
I Primeira iteração com a cota maior q u e  76 : I 
1 I 
I Iteração . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - - 31 i 

I - - I 
1 rk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .47208160 1 
I I 
1 dltimn iteração : I 
1 - i 
I Iteraçzo . . . . . . . . . . . . . . . . . .  222 1 
I 1 

I - i 
1 rk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .O0002263 1 
I I . . . . . . . . . . . . . . .  1 Belhor cata = 7'6.499820 1 
I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 
I I 
I Tempo de exec.(PC-XT\AT> da SUDGRB = 564.250 S. I 
! - - 1 
I Tempo médio de cada iteração 2.54 S. i 
l , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  





sido superior , quando consideramos o menor inteiro maior 

que as cotas obtidas, as duas foram iguais a 141 . No qua- 

dro IV.17 c6locamos o melhor resultado que achamos . Para 

esse resultadu usamos os valores q1 = 1-07 e q2 = 1.03 , 

onde q l  e q3 são como nas equações IV.14 e IV.15 , 

respectivamente . 

I V . 5  Aesulvendu Pruhlemss Reais 

Nesta seçgo , estão os resultados da compactação dos 

lelautes de dois circuitos que aparecem na literatura . Na 
tese do WATANABE E291 é feita a compactaçso desses dois 

circuitos , denominados Scell e T-Flip-Flop . 

As restriç8es dos dois problemas para compactar tais 

circuitos , foram extraidas manualmente . A extração manual 

ocasionou um ncímero menor de restrições do que as que foram 

encontradas por WATANABE C293 . Ao gerar restrições auto-- 

mst i camenke aparecem r e ~ t r  i ~ õ e s  em excesso . Este ndri~ero 

maior de restrições é devido a comparação de elementos dis- 

tantes . Quando as restrições são geradas manualmente essas 

cornparaçEes de elementos distantes s3o facilmente descarta- 

das . Por outro lado , só foi posslvel gerar restrições pa- 

ra problemas que não §%o muito grandes , devido ã um n~jmero 

excessivo de escolhas para as varidveis 0-1 . 

Tambgm os pontas onde os fios devem ser quebradas , 

isto B , devem mudar de horizontais para verticais e vise- 

versa , foram escolhidos manualmente . 



NO quadro IV.18 estão os dados do problema e o re- 

sultado da compactação do leiaute do circuito Scell . 

1 Dados da problema : 
I 

. . . . . . . . . . . . .  1 Número de varidveis 0-1 = 1 1  
r I 
1 Número total de restrições em X . . . . .  = 16 1 
i I 

. . . . . . . . . .  1 Mdmera de cùùrdenãdae de X = 12 1 
i I 
I Ncmero total de restriç8es em Y . . . . .  = 18 I 
I I 

. . . . . . . . . .  1 NGmero de coordenadas de Y = 13 1 
1 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ , , ~ ~ ~ ~ ~ 1 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ , _ _ _ , , _ _ _ , _ _ _ _ , _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  I 
I 1 
1 Resultado da compactaçgo : I 
I I 
I Valor da cota inferior para a drea . .  = 432 1 
I I 

. . . . . . . . . . . . . .  I Helhor Cirea encontrada = 432 1 
I I 
I Valor de X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  = 18 1 
I I 
t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Valor de Y - - 24 1 

I BUUND . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  = 1.15 1 
1 1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 MELHOR = 1 . 7 0  1 
I I 
I tatal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  = 3.80 1 

Nas figu~ss IV.4 e IV.5 estão o diagrama de varetas 

do Scell e seu leiaute compactado , respectivamente . 



F I G U R A  I V . 4  : DAagrama de v a r e t a s  

do c i r c u i t o  SCELS 

F I G U R A  I V . 5  : L e i a u t e  f i n a l  do 

c i r c u i t o  SCELL 



O r e s u l t a d o  d a  c o m p a c t a q ã o  d o  l e i a u t e  d o  c i r c u i t o  i n -  

t e g r a d o  T- F l i p- F l o p  f o i  um p o u c o  m e l h o r  d o  q u e  o que  f o i  

e n c o n t r a d o  por WATANABE r293 . O valor da m e l h o r  á r e a  q u e  

o b t i v e m o s  foi 1 9 3 8  curo u v a l o r  d e  X igual  s 38 e c? d e  

Y i g u a l  a 51 . E n q u a n t o  que WATANARE C291 e n c o n t r o u  os 

v a l o r e s  38 e 53 , respectivamente , f o r n e c e n d o  uma S r e a  

I----_---,---------------~-----------------------------l 
1 1 
I Dados do problema : ! 
I 1 
I N G r o e r o  de varísveis 0-1 . . . . . . . . . . . . .  = 25 i 
I i 
I Número t o t a l  d e  r e s t r i ç õ e s  e m  X . . . . .  = 75 ! 
I 1 
I Número d e  c o o r d e n a d a s  d e  X . . . . . . . . . .  = 41 I 
I i 
1 Ndmero t o t a l  de reslrições e m  Y . . . . .  = 79 i 
I 1 
I Número d e  c o o r d e n a d a s  d e  Y . . . . . . . . . .  = 39 1 

I R e s u l t a d o  da c o m p a c t a ç 3 o  : 
I 
I V a l o r  d a  c o t a  i n f e r i o r  p a r a  a  área . .  = 1862 
1 
I Melhor d r e a  e n c u n t r s d a  . . . . . . . . . . . . . .  = 1 9 3 8  
I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I V a l o r  d e  X = 38 
I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I V a l o r  d e  Y = 51 
I 
I B i ~ : t 8 n c i a  d a  solução dtima , I n f e r i o r  a 4 % 

I Tempo de execuç2io em segundos , n o  PC-XT/AT : I 
I I 
I BOUND . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  = 2.31 1 
I 1 
I MELHOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  = 9.56 1 
i . i 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I total = 14.78 I 

QUADRO IV. 19 



de 2014 . Este resultado é 3.9 % maior . 

No quadro SV.19 estão os dados da problema e o resul- 

tado da campaçtação . 

Na figura IV.6 ests o um diagrama de varetas para o 

circuito T-Flip-Flop e na Figura I V . 7  o leiaute do cir- 

cui to compactado . 



F I G U R A  I V . 6  : Diagrama de v a r e t a s  

do c i r c u i t o  TFF 



F I G U R A  IV.7 : Leiaute final do 

c i r c u i t o  TFF 



CAPITULO - V 

No que se refere ao desenvolvimento da informstica , 

podemos ressaltar como fatores relevantes o desenha e a 

fabricação dos circuitos integrados , com um aprimoramento 

cada dia maior . O ndmero sempre maior de elementos em um 

mesmo "chip" , tem contribuido para um desempenho maior 

dos computadores , cada vez ocupando espaços menores . E 

para que isso seja pussfvel , 4 bastante importante que se 

f a - a  durante u projeio dos tlrtulto~ , a cm~partaqSú do 

leiaute destes . 

Como j á  mencionamos nos capitulas anteriores , tem-se 

empsegado várias LQcnicas de fazer esta cornpactaçZo . Essas 
técnicas podem ser vistas consultando-se a literatura em 

geral sobre esse assunto . A maioria das técnicas tem usado 

m&todos uni-dimenãionais . Uma novidade neste trabalho B o 

uso de um mdtodù bi-dimensiunal levando em conka  ss falyss 

das variáveis . Isto nos permitiu obter soluções melhores 

para os problemas que resolvemos na seção IV.3.2 . Nesse 

nosso primeiro trabalho usando as folgas , J% foi possivel 

ver que essas podem melhoras as soluções . Nos exemplos que 
resolvemos no capitulo IV as áreas dos leiautes dos cir-- 

cuitos ficaram menores ao usar as folgas . 



Uma outra novidade para o problema de compactaçãs, foi 

a utilização de relaxação lagrangeana . No principio do 

trabalho parecia que a aplicaçao de relaxaçzo lagrangeâna , 

neste problema , nãc~ melhoraria em nada as cotas inferiores 

que j5 havfamos obtido . Porem quando empregamos um valor 

de M para cada restrição , conseguimos melhorar a cota 

inferior ( ver seç8es 111.6 e IV.4.2 > . 

& 1nLeree~ant.e ressaltar ainda que foi pussivel resol- 

ver uma sdrie de vezes cada exemplo , aplicando regras 

diferentes , yraCas a uma diminuição substancial no tempo 

de csmputafãa . Esta redu~ão de tempo faf devida au akmaze- 
namento de algumas matrizes , no final das primeiras fases 

nos métodos ÇIMPLEX . Notou-se que as primeiras fases do 

SíHPLYX em todas as Ilerações no método do sub-gradiente , 

são sempre as mesmas . Armszenando-se os resultados destas 

primeiras fases, uma para X e outra para Y , ao resolver 

o m$todo SIEPLGX h& necessidade de fazer as primeiras 

fases uma dnica vez . Como a fase que contribui com mais 

tempo é exatamente a primeira , houve uma sedução muito 

grande no tempo de computação . 

No que se refere ao problema de otimizaçãs', a aplica- 

~ ã o  de valores varidveis para rk (ver seção IV.4.2.3) , 

não s6 permitiu encontrar uma cota inferior melhor , como 

tsmb4w ri12 1 hm--ou ã coniwg&nc 1 a do mdtudu . 

Considerando o semi-perfmetro no problema com 10 va- 

risveis 0-1 , obtivemos como melhor solução o valor 8 4  . 
A cota inferior que encontramos somente com a subrotina 



BOUND foi 75 (ver quadro IV.141 . O erro percentual E 

que podemos cometer , quando encontramos o valor 84 como 

um Btimo loca! e não como dtimo absoluto , com a subrotina 

MELHOR , & ta1 que . 

Se por outro lado usamos a cota inferior , achada com o mé- 

todo do sub-gradiente , que foi 77 (ver quadro IV.161 , 

vemos que o erro cnmetido deve ser um pouco menor 

Calculando este erro para o problema de 30 varisveis 0-1 , 

do qual encontramos como cotas inferiores os valores 140 

com a subrotina BQUMD e 141 com o método do sub-gra- 

disnte (ver quadro IV.171 , temos no primeiro caso um erro 

menor que 7.2 % e no segunda EB.4 % . 

A decisgu sobre que rnPtodu deve ser u s a d o  , isto 8, se 

é necessário usar as folgas ou o método do sub-gradiente , 

deve partir do projetista do circuito . A precisão do pro- 

blema 4 um fator-  de peso nesta decl sza . 

DO i s exernp ! us esi..ão j t i  tfjtú:;t.i>:.i ir a i,kp~e de WATANABC 

C291 , tambkm foram resolvidos aqui neste trabalha . São e- 

ies os circuitos SCELL e TFF (ver seção IV.55 . A com- 

tactação do leiaute de SCELL forneceu ã mesma Brea que s 

obtida por WATAMABE E291. Para este exemplo foi encontrada 

a suluçSo 6tima . Mo caso-do circuito TFF , a área obtida 

p a r  WATAMABE E293 foi pior do que a que encontramos aqui . 



Como já dissemos , isso provavelmente se deve ao f a t o  de 

temos gerado as restrições manualmente . 

Um gerador automãtico de restriçees pode criar restri- 

~ õ e s  a mais . Por outro lado pode gerar restrições para 

pruhlemse maiores , a que Eicu i~i~possfvel de ser feita ma- 

nualmente . Algm disso , um gerador de restri@es pode ter 

associado a ele um gerador automdtico de pontos de quebra 

("jog points"> . Estes pontos de quebra permitem a quebra 

dos fios do circuito , diminuindo sua 6rea. Novos pontos de 

quebra introduzidos , por exemplo no circuito TFF , certa- 

mente permitiriam diminuir sua Srea. Estes dois geradores , 

de restriçãss e de pontos de quebra , ficam corno sugestões 

para outros trabalhos . 

& possível que com a continuação do estudo sobre s 

aplicação das folgas das varié5veis no m&todo de curnpactãção 

venha melhorar ainda mais as soluções . 

Quanto ao método do suh-gradiente , poderfamas propor 

para futuras pesquisas um estudo mais profundo na direção 

da var r acão dos vaf ores de rli em f u n q ã o  da u@ncd --r ak 

no sentido de melhorar sua cúnverg9nçia . 
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Bescreve~emos nesta seção, os arquivos p a r z  entrada de 

dados  do gerador de restrições descrito na seção A . 3  . 

Um dos arquivos eont&m a matriz de tecnologia , indi- 

cando as distâncias mfnimas entre elementos e entre os gru- 

pos , e a largura mfnima dos elementos . 

O segundo arquiva cant&m a descri çga dos elerientoe du 

circuito . Deve conter informaçBes sobre o tipo de cada 

elemento e sua posição no circuito . As posíções xi e yi 

devem e~tar na matriz A < i , J >  . A cùluna 1 e a linha 1 

da matriz A devem ser nulas C não há elementos do cir- 

cuito nas posições i e C j , l )  da rnatriz A 1 . 

Finalmente um terceiro srquivõ deve conter a descrição 

e posicionarnento dss e s q u i n a s  do circuita . Us tlpoe p~sai- 

v e i ~  de esquinae 9th aqueles que vimas na cspftuio I I  - 

Devemos tamb4m ter conhecimento sobre os elementos que 

tem o mesmo potencial elétrico . Entre esses elementos n3o 

é necessário colocar nenhuma restrição para mante-los 

distantes . 



Este arquivo contt5m informsçães sobre as dist3nciãs 

mínimas entre os elementos do circuito . Estas distsnclas 
são as horizontais (X) e as verticais (Y>. Cums j d  vimos 

essas restrições s5u de dois tipus : "eR e "ou" . Segue 
a descrição do formato do arquivo a ser gerado : 

l inhss contddo 

1 número de restr i ções t i po "ou* 

número de : variáveis (nx) em X , 

restri~8es (mxl em X , 

variáveis (ny) em Y e 

i--estriq3e.e (my) ein Y . 

3 at;Q r e ~ t r i  $81-s em X das tipos "eR g R a ~ R  

mx +- 2 ( es tas  linhas devem vir ordenadas 1 , 

mx J- 3 a t 4  restr i çEes em Y doe tipos "e" e "ouR 

mx +- my i- 2 ( estas linhas devem vir ordenadas 1 . 

Formato das !inhas : linha 1 furmato 14 

I 1  2 I* 4 I 4  

¶I 3 em diante H 214,F4.0,14 

Exsmplas : 1) A restrição X7 - X5 2 3 tipo "eR deve es- 

tar escrita na parte do arquivo devido às 

restrlcões horizontais na seguinte forma : 

bbb3bhb5bb3 . 



21 Cada uma das componentes do par de restrições 

do tipo "ou" de n~jrnw-o 20 Xli - X9 2 4 

ou Y9 - Y6 2 5 deve f i c a r  na psrt-e do 

arquivo para X e para Y , respectivamente . 
E os formatos das linhas são: 

bb11bbb9hb4.bb20 

bbb9bbbbbb5.bb20 

A . 2 . 2  M&tudu de Geração das Restrições Tipo 

Horizontais 

Gera as restrições tipo *en pa ra  as dist3nc:ias mínimas 

horizontais X . A posição inicia! dos elementos deve estar 

na matriz A ( i , f )  , i = 1 , n x  e j = 1, . . . , y , como 

foi explicado na seção 8.1 . 

A vari6vel AUX indica se h5 elementos não compsr4veis 

entre dois elementos compardveis . Se os dois elementos 

curfiparAveis são "vlzinhu~" , isto e2 , n3o h6 nenhum uutru 

entre eles , AUX = O . 



f X  =: vetor das cmrdenadss ha~iaontais : 

x f  = : coordenadas de X : 

A = :  matr iz  cor* as entradas de dados : 

i = :  indice d a s  linhas de A : 

j =: fndice das colunas de A : 

AUX =:  varidvel indicadura de vizinhança ; I  

inicio 

AUX <- O ; 

J < - 2 ;  

1: x l  c- 1 ;  

i < - 2 :  

x2 <- i ; 

2: - Se A(i,j) = O  

então : v 4  p a r a  3 

sen" : x2  <- i 

Se x l = l  - 
entáo : monte a restri~áo x2 - xl 2 b 

onde b é a largura de x2 

v21 para 3 ; 

senão : v Se xl e x2 devem ser a f a s -  

tados um do outro ((ver na 

matriz de teenologia)) 

então : monte a restzição 

x2-xl 2 b , ande 
b 6 a distância 

mínima entre xl e 

x2 

Se AUX = O - 
então : 

xl <- x2 ; 
senão : -- 

xl <- AUX 
i <- xl 

AUX <- O ; 

v á  p a r a  3 ; 



senão : a AUX = O 

então : 

AUX <- X2 ; 

3 :  i < - i + - 1  

Se i = nx -t 1 - 
então : monte a restriçzo para a largura do elemento 

que e s t â  em A(i,j> : x2 - x l  2 (largura de 

x11 

senso : vá para 2 ; 

Se xl é diferente de nx - 
então : - Se AUX = O 

então : v 3  para 4 ; 

s e n ã u  : x l  <- AUX 

AUX <- O 

i <- x l  

vá  par4 3 ; 

4: j <- J -i" 1 

j 6 diferente de ny + 1 

entso : vA para 1 ; 



A.2.2 Método de G e ~ a q ã o  das Restrições Tipo "e" 

Verticais 

A. 2.3 MBtodo de Geraçno das Kestri ções Tipo "ou" 

Gera as restrições t i p o  "ou" para 3 s  diskSncias 

mínimas horizontais X ou v e r - t l c a i s  Y . Csda vez que SZCI 

criadas novas restriç8es , isto dever6 ocorrer aos pares . 
Um par é composto de uma restrição em X e outra em Y . 

0s psygg pestrjqgo ego fi~lrj~ek--sdãg 5 es ta  numeraqãu dever& 

aparecer na arquivo de saida , tanto na parte de X quanto 

na de Y . Denominaremos os tipos de "esquinas" como na 

seção 1 1 . 4  , pelos seus ndmeros k = ?,2,3,4 . Rodemos ver 

que Q suficiente comparar apenas , os tipos 1 com 3 e 

2 com 4 . 

A seguir apresentamos o metodo de geração : 



A 1 gor i tmo <Cera restr- i ções "oun > 

CX =: vetor das coordenadas horizontais ; 

xi =:  coordenadas de X ; 

y = .  . vetor das coordenadas verticais ; 

yi =:  coordenadas de Y ; 

k , k2 =:  tipos de "esquina" ; 

xk , xk2 = :  posiqão horizontal de uma esquina do tipo k 

ou do t ipo k2 , respectivarwnte : 
y k  , ykS = :  posi~ão vertic:al de uma esquina do tipo k 

ou do tipo k2 , respectivsmente : I  

i n i c i o  

k <- I ;  

1: k2 < -  k + 2 : 

2: Obtenha uma esquina do tipo k e uma do tipo k2 ; 

Se não h6 mais pares de esquinas destes tipos - 
então : Çe k = 2 

então : vá para 4 ; 

senão : Ic' <- k + 1 

v& para 3 : 

senão : e k = 2 

então : vá para 3 ; 

(Comparação para k = 1 1  

Se x k 2  3 xk - 
entãc) : - Se Existem restricBes para algum xi 

X i  - xk 2 a e xk2  - xi 2 b 
então : v4 para 2 : 

senão : - Se yk2 < yk 
então : monte o par de 

restriçBes 

xk2  - xk 2 c 
yk2  - yk 2 d 

do tipo 

OU 

f 

I e e d s%o obtidos na 

matr iz de tecnologi a 1 



s e n n c  : 5- yk2 < yk 
enL3o  : v6 p a r a  2 ; 

s e n ã o  : .e Existem restrições para algum 
yi do tipo yi - yk ) a e 

y k 2  - yi 2 
e n t ã o  : v& p a r a  2 ; 

senão : m o n t e  o p a r  d e  restri- 

ções xk2 - xk 2 c 
OU yk2 - yk > d ; 

v d  p a r a  2 ; 

{Comparaqão  p a r a  k = 2 3  

3 :  - Se xk2 > xk 
então : Existem r e s t r i ç B e s  p a r a  a lgum xi do  t i p o  

X i  - xk > a e xk2 - x i  2 
então : vá para 2 ; 

s e n ã o  : @ yk2 > yk 
e n t á c ,  : mcinte c) p a r  d e  r e s t r i  - 

ções xk2 - xk > c 

OU yk2 - yk 2 d ; 

E c e d sãs obtidos n a  

matriz de t e c n a l o g i a  b 

senão : Se Existem restrições 

p a r a  a lgum yi d o  

tipo y i - y k k a  

e yk2 - y i  > k 
e n t ã o  : va  p a r a  2 ; 



sermo : monte c) par 

de restrições 

xk2 - xk 2 c 

OU 

yk2 - yk ) d; 

senão : Se yk2 < yk 

então : v6 para 2 ; 

senão : a Existem restrições para algum 
yi do tipo yi - yk 2 a e 

y k 2  - yi 2 

então : v6 para 2 ; 

senão : monte o par de restri- 

ções xk2 - xk 2 c 

OU yk2 - yk 2 d ; 

4: Qrdene as restrições em X e depois as em Y ; 

Limpe as restri~ões supérfluas , 

isto 4 : I.* houver duas restrições 

entgs : conserve apenas aquela que 

tem maior valor entre a e b : 

C É importante que observemos 

o fato de q u e  uma restrição 

do tipo "ou" nunca pode ei i - 

minar urna do tipo nen 1 

C Caso uma restrição do tipo 

"OU" tenha sido e1 iminada , 

a restrição correspondente em 

Y tambdm deve ser eliminada 



Faqa o m e s m o  tipo de elimina- 

ção pa ra  a parte do arquivo 

Y ,trocando x por y . I 

2 . E  houver tr@s restrições do tipo 

x i - x j 2 a  , x j - x k ) b  e 

x i - x k k c  com a - i - b > c  

ent8o : elimine a restriçso 

xi - xk 2 c ; 

{As restriçses xi - xJ > a 

e xj - xk > b devem ser do 

t i p o  "e" , Da mesma forma 

que fizemos em 1 elimine a 

restriç3o correspondente em 

Y se e s t a  for do t i p o  "oun r 

e depois faça o mesmo para a 

parte do arquivo em Y . 1 


