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O o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a l h o  é o  desenvolv imento  de um mé - 
t odo  e x a t o  de s o l u ç ã o  de um problema de l o c a l i z a ç ã o  c a p a c i t a d o ,  

que pode s e r  d e f i n i d o  d a  s e g u i n t e  mane i ra :  s e j a  I = { 1 , 2 , . . . , r n l  

um c o n j u n t o  de m armazéns e  J = { 1 , 2 ,  ..., n )  um c o n j u n t o  de n  

c l i e n t e s .  Cada c l i e n t e  demanda q  u n i d a d e s  de um c e r t o  t i p o  de 
j 

m e r c a d o r i a ,  p a r a  a q u a l ,  c a d a  armazém tem capac idade  b  > O .  Pa-  
i 

ra t o d o  i E I e x i s t e  um c u s t o  f i x o  f de u s a r  o  armazém i ,  p a r a  
i 

a t e n d e r  a demanda de um ou m a i s  c l i e n t e s ,  e  um c u s t o  v a r i á v e l  

c  de a t e n d e r  a demanda do c l i e n t e  j no armazém i .  O problema 
i j 

c o n s i s t e  em e n c o n t r a r  uma a l o c a ç ã o  de c l i e n t e s  a armazéns c u j o  

c u s t o  t o t a l  s e j a  minimo. Aqui s e r á  c o n s i d e r a d a  a r e s t r i ç ã o  em 

que a demanda de c a d a  c l i e n t e  deve s e r  t o t a l m e n t e  a t e n d i d a  p o r  

um Único armazém. 

O problema acima d e s c r i t o  pode s e r  co locado  como um 

problema de programação l i n e a r  i n t e i r a  d a  s e g u i n t e  forma: 

( Q )  inin I c i j  x i j  + I f i  yi  
i e I  ~ E J  i e I 



onde 

I 1 s e  o  c l i e n t e  j é a locado  ao  armazém i ,  

-1 c a s o  c o n t r á r i o ,  

r 1 s e  o  armazém i é a locado  a  algum c l i e n t e  j ,  

= 1 c a s o  c o n t r á r i o .  

A s  r e s t r i ç õ e s  ( 1 . 2 ) ,  j u n t o  com x E { 0 , 1 ) ,  garantem 
i j 

que a demanda de cada  c l i e n t e  é t o t a l m e n t e  s a t i s f e i t a  por  um Úni - 

co  armazém. Por  o u t r o  l a d o ,  a s  r e s t r i ç õ e s  (1.3) asseguram que a  

capac idade  de cada  armazém não é u l t r a p a s s a d a .  

Em ( 1 . 4 )  é e s t a b e l e c i d a  uma r e s t r i ç ã o  no número minimo 

( L ) ,  e  máximo ( u )  de armazéns à serem u t i l i z a d o s .  No e n t a n t o ,  s e  - 
rá  s u p o s t o  que e s s e s  números ( L  e  U )  s ã o  t a i s  que a s o l u ç ã o  do 

prob.lema ( Q )  sem ( 1 . 4 )  sempre s a t i s f a r á  e s s a  r e s t r i ç ã o .  

N ~ O  é d i f i c i l  m o s t r a r  que o  problema ( Q )  é NP-árduo. 

P a r a  i s t o  é s u f i c i e n t e  o b s e r v a r  que o  problema de l o c a l i z a ç ã o  

não- capac i t ado ,  o  qua l  é NP-árduo (CORNEJ UOLS e t  a l i i  ( 9 ) ) ,  é um 

c a s o  p a r t i c u l a r  de (Q). 

Em r e l a ç ã o  à v i a b i l i d a d e  do problema,  uma condição ne- 

c e s s á r i a ,  mas não s u f i c i e n t e ,  p a r a  a  e x i s t ê n c i a  de alguma s o l u-  

ção  v i á v e l  é que a  capacidade  t o t a l  dos  armazéns s e j a  maior  ou 

i g u a l  a  demanda t o t a l  dos c l i e n t e s ,  ou s e j a ,  que b  - > q j .  i E I j E J - 
E s t a  condição não é s u f i c i e n t e  devido à r e s t r i ç a o  x E { 0 , 1 ) ,  

i j  

a  q u a l  i m p l i c a  que cada  c l i e n t e  é a t e n d i d o  por  um Único armazém. 



Se em ( 1 . 4 )  s e  e s t a b e l e c e  que O < x < 1 ,  - i E I ,  
i j  - 

j E J ,  e n t ã o  ( Q )  s e  r eduz  ao  c l á s s i c o  problema de l o c a l i z a ç ã o  c a  - 

p a c i t a d o ,  o  q u a l  tem s i d o  amplamente e s t u d a d o  n a  l i t e r a t u r a .  Ver 

p o r  exemplo ( 3 ) ,  ( 5 ) ,  ( 6 ) ,  ( 8 )  e  ( 3 9 ) .  P o r  o u t r o  l a d o ,  s e  f . = O ,  
1 

p a r a  t o d o  i E I ,  e n t ã o  ( Q )  c o r r e s p o n d e r á  a um Problema de  Aloca- 

ção  G e n e r a l i z a d o  (PAG), p a r a  o  q u a l  e x i s t e m  métodos e f i c i e n t e s  

d e v i d o s  a ROSS e  SOLAND ( 3 5 ) ,  MARTELLO e  TOTH ( 2 6 )  e  ( 2 7 ) ;  e  

FISHER, J A I K U M A R  e  VAN WASSENHOVE ( 1 4 ) .  

~ é t o d o s  aproximados de s o l u ç ã o  de ( Q )  tem s i d o  desen-  

v o l v i d o s  p o r  BARCELÓ e  CASANOVAS ( 4 )  e  K L I N C E W I C Z  e  LUSS ( 2 4 ) .  

Ambos métodos s ã o  c o n s t r u i d o s .  n a  b a s e  de  r e l a x a ç õ e s  l a g r a n g e a n a s  

de  ( Q ) .  No p r i m e i r o  c a s o  s ã o  r e l a x a d a s  as r e s t r i ç õ e s  de a t e n d i -  

mento dos  c l i e n t e s  (1.2)  p a r a  t e n t a r  a c h a r  uma s o l u ç ã o  v i á v e l  a 

p a r t i r  do problema l a g r a n g e a n o ,  o  q u a l  s e p a r a  em m problemas  d a  

moch i l a  0-1 i n d e p e n d e n t e s .  No segundo c a s o ,  s ã o  r e l a x a d a s  as 

r e s t r i ç õ e s  de c a p a c i d a d e  dos  a rmazéns ,  obtendo- se como s u b p r o b l e  - - 
m a  um problema de l o c a l i z a ç ã o  não c a p a c i t a d o ;  h e u r i s t i c a s  s a o  

u t i l i z a d a s  p a r a  g e r a r  so luçÕes  v i á v e i s  a p a r t i r  dos  subproblemas 

l a g r a n g e a n o s .  

Um método e x a t o  é d e s c r i t o  p o r  NEEBE e  RAO ( 3 2 ) .  O mé- 

todo  é do t i p o  I tbranch and bound t t ,  onde o s  l i m i t e s  i n f e r i o r e s  

s ã o  c a l c u l a d o s  formulando o  problema como um problema de p a r t i -  

c ionamento  com m u i t a s  c o l u n a s .  O l i m i t e  i n f e r i o r  usado é o v a l o r  

d a  s o l u ç ã o  d a  r e l a x a ç ã o  de programação l i n e a r  d e s t e  problema de 

p a r t i c i o n a m e n t o ,  o b t i d a  u t i l i z a n d o  um método de ge ração  de c o l u  - 

n a s .  

O método e x a t o  que s e r á  p r o p o s t o  n e s t a  t e s e  c o n s i s t e ,  

também, de um esquema de "branch  and boundtt  , onde o s  l i m i t e s  pa- 

ra o  v a l o r  d a  função  o b j e t i v o  s ã o  c a l c u l a d o s  a p a r t i r  d a  r e l a x a-  

ç ã o  l a g r a n g e a n a  d a s  r e s t r i ç õ e s  ( 1 . 2 ) ,  e  onde o  problema d u a l  la- 



grangeano é r e s o l v i d o  p o r  um método de a j u s t e  de m u l t i p l i c a d o -  

r e s ,  d e r i v a d o  d a q u e l e  usado em ( 1 4 )  p a r a  o  problema de a l o c a ~ ã o  

g e n e r a l i z a d o .  

A e s t r u t u r a  d e s t e  t r a b a l h o  é a s e g u i n t e :  a i n d a  n e s t e  

c a p i t u l o ,  n a  s e ç ã o  1 . 2  desc reve- se  p a r t e  d a  n o t a ç ã o  que s e r á  u t i  - 
l i z a d a .  N a  s e ç ã o  1 . 3  o  problema ( Q )  é co locado  sob  a forma de m a  - 

,.. 
x imizaçao ;  i s t o  f a c i l i t a r á  a d e s c r i ç ã o  de a l g u n s  dos  métodos que 

s e r ã o  a p r e s e n t a d o s .  Nos capitulas I1 e  I11 s e r ã o  p r o p o s t o s  méto- 

dos  p a r a  c a l c u l a r  l i m i t e s  s u p e r i o r e s  e  i n f e r i o r e s ,  r e spec t ivamen  - 
t e .  E s t e s  métodos s ã o  i n c o r p o r a d o s  ao  esquema de "branch  and 

bound" do c a p i t u l o  I V .  No c a p i t u l o  V é a p r e s e n t a d o  um novo esque  - 
ma, chamado d e c o m p o s i ç ~ o  l a g r a n g e a n a ,  que pode f o r n e c e r  l i m i t e s  

s u p e r i o r e s  s u b s t a n c i a l m e n t e  mais f o r t e s  ( m e l h o r e s )  que n a  r e l a x a  - 
ção  l a g r a n g e a n a  c l á s s i c a .  F ina lmen te ,  no c a p i t u l o  V I  s ã o  d i s c u t i  - 

dos  o u t r o s  métodos de c á l c u l o  de l i m i t e s  s u p e r i o r e s ,  e  no c a p i t u -  

V I I ,  as conclusÕes .  

s e r i  u t i l i z a d a  a s e g u i n t e  n o t a ç ã o ,  além d a  que s e r a  

i n t r o d u z i d a ,  n a  medida que f o r  n e c e s s á r i o ,  nos  c a ~ i t u -  

10s: 

m 
T ( i )  O s imbo lo  1 s e r á  usado p a r a  i n d i c a r  ou L . 

i i ~ 1  i=l 

( i i )  Dado um problema ( . ) ,  V ( . )  i n d i c a r á  o  v a l o r  Ótimo d a  função  

o b j e t i v o  do problema.  SV( . )  e  SO( . )  d e n o t a r ã o  o  c o n j u n t o  de 

s o l u ç õ e s  v i á v e i s  e  o  c o n j u n t o  de s o l u ç õ e s  Ó t i m a s  do p r o b l e -  
- 

ma, r e s p e c t i v a m e n t e .  O v a l o r  de uma s o l u ç ã o  v i á v e l  x nao 

p e r t e n c e n t e  a S O ( . )  s e r á  denotado p o r  v ( x ) .  



P o r  comodidade, daqu i  em d i a n t e  s e r á  c o n s i d e r a d a  a v e r  - 

s ã o  de maximização de ( Q ) .  P a r a  i s t o  é s u f i c i e n t e  m u l t i p l i c a r  

p o r  -1 t o d o s  o s  c o e f i c i e n t e s  de (1.1) em ( Q ) ,  e  d e f i n i r  

'i j 
= r - c  p a r a  todo  i E I e  j E J .  

i j 

onde r > max{c li E I ,  j E J). 
i j 

A s s i m  o  problema pode s e r  co locado  sob  a forma segu in-  

t e :  

Obviamente S V ( P )  = S V ( Q ) .  P o r  o u t r o  l a d o ,  dado ( x ,  y )  E SO(P) 

e n t ã o  

N e s t a  fo rmulação ,  
'i 

p o d e r i a  s e r  i n t e r p r e t a d o  como o  

" l u c r o "  p o r  a t e n d e r  a demanda do c l i e n t e  j no armazém i .  P o r t a n-  

t o ,  a g o r a  o  problema c o n s i s t e  em e n c o n t r a r  uma a l o c a ç ã o  de c l i e n  - 
t e s  a o s  a rmazéns ,  c u j o  l u c r o  t o t a l  ( l u c r o  l i q u i d o ,  l u c r o  menos 

c u s t o  f i x o  t o t a l )  s e j a  máximo. 



E n t r e  o s  métodos que poderiam s e r  usados  p a r a  o c á l c u-  

l o  de l i m i t e s  s u p e r i o r e s ,  a q u i  f o i  e s c o l h i d a  a t é c n i c a  de r e l a x a  - 
ç ã o  l a g r a h g e a n a .  U m a  e x c e l e n t e  e x p o s i ç ã o  d a  t e o r i a  e  p r á t i c a  d e s  - 

t a  t é c n i c a  e  s e u  uso  em métodos de "b ranch  and boundIt pode s e r  

e n c o n t r a d a  em GEOFFRION ( 1 6 ) ,  FISHER ( 1 2 )  e  ( 1 3 )  e  SHAPIRO ( 3 7 ) .  

De um modo g e r a l ,  dado um problema ( R )  d a  forma: 

x > O e  i n t e i r o ,  - 

onde o s  v e t o r e s  x ,  f ,  b ,  d  e  as m a t r i z e s  A e  C tem dimensões 

a p r o p r i a d a s ,  pode- se d e f i n i r  a r e l a x a ç ã o  l a g r a n g e a n a  de ( R )  com 

r e s p e i t o  a Ax < b e  a um v e t o r  1 > 0 ,  como - - 

( R L x )  nax f x  + h ( b  - A ) 
X 

x > O é i n t e i r o .  - 

Pqde-se demons t ra r  que V ( R L  ) > V ( R ) ,  p a r a  todo  x - 
x - > O ( v e r  ( 1 6 ) ) .  E s t a  p r o p r i e d a d e  i m p l i c a  que o i d e a l  é esco-  

l h e r  o  x que r e s o l v e  o s e g u i n t e  problema d u a l  l ag rangeano  



min V ( L R  ) 
h >O 

h 
- 

~ambém é p o s s i v e l  demons t ra r  que V ( D R )  - < v(R), onde 

(6) é a r e l a x a ç ã o  de programação l i n e a r  de ( R ) .  U m a  o u t r a  pro-  

p r i e d a d e  i m p o r t a n t e  é que s e  o  problema ( R L  ) s a t i s f a z  a P r o p r i e  
A - 

dade de I n t e g r a l i d a d e  e n t ã o  V ( D R )  .= v ( R )  (ver ( 1 6 ) ) .  

A s  p r o p r i e d a d e s  e s t a b e l e c i d a s  acima fornecem a l g u n s  

c r i t é r i o s  p a r a  e s c o l h e r  e n t r e  a s  p o s s i v e i s  r e l a x a ç õ e s  do p r o b l e-  

m a .  No c a s o  do problema e s t u d a d o  n e s t a  t e s e  s e r á  d e f i n i d a  uma 

r e l a x a ç ã o  l a g r a n g e a n a  d a s  r e s t r i ç õ e s  (1.2). 

Alguns dos  métodos que podem s e r  u t i l i z a d o s  p a r a  r e s o l  - 

v e r  o  d u a l  l ag rangeano  s ã o  o s  s e g u i n t e s :  

( i )  método do s u b g r a d i e n t e ;  

( i i )  métodos de programação l i n e a r ,  e  

( i i i)  métodos de a j u s t e  de  m u l t i p l i c a d o r e s .  

O s u c e s s o  do método ( i i i )  a p l i c a d o  ao  problema de a l o -  

c a ç ã o  g e n e r a l i z a d o  p o r  FISHER e t  a l i i  ( 1 4 ) ,  e  a r e l a ç ã o  d e s t e  

problema com o  problema de l o c a l i z a ç ã o  c a p a c i t a d o  formulado a q u i ,  

tem motivado s e u  uso  no método e x a t o  que s e r á  desenvo lv ido  nos  

capitulas. 

Antes  de d e s e n v o l v e r  o  método de a j u s t e  de m u l t i p l i c a -  

d o r e s  que s e  u t i l i z a r á  p a r a  o b t e r  l i m i t e s  s u p e r i o r e s ,  s e r á  n e c e s  - 

s á r i a  uma re fo rmulação  do problema.  P a r a  i s t o  pode- se d e f i n i r  

p a r a  todo  i E I 



de modo que 

l s e y  = O  

= { i 

O s e y  = l .  
i 

S u b s t i t u i n d o  em ( P )  obtêm-se o  problema 

O problema ( P 1 )  pode s e r  i n t e r p r e t a d o  como um problema 

de a l o c a ç ã o  g e n e r a l i z a d o  onde e x i s t e m  n + l  que devem 

s e r  a l o c a d o s  a m l la rmazéns l l  e  onde um dos  c l i e n t e s  (0 r e p r e s e n t a  - 

do p e l a s  v a r i á v e i s  z  . ) pode s e r  a l o c a d o  à h armazéns (m- U < h 
1 - - 

m- L) .  Nes te  c a s o  o  l u c r o  de a l o c a r  e s t e  c l i e n t e  ao  armazém i é 

f i ,  sendo b  a c o r r e s p o n d e n t e  demanda. 
i 

De a g o r a  em d i a n t e  s e r á  s u p o s t o  que U = m e  que L é o  

número minimo de armazéns que devem s e r  usados  p a r a  s a t i s f a z e r  a 

demanda t o t a l  dos  c l i e n t e s .  Ou s e j a  L é o  v a l o r  de uma s o l u ç ã o  

Ó t i m a  do problema s e g u i n t e :  



Este problema é um problema da mochila 0-1 que pode 

ser resolvido por inspeção. 

A seguir define-se uma relaxação lagrangeana de ( P ' )  

dualizando as restrições (11.2) e (II.~), associando-lhes multi- 

plicadores (i > 0lj E J), e P 2 0, respectivamente. O problema 
j - 

resultante é 

Dados y e A ,  este problema se decompõe em m problemas 

de mochila 0-1 independentes, da forma 

Pelas propriedades enunciadas' no começo deste capitu- 

lo, tem-se que, para quaisquer i > O, j E J e y > O, a quantida 
j - - - 



é um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  V ( P 1 )  ou ,  equ iva len temente ,  p a r a  V ( P ) .  

Agora o  o b j e t i v o  s e r á  r e s o l v e r  o  problema dua l  l ag ran-  

geano de ( P ' ) ,  ou s e j a ,  e n c o n t r a r  v a l o r e s  h e p  t a i s  que sejam 

uma s o l u ç ã o  Ótima do problema 

P a r a  r e s o l v e r  ( D )  o  s e g u i n t e  método de a j u s-  

t e  de m u l t i p l i c a d o r e s .  E s t e  método c o n s i s t e  bas icamente  de duas  

p a r t e s :  

( i )  I n i c i a l i z a r  h como o  segundo máximo dos  p  i E I ,  e  p  co 
j i j '  - 

mo o  (m-~+1) -és imo máximo dos f  i E I .  A s s i m  s e  t e r á  no 
i ' 

máximo um i E I t a l  que p  - h > O ,  e ,  no máximo 
i j j 

(m-L) 

i E I t a l  que f  - p >  0 .  
i 

P o r t a n t o  uma s o l u ç ã o  Ótima do problema lagrangeano p a r a  es-  

t e s  v a l o r e s  de p  e  h ,  s a t i s f a r á  a s  cond ições  

Se 1 x  = 1, p a r a  todo j E J ,  e  I zi  = m-L e s t a  s o l u ç ã o  é 
i j  

i i 
uma s o l u ç ã o  Ó t i m a  de ( P ' ) .  

( i i )  Se em ( i )  não é p o s s i v e l  c o n s e g u i r  uma so lução  Ótima, sob 

c e r t a s  cond ições  pode-se e s c o l h e r ,  p a r a  d e c r e s c e r  algum 

m u l t i p l i c a d o r  h ( o u  p) de t a l  manei ra  que a  nova s o l u ç ã o  
j * 

l ag rangeana  s a t i s f a z  



= 1 ,  1 z < m - L  e  1 x  < 1 p a r a  todo j E J - { j * )  
i - i j  - 

i i i 

( o u  1 z < m-L e  1 x  < 1 p a r a  todo j E J ) .  
i - i j  - 

i i 

Se a s  cond ições  e s p e c i f i c a d a s  s e  s a t i s f a z e m ,  o  m u l t i -  

p l i c a d o r  e s c o l h i d o  é diminuido e  s e  continuam a s  i t e r a ç õ e s  procu - 

rando um novo A . O método t e rmina  quando a s  cond ições  r e q u e r i -  
j * 

d a s  não podem s e r  s a t i s f e i t a s .  

N a  d e s c r i ç ã o  formal  do a l g o r i t m o  s e r á  n e c e s s á r i a  a lgu-  

ma. 'notação. Dado um c o n j u n t o  de números { g .  1 i E 1 1 ,  d e f i n e- s e  
1 

a r g  max ( g . 1  = o  menor i n d i c e  i E I 
1 o  

t a l q u e g  = m s x { g . ( i ~ I 1  
i 1 

o  

nax ( g . 1  = hiáx { g . l i  E I ,  i f a r g  max ( g . 1 1  
2 1 1 1 

i 

a r g  max { g . ~  O menor i n d i c e  i E I ,  i f a r g  max ( g . 1 ,  
2 1 o  o  1 

t a l  que g  = max { g i l .  
i 2 

O 

Prec isamos d e f i n i r  também 

max { g . )  = nax { g . j i  E 1 1 1  , 
P 1 1 

a r g  max ( g . 1  = o  menor i n d i c e  i E I 1  
P  1 O 

t a l  que g  
i 

= nax { g i l ,  
o  P 



onde p  = m - L + 1  e  I '  = I - I i l i  = a r g  max g ,  ..., a r g  max 
2  P-1 g )  

A s  d e f i n i ç õ e s  p a r a  min2 i g i } ,  a r g  min i g . 1  
1 

a r g  min I g . 1  s ã o  a n á l o g a s  às a n t e r i o r e s .  
2 1 

A n o t a ç ã o  K P ( ~ ,  K )  s e r á  u s a d a  p a r a  r e p r e s e n t a r  o  s e-  

g u i n t e  problema d a  mochi la :  

h 

P o r  o u t r o  l a d o  o  p a r  ( x ,  z )  d e n o t a r á  uma s o l u ç ã o  vi;- 
i v e l  de ( P ' ) ,  e  ZD o  v a l o r  d a  s o l u ç ã o  do problema ( K  ) .  

i P, A 

O a l g o r i t m o  p r o p o s t o  é o  s e g u i n t e :  

Algoritmo MAiNi: ~ é t o d o  de a j u s t e  de m u l t i p l i c a d o r e s  

Passo 1. I n i c i a l i z a r  

A := max I c  I ,  x  := 0 ,  p a r a  todo  i E I ,  j E J ,  e  
j i . 2  i j i j 

p :=  max I f i i ,  z :=  0 ,  p a r a  todo  i E I .  
P  i 

+ 
Passa.2. D e f i n i r  J = i j  E J / p i j  - A > O } .  

i j 

P a r a  todo i E I e f e t u a r  

+ 
( X  ) :=  s o l u ç ã o  do problema K P ( i ,  J i ) .  

i j 



Se v [ K P ( ~ ,  J ? ) I  < f - p, e n t ã o  e f e t u a r  
1 i 

x :=  0 ,  p a r a  todo  j E J ;  
i j  

Caso c o n t r á r i o ,  z  :=  O 
i 

Passo 3: T e s t e  de o t i m a l i d a d e  

D e f i n i r  = t j  E J I C  x = O }  
i j  

i 

- 
Se J  = @ ,  s e  1 z  = m-L, p a r a r  (Ótimo) 

i 
i 

h h  

s e  1 z  < m-L, a t u a l i z a r  (x, z ) .  I r  ao  p a s s o  
i 

i 
10 .  

Se 5 f @ ,  i r  ao  p a s s o  4 .  

Passo 4: ~ ~ l i c a ~ ã o  de uma h e u r i s t i c a .  

- 
D e f i n i r  J O  = { j  E J I p i j  - , j  = 0 1 ;  

i 

O 
I' = {i E 11j E J ~ ,  z = O } ;  
j i 

s e z  = O ,  
i 

s e z  = 1 .  
i 

E f e t u a r  



( x  ) :=  s o l u ç ã o  h e u r i s t i c a  do problema 
i j 

- 
i q x < b i , i c l  o  j i j -  

j € J i  

Passo 5: T e s t e  de o t i m a l i d a d e  

- 
D e f i n i r  J  = { j  E J / C  x = 01.  

i j 
i 

- 
Se J  = @ ,  s e  1 z  = m-L, p a r a r  (Ótimo) 

i 
i 

h A 

s e  I z i  < m-L, a t u a l i z a r  ( x ,  z )  e i r  
i 

p a s s o  10  

- 
Si. 7 f @ ,  f a z e r  J  :-:J e  i r  a o  p a s s o  6 .  

v 

Passo 6: E s c o l h e r  algum j *  E J  e  p a r a  todo  i E I e f e t u a r  
v 

- A i  :=  z D i  ( p i j *  - x ) - V[Kp(i, J - { j * } ) ] ;  
j *  

J  : =  J - { j * l ;  
v v 



Passo 7: Se min {Ai) < O, ir ao passo 8, 
2 - 

Caso contrário efetuar 

x . - .- 1 - min (h.); 
j * j* 2 1 

i* :=  arg min IA.); 
1 

1 se j = j*, 

X 
i* j 

solução de KP(~*, J-(j*)), se j f j*; 

Passo 8: Se 1 x < 1 para todo j E J, e 1 zi < m-L, então vol- 
ij - 

i i 
tar ao passo 3.  e este caso o limite superior diminuiu 

- 
em A ) .  Senao, restabelecer hj*, ( x ~ * ~  ) e Z D  aosva- 

i* i* 
lores que tinham no começo do passo 7. 

Passo 9: Se J f @ voltar ao passo 4; 
v 

Se J = 4 se 1 z = m-L, parar 
v 

i 
i 

se 1 z < m-L, ir ao passo 10. 
i 

i 

Passo 10: Definir I = {i E IIz = 0); 
O i 

Para todo i E I efetuar 
O 



Caso c o n t r á r i o  e f e t u a r  

p := p - min { A i l i  E J  1 ;  2  O 

i *  : =  a r g  min { A . l i  E I 1 ;  
1 o  

x :=  p a r a  todo  j E J ;  
i * j  

- p p a r a  i = i *  e  p a r a  t o d o  i t a l  que z . = 1 ,  
1 

( O  c a s o  c o n t r á r i o .  

Pmss 11: D e f i n i r  J = { j  E J I C  x = O ) .  V o l t a r  a o  p a s s o  4.  
i j 

i 

A h e u r i s t i c a  a p l i c a d a  no p a s s o  4 c o n s i s t e  em c o l o c a r  
O 

o s  i n d i c e s  i j  n a  ordem n ã o- c r e s c e n t e  dos  p  e ,  s e  j E J  f a z e r  
i j i 

x :=  1 s e  com i s t o  não u l t r a p a s s a r  a capac idade  d a  
i j 

i .  O u t r a s  h e u r i s t i c a s  podem s e r  e n c o n t r a d a s  em MARTELLO e  TOTH 

O s  p roblemas  d a  mochi la  0-1 dos  p a s s o s  2 e  6 foram r e-  

s o l v i d o s  usando o  método de MARTELLO e  TOTH d e s c r i t o  em ( 2 5 ) .  

O u t r o s  métodos e f i c i e n t e s  podem s e r  e n c o n t r a d o s  me FAYARD e  

PLATEAU (11) e  MARTELLO e  TOTH ( 2 8 ) .  



11.3.1 - Exemplo l 

S e j a  um problema de l o c a l i z a ç ã o  c a p a c i t a d o  com o s  s e-  

g u i n t e s  dados :  

An tes  de a p l i c a r  o  MAM, c a l c u l a - s e  o  número minimo de 

armazéns p a r a  a t e n d e r  t o t a l m e n t e  a demanda dos  c l i e n t e s .  E s t e  nÚ - 
mero é o b t i d o  r e s o l v e n d o  o  problema 

4 
( S )  Min I a i  

i=l 

N ~ O  é d i f i c i l  v e r  que V(S) = 3 = L .  Ou s e j a ,  m-L = 1. 

O s  p a s s o s  i n i c i a i s  do a l g o r i t m o  produzem a s e g u i n t e  i n  - 

formação:  



Com e s t a  in fo rmação ,  o  l i m i t e  s u p e r i o r  é 51. 

O s  números marcados com ( * )  n a  m a t r i z  (x ) r e p r e s e n-  
i j 

t a m  as a l o c a ç õ e s  f e i t a s  usando a h e u r i s t i c a  no p a s s o  4.  Nes te  

p o n t o ,  não s e  s a t i s f a z  nenhuma cond ição  de p a r a d a ,  p o r t a n t o  é 

e f e t u a d a  uma i t e r a ç ã o  p a r a  t e n t a r  m e l h o r a r  o  a t u a l  l i m i t e .  

O Único c l i e n t e  t a l  que 1 x = O é j = 2 .  ~ n t ã o  e s t a -  
i j 

i 
b e l e c e- s e  j*  = 2 e  ca lcu lam- se  o s  A ( p a s s o s  5 e  6 ) .  O s  v a l o r e s  

i 
o b t i d o s  s ã o  

Como min { A i >  = 7 > O ( p a s s o  7 )  e f e t u a- s e  2 

i *  : =  1 = a r g  min { A * ) ,  
1 



[ O  s e  j f 2  ( =  s o l u ç ã o  de K P ( ~ ,  5 - 1 2 ) ) ) ,  

a g o r a  o  l i m i t e  s u p e r i o r  é 

A nova s o l u ç ã o  s a t i s f a z  1 x  < 1 p a r a  todo  j . i j  - 

1 z  < 1, p o r t a n t o  c o n t i n u a- s e  no p a s s o  3 p a r a  o  t e s t e  de o t i m i -  
i - 

!idade e ,  l o g o  a p ó s ,  no p a s s o  4 p a r a  a p l i c a ç ã o  d a  h e u r i s t i c a .  Ob - 

têm-se assim 

E s t a  s o l u ç ã o  s a t i s f a z  a cond ição  de o t i m a l i d a d e ,  p o r  

t a n t o  o  a l g o r i t m o  t e r m i n a  a q u i .  O v a l o r  d e s t a  s o l u ç ã o  é 44,  o  

q u a l ,  obviamente ,  c o i n c i d e  com o  v a l o r  a t u a l  do l i m i t e  s u p e r i o r .  

O exemplo a s e g u i r  f o i  c o n s t r u i d o  p a r a  i l u s t r a r  uma 

o u t r a  cond ição  de p a r a d a  do a l g o r i t m o .  

Cons ide re- se  o  mesmo exemplo a n t e r i o r  mudando apenas  

as c a p a c i d a d e s  dos  armazéns e s e u s  c u s t o s  f i x o s .  O s  novos v a l o -  
- 

r e s  s a o  



Neste caso  m-L = 2. A s e g u i r  s e  a p r e s e n t a  um resumo 

das  informações  p roduz idas  p e l o  a lgo r i tmo  du ran t e  as i t e r a ç õ e s .  

n i  ~terasio: 

( h j )  e  ( p i j  - x.) tem o s  mesmos v a l o r e s  que na  s i t u a -  
J 

ção  i n i c i a l  do exemplo a n t e r i o r .  

Por  o u t r o  l ado  

O l i m i t e  s u p e r i o r  é 101 e  e s t á  

t e  so lução :  

a s soc i ado  com a  seguin-  

'o' 
o 
1 

.o. 

E s t a  so lução  é v i á v e l  mas não Ó t i m a  porque 1 z . = 1  < 2 .  
1 

I 
O v a l o r  d e s t a  so lução  é 83. 

P e l a  informação da i t e r a ç ã o  a n t e r i o r ,  o  a lgor i tmo 6 

r e i n i c i a d o  no passo  10 ,  obtendo- se 



x = 0, para todo j E J ,  
i*j 

z = 1, ZDi, = 20 - 7 = 13, 
i* 

limite superior = 101 - A = 101 - 7 = 94. 
i* 

X = 1 5 - 6 = 9 ,  z = O ,  
4 4 

(x ) = ( o  o 1 1  o ) ,  
i* j 

limite superior=94 - A = 94 - 4 = 90. 
i* 



N e s t a  a l t u r a ,  como 1 x = 2 > 1 ,  e n t ã o  o  a l g o r i t m o  
i j* 

i 
d e v e r á  e s c o l h e r  um novo j* E J m a s  como J = 4 ,  i s t o  não  é pos  

v '  v  - 
s i v e l .  Assim, s e  s a t i s f a z  uma d a s  c o n d i ç õ e s  de pa rada .  

O l i m i t e  s u p e r i o r  o b t i d o  é o  Últ imo c a l c u l a d o :  n e s t e  

c a s o  o  v a l o r  é 90 o  q u a l  f o i  c a l c u l a d o  n a  3"teração. 



v á r i o s  métodos h e u r i s t i c o s  poderão s e r  u t i l i z a d o s  p a r a  

e n c o n t r a r  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  do problema ( P ) ,  e  p o r t a n t o ,  l i m i t e s  

i n f e r i o r e s  p a r a  V ( P )  Nas s e s o e s  s e g u i n t e s  sao  a p r e s e n t a d o s  t r ê s  

d e s s e s  métodos. 

Todas a s  h e u r i s t i c a s  p r o p o s t a s  podem t e r m i n a r  sem 

a c h a r  alguma s o l u ç ã o  v i á v e l .  Por  e s t a  r a z ã o ,  no método e x a t o  que 

s e  d e s c r e v e r á  no c a p i t u l o  I V  s e r á  usado um método que c o n s i s t e  

n a  a p l i c a ç ã o  s u c e s s i v a  dos  p r i m e i r o s  d o i s  a l g o r i t m o s  a p r e s e n t a-  

dos  n e s t e  c a p i t u l o .  

A s e g u i n t e  no tação  s e r á  n e c e s s á r i a :  dado um con jun to  

F  C I ,  - d e f i n e- s e  o  s e g u i n t e  problema de a l o c a ç ã o  g e n e r a l i z a d o :  

S e j a  x uma s o l u ç ã o  v i á v e l  de ( O F ) .  ~ n t ã o ,  de acordo 

com a  no tação  i n t r o d u z i d a  no c a p i t u l o  I 



será o valor de solução aproximada de (P) associada com F. 

Este algoritmo será aplicado sobre a versão (P1) de 

(P). É conveniente lembrar que (P1) pode ser visto como um pro- 

blema de alocação generalizado (PAG) com n+l clientes e m arma- 

zéns e onde o (n+l)-ésimo cliente pode ser alocado a no máximo 

m-L armazens. Assim sendo, uma boa alternativa para obter solu- 

ções viáveis é usar uma adaptação de alguma boa heuristica para 

o PAG. Neste trabalho será considerado o algoritmo descrito por 

MARTELLO e TOTH (26), no qual são introduzidas as modificações 

necessárias que permitem sua aplicação ao nosso problema (P'). 

No passo geral, o algoritmo que será proposto nesta 
- 

seçao, considera o conjunto dos clientes ainda não alocados, ou 

seja o conjunto 

(Aqui o (n+l)-ésimo cliente é considerado alocado quan - 

do I xij = m-L para j = n+l). A seguir escolhe-se um j* E Jl tal 
i 

que 

j* = arg max{max (p ) - max2(pij)1j = 1, n+l}, 
i j 

i i 

onde p = f . Logo efetua-se x :=  1 (ou zi* :=  1 se 
i,n+l i i*j* 

j = n+l), onde 

i* = arg maxip 1 . . ij* 



O a l g o r i t m o  t e rmina  com uma s o l u ç ã o  v i á v e l  quando o s  n  

c l i e n t e s  j E J foram a l o c a d o s .  Nes te  c a s o ,  n e s t a  s o l u ç ã o  v i á v e l ,  

não é n e c e s s á r i o  que o  c l i e n t e  n + l  t e n h a  s i d o  a locado  no s e n t i d o  

da  d e f i n i ç ã o  de a l o c a ~ ã o  dada acima. Como já f o i  d i t o  é p o s s i -  

v e l  que o  a l g o r i t m o  termine  sem e n c o n t r a r  uma s o l u ç ã o  v i á v e l .  

O s  d e t a l h e s  do a l g o r i t m o ,  que s e r á  chamado HRPLC 1 ,  

s ã o  e s t a b e l e c i d o s  n a  F i g u r a  111.1. 

h 

No a l g o r i t m o  HRPLC1, ( i  z . )  deno ta  uma s o l u ç ã o  v i & -  
i j '  i 

v e l  do problema (P  ' ) . Aqui é conven ien te  lembrar que z .=O indica no 
1 

problema de l o c a l i z a ç ã o  a s s o c i a d o ,  que o  armazém i é usado p a r a  

a t e n d e r  a  demanda de ao menos um c l i e n t e .  Caso c o n t r á r i o  z  = 1. 
i 

No p i o r  c a s o  e s t e  a l g o r i t m o  f a r á  m-L a l o c a ç õ e s  do 

( n + l ) - é s i m o  c l i e n t e .  Por  o u t r o  l a d o  o  v a l o r  minimo que L pode as - 

sumir  é 1. Ou s e j a ,  no p i o r  c a s o ,  h a v e r á  m-1  armazéns i ta i s  que 

z  = O ( O U  yi = 1) .  A complexidade do a l g o r i t m o  p a r a  a l o c a r  o s  
i 

o u t r o s  n  c l i e n t e s  a o s  m c e n t r o s  é O ( m m  l o g  m + n 2 )  ( v e r  

MARTELLO e  TOTH ( 2 6 ) ) .  P o r t a n t o  a  h e u r i s t i c a  HRPLC1 s e r  

implementada em tempo p r o p o r c i o n a l  a  m(mn l o g  m + n 2 ) .  



3. p a r a  todo  i E I f a z e r  a :=  b i ;  i 
4.  enquanto  H f @ f a z e r  

p a r a  todo  j E J 1  f a z e r  I := ( p i j l q j  ( a . 1  
j 1 

s e  I = @ ,  p a r a r .  ( N ~ O  f o i  p o s s i v e l  a c h a r  uma s o l u ç ã o  
j 

v i á v e l )  

c a s o  c o n t r á r i o  

c a s o  c o n t r á r i o  d  :=  max { p  1  - max { p  1 ;  
i j 2  i j  

i~ I i 
s e  d  > g e n t ã o  j 

f im 

g :=  d; j* :=  j ;  i *  :=  a r g  max {p ,  , I  

12 .  a . - .- a - 
i *  i *  qj*; 

13.  s e  j*  = n + l  e n t ã o  e  :=  e  + 1 ;  

14 .  Se e  = m - L e n t ã o  J t  := J 1  - { n + l 1 ;  

15 .  p a r a  todo  i E I - { i * )  f a z e r  2 := O i j *  
f i m  

h 

16 .  p a r a  todo  i t a l  que 2 = O e  2 =O, V j f a z e r  zi:=l. i i j 

f i m  

Fig. 111.1 - Algor i tmo HRPLC1 



No método d e s c r i t o  a  s e g u i r ,  a  i d é i a  é t e n t a r  a c h a r  

uma s o l u ç ã o  v i á v e l  do problema supondo que s e r á  usado um conjun-  

t o  H de L armazéns. Se i s t o  não f o r  p o s s i v e l  o  a l g o r i t m o  cons ide  - - 
r a r á  i t e r a t i v a m e n t e  a i n c l u s ã o  em H de algum armazém a i n d a  nao 

c o n s i d e r a d o ,  a t é  que uma s o l u ç ã o  v i á v e l  é encon t rada  ou a t é  que 

H = I .  

Uma d e s c r i ç ã o  formal  do a l g o r i t m o  é dada n a  F i g u r a  

Ang~sntm~ m ~ 2  

Comess 

1. E s c o l h e r  um c o n j u n t o  H de L armazéns;  

2 .  G :=  I - H; 

3. A p l i c a r  uma h e u r i s t i c a  ao problema Q 
H '  

( s e  uma s o l u ç ã o  v i á v e l  f o i  achada ,  p a r a r )  

4.  Se G = @ e n t ã o  p a r a r  (não  f o i  p o s s i v e l  a c h a r  uma so lução  vi;  - 

v e l )  

Caso c o n t r á r i o  

Comeap 

5.  e s c o l h e r  k  E G ; 

6 .  G :=  G - I k ) ;  

7. .- H :=  H U { k ) ;  

8 .  i r  a  3 

f i m  

f i m  

F i g .  111.2 - Algori tmo HRPLC2 



A complexidade d e s t a  h e u r i s t i c a  e s t á  dada  p e l o  p a s s o  

3 ,  o  q u a l  pode s e r  implementado em tempo O (mn l o g  m + n 2 )  ( v e r  

( 2 6 ) ) .  E s t e  p a s s o  é execu tado  ( n o  p i o r  c a s o )  m - 1  v e z e s .  P o r t a n t o  

a complexidade do a l g o r i t m o  s e r á  O (m(mn l o g  m + n 2 ) ) .  

Como o  s u c e s s o  do p a s s o  3  não  e s t á  g a r a n t i d o ,  e s t a  heu  - 

r i s t i c a  p o d e r á  t e r m i n a r  sem a c h a r  uma s o l u ç ã o  v i á v e l .  P a r a  melho - 

rar  a p r o b a b i l i d a d e  do s u c e s s o  podem-se d e f i n i r  c r i t é r i o s  p a r a  a 

e s c o l h a  i n i c i a l  do c o n j u n t o H  ( p a s s o  1) e  p a r a  a e s c o l h a  dos  

e l emen tos  que poderão  s e r  i n c l u i d o s  em H .  N a s  implementaçÕes f e i  - 

tas  n e s t e  t r a b a l h o ,  bons r e s u l t a d o s  foram o b t i d o s  usando o  c r i t é  - 

r i o  s e g u i n t e :  

( i )  C o l o c a r  o s  armazéns i E I n a  ordem não c r e s c e n t e  dos  va lo-  

r e s  de alguma função  h  e  
i ' 

( i i )  i n c l u i r  em H o s  p r i m e i r o s  L a rmazéns ,  e  p o s t e r i o r m e n t e ,  n a  

medida que f o r  n e c e s s á r i o ,  i r  i n c l u i n d o  em H o s  armazens 

I1melhor  colocado^^^. 

A função  h  u s a d a  a q u i  f o i  h  = b . / f i .  O u t r a s  funções  
i i 1 

podem s e r  - f  b i ,  e t c .  Em q u a l q u e r  c a s o ,  a complexidade do a l -  
i ' 

g o r i t m o  c o n t i n u a r á  sendo a mesma. 

U m a  mane i ra  de g a r a n t i r  o  s u c e s s o  n a  b u s c a  de uma s o l u  

ção  v i á v e l  s e r i a  u t i l i z a r  no p a s s o  3  um método e x a t o  em l u g a r  de 

um método aproximado. Nes te  c a s o ,  dev ido  a complexidade do pro-  

blema a s e r  r e s o l v i d o  no p a s s o  3 ,  e s t e  a l g o r i t m o  poderá  c h e g a r  a 

t e r  um c u s t o  computac ional  mui to  a l t o .  



E s t e  método s e  i n i c i a  com uma s o l u ç ã o  v i á v e l  n a  q u a l  

todos  o s  armazéns s ã o  u t i l i z a d o s  ( o u  s e j a  yi = 1, p a r a  todo 

i E I ) .  Se e s t a  s o l u ç ã o  não e s t i v e r  d i s p o n i v e l ,  e n t ã o  o  método 

não pode s e r  a p l i c a d o .  No passo  g e r a l ,  dado um c o n j u n t o  

M = I i  E 1 I y  = 1 1 ,  e s c o l h e- s e ,  p a r a  e x c l u i r  de M ,  um armazém k  
i 

t a l  que a s o l u ç ã o  v i á v e l  do problema de a locação  Q e  me- 
M-tk) 

l h o r  que a  do problema Q O a l g o r i t m o  t e rmina  quando não e x i s t e  
M *  

nenhum k  E M t a l  que s u a  e x c l u s ã o  melhore a  a t u a l  s o l u ç ã o  vi;- 

v e l ,  ou e n t ã o  quando 1 ~ 1  = L .  

O s  p a s s o s  d e s t e  a l g o r i t m o  s ã o  d e s c r i t o s  n a  F i g u r a  

P a r a  c a l c u l a r  a  complexidade d e s t e  método, pode-se 

c o n s i d e r a r  o  número N ( Q )  de vezes  que o  passo  2 é executado.  O 

p i o r  c a s o  c o n s i s t e  n a  e x c l u s ã o  de um elemento  de M d e p o i s  de 

t e s t a r  todos  o s  e lementos  de G ,  a t é  que 1 ~ 1  = L .  I s t o  i m p l i c a  

que 

P o r t a n t o ,  é p o s s i v e l  c o n c l u i r  que a  implementação des-  

t e  a l g o r i t m o  pode s e r  f e i t a  em tempo p r o p o r c i o n a l  2 



Gomecp 

1. M := I ;  G := I ; 

2 .  Achar uma s o l u ç ã o  v i á v e l  de Q ( s e  não f o r  p o s s i v e l ,  pa- 
M '  

rar)  

4.  enquanto  I M I  > L ,  e f e t u a r  

5 .  Se G = $ ,  p a r a r :  ( a  s o l u ç ã o  v i á v e l  é X ) ,  

c a s o  c o n t r á r i o  e s c o l h e r  k  E M e  f a z e r  G :=  G - [ k l ;  

6 .  a c h a r  uma s o l u ç ã o  v i á v e l  2 de Q . Se não f o r  p o s s i -  
M-{kl 

v e l ,  i r  a 5 .  

7 .  s e  v ( 2 )  v(;) i r  a 5 ,  
A 

- 
c a s o  c o n t r a r i o ,  x :=  x ; M :=  M-{k) ; G :=  M ;  

f i m  

f i m  

F i g .  111.3 - Algor i tmo HRPLC3 



Neste  c a p i t u l o  descreve- se  um a l g o r i t m o  enumerat ivo do 

t i p o  "branch and bound" p a r a  e n c o n t r a r  uma s o l u ç ã o  Ó t i m a  do pro-  

blema ( P )  formulado no c a p i t u l o  I .  A s e g u i r  s e  a p r e s e n t a  a  t e r m i  - 

n o l o g i a  b á s i c a  p a r a  a  d e s c r i ç ã o  do método. 

De um modo g e r a l ,  um método de "branch and bound" con - 
s i s t e  no p a r t i c i o n a m e n t o  do c o n j u n t o  de s o l u ç õ e s  v i á v e i s  do pro-  

blema em subcon jun tos  sucess ivamente  menores,  o s  q u a i s  permitem 

o b t e r  c o t a s  ( l i m i t e s )  p a r a  o  v a l o r  de função o b j e t i v o .  E s t e s  li- 
- 

m i t e s  s ã o  c a l c u l a d o s  a  p a r t i r  de subproblemas (que  s ã o  v e r s o e s  

r e l a x a d a s  do problema o r i g i n a l )  a s s o c i a d o s  com cada  um dos  sub- 

c o n j u n t o s  da p a r t i ç ã o .  Alguns dos  subcon jun tos  ge rados  poderão 

s e r  d e s c a r t a d o s  em função dos  l i m i t e s  c a l c u l a d o s .  O método t e rmi  - 

n a  quando cada  subcon jun to  produz uma s o l u ç ã o  v i á v e l  ou quando 

s e  pode m o s t r a r  que e l e  não pode f o r n e c e r  uma s o l u ç ã o  melhor que 

a  melhor s o l u ç ã o  v i á v e l  d i s p o n i v e l .  

S e j a  ( Q )  um problema da  forma 

S e j a  ( Q . )  o  subproblema a s s o c i a d o  ao subconjunto  i da 
1 

p a r t i ç ã o .  O s  e lementos  b á s i c o s  que compõem um esquema de "branch 

and bound" s ã o  o s  s e g u i n t e s :  



(i) uma regra de separação (ou particionamento, ~ ~ " b r a n c h i n g ~ ~ )  

que permitirá construir uma lista de subproblemas (proble- 

mas candidatos). Esta regra é usada para particionar 

SV(Q.) em subconjuntos S 
i19 'i27 

. . . , S tais 
1 

q 
iq 

(ii) uma relaxação de Q, ou seja, um problema do tipo 

tal que para todo x, y E S tem-se que 

(iii) Um método de cálculo de V(QR). Este valor é um limite supe - 

rior para V(Q) . 

(iv) uma regra para selecionar da lista de problemas candida- 

tos, o seguinte problema a ser processado. 

(v) (opcional) uma heuristica para encontrar soluçÕes viáveis 

de (Q) e, em conseqüência, um limite inferior para V(Q). 

(vi) (opcional) métodos que permitam uma redução fixando os va- 

lores de algumas variáveis ou descartando alguns dos pro- 

blemas da lista. 

Obviamente, a qualidade dos elementos enumerados aci- 

ma, terá uma influência muito grande na velocidade de convergên- 

cia do método. Por exemplo, uma pequena diferença entre o limite 

inferior e superior fará que o número de soluçÕes do problema 

que deverão ser enumerados explicitamente seja pequeno; etc. 



A seguir descrevem-se os passos do método proposto pa- 

ra resolver o problema (P). Nesta descrição o simbolo SV sera 

usado em lugar da expressão ltsolução viávellt. 

Passo l: (~nicializa~~o) Colocar (P) na lista de subproblemas. 

Opcionalmente, usar alguma heuristica para obter um li- 

mite inferior LI. ~ e n ã . ~  fazer LI : =  - rn. 

Passo 2: (seleção de um subproblema da lista). Se a lista está 

vazia, parar: a solução associada com LI é Ótima (ou, 

o problema (P) não tem solução se LI = - rn). Caso con- 

trário escolher um subproblema (P ) e removê-lo da lis- 
k 

ta. 

Passo 3: (Limite superior). Resolver a relaxação ( L R ~ )  de (pk) 

para achar um limite superior LS 
k' 

Se LSk 2 LI, voltar ao passo 2. 

Se LSk > LI : se a solução de (LR ) não for viável, ir 
k 

ao passo 4; caso contrário, se o valor da solução de 

(LR ) for maior que LI, então atualizar a SV e o limite 
k 

LI. Ir ao passo 5. 

Passo 4: (Limite inferior: opcional). Usar a solução de ( LRk) 

para achar uma SV, utilizando alguma heuristica. Se o 

valor da solução é maior que LI, então, atualizar a SV 

e LI. 



Se LSk > L I ,  i r  ao  p a s s o  5. s e n ã o ,  v o l t a r  ao  p a s s o  2. 

Passo 5: Se alguma v a r i á v e l  
'i 

e s t i v e r  l i v r e  ( n ã o  f i x a d a  em O 

ou 1) i r  ao  p a s s o  6 .  s e n ã o ,  ou s e j a  s e  y  = O ou 1 ,  pa- 
i 

ra  todo  i E I ,  u t i l i z a r  um a l g o r i t m o  e x a t o  p a r a  r e s o l -  

v e r  o  problema de a l o c a ~ ã o  g e n e r a l i z a d o  d e f i n i d o  p e l o  

c o n j u n t o  de armazéns { i l y  = 1 ) ;  a t u a l i z a r  a SV e  
i 

L I  

s e  a s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a  f o r  melhor  que a a t u a l ;  i r  ao  

p a s s o  2 .  

Passo 6: ( ~ e d u ~ ã o :  o p c i o n a l )  F i x a r  o s  v a l o r e s  de algumas v a r i á -  

v e i s  y  em O ou 1 ,  u t i l i z a n d o  algum método de redução .  
i 

Passo 7: ( s e p a r a ç ã o  ou "b ranch ing"  ) E s c o l h e r  uma v a r i á v e l  y  e  g g  i 

rar d o i s  novos subproblemas:  ( P  ) f azendo  y  = O em 
ko i 

( P k ) ,  e  (pkl  ) f azendo  y  i = 1 em ( P ~ ) .  co locá-10s  n a  

l i s t a  n e s s a  ordem e  i r  ao  p a s s o  2. 

O procedimento  d e s c r i t o  acima pode s e r  r e p r e s e n t a d o  

p o r  uma á r v o r e  b i n á r i a  (chamada á r v o r e  de  b u s c a  ou de "branch  

and bound")  com r a i z ,  o  v é r t i c e  c o r r e s p o n d e n t e  ao  problema o r i g i  - 

n a l ,  e  onde o s  s u c e s s o r e s  do v é r t i c e  k e s t ã o  a s s o c i a d o s  com o s  

subproblemas  ( P k o )  e  ( P k l ) g e r a d o s  a p a r t i r  de ( P  ) p e l a  k  
r e g r a  

de  "b ranch ing"  do p a s s o  7 .  

No p a s s o  1 podem s e r  u t i l i z a d a s  as h e u r i s t i c a s  d e s c r i -  

tas  no c a p i t u l o  1 1 1 ,  p a r a  o b t e r  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  e  l i m i t e s  i n f e -  

r i o r e s .  N a  implementação do método f o i  a p l i c a d o  um a l g o r i t m o  em 

duas  f a s e s :  a p r i m e i r a  c o n s i s t e  d a  a p l i c a ç ã o  d a  h e u r i s t i c a  

HRPLC1 e ,  no c a s o  de não c o n s e g u i r  uma SV, u t i l i z a - s e ,  n a  segun-  

d a  f a s e ,  a h e u r i s t i c a  HRPLC2. 



O c r i t é r i o  de e s c o l h a  do problema d a  l i s t a  

( p a s s o  2 )  é "Últ imo em e n t r a r ,  p r i m e i r o  a sa i r t t  ('UEPS ou t lLIFOt l ) .  

P o r t a n t o  a l i s t a  de subproblemas é ,  n a  r e a l i d a d e  uma " p i l h a "  de 

problemas  e ,  t o d a  vez  que deve s e r  f e i t a  uma s e l e ç ã o ,  o  

problema a s e r  e s c o l h i d o  é a q u e l e  que e s t á  no topo  d a  p i l h a .  

E s t e  c r i t é r i o  d e f i n e  um p r o c e s s o  de b u s c a  em pro fund idade  n a  

á r v o r e  de  "branch  and boundt t .  Nes te  c a s o  a i d é i a  é e n c o n t r a r  o  

m a i s  r ap idamen te  p o s s i v e l  uma SV do problema.  

No c á l c u l o  de um l i m i t e  s u p e r i o r  no p a s s o  3  f o i  a d o t a  - 
do o  s e g u i n t e  procedimento :  s e  o  problema a s e r  r e s o l v i d o  f o r  

( L R ~ )  ( o u  s e j a ,  no v é r t i c e  i n i c i a l )  e n t ã o  é u t i l i z a d o  o  MAM des-  

c r i t o  no c a p i t u l o  11. Nos v é r t i c e s  i n t e r m e d i á r i o s ,  o s  l i m i t e s  

s u p e r i o r e s  foram o b t i d o s  c a l c u l a n d o  s implesmente  o s  e f e i t o s  de 

f a z e r  y  = O ou yi  = 1 em ( P  ) .  N ~ O  foram r e a l i z a d a s  i t e r a ç õ e s  
i k 

a d i c i o n a i s  p a r a  me lhora r  o s  l i m i t e s .  

No p a s s o  4 ( q u e  é o p c i o n a l )  o  método h e u r i s t i c o  é a p l i  - 
cado s o b r e  o  PAG d e f i n i d o  p e l o  c o n j u n t o  ( i l y  = 1 no problema 

i 
l a g r a n g e a n o  do p a s s o  3 ) .  O método e s c o l h i d o  é o  d e s c r i t o  Por  

MARTELLO e  TOTH ( 2 6 ) .  

O s  p o s s i v e i s  métodos de r edução  a serem u t i l i z a d o s  no 

p a s s o  6 ,  s e r ã o  d e s c r i t o s  n a  s e ç ã o  s e g u i n t e .  

Para r e s o l v e r  o  PAG do p a s s o  5 ,  f o i  usado o  método que 

MARTELLO e  TOTH apresentam em ( 2 6 )  e  ( 2 7 ) .  Ou t ros  métodos podem 

s e r  e n c o n t r a d o s  em ROSS e  SOLAND ( 3 5 )  e  FISHER e t  a l i i  ( 1 4 ) .  

F i n a l m e n t e ,  a e s c o l h a  d a  v a r i á v e l  p a r a  s e p a r a-  ,. 
ç ã o  f o i  f e i t a  d a  s e g u i n t e  forma: s e j a  { A  . I  j E J )  O c o n j u n t o  de 

J 
m u l t i p l i c a d o r e s  c o r r e s p o n d e n t e s  a o  l i m i t e  s u p e r i o r  d e r i v a d o  de 



( L R  ) .  Considere- se  p a r a  todo i E I o  s e g u i n t e  problema de mochi 
1 

l a  em v a r i á v e i s  0-1: 

x E (O, 1 1 ,  j E J ,  
i j 

i 
e  definamos o = V ( K  ) - f i .  

i 

A v a r i á v e l  a  s e r  s e p a r a d a  é y  , onde i é t a l  
i o  o  

Cada v é r t i c e  da á r v o r e  de "branch and bound" que r e p r e  - 

s e n t a  o  a l g o r i t m o  d e s c r i t o ,  e s t á  a s s o c i a d o  a  um subproblema. E s -  

t e  subproblema f i c a  d e f i n i d o  por  um v e t o r  que contém a  informa-  

ção  s o b r e  o  e s t a d o  d a s  v a r i á v e i s  y  (que  pode s e r  0 ,  1 ou li- 
i 

v r e s )  e  o s  v a l o r e s  de L e  U a t é  e s s e  momento. 

Um v é r t i c e  t e r m i n a l  da  á r v o r e  de busca  é aque le  v é r t i -  

c e  k  onde não ex i s t em v a r i á v e i s  y  l i v r e s ,  ou s e j a  onde yi = O i 
ou 1 p a r a  todo i E I .  Se num v é r t i c e  t e r m i n a l  k ,  LSk > LI e n t ã o  

deve- se r e s o l v e r  um PAG e ,  s e  f o r  o  c a s o ,  a t u a l i z a r  a  SV e  o  l i-  

mi te  i n f e r i o r  L I .  

Se em algum v é r t i c e  k  a c o n t e c e r  que LS < L I  e n t ã o  o  k  - 
problema da  l i s t a  deve s e r  e s c o l h i d o .  E s t a  operação i m -  

p l i c a  uma " v o l t a  a t r á s "  (ou  "back t rack ing"  ) na á r v o r e  de "branch 

and bound", a t é  o  v é r t i c e  a s s o c i a d o  ao problemana l i s t a .  



Algumas r eduções  no tamanho do problema podem s e r  con- 

s e g u i d a s  u t i l i z a n d o  o  l i m i t e  i n f e r i o r  L I  e  algumas p e n a l i d a d e s  

que podem s e r  c a l c u l a d a s  a p a r t i r  do problema l ag rangeano .  P a r a  

um dado v é r t i c e  s e  o  l i m i t e  s u p e r i o r  o b t i d o  usando e s s a s  p e n a l i -  

d a d e s ,  é menor que L I ,  e n t ã o  a cond ição  p e n a l i z a d a  não pode acòn - 

t e c e r  e ,  p o r t a n t o ,  pode s e r  d e s c a r t a d a  de f u t u r a s  c o n s i d e r a ç õ e s  

em q u a l q u e r  v é r t i c e  d a  s u b á r v o r e  com r a i z  o  v é r t i c e  a t u a l .  

v á r i o s  métodos de c á l c u l o  de p e n a l i d a d e s  podem s e r  en- 

c o n t r a d o s  n a  l i t e r a t u r a  e  que poderiam s e r  a p l i c a d o s  a q u i .  Ver 

p o r  exemplo ( 5 )  e  ( 8 ) .  N e s t a  s e ç ã o  s e  descrevem t r ê s  d e s s e s  rné- 

t o d o s .  

Sejam k o  v é r t i c e  a t u a l  n a  á r v o r e  de "branch  and 

bound" e  ( P  ) o  c o r r e s p o n d e n t e  problema c a n d i d a t o .  Dada uma s o l u  
k - 

ç ã o  ( x * ,  y* )  do problema d u a l  l ag rangeano  de ( P  ) d e f i n e- s e  k 

Definem-se também o s  s e g u i n t e s  c o n j u n t o s :  

K2 = { i l y .  é l i v r e }  
1 

Nota r  que K C M e  que o s  e l emen tos  de K não podem f a  
1 - o  - 

z e r  p a r t e  d a  s o l u ç ã o  do d u a l  l ag rangeano .  



O s  métodos de redução  que s e r ã o  c o n s i d e r a d o s  n e s t e  t r a  - 
b a l h o  s ã o  o s  s e g u i n t e s :  

( i )  ~ é t o d o  p a r a  f i x a r  y = O onde i M ( o u  i E I - M - K ) 
i o  

E s t e  método e s t á  baseado n a  p e n a l i d a d e  de i n c l u i r  i em 

M, ou s e j a ,  de i n c l u i r  o  armazém i n a  s o l u ç ã o  do problema d u a l  

l ag rangeano .  E s t a  p e n a l i d a d e  e s t á  dada  p o r  

m i n ( 0 ,  min { o  . I -  a i ) ,  s e  I M I  f U e  I M I  = L .  
j EM-K J 

1 

Nes te  c a s o  s e  LS - pl  k 
< L I ,  e n t ã o  y deve s e r  f i x a d a  

i 

( i i )  Método p a r a  f i x a r  y = 1 onde i E M - K 
i 1 

Aqui é c o n s i d e r a d a  a p e n a l i d a d e  de e x c l u i r  de M O 

armazém i t a l  que y permanece l i v r e  a t é  o  v é r t i c e  k .  O v a l o r  
i 

d e s t a  p e n a l i d a d e  é 

a i  - max(0,  max (a.1) s e  1 ~ 1  f L ,  e  
j €1-M-K J 

o  

Se LSE 
- Po 

< L I ,  e n t ã o  a v a r i á v e l  y deve s e r  f i x a d a  
i ' 

em 1. 



( i i i )  ~ é t o d o  p a r a  d i m i n u i r  a d i f e r e n ç a  U - L 

U m a  pequena d i f e r e n ç a  e n t r e  o  número máximo e  minimo 

de  armazéns ,  p o d e r á  me lhora r  o  l i m i t e  s u p e r i o r  e  o  poder  de "po- 

da" d a s  p e n a l i d a d e s  c a l c u l a d a s  nos  d o i s  métodos a n t e r i o r e s .  Se 

no v é r t i c e  k s e  e s t a b e l e c e  a cond ição  de que n a  s o l u ç ã o  Ó t i m a  

h a v e r á  exa tamente  q  armazéns i t a i s  que y = 1 ,  e n t ã o  o  v a l o r  do 
i 

l i m i t e  s u p e r i o r  s e r á  

onde ,  de aco rdo  com a n o t a ç ã o  i n t r o d u z i d a  no c a p i t u l o  1 1 ,  

max . { a .  1 i E K I é O j-ésimo maior  a  t a l  que y a i n d a  é uma va- 
J 1 2 i i 

r i á v e l  l i v r e .  

Se LS; < L I  e n t ã o  pode- se f a z e r  L :=  L + 1 s e  q  = L, 

ou U : =  U - 1 s e  q  = U .  

É i m p o r t a n t e  r e s s a l t a r  que t o d o s  e s t e s  métodos p r e s e r  - 

vam a cond ição  de que n a  s o l u ç ã o  Ó t i m a  o  n h e r o  de armazéns i 

ta is  que y = 1 e s t a r á  no i n t e r v a l o  [L,  U] . 
i 

Com o  o b j e t i v o  de i l u s t r a r  o  a l g o r i t m o  de " b r a n c h  and 

bound" d e s c r i t o  n e s t e  c a p i t u l o ,  s e r á  c o n s i d e r a d o  um exemplo com 

o s  s e g u i n t e s  dados :  



No vértice inicial da árvore (vértice 1) o limite infe - 

rior (LI) e o limite superior (LS) são 1961 e 2393,respectivamen - 

te. Para o cálculo do LI foram utilizados os algoritmos HRPLC1 e 

HRPLC2 de maneira sugerida na seção 111.4. Por outro lado, o LS 

foi calculado utilizando o método de ajuste de multiplicadores 

(MAM) proposto no capitulo 11. Neste caso, o MAM forneceu como 

subproduto uma nova solução viável de valor 2036. Este valor 

permite a atualização da solução viável e do LI. 

Os multiplicadores associados com LS foram 

Com estes valores é possivel calcular a para todo 
i 

i E I, resolvendo os problemas ( K . )  da seção IV.2, resultando 
1 

(a. ) = (-120 -332 -273 -339 -760) 
1 

Como não se satisfaz o critério de otimalidade deveria 

ser escolhida uma variável para separar. Antes de efetuar a sepa - 
- - 

raçao, são aplicados os métodos de redução (i) e (ii) da seçao 

anterior. Estes métodos permitiram fixar em O a variável y 
5 ' 



P a r a  de te rminar  a  v a r i á v e l  a  s e r  s epa rada  obtém-se i 
o  

t a l  que 

a = max ( a  1 , 
i i 

o  ~ E K  
2  

e  é e s c o l h i d a  p a r a  s e p a r a r  a v a r i á v e l  y  . Neste caso  i = 1. 
i O 

O 

Dois novos v é r t i c e s  s ão  c r i a d o s :  um a s soc i ado  a  y  = 1 e  o  o u t r o  
1 

a y1 = 0 .  O s e g u i n t e  v é r t i c e  e  s e r  cons ide rado  é o  assoc iado  com 

Y1 
= 1. Neste v é r t i c e  (LI ,  LS)  = (2036,  2393) ,  p o r t a n t o  uma nova 

v a r i á v e l  é e s c o l h i d a  p a r a  s e p a r a r ,  c r i ando  mais d o i s  v é r t i c e s .  

E s t e  p rocesso  con t i nua  a t é  que no v é r t i c e  5 o s  l i m i t e s  

s ã o  ( L I ,  L S )  = (2036,  2052) .  Neste ponto  é r e s o l v i d o  um PAG c u j a  

so lução  tem v a l o r  2036. Aqui deve s e r  f e i t a  uma t t v o l t a  a t r á s t t  ou 

I tback t rack ing t t  a t é  o  v é r t i c e  6 ,  onde o  problema cand ida to  asso-  

c i a d o  é não v i á v e l .  

O procedimento t e rmina  depo i s  que todos  o s  v é r t i c e s  

c r i a d o s  s ã o  cons ide rados .  I s t o  acon tece  no v é r t i c e  9.  A á rvo re  

completa é mostrada  na  F igu ra  IV.l. 

A so lução  Ótima do problema corresponde à Última so lu-  

ção v i á v e l  encon t rada .  O s  v a l o r e s  Ótimos s ão  

onde,  x  = i imp l i ca  que ,  p a r a  o  c l i e n t e  j ,  
j O 



l s e i = i  
o 

x* 
i j  

o 
O p a r a  t o d o  i f i . 

O 

Nes te  exemplo, o s  métodos de redução  ( i )  e ( i i )  foram 

a p l i c a d o s  em c a d a  um dos  v é r t i d e s  d a  á r v o r e .  U m a  comparação com 

a á r v o r e  r e s u l t a n t e  de a p l i c a r  o a l g o r i t m o  sem i n c l u i r  o s  méto- 

E ig .  I V . l  - Árvore de "branch  and boundtt  p a r a  o exemplo 



dos  de  r edução  p e r m i t e  t e r  uma i d é i a  d a s  v a n t a g e n s  de  s u a  u t i l i  - - 
zaçao .  O s  dados r e l e v a n t e s  s ã o  mos t rados  n a  T a b e l a  I V . l .  

~ é r , t i c e s  t e r m i n a i s  

~ e u r i s t i c a s  a p l i c a d a s  

SAPts  r e s o l v i d o s  
- - 

I 

TABELA I V . l  

SEM REDUÇÃO 

31 

7 

1 3  

3 

N a  á r v o r e  mos t rada  n a  F i g u r a  I V . l  o s  números nos  v é r t i  - 

COM REDUÇÃO 

9 

3  

2 

3 

c e s  indicam a ordem em que e l e s  foram p r o c e s s a d o s ;  o s  p a r e s  

, -) r ep resen tam ( L I ,  LS )  no v é r t i c e .  

O a l g o r i t m o  de Itbranch and boundtt  p r o p o s t o  n e s t e  c a p i-  

t u l o ,  f o i  c o d i f i c a d o  em FORTRAN I V  e  rodado num computador 

UNISYS A10 do ~ Ú c l e o  de computação E l e t r ô n i c a  d a  Unive r s idade  

F e d e r a l  do Rio de J a n e i r o .  Foram t e s t a d o s  60  problemas g e r a d o s  

a l e a t o r i a m e n t e .  O s  l u c r o s  c  e  demandas q s ã o  números i n t e i r o s  
i j j 

s e l e c i o n a d o s  de uma d i s t r i b u i ç ã o  uni forme e n t r e  1 e  40 ,  e  e n t r e  

5 e  25,  r e s p e c t i v a m e n t e .  

O s  60  problemas  d a  amos t ra  foram agrupados  de acordo  

com c e r t o s  v a l o r e s  de b  d a  s e g u i n t e  manei ra :  
i ' 

Grupo 1: b; = 1 , 8  1 q,/m, 



Grupo 2: b ,  = 1 , 5  1 q l /m,  

Grupo 3 :  b = 1 , 2  1 q . /m.  
i 

j 
J 

O s  c u s t o s  f i x o s  c o n s i d e r a d o s  foram f  = 10  n/m. 
i 

os  
r e s u l t a d o s  s ã o  mos t rados  n a  T a b e l a  IV.2. Den t ro  de c a d a  grupo 

t e s t a r a m- s e  c i n c o  problemas  p a r a  c a d a  p a r  de  v a l o r e s  de m e  n .  

P a r a  c a d a  um d e s s e s  c o n j u n t o s  de c i n c o  problemas  s e  m o s t r a  o tem - 

po médio e  máximo de execução ,  em segundos ,  e x c l u i n d o  o s  tempos 

de e n t r a d a  e  s a i d a .  

A c o l u n a  (1) d a  t a b e l a  contém d o i s  dados :  o  p r i m e i r o  é 

o número de problemas  que n e c e s s i t a r a m  r a m i f i c a ç ã o  e ,  o  segundo 

( e n t r e  p a r ê n t e s e s )  a d i f e r e n ç a  p e r c e n t u a l  média do l i m i t e  SuPe- 

r i o r  r e s p e i t o  do v a l o r  ó t imo do problema.  

O s  dados  n a  c o l u n a  ( 2 )  correspondem a o  número de pro-  

blemas que s e  r eduz i ram a um problema de a l o c a ç ã o  g e n e r a l i z a d o  

( P A G ) .  É c l a r o  que e s t e  número aumenta n a  medida que a d i f e r e n ç a  

e n t r e l b  e l q j  d i m i n u i .  
i 

i j 

A informação d a  T a b e l a  I V .  2  m o s t r a  que ,  a p e s a r  do pe- 

queno p o r t e  dos  problemas ,  o  a l g o r i t m o  p r o p o s t o  é v i á v e l .  

Alguns t e s t e s  a d i c i o n a i s  foram f e i t o s  s o b r e  problemas  

de  ma io r  tamanho. O s  tempos de execução  n e s t e s  problemas most ra-  

r a m  uma f o r t e  dependênc ia  dos  tempos de execução  n a  s o l u ç ã o  dos  

PAG. Em t o d o s  o s  problemas  t e s t a d o s ,  a s o l u ç ã o  dos  PAG consumiu 

e n t r e  9 4  e  99% do tempo t o t a l  de execução .  



GRUPO 

TABELA IV.2 

Existem pelo menos duas maneiras de melhorar os resul - 
tados obtidos: a primeira é o uso de programação dinâmica para 

resolver os problemas da mochila 0-1 no algoritmo de cálculo do 

limite superior ou, a utilização de um código mais eficiente,co- 

mo por exemplo os de FAYARD e PLATTEAU (11) ou MARTELLO e TOTH 

(28); a segunda possibilidade de melhora, é a utilização do al- 

goritmo de FISHER et alii (14) para resolver os PAG's. Este algo - 

ritmo precisa aproximadamente 1/10 do tempo do algoritmo de 

MARTELLO e TOTH (26), naqueles PAG's considerados mais dificeis. 



Nes te  c a p i t u l o  s e r ã o  d i s c u t i d a s  r e l a x a ç õ e s  l ag rangea -  
* 

n a s  nao  c o n v e n c i o n a i s ,  v i s a n d o  a ob tenção  de l i m i t e s  s u p e r i o r e s  

que podem s e r  c o n s i d e r a v e l m e n t e  mais f o r t e s  que nos  métodos 

c l á s s i c o s .  

E s t e s  métodos,  que s e r ã o  chamados de decomposição 

l a g r a n g e a n a ,  c o n s i s t e m  n a  formulação  de um problema ( ~ 1 )  equiva-  

l e n t e  ao  problema o r i g i n a l  ( P ) ,  c r i a n d o  uma ( o u  v á r i a s )  c Ó p i a ( s )  

d o s  v e t o r e s  d a s  v a r i á v e i s  de d e c i s ã o ,  u t i l i z a n d o  c a d a  uma d e l a s  

em c a d a  c o n j u n t o  de r e s t r i ç õ e s  de ( P ) .  A s s i m  s endo ,  é p o s s i v e l  

d e f i n i r  uma r e l a x a ç ã o  l a g r a n g e a n a  de ( P l )  que decompõe a d i t i v a -  

mente em v á r i o s  subproblemas ,  onde c a d a  um dos  q u a i s  c o n s e r v a  um 

dos  s u b c o n j u n t o s  de r e s t r i ç õ e s  de ( P ) .  

E s t e  t i p o  de método vem sendo pesqu i sado  e  u t i l i z a d o  

p o r  v á r i o s  a u t o r e s  desde  1975. No e n t a n t o ,  f o i  nos  t r a b a l h o s  de 

GUIGNARD e  K I M  (18)  e  ( 1 9 ) ,  onde as i m p l i c a ç õ e s  e  p r o p r i e d a d e s  

d e s t e  novo uso  d a  r e l a x a ç ã o  l a g r a n g e a n a  s ã o  e s t u d a d o s  mais s i s t e  - 
mat icamente .  

N a s  s e ç õ e s  V . 2  e  V . 3  d e s t e  c a p i t u l o ,  s e  f a z  uma des-  

c r i ç ã o  g e r a l  dos  métodos de decomposição de l a g r a n g e a n a .  Logo,na 

s e ç ã o  V . 4  s e  a p r e s e n t a  um exemplo p a r a  i l u s t r a r  a p o t e n c i a l  me- 

l h o r a n o s l i m i t e s .  F i n a l m e n t e ,  n a  s e ç ã o  V . 5  s e  d i s c u t e  a a p l i c a -  

ção  d e s t e s  novos métodos ao  problema de l o c a l i z a ç ã o  c a p a c i t a d o .  



V . 2  - &'PODO 1 ( G U I G N A R D  e  K I M  ( 1 8 )  e  ( 1 9 ) )  

Cons ide re- se  o  s e g u i n t e  problema de  programação l i n e a r  

i n t e i r a :  

( P )  max f x  

T n  n  
onde f E R , x E R , b  E R' e  d  E R ~ - ' ;  A e  C s ã o  m a t r i z e s  de 

dimensões a p r o p r i a d a s .  supõe-se que as r e s t r i ç õ e s  ( ~ . 1 ) ,  ( V . 2 )  
- 

e  ( v . 3 )  def inem um c o n j u n t o  não v a z i o ,  ou s e j a ,  supoe- se que o  

problema ( P )  é v i á v e l .  

Depois  de c r i a r  uma c ó p i a  de v e t o r  x  d a s  v a r i á v e i s  de  

d e c i s ã o ,  pode- se f o r m u l a r  o  s e g u i n t e  problema e q u i v a l e n t e  a ( P ) :  

( P l )  max f x  



Duas relaxacões lagrangeanas de (P) podem ser defini- 

das: a primeira consiste na dualização das restrições (v.1) em 

(P) utilizando o vetor de multiplicadores duais v > O; na segun- - 

da relaxação é dualizado o conjunto de restrições (V.5) em ( ~ 1 )  
n 

associando-lhe o vetor de multiplicadores w
T 

E R . Os problemas 

lagrangeanos resultantes são, respectivamente, 

( P R ~ )  max (f - vA)x+ vb, 

e 

(PRw) max fx + w(y - x) 

s.a (~.4), (v.6) e (v.7). 

oui equivalentemente, 

(PRw) max (f-w) x + max wy 

Associado com (PR ) e (PR~), respectivamente, definem- 
v 

se os seguintes problemas duais lagrangeanos: 

(R) min V(PRV) , e 
>o v- 



4 C,! 

( D 1 )  min V ( P R  ) .  
W 

W 

O s e g u i n t e  teorema g a r a n t e  que o  l i m i t e  f o r n e c i d o  p o r  

( ~ 1 )  é,  no p r i o r  c a s o ,  i g u a l  ao f o r n e c i d o  p o r  ( R ) .  

Teorema V.1 (GUIGNARD e  K I M  ( 1 8 )  e  ( 1 9 ) )  

O o  
Cons ide re- se  v  E S n ( R ) ,  = v  A ,  e  s e j a  ( x O ,  y O )  E 

SO(PR-). ~ n t ã o  
W 

( i i )  V ( D 1 )  - < V ( R )  

Teorema V.2 (GuIGNARD e  K I M  ( 18) e  ( 1 9 ) )  

Sejam ( R l )  e . ( R 2 )  o s  problemas  d u a i s  a s s o c i a d o s  com 

as duas  r e l a x a ç õ e s  l a g r a n g e a n a s  c l á s s i c a s  o b t i d a s  r e l a x a n d o  

( V . l )  e  ( ~ . 2 ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  Se algum dos  subproblemas de 

(PRw) s a t i s f a z  a p r o p r i e d a d e  da  i n t e g r a l i d a d e  e n t ã o  

Demonstraq&o: Ver ( 1 8 )  e  ( 1 9 )  

U m a  obse rvação  i m p o r t a n t e  é que a d i f e r e n ç a  e n t r e  

V ( D 1 )  e  V ( R )  pode v i r  de duas  f o n t e s :  

( i )  V(PR ) < VíPR ) p a r a  w = vA. Se não s e  s a t i s f a z  a complemen 
W - v  - 

t a r i e d a d e  d a s  f o l g a s  h a v e r á  uma d i f e r e n ç a  e n t r e  V(PR ) e  
W 



( i i )  Pode h a v e r  o u t r o s  v a l o r e s  de w que não se jam d a  forma w = 

vA, v  > O ,  e  que fornecem melhores  l i m i t e s .  I s t o  porque - 

V ( D 1 )  = min V(PR ) < V ( P R  ) ,  V w.  
W -  W 

W 

N e s t a  s e ç ã o  s e  d i s c u t e  um novo esquema de decomposi-  

ç ã o  l a g r a n g e a n a  a p l i c a d o  a problemas  de programação l i n e a r  i n t e i  - 

ra. U m a  d a s  c a r a c t e r i s t i c a s  d e s t e  esquema é que e l e  pode f o r n e-  

c e r  l i m i t e s  s u p e r i o r e s  c o n s i d e r a v e l m e n t e  me lhores  que o s  f o r n e c i  - 

dos  p e l a  r e l a x a ç ã o  l a g r a n g e a n a  c o n v e n c i o n a l ,  com um c u s t o  compu- 

t a c i o n a l  que pode s e r  menor que no método de d e c o m p o s i ç ~ o  d e s c r i  - 

t o  n a  s e ç ã o  a n t e r i o r .  I s t o  po rque ,  como s e  v e r á  m a i s  a d i a n t e ,  o  

n;mer-o de r e s t r i ç õ e s  que devem s e r  r e l a x a d a s  p a r a  c o n s e g u i r  a 

s e p a r a ç ã o  do problema l a g r a n g e a n o ,  p o d e r á  s e r  mui to  menor. 

Consideremos o  problema ( P )  d e f i n i d o  n a  s e ç ã o  V.2. A s  

r e ~ t r i ~ Õ e s ( ~ . l ) ~ o d e m  s e r  r e e s c r i t a s  d a  s e g u i n t e  manei ra :  

k n -k 
onde x 1  E R , x2 E R e  onde A 

1 
e  A 2  s ã o  s u b m a t r i z e s  de A com 

dimensões a p r o p r i a d a s .  

Y' 

S e j a  y = [y2]  uma c b P i a  do v e t o r  d a s  v a r i á v e i s  de d e c i  - 



- 
sao. Aqui as dimensões de y 1  e y2 são as mesmas de x1 e x 2, res- 

pectivamente. Isto permite formular o seguinte problema equiva- 

lente a (P): 

(P2) max fx 

A* y2 = A x2 
2 (v. 10) 

(v. li) 

Pode-se definir uma relaxação lagrangeana de (p2), 

dualizando as restrições (V.9) e (V.lO). Sejam (u l)T E R 
k 

e 
T P 

(u2) E R OS vetores duais. O problema lagrangeano resultante 

(PR 
2 ) max fx + ul(y1-xl) + u2(A2y - A2x2) 

u1 ,u 

s.a (~.8), (v.11) e (~.12), 

ou, equivalentemente, 

(PR 2 )  max fx - ul xl - u 2 ~  x2 + max ulyl + U'A Y2 u1 ,u 2 2 



É jmportante notar que no caso que k = n, ou seja,quan 

do a matriz A e os vetores das variáveis de decisão não são par- 

ticionados, as restrições (v.9) e (V.10) ficam reduzidas a res- 

trição (V.5) do problema (Pl). 

O problema dual lagrangeano de (P2) é 

( ~ 2 )  Min V(PR~, 2 )  

u1 ,u2 , u 

A seguir se estabelecem alguns resultados que mostram 

a relação existente entre os limites fornecidos por (D2) e aque- 

les fornecidos por (Dl) e (R). 

o O O 
Seja v E SO(R) e considere-se u1 = v A, e u' = v .Se - 

(ii) v(D~) - < V(R) 

- - - - 
V(PR- -,) = max fx - u1 x1 - u2 A x2 + max u1 y1 + u2 A2 y2 

u? ,u 2 

s.a Cx < d - s.a A~ y 1  + A 2 y2 - c b 

X E X ,  y E Y. 



O O 
S e j a  ( x ,  y )  = O O s o l u ç ã o  

* 
Ó t i m a  de (PR- -2 ) tem-se que 

u 1  , u  

s e  que 

o  o  
Somando e  r e s t a n d o  v  b ,  e  como x E S O ( P R  ) obtém- 

O 
v  

Fj-ca,  p o r t a n t o ,  demonstrada a p a r t e  ( i ) .  

O P a r a  p r o v a r  ( i i )  é s u f i c i e n t e  o b s e r v a r  que v  > O, 
o  Ay - b < O e  que v(PR ) = v ( R ) ,  impl i cando  que - o  

v  

l o g o ,  V(D2) V(R).  

T a l  como a c o n t e c e  no método de d e c o m p o s i ç ~ o  l a g r a n g e a  - 
n a  d e s c r i t a  n a  s e ç ã o  a n t e r i o r ,  a q u i  também a d i f e r e n ç a  e n t r e  

V ( P R  2 )  e  V(PR ) pode s e r  causada  p o r  d o i s  f a t o r e s :  
u 1  , u  v  

( i )  a não s a t i s f a ç ã o  de complementar iedade d a s  f o l g a s ,  e  

( i i )  o  f a t o  que 



V(D2) -min V(PR ) < V(PRul , u2 ) , p a r a  todo u 1  e  u2 . 
u l , u  - 

u1  ,u 2 

A s e g u i r  prova- se um r e s u l t a d o  que e s t a b e l e c e  uma r e l a  

ção  e n t r e  o s  l i m i t e s  f o r n e c i d o s  p e l o s  d o i s  esquemas de decomposi - 

ção  l ag rangeana  a p r e s e n t a d o s .  

Se jam ( u l  u2 ) E SO(D2) e  cons ide re- se  i = ( u l  
O '  O 

O O 
o  Uo A 2 ) *  

S e j a  também ( x  , y ) E SO(PR-). ~ n t ã o  
W 

+ máx iT y 

S u b s t i t u i n d o  i têm-se que 

Como ( x O ,  y O )  é também s o l u ç ã o  Ótima de (PR , ) ,  en- u 1  , u  
O O 

t ã c  

Mas, v(D1) - < V ( P R - ) ,  logo v ( D ~ )  < v ( D ~ ) .  
W - 



llDemmonstraa$b: I m e d i a t a  dos  lemas ( v . 1 )  e  ( v . 2 ) .  

Sejam ( R A )  e  ( R C )  o s  problemas  d u a i s  l ag rangeanos  r e-  

s u l t a n t e s  d a  d u a l i z a ç ã o  d a s  r e s t r i ç õ e s  Ax - < b  e  Cx - < d ,  r e s p e c t i  - 

vamente,  e ,  s e j a  (P)  a r e l a x a ç ã o  de programação l i n e a r  do pro-  

blema ( P ) .  No teorema a s e g u i r  most ra- se  um r e s u l t a d o  que permi-  

t e  d e r i v a r  uma cond ição  n e c e s s á r i a  p a r a  que o s  l i m i t e s  f o r n e c i -  

dos  p o r  (D2) se jam melhores  que o s  f o r n e c i d o s  p o r  ( R A ) .  

Teoremma V.4 Se o  problema em v a r i á v e i s  y s a t i s f a z  a p r o p r i e d a d e  

d a  i n t e g r a l i d a d e  e n t ã o  

~emmonstsa~&o: Se o  problema em v a r i á v e i s  y s a t i s f a z  a p r o p r i e d a-  

de d a  i n t e g r a l i d a d e ,  e n t ã o  

P o r  o u t r o  l a d o  

V ( D ~ )  = V(RA), ( p o r  Teorema V.2) e ,  

V ( D 1 )  - < V(D2) - < V ( R A ) ,  ( p o r  Teorema V.3 ) .  

Logo, V ( D ~ )  = V ( R A ) .  

Ou s e j a ,  uma cond ição  n e c e s s á r i a  p a r a  que V(D2) s e j a  

e s t r i t a m e n t e  menor que V ( R A )  6 que o  problema em v a r i á v e i s  y não 

t e n h a  a p r o p r i e d a d e  d a  i n t e g r a l i d a d e .  



U m a  obse rvação  i n t e r e s s a n t e  é que a  q u a l i d a d e  dos  l i m i  - 
t e s  f o r n e c i d o s  p e l o  esquema de decomposição a p r e s e n t a d o  n e s t a  

- 
s e ç a o ,  depende d a  formulação  do problema e q u i v a l e n t e  a ( P ) ,  a 

p a r t i r  do q u a l  vão  s e r  d e r i v a d o s  o s  l i m i t e s .  P o r  exemplo, c o n s i-  

d e r e- s e  o problema r e s u l t a n t e  de a c r e s c e n t a r  em ( ~ 2 )  e  r e s t r i ç ã o  

onde C é uma s u b m a t r i z  ou C de dimensões a p r o p r i a d a s .  S e j a  ( ~ 3 )  
2 

o novo problema.  

S e j a  (D3) o problema d u a l  l ag rangeano  f o r n e c i d o  p e l a  

d u a l i z a ç ã o  d a s  r e s t r i ç õ e s  ( ~ . 9 ) ,  ( v . 1 0 )  e  (v .13) .  Sejam 
k ( x l l T  E R , (xvT E R' e  ( x 3 1 T  E R ~ - ' ,  o s  r e s p e c t i v o s  V,etores  

d u a i s .  S e j a  também (PR ) o problema l ag rangeano  r e s u l t a n -  x 1 , x 2  , x 3  

t e  d a  r e l a x a ç ã o .  ~ n t ã o  pode- se p r o v a r  o s e g u i n t e  r e s u l t a d o :  

- 
~emmonstt;ra Sejam ( u l  u 2 )  E SO(D2) e c o n s i d e r e- s e  x 1  = u 1  
- - o '  o  0 ' 

o O 
1' = u2 e  h 3  o  v e t o r  n u l o .  S e j a  também ( x  , y ) E SO(PRT1 - - ) .  o , X 2  , x 3  
É f á c i l  m o s t r a r  que :  

e ,  como V(D3) - < V(PRh, h 2 , h 3 )  o teorema f i c a  demonstrado.  
9 

O Teorema V.5 m o s t r a  que é p o s s i v e l  me lhora r  o  l i m i t e  

d e r i v a d o  de (D2) s implesmente  a c r e s c e n t a n d o  algumas r e s t r i ç õ e s  

a d i c i o n a i s  (sem p e r d e r  a e q u i v a l ê n c i a  com o problema o r i g i n a l ) ,  

ou e sco lhendo  adequadamente a ( s )  m a t r i z ( e s )  p a r a  p a r t i c i o n a r .  D i  - 



t o  de o u t r a  m a n e i r a ,  n a  medida que o  c o n j u n t o  de r e s t r i ç õ e s  de 

acoplamento e n t r e  x  e  y ( a s  q u a i s  garantem a e q u i v a l ê n c i a )  s e  

aproximam à r e s t r i ç ã o  "y = x" , o  l i m i t e  f i c a r á  mais de 

V ( D l ) ,  

Obviamente as r e s t r i ç õ e s  a d i c i o n a i s ,  a serem a c r e s c e n  - 

t a d a s  e  o s  p a r t i c i o n a m e n t o s  dos  v e t o r e s  d a s  v a r i á v e i s  de d e c i s ã o  

a serem r e a l i z a d o s ,  dependem d a  e s t r u t u r a  do problema o r i g i n a l  

( p ) .  

U m a  o u t r a  obse rvação ,  d e r i v a d a  dos  comen tá r ios  ac ima,  

é que uma boa formulação  do problema e q u i v a l e n t e  e  ( P ) ,  que s e r á  

usado p a r a  o b t e r  l i m i t e s ,  i m p l i c a r á  num número de v a r i a v e i s  

d u a i s  que p o d e r á  s e r  mui to  menor que no esquema de d e c o m p o s i ç ~ o  

d e s c r i t o  n a  s e ç ã o  ( v . 2 ) .  I s t o  p o s s i b i l i t a r á  um menor e s f o r ç o  com - 

p u t a c i o n a l  no c á l c u l o  dos  l i m i t e s .  

Em r e l a ç ã o  ao  método que p o d e r i a  s e r  u t i l i z a d o  p a r a  

r e s o l v e r  o  problema d u a l  l a g r a n g e a n o ,  dado que e s t e  esquema e s t á  

" o r i e n t a d o  às r e s t r i ç Õ e s " ( e  não "às v a r i á v e i s t 1 ,  como no enfoque 

de GUIGNARD e K I M  ( 1 8 )  e  ( 1 9 ) ) ,  p a r e c e  s e r  que o  método mais 

i n d i c a d o  s e r i a o c l á s s i c o  método do s u b g r a d i e n t e .  

O exemplo d i s c u t i d o  a s e g u i r  f o i  p r o p o s t o  e  a n a l i s a d o  

p o r  GUIGNARD e  K I M  em ( 1 8 ) .  Cons ide re- se  o  s e g u i n t e  problema d a  

moch i l a  g e n e r a l i z a d o :  



Sejam (Rl) e (R2) os problemas duais lagrangeanos obti - 

dos relaxando em (P) as restrições (V.14) e (V.15), respectiva- 

mente. Sejam v' e v2 
OS multiplicadores duais respectivos. Em 

- 
(18) prova-se que V(R1) = 6,6 e V(R2) = 5,84. Estes minimos sao 

alcançados em v' = 4/30 no caso de (Rl) e v2 = 2/49 no caso de 

(~2). Na mesma referência mostra-se também que V(P) = 4, que 

v(P) = 6,688 (onde (P) é a relaxação de programação linear de 

(P)), e que o minimo de V(PR ) é alcançado e m w  = 2, w2 = 0,5 e 
W 1 

w = 1,5, sendo V(D1) = 4,5. 
3 

Para aplicar o novo esquema de decomposição lagrangea- 

na proposto na seção anterior, pode-se considerar o seguinte pro - 

blema equivalente a (P): 

(Pl) max 2x + 3x + 4x 
1 2 3 



Dual izando (V.18)  e  (V.19)  a s s o c i a n d o- l h e s  o s  m u l t i p l i  - 

c a d o r e s  u 1  e  u2 , r e s p e c t i v a m e n t e ,  obtém-se o  s e g u i n t e  problema 

l ag rangeano  : 

+ max 49u2y  + u 1 y 2  + 31u2y3 
1 

O problema d u a l  l ag rangeano  de  ( ~ 1 )  é 

(DP1) min V(PR 
u 1  , u  2 )  

u 1  , u 2  

Nes te  exemplo, pode- se m o s t r a r  que s e  u2 
= 2/49 ,  O 

minimo é a l c a n ç a d o  p a r a  q u a l q u e r  u 1  no i n t e r v a l o  [ 1 3 / 4 9 ,  36 /49]  

e  

A F i g u r a  ( V . l )  r e p r e s e n t a  o s  v a l o r e s  de  V(PR 
u l ,  2/49 1 

em termos  de u ' .  



Fig. V.l 

U m a  mane i ra  de c a l c u l a r  V(DP1) é a s e g u i n t e :  como O 

c o n j u n t o  de s o l u ç õ e s  v i á v e i s  de (P R , ) é f i n i t o ,  e l e  pode s e r  
u4 , u  

e x p r e s s o  assim: 

Nes te  c a s o  K = 29. P o r t a n t o  o  d u a l  l ag rangeano  pode 

s e r  formulado como o  s e g u i n t e  problema de programação l i n e a r :  

( D P 1 )  min t 



Uma solução Ótima deste problema (obtida usando o paco - 

te de programação matemática LINDO) é 

Esta solução coincide com a da figura (v.1). 

O exemplo ilustra claramente que, usando menos multi- 

plicadores que variáveis, é possivel obter um limite superior 

bastante ao melhor limite conhecido para o problema (P), 

e substancialmente menor que o limite superior fornecido pela 

melhor relaxação lagrangeana convencional. É importante notar 

que neste exemplo V(P) é inteiro, logo tanto 4,5 como 4,735 im- 

plicam separadamente que V(P) < 4. - 

Para mostrar como o limite superior pode mudar de 

acordo com a formulação do problema, considere-se o seguinte 

problema equivalente a (P) : 



Dualizando a s  r e s t r i ç õ e s  de acoplamento e n t r e  x e  y ,  

e  r e so lvendo  o problema dua l  lagrangeano de manei ra  d e s c r i t a  no 

c a s o  a n t e r i o r ,  obtém-se um l i m i t e  s u p e r i o r  i g u a l  a  5 , 2 .  E s t e  va- 

l o r ,  embora s e j a  melhor que v ( R l ) ,  v ( R ~ )  e  v ( P ) ,  é p i o r  que O 

l i m i t e  o b t i d o  usando e formulação ( P l ) .  

Nes ta  s e ç ã o  s e r á  usada  a s e g u i n t e  formulação do p r o b l e  - 
m a  de l o c a l i z a ç ã o  c a p a c i t a d o :  

A no tação  u t i l i z a d a  n e s t a  formulação é a mesma do c a p i  - 
tu10 I .  Pode-se n o t a r  a q u i  que a s  r e s t r i ç õ e s  ( v . 2 4 )  e  ( v . 2 5 )  s ã o  

redundan tes .  

GUIGNARD e  K I M  demonstram em ( 1 9 )  que o esquema de de- 

c o m p o s i ç ~ o  l ag rangeana  que e l e s  descrevem produz o s e g u i n t e  r e-  

s u l t a d o :  



onde ( D )  é o  problema d u a l  l ag rangeano  a s s o c i a d o  com a decompo- 
- 

s i ç a o .  ( R l )  e  (R2)  denotam o s  d u a i s  l a g r a n g e a n o s  c o r r e s p o n d e n t e s  

às r e l a x a ç õ e s  s u g e r i d a s  p o r  NAUSS (31) e  VAN ROY ( 3 9 ) ,  r e s p e c t i -  
- 

vamente;  (PLC) é a r e l a x a ç ã o  de programação l i n e a r  de (PLC). 

P a r a  a p l i c a r  o  esquema de decomposição p r o p o s t o  n e s t a  

t e s e  s u b s t i t u i - s e  a r e s t r i ç ã o  (V.24)  p o r  

e  c r i a - s e  uma c ó p i a  de cada  uma d a s  v a r i á v e i s  de d e c i s õ e s .  Sejam 

z e  t i E I ,  j E J ,  as c ó p i a s  de x  e  y i ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  
i j  i ' i j 

Pode- se a s s i m ,  f o r m u l a r  o  s e g u i n t e  problema e q u i v a l e n t e  a ( P L C ) :  



Cons ide re- se  a r e l a x a ç ã o  l a g r a n g e a n a  d a s  r e s t r i ç õ e s  

( ~ . 3 5 ) ,  ( v . 3 6 )  e  ( ~ . 3 7 ) ,  às q u a i s  assoc iam- se ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  

as v a r i á v e i s  d u a i s  i r r e s t r i t a s  u  v  e  w i E I ,  j E J .  O pro-  
i '  j i ' 

blema l ag rangeano  r e s u l t a n t e  6 

( RLC max {L 1 p i j  x i j  - I f i  yi + 1 u i ( t i  - y i )  u , v , w  i j i i 

Depois  de algumas o p e r a ç õ e s  pode- se e s c r e v e r  

onde 



P o r t a n t o ,  dados u ,  v  e  w ,  o  problema l ag rangeano  s e  de - 
compõe a d i t i v a m e n t e  em d o i s  subproblemas .  O p r i m e i r o  é o segu in-  

t e  problema de mochila.0-1 de f á c i l  s o l u ç ã o :  

- 
max i ( r i  - f . )  Y i  

1 

onde ,  p a r a  todo  i E I ,  r é O v a l o r  Ótimo do problema 
i 

Aqui r r e p r e s e n t a  o e f e i t o  de i n c l u i r  n a  s o l u ç ã o  
i 

o 

armazem i .  

O segundo subproblema c o r r e s p o n d e  a um problema de l o-  

c a l i z a ç ã o  não c a p a c i t a d o ,  n a s  v a r i á v e i s  z e t com a r e s t r i -  
i j i ' 

ç ã o  a d i c i o n a l  (V .33) .  v á r i o s  métodos e f i c i e n t e s  podem s e r  usados  

p a r a  r e s o l v e r  e s t e  problema: v e r  p o r  exemplo ( 9 ) ,  ( 1 0 )  e  ( 1 5 ) .  

O problema d u a l  l ag rangeano  a s s o c i a d o  com e s t a  decom- 
w .  

p o s i ç a o  e  

( D L C )  min V ( R L C  
u , v , w  

) 
U,V,W 



Na r e l a x a ç ã o  l ag rangeana  c l á s s i c a ,  podem-se d u a l i z a r  

a s  r e s t r i ç õ e s  (V.23) e  ( v . 2 4 ' )  a s soc iando- lhes  a s  v a r i á v e i s  

d u a i s  X E R, j E J e  6 > O ,  i E I ,  respec t ivamente .  O problema 
j i - 

d u a l  lagrangeano é 

onde 

N ~ O  é d i f i c i l  m o s t r a r  que s e  s ã o  c o n s i d e r a d o s  o s  m u l t i  - 
O O 0 - O - 

p l i c a d o r e s  Ótimos 1 e  6 , e  s e  f a z  v  = x w = 6  e  
- j j '  i i 
u  = n 6 O S  i E I ,  j E J ,  e n t ã o  
i i ' 

O 
onde z e to s ã o  o s  v a l o r e s  Ótimos d a s  v a r i á v e i s  z  e  t em 

i j i i j i 
O - 

(RLC-  - - ) .  Como 6 > 0 ,  p a r a  todo i E I ,  a  equaçao a n t e r i o r  
U,V,W i - 

g a r a n t e  que V ( R L C )  - < V ( R ) .  

No problema de l o c a l i z a ç ã o  t r a t a d o  n e s t a  t e s e ,  a r e s-  

t r i ç ã o  (V.27) deve s e r  s u b s t i t u i d a  p o r  x E 0 ,  i E I ,  ~ E J .  
i j 

i 
A s s i m  o s  problemas ( K  ) ,  i E I ,  d e s c r i t o s  acima s ã o  a g o r a  pro-  

blemas da  mochi la  0-1, f a t o  que aumenta a  complexidade do p r o b l e  - 
m a  lagrangeano . 



N e s t a  s e ç ã o  s e r á  u t i l i z a d a  a formulação  (PLC) do c a p i -  

t u l o  V ,  s u b s t i t u i n d o  as r e s t r i ç õ e s  ( v . 2 7 )  p o r  

S e j a  ( L C )  o  problema o b t i d o  com e s t a  s u b s t i t u i ç ã o .  

Pode-se d e f i n i r  uma r e l a x a ç ã o  l a g r a n g e a n a  d a s  r e s t r i -  

ç õ e s  de  c a p a c i d a d e  ( ~ . 2 6 ) ,  a s s o c i a n d o- l h e s  m u l t i p l i c a d o r e s  B.>O, 
1- 

i E I .  obtém-se assim o  s e g u i n t e  problema l ag rangeano :  

s .a  (V .23) - (V .25) ,  ( V . 2 7 ' )  e  ( V . 2 8 ) ,  o u ,  e q u i v a l e n t e -  

mente 

( L R ~ )  max I ( p i j  - B 9 . 1  x  - I (f - B i  b i )  yi 
i J i j  i 

i j i 

s .a  (V .23) - (V .25) ,  ( V . 2 7 ' )  e  (V .28) .  

Dado o  v e t o r  B de m u l t i p l i c a d o r e s ,  o  problema ( L R B  

c o n s i s t e  num problema de l o c a l i z a ç ã o  não c a p a c i t a d o  com a r e s -  

t r i ç ã o  a d i c i o n a l  (V .25) .  



A h e u r i s t i c a  p r o p o s t a  p o r  K L I N C E W I C Z  e  LUSS ( 2 4 )  é ba- 

s e a d a  n e s t a  r e l a x a ç ã o .  E s t e s  a u t o r e s  r e l a t a m  r e s u l t a d o s  computa- 

c i o n a i s  que mostram que o s  l i m i t e s  s u p e r i o r e s  que podem s e r  o b t i  - 
d o s ,  f i cam b a s t a n t e  ao v a l o r  d a  s o l u ç ã o  Ó t i m a  do p r o b l e  - 
m a .  Como a formulação  u t i l i z a d a  em ( 2 4 )  não i n c l u i  as r e s t r i ç õ e s  

( V . 2 5 ) ,  é p r o v á v e l  que s u a  i n c l u s ã o  p e r m i t a  a ob tenção  de l i m i -  

t e s  um pouco me lhores .  

U m a  o u t r a  a l t e r n a t i v a  que p a r e c e  i n t e r e s s a n t e  e x p l o r a r  

é dada  a s e g u i r .  S u b s t i t u i - s e  em ( L C )  as r e s t r i ç õ e s  ( v . 2 4 )  p o r  

onde d  r e p r e s e n t a  o  número máximo de c l i e n t e s  que poderiam 
i 

s e r  a t e n d i d o s  no armazém i .  E s t e s  números podem s e r  c a l c u l a d o s  

r e s o l v e n d o ,  p a r a  todo  i E I ,  o  s e g u i n t e  problema d a  moch i l a  0-1 

de f á c i l  s o l u ç ã o :  

i 
( D  ) max 1 6 

j 
j 

i 
~ n t ã o  di = V ( D  ) p a r a  todo  i E I .  

Agora pode- se d e f i n i r  uma r e l a x a ç ã o  l a g r a n g e a n a  d u a l i -  

zando as r e s t r i ç õ e s  de capac idade  (V.26)  usando as v a r i a v e i s  

d u a i s  A i  - > 0 ,  p a r a  todo  i E I .  O problema l ag rangeano  r e s u l t a n t e  



Dados os multiplicadores Y o problema (LR ) tem 
i ' a 

Y 
estrutura de um problema de localização capacitado que, apesar 

de ser um problema de dificil solução, possui algumas caracteris - 
ticas que poderiam permitir tirar vantagens de sua utilização. 

A mais importante dessas caracteristicas é que, dados os valores 

de yi, a restrição x E {0,1) poderá ser relaxada substituindo- 
i j 

se por O < x < 1, sem alterar a integralidade das x . Ou se- 
- ij - i j 

ja, o problema fica reduzido ao clássico problema de localiza- 

ção capacitado para o qual existem vários algoritmos muito efi- 

cientes, como por exemplo, os propostos por CHRISTOFIDES e 

BEASLEY (8) e BEASLEY (5). 

Mesmo assim, o custo computacional da solução do dual 

lagrangeano ser muito alto. Uma saida, é utilizar como li - 
mite superior o valor da função objetivo de (LR,) quando y = O 

i 
para todo i E I, OU seja, V(LRo). 

Para testar a alternativa descrita acima, neste traba- 

lho foram calculados os limites superiores para cada um dos pro- 

blemas dos grupos 1 e 2 da Tabela IV.2. Os resultados obtidos 

são mostrados na Tabela VI.l. 

As colunas (A) mostram os limites superiores usando o 

método proposto nesta seção e, nas colunas (B) os limites supe- 

riores (ou valor da solução Ótima no caso daqueles problemas in- 

dicados com * )  obtidos com o método de ajuste de multiplicadores 

cio capitulo 2. 



GRUPO 1 GRUPO 2 

PROBLEMA 
n Q  

PROBLEMP 
n Q  

1" 

TABELA V I .  1 

O s  p roblemas  de l o c a l i z a ç ã o  c a p a c i t a d o s  r e s u l t a n t e s  de 

u s a r  e s t a  r e l a x a ç ã o  foram r e s o l v i d o s  u t i l i z a n d o  o  a l g o r i t m o  do 

c a p i t u l o  I V .  Aqui ,  o  o b j e t i v o  é apenas  m o s t r a r  a r e l a q ã o  e n t r e  

o s  p o s s i v e i s  l i m i t e s  s u p e r i o r e s .  Obviamente,  numa e v e n t u a l  imple  - 
mentação poderão  s e r  usados  métodos m a i s  e f i c i e n t e s .  



Os dados da Tabela VI.l mostram que os limites obtidos 

com o método alternativo (colunas A) são de boa qualidade. Nesta 

amostra de 40 problemas, este limite foi melhor ou igual que os 

limites das colunas B, em 65% dos casos. Mais adiante, para os 

casos onde os limites são diferentes, tem-se a seguinte informa- 
- 

çao: 

onde LSA e LSB representam os limites superiores das colunas A e 

B, respectivamente. 

NÚMERO DE CASOS EM QUE: 

LSA < LSB 

LSA < LSB 

DIFERENÇA MÉDIA ( % )  

1,56 

2,67 

NÚMERO 
CASOS 

14 

8 



N e s t a  t e s e  é d i s c u t i d o  um problema de l o c a l i z a ç ã o  c a p a  - 
c i t a d o  onde e x i s t e  a r e s t r i ç ã o  a d i c i o n a l  de que c a d a  c l i e n t e  de- 

ve  s e r  a t e n d i d o  p o r  um Único armazém. Mostra- se que e s t e  p r o b l e-  

m a  é NP-árduo e  que pode s e r  c o n s i d e r a d o  como um modelo g e r a l  

que i n c l u e  v á r i o s  problemas  t a i s  como o  problema de l o c a l i z a ç ã o  

não  c a p a c i t a d o ,  o  problema de a l o c a ç ã o  g e n e r a l i z a d o ,  e t c .  

- 
N a  p r i m e i r a  p a r t e  d e s t a  t e s e ,  propoe- se um a l g o r i t m o  

e x a t o  do t i p o  I1branch and boundI1 p a r a  r e s o l v e r  o  problema.  P a r a  

i s t o ,  s ã o  s u g e r i d o s ,  p o r  um l a d o ,  um método de a j u s t e  de m u l t i -  

p l i c a d o r e s  p a r a  c a l c u l a r  l i m i t e s  s u p e r i o r e s  (usando  r e l a x a ç ã o  

l a g r a n g e a n a )  e ,  p o r  o u t r o  l a d o ,  v á r i o s  métodos h e u r i s t i c o s  p a r a  

c a l c u l a r  l i m i t e s  i n f e r i o r e s .  

O s  t e s t e s  computac iona i s  r e a l i z a d o s  s o b r e  uma amos t ra  

de  60 problemas  g e r a d o s  a l e a t o r i a m e n t e ,  mostraram que o  a l g o r i t -  

mo e x a t o  p r o p o s t o  pode s e r  b a s t a n t e  e f i c i e n t e  p a r a  problemas de 

pequeno p o r t e .  No e n t a n t o ,  no c a s o  de problemas  de tamanho maior  

que o s  r e s o l v i d o s  n e s s e s  t e s t e s ,  encon t rou- se  que a e f i c i ê n c i a  

do a l g o r i  tmo depende f o r t e m e n t e  d a  e f i c i ê n c i a  do a l g o r i t m o  u t i l i  - 

zado p a r a  r e s o l v e r  o s  problemas de a l o c a ç ã o  g e n e r a l i z a d o s  ( P A G ) ,  

d u r a n t e  a b u s c a  n a  á r v o r e  de I1branch and bound". 

Como uma mane i ra  de d i m i n u i r  a q u a n t i d a d e  de v é r t i c e s  

t e r m i n a i s  n a  á r v o r e  de b u s c a  ( e ,  p o r t a n t o ,  o  número de GAP I s 

que é r e s o l v i d o  d u r a n t e  a  b u s c a ) ,  n a  segunda  p a r t e  d e s t e  t r a b a-  

l h o ,  s ã o  s u g e r i d o s  a l g u n s  métodos de ob tenção  de l i m i t e s  s u p e r i o  - 

r e s ,  que poderiam f o r n e c e r  l i m i t e s  mais f o r t e s  ( o u  me lhores )  que 

o s  f o r n e c i d o s  p e l o  método usado no c a p i t u l o  11. E n t r e  e s t e s  méto - 



d o s ,  é d i s c u t i d o  um esquema de  d e c o m p o s i ç ~ o  l a g r a n g e a n a  e s t u d a d o  

p o r  GUIGNARD e  K I M  ( 1 8 )  e  ( 1 9 ) ,  e  é s u g e r i d o  um novo enfoque de 

d e c o m p o s i ç ~ o  l a g r a n g e a n a .  E s t e  novo enfoque poderá  a c a r r e t a r  a l-  

gumas v a n t a g e n s  computac iona i s  no c á l c u l o  dos  l i m i t e s .  Embora 

não s e  ap resen tem r e s u l t a d o s  computac iona i s  usando e s t e s  enfo-  

q u e s ,  provam-se r e s u l t a d o s  que e s t a b e l e c e m  que o s  l i m i t e s  o b t i -  

dos  p o r  q u a l q u e r  um dos  métodos de decomposição d i s c u t i d o s ,  po- 

d e r ã o  s e r  c o n s i d e r a v e l m e n t e  me lhores  que o s  l i m i t e s  o b t i d o s  p o r  

métodos l a g r a n g e a n o s  c l á s s i c o s .  

F i n a l m e n t e ,  s ã o  d i s c u t i d o s  o u t r o s  d o i s  métodos p a r a  

m e l h o r a r  o s  l i m i t e s .  O p r i m e i r o  é s u g e r i d o  p o r  KLINCEWICZ e  

LUSS ( 2 4 ) .  O segundo ( s u g e r i d o  a q u i ) ,  c o n s i s t e  de uma reformula-  

ção  do problema e  uma r e l a x a ç ã o  l a g r a n g e a n a  d e f i n i d a  s o b r e  o  p r o  - 

blema re fo rmulado .  O s  t e s t e s  computac iona i s  r e a l i z a d o s  s o b r e  um 

grupo  de 40 problemas  g e r a d o s  a l e a t o r i a m e n t e ,  mostraram que e s t e  

método é b a s t a n t e  p r o m i s s o r .  

F u t u r a s  p e s q u i s a s  s o b r e  o  problema,  devem i n c l u i r  fun-  

damenta lmente ,  e n t r e  o u t r o s  a s p e c t o s ,  o s  s e g u i n t e s :  

( i )  u t i l i z a ç ã o  de métodos m a i s  e f i c i e n t e s  p a r a  r e s o l v e r  o  pro-  

blema de a l o c a ç ã o  g e n e r a l i z a d o ,  p o r  exemplo, o  método d e v i  - 
do a FISHER e t  a l i i  ( 1 4 ) .  

( i i )  incorporação no a l g o r i t m o  de "branch  and bound" dos  novos 

esquemas de c á l c u l o  de l i m i t e s  s u p e r i o r e s  s u g e r i d o s  n e s t e  

t r a b a l h o .  I s t o  i m p l i c a r á ,  even tua lmen te  a i n t r o d u ç ã o  de 

novos c r i t é r i o s  de s e p a r a ç ã o  ( I1branching1l)  n a  á r v o r e  de 

busca .  

( i i i )  lmplementação de novos métodos de redução .  
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