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RESUMO DA TESE APRESENTADA A COPPE/UFRJ COMO PARTE DOS REQUISITOS
NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE DOUTOR EM CIENCIAS (D.Sc.)

PROBLEMA DE LOCALIZAGAO CAPACITADO:
FORMULAGOES, RELAXACOES E SOLUGOES

Hernaldo Reinoso Alarcon
Agosto de 1988
ORIENTADOR: Prof. Nelson Maculan Filho
FROGRAMA : Engenharia de Sistemas e Computacdo

Nesta tese propoe-se un algoritmo exato do tipo "branch
and bound", para resolver un problema de localizacao capacitado
onde existe a restricdo adicional que cada cliente deve ser aten-
dido por un Unico armazém. Neste algoritmo e utilizado un método
de ajuste de multiplicadores para calcular os limites. Sao propos
tos também, alguns métodos heuristicos para obter solugdes aproxi

madas do problema.

Adicionalmente, sdo discutidas relaxa¢cdes lagrangeanas
baseadas an novas formulacfes. Em particular, descreve-se un es-
guema de decomposigao lagrangeana que pode fornecer limites con-
sideravelmente mais fortes que aqueles fornecidos por métodos la-

grangeanos classicos.

Sao apresentados também, alguns resultados computacio-

nais que mostram a viabilidade dos métodos descritos.
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In this thesis we present a branch and bound algorithm
for thecapacitated location problem,where each customer must be
supplied from one and only one warehouse. In this algorithm
bounds are obtained using a multiplier adjustment method. We also

present several heuristics to generate feasible solutions.

Furthermore are discussed Lagrangean relaxations based
upon new formulations. In particular, we describe a model of
Lagrangean decomposition wich yield stronger bounds than the

bounds obtained using classical Lagrangean relaxation.

Some computational results are presented which show

reasonable performance of the proposed methods.
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CAPITULO I
INTRODUCAO
I.1 - DEFINICAO E FORMULAGAO DO PROBLEMA

O objetivo deste trabalho ¢ o desenvolvimento de um mé
todo exato de solucdo de un problema de localizacdo capacitado,
que pode ser definido da seguinte maneira: seja | = {1,2,...,m}
un conjunto de m armazéns e J = {1,2,...,n} um conjunto de n
clientes. Cada cliente demanda qj unidades de un certo tipo de

mercadoria, para a qual, cada armazém tem capacidade bi > 0. Pa-

ra todo i £ | existe un custo fixo fi de usar o armazém i, para
atender a demanda de un ou mais clientes, e un custo variavel
cij de atender a demanda do cliente j no armazém i. O problema

consiste ean encontrar uma alocagao de clientes a armazéns cujo
custo total seja minimo. Aqui seré considerada a restricéo an
que a demanda de cada cliente deve ser totalmente atendida por

un Unico armazém.

O problema acima descrito pode ser colocado como um

problema de programacao linear inteira da seguinte forma:

04 1y f

(Q) min ¥ | Cij Ky * | y. (1.1)
iel JeJ iel
T _ : I.2
s.a Loxg 1, j e J ( )
iel

J'EJ J L J €L L

L< ] y, 20U, (1.4)
f— A 1 —
jel

i j . 1.5
Xij’ yi e {0,1}, i e I, J e J ( )



onde
[1 se o cliente j ¢ alocado ao armazém i ,
X,, =
1J
0O caso contrario,
e
1 se o aaimazém i e alocado a algum cliente j,
y =

0 caso contréario.

As restrigbes (I.2), junto com xij e {0,11}, garantem
gue a demanda de cada cliente ¢ totalmente satisfeita por um Un_i
co armazém. Por outro lado, as restri¢gfes (1.3) asseguram que a

capacidade de cada armazém n&o e ultrapassada.

Em (1.4) e estabelecida uma restri¢cao no numero minimo
(L), e maximo (u) de armazéns a serem utilizados. No entanto, se
ra Suposto que esses numeros (L e U) sfdo tais que a solugao do

prcblema (Q) sem (1.4) sempre satisfara essa restricao.

Nao é dificil mostrar que o problema (Q) €  NP-arduo.
Para isto e suficiente observar que o problema de localizacéao
ndo- capacitado, o qual ¢ NP-arduo (CORNEJUOLS et alii (9)), e um

caso particular de (Q).

Em relacdo a viabilidade do problema, uma condigao ne-
cessaria, mas ndo suficiente, para a existéncia de alguma solu-

cdo viavel ¢ que a capacidade total dos armazéns seja maior ou

iel T jeq 95
Esta condigao ndo e suficiente devido a restricao X € {0,1},

igual a demanda total dos clientes, ou seja, que | p > 1

a qual implica que cada cliente ¢ atendido por un Unico armazém.




Se an (1.4) se estabelece que 0 < x <1, i e |,
j £ J, entdo (Q) se reduz ao cléassico problem:';ljde localizagédo ca
pacitado, o qual tem sido amplamente estudado na literatura. Ver
por exemplo (3), (5), (6), (8) e (39). Por outro lado, se fi=O,
para todo i e |, entdo (Q) correspondera a un Problema de Aloca-
cao Generalizado (PAG), para o qual existem métodos eficientes
devidos a ROSS e SOLAND (35), MARTELLO e TOTH (26) e (27); e

FISHER, JAIKUMAR e VAN WASEHENHOVE (14).

Metodos aproximados de solucdo de (Q) tem sido desen-
volvidos por BARCELO e CASANOVAS (4) e KLINCEWICZ e LUSS (24).
Ambos métodos sdo construidos. na base de relaxacbes lagrangeanas
de (Q). No primeiro caso sdo relaxadas as restri¢cdes de atendi-
mento dos clientes (1.2) para tentar achar uma solucdo viavel a
partir do problema lagrangeano, o qual separa en m problemas da
mochila 0-1 independentes. No segundo caso, sao relaxadas as
restricdes de capacidade dos armazens, obtendo-se como subproble
ma um problema de localizac&o ndo capacitado; heuristicas sao
utilizadas para gerar solugoes viaveis a partir dos subproblemas

lagrangeanos.

Um método exato e descrito por NEEBE e RAO (32). O mé-
todo € do tipo "branch and bound", onde os limites inferiores
séo calculados formulando o problema como un problema de parti-
cionamento com muitas colunas. O limite inferior usado ¢ o valor
da solucdo da relaxacdo de programacgao linear deste problema de
particionamento, obtida utilizando un método de geragao de colu

nas.

0 método exato que serd proposto nesta tese consiste,
também, de un esquema de "branch and bound'", onde os limites pa-
ra o valor da funcédo objetivo sdo calculados a partir da relaxa-

¢do lagrangeana das restri¢gfes (I.2), e onde o problema dual la-



grangeano ¢ resolvido por un método de ajuste de multiplicado-
res, derivado daquele usado an (14) para o problema de alocagao

generalizado.

A estrutura deste trabalho e a seguinte: ainda neste
capitulo, na secdo 1.2 descreve-se parte da notagéo que sera uti
lizada. Na secdo 1.3 o problema (Q) e colocado sob a forma de ma
ximizacao; isto facilitara a descrigao de alguns dos métodos que
serdo apresentados. Nos Capitulos II e ITI serdo propostos méto-
dos para calcular limites superiores e inferiores, respectivamen
te. Estes métodos sdo incorporados ao esquema de 'branch and
bound" do Capitulo IV. No Capitulo V e apresentado um novo esque
ma, chamado decomposigao lagrangeana, que pode fornecer limites
superiores substancialmente mais fortes (melhores) que na relaxa
cao lagrangeana classica. Finalmente, no Capitulo VI sdo discuti
dos outros métodos de calculo de limites superiores, e no capitu-

To VII, as conclusoes.

1.2 - NOTAGAO

Sera utilizada a seguinte notacdo, além da que sera
introduzida, na medida que for necessario, nos proximos capitu-

los:

(i) O simbolo [ serd usado para indicar [ ou
i iel i
(ii)Dado un problema (.), V(.) indicara o valor Otimo da funcéo
objetivo do problema. SvV(.) e s0(.) denotardo o conjunto de
solugbes viaveis e o conjunto de solucdes Otimas do proble-
ma, respectivamente. 0 valor de uma solucdo viavel x nao

pertencente a SO(.) sera denotado por v(x).



1.3 - REFORMULAGAO DO PROBLEMA

Por comodidade, daqui en diante sera considerada a ver
sdo de maximizagao de (Q). Para isto ¢ suficiente multiplicar

por -1 todos os coeficientes de (1.1) an (Q), e definir
p_ij = r—cij paratodo i e | e j e J.

onde r > max{cijli e l, je J}.

Assim o problema pode ser colocado sob a forma seguin-

te:
P) ma: -
(P) max E § pij xij Z fi Yy

s.a (I.2), (I1.3) e (1.4).

Obviamente SV(P) = SV(Q). Por outro lado, dado (x, y) & SO(P)

entao

V(Q) = nr - V(P).

Nesta formulacgéo, pij poderia ser interpretado como o
"lucro" por atender a demanda do cliente j no armazém i . Portan-

to, agora o problema consiste an encontrar uma alocagao de clien

tes aos armazéns, cujo lucro total (lucro liquido, lucro menos

custo fixo total) seja maxino.



(@]

CAPITULO II
OBTEN@AO DE LIMITES SUPERIOCRES
II.1 - INTRODUGAO
Entre os métodos que poderiam ser usados para o calcu-
lo de limites superiores, aqui foi escolhida a técnica de relaxa
¢cao lagrangeana. Uma excelente exposicdo da teoria e pratica des
ta técnica e seu uso en meéetodos de '"branch and bound'" pode  ser

encontrada en GEOFFRION (16), FISHER (12) e (13) e SHAPRO (37).

De um modo geral, dado um problema (R) da forma:

(R) max fx
s.a Ax < b
Cx < a

X > 0 e inteiro,

onde os vetores x, f, b, d e as matrizes A e C tem dimensdes
apropriadas, pode-se definir a relaxacdo lagrangeana de (R) com

respeito a Ax < b e a un vetor » > 0, como

(RL ) nax fx + »(b - A )
A X

S.a Cx d

i A

X > 0 é inteiro.

Pnde-se demonstrar que V(RL)\) > V(R), para todo
» 2 0 (ver (16)). Esta propriedade implica que o ideal ¢ esco-

Ilher o » que resolve o seguinte problema dual lagrangeano



(DR) min V(LRh)

h>0

Também é possivel demonstrar que V(DR) < V(R), onde
(R) é a relaxacdo de programagao linear de (R). Uma outra pro-
priedade importante ¢ que se o problema (RLA) satisfaz a Proprie
dade de Integralidade entdo V(DR) = V(R) (ver (16)).

As propriedades estabelecidas acima fornecem alguns
critérios para escolher entre as possiveis relaxacdes do proble-
ma. No caso do problema estudado nesta tese sera definida uma

relaxacdo lagrangeana das restricfes (I-2).

Alguns dos métodos que podem ser utilizados para resaol

ver o dual lagrangeano sdo os seguintes:

(i) método do subgradiente;
(ii) métodos de programagao linear, e

(iii)métodos de ajuste de multiplicadores.

O sucesso do método (iii)aplicado ao problema de alo-
cagao generalizado por FISHER et alii (14), e a relacéo deste
problema com o problema de localizagao capacitado formulado aqui,
tem motivado seu uso no método exato que sera desenvolvido nos

proximos capitulos.
II.2 - METODO DE AJUSTE DE MULTIPLICADORES

Antes de desenvolver o método de ajuste de multiplica-
dores que se utilizara para obter limites superiores, sera neces
saria uma reformulagao do problema. Para isto pode-se definir

para todo i e |



de modo que

1 se y; = 0]

Oseyi = |

Substituindo en (P) obtém-se o problema

! ) -
(P') max . 2 pij Xij + Z fi z, Z fi (11.
i j i
. =1 j J .
s.a inj , J e (11
m-U<]z <m-1L (IT
i
< .
z qj Xij + bi z, 2 bi’ ie I (11
i J
x. ., z, e {0,1}, i eI, jel (II.
ij i

1)

2)

.3)

.4)

5)

O problema (P') pode ser interpretado como un problema

de alocagao generalizado onde existem n+l| '"clientes" que devem

ser alocados a m "armazens" e onde un dos clientes (¢ representa

do pelas variaveis zi) pode ser alocado a h armazéns (m-U < h
m-L). Neste caso o lucro de alocar este cliente ao armazém i

fi, sendo bi a correspondente demanda.

De agora en diante serd suposto que U = m e que L e
numero minimo de armazéns que devem ser usados para satisfazer
demanda total dos clientes. Qu seja L ¢ o valor de uma solug

Otima do problema seguinte:

O~ | A

(0]
a

ao



Este problema e um probl ema da nochila 0-1 que pode

ser resolvido por inspecdao.

A seguir define-se uma relaxagao |agrangeana de (p")
dual i zando as restricoes (11.2) e (II.3), associando-|lhes multi-

pl i cadores {xj > 0lj e J}, e u >0, respectivamente. O problenmn
resultante e

j_kj) Xig ¥ Z (fi—u) z, + § Xj + (m=-L) p -

s.a (II.4) e (II.5).

Dados u e A, este problema se deconpde em m probl enas
de nmochila 0-1 independentes, da forma

i
{ - f - .
(Ku,x) max g (pij xj) Xij + ( i w) z,

Pel as propriedades enunci adas' no comeco deste capitu-
| o, temse que, para quai squer xj >0, j eJep>0 aquantida
de
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A - _
u’)\)+ J,+(mL)u Zfi

1

y V(K
i

.t~

e un limite superior para V(P') ou, equivalentemente, para V(P).

Agora o objetivo sera resolver o problema dual lagran-
geano de (P'), ou seja, encontrar valores h e p tais que sejam

uma solugao Otima do problema
(D) minV(LR )\)
TN

Para resolver (D) propoe-se 0 seguinte método de ajus-

te de multiplicadores. Este método consiste basicamente de duas

partes:
(i) Inicializar hj como o segundo maximo dos p_ , i e |, e p co
1iJ
nmo o0 (m-L+1l)-esimo maximo dos fi, i e I. Assim se terd no
maximo um i e | tal que pij - hy >0, e, no maximo (m-L)

iEItanuefi—u>O.

Portanto uma solucdo Otima do problema lagrangeano para es-
tes valores de p e h, satisfard as condicOes

injil, para todo j ¢ J, e ) z. < m-L.
i i

Se j xij = 1, paratodo j £ J, e | z, = m-L esta solucéao e
uma' solucdo Otima de (P'). !

(ii)Se an (i)ndo ¢ possivel conseguir uma solugao Otima, sob
certas condigcoes pode-se escolher, para decrescer algum
multiplicador hj* (ou p) de tal maneira que a nova solugao

lagrangeana satisfaz
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Exij*:l,ZZiim—L e injil para todo j e J - {j*}
i i i

(ou } z. <m-L e inj < 1 para todo j £ J).

Se as condicdes especificadas se satisfazem, o multi-
plicador escolhido ¢ diminuido e se continuam as iteragdes procu

rando um novo i, 0 método termina quando as condi¢Oes requeri-

Jj*°

das ndo podem ser satisfeitas.

Na descrigao formal do algoritmo sera& necessaria algu-

ma. notagao. Dado um conjunto de numeros {gili e I}, define-se

arg max {gi} = 0 menor indice iO =

talquegi = max {gi!i e I}
o
nax,, {gi} = m?x {gill e I, i # arg max {gi}}
i i i i {g.},
arg maxz{gi}: O menor indice i e I, iy # arg max g_l
tal que 9; = mX, {g1}°
o
Precisamos definir também
— 1 1
maxP {gi} = nax {gill e I'Y ,
arg max_ {g.} = o menor indicei e 1'
P 1 o
tal que 9; = maxp {g;},

(o}



onde p=m-L+1 e I' =1 - {i]i = arg max,g, ..., arg max, ;

As defini¢cbes para min {gi}, arg min {gi} e

2
arg min2 tg,! sdo analogas as anteriores.

A notacdo KP(i, K) sera usada para representar o se-

guinte problema da mochila:

XlJ € {0’1}9 J e K.

Por outro lado o par (x, z) denotard uma solucdo via-
vel de (P'), e ZDi o valor da solucao do problema (K:L ).

0 algoritmo proposto ¢ o seguinte:
Algoritmo MAM: Méetodo de ajuste de multiplicadores

Passo 1. Inicializar

A, :=max_ {c_ |, X O, paratodoi eI, j e J, e

J i.2 ij ij

p = maX {fj,}, Z O, paratodo i e I.

. +
Passo.2. Definir Ji = {j e leij -y > 0}.
Para todo i e | efetuar

(Xij) := solugao do problema KP(1i, JI).
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< fi - & entao efetuar

Z., 1= 1;

1

xij:: 0, para todo j e J;
ZDi = fi M

Caso contrario, z. := O

Passo 3:

Definir J = {j & J|J

Se J

£ ¢

’

Teste de otimalidade

X. . =

1] O}

se | z, = m-L, parar (Otimo)
i

se § Z. < m-L, atualizar (;(,
i

10.

ir ao passo 4.

Passo 4 Aplicagdo de uma heuristica.

. . (@] e
Definir J. = {J Jlp.. - ». = 0};
| {J e Ile A5
%= (i ¢1Iljedd, z =o03;
J 1 i
- . =0
bi Z qj Xij’ sezI ,
b, =
0 , sez. =1

Efetuar

z). Ilr ao passo
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(Xij) = solucédo heuristica do problema
max | I op..ox, .

o 1J 1J

el jeJ

J 1

S.a z X_-_' = 1! J € 3
iJ
ieI;

J

Passo 5: Teste de otimalidade

Definir J = {j e J|} x. . = 0L
i J
SeJ=2¢, se] z. = m-L, parar (Otimo)
i
se | z, < m-L, atualizar (x, z) eir
! passo 10
Se J 4 ¢, fazer J_ :=J e ir ao passo 6.

Vv

Passo 6: Escolher algum j* e JV e para todo i = | efetuar

b, = ZDi - (pij* - xj*) - VI[KP(i, J-{j*})];

(o=
1

J = {3*};
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Passo 7: Se min, {A.} < O ir ao passo 8,
Caso contrario efetuar
A= X - mn {a,};
J* J* 2 1
i*::amiﬁn{ﬂh
l1sej =j*,
Xi*j =
solugao de KP(i*, J-{j*}), se j # |*;
Zi* 1= 0y
ZD,, i= (pi*j* - xj*) + V[KP(i*, J - {j*})].
Passo 8: Se ]| xij <1 paratodo j e J, e ] z, 2 mL, entdo vol-
i i
tar ao passo 3. (Neste caso o limte superior dimnuiu
emA.,). Senao, restabelecer », , (x.,.) e ZD., aos va-
I J* i*j I
| ores que tinhamno coneco do passo 7
Passo 9: Se JV # ¢ voltar ao passo 4;
Se JV = ¢ se } Z, = m L, parar
i
se J z, < m-1, ir ao passo 10.
i
Passo 10: Definir IO: {i e Ilzi = 0};

Para todo i e Io ef et uar
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i A i <
Se min, { i|1 e IO} < 0, parar.

Caso contrario efetuar

o= - min, {Ai|i E JO};
Pk . — i : .
i* := arg min {Aill E Io},
Xi*j := para todo j & J;
z* 1= 1;
1
fi - L parai = i* e para todo i tal que zizl,
ZD =

(O caso contréario.

Passo 11: Definir 3 = {j e J[} xij = O0}. Voltar ao passo 4.
i
A heuristica aplicada no passo 4 consiste an colocar
0s indices ij na ordem n&o-crescente dos pij e, se J e« J(i) fazer
xij := 1 se com isto ndo ultrapassar a capacidade da '"mochila"
i . Outras heuristicas podem ser encontradas en MARTELLO e TOTH

(26) e (27).

Os problemas da mochila 0-1 dos passos 2 e 6 foram re-
solvidos usando o método de MARTELLO e TOTH descrito em (25).
Outros métodos eficientes podem ser encontrados ne FAYARD e

PLATEAU (11) e MARTELLO e TOTH (28).
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11.3 - EXEMPLOS

II.3.1 - Exenplo 1

Seja un problema de localizagcédo capacitado com os se-

guintes dados:

I = {1, 2, 3, 4}, J = {1, 2, 3, 4, 5}
(24 16 19 15 20] 20] 107
19 . 23 5 P 20 20 30
= |24 2 12 1 = -
(pij) 3 171, (bi) 15| , (fi) 40 ,
24 13 22 11 15 | 20] | 20]

(qj) = (10 9 13 12 6).
Antes de aplicar o MAM, calcula-se o nimero minimo de
armazéns para atender totalmente a demanda dos clientes. Este ng

mero ¢ obtido resolvendo o problema

(S) Min

” -~ N
<)

>
s.a 206l + 20<S2 + 1568 + 2064 50

s, ¢ (0,1}, i =1, 2,3, 4
Nao & dificil ver que V(S) = 3= L. Qu seja, m-L = 1.

Os passos iniciais do algoritmo produzem a seguinte in

formacéo:
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(xj) = (24 23 19 15 20)s

L= 30,
"o -7 0 0 0] [-20
-5 0 -14 7 0 0
-A = - =
(P52 0 0o -7 -1a -a|r (T 10|’
| 0 -10 3 -4 -5] [-10]
[1* 0 0 0 1% (O] [ 0]
0 0 0 1 0 0 7
X = = =
(%, 4) o o o o o] &) 1| (2By) 10
L0 0 1 0 0 | |1 O] | 3]
Can esta informagdo, o limite superior ¢ 51.
Os numeros marcados com (*) na matriz (xi ) represen-
J
tam as alocagoes feitas usando a heuristica no passo 4. Neste
ponto, ndo se satisfaz nenhuma condicdo de parada, portanto e

efetuada uma iteragao para tentar melhorar o atual limite.
0 Unico cliente tal que | ST Oé j = 2. Entao esta-

. 1
belece-se j* = 2 e calculam-se os Ai (passos 5 e 6). Os valores

obtidos sao
(a,) = (7 7 10 13).

{Ai} = 7 > 0 (passo 7) efetua-se

i* := 1 = arg min (a1,
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I
n

1l se j
1]
[O se j # 2 (= solucédo de kKp(2, J-{2})),

ZD. := p. - A, + V[KP(i*, J - {j*})],

agora o limite superior e

(6]
—
|
>
I
o)
—
!
[
N

44,

A nova solucao satisfaz ] xij < 1 para todo j e

) z. <1, portanto continua-se no passo 3 para o teste de otimi-

Tidade e, logo apds, no passo 4 para aplicagio da heuristica. b

tém-se assim

1* 1 0 O O [0]
0 0 0 1 1* 0
(x;57 = |0 o o o ol (7 =1
0 O 1 0 0] Kol
Esta solucdo satisfaz a condicdo de otimalidade, por
tanto o algoritmo termina aqui. O valor desta solucédo ¢ 44, o]

qual, obviamente, coincide com o valor atual do limite superior.

11.3.2 - Exemplo 2

0 exemplo a seqguir foi construido para ilustrar uma

outra condicao de parada do algoritmo.

Considere-se o0 mesmo exemplo anterior mudando apenas
as capacidades dos armazéns e seus custos fixos. Os novos valo-

res sao
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[20] [30]
20 20
(b)) = |5 & (£5) =1 4| >
| 25] |10
Neste caso m-L = 2. A seguir se apresenta um resumo

das informacdes produzidas pelo algoritmo durante as iteragoes.

12 Iteracao:

(kj) e (pi - xj) tem os mesmos valores que na situa-

J
gao inicial do exemplo anterior.

Por outro lado
T
=20 e (fi - u) = (10 0 -20 -10)".

O limite superior e 101 e esta associado com a seguin-

te solucéao:

0 0 O 0 01 0
O 0o 0o 1 1= 0
(xi.) = e (zi) =
J 1* 1* 0 0 0
o o 1 0o 0| 0]

Esta solucdo ¢ viavel mas ndo Otima porque ] z.=1 < 2.

ER

0 valor desta solucédo é 83.
22 Iteracao:

Pela informacdo da iteragao anterior, o algoritmo e

reiniciado no passo 10, obtendo-se
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limte superior = 101 - Ai* = 101 - 7 = 94.
32 Iteracao:

T ¥ — —
j*¥ =4 JV—{5}.,

2D, = (11 - 9) +3 =5,

1
(o]
D

1
N
Il
©
O

[imte superior =94 - Ai* -

42 Tteracao:
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X = 2> 1, entdo o algoritmo

Nesta altura, como i

)
L
i
devera escolher un novo j* e JV, mas como ‘]v = ¢, isto ndo é pos

sivel. Assim, se satisfaz uma das condicfes de parada.

O limite superior obtido ¢ o Ultimo calculado: neste

caso o valor e 90 o qual foi calculado na 32 iteragao.
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CAPITULO IIT

OBTENCAO DE LIMITES INFERIORES

III.1 - INTRODUGAO

Varios métodos heuristicos poderao ser utilizados para
encontrar solugdes viaveis do problema (P), e portanto, limites

inferiores para v(r). Nas secoes seguintes sZo apresentados trés

desses métodos.

Todas as heuristicas propostas podem terminar sem
achar alguma solucdo viavel. Por esta razdo, no método exato que
se descrevera no capitulo |V serd usado un método que consiste
na aplicacao sucessiva dos primeiros dois algoritmos apresenta-

dos neste capitulo.

A seguinte notacdo sera necessaria: dado un conjunto

FC 1, define-se o seguinte problema de alocagao generalizado:

(Q.) max ] ] P.. X..
F
ieF jeJ o4
s.a Vox,. =1, 3eJ
ieF +J
Yoq X, s < bl, ieF
JeJ J J

x,., ¢ {0,1}, 1 ¢ F, J e J.
1J

Seja X uma solucédo viavel de (QF). Entao, de acordo

com a notacdo introduzida no capitulo I
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vix) = I 1 pyox..- 1 £,
ieF jeJ v v ieF

sera o val or de sol ucdo aproxi mada de (P) associ ada com X,

T1I1.2 - ALGORITMO HEURISTICO HRPLCL

Este algoritno sera aplicado sobre a versdo (p') de
(P). E conveniente lenbrar que (P') pode ser visto conb um pro-
bl ema de alocacao generalizado (PAG) comn+l clientes e m arna-
zéns e onde 0 (n+l)-esimo cliente pode ser alocado a no  maxi no
m L arnmazens. Assi msendo, uma boa alternativa para obter sol u-
cBes vi avei s é usar uma adaptagao de al guma boa heuristica para
0 PAG Neste trabal ho sera considerado o algoritnmo descrito por
MARTELLO e TOTH (26), no qual séo introduzi das as nodi fi cacdes

necessari as que permtemsua aplicagdo ao nosso problema (P').

No passo geral, o algoritnmo que sera proposto nest a
secao, considera o conjunto dos clientes ainda ndo al ocados, ou

seja o0 conjunto

J' = {jIE xij =0, jeJou g Xij < m-L, j = n+l}.

(Aqui 0 (n+l)-ésimo cliente & considerado al ocado quan

do | Xij = mL paraj = n+l). A seguir escolhe-se umj* ¢ J' ta
i

que

j* = arg max{m?x (pij) - m?x2(pij)|j =1, ..., n+l},

onde pi,n+1 = fi' Logo ef etua-se Xjxge 1= 1 (ou Ziy 1T 1 se

j = n+1), onde

i* = arg max{pij*} .
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O algoritmo termina com uma solucdo viavel quando os n
clientes j e J foram alocados. Neste caso, nesta solucéo viavel,
ndo ¢ necessario que o cliente n+l tenha sido alocado no sentido
da definicdo de alocacao dada acima. Como ja foi dito e possi-

vel que o algoritmo termine sem encontrar uma solucédo viavel.

Os detalhes do algoritmo, que sera chamado HRALC1,

sdo estabelecidos na Figura 111.1.

No algoritmo HRPLCI, (Eij, zi) denota uma solucgdo via-
vel do problema (P'). Aqui € convenientelembrar que z,=0 indica no
problema de localizagcdo associado, que o armazém i e usado para

atender a demanda de ao menos un cliente. Caso contrario zi = 1.

No pior caso este algoritmo far&d m-L alocagoes do
(n+l)-ésimo cliente. Por outro lado o valor minimo que L pode as
sumir ¢ 1. Qu seja, no pior caso, havera m-1 armazéns i tais que
z, = 0 (ou y; = 1). A complexidade do algoritmo para alocar 0s
outros n clientes aos m centros ¢ 0 (mm log m + n?) (ver
MARTELLO e TOTH (26)). Portanto a heuristica HRPLC1 podera ser

implementada en tempo proporcional a m(mn log m + n?).



6]

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

:boomi—'

Algoritmo HRPLCI

Comego
H :=J ; e := 0 ;
J'" 1= J U {n+l1i;
para todo i e | fazer ai = bi;
enquanto H # ¢ fazer
Comego
g = - ®
para todo j e J' fazer IJ_ = {pijlqj < ai}
se IJ, = ¢, parar. (Nao foi possivel achar uma solucéo
viavel)
caso contréario
Comego
Se IIjlilej=n+lir‘alO
caso contrario 4 := rlneai {pij} - miaxz{pij};
se d > g entao J
g :=d; j* := j; i* := arg ma {pi4]
fim eI, ™
;(i*j* =1 se j* eJ (21* := 1 se j* = n+l);
H:=J - {j*: se j e J;
B 1T AL Tase
se j* = n+tl entdo e := e t 1;
See=m-1L entdo J' := J' - {n+l};
para todo i « I - {i*} fazer iij* = 0
fim
para todo i tal que Ei =0e ;‘ij =0, ¥ j fazer ;i:=1.
fim

Fi g.
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III.1 - Algoritmo HRPLC1
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III.3 - ALGORITMO HEURISTICO HRPLC2

No método descrito a seguir, a idéia e tentar achar
uma solucédo viavel do problema supondo que ser& usado un conjun-
to H de L armazéns. Se isto nédo for possivel o algoritmo conside
rara iterativamente a inclusdo en H de algum armazém ainda n3o
considerado, até que uma solucdo viavel é encontrada ou até que

H=1.

Uma descricdo formal do algoritmo ¢ dada na Figura

III.z2.

Algoritmo HRPLC?
Comego
1. Escolher un conjunto H de L armazéns;
G := 1 - H;
3. Aplicar uma heuristica ao problema Q,:
(se uma solucédo viavel foi achada, parar)
4. Se G = ¢ entdo parar (ndo foi possivel achar uma solugao via
vel)

Caso contréario

Comego
5. escolher k e G ;
6. G := G - {k};
7. . H:= HU {k};
8. ir a3
fim

fim

Fig. ITI.2 - Algoritmo HRPLC2
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A complexidade desta heuristica esta dada pelo passo
3, o qual pode ser implementado en tempo O (mn log m + n?) (ver
(26)). Este passo ¢ executado (no pior caso) m-1 vezes. Portanto

a complexidade do algoritmo sera 0 (m(mn log m *+ n?)).

Como 0 sucesso do passo 3 ndo esta garantido, esta heu
ristica podera terminar sem achar uma solugao viavel. Para melha
rar a probabilidade do sucesso podem-se definir critérios para a
escolha inicial do conjuntod (passo 1) e para a escolha dos
elementos que poderao ser incluidos @an H. Nas implementacgoes fei
tas neste trabalho, bons resultados foram obtidos usando o crite

rio seguinte:

(i) Colocar os armazéns i e | na ordem nao crescente dos valo-

res de alguma funcéao hi’ e

(ii)incluir en H os primeiros L armazéns, e posteriormente, na
medida que for necessario, ir incluindo em H os armazens

"melhor colocados".

A funcdo h. usada aqui foi h, = bi/fi. Outras fungoes
podem ser - fi’ b, etc. Hn qualquer caso, a complexidade do al-

goritmo continuarad sendo a mesma

Uma maneira de garantir o sucesso na busca de uma solu
gao viavel seria utilizar no passo 3 un método exato en lugar de
un método aproximado. Neste caso, devido a complexidade do pro-
blema a ser resolvido no passo 3, este algoritmo podera chegar a

ter un custo computacional muito alto.
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III.4 - ALGORITMO HEURISTICO HRPLC3

Este método se inicia com uma solugdo viavel na qual

todos os armazéns sao utilizados (ou seja v, = 1, para todo

i £ 1). Se esta solucdo néo estiver disponivel, entdo o método

nao pode ser aplicado. No passo geral, dado un conjunto
M= {i ¢ Ilyi = 1}, escolhe-se, para excluir de M, un armazém Kk
tal que a solucdo viavel do problema de alocagao QM_{k} e me —

lhor que a do problema QM. O algoritmo termina quando nao existe

nenhum k e M tal que sua exclusdo melhore a atual solugdo via-

vel, ou entdo quando |M| = L.

Os passos deste algoritmo sédo descritos na Figura
II11.3.

Para calcular a complexidade deste método, pode-se
considerar o numero N(Q) de vezes que o passo 2 ¢ executado. 0
pior caso consiste na exclusdo de un elemento de M depois de
testar todos os elementos de G, até que |M| = L. Isto implica
que
N(Q) =m + (m-1) + (m=2) + ... + (L+2) + (L+1)

_m(m-1)  L(L+1)
-2 2

Portanto, e possivel concluir que a implementagao des-

te algoritmo pode ser feita an tempo proporcional g

m° (mn log m + n®)
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Algoritmo HRPLC3
Comecgo
M:=1;G:=1 ;
Achar uma solugao viavel x de QM; (se ndo for possivel, pa-
rar)
X 1= x;
enquanto |M| > L, efetuar
Comego
Se G = ¢, parar: (asolucédo viavel e x),

caso contrario escolher k « M e fazer G G-{k};

achar uma solugao viavel x de Q Se ndo for possi-

M-{k}"
vel, ir a 5.
Se v(x) < v(X) ir a 5,
caso contrario, X := X : M := M—{k} : G := M:

fim

fim

Fig. III.3 - Algoritmo HRPLC3
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CAPTTULO IV
UM METODO EXATO
IV.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo descreve-se un algoritmo enumerativo do
tipo "branch and bound" para encontrar uma solucdo Otima do pro-
blema (P) formulado no Capitulo I. A seguir se apresenta a termi

nologia béasica para a descri¢cao do método.

De un modo geral, un método de '"branch and bound" con
siste no particionamento do conjunto de solucdes viaveis do pro-
blema en subconjuntos sucessivamente menores, 0sS quais permitem
obter cotas (limites) para o valor de funcdo objetivo. Estes li-
mites s@o calculados a partir de subproblemas (que séo vers;es
relaxadas do problema original) associados com cada un dos sub-
conjuntos da partigao. Alguns dos subconjuntos gerados poderao
ser descartados en funcédo dos Iimites calculados. 0 método termi
na quando cada subconjunto produz uma solucdo viavel ou quando
se pode mostrar que ele ndo pode fornecer uma solugcdo melhor que

a melhor solucdo viavel disponivel.
Seja (Q) un problema da forma

(Q) max f(x)

s.a X & S.

Seja (Q1‘) 0 subproblema associado ao subconjunto i da
particao. Os elementos basicos que compoem un esquema de 'branch

and bound" sdo 0s seguintes:
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(1) uma regra de separacdo (ou particionanento, ou "branching'")
que permitira construir uma |lista de subprobl emas (proble-
mas candi datos). Esta regra ¢ usada para partici onar

Sv(Q.) em subconjuntos s,_, S
i il

ior T Siqtals que

q
U 5. . =8V(Q).
=1

(ii) uma rel axacdo de Q, ou seja, um problem do tipo

(QR) max g(x)
s.a x e TDS,

tal que para todo x, y e S temse que
f(x) > £(y) => g(x) > g(y).

(iii) Um método de céalculo de V(QrR). Este valor ¢ umlinmte supe

rior para v(Q).

(iv) uma regra para selecionar da lista de problemas candi da-

tos, o seguinte problem a ser processado.

(v) (opcional) uma heuristica para encontrar solugoes Viaveis

de (Q e, em conseqiiencia, umlinite inferior para v(Q).

(vi) (opcional) nmétodos que permtam uma reducdo fixando os va-
| ores de al gumas vari avei s ou descartando al guns dos pro-

bl emas da lista

Obvi anent e, a qual i dade dos el ement os enunerados aci -
ma, tera uma influéncia nuito grande na vel oci dade de convergén-
cia do método. Por exenplo, uma pequena diferenca entre o limte
inferior e superior fard que o numero de solugoes do probl ema

qgue deverdo ser enunerados explicitanente seja pequeno; etc
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IV.2 - O ESQUEMA "BRANCH AND BOUND™

A seguir descrevem se 0s passos do método proposto pa-

ra resolver o problema (P). Nesta descricdo o simbolo SV sera

usado em | ugar da expressdo '"solugao viavel'.

Passo 1:

Passo 2:

(Inicializacao) Colocar (P) na lista de subprobl enas.
Qpci onal nent e, usar al guma heuristica para obter um i -

mte inferior LI. senso fazer LI := - =,

(selegao de um subproblema da lista). Se a lista estéa
vazi a, parar: a solucdo associada comLl ¢ Gima (ou,
0 problema (P) ndo tem solucédo se LI = - «»). Caso con-
trario escol her um subprobl ema (Pk) e renové-lo da lis-

ta.

Passo 3: (Linmte superior). Resolver a relaxagao (LRk) de (pk)

Passo 4:

para achar um limte superior LSk.

Se Ls, < LI, voltar ao passo 2.

Se Ls, > LI : se a solucao de (LRk) ndo for viavel, ir
ao passo 4; caso contrario, se o valor da sol ugéao de
(LRk) for maior que LI, entdo atualizar a SV e o limte

LI. Ir ao passo 5

(Limite inferior: opcional). Usar a solucdo de (LR, )
para achar uma SV, utilizando al guma heuristica. Se o
val or da solucdo e nmaior que LI, entdo, atualizar a SV

e LI.
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Se LSk > LI, ir ao passo 5. Senao, voltar ao passo 2.
Passo 5: Se alguma variavel \ estiver livre (ndo fixada en O

ou 1) ir ao passo 6. Senao, OU Seja se Y; = O ou 1, pa-

ra todo i e I, utilizar un algoritmo exato para resol-

ver o problema de alocagao generalizado definido pelo

conjunto de armazéns {ilyi = 1}; atualizar a S/ e LI
se a solucdo encontrada for melhor que a atual; ir ao
passo 2.

Passo 6: (Redugao: opcional) Fixar os valores de algumas varia-

veis y; em O ou 1, utilizando algum método de reducéo.

Passo 7: (Separagao ©U"branching'") Escolher uma variavel Yi e ge
rar dois novos subproblemas: (Pko) fazendo y; = 0 an
(P), e (P _,) fazendo yi = 1 am (P,). Coloca-los na

lista nessa ordem e ir ao passo 2.

O procedimento descrito acima pode ser representado
por uma arvore binaria (chamada arvore de busca ou de "branch
and bound") com raiz, o vértice correspondente ao problema origL
nal, e onde os sucessores do vértice k estdo associados com 0sS

subproblemas (Pko) e (P._)gerados a partir de (Pk) pela regra

kl
de "branching" do passo 7.

No passo 1 podem ser utilizadas as heuristicas descri-
tas no Capitulo III, para obter solugcbes viaveis e limites infe-
riores. Na implementacao do método foi aplicado un algoritmo em
duas fases: a primeira consiste da aplicagao da heuristica
HRPLC1 e, no caso de n&o conseguir uma SV, utiliza- se, na segun-

da fase, a heuristica HRPLC2.
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O critério de escolha do proximo problema da lista
(passo 2) é "Gultimo e@m entrar, primeiro a sair" (UEPS ou "LIFO").
Portanto a |lista de subproblemas e, na realidade uma "pilha" de
problemas e, toda vez que deve ser feita uma selecdo, o proximo
problema a ser escolhido ¢ aquele que esta& no topo da pilha.
Este critério define un processo de busca ean profundidade na
arvore de "branch and bound". Neste caso a idéia e encontrar o]

mais rapidamente possivel uma S/ do problema.

No calculo de un limite superior no passo 3 foi adota
do o seguinte procedimento: se o problema a ser resolvido for
(LR1) (ou seja, no vértice inicial) entdo e utilizado o MAM des-
crito no Capitulo II. Nos vértices intermediarios, os limites
superiores foram obtidos calculando simplesmente os efeitos de
fazer y; = O ouy, =1 @am (Pk). Nao foram realizadas iteracoes

adicionais para melhorar os limites.

No passo 4 (que ¢ opcional) o método heuristico ¢ apli
cado sobre o PAG definido pelo conjunto {ilyi = 1 no problema
lagrangeano do passo 3}. O método escolhido e o descrito por

MARTELLO e TOTH (26).

Os possiveis métodos de reducdo a serem utilizados no

passo 6, serdo descritos na segao seguinte.

Para resolver o PAG do passo 5, foi usado o método que
MARTELLO e TOTH apresentam em (26) e (27). Outros métodos podem
ser encontrados en ROSS e SOAND (35) e FISHER et alii (14).

Finalmente, a escolha da proxima varidvel para separa-
cao foi feita da seguinte forma: seja {;‘.JU e J} o conjunto de

mu ltiplicadores correspondentes ao limite superior derivado de
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(LRl). Considere-se para todo i e | o seguinte problema de mochi
la en variaveis 0-1:
i

(K™) max | (pij - ;j)

. i
e definamos o, = V(K ) - fi.
A proxima variavel a ser separada ey  , onde i ¢ tal
ig o
que
o, = max{a.|i e I}
lo 1

Cada veértice da arvore de "branch and bound" que repre
senta o algoritmo descrito, estd associado a un subproblema. Es-
te subproblema fica definido por un vetor que contém a informa-
¢cao sobre o estado das variaveis Y; (que pode ser 0, 1 ou li-

vres) e os valores de L e U até esse momento.

Um vértice terminal da arvore de busca e aquele vérti-
ce k onde ndo existem variaveis Y; livres, ou seja onde v, =0
ou 1 paratodo i e I. Se nun vértice terminal Kk, Ls, > LI entao
deve-se resolver un PAG e, se for o caso, atualizar a S/ e o li-

mite inferior LI.

Se en algum vértice k acontecer que LSk < LI entéo o]
proximo problema da lista deve ser escolhido. Esta operagao im-
plica uma "volta atras" (ou "backtracking") na arvore de "branch

and bound", até o vértice associado ao proximo problemana lista.
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IV.3 - METODOS DE REDUCAO

Algumas redugoes no tamanho do problema podem ser con-
seguidas utilizando o limite inferior LI e algumas penalidades
que podem ser calculadas a partir do problema lagrangeano. Para
un dado vértice se o limite superior obtido usando essas penali-
dades, € menor que LI, entdo a condicdo penalizada n&o pode acon
tecer e, portanto, pode ser descartada de futuras consideracdes

an qualquer vértice da subarvore com raiz o vértice atual.

Varios métodos de calculo de penalidades podem ser en-
contrados na literatura e que poderiam ser aplicados aqui. Ver
por exemplo (5) e (8). Nesta segao se descrevem trés desses mé-

todos.

Sejam k o veértice atual na arvore de "branch and
bound" e (Pk) o correspondente problema candidato. Dada uma solu
gao (x*, y*) do problema dual lagrangeano de (Pk) define- se

— 3 ¥ _
M = {1|yi = 1},

Definem-se também o0s seguintes conjuntos:

KO = {1|yi = 0},
K, = {1Iyi = 11
K, = {1|y1 e livre}

Notar que ch_: M e que os elementos de Ko nao podem f a

zer parte da solucdo do dual lagrangeano.
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O0s métodos de reducdo que serdo considerados neste tra
balho sdo os seguintes:

(i)Metodo para fixar y, =0ondei /M (oui el -M-=-K)

Este método esta baseado na penalidade de incluir i en
M, ou seja, de incluir o armazém i na solucdo do problema dual

lagrangeano. Esta penalidade esta dada por

-

- oy se |[M| #Le |M| #U

min {a.} - a.; se |[M| =U , e
pl = . J 1

jeM-K

1
min(0O, min {a }- ai), se |[M| £ U e |M| = L.
L jeM—Kl
Neste caso se LSk - < LI, entéo Y; deve ser fixada
1

em O,

(ii)Método para fixar Yi = l1ondei e M - K

1
Aqui ¢ considerada a penalidade de excluir de M o

armazem i tal que y; permanece livre até o vértice k. O valor
desta penalidade e

'ai - max(0, max {a.}) se |M| £ L, e

JeI-M-K

Py =%

o - max {a.} se |M| = L.

{ jeI-M-Ko

Se LSk P, < LI, entdo a variavel yi deve ser fixada
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(iii)Metodo para diminuir a diferengca U - L

Uma pequena diferenca entre o numero médximo e minimo

de armazéns, podera melhorar o limite superior e o poder de '"po-

da" das penalidades calculadas nos dois métodos anteriores. Se
no vértice k se estabelece a condicdo de que na solucao Otima
havera exatamente q armazéns i tais que y; = 1, entdo o valor do

limite superior sera

q—|K1|
LS' =7 a, + | o, + max  {o, |i ¢ K.}
. i . 1 . J i 2
J ieK_ j=1
1
onde, de acordo com a notacgdo introduzida no capitulo IT.

maxj{ocili E K2I e o j-esimo maior a_ tal que y_ ainda é uma va-
1 1

riavel livre.

Se LS, < LI entéo pode-se fazer L := L * 1se q =L,

ouU:=U-1seq=U.

E importante ressaltar que todos estes métodos presec
vam a condicdo de que na solugao Otima o niumero de armazéns i

tais que Y = 1 estara no intervalo [L, ul .
IV.4 - UM EXEMPLO
Con o objetivo de ilustrar o algoritmo de "branch and

bound" descrito neste capitulo, sera considerado un exemplo com

0s seguintes dados:

=
I
~—
—
N
w
N
&)
—




40

[780 630 666 392 218 570 ™ 300]
600 798 432 468 314 270 500
(pij) = |675 570 738 582 410 410| , <fi9'=- 600|
270 450 396 677 778 10 800
600 522 468 525 250  750] 11100
(bi)T = (20 30 38 42 55),

(q.) = (15 12 18 19 16 20).

No vértice inicial da arvore (vertice 1) olimte infe
rior (LI) e olimte superior (LS) s@o 1961 e 2393, respectivamen
te. Para o calculo do LI foramutilizados os al goritnos HRPLC1 e
HRPLC2 de naneira sugerida na secao 111.4. Por outro |ado, o LS
foi cal culado utilizando o nétodo de ajuste de nmul ti plicadores
(MAM proposto no Capitulo II. Neste caso, o MAM forneceu cono
subprodut o uma nova solucao Vi avel de val or 2036. Este val or

permte a atualizacdo da sol ucado viavel e do LI
Gs nultiplicadores associ ados com LS foram
(xj) = (600 630 486 582 410 410)

Com estes val ores ¢ possivel cal cul ar a, para t odo

i e |, resolvendo os probl enas (Ki) da secédo |V. 2, resultando
(ai) =(-120 -332 -273 -339 -760)

Conb ndo se satisfaz o critério de otinalidade deveria
ser escol hida una vari avel para separar. Antes de efetuar a sepa
racao, sdo aplicados os nmétodos de reducdo (i) e (ii) da secao

anterior. Estes nétodos permtiramfixar em O a vari avel Ys-
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Para determinar a variavel a ser separada obtém-se io

tal que
ai = max {ai} )
(0] ieK
2
e ¢ escolhida para separar a variavel yi . Neste caso Oi = 1.

o
Dois novos vértices sao criados: un associado a Yq = 1 e o outro

ay, = 0. O seguinte vértice e ser considerado ¢ o associado com
y, = 1. Neste vértice (LI, LS) = (2036, 2393), portanto uma nova

variavel ¢ escolhida para separar, criando mais dois vértices.

Este processo continua ate que no vértice 5 os limites
sdo (LI, LS) = (2036, 2052). Neste ponto ¢ resolvido un PAG cuja
solucdo tem valor 2036. Aqui deve ser feita uma "volta atras" ou
"backtracking" até o vértice 6, onde o problema candidato asso-

ciado é ndo viavel.
O procedimento termina depois que todos os veértices
criados sdo considerados. |Isto acontece no vértice 9. A arvore

completa ¢ mostrada na Figura | V..

A solucdo Otima do problema corresponde a Ultima solu-

cdo viavel encontrada. Os valores Otimos s&o

V(problema) = 2101,

(y¥) = (0 1 1 1 0),
(x3§)=(2 2 3 4 4 3),

onde, xJ. = iO implica que, para o cliente j,
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O para todo i # iO
Neste exemplo, os métodos de reducdo (i)e (ii) foram

aplicados en cada un dos vértides da arvore. Uma comparagdo com

a arvore resultante de aplicar o algoritmo sem incluir os meto-

(2036, 2393) e

@ (2101, 2393)

(2036, 2393)
NAO
VIAVEL

y,=1

(2036, 2393)

(2036, 2052)
T NAO
VIAVEL

PAG
2036

Eig. IV.l - Arvore de "branch and bound" para o exemplo



43

dos de reducdo permite ter uma idéia das vantagens de sua ytili

zacao. Os dados relevantes sdo mostrados na Tabela 1V.I.

M REDUGAO COM REDUGAO
Vertices gerados 31 9
Veltices terminais 7 3
Heuristicas aplicadas 13 2
SAP's resolvidos 3 3
TABELA 1V .1

Na arvore mostrada na Figura IV.l 0s numeros nos vérti
ces indicam a ordem em que eles foram processados; o0s pares

(=—, —) representam (LI, LS) no vértice.
IV.5 - RESULTADOS COMPUTACIONATIS

O algoritmo de '"branch and bound" proposto neste capi-
tulo, foi codificado en FORTRAN |V e rodado num computador
UNISYS A10 do Nucleo de computacdo Eletrdénica da Universidade
Federal do Rio de Janeiro. Foram testados 60 problemas gerados
aleatoriamente. Os lucros c:ij e demandas d; sdo numeros inteiros
selecionados de uma distribuicdo uniforme entre 1 e 40, e entre

5 e 25, respectivamente.

Os 60 problemas da amostra foram agrupados de acordo

com certos valores de bi’ da seguinte maneira:

Grupo 1: b, = 1,8 | q./m,
i . J
J
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Grupo 2: b, = 1,5 ] q./m,
1 . J
J
Grupo 3: b. =1,2 7 q./m.
i |
J
Os custos fixos considerados foram fi = 10 n/m. 0S
resultados sdo mostrados na Tabela 1V.2. Dentro de cada grupo

testaram-se cinco problemas para cada par de valores de m e n.
Para cada un desses conjuntos de cinco problemas se mostra o tem
po médio e maximo de execucdo, en segundos, excluindo os tempos

de entrada e saida.

A coluna (1) da tabela contém dois dados: o primeiro e
0 numero de problemas que necessitaram ramificacdo e, o segundo

(entre parenteses) a diferenca percentual média do limite supe-

rior  respeito do valor otimo do problema.

Os dados na coluna (2) correspondem ao numero de pro-
blemas que se reduziram a un problema de alocagao generalizado
(PAG). E claro que este numero aumenta na medida que a diferenca
entre ] b. e | q, diminui.

S| 2]
i J
A informacdo da Tabela IV. 2 mostra que, apesar do pe-

queno porte dos problemas, o algoritmo proposto e viavel.

Alguns testes adicionais foram feitos sobre problemas
de maior tamanho. 0s tempos de execucdo nestes problemas mostra-
ram uma forte dependéncia dos tempos de execucdo na solucdo dos
PAG. HEHn todos os problemas testados, a solucdo dos PAG consumiu

entre 94 e 99% do tempo total de execucdo.
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TEMPO DE EXECUCAO
GRUPO m n (SEG.) (1) (2)
MEDIO | MAXIMO
1 3 10 | 0,077 0,117 1 (4,33) 0
3 20 { 0,060 | 0,067 - 0
5 10 | 0,553 | 1,083 5 (2,99) 0
5 20 | 0,853 1,283 4 (5,37) 0
2 3 10 | 0,010 | 0,017 - 5
3 20 3,520 8,533 3 (2,72) 2
5 10 | 0,250 | 0,433 2 (3,05) 0
5 20 | 0,130 0,283 1 (0,42) 0
.3 3 10 | 0,027 | 0,067 - 5
3 20 | 0,030 | 0,100 - 5
5 10 | 1,633 | 7,167 - 5
5 20 | 2,037 4,833 - 5

TABELA V. 2

Exi stem pel o menos duas maneiras de mel horar os resul
tados obtidos: a prineira ¢ o uso de programcdo dinamica para
resol ver os problemas da nochila 0-1 no algoritnmo de calculo do
limte superior ou, a utilizagcdo de um codigo mai s eficiente,co-
mo por exenplo os de FAYARD e PLATTEAU (11) ou MARTELLO e TOTH
(28); a segunda possibilidade de nmelhora, e a utilizacdo do al-
goritno de FISHER et alii (14) para resolver 0s PAG's. Este algo
ritmo precisa aproxi mmdamente 1/ 10 do tenpo do al goritnmo de

MARTELLO e TOTH (26), naquel es PAG's consi derados mai s dificeis.
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CAPITULO V

METODOS DE DECOMPOSIGAO LAGRANGEANA PARA
OBTER LIMITES SUPERIORES MAIS FORTES

V.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo serdo discutidas relaxacfes lagrangea-
nas nao convencionais, visando a obtencdo de limites superiores
que podem ser consideravelmente mais fortes que nos métodos

classicos.

Estes métodos, que serdo chamados de decomposicéao
lagrangeana, consistem na formulacdo de un problema (P1) equiva-
lente ao problema original (P), criando uma (ou varias) copia(s)
dos vetores das variaveis de decisdo, utilizando cada uma delas
an cada conjunto de restri¢cdes de (P). Assim sendo, ¢ possivel
definir uma relaxacao lagrangeana de (P1) que decompde aditiva-
mente em varios subproblemas, onde cada un dos quais conserva un

dos subconjuntos de restri¢cdes de (P).

Este tipo de método vem sendo pesquisado e utilizado
por varios autores desde 1975. No entanto, foi nos trabalhos de
GUIGNARD e KIM (18) e (19), onde as implicagoes € propriedades
deste novo uso da relaxagéo lagrangeana sdo estudados mais siste

maticamente.

Nas secbes V.2 e V.3 deste capitulo, se faz uma des-
cricao geral dos métodos de decomposicao de lagrangeana. Logo,na
secao V.4 se apresenta un exemplo para ilustrar a potencial me-
Ilhoranoslimites. Finalmente, na secdo V.5 se discute a aplica-

¢cao destes novos métodos ao problema de localizacdo capacitado.
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V.2 - METODO 1 (GUIGNARD e KIM (18) e (19))

Considere-se o0 seguinte problema de programacédo linear

inteira:

(P) max fx

s.a Ax <D (v.1)
Cx < d (v.2)
X e X (v.3)

Pede rR™P. A e Cc sdo matrizes de

T n n
onde f e R, Xe R, beR
dimensbes apropriadas. Supoe-se que as restrigcdes (v.1), (V.2)
e (v.3) definem un conjunto ndo vazio, ou seja, supOe-se que O

problema (P) e viavel.

Depois de criar uma copia de vetor x das variaveis de

decisao, pode-se formular o seguinte problema equivalente a (P):

(P1) max fx

s.a Ay < b (v.4)
y = X (V.5)
Cx < d (v.6)

XeX, yeYDX (v.7)
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Duas relaxacoes |agrangeanas de (P) podem ser defini -
das: a prineira consiste na dualizagao das restrigoes (V.1) em
(P) utilizando o vetor de multiplicadores duais v > O; na segun-
da rel axacdo e dualizado o conjunto de restricdes (V.5) em (P1)

. - T
associ ando-1 he o vetor de multiplicadores w e R". Cs pr obl emas

| agr angeanos resul tantes sao, respectivanente,

(PRV) max (f - vA)X+ vb,

(PRW) max fx + w(y - X)
s.a (v.4), (Vv.6) e (V.7).
ou, equi val ent enent e,

(pRW) max (f-w) x + max wy

Associ ado con1(PRV) e (PRW), respecti vanente, definem-
se 0s segui ntes probl enas duai s | agrangeanos:

(RN mn V(PR )
v>0 M
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(D1) min V(PR ).
w

O seguinte teorema garante que o limite fornecido por

(D1) e, no prior caso, igual ao fornecido por (R).
Teorema V.1 (GUIGNARD e KIM (18) e (19))

Considere-se v° ¢ SO(R), w = WV A, e seja (x°, ¥°) ¢

SO(PR-) . Entao

(i) V(PR=) - V(PR.o) - v(Ay® - b), e
(ii)V(D) < V(R)

Demonstragao: Ver (18) e (19).

Teorema V.2 (GUIGNARD e KIM (18) e (19))

Sejam (R1) e.(R2) os problemas duais associados com
as duas relaxacOes lagrangeanas classicas obtidas relaxando
(V.l) e (V.2), respectivamente. Se algum dos subproblemas de

(PRW) satisfaz a propriedade da integralidade entédo
V(D1) = min{V(R1l), V(R2)}
Demcnstragao: Ver (18) e (19)

Uma observacdo importante ¢ que a diferenca entre

V(D1) e V(R) pode vir de duas fontes:

i) V(PRW) < V(PRV) para w = vA. Se ndo se satisfaz a complemen

tariedade das folgas haverd uma diferenca entre V(PRW) e
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V(PR ).
v

(ii)Pode haver outros valores de w que ndo sejam da forma w =

vA, v > 0, e que fornecem melhores limites. Isto porque

V(Dl) = nun V(PRm) < V(PRW), VvV ow.

V.3 - METODO 2

Nesta secdo se discute un novo esquema de  decomposi-
cdo lagrangeana aplicado a problemas de programagao linear intei
ra. Uma das caracteristicas deste esquema ¢ que ele pode forne-
cer limites superiores consideravelmente melhores que os forneci
dos pela relaxacdo lagrangeana convencional, com un custo compu-
tacional que pode ser menor que no método de decomposigao descri
to na secdo anterior. |Isto porque, como se vera mais adiante, o
numero de restri¢gcfes que devem ser relaxadas para conseguir a

separacao do problema lagrangeano, podera ser muito menor.
V.3.1 - Alguns Resul tados Importantes

Consideremos o problema (P) definido na secao V.2. As

restrigoes(V.1)podem ser reescritas da seguinte maneira:

onde x!' & Rk, x> £ R K e onde Al e A2 sao submatrizes de A com

dimensdes apropriadas.

I

Sejay uma copia do vetor das variaveis de deci
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sdo. Aqui as dimensfes de y* e y* s&@o as nesnmas de x' e x?, res-

pectivamente. Isto permte fornmular o seguinte problena

lente a (P):

(P2) max fx

O]
o
b=
<
il
>
<
+
=g
<
AN
o

Cx < d
y e Y, X e XCY

Pode- se definir una rel axacdo | agrangeana de

dual i zando as restricdes (V.9) e (V.10. Sejan1(ul)T e R

equi va-

(v.8)
(V.9)
(v. 10)
(v. 11)
(V.12)

(PZ) ’

e

(uZ)T E FF os vetores duais. O problenma | agrangeano resultante

+ _ + 2 2 _ 2
(PRul’uz) max fx ut(yt-x1) u (A2y Agx )

s.a (v.8), (V.11) e (v.12),
ou, equival entenente,

(PRul,uZ) max fx - ur xt - u2A2X2 t max uriy: + u2A2y2

s.a (Cx < d s.a Aly1 + A2y2 < b

XEX, y€Y.




a
A

E importante notar que no caso que k = n, ou seja,quan
do a matriz A e os vetores das vari aveis de deci sdo ndo sao par-
ticionados, as restricdes (v.9) e (v.10) ficamreduzidas a res-

tricdo (V.5) do problema (P1).
O probl ema dual |agrangeano de (P2) e

(D2) Mn V(PR , =)
H 2 u’u

u ,u

A seguir se estabel ecem al guns resultados que nostram
a relacao existente entre os Iinmtes fornecidos por (D2) e aque-

| es fornecidos por (D1) e (R.

Lema V.1

, 0 : - o)
Seja V- ¢ SO(R) e considere-se u' = v A, eu =V .3e

ja (x°, v°) e SO(PRG1 —, ). Entao,

, U

(1) V(PR=, =) - V(PRyo) = vO(ay® - b), e

’

(ii) v(p2) < V(R)
Demonstragao:

V(PR—,
u

_az)zrmxfx-ﬁlxl- uf A, x* F max ut y' o+ U’ A,y
b

2

s.a X < d s.a A1 vy + A2 y® <D

XEX, er.



"Xl y1

o O
, 0O 0O , . - ~
Seja (X, vy ) = . Como (xo0, yo) e solucéo
2 2
X
) yO

Otima de (PRE1 ag) tem-se que

?

O ~2 2 . 2 2
V{(PR~— = f - u! 1 1,1
( 1’ 2) X u X u A2 X + u \ + u A2 \4
O O O o] O
= f - v A L v 2 L v 1 2
X 1 X A2 X Al \ + Vv A2 \j

(f - v° A) x° +v° a yo

Somando e restando vo b, e como xO e SO(PR O) obtem-

v
se que
V(PR—, — ) = V(PR ) + v°(ay°® - b)
u ,u O
\%
Fica, portanto, demonstrada a parte (i) .
Para provar (ii) e suficiente observar que v® > 0,
Ayo - b < 0 e que V(PR 0) = V(R), implicando que

\'%

V(PR—, — ) - V(R) = v (Ay® - b) < O,
u u -

’

logo, v(D2) < V(R).

Tal como acontece no método de decomposigao lagrangea
na descrita na secdo anterior, aqui também a diferenca entre

V(PRul u2) e V(PRV) pode ser causada por dois fatores:

2

(i) a nédo satisfacdo de complementariedade das folgas, e

(ii) o fato que
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2

V(D2) =min V(PRU, u2) < V<PRu"u2)’ para todo u' e u‘.

2
u',u

A seguir prova-se un resultado que estabelece uma rela
gao entre os limites fornecidos pelos dois esquemas de decomposi

gao lagrangeana apresentados.
Lema V.2: V(D1) < V(D2).
Demonstracao:

Sejam (u!, u?) & S0(D2) e considere-se w = (u* u A ).
| o o

1
0 o 2
(@]

Seja também (x°, y ) E SO(PRW). Entao

V PR— = _ w - —
( w) max(f - w) x t+ max Wy
5.a Cx < d s.a Ay < b
X e X, y e Y.
= (f-w) x° +w yO

Substituindo w tém-se que

o)
V PR_ - f _ 1 1 _ 2 A 2 1 1 2 2
( w) X uo xo uo 2 Xo * uo yo * uo A2 yo
O - , ~ £ ..
Como (x, yo) e também solugao Otima de (PRu‘ ’ ), en-
- o’ o
tac

V(PR=) = V(PR = ,) = V(D2).
w u

Mas, V(D1) < V(PR=), logo V(D1) < V(D2).
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Teorema V.3  V(D1) < V(D2) < V(R).
Demonstragao: |Imediata dos lemas (V.1) e (V.2).

Sejam (RA) e (RC) os problemas duais lagrangeanos re-
sultantes da dualizagao das restricdes Ax < b e Cx < d, respectd
vamente, e, seja (P) a relaxagao de programacdo linear do pro-
blema (P). No teorema a seguir mostra-se un resultado que permi-
te derivar uma condigcao necessaria para que os limites forneci-

dos por (D2) sejam melhores que os fornecidos por (RA).

Teorema V.4 Se o0 problema en variadveis y satisfaz a propriedade

da integralidade entao
V(D2) = V(RA) < V(RC) = V(P),

Demonstracgao: Se o problema en variaveis y satisfaz a proprieda-

de da integralidade, entéo
V(RA) < V(RC) = V(P).
Por outro lado

V(D1)

V(RA), (por Teorema V.2) e,

N

V(Dl) < V(D2) < V(RA), (por Teorema V.3).
Logo, V(D2) = V(RA).
Qu seja, uma condicdo necessaria para que V(D2) seja

estritamente menor que V(RA) e que o problema en variaveis y néo

tenha a propriedade da integralidade.



V.3.2 - Observagoes e Comentarios

Uma observacdo interessante e que a qualidade dos limi
tes fornecidos pelo esquema de decomposicdo apresentado nesta
secao, depende da formulagdo do problema equivalente a (P), a
partir do qual vao ser derivados os limites. Por exemplo, consi-

dere-se o problema resultante de acrescentar en (P2) e restricéao
c, vy’ =¢C, x° (V.13)

onde C2 e uma submatriz ou C de dimensbes apropriadas. Seja (P3)

0 novo problema.

Seja (D3) o problema dual lagrangeano fornecido pela

dualizagao das restrigoes (V.9), (V.10) e (V.13). Sejam
(x‘)T E Rk, (>\2)T e rRP e (x3)T € Rm"p, 0S respectivos Vetores

duais. Seja também (PRxl 3 ) O problema lagrangeano resul tan-

J A2 X
te da relaxacdo. Entao pode-se provar o seguinte resultado:

Teorema V.5 V(D3) < v(D2).

Demonstragac Sejam (ucl), u;) e SO(D2) e considere-se A= ul,

22 = uz e »° o vetor nulo. Seja também (xo, yo) € SO(PR@JZ,?)-

E facil mostrar que:

V<PR;’“ Tz,;:,) = V(PRul,uz) = V(D2)
o]

b

e, como V(D3) < V(PR— ;) O teorema fica demonstrado.

AP oA

O Teorema V.5 mostra que é possivel melhorar o limite
derivado de (D2) simplesmente acrescentando algumas restricdes
adicionais (sem perder a equivaléncia com o problema original),

ou escolhendo adequadamente a(s) matriz(es) para particionar. Di
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to de outra maneira, na medida que o conjunto de restri¢cdes de
acoplamento entre x e y (as quais garantem a equivaléncia) se
aproximam a restricdo "y = x", o limite ficara mais proximo de

v(D1l).

Obviamente as restri¢cdes adicionais, a serem acrescen
tadas e 0s particionamentos dos vetores das variaveis de deciséo
a serem realizados, dependem da estrutura do problema original
(P).

Uma outra observacdo, derivada dos comentarios acima,
¢ que uma boa formulacdo do problema equivalente e (P), que seréa
usado para obter limites, implicara num namero de variaveis
duais que podera ser muito menor que no esquema de decomposigao
descrito na secdo (vV.2). |Isto possibilitara un menor esforco com

putacional no céalculo dos limites.

Em relagcdo ao método que poderia ser utilizado para
resolver o problema dual lagrangeano, dado que este esquema esta
"orientado as restrigoes" (e n&do "as variaveis", como no enfoque
de GUIGNARD e KIM (18) e (19)), parece ser que 0 método mais

indicado seriaocléassico método do subgradiente.
V.4 - UM EXEMPLO
0 exemplo discutido a seguir foi proposto e analisado

por GUIGNARD e KIM en (18). Considere-se o seguinte problema da

mochila generalizado:
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(P)  max 2x; + 3x, + 4x,
s.a  12x, + 19x, + 30x, < 46 (V.14)
49x, + 40x, + 8lx, < 76 (v.15)
xg e (0,13, § =1, 2,3 (v.16)

Sejam (R1) e (R2) os probl emas duais | agrangeanos obti
dos rel axando em (P) as restricbes (V.14) e (Vv.15), respectiva-
mente. Sejamv' e v’ os multiplicadores duais respectivos. Em
(18) prova-se que V(R1) = 6, 6 e V(R2) = 5,84. Estes minimos Sé&o

al cancados em v! = 4/30 no caso de (R1) e V® = 2/49 no caso de

(R2). Na nmesna referéncia nostra-se tanbém que V(P) = 4, que
V(P) = 6,688 (onde (P) é a rel axacdo de progranmacgéo |inear de
(P)), e que 0 minimo de V(PRVJ e al cancado ernwﬁ = 2, w, = 0,5e

M@ = 1,5, sendo v(D1) = 4,5,

Para aplicar o novo esquenma de deconposi ¢do lagrangea-
na proposto na secao anterior, pode-se considerar o seguinte pra
bl ema equi valente a (P):

(P1) max 2x1 + 3x2 + 4X3
s.a 49y, + 60y, + 3lyy < 76 (V.17)
V= %, (v.18)
49yl + Sly3 = 49xl + 31}(3 (v.19)
l2xl + l9x2 + 3OX3 < 46 (V.20)
x, € (0,11, =1, 2, 3 (V.21)
y. e {0,1}, j =1, 2, 3 (v.22)
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Dualizando (Vv.18) e (V.19) associando-lhes os multipli

cadores u' e u®, respectivamente, obtém-se o seguinte problema

lagrangeano:
— _ 2 _ 1 _ 2
V(PRu‘,uZ) = max(2 49u° ) Xy o+ (3 ul) Xy (4 31u‘) Xq
s.a (V.20) e (v.21)
+ 2 + ut + 2
max 49u Yq u y2 31lu y3
s.a (V.17) e (V.22).
O problema dual lagrangeano de (P1) é
(DP1) min V(PR , )
ul,u’® 4 d
Neste exemplo, pode-se mostrar que se u’> = 2/49, o

minimo e alcancado para qualquer u® no intervalo [13/49, 36/49]

e

V(PR ) = 4,735.

u',2/49

A Figura (V.l) representa os valores de V(PRu‘,2/49)

an termos de u'.



69

+ + ¥ l'>
13/49 36/49 1 ut
Fig. VI
Uma maneira de calcular V(DP1) é a seguinte: como o

conjunto de solucdes viaveis de (PRu4 u,) e finito, ele pode ser

?

expresso assim:

Kk
{(x, yk)lk

1, 2, ..., K}

il

{{(0,0,0), (1,0,0)], [(0,0,1), (0,1,0)], ...}

Neste caso K = 29. Portanto o dual lagrangeano pode

ser formulado como o seguinte problema de programacao linear:

(DP1) min t

s.a t > 2xk + 3xk + 4xk + u“(yk - X

Z X > 3 > )+

wx X

k
+ u2(49yT + 31y3 - 49xk - 31x

kK =1,...,29
1 ) , 9
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Uma sol ucdo Otinm deste probl ema (obtida usando o paco

te de programagao matematica LINDO) e

V(DP1) 4,734694 = 4,735

‘= 0,734694 [= 36/49]

c
|

u® 0,040816 [= 2/49]

Esta solucédo coincide coma da figura (v.1).

O exenplo ilustra claranente que, usando nenos multi-
plicadores que variaveis, ¢ possivel obter umlinte superi or
bast ante proximo ao melhor limte conhecido para o problema (P),
e substancial nente nmenor que o limte superior fornecido pel a
mel hor rel axagcdo | agrangeana convencional. E inportante not ar
que neste exenplo V(P) e inteiro, logo tanto 4,5 cono 4,735 im

plicam separadanente que V(P) < 4.

Para nostrar cono o limte superior pode nudar de
acordo com a fornul acdo do probl emn, considere-se o segui nte

probl ema equival ente a(P):
(P2) max 2xl + 3x2 + 4x3
s.a 12yl + l9y2 + 30y2 < 46
Yo T %2

l2yl + 3Oyl 12x., + 30x

49x1 + 4OX2 + 31x3 < 76

Xj, yl e 10,11}, j=1, 2,3
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Dualizando as restricdes de acoplamento entre x e y,
e resolvendo o problema dual lagrangeano de maneira descrita no
caso anterior, obtém-se un limite superior igual a 5,2. Este va-
lor, embora seja melhor que V(R1), V(R2) e V(P), é pior que o

limite obtido usando e formulacédo (P1).

V.5 - APLICAGCAO AO PROBLEMA DE LOCALIZAGAO CAPACITADO

Nesta secdo sera usada a seguinte formulacdo do proble

ma de localizacdo capacitado:

PLC v -
(PLC)  max § ] Piy Xy — L Ey Yy
iJ i
s.a Vx. . =1, jeJ (V.23)
i 1d
< .
Xij_yi,lEI,JeJ (v.24)
> .2
Z b, vy, > 2 a, (v.25)
p .
2 qJ Xi,j < bi yy» 1o T (v.26)
O<x,,<1,1ielI, jelI (v.27)
=%y s
yi e {0,1}, i ¢ I (v.28)

A notagdo utilizada nesta formulagdo ¢ a mesma do capi
tulo I. Pode-se notar aqui que as restricdes (V.24) e (V.25) sdo

redundantes.

GUIGNARD e KIM demonstram em (19) que o esquema de de-
composigao lagrangeana que eles descrevem produz o seguinte re-

sultado:
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V(PLC) < V(R1) < V(D) < V(PLC), e

I/\

V(PLC) < V(R2) < V(D) < V(PLC),

onde (D) é o problema dual lagrangeano associado com a decompo-
sicao. (R1) e (R2) denotam os duais lagrangeanos correspondentes
as relaxagoes sugeridas por NAUSS (31) e VAN ROY (39), respecti-

vamente; (PLC) e a relaxacdo de programacdo linear de (PLC).

Para aplicar o esquema de decomposicdo proposto nhesta

tese substitui-se a restri¢cao (V.24) por
I x,.<ny, ,1i¢elI, (v.24")

e cria- se uma copia de cada uma das variaveis de decisdes. Sejam

z..et., i el, jed, ascopias de x__ e Vi respectivamente.
ij i i]
Pode-se assim, formular o seguinte problema equivalente a (PLC):

P ' _ ¥
(PLC') max Z 2 ?ij Xij ) fi '
i g i
s.a ) z,. =1, jeJ (v.31)
. i
i
! z.,.<n¢t,, i¢el (v.32)
ij — i
> ¥ V.33
) t. b, 2 a5 ( )
z, ., t., e {0,1}, i ¢ I, j e J (v.34)
ij i
= i V.35
ti yla i eI ( )
] z =7 x,., jeJ (v.36)
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Yoz, =] x. ., ie I (v.37)
1J . 1J

J J
v < s
) qj Xij <b.y,, il (v.38)
i .

>
Z by vy 21 ay (V.39)

1

O<xyyc1l,iel, jel (v.40)
yi e {0,1}, i ¢ I (v.41)
Considere-se a relaxacado lagrangeana das restricdes

(v.35), (v.36) e (V.37), as quais associam-se, respectivamente,
as variaveis duais irrestritas u. . vj e W, i el, Je J. O pro-

blema lagrangeano resultante e

RLC _ _
( u,v,w) max {i % Py ¥y g £, v, + g ui(ti yi)
+ vz, . -Fx. )+l w ]z, -7 x. .},
PRI B A

s.a (V.31)-(V.34) e (V.38)-(V.41).

Depois de algumas operagoes pode-se escrever

TV 4 _ =
(RLCu,v,w) max | ) pij Xij Z fi y, + max Z Z (wi + V.) Zij +
i i i
+ Z u, t1
1
s.a (V.38)-(Vv.42) S.a (V.3l)—(V.34), onde
5 = p - w, - VvV, €& f =f + u
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Portanto, dados u, v e w, o problema lagrangeano se de
compde aditivamente en dois subproblemas. O primeiro é o seguin-

te problema de mochila0-1 de facil solugao:

y; € {0,1}, i e I,
onde, para todo i e I, rs e o valor Otimo do problema

(K7) max l Ei X

j 13
s.a. | qJ Xij < bl, jeJ
0 < Xij <1, jeJ
Aqui rs representa o efeito de incluir na solucéo 0

armazem i .

0 segundo subproblema corresponde a un problema de lo-
calizacdo ndo capacitado, nas variaveis zij e ti, com a restri-
cao adicional (V.33). varios métodos eficientes podem ser usados

para resolver este problema: ver por exemplo (9), (10) e (15).

O problema dual lagrangeano associado com esta decom-

posicao e

(DLC) min V(RLC )
u,v,w
u,v,w
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Na relaxacao lagrangeana classica, podem-se dualizar
as restri¢gcbes (V.23) e (v.24') associando-lhes as variaveis

duais x\_j e R jeJes >0, i e |, respectivamente. 0 problema
I —

dual lagrangeano ¢

onde
V(LRA,S) = max Z Z (pij - Gi - Xj) Xij - Z (fi - ndi) v, ¥ Z by
J

s.a (V.25)-(Vv.28).

Nao & dificil mostrar que se s&o considerados os multi

plicadores Otimos »° e ¢°, e se fazv_ =12 w = 5° e
~ o . 3 J it i
ui = ndi ; 1L e 1, 3 e J, entao
V(LR ) - V(RLC= = =) = ] 67 (nt? - | 29 )
u,v,w i i 1]

A, i J
onde Z(i)j e t? sdo os valores Otimos das variaveis Zij e ti an
(RLCG " V—v). Como 6(_) > 0, para todo i £ I, a equacao anterior

s Vo 1 -

garante que V(RLC) < V(R).

No problema de localizagao tratado nesta tese, a res-
trigdo (V.27) deve ser substituida por Xii ® 0 ,ioe 1, Jed.
Assim os problemas (K'), i £ |, descritos acima sédo agora pro-
blemas da mochila 0-1, fato que aumenta a complexidade do proble

ma lagrangeano.
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CAPITULO VI
LIMITES SUPERIORES: OUTRAS RELAXACOES

VI.1l - RELAXACAO LAGRANGEANA BASEADA NUM PROBLEMA DR LOCALIZAGCAO
NAO CAPACITADO

Nesta secdo sera utilizada a formulacadao (PLC) do capi-

tulo V, substituindo as restri¢cdes (V.27) por
Xj e {0,1}, 1 e I, Jj e J (V.27')
Seja (LC) o problema obtido com esta substituicéo.

Pode-se definir uma relaxacdo lagrangeana das restri-

¢cOes de capacidade (V.26), associando-lhes multiplicadores Biio,

i £ |. Obtém-se assim o seguinte problema lagrangeano:

LR ) - f - ¥

(LRg) max [ 1 pyy x5 - L fy; + E B0y vy =L ay Xy 5)
13

s.a (v.23)-(v.25), (v.27') e (V.28), ou, equivalente-

mente
(LR, ) max L Z (p,y - B, ay) x. o - ) (fi -8, b))y,
s.a (v.23)-(v.25), (Vv.27') e (V.28).
Dado o vetor 8 de multiplicadores, o problema (LRB)

consiste num problema de localizacdo ndo capacitado com a res-

tricado adicional (V.25).
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A heuristica proposta por KLINCEWICZ e LUSS (24) ¢ ba-
seada nesta relaxacdo. Estes autores relatam resultados computa-
cionais que mostram que os limites superiores que podem ser obti
dos, ficam bastante proximos ao valor da solucdo Otima do proble
ma. Como a formulagdo utilizada en (24) n&o inclui as restrigdes
(V.25), é provavel que sua inclusdo permita a obtencdo de |imi-

tes un pouco melhores.

VI.2 - RELAXAGAO LAGRANGEANA BASEADA NUM PROBLEMA DE LOCALIZAGAQ
CAPACITADO

Uma outra alternativa que parece interessante explorar

e dada a seguir. Substitui-se an (LC) as restrigoes (V.24) por

Pox, . < d, i eI (VI.1
L ij — i yl7 )
J
onde di representa o numero maximo de clientes que poderiam
ser atendidos no armazém i. Estes numeros podem ser calculados
resolvendo, para todo i e |, 0o seguinte problema da mochila 0-1

de facil solucéao:

(Di) max

Ca, 01

Entdo d, = v(p') para todo i € I.

Agora pode-se definir uma relaxagao lagrangeana duali-
zando as restri¢cdes de capacidade (V.26) usando as variaveis
duais A2 O, para todo i « I. O problema lagrangeano resultante

-

e
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( v - - -
(LRy) max [ ] (pyy = vy ay) %y L(£, - vy b))y,
i i
s.a (v.23), (vVI.1), (Vv.25), (V.27) e (V.28).
Dados os nul tiplicadores Yj» O problena(LRY) tem a
estrutura de um probl ema de | ocalizacdo capacitado que, apesar

de ser um probl ema de dificil sol ugdo, possui al gunas caracteris
ticas que poderiampermtir tirar vantagens de sua utilizagéo.
A nmais inportante dessas caracteristicas e que, dados os val ores
de vy, @ restricao xij e {0,1} podera ser rel axada substituindo-
se por O.i xij < 1, semalterar a integralidade das Xij' Qu se-
ja, o problema fica reduzido ao cl &ssi co probl ema de | ocal i za-
cado capacitado para o qual existemvarios algoritnos miito efi-
ci entes, cono por exenpl o, os propostos por CHRI STOFI DES e

BEASLEY (8) e BEASLEY (5).

Mesno assim o custo computaci onal da solucdo do dual
| agr angeano podera ser nuito alto. Uma saida, é utilizar cono li
mte superior o valor da funcdo objetivo de (LR,) quando v P = O

para todo i |, ou seja, V(LRO).

Para testar a alternativa descrita aci ma, neste traba-
| ho foram cal cul ados os |imtes superiores para cada um dos pro-
bl emas dos grupos 1 e 2 da Tabela IV.2. Os resultados obt i dos

sdo nostrados na Tabela M .I.

As colunas (A) nostramos |imtes superiores usando o
nét odo proposto nesta secdo e, nas colunas (B) os limtes supe-
riores (ou val or da solucdo Gina no caso daquel es probl enas in-
di cados com *) obti dos com o nétodo de ajuste de nultiplicadores

do Capitulo 2.
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GRURO 1 GRURO 2
m n HK%?PMA A B n :foﬁEWR A B
3 10 1 207 207 10 1* 196 196
2 228 227 2% 197 197
3 197 195 3* 185 185
4 217 208 4* 198 198
5 209 208 5% 187 187
3 20 1 452 452 20 i* 431 431
2 461 461 2 461 456
3 406 406 3 406 406
4 388 388 4 388 379
5 435 435 5% 430 430
5 10 1 271 276 10 1 263 262
2 266 270 2 255 247
3 237 238 3 221 221
4 257 270 4 257 255
5 238 231 5 221 217
5 20 1 486 513 20 1 474 473
2 528 537 2 510 510
3 509 515 3 477 473
4 538 560 4 524 515
5 518 518 5 493 493

TABELA V1.1

Os problemas de localizacdo capacitados resultantes de

usar esta relaxacao foram resolvidos utilizando o algoritmo

capitulo IV. Aqui, o objetivo e apenas mostrar a relacgao

do

entre

0s possiveis limites superiores. Obviamente, numa eventual imple

mentagao poderdo ser usados métodos mais eficientes.
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Os dados da Tabela VI.| nobstram que os limtes obtidos
com o nétodo alternativo (colunas A) sdo de boa qualidade. Nesta
amostra de 40 problemas, este limte foi melhor ou igual que os
limtes das col unas B, em 65% dos casos. Mais adiante, para 0s

casos onde os |limtes sdo diferentes, temse a seguinte informa-

¢ao:
NOMERO DE CASOS EM QUE: DIFERENGA MEDIA (%) NU%?E%S
LSA < LSB | 56 14

LSA < LSB 2.67 o

onde LSA e LSB representamos limtes superiores das colunas A e

B, respectivanente.
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CAPTTULO VII

CONCLUSOES

Nesta tese e discutido un problema de localizacéo capa
citado onde existe a restricdo adicional de que cada cliente de-
ve ser atendido por un Unico armazém. Mostra-se que este proble-
ma e NP-arduo e que pode ser considerado como um modelo geral
gue inclue varios problemas tais como o problema de localizagéao

ndo capacitado, o problema de alocagao generalizado, etc.

Na primeira parte desta tese, propoe-se um algoritmo
exato do tipo '"branch and bound" para resolver o problema. Para
isto, sdo sugeridos, por un lado, un método de ajuste de multi-
plicadores para calcular limites superiores (usando relaxacéao
lagrangeana) e, por outro lado, varios métodos heuristicos para

calcular limites inferiores.

Os testes computacionais realizados sobre uma amostra
de 60 problemas gerados aleatoriamente, mostraram que 0 algorit-
no exato proposto pode ser bastante eficiente para problemas de
pequeno porte. No entanto, no caso de problemas de tamanho maior
que os resolvidos nesses testes, encontrou-se que a eficiéncia
do algoritmo depende fortemente da eficiéncia do algoritmo utili
zado para resolver os problemas de alocagao generalizados (PAG),

durante a busca na arvore de '"branch and bound'.

Como uma maneira de diminuir a quantidade de vértices
terminais na arvore de busca (e, portanto, o numero de GAP's
que é resolvido durante a busca), na segunda parte deste traba-
lho, sdo sugeridos alguns métodos de obtencdo de limites superia
res, que poderiam fornecer limites mais fortes (ou melhores) que

os fornecidos pelo método usado no capitulo II. Entre estes meta
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dos, e discutido un esquema de decomposigao lagrangeana estudado
por GUIGNARD e KIM (18) e (19), e e sugerido un novo enfoque de
decomposigao lagrangeana. Este novo enfoque podera acarretar al-
gumas vantagens computacionais no calculo dos limites. Embora
ndo se apresentem resultados computacionais usando estes enfo-
ques, provam-se resultados que estabelecem que os limites obti-
dos por qualquer un dos métodos de decomposicdo discutidos, po-
derdo ser consideravelmente melhores que os limites obtidos por

meétodos lagrangeanos classicos.

Finalmente, sédo discutidos outros dois métodos para
melhorar os limites. O primeiro e sugerido por KLINCEWICZ e
LUSS (24). 0 segundo (sugerido aqui), consiste de uma reformula-
cao do problema e uma relaxacédo lagrangeana definida sobre o pro
blema reformulado. Os testes computacionais realizados sobre un
grupo de 40 problemas gerados aleatoriamente, mostraram que este

método ¢ bastante promissor.

Futuras pesquisas sobre o problema, devem incluir fun-

damentalmente, entre outros aspectos, 0s seguintes:

(i) utilizacdo de métodos mais eficientes para resolver o pro-
blema de alocagao generalizado, por exemplo, o método devi

do a FISHER et alii (14).

(ii) Incorporagao no algoritmo de "branch and bound" dos novos

esquemas de calculo de limites superiores sugeridos neste

trabalho. Isto implicara, eventualmente a introducéao de
novos critérios de separagcao ('branching") na arvore de
busca.

(iii)Implementacao de novos métodos de redugao.
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