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Neste estudo tratamos com modelos e mhtodos de otimização estocástica. Em primeiro 
lugar, fazemos uma revisão sucinta do estado da arte da programação estocástica. Em 
seguida, nos concentramos nos modelos com risco mínimo e probabilidade nas restrições, 
desde a caracterizqão do problema, até o desenvolvimento do sistema computacional 
que implementa os algoritmos propostos. No final, apresentamos algumas aplicaçciexr do 
modelo de programação mtocástica com risco minimo a problemas de planejamento nas 
áreas de finanças, pesca industrial e economia agrícola. 
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In this work, we deal with modeb and methods of sfochastic optimization. First, we make 
a brief review of the state of art of stochastic programming. Then, we concentrate in 
modela of minimum risk and chame constdnts, starting with problem chmacterization 
until the computational system development which implements the proposed algorithms. 
Finally, we present some applications of the minimum ri& stochastic programming model 
to planning problems in finame, industrial fisheriee and agricutural economim. 
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As rápidas mudanças ambientais que ocoITem hoje acarretam a necessidade de mo- 
delos e m6tdos cap- de tratar com a incerteza inerente aos sistemas relacionadoe com 
economia, meteomlogia, energia, ecologia, etc. Sistemas que envolvem interaçõeiJ entre 
o homem, natureza e tecnologia estão sujeitos a distúrbios que podem ser diferentes 
de qualquer coisa que tenha acontecido no passado. AUm disso, muitos sistemas aão 
complicados para permitir que sejam feitas medidas precisas sobre o estado do sistema. A 
incerteza, a nbestacionalidade e o desequilíbrio estk preeentes na maioria doe sistemas 
que dwejamos asalisar e controlar. 

De forma a tratar com tais rJituW, devemors desenvolver sistemas que powniam 
facilitar nt>waa mpoi~ta à incertem e àa condiçoeiJ de mudançaa no nosso ambiente. Um 
procedimento geral para a modelagem das hcertems, O qual tem sido aplicado com 
sucesso numa grande variedade de problemas, 6 atribuir, explícita ou implltamente, uma 
medida de probabilidade para as quantidades do problema. Isto noa leva a modelos de 

otimiaagio eetoebetica, chama& prosmrnae estocbetieos ae ela tomam uma estrutura 
que parece com aquela de problemas de programaçb linear ou nblinear. 



N&te atudo d a ~ e e  pwesegnimento B p q u h  que iniciamos em NEGREIROSI4n 
com a máiirce de pmblemss de Progrswisçiio Eiirto&tica wmdo uma drie de aborda- 
gens mm, no entanto, nos preocupar com algoritmos computacionais, salvo aquele que 
implementou o modelo SEPE (Solução Experimental de Programação Estoc&tica), o 
qual mesclava aimulaçtb de vari&veis aleatórias (parámetros do modelo) e programação 
linear. 

Aqui n w a  p m c u p ~ ã o  maior rerride no estudo, d~nvolvimento e implementa@h 
de algorltmos para mlver  algumas cl- especificas de problemas de Programqão 
Estocástica, com ênfaae em problemas com Rim Minimo e Probabilidade nas RarJtri@ks. 

De uma forma geral, abordamos o eeguinte tipo de problemas de Programe 
Matemgtica: 

onde E repmnta a esperança matemática, f (x, w )  e g(x, w )  são fun+ do vetor aleatório 
w e da variável de decbb x do espaço n-dimensiond X. Por exemplo, x pode ser o nivel 
de estoque de um certo produto, cuja demanda tem um valor aleatório w. 

No segundo capitulo, apresentamos uma revisão sobre o estado da arte da Pro- 
gramação Eclfocáfica, descrevendo os tipos de modelw mais usados e os mais recentes 
desenvolvimentos de algorítmos computacionais, 

Em primeiro lugar, adiaamos os problemas de Distribuição os quab podem ser 
definidos como segue: 

max c'x 

sujeito a 

onde o vetor de deds8o r 6 eeeolhido depois da realização do vetor aleatdrio (A, b, c). 
Para esta classe de problemas, o que se deseja é construir procedimentos para determinar 



Em seguida, revisi~mw txt problemas com htriçõesi Prob&bili&i~~~l, cuja formulação 
d a seguinte: 

max E(&) 
sujeito a 

h { A x  5 b}  2 cr 

z z o  

onde o conjunto de restr iw lineares probabibticas, a nfvel a, se transforma noutro de 
w t r ~ 0 ,  determiniatkaa não-linearezi. 

Depois, abordamos os problemas com Recursividade, isto é, problemas, onde primeiro 
resolve-se a partir de nms estimativa para o lado direito das restriç8es (2.5.1) e, num 
segundo estágio, faz-se uma correção com relação a quaisquer discrepâncias de violaç6es 
das restri&!s através de um problema recursivo, ap6s a rea1izag.k dois pa rhe tm con- 
siderados aleatórios. 

Nesse ponto, analiamos os Mdtodos Quasipdientes Estocástieos, os quais per- 
mitem resolver problemas de otimização cujas componentes (fúnção objetivo e re&ri&s) 
sejam de diffcil avdia@o. Daí, a necerrrridade de se trabalhar com estimativw de taiti 
funçoes. 

No item seguinte, apresentamos um esboço da Teoria de Dnalidade em Pr0gramaç.k 
Estochtica usando os problemas com recnrsividade e aqueles com rest- proba- 
bilisticas para interpretar a solu& dual e estudar a equival6ncia entre modelos. 

Na Última parte do Capítulo 11, deecrevemo8 alguns m&todos que t o m  desenvolvidos 
e implementadw pelo projeto AW/IIASA, cuja biblioteca de programas computaeionais 
exprime o estado da arte dos alprftmos em otimizaçb eetcmbtica. 

O Capitulo III contitue-se de uma contribuição B solução de problemas pertencentes 
a classe de problema de Programação Eetocástica com Risco Mínimo (PERM) e hoba- 
bilidade nas Restriçik. Supondo que os coeficientes da função objetivo seguem uma dis 
tribuição de probabilidade normal multivariada, deduzimos o equivalente determinístico 



do m&hi Com o atado d a  eondi&r~ de o t W d a d e  (W\iaa9-Tucker] do programa não- 
linear equivalente, reduzimos o problema a um programa p w ~ d ~ ~ u ~ t i c o  e sugerjmw 
alguns algorltmos para sua renolução. Em seguida, apresentamos o código computacional 
PomFOL que 6 uma implementaçb dori algorítmoa descritori. 

No Capitulo 1V apresentamos alguma3 aplicações do modelo PERM a problemas de 
planejamento. Primeiro, estndamoe o problema de Seleção de Investimentos em fundos 
de ações. 

~m'mguida, apresentamoe um modelo original que vim maximizar a contribui& 
de uma frota pesqueira obsemdo lestriçtb operscionah, economieas e bioldgicas. 0s 
resultados de tal modelo definem uma política de perita para a frota pesqueira exi~tente 
no Norte e Nordeste do Brasil. 

Por Bltimo aplicamos o modelo PERM num problema de economia agrícola referente 
ao plantio de culturas com restrições de irrigação. 



Problemas de otimiz* geralmente tratam com parâmetros considerados námeros 
fixos conhecidos. No ent;afa&s, em muitw sPtu&ks práticas, somente conhecemos a rn;l 
ture~a wtodstica dos cdcientea (p.ex. demanda, capacidade, custo, etc.), daí surgem 
os Modelos de Otimiziação Estocástica, 

Neste caso, o p d i m e n t o  mais comum seria substituir cada parâmetro aleatório 
do modelo por seu valor esperado correspondente e, então, resolver o problema de Pro- 
gramação Matem8tica resultante. No entanto, tal metodo pode gerar uma solução 'es- 
tatisticamente inviável", o que pode ser comprovado através de um exemplo apresentado 
por ALBUQUERQUE[4. 



Seja o seguinte problema de programação linear: 

onde (ai,an) B um vetor cujos elementos a8o variaveis aleatórias independentes com 
distribui- uniform~ dadas por ai UIO, 41 e as - UI1,3]. Aplicando o conceito de 
valor mperado, temos 

eubstituindo ates mlonxi no problema original 

que tem cioluçáo 6tima 4 dada por ($1, ai)  = (1,l). Se tentwmw verificar at4 que ponto a 
f~)lu& do problema acima 6 vitive1 com relação ao problema original, teremw a aepinte 
probabilidade: 

. Portanto, podemos dizer que a mluçh do problema original tem probabilidade 0.75 
de ser invidvel. Assim a implementaçio de uma mluçb obtida por esse processo pode 
ser desastrosa. 



O d~aavolvimento d3 f o m ! ! ~  e t h i m  de programa& rnatem&tica para @tu- 
dar e resolver certas claam de problemas de otimizsçáo eat&tica, iniciou-= indepen- 
dentemente por BEALE[5], DANTZIGIlS], TINTNERIW, CHARNES e COOPER[ll] 
e, msia mentemente, WALKI.JP e WETS[74]. 

Bbicamente os métodos de programação estocbtica tem uma característica em co- 
mum: incorporam as distribui~ire, de probabilidade dos padmetros de modo a converter 
o problema probabilistico para uma forma deterministica e, então, definem um conjunto 
de regrari contendo certas condi- de otimalidade. 

2.2 Problemas de Programação Estocástica 

Essencialmente, existem dois tipos de modelos em programação estocásfica, o modelo 
"Passivon e o modelo "Ativon. 

As formula@s que seguem o modelo passivo, tamMm chamado de u ~ p e r e  e veja', 
são baseadas na hip6tw de que temos condições de esperar pela realiza& das varliveia 
aleatória e tomar deckks com infomaçk completa sobre tal realia@, isto 6, se 
(A, &, 2) 6 uma redeação do veto* deatbrio (A, b, c), temos que resolver o programa 
linear abaixo: 

~ e a t e  e m ,  estsri'amo~l preocupados com duas questiiee: (i) Q U ~  a esperança do v h r  
&timo de (2.2.1)? e (3) Qual a variância deste valor &imo? Em geral, nosso interesse 
será na distribuicão de probabilidade do valor &imo de (2.2.1). 

Quando uma decirr80 mbre x tem que ser tomada antes ou, pelo menw, sem o 
conhecimento da realização das varidveie aleatdriarr, então atamos diante do modelo 
ativo, tamb6m conhecido como «aqui e agoran. 

Uma decisão sobre z é uma medida de probabilidade Pz sobre um espqo de Borel 
X C R (por exemplo, {c I c <1 b)). Uma interpretaçh pdtiea de uma deciaãa 8 a 



modelúisi que utilizam asr formulaçúeilc de Propma@o btocbtica com Recumivi- 
dade e Prograrnaçk com h t r i ç i h  hbabilfsrticaer se encaiiam na abordagem 'aqui e 
agoraB, enquanto que ocr problema de Dirrtribuiçb wguem o modelo @ecrpere e veja". 

2.3 Problemas de Distribuição 

Esta classe de problemas resulta da suposição de que o vetor de decisão x da versão 
d e a t h  de (2.24 6 escolhido somente depois da realização do vetor aleatório (A, b, c). 
O problema busca teórica e computacionamente as distribuições do vetor solução xo = 
xo(A, 6, e) e do valor &imo rn = c'zo 

TBbneamente, o problema 6 resolvido considerando-se matrizes m x (m+n) e n x (m+ 
R), aumentadas da matriz unitária, (AI,) e (At&), compondentm ao tableau compacto 
do Simplex, veja p.ex. LUEMBERCER[39]. Para cada uma das (m$n) escolhas de 
ba8es primais e duais, os pares selecionados dentre suas colunas respectivas são matrizes 
Ph(m x m) e Dh(n x n) não singulares. Cada uma das seleçõee debe uma região de 
decisiio 

com (A, b, c) variando paramBtricamente. 

Em prhcipk, as distribuiçih de q e tro (e act vari4veis duais yo) podem ser calculadas 
explicitamente pela avaliaçk da distribui& condicional dos seus d o m  xk = Pcibk, 
4 = c'kxk e = D L ' ~  sobre os elementos de uma dísjunçk do espaço de decis0es. 
Em geral, contudo, as tran~forma,@s (para deteminar  ai^ regik  de dw&) são de 
complexidade proibitiva, de forma que a literatura dá mais ênfase a casm especiais de 
ersquemarj aproximativos. 

O problema de distribuição tem quatro tipos de abordagens computacionais: anbliee 
de erro, análise de pús-utimizaçiio, andli~e de sensibilidade e problemas de dechão, 

Prara a anáiise de erro, não é de nosao conhecimento que exbta na literatura um 



atudo completo mbm O erro cornput8-imd gerado a partir do m&ob Simplex, Mesmo 
assim, alguns autores, DEMPSTER[16] e P&POKA[S~J, apresentaram resultsdos im- 
gortantm sobre a propaga& de erros iniciaia nos dadoa, usando a Lei dos Grccndes 
Nbmem, 

Na ansliae de pós-otimizqão, DYSON e SWAITHES[l8-201 sugeriram métodos 
promissores para gera& de uma mlu~iio aproximada docr problemas de distribuição 
baseados na definição, em termos de uma restrição não-linear adicional, da região con- 
tendo um parâmetro b do lado direito com probabilidade conjunta (1 - a). Mais recen- 
temente, DEMPSTER e PAPAGAKI-PAPAULIAS[l] apresentaram um m6todo onde 
todos os parâmetros do problema são aleatórios e independentes. A ideia A usar uma 
witm8tica intervalar probabilística, chamada aritmdtica de quantile, para calculiw as 8is- 
tribuiçik aproximadas da deci& ótima e do valor da função objetivo de um programa 
linear em cada região de deciaão. 

A análise de sensibilidade de programas lineares em ambiente aleatório foi o que deu 
origem aos problemas de distribuição introduzidos por TINTNER[66] na área de econo- 
mia agrhla. Nease contexto, espera-se que a vari~ão  núa parâmetm seja substancial e, 
em muitaa aplicaçks práticas, algumaa informações aobm essa variaçh pode wr obtida 
a partir de amostragem, SENGUPTAW. &ta abordagem se aplica melhor quando so- 
mente os parâmetros da funçh objetivo, ou pelo dual o vetor b do lado direito, ou ambos, 
eão aleatórios, de forma que as reg ik  de decbão compondem a eubmatrizes fixas da 
matriz de restriçks A. Em particular, a t a  metodologia foi aplicada por NEGREIROS 
COMES e MACULAN[48] para alocação de uma frota pesqueira. 

WETS[BO] dkute  o disseramenfo do espaço de p h e t r o s  em r e g ' i  de dec& 
interiores diejuntas e estabelece que tal dissecamento 6 um poliedro complexo no caao 
onde b ou c (nh ambos) aleatbrias. FOOTEI291 apresenta um algoritmo tipo Simplex 
para a gera+ das base5 que determinam as r e g i i  de decisão neste caao, 

Observando o problema de integração miiltipla das funções densidade sobre as re- 
gi& de deci~ão dissecadss, WETS[80] concluiu que o problema não pode ser resolvido 
numericamente de forma eficiente quando o nfimero de parâmetros for maior que quatro, 

Para reduzir o &orço computacional na geração de regi* de deciaão e calcular 
aa integraiis mátiplas sobre elas, BEREANUI6J apresenta uma metodologia que tenta 
parametrizar a variação aleatória do problema em t e m  de poum parâmetros, Ele 



dWreve n cdggn c o m p u t ~ i n ~ d  QTOPBO que implementa -eu dgorltmo para quando s 
problema é bem colocado no sentido de possuir um d o r  6timo que provhvelmente B finito, 
com aomente um parâmetro aleatório. Em ~guida ,  ele descreve o método integraçiio 
curteaiana que 6 uma parametrizlaçãó de pequena dimenaãó doa coeficientes aleatbrios, 
um de cada vez. 

Qualquer procedimento baseado em integração múltipla numbrica torna-se impratich 
vel a medida que o número de p h e t r o s  aleatórios cresce um pouco. Ate o presente, 
o método aplicado mais intensamente para obter soluçóeg (aproximadas) para os pro- 
blemas de distribuição 8 a análise de Monte C a d o  - sugerida iniciaimente por DANTZIG 
e MANDASKY[l$. Neste mbtodo, se obtem uma grande quantidade de realizações dos 
parâmetras aleatórios, usando ndmeros pseudo-deutdriog, e os programas lineares resul- 
tantes aão resrolvidos e classificados para gerar aproximqões empiricas das distribuiçk 
das decisika 6timas e do valor ótimo. Os métodos de Monte Carlo tem provado serem 
bastante eficientes na prática para avalia& de funçíh estochticas, eomo$por exemplo, 
em modelos de planejamento energético. 

Outra abordagem para problemas de distribuição envolve a aproximação discreta da 
diatribuim de probabilidade conjunta de (A, 6, c). WOLSEYI82] propos um m6todo que, 
trabalhando com uma aproximação suficientemente ajustada, calcula uma hierarquia de 
distribuiçtk para xo e 1r0 pelo rehamento sucessivo de partiçiies do espaço de probabi- 
lidade discreta comespondente, Eefa abordagem tem sido empregada em problemae de 
pmgram+ inteira dinâmica para aelqão de projetm. 

1.4 Problemas com Restriçk Probabilísticas 

A formulaçáo do problema (2.2) com reatriçk probabilísticas 6 a wguinte: 

Ekte modelo apresenta restrições não lineares determinísticas implt'citae - chamadas 
de rmtri@es de chance - sobre o vetor de decisão x, a ~ l  quah especificam a, satirbat$b das 



rerrtrkk dea16h c~mqmaadentm a && de mnfobdkkie Q. 8 mbtodo requer que 
o vetor de deciElão r; a ja  e6~:oIhido u a n t ~ n  que o vetor (A, b, c) sieja realizado de tal forma 
que a probabilidade de violaçib sumuente da reistrição envolvendo a i-ésirna linha a'{ 
de A e o coeficiente do lado direito correspondente n5o exceda um nivel pmrito 
1 - ati. 

Quando A d fixa, as r e s t r i e  de (2.4.1) podem ser expressas, em termos das funçk 
de distribuição marginal Fg, dw componentes de b , como resitriç0e;Sl com inequsçõesr 
lineares 

onde #i = max{C : FB, (C) 5 1 - ai). Quando (A, b) segue uma distribuição normal 
multivariada, CCARN W e COOPER[ll] apresentaram um procedimento semelhante o 
qual produz reetriçh (deterministicw) quaddticw envolvendo maias, covarihciw e a 
di~tribuição de probabilidade normal padrão. 

Um avanço considerável na manipulação e pepreeentação explícita de restriçib pro- 
babilísticas resultou da teoria de medida8 logaritmicamente côncauw desenvolvida por 
PR~POKA[&?]. Uma medida P de Borel num espaço euclidiano E 6 iogaritmicamente 
cêncaua se, para qualquer par de subconjuntos convexos X e Y de E e todo A E [O, I], 
temos que 

P{AX + ((i - X)Y) 1 P{X}'P{Y )('-'I 

Além disso, P R ~ C P O K A [ ~ ~ ]  analisou a aituação quando 8e tem uma ánica nstripio pro- 
babilietica conjunta 

que estabelece um sieterna de conflabilidade a nlvel a. 

Vale salientar que as formulações de programação estocástica com restrições proba- 
bilisticas não penalizam explicitamente as violações de restrições, nem tão pouco fornecem 
recurso para reverter tal violação depois que se toma a decisão ótima. 



Em principio, M ~ M I  considerar a formulação de WALKUP & WETS [74] para p m  
gramas estocásticos com recunsividade: 

onde A(m x n), T(m x n), W(m x R), c(l x n), q(l x R), b(m x 1) 60 matrizes Bxas e 
x 1) B um vetor aleatório com esperança Inita, definido no espaço de probabilidade 

(8, U, 31, onde B B o espsço amostra1 com uma a-álgebra U de coqjuntos e 3 uma medida 
de probabilidade em U, FELLER1271. 

Este problema pertence B clame de problemw de programa& eatochtica onde se 
procura uma mluçk "aqui e agoran. O problema (2.5.1) repmnta um processo de 
tiscisão a doh wtágios, o qual pode ser interpretado com segue: 

A primeira deciaão B elecionar oa níveia de atividades x = 6, depois obeerva~ o evento 
aleatório 4 = 2 e, finalmente, permitir uma ação corretiva y para ratificar quaisquer 
di61crepSncia~1 entre & e Tz, i.e., 

No primeiro &ágio, x é escolhida de forma a garantir que exista pelo menos uma 
ação recumiva viivel. No segundo eetagio, a decisão y 6 tomada quando não existirem 
mais incertea.a. no problema. Aqui supomai que o problema (2.5.1) tem solução otima 
limitada, cujs diacu& detalhada pode ser encontrada, em WETS[76] e WALKUP & 
W ETS[74]. 



Note que (2.5.3) não faz restrição sobre o conjunto X de z viável piua (2.6. I), o qual 
6, então, chamado de um problema com ncurao simplea' No caso de (A, q) &o, atravtk 
do dual de (2.5.3), 6 fácil ver que quando 1 tem esperwa flnita a decisão inicial resulta 
numa perda eaperada flnita Ep(x) = En.(b - Ax) que 6 uma função convexa e eontlnua 
sobre x e .no : e -r %(c). 

No caso de programas estocásticos com multiestágio, BIRGE[8] e LOUVEAUX[38] 
apremntaram algorítmos que podem ser considerados como extensõer, do algorítmo L 
diaped de VAN SLYKE e WJ3TS[72], cuja dmrição detalhada pode ser encontrada em 
NEGREIROS GOMES[4q. 

Oa m6todos quasigradientea estocásticm (QGE) são algorltmos atocásticos para 
resolver problemas gerais de otimização restrita com funções não convexas e não difer- 
enciáveis. O interesse por procedimentos d e s ~  tipo reside em duas raz6es. Primeiro, 
proceims deterministicos são casos especiais de processos estocáaticos e, portaato, os 
procedimentos de programação estocástica nos dão meios para construir algorítmos mais 
eficientes e flexíveis. Segundo, uma grande variedade de problemas aplicados não podem 
wr formulado11 nem resolvidos com o um de técnicas determinísrticas de otimízação. 

013 mitodos QGE permitem resolver problemas de otimiz;y;ão com funçk objetivo e 
restriçb de tal natureza complexa que é impossível calcular valores precisos para essas 
fun*. A ideia básica desta abordagem é uisar estimativas estatísticas para dores  
das funçõee e suas derivadas em vez de valores precisos. Para problemas de programa+ 
estocástjca, os m6todori QGE generalizam o mbtodo de aproximsçBo estochtica irreetrita 



Osi mhtodm QGE fazem parte da linha de pei~quiea em problemm de o t imizw a- 
tohtica na Uni& Sovitica, cujo desenvolvimento esit8 registrado nw trabalhm de ER- 
MOLIEV e NURMINSKI[26], onde elee aplicam tknicae de otimizaçk quaei-gradiente 
não-difemnci&vel$ minimizagio da eêrpemça matemhtica de uma funçh h t b r i a  au- 
jeita a regtriçih nãdineara determinlsticas, ERMOLIEV[23], que contem uma revi& 
siatemáltica do dtwnvolvimento dos m6todos QGE, e, recentemente, ERMOLIEV e GAI- 
VORONSKI[24], onde se discute oa vdrioa procedimentos QGE, suas implementações 
computxionais s aplic- a problemas Be 1ocalia;y;b. 

Os mAtodos QGE tratam com problemas do seguinte tipo: 

min F(x) =Ew f (x, w )  

sujeito a 

xex 

onde 3 reprwnta a variitveis de dechão, X o conjunto de restrições e w A uma variavel 
deat6ria pertencente ao espwo de probsbilidade (8, U, T), definido na seçáo 2.6. Conside- 
mse um niimero limitado de obsemçiks L fun& deatdria f ( E ,  W )  em cada ite@ 
de modo a determinar a direção do prdximo passo. 0s emos resultantes são suavizados 
atl que o processo de otimização termine (que acontece quando o tamanho do passo 4 
suficientemente pequeno). 

O algorhnu QGE tem a seguinte fuma: 

onde P é a aproxima& corrente da soluçk Ótima, pn o tamanho do passo, RX(X) = 
arg minZexllz - 211, e vn Q uma direção aleatória do passo. Esta direção pode ser, por 
exemplo, uma estimativa estatística do gradiente (ou subgradiente no caso não difer- 
enciável) da função F(x), então vn i en tal que 

onde an decresce quando o nilmero de iteqões cresce, e o vetor un é chamado de um 
quasigradiente estocdstico da função F(x). 



pelo uso de funções lagrangeanas ou de penalidade. 

2.7 Dnalidade em Programação Estocistica 

Neste item estudaremos modelos de programação estocástica com relação a inter- 
pretqão econômica e dualidade, baseados nas ideias propostas por GARSTKA[33] e 
WETS[79] para problemas com recursividsde e GARSTKA(34J e EISNER & OLSEN[22] 
sobre a equivalência econômica entre problemas com recursivida.de e os problemas com 
restrições pmbabilíticas. 

Com a obtenção do equivalente determinietico referente ao problema (2.5.l),através 
dae condi+ de Kuhn-Tucker, é podvel encontrar programas duaie e apresentar uma 
interpreta$o econômica para $ 1 ~ .  No entanto, WETS[78] formulou o programa dusl 
estocástieo de (2.5.1),0 qual tem uma interpretação econômica mais caerente que o dual 
do equivalente determinístico. 

De acordo com WETS[77], podemos escrever o programa (2.5.1) na seguinte formil: 

e aeja (a*, y*(()) uma solução ótima de (2.7.1), onde d uma função (0 : R" -r P). 



%3mw imaglnrar n problema (2.74 como um programa c1kice Be ~FQBB~$O com os 
seguintes elementorr: 

& : demanda deatbria para cada m produtw f i n e  

x : operação de cada uma das n atividades primárias; 

cj : custo unitário para operar a atividade primária j; 

a, : quantidade de recurso i gasto para operar cada unidade de atividade primária 
j ( i = l ,  ..., m, j = 1 , 2  ,..., n); 

ti$ : número de unidades do produto primáxio j neeeasário psra produzir uma 
unidade do produto fina( i (i = 1, ..., ni e j = 1, ..., A); 

W i j  : ntimero de unidadm do produto flnal i obtida da o p e w  da qão de recur- 
aividade j a nlvel unitário (i = 1, ...~í, j = 1, ..., R); 

qi : cusito de operar a ativid8de ~secunddria j a nlvel unitbio; 

A demanda ( é satisfeita pela operação de dois conjuntos distintos de processos de 
produção. Um conjunto de n atividades primárias é selecionado antes que seja obser- 
vada. Depois que ( fica conhecida, o tomador de decisão pode contratar um conjunto 
de atividades secundárias ou recursivas. As restrições deterministicas (Ax b) refletem 
limitações de matbrias primas n e c d i a s  para obter as atividades primhiw. cx repre- 
senta o custo de executar um plano primário x especifico. As atividades primárias podem 
ser vistas como produção de subcomponentea ou módulos que mais tarde são combinados 
(antes que e seja observada) em produtos Bnais. A tecnologia de combinar atividades 
primárias para a formação do produto final está embutida na matriz T. Se os produtos 
primario e final forem idênticos (T = I), mas ocorre um crescimento ou deterioração no 
estoque, então T seria uma matriz diagonal (com fatores de crescimento ou deterio- 
na diagonal). Geralmente, T representa a tecnologia de combinar subcomponentes no 
produto final. 



Uma vez qae ,-i tenha determinda ̂ ~ i  nhb  da^ atividaderr em o, 4 pmivel que 
&ata uma diwrephcia entre a produçãõ d m  cdculada do produto find, Ts, e a 
demanda realiliada [. As atividadeij ~undár iaa  ou recursivas entram para ratificar 
tais discmpiinci~. A tecnólógia d a  R atividadm recumivas mt6 contida na matriz W. 
Desta forma, o problema de recursividade com e conhecida B o seguinte probIema de 
programqão matemtitiica: 

Supondo que mtamm diante de um problema com recursividirde simplm, W = 
[I, -4, as atividades recursivas representariam, por exemplo, a obtenção do produto 
final i numa fonte externa se > ( T z ) ~  ou armazenagem do produto i se a prdu& 
excede a demanda, ( T Ú ) ~  > 6. Em geral, W representa qualquer tipo de tecnologia de 
eme@ncia, por - exemplo: 

S. procura em fontes externas 

b. turnos especiais de produção 

c. t ransforme de excesso de produçk em componentes básicos, etc. 

Assim, podemos dizer que a 1~01u~ão do problema prima1 (2.7.1) estabelece níveis 
primários de produção e define uma função recursiva y(Q), tal que os custos esperados de 
oper;-io para amba atividades primárias e secundárias, de forma a atender a demanda 
aleatória e, wjam mínimos, 



WETS[78] formulou o programa dual estocbtico de (2.7.1), o qual não inclui as 
vdve is  primais, como em outros pmgraamw dusis não-lineam, como wgue: 

A soluçh de (2.7.2) consiste no por (6, R(()), onde 6 d um vetor m dimensional e r 
6 uma funçb vetorial (s  : iP + Rm). 

Esta formula@ repreaenia o pmbiema do tomador de deei& dual (empreiteiro ou 
fornecedor) que faz ao tomador de decisão primal (empreendedor) a seguinte proposta: 

"O empreiteiro aceita comprar todoa r ecum do empreendedor a um preço 6; por 
unidade de bi (i = 1, ..., m) e entregar produtos finais ao empreendedor o bastante para 
atender exatamente ;ma m demandas realizadas" 

Com isso, o empreiteiro está interessado em maximizar o lucro esperado de suas ven- 
das, menos o que pagou pelas mercadorias do empreendedor. Ele c o h  ao empreendedor 
ri(€) por cada unidade do produto final i dado que C B o vetor de demandas realizadas. 

Condizente com a notação usada para o problema primal, temos que: 

& : preço por unidade de recurso i 

ni(c) : preço por unidade do produto íinal i 

&r;([) : valor esperado do produto final i. 

Evidentemente, o empreiteiro deve especificar um preço de compra para os recursos 
e estabelecer preçoe de venda para cada n h l  de demanda 6 que possa ser realizada. 



reflete que o empreendedor está ciente dos custos relevantes e da tecnologia das ativi- 
dades primárias. Se ele escolhe não vender seus recursos, o empreendedor pode operar 
a atividade primária j a um custo unitaiio c,. Portanto, ele poderia relutar em vender 
seus recursos e comprar o produto final do empreiteiro, a não ser que o preço de compra 
esperado de todo produto final resultante da operação da atividade j ao nível unitário, xzl Eri(&)tijj menos os recebimentos das vendas de todos recursori consumidos pela 
atividade primal j, ao nlvel de produção unitário, for menor que cj. O empreiteiro re- 
conhece a 16gica desta restrição e deve inclui-la como uma restrição com relação a seleção 

diz que para qualquer &, OEI preços de venda do empreiteiro devem ser escolhidos de tal 
forma que o custo para o empreendedor de todo produto final, que poderia ser obtido 
a partir da operação da atividade recursiva j a dvel unitário, não deve ultrapassar qj.  

Isto sugere que o empreendedor também sabe da disponibilidade de a ç h  recursivarr e 
não estaria disposto a comprar produtos provinientes de qualquer ação recursiva a mais 
que o custo que ele mesmo teria se executasse tal ação. 

O problema dual do empreiteiro mostrou-se mais complicado, já que a e#~pecificaj;ao 
completa da função R ( [ )  constitui uma tarefa difícil. No caso de recursividade simples, 
W = [I, - I )  e g = [q+, 9-1, a função dual de preço tem, para x*hxi) = Tz', o seguinte 
f0I'makX 

O empreendedor (primal) não aceitaria vender sua mat6ria prima e comprar produ- 
tos acabadoa, a não ser que ele tenha em m8oa a tabela completa de prqw r(E) o que, 
para uma W arbitrária, não 6 -evidente. 



Aqui diwutiremm w equidt4ncim matemiiticasl entre progmmasl atocáslticw com 
recuiriividsde e programa atocbticm com refitriçõee probabikticw, dando ênfw 
"implicqk econ&micwn destari equinl8nciw. 

No programa estocástico com recurnividade, o vetor aleat6rio está associado a uma 
função distribuição 3, absolutamente continua e crescente em [; 5 denota a distribuição 
marginal de b(j = 1, ..., m) e E denota o suporte da distribuição de (. Além disso, 
supomos que qp é uma funçáo convexa separável em cada pi. 

Definimos um programa esto&tico com probabilidade nas restriçõee como segue: 

onde Pr denota probab'iidade, cx 4 um vetor tpr dimen~ional com O 5 ar; 5 1 e c, r, b, T 
e C são definidos da m m a  forma que em (1.1). Nas reetriçh probabilisticae, x 8 
selecionado quando a &Uma regtri@ for satisfeita em cxi A 100% dae vew, uma vez que 

4 realimda. 

CAILTSKA[33l definiu a equivalência matemática para tais programas estocáaticos, 
com A, T, c e b fixos, da seguinte maneira: 

"para um dado qy e W no programa (2.5.1), é posslvel encontrar um vetor cr para 
o programa (2.7.4) tal que a mlu& de (2.7.4) para este a é tmMm Wma em (2.5.1). 
Reeprocamente, para o p r o v a  (2.7.4) e uma eerba matriz de recursividade W, 6 
posslvel encontrar um q(g) para (2.5.1) que tem a mesma cwluçáo Qima que o programa 
com refltriçks probabiU&icas compondente." 

No caso de r m n o  simples, W = [I, -4 em (2.5.1), então y e q podem ser par- 
ticionadss em (y+, r) e (q+, q-) com d i m e n k  (a x I), (m x I), (1 x a), (1 x m) 
respectivamente. WWILAMS[Il] e WETSI771 m o s t m ,  usando métodos diferentes, 



Temema 2.7.5. Dado um programa estscástico de recumividade simples com solução, 
existe um programa de restrições probabiUsticas equivalente. De forma semelhante, um 
programa com restriçk probabilfsticw com solução dtima x0 tem um programa linear 
de recursividade simpics awociado com solução &tima xo. 

Para isto, seja 

onde r0 4 parte de uma solução ótima para 

max 6b + nx0 
S. a 

6 A t 1 r T S c  

Dado um programa errtocbtico com recursividade, de solução ótima ao, o n h l  
a cormpndente so programa com reetriçk probsbilístiecr equivalente 6 encontrado 

,+,o rmlvendo-se (2.7.7) com XO = Tzo para encontrar no e enth  definindo ai = ,of+cC. 

G o m ~ a n d ~ a e  com o programa de res t r iw probabillsticaa com solução btima ir0, o 
programa de recuraividsde equivalente Q encontrado definindo-se X! = 3 ~ '  (ai) e depois 
resolvendo-M (2.7.7) para encontrar no, e finalmente ~13~0lhendo-w q? e q; para satialazer 
(2.7.6) com Te, ( ~ 0 )  = ai. 

Podemos fazer uma análise de sensibilidade em cada cri, supondo que os outros 
4s permaneçam contantes. O resultado desta aniilise nos permitirá fazer ilustrações 
sobre o comportamento dos custos de penalidade para uma dada restrição, quando o cri 
correspondente sofre alteração e, por conseguinte, tecer coment4rioe sobre a significância 
econômica da equivalência matemática. Fazendo qr = 0, verificamos a magnitude de q?, 
determinada por qi+ = y (xo)/(l - ai). A medida que cri cresce, X? = 3;' (e) também 
cresce. Enquanto a base ótima permanecer inalterada, ai(xo) permanece constante em 
(2.7.7). ai pode aumentar até um ponto onde a nova base se tome ótima com um novo 
valor ri(xo) correspondente maior que o valor original. Da mesma forma, quando ai 
decresce, x? decresce e y (x0) pode decrescer. 



Figura 2.7.8. Aniilir~e ParnmBtrica daa Variáveinr Duais 

Analisando a figura (2.7.8), os alkh denotam valores de ai nas quais muda a base 
ótima do programa (2.7.7). dk), denota o valor de uma variAvel dnal ótima (constante) 
no intervalo (ajk-'1, c$)]. Sempre que a base Ótima muda, fica evidente um salto brweo 
no valor do cuato de penadade qf . Note que q,) pode ser zero no intervalo [O, ai')) se 
r&?) é zero, e que q? pode ser +a, em (a?), 1] se este conjunto particular de intervalos 
de confiança torna o problema inviável. A descontinuidade das funções qi+(u) nos leva 
a concluir que embora problemas do tipo (2.6.1) sejam matematicamente equivalentes a 
problemas do tipo (2.7.4), o relacionamento refletido pelo comportamento dos custos de 
penalidade não é muito intuitivo. 

Para o caso em que a matriz W lixa é arbitrária, GARSTKA[32] mostrou que arr 
relaçh de equival8ncia entre (2.6.1) e (2.7.4) &a puramente matemUicae, uma vez que 
a estrutura de penalidade suposta pelo tomador de dmi& com restriçh probabillfiticas 
nb 6 a mama de um programa atochtico com recumividade. 



A ohtenck de pm-m du& mtm&tico61 d mLi gsecirra, do que o dual utilizando 
iw concii~õeirr de Kuhn-Tucker do equivalente primal determinlatico. De qualquer forma, 
a eqwificaçk do dual atocástico 4 mais complicada do que a do primall uma vez 
que a definição dm funçks s( t ) ,  representando ori multiplicadores (varigveis duais) ea- 
to&ticoa, não é evidente quando a matriz de tranrsformação W é arbitráiria. 

h ponto de vislta m%tem&tico, vimorr que w problemw e~rtoc&ticois com recumivi- 
dade ~ã10 quivdentesi ami programailri com resitriçõesi probabill~ticw. No entanto, pela 
anase de sensibilidade dos nfveis de probabilidade 48, ficou evidente a deseoninuidade 
dae funçks de custo 4 8 ,  dificultando o relacionamento econõmico entre os dois tipos de 
programas. 

2.8 Biblioteca de Códigos de Programação Estoctistica 

Dumte a e l a b o a  de nossa pesquisa, implementamm algiina códigos computa- 
cionais contendo rotina para reaolver problemas de Programação Ewtocástica. Egfas 

rotinas faaem parte da colqão de o6digos do Projeto ADO do IIASA(Internationa1 Ins- 
titute of Applied System Anaiysis) e representam o atado da arte doa algorftmos de 
Programaçh Ektocáatica discutidos neste capitulo e em E&MOLIEV e WETS[26]. 

A implementaçáo foi feita num computador DIGITAL VAX/750 sob o sistema o- 
peracional VMS. Uma descrição mais profunda dessa biblioteca será objeto do próximo 
trabalho, NEGREIROS GOMES e MACULAN[49]. 

2.8.1 Decomposição em Programação BtoeAstica - DAPE 

&te código está baseado no método L-sliaped de VAN SLYKE e WETS[72] para 
programas estocásticos a dois estágios. O algorítmo particular para esta implementação 
foi desenvolvido por BIRCE[9] na Universidade de Miehigan. As rotinas que se referem 
a resoluçio de programação linear foram incorporadas a partir do programa LPM-1 de- 
senvolvido por PFEFFERKORN e TOMLIN[BO] na Universidade de Stanford. O eódigo 
estitá emito em FORTRAN IV. 



sujeito a 

Asl  = bl 

B l ~ l  +A2%2 = b 

onde q é um vetor conhecido em Pt para t = i,. . . , T, bl é um vetor conhecido do Rml , 
& é um vetar aleatório mt-dimensional definido no espaço de probabilidade ( E t ,  Ut, Ft) 
para t = 2, . . . , T e At e & são matriz= reais conhecidas de dimensões apropriadas. E€, 
representa a esperança matedtica de &. 

Eate método foi desenvolvido por MAWI[43] e pode ser aplicado pam resolver pro- 
blemas de otimização estocistica do seguinte tipo: 

onde D B um subcoqjunto convexo fechado de F, F = F(z)  B uma função convexa de 
valor médio definida por 

Aqui [A@) ,  b(w)] representa uma matriz m x (n + 1) aleat6ria e u 6 uma função convexa 
de perda em Rm tal que o valor médio F(x) em (2.8.3) seja real para cada x E R". 

Problemas da fqma (2.8.2) surgem em diferentes enfoques, por exemplo: 

. Programa& linear Ehstocárrtica com Recursividade 
























































































































