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Capftulo 1
INTRODUCAO

A s rgpidas mudancasambientais que ocorrem hgje acarretam a necessidade de mo-
delose métodos capazes detratar com aincerteza inerente aos S temasrelacionados com
eoconomia, meteorologia, energia, ecologia, efc. Ssemas que avavan interagdes entre
0 homem, naureza e tecnologia estf0 qujeitos a disurbios que podam ser diferentes
de quadquer coisa que tenha acontecido no passado.  Além disso, MuItos Sstemas séo
complicados parapermitir quesgamfeitas medidasprecisassobreo etadodosistema. A
Incerteza, ando-estacionalidade e 0 desequilibrio estdo presentes na maoriadoeSgemas
que desejamos analisar e controlar.

De forma a tratar com tais situacGes, devemos desenvolver SSemas que possam
facilitar nossa resposta a incerteza e 43 condi¢oes de mudangas no nosso anbiente Um
procedimento geral para a moddagem das incertezas, o qua tem Sdo golicado com
sucesso numagrande variedadede problemas, é atribuir, explicitacu implitamente, uma
medida de probabilidade para as quantidades do problema. Isto nos leva a modelos de
olimizagao estocdslica, chamados programas estocdsticos se eles tomam uma estrutura
que parece com aguedla de problemas de programagao linear oU nao-linear.



Neste estudo damos prosseguimento 4 pesquisa queiniciamosem NEGREIROS[47]
com a andlise de problemas de Programacio Estocdstica usando Uma série de aborda-
gens sem, NO entanto, Nos preocupar aoM algorftmos computacionais, sAvo agude que
implementou 0 moddo SEPE (Solugio Experimenta de Programacéo Estocéstica), O
qual medava simulagio de varidveis al eatOrias (pardmetros do Mmoddo) e programacio
linear.

AQU nossa preocupacdo maior reside no esudo, desenvolvimento € implementacio
de algorftmos para resolver dgumes classes especificas de problemas de Programacdo
Estocéstica, com énfase an problemasaom Risco Minimo e Probabilidadenas RestrigGes.

De uma forma gerd, abordamos. O seguinte tipo de problemas de Programacio
Matemdtica:

min E{f(z,w)}
sujeito a
E{g'(z,w)} <0, i=1,...,m (L.1)
zeX

onde E representa aesperancamateméica, f (z,w) eg(z, w) sdo fungdes dovetor deatdrio
w edavaiéve dedecisdo £ dO espago n-dimensional X. Por exemplo, z pode S O nivel
de estoque de um certo produto, cujademanda tem um valor aleatério w.

Nb ssgundo capitulo, goresentamos uma revisio sobre 0 estado da arte da Pro-
grameco Estocdtica, descrevendo Gs tipos de modelos mas usados e 0s mais recentes
desanvolvimentos de algoritmos computacionais.

Em primearo lugar, analisamos os problemas de Diglribuicéo os quais podem ser
definidoscomo ssgue
max 'z
jatoa
Az <b (1.2)

z2>0

onde o vetor de decisdo z 6 escolhido depoisda realizagdo do vetor aleatério (A, b, ).
Paraestadassede problemas, 0 quesedesgaé condruir procedimentos paradeterminar



as distribuicdes de probabilidade do vetor solucio 2 = 2(A,b,¢) e do valor 6timo de
o = dz.

Emseguida, revisamos os problemas COMRestrigoes Probabilfsticas, cuja formulagio
¢ a seguinte:

max E{c'z}
jatoa
Pr{Az<bh} >« (1.3)
220

onde 0 conjunto de restricdes lineares probabilfsticas, anfvel a, se transformanoutro de
restricdes deterministicas nao-lineares.

Depais, abordamosos problemasoom Recursividade, it0é problemas, onde primero
resolve-se @ partir de uma edimativa para o lado direito das restrigdes (2.5.1) e num
ssgundo estagio, faz-se UMa corregdo COM relacio a quaisquer discrepanciasde violagoes
das restrigdes através de um problemarecursivo, apds a realizacio dos parimetros cor
Sderadosdeetorios.

Nese ponto, analisamos 0s Métodos Quasigradientes Estocdsticos, os quals per-
mitem resolver problemasde otimizagao cujas componentes(fungéo objetivo e restrigdes)
sgam de diffcil avaliagdo. Daf, a necessidade de se trabalhar com estimativas de tais
funces.

Noitem seguinte, gpresentamosum eshogo da Teoriade Dualidade em Programagio
Estocdstica usando 0s problemas aom recursividade e aqueles aom restrigdes probar
bilisticas parainterpretar a solugao dual e estudar a equivaléncia entre modelos.

Na Ultima partedo Capitul 0TI, descrevemos alguns métodos queforam desarvolvidos
eimplementados pdo projeto ADO/IASA, euja bibliotecade programaseomputacionais
exprime 0 estado da arte dos algorftmos em otimizagao estocdstica.

O Capitulo I contitue-sede uma contribui¢do 4 solucdo de problemas pertencentes
adasxede problema de Programacéo Estocdstica aom Risco Minmo (PERM) e Proba-
bilidade nas Restrigoes. Supondo que os coeficientes da funco objetivo ssguem umadi s
tribuicdo de probabilidade normd multivariada, deduzimoso eguivaente determinfstico



domodelo. Com O estudo das condicies deotimalidade (Kuhn-Tucker) do programa néo-
linear equivalente, reduzimos O problema a UM programa pseudo-quadrético e sugerimos
dgunsalgorftmos parasuaresolugdo. Em seguida, apresentamos 0 cOdigo computacional
PORTFOL que é uma implementagio dos algoritmos descritos.

No Capitulo IV apresentamosalgumas aplicagdesdo moddo PERMa problemasde
planejamento. Primero, estudamos 0 problema de Sele¢do de Invesimentos en fundos
de agdes.

Em seguida, apresentamos U modelo original que visa maximizar a contribuico
de umafrota pesqueira observando restrigdes operacionais, econdmicas e biolégicas. Os
resultados de tal moddo definem uma politicade pesca para afrota pesqueraexistente
no Norte e Nordeste do Brasil,

Por dltimo gplicamoso moddo PERMnum problemade economiaagricolareferente
a0 plantio de culturascom restricbesdei rri gacao.



Capftulo 11
O ESTADO DA ARTE DA PROGRAMACAO ESTOCASTICA

2.1 Introdugio

Problemas de otimizagio gerdmente tratam com parametros cong derados nameros
fixos conhedidos. No entanto, em muitas situacdes praticas, Somente conhecemos ana-
tureza estocdstica dOS coeficientes (p.ex. demanda, cgpacidade, custo, etc.), dai urgem
0S Moddosde Otimizagao Estocdstica.

Nest e caso, O procedimento mals comum seriasubstituir cada pardmetro adeatdrio
do moddo por sen Valor esperado correspondente g, entZo, resolver o problemade H o
gramacao Matemadtica resultante. No entanto, tal método pode gerar uma Solucaes:
tatisticamente invidvel”, 0 que pode ser comprovado atravésde um exemplo gpresentado
por ALBUQUERQUE(1].



Exemplo 2.1

Sga 0 suinte problema de programaczo linear:

min z =z, + 222
sujeito a
612 + 225 2 4
azz1+22 23
2y, 2220

onde (#1,a2) é um vetor cujos dementos s3o varidveis deatOrias independentes com
distribuiges uniformes dadas por a1 ~ U[0,4] e a2z ~ UJ1,3). Aplicando o conceito de
valor esperado, temos

Eay) = i—f: ayda; =2 e Efag) = %fla azdaz =2
substituindo estes valores NO problema original

min z =%; + 2z,
sujeito a
221 + 229 > 4
201+ 2223
2y, 2220

quetem soluggo 6tima 4dadapor (2}, 24) = (1, 1). Sctentarmos verificar até que pontoa
solucdo do problemaacimaé vidvel com relagéo ao problemaoriginal, teremos a seguinte
probabilidede:

Pr{(a1,62) | 012} +225 > 4 e a2} + 2323} =

Pr{(a1,82) |61 > 2eay > 2} =

Pr{n; 22}~Pr{a222}=-;--%=%

Portanto, podemosdizer que asolugao do problemacrigind tem probabilidade 0.75
de ser invidvel. Assim @ implementagao de uma solugdo Obtida por esse processo pode
ser desastrosa.



O desenvolvimento de formulagées e técnicas de programagio matematica para estu-
dar e redlver cartasclasses de problemas de otimizagdo estocdstica, iniciou-se indepen-
dentemente por BEALE[5], DANTZIG(13], TINTNER[66], CHARNES e COOPER|11]
e, mais recentemente, WALKUP e WETS(74].

Bésicamente 0s mé&odos de programacao estocdstica tem uma caracteristicaam co-
mumt incorporam as distribuigées de probabilidadedos pardmetros de modo aconverter
o problema probabilistico para umaformadeterministica € ent3o, definem um conjunto
de regras contendo certascondigoes de otimalidade.

2.2 Problemasde Programacio Estocéstica

Essencialmente, exiem doistiposde moddosem programecéo estocédstica, 0 moddo
"Passvd’ e o moddo "Ativa'.

Asformulagées que Ssguam 0 Moddo passvo, também chamado de “espere e vgd,
sao baseadas na hipdtese de que temos condigoes 0e esperar pela realizagio das varidveis
aleatdrias e tomar decisdes aom informagado completa sobre tal realizacio, iSt0 6,
(4, §,2) 6 uma realizagio dO vetor aleatdrio (A, b, c), temos que resolver 0 programa
linear abaixo:

max z = 'z
sujeito a
Az <h (2.2.1)
>0
Neste caso, estariamos preocupados com duas questdes: (i) Qual a esperanga do valor

étimo de (2.2.1)? e (ii) Qud a varidncia deste valor 6timo? Em gerd, nosso interesse
serd na distribuicio de probabilidade do vaor étimo de (2.2.1).

Quando uma decigdo sobre x tem que S tomada antes ou, pdo menos, SEM o
conhecimento da redizac2D das varidveis aleatérias, entdo estamos diante do moddo
aivo, também conheddoCOND “aqui e agora®.

Uma decisio sobre z € uma medida de probabilidede P sobre um espago de Borel
X € R (por exemplo, {z | ¢ < h)). Unn interpretagio prética de uma decisdo é a



hipdtese de que quase sempre tomamos nossa decisdo com os 2's resultando de uma
simulagdo de Monte-Carlo da distribuicao de probabilidade F, escolhida.

Os modelos que utilizam as formulagtes de Programagdo Estocdstica cOM Recursivi-
dade e Programagio com Restrigdes Probabilfsticas s¢ encaixam na abordagem “aqui e
agora”, enquanto que os problemas de Distribui¢do seguem 0 Moddo “espere € veja”.

2.3 Problemasde Didgribuicdo

Estaclasse de problemas resulta da suposico de que 0 vetor de decisGo X da versao
aleatéria de (2.2.1) é escolhido SOmente depoisdareal i zacdo do vetor deatorio (A, b ©).
O problema busca tedrica e computacionamente as distribuigdesdo vetor solucéo zo =
za(A,b,e) e dovdor 6timo xo = ¢'2¢

Tedricamente, O problema6 resolvidocongderando-Sematrizes m X (m+n) enx (m+
rR), aumentadasdamatriz unitaria, (Al,) e (A'l,), correspondentes 20 tablea compacto
do Simplex, vgja p.ex. LUEMBERGER(39]. Para cada uma das (™}") escolhas de
bases primais e duais, os paressdecionadosdentre suas colunas respectivassio matrizes
Pr(m x m) e Dg(n x n) ndo dngulares. Cada uma das selegoes define uma regido de
dectsdo

Alc = {(A3 b; c) € Rmn+m+n|Pk_lb 2 0’ Dip-lc 2 0}
com (A, b, C) variando parameétricamente.

Em principio asdistribuicdes dezy emy (€a¢ varidveis duais y, ) podem S calculadas
explicitamente pela avaliagiio da distribuigio condiciondl dos seus valores z = Py by,
7k = ¢'k2k © Yk = Dy e sobre o8 dementos de uma disjungiio do espaco de decisdes.
Em gerd, contudo, as transformacdes (para determinar as regides de decisio) <0 de
complexidade proibitiva, de formague a literatura da mais énfase a casos especiasde
exqueInas goroximativos.

O problema dedistribuicéotem quatro tiposde abordagenscomputacionais: andlsse
de erro, andlise de pds-atimizacdo, andlise de sensibilidade e problemas de decisdo.

Para a andlise de erro, ndo é de nosso conhedmento que exista na literatura um



estudo completo sobre o erro computacional gerado a partir do método Simplex. Meso
assim, alguns autores, DEMPSTER(15] € PREPOKA[59), apresentaram resultados im-
portantes sobre a propagacio de erros iniciais Nos dados, usando a Lei dos Grandes
Ndmeros.

Na anilise de pés-otimizagio, DYSUON e SWAITHES(18-20] sugeriran métodos
promissores para geragado de uma solugdo aproximada dog problemas de distribuico
baseados na definicéo, em termos de uma restricéo néo-linear adiciond, da regido con-
tendo um parametro b do lado direito com probabilidadeconjunta (1— ). Mais recen
temente, DEMPSTER e PAPAGAKI-PAPAULIAS|17] gpresentaram um método onde
todos os parametrosdo problema sfo deatorios e indegpendentes. A idela A usar uma
aritmética intervalar probabilfstica, chamada arstmélica de quantsls, paracalcular asdis-
tribuigdes aproximadasda decisdo Gtimae do vaor da fungio oObjetivo de um programa
linear em cada regido de decisdo.

A andisede senshilidadede programaslinearesem ambiente d eatdriofoi o quedeu
origem aos problemasde distribuicao introduzidos por TINTNER[66] na &reade econo
miaagricola. Nesss contexto, espera-se (ue a variacio nos parimetros Sgjasubstancial e,
em muitaa aplicagGes préticas, algumas informacOessobre essa variagio pode ser obtida
apartir de amostragem, SENGUPTA[62]. Esta abordagem se aplica mehor quandoso-
menteos parametrosda fungéo objetivo, au pelodual o vetor bdo ladodireito, ou ambos,
sdo adeatorios, de forma que as regides de decisdo correspondem a eubmatrizesfixasda
matriz de restriges A. Em particular, esta metodologiafai aplicada por NEGREl RCb
COMES e MACULAN|48] para alocagio de umafrota pesquera

WETS[80] discute 0 dissecamento do espaco de paridmetros em regices de decisio
interioresdisjuntas € estabelece que tal dissecamento é um poliedro complexo no caso
ondebou c {ndo ambos) sdo aleatdrios. FOOTE([29] apresentaum algoritmo tipo Simplex
paraagsragio das basss (ue determinam as regides de dediS20 neste caso.

Observando 0 problemade integracdo midltipla das fun¢ées densidade sobre as re-
g& dedecisdo dissecadas, WETS[80] concluiu que o problemando pode ser resolvido
numericamentede formaeficientequando o mimero de parametrosfor maor que quatro,

Para reduzir o esforco computacional na geracéo de regicés de decisdo e cacular
as integrais mitiplas sobre das, BEREANU[6] apresenta uma metodologia gue tenta
parametrizar a variaco aeatdria do problemaan termos de poucos parametros, Ele
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descreve o c6digo computacional STOPRO qgue implementa seu algorftmo para quando o
problemaé bem colocado no sentido de possuir um valor étimo Cue provavelmente ¢ finito,
com somente UM pardmetro deatdrio. BEm seguida, ee descreve 0 método sntegragdo
cartesiana Que é uma parametrizagdo de pequena dimensdo dos coeficientes aleatérios,
um de cada vez

Qua quer procedimento bascadoem integragao mUltiplanumérica torna-Seimpratica-
ve a medidaque 0 nimero de pardmetros aeatOrioscresce m pouco. Até O presente,
0 méodo aplicado mas intensamente para obter solugdes (gproximadas) para os pro-
blemasde distribuicio é aandisedeMonte Canlo - sugerida inicialmente por DANTZI G
e MANDASKY/[14]. Neste método, Se obtem uma grande quantidade de realizagdes dos
parametros aeatOrios, usando ntimeros pseudo-aleatdrios, € os programaslineares resul-
tantessio resolvidos e classficadospara gerar aproximagoes empfricas das distribuigoes
das decisdes étimas e do vaor Gtimo. Os métodos de Monte Carlo tem provado serem
bastante eficientes na prética paraavaliagio de funcdes estocdsticas, como,por exemplo,
em moddosde plangamento energético.

Outraabordagem para problemasdedistribui ¢do envave a goroximacéodiscretada
distribuigdo de probabilidadeconjunta de (A, 5,¢). WOLSEY[82] proposum método que,
trabal hando com uma gproximaco suficientemente ajustada, caleula uma hierarquiade
distribuigbes para z, e zp PO refinamento UCESIVO de partigdes do epaco de probabi-
lidede discreta correspondente. Esta abordagem tem Sdo empregadaem problemas de
programacao inteiradinimica paraselegio de projetos.

1.4 Problemascom Restrigtes Probabilisticas

A formulagao do problema(22) com restricdes probabilfsticas ¢ a seguinte:

max z = Ed'z
sujeito a
Pr{idiz<fi} 2o, i=1,...,m (2.4.1)
220

Este moddo apresenta restricdesndo lineares deterministicas implicitas - chamadas
derestrigdes de chance - sobre 0 vetor dedecisdo z, as quais especificam a satisfacdo das
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restricbes aleatérian correspondentes a niveis de confiabilidade o;. O método requer que
O vetor dedecisdo » seja escolhido “antes” queo vetor (A, b, C) seja redizadode tal forma
que a probabilidade de violagdo subsequente da restrigdo evadvendo a i-ésrnalinha a';
de A e o codfidente do lado direito i correspondente ndo exceda um nivd prescrito
1-a.

QuandoAA é fixa, asrestrigoes de (2.4.1) podem ser expressas am termosdas fungdes
de digribuicdo margind Fs, das componentes de b , como restrigdes cOM inequagdes
lineares

Az € & (2.4.2)

onde ¢; = max{£ : Fz,(€) £ 1-a;}. Quando (A, b) segue uma distribuicso normal
multivariada, CHARNES e COOPER(11] apresentaram um procedimento sesmehanteo
qual produz restrigdes (deterministicas) quadréticas evolvendo médias, covaridncias e a

distribuigdo de probabilidade normd pedréo.

Um avanqo considerdvel na manipulaco e representagao explicitade restrigoes pro-
babilisticas resultou da teoria de medidas logaritmsicamente céncavas desenvolvida por
PREPOKA[58]. Ul medida P de Borel num epaco euclidiano € & iogaritmicamente
cincava se, paraqualguer par de subconjuntos covexas X e Y deE etodo X E[O, 1,

temos que
P{AX + @ - NY} 2 P{XPP{Y}U-Y) (2.4.3)

Além disso, PREPOKA|58] andlisou asituagio quando se tem uma tnica restrigdo pro-
babslistica conjunta

P{Az < b} >« (2.4.4)
que estabd ece UM sistema de confiabilidade a nivel a.
Vdesdientar que asformulagbes de programac2o estocdstica com restrigdes proba-

bilisticas N80 pendizamexpliatamenteasviolagbesde restri gdes, nem t&o poucoformecem
recur so para reverter tal violagao depois que s toma a decisao Gtima
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2.6 Problemag com Recursividade

Em principio, vamos considerar aformulaciode WALKUP & WETS (74] parapro-
or anas estocdsticos COmrecursividade:

min z = ¢z + Ee{qy}
8. &
Az<b
Tz+Wy=¢ €EcB (2.6.1)
z,y20 |

onde A(m x n),T(m X n),W(m xR, ¢(l xn), q(l X B, b(m x 1) sdo matrizes fixas €
&(m x 1) é um vetor aleatdrio com eperanca finita, definido no epago de prababilidade
(8, U, ¥), onde E é 0 espago amostral com uma g-4lgebra U de conjuntos e 3 umamedida
de praobabilidadeem U, FELLER|27}.

E<e problema pertence 4 classe de problemas de programagio estocdstica onde se
procura uma solugdio "agui € agora”’. O problema (2.5.1) representa um processo de
decisio a dois estdgios, 0 qual pode s interpretado com ssgue

seleciona-se z => observa-se { = seleciona-se y

A primeiradecisao é selecionar os niveis deatividadesz = #, depoisobservar o evento
aleatdrio £ = § e findmente, permitir uma acio corretiva y para ratificar quaisquer
discrepincias entre ¢ e T'z, i.e.,

Wy=E-Ti (2.5.2)

No primeiro estdgio, X é escolhidade formaa garantir que exista pelo menos uma
acao recursiva vidvel. NO segundo estigio, a decisdo y é tomada quando ndo exigtirem
na s incertezas no problema Aqui supomos que 0 problema (25.1) temsolugao otima
limitada, euja discussio detalhada pode ser encontrada an WETS[76] e WALKUP &

WETS[74].
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A perda pode ser expressa como uma penalidade linear por partes, i. e, W =
(Im, —1Is) e (2.5.2) toma o seguinte aspecto:

Min gtyt +¢7y~
8. a
yt—y =§-Th (2.6.3)
gty 20

Noteque (25.3) ndofaz restricdosobreo conjunto X dez viave para (2.5.1), 0 qual
é, entéo, chamado de um problemacom recurso simgles. No casode (A, g) fixo, através
do dual de (2.5.3), ¢ facil ver que quando b tem esperanca finita adecisio inicid resulta
numa perda esperada flnita Ep(z) = Ex,(b — Az) que é umafuncio convexae contfnua
gobre £ € 7, - € — o(€).

No caso de programasestocdsticos com multiestigio, BIRGE(8] e LOUVEAUX|38)
apresentaram algoritmos que podem ser considerados como extensdes dO algoritmo L
shaped de VAN SLYKE e WETS][72), cuja descri¢io detalhada pode ser encontradaem
NEGREl RC5 GOMES|47].

2.6 Métodos Quasigradientes Estocdsticos

Os métodos quasigradientes estocdsticos (QGE) séo algorftmos estocdsticos para
resolver problemas gerais de otimizagdo restrita com fungdes néo convexase néo difer-
encidveis. O interesse por procedimentos desse tipo reside em duas razdes. Primaro,
processos deterministicos SA0 casos epecials de processos estocdsticos €, portanto, os
procedimentosde programacio estocdstica Nosdao maos para construir algoritmos mais
efidentese flexiveis. Segundo, uma grande variedade de problemas aplicadosnéo podem
ser formuladol1 nem resolvidos com o uso de técnicas determinfsticas de otimizacao.

Os métodos Q3= permitem resolver problemas de otimizagio com{fungdes objetivoe
restrigoes de tal natureza complexaque € impossivel cacular vaores precisos paraessas
fungoes. A idela basica desta abordagem € usar estimativas estatisticas para valores
dasfuncées e suasderivadasem vez devaores precisos. Para problemasde programagao
estocdstica, os métodos QGE generdizamométode de aproximagio estocdstica irrestrita
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da esperanca de uma funcdo aleatéria, WASON|75], pars problemas que envolvem res-
tricdes gerais.

Os métodos QCE fazem parte dalinhade pesquisa em problemas de otimizagio es-
tocdstica Na Unido Soviética, CUjo desenvolvimentoests registradonos trabathos de ER-
MOLIEV e NURMINSKI|25}, onde eles aplicam técnicas de otimizacio quasi-gradiente
nao-diferencidvel 3 minimizacdo da esperanca matemdatica de uma funcao aleatéria su-
jeita a restricdes nio-lineares determinfsticas, ERMOLIEV[28], que contem uma revisdo
sistemética do desenvolvimento dos métodos QGE, €, recentemente, ERMOLIEY e GAI-
VORONSKI[24], onde 3¢ discute o8 vérios procedimentos 3  Suas implementagdes
computacionais ¢ aplicagoes a problemas de localizagio.

G métodos QGE tratam com problemas do seguinte tipo:

min F(z) =E, f(X,w)
ujetoa
zeX (2.6.1)

onde z representa as varidveis de decisdo, X 0 conjuntode restrigbese w A uma varidvel
aleatéria pertencentean espago deprobabilidade (B, U, 7), definidonasegio 26. Conside-
ra-s¢ UM mimero limitado de observagdes L_ fungdo aleatéria f (z,w) em cada iteragdo
de modo a determinar a direcio do préximo passn. Os erros resultantessdo suavizados
até gue o processo de otimizacio termine (Que acontece quando o tamanho do paso ¢
suficientemente pequeno).

O algoritme QGE tem a seguinte forma:
gt = g2 — pat") (2.6.2)

onde z" é aaproximagdo corrente da solugao 6tima, g, 0 tamanho do pas, 7x(z) =
arg minqex|jz — 2|, € v" é umadirecdo aleatdriado pasn. Esta direcdo pode ser, por
exemplo, uma estimativa estatisticado gradiente (ou subgradiente No caso N&o difer-
encidvel) da fungdo F(z), entdov" & ¢" tal que

B(en | 21, 4%,...,2") = Fx (2" +a") (2.6.3)

onde a" decresce quando 0 mimero de iteragbes cresce, e 0 vetor U é chamado de um
quasigradisnte estocdstico dafuncéo F(z).
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O algorftmo (2.6.2) — (2.6.3) pode ser aplicado a problemas com restricdes mais
gerais formuladas em termos de esperangas matematicas

E.f'(z,w) 20, i=1,...,m (2.6.4)

pelo uso de fungles lagrangeanas ou de pendidede.

2.7 Dnalidade em Programacao Estocdstica

Nete item estudaremos moddos de programacfo estocdstica com rdacéo a inter-
pretagio econdmica e dualidade, baseados nas ideias propostas por GARSTKA[33] e
WETS[79] para problemascom recursividade e GARSTKA[34] e EISNER & OLSEN|22]
sobre a equivaléncia econdmica entre problemas aom recursividade e os problemas com
restrig0es probabiliticas.

Gam aobtencéo do equivalente deterministico referente 2o problema (2.5.1),através
das condigoes e Kuhn-Tucker, é possivel encontrar programas duais e apresentar uma
interpretagio econOMica para éles. NO entanto, WETS[78] formulou 0 programa dual
estocistico de (2.5.1),0 qua tem uma interpretaco econdmica mas coerente que o dual
do equivadente deterministico.

2.7.1 Interpretagio Economica do Primal

De acordo com WETS[77], podemosescrever o programa (2.5.1) naseguinte formas

min ¢z + E¢(qu(¢))
8 a
—~Az 2> b
Tz+Wy(€)=¢, £€E (2.7.1)
z, y(€) =0

eseja (z*, y*(€)) umasolugio Gtimade (2.7.1), ondey ¢ umafungio (y: R™ — P°) .
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Vamos imaginar o problema (2.7.1) como um programa cléssico de producdo com os
seguintes elementos:

&; : demanda aleatéris paracadam produtos finais;
z : operacao de cada umadasn aividades primérias,
¢; - custo unitario paraoperar a atividade primariaj;
b; . quantidade de recurso ¢ disponivel;

ai; - quantidadede recurso i gasto paraoperar cada unidade de atividade priméria
jli=1.,m, j=12..,n);

t;; : nUmero de unidades do produto primdério j necessdrio para produzir uma
unidededo produtofinal i (i=1,..,mej = 1,..,A)

w;; - mimero de unidades do produto final i obti da daoperagio da a¢io de recur-
sividade s anlvd unitario(i=1,..m, §=1,...,R;

g; + custo de operar a atividade secunddria | a nlve unitério;
y : atividades secundédrias ou de recursividade,

A demanda ¢ ¢ satifeita pela operacéo de dois conjuntos distintosde processosde
producdo. Um conjunto den atividades primérias € saecionado antes que € seja obsr-
vada. Depois que ¢ fica conhecida, 0 tomador de decisdo pode contratar um conjunto
de atividades secundériasou recursivas. As restricOesdeterminfsticas (Ax < b) refletem
limitagdesde matérias primas necessdrias paraobter as atividades primdrias. ¢z repre-
sentao custodeexecutar um plano primério z espedifico. Asatividades primariaspodem
Ser vistascomo producdo desubcomponentes U médulos que mastardesao combinados
(antes que ¢ sga observada) em produtos finais. A tecnologia de combinar atividades
primérias para a formagdo do produto find estdembutida namatriz T. Se os produtos
primério e fina forem idénticos( T= 1), mas ocorre um crescimentoou deterioraco no
estoque, entdo T seria uma meatriz diagonal (com fatoresde crescimentoou deterioragio
nadiagond). Gerdmente, T representa a tecnologia de combinar subcomponentes no
produto final.
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Uma vez que e tenha determinado os niveis das atividades em 2, é possfvel que
exista Uma discrepincia entre a produgdo recém caleulada do produto final, Tz, e a
demanda realizada . As atividades secunddrias ou recursivas entram para rdificar
tais discrepincias. A tecnologia das # atividades recursivas est4 contida na matriz W.
Desta forma, o problema de recursividade com £ conhecida é 0 seguinte problema de
programacao matematica:

min gy(¢)
8 a :
Wy(¢)=¢-Tz (2.7.2)
¥(€) 20

Supondo que estamos diante de um problema com recursividade simples, W =
[1~1], as atividades recursivas representariam, por exemplo, a obtencdo do produto
find i numafonte externase & > (Tx); ou armazenagem do produto i se a produgio
excede a demanda, (T'z); > &. Em gerd, W representa quaquer tipo de tecnologia de
emergéncia, por exanplo;

a. procura em fontesexternas
b turnos espediais de produgio

c. transforme de excesso de produgao @n componenteshési cos, Eic.

Assm, podemos dizer gue a solugio do problema primal (2.7.1) estabelece niveis
primaiosde predugio e define umafungio recursiva y(§), tal queos custosesperadosde
operagdo paraambas atividades primériase secundarias, deformaa atender a demanda
aeaodriaé, sejam minimos.
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2.7.2. O Programa Dual Estocéstico

WETS]78] formulou 0 programa dua estocdstico de (2.7.1), 0 qua ndo indui as
varidveis primais, COMO @M OULIOS programas duais nao-lineares, COMO segue:
max —6b + Fem(€)€
8. 8
—6A+Ex()T <¢c (2.7.3)
r({)W < ¢q,V{eE
6 > 0, x(¢) irrestrito

A solugéo de (2.7.2) congste no por (6, #(£)), onde 6 é um vetor m dimensional e 7
é uma funcio vetorial (s: R™ — R™).
Estaformulagdo representa 0 problema do tomador de decisdo dual (empreiteroou

fornecedor) que faz a0 tomador de deciS20 primal (empreendedior) a seguinte proposta

“O empreiteiro aceita comprar todos recursos do empreendedor a um prego §; por
unidadede b; (i= 1, ...,m) eentregar produtosfinaisao empreendedor O bastante para
alender exatamente as m demandas redizades’

Com is30, 0 empreiteiroestainteressadoem maximizar 0 lucroesperado desuas verr
das, menos 0 que pagou pelas mercadorias do empreendedor. Elecobra ao empreendedor
m;(€) por cada unidadedo produtofind i dado que € é o vetor de demandas realizadas.

Condizente com a notagdo usada parao problemaprimal, temaos que
6; - preco por unidade de recurso i

7;(€) : prego por unidede do produto final i

Eexi(€) : valor esperadodo produtofind i.

Evidentemente, 0 empreiteiro deve especificar um prego de comprapara os recursos
e estabel ecer precos de venda para cadanfvel de demanda € que possaser redizada.
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O primeiro conjunto de restrigées do programa dual
= Y1 isij + X%y Emi(€)ti; S o5

reflete que 0 empreendedor est4 ciente dos custos rdevantese da tecnologia das ativi-
dades primérias. Se de escolhe nd0 vender seus recursos, 0 empreendedor pode operar
adividade primariaj a um cugto unitério ¢;. Portanto, de poderiarelutar em vender
seus recursose comprar o produto find do empreiteiro, ando ser que o prego de compra
esperado de todo produto find resultante da operacéo da atividede j @0 nfvel unitério,
Y7 o Exi(€)ki;, menos os recebimentos das vendas de todos recursos consumidos pela
atividade primd j, ao nivel de producéo unitario, for menor que ¢;. O empreitero re-
conhecealdgica desta restricdo e deveinclui-lacomo uma restricéo com rdlagéo asdecéo
de seus precos.

O segundo fipo de restrigoes
2:11 mi()wi; < g5, j=1,.,Mm

di z que paraquaquer ¢, os pregos de venda do empreiteiro devem ser escolhidos de tal
forma que o custo para 0 empreendedor de todo produto find, que poderia ser obtido
a partir da operac@o da atividade recursiva ; a nfvel unitério, néo deve ultrapassar ¢;.
| Sto sugere que 0 empreendedor tambem sabe da digponibilidade de agdes recursivas e
ndo estariadisposto a comprar produtos provinientes de qualquer a¢ao recursiva a mas
gue O custo que e meamo teriase executassetal agio,

O problemadua do empreiteiro mostrou-se mais complicado, jague a especificagio
completada fun¢io 7(€) constitui uma tarefadificil. No caso de recursividade Smples,
W =[l-Ieg=g*,¢7], afuncio dua de preco tem, parax*pmx1) = T'#*, 0 seguinte
formato:

qe) — | =@, sex* > &;
m(§) = {+q,'+, ao contrario.

O empreendedor (primal) ndo aceitariavender sua matéria primae comprar produ-
tos acabados, a ndo ser que de tenhaem maos a tabelacompletade pregos (&) 0 que,
parauma W arbitréria, néo 6-evidente,
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2.7.3. Equivaléneia Econdmica Entre Modelos de Programacio Estocéstica

Aqu discutiremos as equivaléncias matem4ticas entre programas estocdsticos COM
recursividade € programas estocdsticos 0OM restrigdes probabilfsticas, dando énfase 3s
“implicacbes econdmicas” destas equivaléncias.

ND programa estocdstico com recursividade, 0 vetor aleatério £ estaassociado auma
funcdodigtribuicéo 7, absolutamente continuae crescenteem ¢; #; denotaadistribuicéo
margind de ¢;(j = 1,..,7m) e B denota o suporte da distribuicéo de ¢, Além disso,
supomosgue gy ¢ umafungio convexaseparave am cada y;.

Definimosum programaestocdstico com probabilidede nas restrigoes 00mo segue:

min F¢(cx)
§ 8
Az > b (2.7.4)
Pr(Tz 2 §) 2 a
220

onde Pr denota probabilidade, o é um vetor 7 dimensional omO0< a; <1 ec 2,bT
e £ sio Oefinidos da mesma forma que en(l).  NiS resiricdes probabilfsticas, x é
selecionado quando a i-ésima restrido for satisfeita em «; - 100%0das vezes, umavez gue
£ 4 realizada.

GARTSKA[33] definiu a equivdénciamatemética paratai s programas estocisticos,
ocom A, T, c e b fixos, da seguinte manaira

"para um dado gy e W no programa (2.5.1), é possivel encontrar um vetor « para
O programa(2 7.4 tal que a solugao de (2.7.4) para este a ¢ também 6tima em(251]).
Reciprocamente, para 0 programa (2.7.4) e uma certa matriz de recursividade W, é
possfvel encontrar Um ¢(y) para(251) que tem a mesmasolugdo 6tima que o progratia
00OM restrices probabilfsticas correspondente.”

NO caso de recurso dmples W = [| ~I] an (2.5.1), entdo y € g podem ser par-
ticionadas em (y*,y~) e (g*,¢~) cOM dimensdes (m x 1), (Mx 1), (1 x &) ,(1 x m)
respectivamente. WILLIAMS[81] e WETS[77] mostraram, usando métodos diferentes,
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a equivaléncia matemética entre (2.56.1) e (2.7.4). Basicamente, 2 metodologia para
verificacao desta equivaléncia estd contida no seguinte teorema:

Teorema 2.7.5. Dado um progyama estocdstico de recursividade Smplescom soluggo,
exise un programade redriges probabilfsticas equivalente. De farma samdhante, un
programa COM restrigées probabilfsticas com S0lUCAO 6tima z° tem um proyama linear
de recursividade simples associado com S0lUG30 6tima X0.

Paraisto, sga

A “ 2.7.6
HE p +q‘ (2.7.6)

onde #® 4 parte de umaselugdo Gtima para

max 6b + wx°
s a
SA+1T <e¢ (2.7.7)

[0 um programa estocdstico com recursividade, de solugio Gtima 20, O nfvel
a correspondente a0 programa COM restricées probabilisticas equivalente é encontrado
resolvendo-se (2.7.7) com y® = T2® para encontrar N’ e entdo definindo oy = %5,:—;5-

Comegando-se com O programa de restricdes probabilsticas com solugdo 6tima 2%, o
programa de recursividade equivaente é encontrado definindo-se x? = 7' (@) e depois
resolvendo-se (27.7) paraencontrar #°, efindmenteescolhendo-se ¢ e parasatisfazer
(2.7.6) com %, (x?) = .

Podemos fazer uma andlise de senshilidade em cada a;, supondo que os outros
als permanecam contantes. O resultado desta andlise nos permitira fazer ilustragoes
sobre 0 comportamento dos custos de pendidade para uma dada restricéo, quando o a;
correspondentesofrealteragdo e, por conseguinte, tecer comentérios sobre a significAncia
econdmicadaequivaénciamatemdtica. Fazendog;™ = 0, verificamosa magnitudede g,
determinadapor ¢f = m(x®)/(1 — &;). A medidague o; cresce, x§ = % 1(;) também
cresce. Enguanto a base 6tima permanecer inalterada, 7i(x°®) permanece constante em
(27.7. o4 pode aumentar até um ponto onde a nova base se tome Gtima com um novo
valor m(x®) correspondente maior que o vaor origind. Da mesma forma, quando a;
decresce, x? decrescee m;(x®) pode decrescer.
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Figura 2.7.8, Andlise Paramétrica das Varidveis Duas

Analisando afigura (2.7. 8), os of¥)%s denotam valores de o; nos quais mudaa base
Gtimado programa (2.7.7). ( , denota o vaor de uma varidvel dual Otima (constante)
nointervalo (ef¥~Y, af¥). Semprequea base Oima muda, ficaevidente um salto bruseo
no valor do custo de penahdade gt. Note que ¢} podeser zero o intervalo [0, afY) =&
mi(x?) é zero, eque gt podeser +oo em (a S , ] seeste conjunto particular deintervaos
de confianga tornao problema invidvel. A descontinuidade das fungdes ¢ (@) nos leva
aconduir que embora problemasdo tipo (2.5.1) s§ anmatematicamente equivaentesa
problemasdo tipo (2.7.4), o rlacionamento refletido pdo comportamento dos custosde
pendidade ndo é muito intuitivo.

Para o caso em que a métriz W fixa é arbitraria, GARSTKA[32] mostrou que as
relagGes de equivaldncia entre (2.6.1) € (2.7.4) sdo puramente matem4aticas, UmaVvez que
aestruturade pendidadesuposta peo tomador de deciso COM restrigdes probabilfsticas
néo é a mesma de um programa estocdstico com recursividade.
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A obtencdo de programas duais estocdsticos é mais precisa do que 0 dual utilizando
ag condigdes de Kuhn-Tucker do equivaente primal determinfstico. De qualquer forma,
a especificagdo do dual estocdstico 4 mais complicada do que a do primal, uma vez
que a definicao das fungdes x(£), representando os multiplicadores (varidveis duais) es-
tocdsticos, ndo é evidente quando a matriz de iransformagdo \W é arbitréria.

Do ponto de vista matemético, vimos que os problemas estocdsticos com recursivi-
dade sio equivalentes aos prograrnas COM restricdes probabilfsticas. NO entanto, pela
andlise de sensbilidadedos nfveis de probabilidade o s, ficou evidente a desconinuidade
das fungdes de custo g, dificultandoo rdlacionamento econdmico entre os dois tiposde

Programas.

2.8 Biblioteca de Cédigos de Programacio Estocdstica

Durante a elaboragdo de nossa pesquisa, implementamos alguns cédigos computa
cionais contendo rotina para resolver problemas de Programacio Estocdstica. Estas
rotinasfazem parte da colegao de cédigos do Projeto ADO do ITASA(International Ins-
titute d Applied Systems Analysis) € representam O estado da arte doa algorftmos de
Programacio Estocdstica discutidos neste capitulo e em ERMOLIEV e WETS|[26].

A implementacdo foi feita num computador DIGITAL VAX/750 sob o sistema o-
peracional VMS, Uma descricdo mais profundadessa bibliotecasera objeto do proximo
trabalho, NEGREIROS GOMES e MACULAN(49].

281 Deconposi ¢do emPr ogr anacdo Estocdstica - DAPE

Este 00digo esta baseado no método L-shaped de VAN SLYKE e WETS([72] para
programas estocdsticos a doiSestagios. O dgoritmo particular paraesta implementacao
fol desenvalvido por BIRGE(9] na Univeradade de Michigan. Asrotinasquese referem
aresolugio de programagao |linear foram incorporadas a partir do programa LFM-1 de-
snvolvido por PFEFFERKORN e TOMLIN|60] na Universidade de Stanford. O eddigo
estd escrito em FORTRAN 1V,
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O programa linear estocdstico multiestdgio considerado pelo cédigo DAPE tem a
seguinte forma geral:
min # = ¢;2; + Fe, {min ea22} + ... + E¢, {min crar}
jetoa
Az = by (2.8.1)
Byzy + Aszz = &3

Br_y27r—1 + Arar = €7
2>0,t=1,..T
EtEEt, t=l,...,T

ondec, é umvetor conhecidoem £™ parat = i,..., T, b; € umvetor conhecidodo E™:,
& é um vetar aleatério m;-dimensional definido no espago de probabilidade (8, U;, #)
parat =2,...,1 e A¢ e B; sio matrizes reaiSconhecidas de dimensdes apropriadas. Eg,
representa a esperan¢a matemdtica de &.

2.8.2. Aproximacdo Semi Estocdstica

Este métodofoi desenvolvido por MARTI[43] e podeser aplicado para resolver pro-
blemas de otimizagio estocdstica do seguinte tipo:

min F(z)
z€D (2.8.2)

onde D é um subconjunto convexo fechado de R*, F= #(z) é umafuncdo convexade
vaor médio definida por

F(z) =Fu[A(w) - b{w)], z€R" (2.8.3)

Aqui [A(w), b(w)] representa umamatriz m x (n 1) aleatéria e 6 umafungdo convexa
de perdaem E™ tal que o vaor médio F(z) em (2.8.3) s§ared paracadaz € R".

Problemas da forma (2.8.2) surgem em diferentesenfoques, por exemplo:

. Programacao linear Estocdstica com Recursividade



















































































































































































