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Neste estudo tratamos com modelos e mhtodos de otimização estocástica. Em primeiro 
lugar, fazemos uma revisão sucinta do estado da arte da programação estocástica. Em 
seguida, nos concentramos nos modelos com risco mínimo e probabilidade nas restrições, 
desde a caracterizqão do problema, até o desenvolvimento do sistema computacional 
que implementa os algoritmos propostos. No final, apresentamos algumas aplicaçciexr do 
modelo de programação mtocástica com risco minimo a problemas de planejamento nas 
áreas de finanças, pesca industrial e economia agrícola. 
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AWORJTHMS AND APPLICATIONS TO PLANNING PROBLEMS 
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In this work, we deal with modeb and methods of sfochastic optimization. First, we make 
a brief review of the state of art of stochastic programming. Then, we concentrate in 
modela of minimum risk and chame constdnts, starting with problem chmacterization 
until the computational system development which implements the proposed algorithms. 
Finally, we present some applications of the minimum ri& stochastic programming model 
to planning problems in finame, industrial fisheriee and agricutural economim. 
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As rápidas mudanças ambientais que ocoITem hoje acarretam a necessidade de mo- 
delos e m6tdos cap- de tratar com a incerteza inerente aos sistemas relacionadoe com 
economia, meteomlogia, energia, ecologia, etc. Sistemas que envolvem interaçõeiJ entre 
o homem, natureza e tecnologia estão sujeitos a distúrbios que podem ser diferentes 
de qualquer coisa que tenha acontecido no passado. AUm disso, muitos sistemas aão 
complicados para permitir que sejam feitas medidas precisas sobre o estado do sistema. A 
incerteza, a nbestacionalidade e o desequilíbrio estk preeentes na maioria doe sistemas 
que dwejamos asalisar e controlar. 

De forma a tratar com tais rJituW, devemors desenvolver sistemas que powniam 
facilitar nt>waa mpoi~ta à incertem e àa condiçoeiJ de mudançaa no nosso ambiente. Um 
procedimento geral para a modelagem das hcertems, O qual tem sido aplicado com 
sucesso numa grande variedade de problemas, 6 atribuir, explícita ou implltamente, uma 
medida de probabilidade para as quantidades do problema. Isto noa leva a modelos de 

otimiaagio eetoebetica, chama& prosmrnae estocbetieos ae ela tomam uma estrutura 
que parece com aquela de problemas de programaçb linear ou nblinear. 



N&te atudo d a ~ e e  pwesegnimento B p q u h  que iniciamos em NEGREIROSI4n 
com a máiirce de pmblemss de Progrswisçiio Eiirto&tica wmdo uma drie de aborda- 
gens mm, no entanto, nos preocupar com algoritmos computacionais, salvo aquele que 
implementou o modelo SEPE (Solução Experimental de Programação Estoc&tica), o 
qual mesclava aimulaçtb de vari&veis aleatórias (parámetros do modelo) e programação 
linear. 

Aqui n w a  p m c u p ~ ã o  maior rerride no estudo, d~nvolvimento e implementa@h 
de algorltmos para mlver  algumas cl- especificas de problemas de Programqão 
Estocástica, com ênfaae em problemas com Rim Minimo e Probabilidade nas RarJtri@ks. 

De uma forma geral, abordamos o eeguinte tipo de problemas de Programe 
Matemgtica: 

onde E repmnta a esperança matemática, f (x, w )  e g(x, w )  são fun+ do vetor aleatório 
w e da variável de decbb x do espaço n-dimensiond X. Por exemplo, x pode ser o nivel 
de estoque de um certo produto, cuja demanda tem um valor aleatório w. 

No segundo capitulo, apresentamos uma revisão sobre o estado da arte da Pro- 
gramação Eclfocáfica, descrevendo os tipos de modelw mais usados e os mais recentes 
desenvolvimentos de algorítmos computacionais, 

Em primeiro lugar, adiaamos os problemas de Distribuição os quab podem ser 
definidos como segue: 

max c'x 

sujeito a 

onde o vetor de deds8o r 6 eeeolhido depois da realização do vetor aleatdrio (A, b, c). 
Para esta classe de problemas, o que se deseja é construir procedimentos para determinar 



Em seguida, revisi~mw txt problemas com htriçõesi Prob&bili&i~~~l, cuja formulação 
d a seguinte: 

max E(&) 
sujeito a 

h { A x  5 b}  2 cr 

z z o  

onde o conjunto de restr iw lineares probabibticas, a nfvel a, se transforma noutro de 
w t r ~ 0 ,  determiniatkaa não-linearezi. 

Depois, abordamos os problemas com Recursividade, isto é, problemas, onde primeiro 
resolve-se a partir de nms estimativa para o lado direito das restriç8es (2.5.1) e, num 
segundo estágio, faz-se uma correção com relação a quaisquer discrepâncias de violaç6es 
das restri&!s através de um problema recursivo, ap6s a rea1izag.k dois pa rhe tm con- 
siderados aleatórios. 

Nesse ponto, analiamos os Mdtodos Quasipdientes Estocástieos, os quais per- 
mitem resolver problemas de otimização cujas componentes (fúnção objetivo e re&ri&s) 
sejam de diffcil avdia@o. Daí, a necerrrridade de se trabalhar com estimativw de taiti 
funçoes. 

No item seguinte, apresentamos um esboço da Teoria de Dnalidade em Pr0gramaç.k 
Estochtica usando os problemas com recnrsividade e aqueles com rest- proba- 
bilisticas para interpretar a solu& dual e estudar a equival6ncia entre modelos. 

Na Última parte do Capítulo 11, deecrevemo8 alguns m&todos que t o m  desenvolvidos 
e implementadw pelo projeto AW/IIASA, cuja biblioteca de programas computaeionais 
exprime o estado da arte dos alprftmos em otimizaçb eetcmbtica. 

O Capitulo III contitue-se de uma contribuição B solução de problemas pertencentes 
a classe de problema de Programação Eetocástica com Risco Mínimo (PERM) e hoba- 
bilidade nas Restriçik. Supondo que os coeficientes da função objetivo seguem uma dis 
tribuição de probabilidade normal multivariada, deduzimos o equivalente determinístico 



do m&hi Com o atado d a  eondi&r~ de o t W d a d e  (W\iaa9-Tucker] do programa não- 
linear equivalente, reduzimos o problema a um programa p w ~ d ~ ~ u ~ t i c o  e sugerjmw 
alguns algorltmos para sua renolução. Em seguida, apresentamos o código computacional 
PomFOL que 6 uma implementaçb dori algorítmoa descritori. 

No Capitulo 1V apresentamos alguma3 aplicações do modelo PERM a problemas de 
planejamento. Primeiro, estndamoe o problema de Seleção de Investimentos em fundos 
de ações. 

~m'mguida, apresentamoe um modelo original que vim maximizar a contribui& 
de uma frota pesqueira obsemdo lestriçtb operscionah, economieas e bioldgicas. 0s 
resultados de tal modelo definem uma política de perita para a frota pesqueira exi~tente 
no Norte e Nordeste do Brasil. 

Por Bltimo aplicamos o modelo PERM num problema de economia agrícola referente 
ao plantio de culturas com restrições de irrigação. 



Problemas de otimiz* geralmente tratam com parâmetros considerados námeros 
fixos conhecidos. No ent;afa&s, em muitw sPtu&ks práticas, somente conhecemos a rn;l 
ture~a wtodstica dos cdcientea (p.ex. demanda, capacidade, custo, etc.), daí surgem 
os Modelos de Otimiziação Estocástica, 

Neste caso, o p d i m e n t o  mais comum seria substituir cada parâmetro aleatório 
do modelo por seu valor esperado correspondente e, então, resolver o problema de Pro- 
gramação Matem8tica resultante. No entanto, tal metodo pode gerar uma solução 'es- 
tatisticamente inviável", o que pode ser comprovado através de um exemplo apresentado 
por ALBUQUERQUE[4. 



Seja o seguinte problema de programação linear: 

onde (ai,an) B um vetor cujos elementos a8o variaveis aleatórias independentes com 
distribui- uniform~ dadas por ai UIO, 41 e as - UI1,3]. Aplicando o conceito de 
valor mperado, temos 

eubstituindo ates mlonxi no problema original 

que tem cioluçáo 6tima 4 dada por ($1, ai)  = (1,l). Se tentwmw verificar at4 que ponto a 
f~)lu& do problema acima 6 vitive1 com relação ao problema original, teremw a aepinte 
probabilidade: 

. Portanto, podemos dizer que a mluçh do problema original tem probabilidade 0.75 
de ser invidvel. Assim a implementaçio de uma mluçb obtida por esse processo pode 
ser desastrosa. 



O d~aavolvimento d3 f o m ! ! ~  e t h i m  de programa& rnatem&tica para @tu- 
dar e resolver certas claam de problemas de otimizsçáo eat&tica, iniciou-= indepen- 
dentemente por BEALE[5], DANTZIGIlS], TINTNERIW, CHARNES e COOPER[ll] 
e, msia mentemente, WALKI.JP e WETS[74]. 

Bbicamente os métodos de programação estocbtica tem uma característica em co- 
mum: incorporam as distribui~ire, de probabilidade dos padmetros de modo a converter 
o problema probabilistico para uma forma deterministica e, então, definem um conjunto 
de regrari contendo certas condi- de otimalidade. 

2.2 Problemas de Programação Estocástica 

Essencialmente, existem dois tipos de modelos em programação estocásfica, o modelo 
"Passivon e o modelo "Ativon. 

As formula@s que seguem o modelo passivo, tamMm chamado de u ~ p e r e  e veja', 
são baseadas na hip6tw de que temos condições de esperar pela realiza& das varliveia 
aleatória e tomar deckks com infomaçk completa sobre tal realia@, isto 6, se 
(A, &, 2) 6 uma redeação do veto* deatbrio (A, b, c), temos que resolver o programa 
linear abaixo: 

~ e a t e  e m ,  estsri'amo~l preocupados com duas questiiee: (i) Q U ~  a esperança do v h r  
&timo de (2.2.1)? e (3) Qual a variância deste valor &imo? Em geral, nosso interesse 
será na distribuicão de probabilidade do valor &imo de (2.2.1). 

Quando uma decirr80 mbre x tem que ser tomada antes ou, pelo menw, sem o 
conhecimento da realização das varidveie aleatdriarr, então atamos diante do modelo 
ativo, tamb6m conhecido como «aqui e agoran. 

Uma decisão sobre z é uma medida de probabilidade Pz sobre um espqo de Borel 
X C R (por exemplo, {c I c <1 b)). Uma interpretaçh pdtiea de uma deciaãa 8 a 



modelúisi que utilizam asr formulaçúeilc de Propma@o btocbtica com Recumivi- 
dade e Prograrnaçk com h t r i ç i h  hbabilfsrticaer se encaiiam na abordagem 'aqui e 
agoraB, enquanto que ocr problema de Dirrtribuiçb wguem o modelo @ecrpere e veja". 

2.3 Problemas de Distribuição 

Esta classe de problemas resulta da suposição de que o vetor de decisão x da versão 
d e a t h  de (2.24 6 escolhido somente depois da realização do vetor aleatório (A, b, c). 
O problema busca teórica e computacionamente as distribuições do vetor solução xo = 
xo(A, 6, e) e do valor &imo rn = c'zo 

TBbneamente, o problema 6 resolvido considerando-se matrizes m x (m+n) e n x (m+ 
R), aumentadas da matriz unitária, (AI,) e (At&), compondentm ao tableau compacto 
do Simplex, veja p.ex. LUEMBERCER[39]. Para cada uma das (m$n) escolhas de 
ba8es primais e duais, os pares selecionados dentre suas colunas respectivas são matrizes 
Ph(m x m) e Dh(n x n) não singulares. Cada uma das seleçõee debe uma região de 
decisiio 

com (A, b, c) variando paramBtricamente. 

Em prhcipk, as distribuiçih de q e tro (e act vari4veis duais yo) podem ser calculadas 
explicitamente pela avaliaçk da distribui& condicional dos seus d o m  xk = Pcibk, 
4 = c'kxk e = D L ' ~  sobre os elementos de uma dísjunçk do espaço de decis0es. 
Em geral, contudo, as tran~forma,@s (para deteminar  ai^ regik  de dw&) são de 
complexidade proibitiva, de forma que a literatura dá mais ênfase a casm especiais de 
ersquemarj aproximativos. 

O problema de distribuição tem quatro tipos de abordagens computacionais: anbliee 
de erro, análise de pús-utimizaçiio, andli~e de sensibilidade e problemas de dechão, 

Prara a anáiise de erro, não é de nosao conhecimento que exbta na literatura um 



atudo completo mbm O erro cornput8-imd gerado a partir do m&ob Simplex, Mesmo 
assim, alguns autores, DEMPSTER[16] e P&POKA[S~J, apresentaram resultsdos im- 
gortantm sobre a propaga& de erros iniciaia nos dadoa, usando a Lei dos Grccndes 
Nbmem, 

Na ansliae de pós-otimizqão, DYSON e SWAITHES[l8-201 sugeriram métodos 
promissores para gera& de uma mlu~iio aproximada docr problemas de distribuição 
baseados na definição, em termos de uma restrição não-linear adicional, da região con- 
tendo um parâmetro b do lado direito com probabilidade conjunta (1 - a). Mais recen- 
temente, DEMPSTER e PAPAGAKI-PAPAULIAS[l] apresentaram um m6todo onde 
todos os parâmetros do problema são aleatórios e independentes. A ideia A usar uma 
witm8tica intervalar probabilística, chamada aritmdtica de quantile, para calculiw as 8is- 
tribuiçik aproximadas da deci& ótima e do valor da função objetivo de um programa 
linear em cada região de deciaão. 

A análise de sensibilidade de programas lineares em ambiente aleatório foi o que deu 
origem aos problemas de distribuição introduzidos por TINTNER[66] na área de econo- 
mia agrhla. Nease contexto, espera-se que a vari~ão  núa parâmetm seja substancial e, 
em muitaa aplicaçks práticas, algumaa informações aobm essa variaçh pode wr obtida 
a partir de amostragem, SENGUPTAW. &ta abordagem se aplica melhor quando so- 
mente os parâmetros da funçh objetivo, ou pelo dual o vetor b do lado direito, ou ambos, 
eão aleatórios, de forma que as reg ik  de decbão compondem a eubmatrizes fixas da 
matriz de restriçks A. Em particular, a t a  metodologia foi aplicada por NEGREIROS 
COMES e MACULAN[48] para alocação de uma frota pesqueira. 

WETS[BO] dkute  o disseramenfo do espaço de p h e t r o s  em r e g ' i  de dec& 
interiores diejuntas e estabelece que tal dissecamento 6 um poliedro complexo no caao 
onde b ou c (nh ambos) aleatbrias. FOOTEI291 apresenta um algoritmo tipo Simplex 
para a gera+ das base5 que determinam as r e g i i  de decisão neste caao, 

Observando o problema de integração miiltipla das funções densidade sobre as re- 
gi& de deci~ão dissecadss, WETS[80] concluiu que o problema não pode ser resolvido 
numericamente de forma eficiente quando o nfimero de parâmetros for maior que quatro, 

Para reduzir o &orço computacional na geração de regi* de deciaão e calcular 
aa integraiis mátiplas sobre elas, BEREANUI6J apresenta uma metodologia que tenta 
parametrizar a variação aleatória do problema em t e m  de poum parâmetros, Ele 



dWreve n cdggn c o m p u t ~ i n ~ d  QTOPBO que implementa -eu dgorltmo para quando s 
problema é bem colocado no sentido de possuir um d o r  6timo que provhvelmente B finito, 
com aomente um parâmetro aleatório. Em ~guida ,  ele descreve o método integraçiio 
curteaiana que 6 uma parametrizlaçãó de pequena dimenaãó doa coeficientes aleatbrios, 
um de cada vez. 

Qualquer procedimento baseado em integração múltipla numbrica torna-se impratich 
vel a medida que o número de p h e t r o s  aleatórios cresce um pouco. Ate o presente, 
o método aplicado mais intensamente para obter soluçóeg (aproximadas) para os pro- 
blemas de distribuição 8 a análise de Monte C a d o  - sugerida iniciaimente por DANTZIG 
e MANDASKY[l$. Neste mbtodo, se obtem uma grande quantidade de realizações dos 
parâmetras aleatórios, usando ndmeros pseudo-deutdriog, e os programas lineares resul- 
tantes aão resrolvidos e classificados para gerar aproximqões empiricas das distribuiçk 
das decisika 6timas e do valor ótimo. Os métodos de Monte Carlo tem provado serem 
bastante eficientes na prática para avalia& de funçíh estochticas, eomo$por exemplo, 
em modelos de planejamento energético. 

Outra abordagem para problemas de distribuição envolve a aproximação discreta da 
diatribuim de probabilidade conjunta de (A, 6, c). WOLSEYI82] propos um m6todo que, 
trabalhando com uma aproximação suficientemente ajustada, calcula uma hierarquia de 
distribuiçtk para xo e 1r0 pelo rehamento sucessivo de partiçiies do espaço de probabi- 
lidade discreta comespondente, Eefa abordagem tem sido empregada em problemae de 
pmgram+ inteira dinâmica para aelqão de projetm. 

1.4 Problemas com Restriçk Probabilísticas 

A formulaçáo do problema (2.2) com reatriçk probabilísticas 6 a wguinte: 

Ekte modelo apresenta restrições não lineares determinísticas implt'citae - chamadas 
de rmtri@es de chance - sobre o vetor de decisão x, a ~ l  quah especificam a, satirbat$b das 



rerrtrkk dea16h c~mqmaadentm a && de mnfobdkkie Q. 8 mbtodo requer que 
o vetor de deciElão r; a ja  e6~:oIhido u a n t ~ n  que o vetor (A, b, c) sieja realizado de tal forma 
que a probabilidade de violaçib sumuente da reistrição envolvendo a i-ésirna linha a'{ 
de A e o coeficiente do lado direito correspondente n5o exceda um nivel pmrito 
1 - ati. 

Quando A d fixa, as r e s t r i e  de (2.4.1) podem ser expressas, em termos das funçk 
de distribuição marginal Fg, dw componentes de b , como resitriç0e;Sl com inequsçõesr 
lineares 

onde #i = max{C : FB, (C) 5 1 - ai). Quando (A, b) segue uma distribuição normal 
multivariada, CCARN W e COOPER[ll] apresentaram um procedimento semelhante o 
qual produz reetriçh (deterministicw) quaddticw envolvendo maias, covarihciw e a 
di~tribuição de probabilidade normal padrão. 

Um avanço considerável na manipulação e pepreeentação explícita de restriçib pro- 
babilísticas resultou da teoria de medida8 logaritmicamente côncauw desenvolvida por 
PR~POKA[&?]. Uma medida P de Borel num espaço euclidiano E 6 iogaritmicamente 
cêncaua se, para qualquer par de subconjuntos convexos X e Y de E e todo A E [O, I], 
temos que 

P{AX + ((i - X)Y) 1 P{X}'P{Y )('-'I 

Além disso, P R ~ C P O K A [ ~ ~ ]  analisou a aituação quando 8e tem uma ánica nstripio pro- 
babilietica conjunta 

que estabelece um sieterna de conflabilidade a nlvel a. 

Vale salientar que as formulações de programação estocástica com restrições proba- 
bilisticas não penalizam explicitamente as violações de restrições, nem tão pouco fornecem 
recurso para reverter tal violação depois que se toma a decisão ótima. 



Em principio, M ~ M I  considerar a formulação de WALKUP & WETS [74] para p m  
gramas estocásticos com recunsividade: 

onde A(m x n), T(m x n), W(m x R), c(l x n), q(l x R), b(m x 1) 60 matrizes Bxas e 
x 1) B um vetor aleatório com esperança Inita, definido no espaço de probabilidade 

(8, U, 31, onde B B o espsço amostra1 com uma a-álgebra U de coqjuntos e 3 uma medida 
de probabilidade em U, FELLER1271. 

Este problema pertence B clame de problemw de programa& eatochtica onde se 
procura uma mluçk "aqui e agoran. O problema (2.5.1) repmnta um processo de 
tiscisão a doh wtágios, o qual pode ser interpretado com segue: 

A primeira deciaão B elecionar oa níveia de atividades x = 6, depois obeerva~ o evento 
aleatório 4 = 2 e, finalmente, permitir uma ação corretiva y para ratificar quaisquer 
di61crepSncia~1 entre & e Tz, i.e., 

No primeiro &ágio, x é escolhida de forma a garantir que exista pelo menos uma 
ação recumiva viivel. No segundo eetagio, a decisão y 6 tomada quando não existirem 
mais incertea.a. no problema. Aqui supomai que o problema (2.5.1) tem solução otima 
limitada, cujs diacu& detalhada pode ser encontrada, em WETS[76] e WALKUP & 
W ETS[74]. 



Note que (2.5.3) não faz restrição sobre o conjunto X de z viável piua (2.6. I), o qual 
6, então, chamado de um problema com ncurao simplea' No caso de (A, q) &o, atravtk 
do dual de (2.5.3), 6 fácil ver que quando 1 tem esperwa flnita a decisão inicial resulta 
numa perda eaperada flnita Ep(x) = En.(b - Ax) que 6 uma função convexa e eontlnua 
sobre x e .no : e -r %(c). 

No caso de programas estocásticos com multiestágio, BIRGE[8] e LOUVEAUX[38] 
apremntaram algorítmos que podem ser considerados como extensõer, do algorítmo L 
diaped de VAN SLYKE e WJ3TS[72], cuja dmrição detalhada pode ser encontrada em 
NEGREIROS GOMES[4q. 

Oa m6todos quasigradientea estocásticm (QGE) são algorltmos atocásticos para 
resolver problemas gerais de otimização restrita com funções não convexas e não difer- 
enciáveis. O interesse por procedimentos d e s ~  tipo reside em duas raz6es. Primeiro, 
proceims deterministicos são casos especiais de processos estocáaticos e, portaato, os 
procedimentos de programação estocástica nos dão meios para construir algorítmos mais 
eficientes e flexíveis. Segundo, uma grande variedade de problemas aplicados não podem 
wr formulado11 nem resolvidos com o um de técnicas determinísrticas de otimízação. 

013 mitodos QGE permitem resolver problemas de otimiz;y;ão com funçk objetivo e 
restriçb de tal natureza complexa que é impossível calcular valores precisos para essas 
fun*. A ideia básica desta abordagem é uisar estimativas estatísticas para dores  
das funçõee e suas derivadas em vez de valores precisos. Para problemas de programa+ 
estocástjca, os m6todori QGE generalizam o mbtodo de aproximsçBo estochtica irreetrita 



Osi mhtodm QGE fazem parte da linha de pei~quiea em problemm de o t imizw a- 
tohtica na Uni& Sovitica, cujo desenvolvimento esit8 registrado nw trabalhm de ER- 
MOLIEV e NURMINSKI[26], onde elee aplicam tknicae de otimizaçk quaei-gradiente 
não-difemnci&vel$ minimizagio da eêrpemça matemhtica de uma funçh h t b r i a  au- 
jeita a regtriçih nãdineara determinlsticas, ERMOLIEV[23], que contem uma revi& 
siatemáltica do dtwnvolvimento dos m6todos QGE, e, recentemente, ERMOLIEV e GAI- 
VORONSKI[24], onde se discute oa vdrioa procedimentos QGE, suas implementações 
computxionais s aplic- a problemas Be 1ocalia;y;b. 

Os mAtodos QGE tratam com problemas do seguinte tipo: 

min F(x) =Ew f (x, w )  

sujeito a 

xex 

onde 3 reprwnta a variitveis de dechão, X o conjunto de restrições e w A uma variavel 
deat6ria pertencente ao espwo de probsbilidade (8, U, T), definido na seçáo 2.6. Conside- 
mse um niimero limitado de obsemçiks L fun& deatdria f ( E ,  W )  em cada ite@ 
de modo a determinar a direção do prdximo passo. 0s emos resultantes são suavizados 
atl que o processo de otimização termine (que acontece quando o tamanho do passo 4 
suficientemente pequeno). 

O algorhnu QGE tem a seguinte fuma: 

onde P é a aproxima& corrente da soluçk Ótima, pn o tamanho do passo, RX(X) = 
arg minZexllz - 211, e vn Q uma direção aleatória do passo. Esta direção pode ser, por 
exemplo, uma estimativa estatística do gradiente (ou subgradiente no caso não difer- 
enciável) da função F(x), então vn i en tal que 

onde an decresce quando o nilmero de iteqões cresce, e o vetor un é chamado de um 
quasigradiente estocdstico da função F(x). 



pelo uso de funções lagrangeanas ou de penalidade. 

2.7 Dnalidade em Programação Estocistica 

Neste item estudaremos modelos de programação estocástica com relação a inter- 
pretqão econômica e dualidade, baseados nas ideias propostas por GARSTKA[33] e 
WETS[79] para problemas com recursividsde e GARSTKA(34J e EISNER & OLSEN[22] 
sobre a equivalência econômica entre problemas com recursivida.de e os problemas com 
restrições pmbabilíticas. 

Com a obtenção do equivalente determinietico referente ao problema (2.5.l),através 
dae condi+ de Kuhn-Tucker, é podvel encontrar programas duaie e apresentar uma 
interpreta$o econômica para $ 1 ~ .  No entanto, WETS[78] formulou o programa dusl 
estocástieo de (2.5.1),0 qual tem uma interpretação econômica mais caerente que o dual 
do equivalente determinístico. 

De acordo com WETS[77], podemos escrever o programa (2.5.1) na seguinte formil: 

e aeja (a*, y*(()) uma solução ótima de (2.7.1), onde d uma função (0 : R" -r P). 



%3mw imaglnrar n problema (2.74 como um programa c1kice Be ~FQBB~$O com os 
seguintes elementorr: 

& : demanda deatbria para cada m produtw f i n e  

x : operação de cada uma das n atividades primárias; 

cj : custo unitário para operar a atividade primária j; 

a, : quantidade de recurso i gasto para operar cada unidade de atividade primária 
j ( i = l ,  ..., m, j = 1 , 2  ,..., n); 

ti$ : número de unidades do produto primáxio j neeeasário psra produzir uma 
unidade do produto fina( i (i = 1, ..., ni e j = 1, ..., A); 

W i j  : ntimero de unidadm do produto flnal i obtida da o p e w  da qão de recur- 
aividade j a nlvel unitário (i = 1, ...~í, j = 1, ..., R); 

qi : cusito de operar a ativid8de ~secunddria j a nlvel unitbio; 

A demanda ( é satisfeita pela operação de dois conjuntos distintos de processos de 
produção. Um conjunto de n atividades primárias é selecionado antes que seja obser- 
vada. Depois que ( fica conhecida, o tomador de decisão pode contratar um conjunto 
de atividades secundárias ou recursivas. As restrições deterministicas (Ax b) refletem 
limitações de matbrias primas n e c d i a s  para obter as atividades primhiw. cx repre- 
senta o custo de executar um plano primário x especifico. As atividades primárias podem 
ser vistas como produção de subcomponentea ou módulos que mais tarde são combinados 
(antes que e seja observada) em produtos Bnais. A tecnologia de combinar atividades 
primárias para a formação do produto final está embutida na matriz T. Se os produtos 
primario e final forem idênticos (T = I), mas ocorre um crescimento ou deterioração no 
estoque, então T seria uma matriz diagonal (com fatores de crescimento ou deterio- 
na diagonal). Geralmente, T representa a tecnologia de combinar subcomponentes no 
produto final. 



Uma vez qae ,-i tenha determinda ̂ ~ i  nhb  da^ atividaderr em o, 4 pmivel que 
&ata uma diwrephcia entre a produçãõ d m  cdculada do produto find, Ts, e a 
demanda realiliada [. As atividadeij ~undár iaa  ou recursivas entram para ratificar 
tais discmpiinci~. A tecnólógia d a  R atividadm recumivas mt6 contida na matriz W. 
Desta forma, o problema de recursividade com e conhecida B o seguinte probIema de 
programqão matemtitiica: 

Supondo que mtamm diante de um problema com recursividirde simplm, W = 
[I, -4, as atividades recursivas representariam, por exemplo, a obtenção do produto 
final i numa fonte externa se > ( T z ) ~  ou armazenagem do produto i se a prdu& 
excede a demanda, ( T Ú ) ~  > 6. Em geral, W representa qualquer tipo de tecnologia de 
eme@ncia, por - exemplo: 

S. procura em fontes externas 

b. turnos especiais de produção 

c. t ransforme de excesso de produçk em componentes básicos, etc. 

Assim, podemos dizer que a 1~01u~ão do problema prima1 (2.7.1) estabelece níveis 
primários de produção e define uma função recursiva y(Q), tal que os custos esperados de 
oper;-io para amba atividades primárias e secundárias, de forma a atender a demanda 
aleatória e, wjam mínimos, 



WETS[78] formulou o programa dual estocbtico de (2.7.1), o qual não inclui as 
vdve is  primais, como em outros pmgraamw dusis não-lineam, como wgue: 

A soluçh de (2.7.2) consiste no por (6, R(()), onde 6 d um vetor m dimensional e r 
6 uma funçb vetorial (s  : iP + Rm). 

Esta formula@ repreaenia o pmbiema do tomador de deei& dual (empreiteiro ou 
fornecedor) que faz ao tomador de decisão primal (empreendedor) a seguinte proposta: 

"O empreiteiro aceita comprar todoa r ecum do empreendedor a um preço 6; por 
unidade de bi (i = 1, ..., m) e entregar produtos finais ao empreendedor o bastante para 
atender exatamente ;ma m demandas realizadas" 

Com isso, o empreiteiro está interessado em maximizar o lucro esperado de suas ven- 
das, menos o que pagou pelas mercadorias do empreendedor. Ele c o h  ao empreendedor 
ri(€) por cada unidade do produto final i dado que C B o vetor de demandas realizadas. 

Condizente com a notação usada para o problema primal, temos que: 

& : preço por unidade de recurso i 

ni(c) : preço por unidade do produto íinal i 

&r;([) : valor esperado do produto final i. 

Evidentemente, o empreiteiro deve especificar um preço de compra para os recursos 
e estabelecer preçoe de venda para cada n h l  de demanda 6 que possa ser realizada. 



reflete que o empreendedor está ciente dos custos relevantes e da tecnologia das ativi- 
dades primárias. Se ele escolhe não vender seus recursos, o empreendedor pode operar 
a atividade primária j a um custo unitaiio c,. Portanto, ele poderia relutar em vender 
seus recursos e comprar o produto final do empreiteiro, a não ser que o preço de compra 
esperado de todo produto final resultante da operação da atividade j ao nível unitário, xzl Eri(&)tijj menos os recebimentos das vendas de todos recursori consumidos pela 
atividade primal j, ao nlvel de produção unitário, for menor que cj. O empreiteiro re- 
conhece a 16gica desta restrição e deve inclui-la como uma restrição com relação a seleção 

diz que para qualquer &, OEI preços de venda do empreiteiro devem ser escolhidos de tal 
forma que o custo para o empreendedor de todo produto final, que poderia ser obtido 
a partir da operação da atividade recursiva j a dvel unitário, não deve ultrapassar qj.  

Isto sugere que o empreendedor também sabe da disponibilidade de a ç h  recursivarr e 
não estaria disposto a comprar produtos provinientes de qualquer ação recursiva a mais 
que o custo que ele mesmo teria se executasse tal ação. 

O problema dual do empreiteiro mostrou-se mais complicado, já que a e#~pecificaj;ao 
completa da função R ( [ )  constitui uma tarefa difícil. No caso de recursividade simples, 
W = [I, - I )  e g = [q+, 9-1, a função dual de preço tem, para x*hxi) = Tz', o seguinte 
f0I'makX 

O empreendedor (primal) não aceitaria vender sua mat6ria prima e comprar produ- 
tos acabadoa, a não ser que ele tenha em m8oa a tabela completa de prqw r(E) o que, 
para uma W arbitrária, não 6 -evidente. 



Aqui diwutiremm w equidt4ncim matemiiticasl entre progmmasl atocáslticw com 
recuiriividsde e programa atocbticm com refitriçõee probabikticw, dando ênfw 
"implicqk econ&micwn destari equinl8nciw. 

No programa estocástico com recurnividade, o vetor aleat6rio está associado a uma 
função distribuição 3, absolutamente continua e crescente em [; 5 denota a distribuição 
marginal de b(j = 1, ..., m) e E denota o suporte da distribuição de (. Além disso, 
supomos que qp é uma funçáo convexa separável em cada pi. 

Definimos um programa esto&tico com probabilidade nas restriçõee como segue: 

onde Pr denota probab'iidade, cx 4 um vetor tpr dimen~ional com O 5 ar; 5 1 e c, r, b, T 
e C são definidos da m m a  forma que em (1.1). Nas reetriçh probabilisticae, x 8 
selecionado quando a &Uma regtri@ for satisfeita em cxi A 100% dae vew, uma vez que 

4 realimda. 

CAILTSKA[33l definiu a equivalência matemática para tais programas estocáaticos, 
com A, T, c e b fixos, da seguinte maneira: 

"para um dado qy e W no programa (2.5.1), é posslvel encontrar um vetor cr para 
o programa (2.7.4) tal que a mlu& de (2.7.4) para este a é tmMm Wma em (2.5.1). 
Reeprocamente, para o p r o v a  (2.7.4) e uma eerba matriz de recursividade W, 6 
posslvel encontrar um q(g) para (2.5.1) que tem a mesma cwluçáo Qima que o programa 
com refltriçks probabiU&icas compondente." 

No caso de r m n o  simples, W = [I, -4 em (2.5.1), então y e q podem ser par- 
ticionadss em (y+, r) e (q+, q-) com d i m e n k  (a x I), (m x I), (1 x a), (1 x m) 
respectivamente. WWILAMS[Il] e WETSI771 m o s t m ,  usando métodos diferentes, 



Temema 2.7.5. Dado um programa estscástico de recumividade simples com solução, 
existe um programa de restrições probabiUsticas equivalente. De forma semelhante, um 
programa com restriçk probabilfsticw com solução dtima x0 tem um programa linear 
de recursividade simpics awociado com solução &tima xo. 

Para isto, seja 

onde r0 4 parte de uma solução ótima para 

max 6b + nx0 
S. a 

6 A t 1 r T S c  

Dado um programa errtocbtico com recursividade, de solução ótima ao, o n h l  
a cormpndente so programa com reetriçk probsbilístiecr equivalente 6 encontrado 

,+,o rmlvendo-se (2.7.7) com XO = Tzo para encontrar no e enth  definindo ai = ,of+cC. 

G o m ~ a n d ~ a e  com o programa de res t r iw probabillsticaa com solução btima ir0, o 
programa de recuraividsde equivalente Q encontrado definindo-se X! = 3 ~ '  (ai) e depois 
resolvendo-M (2.7.7) para encontrar no, e finalmente ~13~0lhendo-w q? e q; para satialazer 
(2.7.6) com Te, ( ~ 0 )  = ai. 

Podemos fazer uma análise de sensibilidade em cada cri, supondo que os outros 
4s permaneçam contantes. O resultado desta aniilise nos permitirá fazer ilustrações 
sobre o comportamento dos custos de penalidade para uma dada restrição, quando o cri 
correspondente sofre alteração e, por conseguinte, tecer coment4rioe sobre a significância 
econômica da equivalência matemática. Fazendo qr = 0, verificamos a magnitude de q?, 
determinada por qi+ = y (xo)/(l - ai). A medida que cri cresce, X? = 3;' (e) também 
cresce. Enquanto a base ótima permanecer inalterada, ai(xo) permanece constante em 
(2.7.7). ai pode aumentar até um ponto onde a nova base se tome ótima com um novo 
valor ri(xo) correspondente maior que o valor original. Da mesma forma, quando ai 
decresce, x? decresce e y (x0) pode decrescer. 



Figura 2.7.8. Aniilir~e ParnmBtrica daa Variáveinr Duais 

Analisando a figura (2.7.8), os alkh denotam valores de ai nas quais muda a base 
ótima do programa (2.7.7). dk), denota o valor de uma variAvel dnal ótima (constante) 
no intervalo (ajk-'1, c$)]. Sempre que a base Ótima muda, fica evidente um salto brweo 
no valor do cuato de penadade qf . Note que q,) pode ser zero no intervalo [O, ai')) se 
r&?) é zero, e que q? pode ser +a, em (a?), 1] se este conjunto particular de intervalos 
de confiança torna o problema inviável. A descontinuidade das funções qi+(u) nos leva 
a concluir que embora problemas do tipo (2.6.1) sejam matematicamente equivalentes a 
problemas do tipo (2.7.4), o relacionamento refletido pelo comportamento dos custos de 
penalidade não é muito intuitivo. 

Para o caso em que a matriz W lixa é arbitrária, GARSTKA[32] mostrou que arr 
relaçh de equival8ncia entre (2.6.1) e (2.7.4) &a puramente matemUicae, uma vez que 
a estrutura de penalidade suposta pelo tomador de dmi& com restriçh probabillfiticas 
nb 6 a mama de um programa atochtico com recumividade. 



A ohtenck de pm-m du& mtm&tico61 d mLi gsecirra, do que o dual utilizando 
iw concii~õeirr de Kuhn-Tucker do equivalente primal determinlatico. De qualquer forma, 
a eqwificaçk do dual atocástico 4 mais complicada do que a do primall uma vez 
que a definição dm funçks s( t ) ,  representando ori multiplicadores (varigveis duais) ea- 
to&ticoa, não é evidente quando a matriz de tranrsformação W é arbitráiria. 

h ponto de vislta m%tem&tico, vimorr que w problemw e~rtoc&ticois com recumivi- 
dade ~ã10 quivdentesi ami programailri com resitriçõesi probabill~ticw. No entanto, pela 
anase de sensibilidade dos nfveis de probabilidade 48, ficou evidente a deseoninuidade 
dae funçks de custo 4 8 ,  dificultando o relacionamento econõmico entre os dois tipos de 
programas. 

2.8 Biblioteca de Códigos de Programação Estoctistica 

Dumte a e l a b o a  de nossa pesquisa, implementamm algiina códigos computa- 
cionais contendo rotina para reaolver problemas de Programação Ewtocástica. Egfas 

rotinas faaem parte da colqão de o6digos do Projeto ADO do IIASA(Internationa1 Ins- 
titute of Applied System Anaiysis) e representam o atado da arte doa algorftmos de 
Programaçh Ektocáatica discutidos neste capitulo e em E&MOLIEV e WETS[26]. 

A implementaçáo foi feita num computador DIGITAL VAX/750 sob o sistema o- 
peracional VMS. Uma descrição mais profunda dessa biblioteca será objeto do próximo 
trabalho, NEGREIROS GOMES e MACULAN[49]. 

2.8.1 Decomposição em Programação BtoeAstica - DAPE 

&te código está baseado no método L-sliaped de VAN SLYKE e WETS[72] para 
programas estocásticos a dois estágios. O algorítmo particular para esta implementação 
foi desenvolvido por BIRCE[9] na Universidade de Miehigan. As rotinas que se referem 
a resoluçio de programação linear foram incorporadas a partir do programa LPM-1 de- 
senvolvido por PFEFFERKORN e TOMLIN[BO] na Universidade de Stanford. O eódigo 
estitá emito em FORTRAN IV. 



sujeito a 

Asl  = bl 

B l ~ l  +A2%2 = b 

onde q é um vetor conhecido em Pt para t = i,. . . , T, bl é um vetor conhecido do Rml , 
& é um vetar aleatório mt-dimensional definido no espaço de probabilidade ( E t ,  Ut, Ft) 
para t = 2, . . . , T e At e & são matriz= reais conhecidas de dimensões apropriadas. E€, 
representa a esperança matedtica de &. 

Eate método foi desenvolvido por MAWI[43] e pode ser aplicado pam resolver pro- 
blemas de otimização estocistica do seguinte tipo: 

onde D B um subcoqjunto convexo fechado de F, F = F(z)  B uma função convexa de 
valor médio definida por 

Aqui [A@) ,  b(w)] representa uma matriz m x (n + 1) aleat6ria e u 6 uma função convexa 
de perda em Rm tal que o valor médio F(x) em (2.8.3) seja real para cada x E R". 

Problemas da fqma (2.8.2) surgem em diferentes enfoques, por exemplo: 

. Programa& linear Ehstocárrtica com Recursividade 



O i i ~ o a @ o  de Portf6Bm 

. Minimizaçio de Erros 

. Previ& Ektatfstica 

finpões de Decisk &ma. 

Este ccódigo foi escrito em FOWRAN IV na Universidade de Bonn por A. Boehme. 

2.8.3 Otimizador de Programação Estocástica com Recnrsividade 

O código SPORT(Stochastic Programming Optimizer with Recouiise aaid Tendem) 6 
uma implementação do metodo de linearização interna de NAZARETII e WETS[46] para 
problemas estocásticos com recurso. Ele foi escrito em FOIM'RAN IV por NAZARETH 
1461 e usa a versão 4.9 do MINOS (Mathematid hteractive Nonhear Optimization 
System) do Laboratório de Sistemas de Otimização da Universidade de Stanford. para 
rerpolver os subproblemas de programação não-linear resultantes. 

O c6digo SPOW rm1ve problemas lineares estocástim a dois estzigioe com recur- 
sividade da forma (2.6.1) - (2.6.2). A v e d  atud m l v e  e s ~  tipo de problema apenas 
para recurso simples, i.e., W = [I ,  -4, vetor do lado direito eetocsstico com distribuição 
de probabilidade discreta conhecida e v e t w  de pendidade q+ e q- mciadoe com 
eseaseee e excesso respectivamente. Assim, (2.6.2) pode aer r e m i t o  como 

onde q+, q- 2 O? e a i-mima linha de h(€) pode assumir valorw hil,. . . , /iiki, onde 
Li, < hi, com probabilidade61 pii,. . . , pie. &te c6digo tmMm permite que O  subi^ 
extpecifique um p w  para o valor de mxursividade. 

2a8.4 C6digo para Problema com Restrições Probabilíaticas 

Este código se baseia no dgoritmo do hiperplano de suporte descrito por VEINOTT 
(731 e foi desenvolvido por h a 8  Szantai da Universidade Técnica de Budapeste. O 



c6digo foi escrito em M)RTtTRAN 77 e nea as rotinas de LANB e POWELL[4q para 
mwlvem, orir subproblemaa de programaçãn linear. 

onde A 8 uma matriz (m x n) conhecida, D 6 uma matriz (8 x n), b e p são conhecidds e de 
d i m e n h  clpropriadw e pl, . . . , tem distribui& de probabilidade normal conjunta 
com valores esperados 

E(ai) = Pl , . .* ,E(A)  = P8,  

e matriz de correlaçb 
f f Y2 %) 

Naa rmtri&s lineam podem ser incluidas i n e q u w  m i m  como tmMm 4 poaslvel 
especificar Iinitea aup~riorea para as vari&veia. 



Neste capítulo atudaremos o Problema de Program+ Estocástica com Risco 
Mfnimo (PERM) a partir do trabalho desenvolvido por ARARUNA[3], o qual analisa 
um conjunto de portifólios disponiveis e seleciona o subconjunto que oferece o maior 
benefício 'ao incorporador e, ao mesmo tempo, reduz seu nível de risco. 

O modelo leva em conaiderqilo w beneficiw decada portf6li0, a aloca4$o dw recur- 
sos diaponiveis .e a interação entre os divems portf6li0l~. Alhm dim, fica caracterizado 
a influência, dos fatoreis de risco na, tomada de decirrão. 

Consideramos que tanto o retorno quanto a demanda, de recuriiosl tem um comportsc 
mento aleat6rio. Por i m ,  o problema é tratado com um modelo PERM o qual incorpora 
ae distribuiçks de probabilidade das vari&veis aleatdrias do modelo. 

De forma a conseguir um procedimento sistemáiico para solução do problema PERM, 
apresentamos uma metodologia para reduzir o problema original a um problema de pro- 
grama+ quadrática equivalente através do estudo das condições de Kuhn-Tucker. 

Em seguida, descrevemoa algoritmos computacionais para o problema PERM. O 
primeiro chamamos de pudo=quadrático, pois ele resolve o problema atrav6s de parame- 
trizaçk quadráticas eucessivas. O segundo, por reduzir diretamente o problema PERM 
a um problema de programação quadrática e~trita por meio de transforma+s aplicadas 
aos pwhnetros, denominamos de método qudrBtíco direto. No final, apresentamos o 
código computacional PORTF'OL que 8 uma implementação dos algorltmos analisados. 



3.1 NTodeloa para o Problema PEEeiM 

Agora aprwntasemosl a l p u  modelois que sãú quivalenta ao problema PERM e, 
aitrav& delw chegar ai algaritmos para resolver tal problema. 

As formulações mais completas do problema de seleção de portfálios são aquelas que, 
baseados em programqão matem&tica, buecam a otimização da a1ocaLâ;o de recums, 
cujas disponibilidades sáo variiiveis aleatórias. ARARUNA [3], usando o trabalho de 
FREEMAN e GEAR[31], apresentou o seguinte modelo gerak 

sujeito a 
N Mi 

onde F(xi j ,  rii) é a função objetivo do retorno; é s variivel aleatbria que mede o 

valor presente do projeto i, versk j ;  Uijht i! a quantidade de recurso tipo E, necessário 
ao projeto i, verda j ,  no período t; bki B a dbponibilidade do recurso tipo kt no perlodo 
t; N 8 o niimero total de projetm; M; 8 o número de verrroeEi alternativari do projeto i; 
T 6 o número de perfodos no horizonte de planejamento; K B o niimero de catepiari de 
recum; aA; representa o nível de probabilidade de satisf* da E-esimta reatriçh e Stj 

é a variável de decisão correspondente ao projeto i, vernão j ,  

Um modelo adequado para seleção de projetos ou investimentos ser& aquele capaz 
de gerar s o l u ç ~  eficientes, MARKOWITZ1421, isto 8, busca maximizar o valor esperado 
do retorno, mantendo uma variâscia mfnima, ou seja, com um menor r i m  podvel. 

Pelo uso da forma completa da distribuição de probabilidade do retorno, ARARUNA[3] 
apremtou uma formulação que reduz a insufici8ncia estatbtica da média e da varihcía, 



como izregue: 

min Pr (R 5 c) (3.b.2) 

onde c representa o limite de mbrevivência econ6mica para s retorno da aplica@ finan- 
ceira. Pela hipótese de que o valor esperado E e a variância V do retorno R são medidas 
estatísticas suficientes para determinar a probabilidade de que o retorno seja superior 
ao nível crítico c, ARARUNA[3], usando a desigualdade de Chebyshev, determinou o 
seguinte limite superior: 

Pr{R á c) V / ( E  - c)2 

Portanto, operando com o limite superior, temo8 

min [ V / ( E  - c)' ] 

ou, de outra forma 

max [ (E - c)/Vila ] 

supondo que os retornos ri,. são variáveis aleat6rias independentes, a média e a variância 
são dados por: 



onde Pij e bij correspondem a mMia e a vwifincia do retorno rij resipectivmente. Daf, 
Aruuns[~] obteve o %pinte modelo: 

0 modelo (A2) 6 equivalente a (Al) pela relaxação das restrições de integralidade. 

Com o intuito se simplificar a notxão do problema PERM, vamos supor que o 
conjunto de restriçk possa ser escrito da seguinte forma: 

com aij's constantes e bi variáveis aleatórias independentes com distribuiçk de prob* 
bilidade N(a , o& ) ;). Assim, 

por hipótese podemos afirmar que o lado esquerdo da desigualdade é uma variável 
aleatbria normalizada, ou seja, v w N(0,l). Logo, a restriçáo probabilística fica: 

ou ainda 



onde 

Se tomarrno~l sempre <ri 2 0.5, então FW1(ai.) 5 0) obtemos o equivalente determin: stico 
seguinte: 

Neste caso, a função objetivo toma a seguinte forma: 

onde vij 6 a covariância do retorno i com relaçáo ao retorno j. 

3.1.2. Modelo PERM com Probabilidade Máxima 

Agora estudaremos o fieguinte modelo de programa@o estocasfica: 

max Pr(rtz > c) 
ri: 

A $ = b  
x 2 0  

onde x  = (xi,. . . , x.) sio variiiveis de deci& e r = (rl,. . . , r.) representa o vetor cujas 
componentes são os retornos (variáveis aleatórias), E corrasponde ao ni vel cri tico de 
risco. KATAOKAI361 chamou este problema de Modelo de P.ogrameo Eistoeástica 
com Probabilidade M&ma. 

Para resolver o problema probabii stico (3.1.1), é n e c d i o  reduzir o mesmo ao 
seu equivalente determistico considerando duas hipóteses. Primeiro, vamos supor que o 
vetor r segue uma distribui$io de probabilidade multinomal com média ? e variância V ,  
onde V é a matriz de covariâncias vij entre ri e rj.  Além disso, supomos também que 
dVx > O, ou seja, V 6 definida positiva, BAZARAA e SHETTYI7]. 



Seja o seguinte problema de propam&b linear 

maxijx 

A x = b  
2 1 0  

o qual admite, por hip&m, uma mluçk ã limitada. 

Teorema 3.1.0. O problema (3.1.1) original C eguidente ao =pinte programa não= 

cuja solução ótima é dada por E. 

Prova: hverhmdo a ordem da desigualdade, somando i% e dividindo tudo por 

J-w 
e d m  temos o problema (P1). 4 

Como a funçb objetivo n k  é côncava, n h  podemos usar os métodos para re- 
soinçk de programação não-linear convexa. Com o intuito de superar tal diflculdsde, 
KATAOKA[36] propw o seguinte problema para facilitar na determinqãio da soluçb de 
(Pl) : 

max g(x) = Px - q d X  
Ax= b (p2) 

2 20 

onde q é uma constante paramétrica. 

Seja x* ou z*(q) a solução ótima do problema (P2). Como estamoe supondo que 
#Vx > 0,pam x # O, a função g(x )  é estritamente cijncava sobre A2 = b, r: 2 0. 



apresentou um algori tmo para (P2) introduzindo o seguinte pro- 

l max f (3) = A f x  - p/- 
Ax= b 

onde X é um p-arâmetro paeitivo. Seja 2 ou &(A) a soluçáo ótima do problema (P3). O 
próximo resultado estabelece uma relação entre a mluçBo de (P3) e (P2). 

Teorema 3.1.2. Uma condição n e c d i a  e suficiente para a soluçío ótima ;(A), do 
problema (P3), ser solução btima de (P2) é que 

Proua: Seja a função lagrangeana do problema (P2) 

L(%, a) = ?x - qdZ'VZ - rst(Ax - b) (3.1.3) 

Uma condiçk n e c d i a  e suficiente para E* ser solução ótima 6 que exista um vetor rs* 
tal que 

Por outro lado, uma condição necessdria e suficiente para $(A) ser soluçã~ dtima para o 
problema (P3) B que exista um vetor B tal que 



Supondo que a condi& (3.1.2) seja satisfeita por &(A) e a duç& de tal equação 6 A', 
dividindo (3.1.6) por A* e uesndo (3.1.2), temos 

então x* = O@*), u* = U(A*)/A* satisfazem tambem (3.1.4) e (3.1.5). De outra forma, 
quando x* satisfaz (3.1.4) e (3.1.5) com A = d&*'VX"/q, 0 = x* e 8 = u*, então f e 4 
satisfazem (3.1.6) e (3.1.7). O 

Na prçoúma seção ficará eatabelecida a equivalhcia entre os problemas (P3) e (Pl), 
e assim poderemos afirmar que o problema (Pl) 8 equivalente a (PZ). 

3.2 Mdtodos para Resolução do Problema PERM 

Nesta parte discutiremos dois métodos para resolver o problema PERM. Primeiro, 
abordaremos o método param6trico quadrático, o qual retrata nossa contribuição tdrica 
à programaçáo estochtica. Em seguida, tratamos com um método de transformação 
direta a um problema estritamente quadrático equivalente ao problema PERM. Para 
ambos mdtodos, apresentamos os algoritmos cormpondentes em notaçk pmcedural. 

Agora mostraremos que o problema (P3) é equivdente ao problema (Pl). Para ido, 
vamw tomar ari =pintes hip&t-: 

(Hl) O valor esperado do problema (Pl) 6 limitado, i.e., R s maxPx < +oo, para 
X E X = { A X = ~ & O } .  

(H2) c < R, o nível crítico é menor que o valor esperado. 

(H9 O 4 X, a mluçk nula não pertence ao politopo. 

A iiltima hipótese serve apenas para não considerarmos casos triviais da soJuç8o de 
rise0 mlnimo - srm. A primeira hip6tese é uma condição suficiente para a existência 



de uma c-snn ( d u &  de fisco mlnimo a n M  c) para cada c < R. A hip6tese (H2) 6 
equivalente a afirmar que existe z E X tal que Pz > e, i.e., h,(%) > O. Note que a função 
h, 6 pseudo&ncava, MANGASARIAN[41]. 

Os resultados que se seguem será0 expressos em termos da seguinte equaçáo: 

~ ( 4  (3.2.1) 

onde 

xu) = b ' y ~ / A  (3.2.2) 

ou 

~ ( 1 )  = $%A - (l/.\)&viçx (3.2.3) 

que é uma funçk de valores reais, definida e continua para A > 0. 

Lema 3.1. Se a hipótese (II1) se verifica, então x(+oo) = R. 

O resultado eíwencial que buscamos é a condição n e c d i a  e suficiente para Zx ser 
solução Ótima em (Pl), i.e., ser uma c-srm. Pelas hipóteaea (H1)-(H3), z* 6 uma c-srm 
se, e somente se, x* = !iA=, onde A* 6 uma solução da equação (3.2.1). 

Teorema 3.3. Se z* for uma c-srm, onde c < R, entgo existe uma mhção positiva X* 
A da e q u q b  (3.2. i) tal que E* = z~ . 

Prova: Seja 

onde A* > 0, desde que #x* - c > O, pois c c R. Dado que h,($*) 2 h,($), para cada 
s E X, e que k1I2 < (k + 1)/2, onde k 2 O, temos: 

multiplicando ambos ladoã por x*'Vz*, adicionando A: - ix'Vz! e usando (3.2.4), temos: 

para cada z E X. Portanto, x* é 6tima em (P3), para )i = A*, i.e., x* = !iA.. Então 
(3.2.4) se reduz a x(X*) = c. O 



Prova: Suponha que xl e x2 sejam a b a 8  c-srm's. Segue-se do Teorema 3.3 que 
$1 = = q,, onde A, 6 s solução de (3.2.1) (bnica, pois c # 0). O 

lkorema 3.4. Supoofia que (H31 8e verifique. Se A > O B uma soluçiio da equaç8o 
(3.2.1), então x~ B uma c-srm. 

Prova: Pelo Lema 3.1 e KATAOKA[36], PA Q ótima em 

assim 
.\i'&x - &i',Y $A 5 X#X - ( & ~ V & ~ ) ' I ~ ( X ' V ~ ) ' ~ ~  

para cada x E X. Dividindo a equ@ por ~(z 'vx)l/"  > O e levando em conta, a partir 
de (3.2.1), que 

( % V ~ ) ' P A  = (~'â - C ) / ( ~ V A ) ' / ~  
obtemoe que h,(&) > h,(%), para cada x E X, i.e., 2~ 6 dtima em (Pl). 

Coroldrio 1. P e h  hipótaeee (Hl) e ( H 2 )  existe, para cada c < R, uma daica c-srm, 
(exceto para c = 0). 

Prova: A e q u e  (3.2.1) tem aoluçk A, e, de acordo com o teorema 3.1.2, @A, B 
uma c-srrn. A unicidade, para c # 0, resulta do coroltkio do teorema 3.3. O 

Coroldrio 2. Com as h i p 6 t w  de multlnormddade, (RI) e (E?), a função de proba- 
bilidade máxima p(c), definida por 

p(c) = maxPr(r'x 2 c) 
sEX 

(3.2.5) 

para c < R, é estritamente decrescente com relação a c. 

Prova: bbviamente p(cl ) > p ( ~ )  para quaisquer reais c1 < Q. Seja e1 < c2 < 
R, (c1 # O). Pelo corolário 1, existem as sm z& e x:, . Se 22% = z;, , e n t k  p(cl ) > p(4) 
e m i m  podemos supor que x:, + x&. En tb j  o, p(q) = p(y), x& t d m  é uma s m  

e, portanto, pelo corolário do teorema 3.1, & = x& o que contradiz a hip6tesej logo 
~ ( 4  p(ca)* 0 



CoroMrio S. Pelas l i p b t w  (H1)-(E?), xC será 6tima em (PI) se, e somente se x" = 
xp, onde A* maxjmiza para X > 0. 

Prova: ver GEOFFRION[35]. 

Agora podemm mmver o algorítmo parambtrico, o qual wintetiza o i ~  reaultdw 
aima ur~ando iam pmuclo código semelhante com a linguagem Pwal.  

Procedimento PERM (F, V, c, A, b, x.) 

inicio 

* xlml B uma c-srm * 
fim 



inicio 

inicio 

* prepara o modelo de programação quad&ica * 
1 

max f (z) e h'z - - d V z  
2 

A g = b  

* na forma complementar de Lemke * 
0m 

Procedimento RESOLVE-QU AD(Z , Q, q) 

inicio 

* rmlve o problema de complementaridade de Lemke * 

* pelo método de Lemke * 

fim 

* fim do algoritmo * 



O teorema 3.5 gmante a, converg&ncia do algorftmo param4trico no que diz rapeito 
a evolução do parhetro Xk; durante o proceE1130. 

Teorema 3.5. A função 
A(A) = ( x ~ V X ~ ) / ( P X ~  - C) 

h: Pm A -, oc, o problema (H) pe reduz a 

1. 
max - - ~ V Z  

2 

que tem solução ótima finita 2.0. Assim, 

Alám disso, sejam L e $ soluç6es ótimw para As e Xy respectivamente. Podemos então 
escrever 

1 1 x,zs - -s1v2 3 A,$$ - áyvg 
2 

dividindo a primeira e a segunda inequwh por A, e A, respectivamente, temos 

Somando as dum inequ- acima, obtemos 

Então, se A, 2 A,, temos que $'V$? W P .  Pelo teorema 3.2.1 temos que X = \/ã%/q. 
Como a função rair quadrada 6 monótona crescente, temos que a função A é monótona 
não-decrescente. 0 



O procedimento que aprmntamm acima, alhm de determinar a wluçiio do problema 
PERhá, possibilita um estudo parambtrico da probabilidade do rnh'ono 

e também permite resolver o problema do nfvel mdaimo de KATAOKA[36], 

ou o seu equivalente deteaminhtico: 

max c = P'x - q(x'~x)1/2 
xEX 

Podemos observar que, de acordo com o teorema 3.3, a swn é u m  programa "efi- 
ciente" no sentido de Markowitz. Quaisquer métodos para a solução de (Pl) estão rela- 
cionados com a fronteira ejiciente de 8;9perâmça-vaijâncja, i.e., a solnção de (P3). 

3.2.2. M4todo de Tkanaformação Quadrática Direta 

Nesta parte, vamm apresentar um procedimento proposto por BERGTHALLERI71 
pelo qual se resolve o problema PERM atravh de uma transfmação direta do mod- 
elo original (Pl) num modelo eetritamenta quadrático. Tal procedimento se baseia no 
seguinte resultado: 

Teorema 3.5. Sejam P C RP, Q C RQ doi8 cúnjuntw, e f : P -t R, g : Q + R duas 
funções reais. Se T : Q + P 6 uma transformação tal que 

então exislte 



e 

ande 

Prova: Seja zo E Po e yo E Q0 tais que T(yo) = $0. Se y B um ponto arbitrário 
em Q e x = Ty, teremos f(z) 5 f (q) A partir de (3.2.8), aeguese que g(y) I g(yo), 
portanto 80 # B, P~J c T(Q0). Da meama forma, PO r> T(Q0). O 

&te teorema sugere que para resolver o problema maxlerp f ($1, bssta solucionar 
o problema equivalente maxye~ g(g) gerado a partir do primeiro atravbs de uma trans- 
formaçk T, satiafarlendo aa condiçh imposta p& teorema. 

BERGTHALLER[7] mostrou também que se O # c < r*, onde r* = max{Px I Ax 5 
b, x > O} e 6.2 O quando c < O, e ER z* for uma solução ótima do problema (Pl), então 
x* será única e 

onde f) 4 a aolu& 6tima do problema de programaçb qudrhtica estrita 

onde 

e 

1 bt = --bi 
C 

Para o caso em que c = O tem-se que, se z* > O e o problema 



tem uma êloluçãs x*, então existe A* > O, tal que (g*, AS) B a êlolução 6tima do problema 

Reciprocamente, se (i?, 1) for uma aoluçh 6tima tal que b # O, f i  > 0, enth L resolve o 
problema (Ps) . 

O algoritmo correspondente ao m6todo da transformação direta tem a, seguinte 
forma: 

Procedimento DIRETO (r, V, e, A, b, z*) 

inicio 

MONTARAfQI?ELQ(V, A*, b', 9, g); 

fim 



Procedimento MONTARMODELO(V, A, b, Q, q) 

inicio 

inicio 

* prepara o modelo de programação quadrAtica * 

* na forma complementar de Lernke * 
fim 

Procedimento RESOLVE-QUAD(y * , Q, q) 

inicio 

* resolve o problema de complementaridade de Lernke * 

pelo método de Lemke * 

fim 

a fim do algoritmo * 



3.2.5 Generaliza& do Problema PERM 

Agora, vmnae dedicar um pouco de atenção para, o problema mais geral de pro- 
g r a m e  atocktica com risco, onde os elementos da matriz tecnol6gica A tam?dm s8;o 

variAveisi aleat6riasr. 

Suponhamos que aii e seguem uma distribui@o multinormal e 2 0.5. A 
condição de probabilidade 

poderá ser transformada numa inequação do seguinte tipo: 

Pode-se mostrar que a função raiz quadrada da inequação acima ainda é convexa. 
Portanto, este problema mais geral pode ser resolvido por um método de programa& 
não linear convexa. 



3.3 PORTFOL - Sietema de Apoio B An41iee de Problemas PERM 

Para a, elabora& de uma aniilisie de problemu que sieguem a formulação de pro- 
pm@ mtocasltica com riao mínimo, por exemplo an&lise para a seleçib de projetorr ou 
inveitimentm, o tmador de deci* carece de ferramentari de apoio que atejam seunidari 
no mwmo ambiente computacional. 

O sistema POWFOL dispk de diversas facilidades de auxilio i an&lise de dados de 
problemasi PERM, incluindo o treguinte: 

a. Editor de entrada de dados 

b. Méitodos de análise estatística multivariada 

c. Gerador de problemars FEW 

e. Gerador de relatórios 

Esta facilidades ewtk disponíveis ao usu4rio do sistema através de simplew seleção 
do menu de o&s e, em qualquer diivida, tem condi$es de obter ajuda "on line", com 
expiica@h detalhada sobre o uso de cada o ~ k ,  

A seguir, ditxutiremm a esltrutura computacional do rrbtema PORTFOL, o formato 
de entrada de d d a i  de um problema de rixo mínimo tipico, m m6dulw de ge- do 
problema, de complementaridade, a fase de soluçib do problema PERM propriamente 
dito e os relat6rios de saída, wempre acompanhados de um exemplo ilustrativo. 



O &tema, POR!PFOL rwlve problemari da f m a  (3.1) em tm fa~les  pincipds: 

1. fase: Leitura, especificação e geração do problema 

A descrição desta fm esti resumida na figura 3.3. A primeira fm consiste em 
preparar os cladofi e arquivos que seria utilizados pelo otimizador. A segunda rre refere 
a preparação do problema de complementaridade. Na úItima fase o sistema imprime os 
relatório8 com a mluçb ótima encontrada, f~rnecendo parsmefrõis para uma, análise de 
sendbilidade pmterior. 

Os módulos do sistema estão K g h  atiravesl de um pmgãsna gerenciador, onde 
as entradas de cada módulo eâlo obtidas a partir de arquiva3 intemediirios. kto quer 
dizer que cada m6dulo pode ser executado separadamente, sem a intervençãs do módulo 
principal. 
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Discuti~emus e& fw atmvds de um exemplo. Cousidm o problema de colheitas, 
SENGUPTA e PORTILLO-CAMPBELL[q, com atividsdw que representam a quan- 
tidade para cada um dori cinco tipos de colheita. O problema, buwa maximizar o fatu- 
rameirto dos agricultores, mantendo OH n h i s  de r e c u m  de capital, &easr de plantio e 
iuaù.de-obra disponiveia. O recuraù de capital é eonsideradoamo uma vasiíiivel aleatória 
com dietribui$b normal independente. Aa atividades 8% $1: milho, $2: aveia, $3: mja, 
$4: linho e as: trigo. 

O problema é formulado usando o modelo de probabilidade máxima o qual tem o 
seguinte arspecto: 

sujeito a 

Capital US : 0.318~~ + 0.279~~ + 0.708~~ + 0.970~~ + 1.0@h5 < b2 

onde A tem distribuição N(p = 1800,o = 230) e o vetor de retorno r tem distribuição 
nomd multivariada N(r ,  V), com i; = [1.003,0.646,2.369,2.9143,1.741] e V é a matriz 
diagonal de variâncias (rj são consideradas estatisticamente independentes para colheitas 
diferentes), u = [0.003,0.~1,0.004,0.002,0.004] e g = 2.33, correspondente ao nível de 
probabilidade ar = 0.99. 

Além disso, discutimos a sensibilidade das solu+ ótimas variando paramktricamente 
o nfvel de probabilidade a, com os seguintes valores: 



3.9.2.1 Arquivo de Dados Essenciais 

Neste arquivo con~tam dadas que correspondem Bs vsriiveis de dai& com o 
seguinte formato: 

Coment hio (80Al) 
Matriz de Coefieientes A (por linha) (1F10.4) 
(se for por elemento a, (2I3,F10.4) 
Coment átrio (80A1) 
Vetor b do lado direito (7F10.4) 
Coment &rio (80A1) 
Vetor r de retorno líquido (7F10.4) 

3.8.2.2 Arquivo de Dadoe EetocBstieos 

Este arquivo corresponde aos dados considerados estocásticos no modelo de risco 
mínimo. Nele constam os seguinte8 campos: 

Cornent ário (80A1) 
Matriz de Covariiincias do Retorno (7F10.4) 
Coment tirio (80Al) 
Desvio Padrão do Vetor b do lado direito (7F10.4) 
Cornent &rio (80A1) 
Vetor adeProbabilidadeedoVetorb, O.5p-q < 1) (7F10.4) 



33.3.5 Arquiva de Controle 

Neste q u i v o  estão contidas informa&s necessirias para o procetxm de resolução e 
confecçk do wlatbrio de salda, como siegue: 

Nome do Problema 
Cúmerit &,rio 
Di~eriGea e PapâmetroÊr 0x0~ , 

,Nfimero de Retri- 
.Niímem de VariAveis 
.Matriz de coeficientes (1 = por linha, O = por elemento) 
.Nivel de Sobrevivência Econ6mica 

Coment &rio 
Rótulo de Variável 1 

Rótulo da Varidvel n 
Coment ário 

Rótulo da Rerstrição m 

Na atual vernão, o ndmero m&ximo de varitiveis e restriçóes Q de 1 0  para cada 
um. No entanto, este número poder& ser elevado, dependendo da membria diaponlvel no 
computador hospedeiro. 



Hatriz 
8.823 
4.318 
8.  826 

as Vetor do Retorno Liquido 
f .@3 8.641 2.369 2.914 

ar% Probleia teste Codigo F?RTF& - Cultura de.Verdoras (Sengupta e Caitlpbelll 
ft* #.Restruws, H.Va.riave~s, Tipo Leitura, N~vel Sobrev. Econ., Epsilon 

5 5 i 588. 4.14K-87 
ffs Rotulo das Variaveis 
#i? ho 
Aveia 
Soja 
Linho 
Trigo 
H% Rotulo das Restricoes 
Terra ea Acres 
Capital ei Dolares 
130-de-Obra-Per . f 
Hao-de-Obra-FE~ . 2  
Hao-de-Obra-Per .3  



3.3.3 Implementa~iío da GeracZo do Problema 

O subistema ESTAT proporciona ao uausrio facilidades p m  calcular automsti- 
cammte a matriz de covriiinciasr juntamente com otr vdorea mMiw dos retornos, a partir 
de dadw hist6ricos ou okrvadori. Aldm do mais, no c= de angliw de inv~timentm, 
B pwivel fazer uma cerecterika~h de tipm de portfdliw, objetivmdo a, Pedu~k de 
diniensionalidde, pelo um de ans;li~1 de conglo~nedori, NEGREIROS, MACULAN e 
OOSENZA[SO]. 

Nesta parte, poderão ser gerados relatbrios de análise estatística dos dados básicos 
do arquivo intermediário para a solução do problema PERM. 

O arquivo intermediário gherado pelo m6dulo ESTAT contém os dados no formato 
requiridú pelo mbdulo RISCO, isto 8, os parâmetros necessários que serão utilizados na 
fwe de solução do problema PERM. 



Discutiremoa agora a imglementaçb doa algoritmoa para rerro1uçii.o do problema 
PERM prbpriamente dito. Ieto contido no m6dulo RISCO que utiiiza sempre o 
subm6dulo PQUAD para resoher os subproblemas de programa$% quadriktiea equiv* 
lentes. 

O submódulo DIRETO representa a implementa@o do algorítmo de BERGTH- 
ALLER[7], onde o problema (Pl) 8 transformado no problema (P4). Este procedimento 
B ideal para uma análise instantânea do problema PERM. 

O subm8dulo PARAMET implemanta o algorítmo paramétrico, atravk do problema 
(P3). Seu uso d recomendado quando o tomador de decisk deseja fazer uma anilise de 
sensibilidade da probabilidade associada a vários niveis de rendimento esperado. 

O submbdulo FRACTIL deve ser empregado na situação em que, por exemplo, o 
analista financeiro n k  tem condições de obter o nivel mínimo de sobrevivência econômica, 
mae gostaria de maximizar o nível m'nimo permissível, para uma probabilidade m i a d a .  

O submódulo PQUAD implementa o algorítmo de complementaridade de LEM- 
KE[37] para resolver on aubproblemas de programação quadrática. Dada a entrutura 
particular da matriz com a qual a t e  m6todo trabalha, exktem rotina intermediária 
para sua construçb a cada pasm dos algoritmos que resolvem o problema de risco. Uma 
descrição detalhada de& d i g o  pode ser encontrada em NEGREIROS e THOMAZ[5$. 



Existem tres tipos de relatdrios que são emitidos pelo m6dulo RISCO, os quaist 
d ~ m v e m m  a seguir. 

a) Reeumo dae Itera~õesl. &te ~elat6rio contem o raultado de cada it-sú do 
algoritmo especffico em uw durante uma comida do p~ogi.a,ma RISCO. Nele aparecem, 
o n8rnero da I-itemçb, o valor dos par&metrosi Xk e ck, o valor da funçBO objetivo, 
a probabilidade mc iada  ao valor da função objetivo e o nbmero de r rubi terw do 
algoritmo de hmke obtida gelo submódulo PQUAD. 

b) Iterações Intermediárias: Neste relatório fica impressa a solução ótima para 
o aubproblema quadrático resolvido em cada passo do algorítmo selecionado em RISCO. 

c) Solução Final: Aqui ficam dispostos o número de iterações da corrida do 
mau10 RISCO, a variância associada á função objetivo, o valor Ótimo da funçk objetivo 
e o valor &imo do limite acima, do qual o valor esrpedo do problema PERM EZ situa. 
A l h  dim, o relatório apresenta o valor ótimo das soluções primal e dual ro tu lad~ e M 

rerrpecivaar vari&veis de folga. 

3.3.6 Testes do Código 

O d i g o  PORTFOL foi extensivamente testado num equipamento supermicro Digirede 
8000 sob o sistema operaciona1 Digix (UNE Iike) usando um compilador FOItTRAN 77 
para os m6dulos RISCO, WTAT e PQUAD. O gerenciamento da base de dados foi im- 
plementdo atravbs do rroftwwe UNIFY. A interface dos váriocr m6dulocr foi dwnvolvida 
em linguagem C com chamadas nticleo do &tema. 

Nos testea, utilizamos vários exemplos da literatum. No entanto, no próximo capitulo, 
apresentaremos tres modelos que são tipicamente problemas PERM e que foram resolvi- 
dos atravb do código PORTFOL. 





Cdapttiilo IV 
APLICAÇÕES A PROBLEMAS DE PLANEJAMENTO 

Neste capítulo apresentaremos algum= aplicações do modelo PERM à problemas 
de planejamento que envolvem situações de risco. 

O primeiro problema w refere a hea  de seleçânt de imtimentm, onde andrramos 
um modelo para alocaçk de recuma em alternativas de aplicaçk~ flnaizceira taie como 
fundo de a g b ,  certificadoa de dep6slitori bailchrios e mercado futuro. 

Em seguida, estudamos o problema de otimização da pesca industrial do nordeste do 
Brasil atrav6s de um modelo PERM que visa a maximizaçâlo do lucro esperado propor- 
cionado pela frota industrial, observando restriçk operacionais, econômicas e biológicas. 
Os resultados obtidos definem urna política de pesca com distribuição espacial e periódica 
das espécies lagosta e pargo. 

Por último, tratamos com um problema de economia agricola que visa o planej* 
mento do plantio de culturas com restriçks sobre o uso da terra e condiçiks de irriga&. 



Existem diversos tipos de problemas de otimização na área financeira. Em particular, 
estamoe interemadoa naquele onde um inveetidor deaeja analisar n fundw de tqões. Ele 
pretende desenvolver uma politica de investimento que visa determinar as proporções 
x;, O = 1, . . . , n que devem ser aplicadas em cada fundo de ~ 6 e s  que formam o portifdlio. 

Naturalmente, emas proporçks devem ser nk-negativas e a soma delm n h  deve 
ultrapmw a unidade, isito 6 

Pelo e~tudo de uma, drie histbrica do lucro proporcionado por cada fundo de qão, 
fica evidente a ma natureza ~toc&tica. Atravb de testes de aderência, obmlpvam que o 
lucro o;. do i-&imo fundo de a$es ise comporta como uma varihel aleathria normal com 
m4dia r;. Além disso, verifica-se que us lucros são correlacionados e, portanto, tem uma 
variâaicia conjunta representada pela matriz de covariância V = (vi onde vi j = pijaia j, 

sendo pij a correlaçb entre os lucros dos fundos de ações s' e j respectivamente e sk o 
desvio p d r k  em forno da média do lucro do fundo de a@es I%. 

Por outro lado, o investidor escolhe um nível mínimo de risco R > O para a rentabili- 
dade de sua aplicação, isto é, ele deseja maxirnizar a probabilidade do seu lucro esperado 
ser maior que o nível de risco R, representado por 

Juntando (4.1.1) com (4.1.2) e pelo uso dos resultados obtidas no capitulo 3, o proble- 
ma probabilístico de seleção de investimentos tem o seguinte equivalente deterministico: 



An&mndo o modelo (4.1.3), vale a, seguinte hig6tese: 

que, por ma vez, 4 equivalente a: 

ou seja, o nível de risco da aplicqão é sempre menor que o maior lucro médio propor- 
cionado pelos fundos de qOes do portifólio. %ta hipótese é natural, pois ela evita que a 
probabilidade máxima do lucro esperado seja menor que 50%. 

Em termos práticos, vamw consideraz o problema de seleção de investimentos com 
sete tipm de fundw de w quais tem $ ~ l  eguintes rentabilidades médias 

Fundo A B C D E F G 
Renda 380 180 270 420 300 290 210 

e o risco wociado ao portifólio é representado pela seguinte matriz de covariâncias: 

A B C D E F G  
350 O O 50 O O 15 
O 25 15 30 O 7.5 O 
O 15 100 O O O 12.5 
50 30 O 450 O 12.5 O 
O 0 0  O 1 7 5 0  O 
O 7.5 O 12.5 O 75 O 
15 O 12.5 O O O 50 

O investidor deseja analisar o portif6lio para dois niveis distintos de rentabilidade &ma, 

R=360eR=400 .  



O sistema P O R !  aprei~eniou a aeguinte so luçh  

Embora os niveis de risco sejam diferentes, abs soluçks apsmntaram valores seme- 
lhantes, ou seja, o investidor deve aplicar 32% do seu capital em açóes do fundo A e 68% 
em ações do fundo B. No entanto, a aplicqão para R = 400 seria muito mais miscada. 

Neste problema, ainda poderfamos considerar outros tipos de condi$=, como, por 
exemplo, uma condição sobre a quantidade de recurso de capital disponlvel a ser aplicada 
no portifólio. Dai, seria acrescentada a seguinte restrição ao modelo (4.1.3): 

D I Lucro 1 Prob. Risco 1 
0.68 3.526 
0.68 1 0.444 1 0.671479 I 

Nivel 
350 
400 

. I .  

onde di representaria a quantidade de cotas disponíveis no r-esmo fundo de a ç h  mul- 
tiplicada pelo valor de cada cota e D seria a quantidade maxima de recurso existente. 

A 
0.32 
0.32 



A indiistria pesqueira enfrenta anualmente o problema de planejar a estação de pesca 
de forma a administrar as operqões dos frigoríficos de processamento e a l ~ c q ã o  da frota, 

A exportqão de caudacl de lagostw e filets de pargo é a atividade bbica da indústria 
pesqueira do nordeste e uma grande fonte de divisas para o Brasil. 

Desde que M captura de lagosta se t o r n u m  uma atividade industrial, o governo 
brasileiro tem estabelecido portaxia para proteger o ecossistema contra a depredação 
dessa espécie. Contudo, existem muitos aspectos eeon6micos que não são considerados 
nos planos de regulamentaçb de pesca ri^, uma vez que o problema de administra& 
pesqueira tem #ido visto como aquele que visa atingir a pradrrçib mLuima silatentdrwl 
(PMSJ em vez de tratar a PMS h e n t e  como uma restrição. 

Iniciaímente, os conceitos de administração pesqueira eram orientados do ponto de 
vista biológico com a PMS sendo a norina e o controle dos estoques de peixes. Mais 
tarde, aspectos econômicos e s~ciol6gicos foram reconhecidos na evolução das politicw 
de administração pesqueira, ANDERSON[%] e CATO e PROCHASKAIlO]. No final, 
soluções para problemas de gerência e desenvolvimento de pescarias devem ser economi- 
camente viáveis: pescadores, atacadistas e outros envolvidos devem operar com lucro. 
bbviamente, nenhum plano para administração de pescariaa pode operar com sucesso 
apenas com critérios econômicos, mas os controles biológicos devem ser combinados e 
modificados pelos controles econômicos. 

Neste sentido, NEGREIROS e THOMAZ(551 apresentaram um modelo que melhora 
a operqão da frota para uma dada estação de pesca através de um plano Otimo de 
captura, considerando a distribuição espacial e sazonal em mglomerados oceanogrificos 
para as espkies envolvidas. Além diao, o modelo observa restriçk biol6gicas e econ6nii- 
cas. 

n ror causa da aleatoriedade presente em alguns p h e t r o s  tais como lucro liquido, 
demanda do mercado e a CPUE (captura por unidade de eslogo), o problema 4 tratado 
através de um modelo PEW. 



4 A 1  O Sistema de Peicrca hduicrtrial do Nordeicrte do Brasil 

O estudo do sistema pesqueiro no Brasil sob a luz de modelosi de otimiza$h, vem 
sendo praticado desde o trabalho de NEGREIROS GOMES e MACULAN[48]. Daí aurgiu 
um grupo de pesquisa que realizou divelrsaa investigq6es com o objetivo de propor mo- 
delos de apoio à, tomada de decisão e controle do setor pesqueiro. Muitos de~lsresi modelow 
tratam com diniidca de popul~ões, [52], [55], [a]-[70]. Outms, embora courriderem 
condiçk ecol0gicas das espécies, estão direcionados para a sobrevivência da, atividade 
industrial pesqueira, cujo enfoque passamos a descrever. 

Eici8tem duw wp4eies principais que tem sido colhida pela frota comercial na costa 
do nordeste do Brasil: lagoeta (Panul im arpe  e Pafiuliwe laevieaerda) e pargo (Ltdtjanru, 
p. pwg). A maioria da frota 4 compmta por barcosi l a p t e i m ,  maEl quando a e ~ l t a j i ~  de 
pesca da lagosta mt6 fechada, quae todoa barcos são tranoformados em pargueiros com 
pequenas modificaçks nos equipamentos. As lagosta s k  apanhada por armadilha, 
chamada covoq aa longo da costa at4 50 metros de profundidade, Os pargoa o50 pemdm 
com linhas de 5 a 15 anzóis em águas mais profundas. 

A delimitcação de &rem de pesca apresentme como um problema não trivial rei* 
ciunado com algumas condiçõeiJ oceanográficas tais como localização, profundidade e 
abundância das espécies. FONTELES e KURISAKA[28] analisaram estas condi@es para 
o pargo na região do Caribe e encontraram que existe uma correlação positiva signifi- 
cante entre a profundidade e a captura. AtravBs de uma análise de variância, PAIVA[S7] 
concluiu que a abundância de lagostm está 9iujeita a v a r i e s  significantw entre blocos 
oceanográficos de l(um) grau de lado. Recentemente, NEGREIROS e THOMAZ[52] 
obtiveram breas oceanogr;áficas &irnas através de andíse multivariada de conglomerados 
usando r a r ~  variáveis CPUE, captura e posiçh geogrifica de cada bloco oceano~fico. As 
configura@ee das breas de pesca para as duas espécies e s t á  dispostas nas figuras (4.2.1) 
e (4.2.2). 



CPUE r. kg /covos /d ia  

AREA 

CPUE 0.2645 0.3371 0.3885 0.6348 

CPUE = kg/onzo l  /hora  

AREA e] 
CPUE 0.263 0.226 0.214 0.332 

~ i g .  4.2.1 Areas Pesca Lagosta ~ i g .  4.2.2 Areas Pwca Pargo 

4.2.2 Modelo de Otirnização da Estação de Pesca 

O objetivo da administração pesqueira 4 fornecer uma alocaçk ótima da pescaria 
de forma a obter o m&ximo lucro. Evidentemente, o fator determinante do sucesso de 
uma pmai~ia industrial 6 a operação da frota, o qual mrá tradusido pelo desempenho 
(contnbuiçk) da mesma durante a &@h. 

Apresentaremos um modelo PERM que maximiaa a probabilidade do desempenho 
liquido atingir seu valor esperado, observando um conjunto de restrições bioecon6micas 
que não são satisfeitas para uma solução ika, mas a um nível especifico'de confiabilidade. 
Dai, o problema de operqk  da frota pesqueira toma o seguinte aspecto: 



m a  ;G P ~ ( z  u 2 C C C ~i jh$i jh) 
i=l j=l k=i 

sujeito a 
E C4 PI 

onde Xijk 6 a variável de decisk representando o nbmero de tonelada da espécie i que 
deveria ser capturada na Area j, no periodo 16. E 6 o n6mero de esip4cies envolvidas, C; é 
o número de Arem nas quais a espécie i pode ser apanhada e P; é o número de períodos 
na estaçh de pmea da espécie i. Os parâmetros c;jk se referem a contribuição da frota 
por egpécie, área e periodo, incluindo as d e s p ~ a s  (mão-de-obra, provi&, mbustivel, 
reparos, apretechos, ete.) e o valor bruto associado a cada tonelada. 

O uso de restrições probabilísticas i3e justifica porque nem sempre tais restri- são 
satisfeitas para uma solução vi6vel particular, pois oêr objetivos biológicos muitas vezes 
se conflitam com acs proposta3 econômicacs. Aissim os regulamentos baseados na biologia 
dm espécies devem se ajustar com a realidade econômica e vice-versa para cada re~t r içh  
r a um nfvel de confiabilidade r .  

Na fun* objetivo pode-rre notar que o valor esperado da contribuiçh da frota nem 
aempre é comiderda como urna boa medida para o critério de otirnalidade. Embora 
uma politica de p m a  x = (aijk) domine outras pollticas na esperança matemáitica da 
contribuição, ela pode mr mais arriscada no sentido de que uma política de contribuição 
bem inferior pode ser maior que a de outrais poUtica;s, por causa da dispersão dei ma 
distribuição de probabilidade. 

Consideramos que os parâmetros do lado direito das restrições, br, são variáveis 
aleatórias com distribuição normal N(6,,afr). Os coeficientes da funsão objetivo são 
componentes de um vetor aleatório c = (cGr) com distribuição normal multivariada 

w, V) * 

As restrições foram divididas em dois conjuntos, bioldgicas e econôméas. A seguir, 
decreveremos cada uma delas. 



(a) Restrições Biol6gicas 

(aí) Nível de Estoque: A razão da captura pelo esforço de pesca 6 quase sempre 
tornada como indicação apiwimada do nível de estoque corrente de uma popu1a;ção de 
peixes. CLARK[l2] mostrou que a CPUE B proporcional à biomaeea (nlvel de estoque), 

onde &jk 6 o coeficiente de capturabilidade da espdcie i na irea j, no período k e B,i. 6 a 
biomassa total da espécie i presente na área 9. Estes parâmetroa foram calculados através 
do modelo produção-estoque devido a FOX[3q, no entanto existem outros m6todos como 
aqueles descritos por THOM AZ, NEGREIROS e MACULAN[?Ob 

(a2) Esforço Máximo: Quando um recurso renovhel se reduz a um nível abaixo 
da PMS, diz-se que ele está sobreqlorado e sujeito a se tornar completamente esgotado. 
Para evitar esta situação, a frota industrial deve operar abaixo do esfoqo mn'ximo-EMP, 
correspondente à, PMS, isto & 

cujas restrições garantem que novos recmtas entrem para a próxima população desovante. 
0 s  índices CPUEUk foram estimados a partir do sistema de informações dos Mapaa de 
Bordo, SUDEPE[65]. 

(b) Restriçõm Econ6micas 

fbi) Capacidade de Processamento: O ealorço md&imo econhieo pode ser 
determinhado pelo mímero e tamanho d a  bwcw Uma vez que a, frota pesqueira do 
nordmte do B~wil  eistsi euperdimen~ionda, consideramos que a capaeiitade de pmxwe-  
mento Pik; daa inddstriw pode limitar a taxa de captura de cada espkiei 8 no período k, 
ou seja: 

onde hijk é a taxa de colheita representada pelo índice de concentração de eeforço pro- 
posto por ROCHA e MESQUITA[61]. Dado que existem alguns subprocessos industri- 
ais (tratamento, empacotamento, congelamento, etc) semelhantes pwa as duas espécies, 



t e m e  uma re61triçi.o limitamdo a capacidade totd de pceammento: 

(b2) Restrições Meteorol6gicas: Neste tipo de tomada de de&& um barco C 
um fator quasi-fixo. Existe um limite superior para o número de dr'a~-barco em condi@es 
de pesca. A capacidade de m w t o  depende da ocorrência ou niio de mau tempo, re- 
presentada pelo niimero maximo de dias-bmo (Dib) para cada espdcie i no periodo k. 
Assim, temos: 

onde diik 6 o valor esperado do índice CPUE cujo esforço foi medido através do niunero 
de dias-barco. Por outro lado, barcos lagosteiros podem ser transformados em pargueiros 
dependendo da abuildência de peixm em certwi tireasa Dd? tem-se uma re~t r içh  limi- 
tando o nlirnero total de barcoiri diisponfveisr: 

(b3) Restrições de Mercado: Existe um nivel econ0mico sustent&vel de desem- 
barques NE& que devem ser no mínimo igual à colheita planejada. Também, estaa 
colheitas não podem exceder a demanda esperada do periodo &. McGRAW(44J afir- 
mou que se um pescador planeja um nível de desembarques para um período, ele deve 
tarnb6m planejar o nivel de esforço BP necessbio para colher o produto da pescaria, 
O esforço tem a vantagem de e~ ta r  fortemente aob controle do pescador e mpera-se que 
tenha componentes niío planejadas bem menores que teriam os desembarques. Por esta 
~*a,z&>~ con~ideramo~l o rsforco como um coeficiente tecaol6gico uma, vez que ele B uma 
melhor estimativa para desembarques planejadori (lado direito eatocbtico) do que geria 
ori dertembarque8 reaiiri. Awim tem-% o wguinte isubconjunto de reiritrkjh: 

(b4) Limitantes de Captura: As quantidades de cada eap6cie que podem ser colhidas 
por área, e período devem ser superiores que aos respectivos níveis mínimos de captura 



NMC aob cada um dos qual o custo de oper- da frota excede os ganhos, isto 4: 

Os parâmetros estocásticos das restrições são os níveis de biomassa &j's e as de- 
mandas do mercado G ' s  cujas distribuições de probabilidade satisfizeram o teste de 
ajustamento para populações normais. 

4.2.3 Resultados do Modelo de Pesca 

O modelo descrito no item anterior foi aplicado com dados até 1979 e a solução 
comparada como os resultados obtidos na estqão de pesca de 1980. Considerou-se 2 
espécies, 4 períodos trimestrais e 4 árew de pesca para cada espkie, perfazendo um 
total de 33 variáveis de decisão e 66 restriçhs, sendo 8 probabilisticas. Os parâmetros a 
e Br's furam fixados ao nível de 98% de confiabilidade. 

A tabela 4.2.1 mostra que a captura 6tima de lagosta deveria ser 28% menor que 
a realizada, cujo fato reflete o baixo nível dos coeficientes de capturabilidade para a 
populaçk de lagostas devido o er~tado de sobrepesca. 

Em contra partlda, a captura 6tlma do pargo deveria atingir niveis 64% maior que a 
real. Isto indica que grande parte da frota deveria ser transformada em barcos pargueirw 

Durante a execução do código PORTFOL, as iteraç6es tiveram o desempenho como 
está mostrado na tabela 4.2.2 com a solução &tima sendo atingida ap0s 7 itera@es, 
obtendo um valor ótimo da contribuição da frota em torno de USS11.7 milhões. 



Tabela 4.2.1 
Captaras Otisa e Realizada de Lagosta e Pargo 

no HortefNordeste de Brasil a i988 

I hreaf I Lagosta I Pargo I 
I Periodol f 2 3 4 Tota!/ f 2 3 4 T o t a l 1  .................................................................................................... 
I Piano ot iao de Pescaria i 
I i I - 1 017.3 1 - I - I 8f7.3 1 - I - I - I i543.8 1 1563.8 1 
I I I I I I I 1 I I I I 
1 2 1 96.5 I i343.3 1 245.5 1 347.0 1 1993.4 i - I - I - I f266.8 I 1266.4 I 
I I I 1 I I I I I I I I 
I 3 I f935.5 1 - 1 241.5 1 - 1 2137.8 1 305.9 1 67f.4 l 352.3 1 - 1 1449.% 1 
I I 1 I I I I i I 1 I I 
I 11 I - I - 1311.3I 354.51 566.41 - I - I - 12544.%12544.%1 

1 I 1 I I I I 1 I I 1 I 
I Total 12832.8 12121.8 I 750.8 1 782.8 15643.8 I 385.0 1 671.4 I 352.3 15363.8 16772.8 1 

I Pescaria Realizada I 
I 1 1 380.11 038.81 248.11 146.411501.81 21.71 149.21 $7.61 217.91 486.111 
I I I I I I I I I I I I 
I 2 1 645.2 I 1417.6 1 573.5 1 427.3 1 3863.5 1 107.1 l f00.2 1 273.1 I 443.8 1 i845.5 I 
I I I I I I 1 I I I I 1 
1 3 1 122.7 I 68i.f I 202.0 I 316.7 I i335.3 I 165.4 1 33.4 1 175.5 1 105.2 1 559.í I 
I I I I I I I I I I I I 
I 4 I 25.8 1 1332.2 1 382.1 1 78.3 I 1810.4 I 661.6 1 138.7 1 695.1 1 733.1 1 2228.5 i 

I I I I I I 1 1 I I 1 1 
I Total I ii0i.7 1 4189.6 1 1496.6 1 938.4 1 7798.2 1 1835.8 1 495.3 1 1241.3 1 1539.2 I 4if4.4 I 

Tabe!a 11.2.2 
Solucao Iterat iva para o Probleia 

da Estacao de Pesca 

1 fteracao I r = c'x 1 8 = t f  x'Vx I 
~====.===.===============E====E==Z==::==~=== I 
I i 1 21.06 1 7.78 I 
I I I I 
1 2  I 19.67 1 5.79 1 
I I I I 

Tabela 4.2.3 
Analise das Restricoes de Nivel de Estoque -------------------------------------------- 

I hrea I Lagosta (Dual) I Pargo iFolga1 I 
IPesca I PL fq=H PEiq=21 I PEíq=2) 1 I=E:.==:=E===EE==E~=Z=Z~=======E==:E======= I 
I i 1 8.216 4.147 1 18.447 1 
i I I I 
1 2 1 8.449 8.i8f 1 5.522 1 
I 1  I I 
I 3 1 4.425 8.112 I 5.641 1 
I I I I 



O comportamento das pescarias depende fortemente da biomua das eapeCies en- 
volvidas. Portanto, é obvio que o subconjunto de r e s t r i ~ k  sobre nlveis de estoque entre 
em conflito com as propostas econômicas do modelo. Neste sentido, analisamos a sensi- 
bilidade destas restrick atravbs dos preço8 sombra (variAveis duais) correapondentee. 

Embora não tenhamos feito uma variaçh param4trica exaustiva com o coeficiente 
q = @-I(&), os preços sombra do nlvel de =toque da lagosta, ver tabela (4.2.3), sib 
menores para o programa esto&tico (PE) do que para o programa linear (PL) de Naco 
neutro. O efeito de tz reduzir q aumenta os preços sombra clo nlvel de eiritoque. &te fato 
comprova o estado de sobrepeaea da populaçk de lagocltm em todas as Areas de pesca. 
Contudo, este não é o caso para o pargo, o qual apresenta um &boa" folga ma restri@eis 
de nlvel de estoque como uma conseqÜ6ncia de coeficientes de capturabilidade mais altos. 



6.8 Alocaçaú de Terra8 p r a  Agricultura. 

Meate item mo~traremos a utilidade do modelo PERM em economia agrícola. Para 
isto, apresentaremos uma modelagem propoata por SENGUPTA e SFEIRIBQ] construida 
para analisar o impacto de aversão ao risco na produção e decisões sobre alocaçb de 
terras para plantio de culturas diversas com restriç6es de irrigação. 

6 s  dados se baseiam em seis tipos de verdurw (brocolis, couve, couve-flor, aipo, 
alface e beterraba) que foram usadas para testar o comportamento alocativo do um da 
igua em tais culturas com respeito às seguintes questões: 

a. Aa ~ B & Y  de PERM seriam m i a  p ~ 5 ~ i m m  do comportamento alocativo d d i o  
obaewado que as s o l u m  de programa&b linear? 

b. Qual o grau de sensibilidade das variaçóes dos preços sombra da água com 
relação hs mudan~as no parâmetro de aversão ao risco? 

Uma vez que o objetivo 6 testar, atrav6s de um modelo PERM, se a aversão ao 
risco influencia na alocação de terras e na produção dw culturas, vamos considerar 
que a funçáo objetivo, usada noe experimentos do sistema POIM%OL, possa amumir as 
seguinteis forrnw: 

onde A varia parametricamente. Usando (4.3.1) com restriçties Ax $ b, x 2 0, podemos 
calcular treea conjuntos de mluções 6 t i m ~ :  

i. Soluçá0 de programação linear sem risco: $(L), A = O 

ii. Solução de programxão quaidráltica de risco minimo: x(Q), A = 1 

iii. Soluçb de avenik aa rimo: x* (Q), quando o valor de A 6 tal que D2[r, r* (Q)] = 
(Z - $*)I(% - x*) seja mfnima. 

Seja A* o valor do parâmetro de aversão ao risco para o qual a solução x*(Q) é 
obtida para um dado r (comportamento alocativo m4dio ob~ervado). Então, o valor XQ 



de X na equa&k (4.3.2) pode %r cealculado e o resultado dos experimentos de PERM 
analisados para variqike pearam6tricu em A e Ao. Taia soluçõeei sãto chamadas 

iv. Soluções pwam4trica: xfA, Ao) 

que podem ser comparadas com 

v. Soluções com restrições probabilisticas: $(a) 

onde a função objetivo, em vez de (4.3.1) ou (4.3.2), toma a seguinte forma: 

$(O) = Px - (l(x'vx)l12, (4.3.3) 

onde a 8 uma constante poriitiva determinaxla, pela probabilidde 

Pr(cts 2 0) = a (4.3.4) 

e c'x N N ( l x ,  x'VX). Desta forma, chegamos ao seguinte modelo: 

onde ej = renda liquida da cultura j por acre colhido, 

xj = número de acres colhidos para a cultura j , 

vij = covariância entre as rendas das culturas i e j, 

NAj = quantidade de água necessária por cada acre da cultura j ,  

DA = disponibilidade total de Agua no perlodo, 

NT,. = nlvel de utilização da terra por acre da cultura i, 



DT = disponibiKdde total de terra em acrq  

QAIj = quantidade dnima de acre8 alocada para a cultura j ,  

QASj = quantidade máxima de acres disponível para a cultura j .  

As tabelaa (4.3.1)-(4.3.3) descrevem os dados de entrada do modelo acima. A es- 
trutura das s~luçks  &timas para os casos (i)+) estão resumidas nas tabela (4.3.4) e 
(4.3.5). 

Primeiro, a comparação entre soluções 6timas x(L) ,  x (Q)  e z*(Q) mostra, em 
unidade8 normalizadas (107), que a distância P(a, x) 4 menor para x = x*(Q) como 
segue: 

para um valor Ao = 2.0 aproximadamente. 

Segundo, os valores 6timos da*r variáveis duais são menores para os modelos PERM 
do que para o modelo PL de risco neutiw, e o efeito de reduzir o parâmetro de aversão 
ao risco X leva a um aumento do preço sombra da água como está mostrado na tabela 
(4.5.6). 

Finalmente, usando-se a função objetivo dada por g(a), tem-se que a solu@o ótima 
44 6 idêntica Bs soluçõetr de programa& quadrbtica, ~ ( 9 ) .  



Tabela 4.3.1 Matriz de Covariancias de custos par acre ............................................................................ 
I x 1 x2 x3 x4 x5 x6 I 

Tabela 4.3.3 Limitantes das Culturas 

I l i i i t e  
I cultura coeficiente superior I------------------------------------- 
I xi 1 4.42 2461.75 
I I 

1 x2 
4.42 812.75 

I 
I x3 1 8.42 f 865.25 
I I 
1 x4 1 4.54 5098. i3 
I I 
I x5 1 4.33 1223.13 
I I 

litirite I 
interior I 

I 
1477.85 I 

I 

I Linear: xll) 3 516 i 935 1 52á i4 701 2 233 334 1 
I 1 
I Risca: xiQl 3 516 ! 161 1 521 7 477 2 223 334 1 
I I 



Capitulo V 
CONCLUS~ES 

Uma vez que para resolver programas estocásticos deve-se primeiro obter equiva- 
lentes determinísticos, os quais são programas lineares ou não-lineares, a eficiência no 
cálculo de soluções para o problema original está fortemente relacionada com o progresso 
dos métodos de resolução de problemas de programação matem6tica. 

Neste sentido, acreditamos que a pesquisa em técnicas numéricari para otimizaçh 
e&oc&tica deve sre concentrar na adequação ou transforrna@b dos programas proba- 
billsticos noutros que aproveitem bem a estrutura particular de problem~ padrões (p. 
ex. programaçk quadrática), com pequenas alteraC0e;s semelhantes a que apresentamos 
para resolver o problema PERM. 



Com r e l ~ i o  $trs procdimentm apremhdog, emboi5a o mbtodo de trandormaçh 
direta do modelo PERM a um problema quadrhtico seja menos exaustivo, o procedimento 
paeudo-quadrAtico tem a vantagem de permitir um ewtudo paramétrico da probabilidade 
do m&ximo Pr(c) = Pr(rtz,' 2 c), possibilitando o acompanhamento do processo de 
otimização para vários niveis de rentabilidade. 

O c6digo PORTFOL, o qual implementa ois resultados te6ricos obtidos, representa 
um niicleo para o desenvolvimento de um eistema direcionado para a análirre de portfbliw 
ou investimentos. Com isso, poderíamos elaborar uma ferramenta computacional para 
o analista financeiro, incorporando métodos de previsib, análise probabilística do valor 
presente, agrega&o de alternativas de investimentos e rotinas gráficas para viaualiaação 
d a  simulatjjes. Este estudo será objeto de um próximo trabalho, NEGREIROS, MA- 
OULAN e GOSENZA[51]. 

Considerando que grande parte dos métodos computacionais para otimização H- 
tocástica está baaeada no inodeb de recursividde, sugerimos que a pesquisa futura se 
concentre no estudo da equivalência, atrav4s da teoria de dualidade eato&tica, do mo- 
delo PERM como o problema de recurso simples. 

Pela análise das aplicações aqui apresentadas, verificamos a utilidade dos modelos 
PERM em problemas de planejamento, seja em áreas de puro interesse econ6mico (p.ex. 
seleção de portfólios) ou naquelas cujo fator ecológico se confronta com as imposições 
econômicas, as quais são ajustadas através de restrições probabilÍsticas (p.ex. modelo de 
pesca). 

Em particular, o uso de programação estocástica no gerenciamento da pesca indus- 
trial do nordeste do Brasil, pode levar a tomada de medidas de regulamentaçb, como 
o dimensionamento e alocaçk ótima da frota, com o objetivo de melhorar os ganhos 
enquanto se impõe controles biológicos ao longo de cada estação de pesca. Além do mais, 
nosso modelo é uma maneira indireta de otimizar outros aspectos da industria pesqueira 
tais como processamento de peixes, utilização da frota e equipamentos, alocat$k de mih 
de obra, etc. Certamente, a abragência deste assunto nabo está totalmente coberta, por 
exemplo, dividir o esforço de pesca em duas partes: o esforço mociado em encontrar o 
peixe, esforço de procura, e o esforço associado com a colheita do peixe, uma vez que o 
pescador gasta a maior parte do seu tempo tentando encontrar o peixe. 

Considerando a preocupa@k com a ecologia de uma forma geral, sugerimos a aplica 



ção do modelo FEKd, utilizando aspectos ~melhantes aqueles apresentadoa no modelo 
de petxa, a, pmblemw de exploraçiio racional de outros recumos naturais renovhveis, para 
os quais ;hs autoridades governamentais competentes devem dar todo apoio no sentido da 
formqão de grupos de pesquisa interdisciplinares nesta área, como vem sendo praticado 
em outros paises maia desenvolvidos. 
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