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CAPI TULO I .  

O problema d e  p r e d i z e r  f l u x o s  d e  t r a n s p o r t e  e n t r e  

d o i s  pontos  de uma r e g i s o  t e m  despe r t ado  o i n t e r e s s e  d e  

pesqui r a d a r e s  desde  as p r i m e i r a s  dkcadas d e s t e  s&cul  o. 

KMIGHT em 1924 es tudando o f l u x o  d e  v e í c u l o s  no t r á f e g o  

urbano com uma s imp les  d e s c r i ç ã o  i n t u i t i v a  d e r a  i n i c i o  ao 

e s t u d o  do  problema d e  e q u i l i b r i o  d e  t r a f e g o  CTEFS3. Do 

mesmo modo COURNOT i 19383 a n a l  i sando f 1 uxo d e  mercador i as 

e n t r e  N e w  York e P a r i s  deu origem a o  e s t u d o  do  problema 

e s p a c i a l  d e  e q u i l i  b r i o  d e  preços  CGSPEP3. N o s  anos  1986 

f BECKMANN et al i i 3 e 1952 C SAMUELSBN3 r e s g e c t i  vamente 

f ar a m  f or mul ados , medi a n t e  os: r e c e n t e s  avanços d a  

programaqão rnatemzitica da  &peca, como problemas d e  

programação não l i i r ea r  p a r a  um c a s o  s imples .  Com base 

nes sas  f srmul a ~ õ e s  numerosas si tuações  reais começaram a 

s e r e m  tnsdelsdas c o m  o f i m  d e  p r e d i z e r  por exemplo: quan ta s  

pessoas  f a r i a m  uso  de  uma nova i n f r a e s t r u t u r a  d e  

t r a n s p o r t e s  no casa do  TEP; ou bem em quanto  d e v e r i a  

aumentar a produção d e  g á s  n a t u r a l  f r e n t e  a um aumenta d a  

demanda na  r e g i ã o  e m  e s tudo ,  no caso d a  GSPEP f ver por 

exempl o o s  e s t u d o s  d e  SQHL, 1984 e FALK et a1 i i . 19843. I s to  

levou a um aumento dos  e s t u d o s  d e  pesquisa  t e d r i c a  

abordando t a n t o  os mbtodos d e  so lução  como a busca d e  

f armul ações gene ra l  i zsdas  que abrangessem t o d a s  ar: 

z i t u a @ e s  r e u i s .  Assim, no i n i c i o  des sa  d&cuda CEAFYRHOS, 

1981 ; FLORI AN e LOS, 19823 são e s t a b e l  eci d a s  formulações  

m á i r  g e r a i s  que incluem u c a s o  e m  que os f l u x o s  d a s  

uni dades  t r  anspor t a d a s  dependem d e  todos  os f 1 uxos 

m o v i  mentados na r e g i ã o  e s tudada ,  dando or i gem a si t u a g s e s  

nas  q u a i s  não & p o s s i v e l  e sc reve r  um problema d e  

programação m a t e m á t i c a  que r e p r e s e n t e  o fenBmeno e m  ri 

C caso não si m & t i - i  c d .  Tai r formulações ,  que são f ei tas 

a t r a v é s  de compl ementar i dade nZo 1 i near  e i nequac;Beã 

var i aci onai  s , 1 evar  a m  ao s u r g i  mento d e  a1 guns a1 g a r i  t m o s  

par  a r esol ver esse t i p o  de problemas e que podem ser 

a p l i c a d o s  t a n t o  ao GSPEP como ao TEP. 



O presente estudo dá uma abordagem comum a ambos 

problemas central i zando - se,  pri nci pal mente, no &asa não 

si métrico com uma f ormul ação vi a i nequaçõen var i aci onai s , 
chegando atÉi : prop&r, testar numéricamente e comparar com 

os jS existentes, u m  novo método i terativo para determinar 

urna ssslução. 

Pêra i s to ,  o estudo está organizado da seguinte 

manei ra: no primeiro capitulo são apresentadas as 

f s r  m u l  ações dos probl emar nas suas diversas variantes, 

enquanto que na segunda são abordados os métodos de solução 

existentes. No terceiro capi tu1 o & apresentado o m&todo 

proposto e no quarto a sua aplicação em problemas de 

equi 1 i br i o. Na capi tu1 o quinto são abordadas as di scussões 

e m  torna do estudo e no 61timo, as conclusões e 

r ecúmendações . 



CAPTTULO I1 

FORMULAÇXO DE PROBLEMAS DE EWI Lf BRI 0. 

I NTRODUCXO. 

O problema de Equili brio de Trbfego e m  redes: de 

transporte fo i  i n i  c i  a1 mente estudado por KNI GHT C 18243 

com interesse e m  predizer de que maneira as  pessoas f aaem 

uso de uma nova infra-estrutura ligada ao transporte ou 

equi val en temente ,  como aval i at-- o benef i ci  o de u m  deter m i  nado 

investimento no setor de transporte de passageiros. A 

formalizaç$So do concei t o  de equil ibr io de trbfego foi  dada 

por WARDRBP C 19523 

dar uma f ormul acão 

Nas Gltimas 

estudos de origem 

for t a l  eci do a teoria  

sol uqão. 

Por outro lado 

Preços & formulado 

regi onal de produtos 

que permitiu a BECKMANN et a1 i i f 18563 

matemática para t a l  problema. 

t r ê s  decadas uma grande quantidade de 

tanto prática quanto tebr isap  t e m  

de equi 1 i brio e gerado novos métodos de 

o problema de Equi 1 i brio Eãpaci a1 de 

para predizer o movimento in ter  - 
na caso e m  que o custo de transporte 

t e m  u m  rol importante para cumprir. Embora es ta  se ja  uma 

si tuação antiga, e1 a foi  formalizada matemAti camente na 

decada de 50 C SAMUELSON ,19523 sendo posterior mente 

formulada como problema de f 1 uxos e m  redes. Em anos recentes 

o i nter esse por es ta  problemática t e m  aumentado ensr memente 

com base em novas aplicações e novos avanços e m  teor ia  de 

problemas de i nequações var i aci onai s e complementar i dade. 

E s s e  capi tu10 faz uma revi são de ambos os problemas 

nas suas diversas estruturas e formulaq8es chegando a 

estabel ecer cer tas  equi val &nci as  entre  ambos e m  alguns casos 

par ti cul ar e r  . Também é apresentada uma nova extensSo do 

problema de equili  brio de preços que modela uma si tuagão 

na qual di versos produtos são transpor tados entre  varias 

regiões , medi ante var i os modoe de transpor te. Pri m e i  r amente 

€ seção 11-13 diversas ver sões dos problemas aqui estudados 

são formulados por meio de inequaqãen variacionais. Na 

segunda par te do cagi t u 1  s C seção I I .  8 3  i são consideradas 

for m u l  a@es medi ante compl ementar i dade não 1 i near para 



a l  gunr desses  problemas. N a  tercei ra seção  C s eção  I I .  33 s ã o  

es tudados c a s o s  p a r t i c u l a r e s  nos quai s tai  s probl e m a s  

podem ser f o r  mul ados medi a n t e  um pr obl e m a  d e  pr ogr amação 

m a t e m A t i c a .  

I I - 1  FORMULAGWS ATRAVES DE I NEQUAÇaES VARI ACI ONAI S .  

O concei t o  d e  i nequações v a r i  aci onai E; foi i n i  ci a1 mente 

in t roduz ido  c o m o  uma ferramenta  no e s tudo  d a s  e q u a ~ õ e s  

d i  f erenc i  a i s  p a r c i  a i  s , m a s ,  a t u a l  mente vem sendo usado e m  

um grande nfimero d e  problemas d e  equi 1 i b r i  o que surgem e m  

economi a, pesquisa  operac i  onal , es tudos  d e  t r a n s p o r t e ,  etc. 

Para def i n i  r o probl e m a  d e  i nequação var Aaci onal 

cons ide re  - %e um mapping g: R ---h R", ande R é um 

ãubconjunto compacta e não v a z i o  d e  R". O problema, que s e r á  
d 

i d e n t i  f i cada I V€ g , C23 , consi  ste. e m  determinar um ve to r  x 

E R tal que: 

C I I .  12 

I I .  1.1 PROBLEMA DE EQUI LÍ B R I  O DE PREGOS. 

I P -1.1 . 1 PROBLEMA GERAL DE EQUI L Í  BRI  O ESPACI  AL DE 

PREQ3S. 

Considere-se uma r e d e  G = CN, A3 assoc iada  a uma r e g i ã o  

Ii si ca, onde os nds cor respondem a sub  - r e g i õ e s  e l o u  pontos 

r e l e v a n t e s  da  r e g i ã o ,  enquanto que OS a r c o s  são l i g a ç õ e s  

e n t r e  um subconjunto de  ta is  pontos. E considerado tamb&m 

um conjunto d e  produtos  pa ra  s e r e m  t r anspor t ados  e n t r e  

d i  versos  pontos d a  r e g i ã o ,  t endo  - se para  cada um d e l e s  o 

comportamento da  o f e r t a  e da demanda determinado por funçães  

conhecidas e m  cada ponto. Tamb&m supõe-se conhecida a 

e s t r u t u r a  de  c u s t o s  d e  t r a n s p o r t e .  

S e j a m  as: segui  n t e s  def i n i  çães : 

G=CN, A2 : Rede assoc iada  à r e g i ã o  e m  es tudo.  

N . : Conjunto d e  nbs Csubregiões e ou 



pontos r e l evan tes3 .  

Conjunto d e  a r c o s  Cl igacões  na região3.  

Conjunto d e  produtos  consi  der  ados . 
Função demanda pa ra  produto p no nó j sendo 

T n o vetor d e  preços  na rede ,  n =Cn i * -  - *nn2 - 
Função d e  o f e r t a  pa ra  produto p no nó i como 

f unqão dos preços.  

Inve r so  da função demanda ; preço  do  produto 

P no nó j como função da  quant idade 

demandada, d = C d i, . . dn3 T - 
Inve r so  da f u n ~ ã o  o f e r t a  ; preqo da o f e r t a  

no nó i e m  função da  quant idade d e  produto 
T 

o f e r t a d a ,  r = C s  i , .  . sn3 . 
Funqão d e  c u s t o  pa ra  produto p no arco a,  

dependendo do  f l u x o  nos a r c o s  d a  r ede ,  i ã t o  
T 

é, X = C X í * . .  
, X I A 1 3  - 

Conjunto d e  caminhos e lementares  e n t r e  o nó 

i e o nó j .  

Variável b i n a r i a ,  é i gua l  a 1 se a r c o  a 

pe r t ence  a o  caminho k e i g u a l  a O e m  

c a s o  c o n t r a r i o ;  k E K . .  , V i ,  j. 
r.1 

: Fluxo d e  produto p no caminho k E K .V 
i . j  

i , j .  

Com essa n o t â ~ â " o  de f ine - se  o e q u i l i  b r i o  d e  preqoç na 

r e d e  G d a  s e g u i n t e  maneira: 

Por o u t r o  l ado ,  devem ser mantidas as equaqões de  

conservaqão de f l u x o s  e n t r e  0s mercados da r ede ,  i s to  8: 



e c o m  v a r i  Avei r não nega t ivas  .: 

a , d  1 Q C I I .  2d3 

O f l u x o  e m  cada  arco, e m  função do f l u x o  dos  caminhos 

que passam por ele, é dado por : 

C I I .  2e3 

A condi qão d e  equi  1 i b r i  o apresen tada  e m  C I I . 2 a 3  

e s t a b e l e c e  a e x i s t & n c i a  d e  f l u x o  d e  produto p e n t r e  d o i s  nBs 

da  r e d e  somente no caso e m  que o precp  da oferta na origem, 

m a i s  o c u s t o  d e  t r a n s p o r t e  e n t r e  a origem e o d e s t i n o  & 

i g u a l  ao p reço  d e  venda do produto  n s  d e s t i n a .  Por o u t r o  

1 a d s  a r e s t r i q ã o  C I I .  2b3 e s t a b e l e c e  que t o d a  o f l u x o  de 

produto que chega a um determinado nb 1 menos o f l u x o  que 

d e i x a  o nc5 deve ser i qual 21 expor tação  C ou importaqõo 3 

total .  

O model o f ormul ado e m  C I I .  23 & conheci do na 1 i ter a t u r a  

c o m o  Problema Geral d e  Equi1ibrd.o Ezpacial  de Preços ou 

E P E P  ro n e s t e  caso c o m o  exicstem v a r i a r  p rodutos  

envol v i  d a s ,  denami na-se GS'PEP - Mul ti produto.  

M a  f i g u r a  11.1 & mostrado um caso no qual  e x i s t e m  t r&s 

caminhos p e l o s  q u a i s  o produto p pode ser levado  do  nb i até 

s nb j , c o m  f l u x o s  h:, h:, h: , c o m  c u s t o s  pa ra  cada arca 

dados na função cPcx3. 
a 

N a  f ar mul aqão a n t e r  i or , não pa rece  t r  i v i  a1 encon t r a r  um 

ponto que satisfaça as condiqões  d e  e q u i l i b r i o  e d e  

conservação d e  f 1 uxo. Por t a n t o  se f a z  necessar  i ã d e t e r  m i  na r  

algum t i p o  d e  t r a n s f  ormação do  problema que p r sporc i  one 

u m  o u t r o  equi v a l e n t e  que permi ta ,  u t i  1 i aando a1 gum método 

d e  sol uqão conheci  do, encon t r a r  um ponto d e  equi  1 i b r i o  
*T *T *T da forma Cs ,X  , d  3 .  

A condi qão d e  equi  1 i br i o C I I .8a3 pode ser t r a n z f  or mada 

e m  uma i nequação va r  i aci una1 equi  val  e n t e  C K I  MDERLEHBER e 



Fig.  1 1 . 1  Problema gera l  de e q u i l í b r i o  e spac ia l  de 

pr eqor.  

V k E K . . , i , j , p  CII. 3 3  
LJ 

Para v i  sua l  i zar mai r c1 aramente t a l  equi val &nci a 

consi  dera-se: 

CII. 43 

então  : 

l o g o  ~!*>o.cP?c h: - hp*320 se e somente m e  CP*=O 
k 

CII. 73 
L J  L j 

Por outro lado: 



CPI. 83 

A s s i m  CII.73 e CII.83 d e m o n s t r a m  que CII.2a3 B e q u i v a l e n t e  

c o m  CII.33. 

A rel ação C I I .  33 pode ser col ocada de uma m a n e i r a  m a i s  

r e s u m i d a  se todos os t e r m o s  e m  k , i , j , p f o r e m  s o m a d o ,  c o m  o 

qe t e m - s e :  

CII. 93 

A r r a n j a n d o  de m a n e i r a  adequada os s o m a t b r i o s  e 

r e1 acionando c o m  e q u a ~ ã o  C I I. 2b3 e C I I. Se3 t e m  - re: 

CII. 103 

Definindo o con jun to  de vetores coluna : 

A i nequa@o C I I. 103 pode ser t r  anãf armada e m :  

* * T * * T * 
nf~:*3'Cs - s 3 + CCx 3 Cx -x 3 - nCd 3 Cd - d 320 CII. 113 



Ainda B possá vel compactar a expressão a n t e r i o r  de f in indo  um 

vetor  X e um mapping gC X3 da s e g u i n t e  maneira: 

3k f T T  
gCX 3 = C ~ C B ~ ~  ~ ~ 2 2 ~  -nCd 3 3 C11.123 

T T T T  X = C s  x d 2  C I I .  133 

Por t a n t o  C I I .  f 1 2  pode t a m b é m  r apr esentada como um 

pr obl ema de i nequagãa var i a c i  onal : 

m t T m 
Determinar X E fi ; gCX 3 C X  - X 2  2 0  V X  efi CII.142 

onde R é o espaço d e f i n i  do pel  as restri ç8eã C I I .  2b2 até 

CII.2e3. 

I I .1 -1 .2  PROBLEMA BADRXO DE EQUI Li BRI O ESPACI AL 

DE PREGOS C SEPEP3. 

No case e m  que o probl e m  de  equ i l  i b r i o  de  preços 

é formulado e m  um d i g r a f o  b i p a r t i d o  G = CN,A3 Cfigura 11.23,  

correspondenLe a uma r e g i ã o  com n pontos ou subregi6es  

todas  el as csnsumi nde e produzi ndo um determi nado produto 

o problema B chamado Problema Padrão do E q u i l i b r i o  

Espacial  d e  P r e p r  CSSPEP: Standard S p a t i a l  P r i c e  

Equi 1 i b r i  um ProBl e m  5 e devi do a que, o problema de  

t ranspor  te  cl&ssics & um caso  p a r t i c u l a r  do a n t e r i o r  

Lambem & i d e n t i  f i cado  como Problema de  Transporte  

General i zado. N e s t e  caso o s  caminhos da expr esnão 

C I I .  2Lsão a rcos  com cus tos  c .Ct3, sendo t o ve tor  de  
i J ij 

f l u x o  d e  produtos t r anspor tados  e n t r e  d o i s  suconjuntos d e  N 

def in idos  por N e N2. 
i 

Fi g. I I .  2 Problema padrão de  equi 1 i b r i  o espaci  a l  de  

preços . 



10 

A formulação r n a t e r n A t i  ca d e  tal  equi  li b r i o  é ap resen tada  

da s e g u i n t e  maneira: 

d j  = pij V J e N z CII .  1Sb3 
L 

V i , j  C I I .  15c3 

Pa ra  esse caso t e m  -se uma equ iva l&nc ia  s i m i l a r  à q u e l a  do  

GSPEP. De maneira que a condição d e  e q u i l i b r f  o dada na  

r e l a ç ã o  CII .15a3 é e q u i v a l e n t e  a: 

notando que: 

t t t t 
se t > O  e n t ã o  n.Cs 3 + c..Ct 3 - n.Cd 2 =  O 

i j L L.1 J 

e se: 

t t f t 
se t =O e n t ã o  z . C s  3 + c. .Ct 3 - n .Cd 32 O e t . .  > O  

i j LJ J L J  

somando CII.1BS para todo i ,  j tem - se: 

C I I .  173 

u t i l i z a n d o  a notação  vetaria1 aná loga  % a n t e r i  orrnente 

d e f i n i d a  e s u b s t i t u i n d o  CII.15b3 e C I 1 . 1 5 ~ 3  e m  CI I .  173 

a inequaqão v a r i a c i o n a l  se t ransforma-se  e m  : 



11.1.1.3. EXTEMSXO PARA O CASO MLJLTIMODAL - 
MULTI PRODUTO. 

Nesta seção é considerada uma extensão do Problema 

Geral de Equiliisrio Espacial de Preços para o caso em que, 

alhm do conjunto de produto=, h& u m  conjunto de modos de 

transpor te .  Ma prática, t a l  si tuaqão cor responde a 

transportar e m  uma determinada região, di ver sos produtos, 

entre os vitrios centros fazendo uso de ferrovia, rodovia, 

etc. ,cada u m  deles com funções de custos que representam as 

caracteri sti cas próprias de cada modo. 

E considerada tamb&m a si tuação par ti cul ar ,  na qual 

determinado produto possa u t i  1 i zar somente a1 guns dos modos 

di sponi vei s na regi ão. 

A situação antes descrita define a existência de 

transf er&nci as de produtos entre modos, num determinado nB 

da regi ã ~ .  Por exempl o, pode-se transferi r u m  deter m i  nado 

produto do modo ferroviário, para modo rodovi Aria, e m  

algum ponto da região devido A não exi st&ncia de ferrovia no 

resto do percurso a t& o destino final do produto, ou bem, 

porque e modo rodoviario tem u m  custo menor para t a l  trecho 

e ta l  produto. 

Anal ogamente ao t r  aba1 ho de GUELAT e t  a1 i i C 19873 , 
correspondente ao problema de alocação de f l uxoã de matrizes 

OA3 em redes de transporte de carga, o aspecto multimodal é 

modelado na prbpria rede, i s t o  é, se entre dois pontos da 

região e m  estudo 15 possível transportar o produto entre dois 

modos de transporte, se  associa u m  digrafo permitindo a 

ex i s thc ia  de arcos paralelos que representam o fluxo de 

produto correspondente com cada modo. Veja-se por exemplo na 

figura I I. 3 a modelagem na rede de dois modos de transpor t e  

entre os pontos A e R. 

Ao modo m correspondem dois arcos no digrafo 
i 

associado que são C A , B  3 e CB,A,mi3 i s t o  é, u m  e m  cada 

sentido. Si tuaqso similar se  apresenta para o modo 2. 

O caso de transfer&ncias entre modos tambem pode ser 

model ado na rede cri  ando a1 guns nbs ar ti f i ci a i  s , 
especificamente u m  por cada tranâf erênci a possi veb t a l  como 

apresentado na figura 11.4. 



modo m, 

0 
modo m, 

Fig.  11.3 Rede multimodal. 

Existem t r ê s  modos d e  t r a n s p o r t e  envolv idos ;  o produto  

chega ao n* E3 p e l o  modo m e d e i x a  o nb p e l o s  modor m e 
1 2 

m Oc; arcos: CB,B13 e CB,B23 representam as duas  
3 - 

t r  ans f  e r e n c i  as poss í  vei s de produto..  Evi dentemente cada  arco 

de t r a n s f  e r ê n c i  a t e m  um c u s t o  a s s o c i a d o  que cor responde  

ao c u s t o  d e  t r a s l a d o  d e  produto  e n t r e  os modos d e  

t r a n s p o r t e  m m e m m . 
i ' 2 1 ' 3 

Fi g. I I .  4 Representação de t r a n r f  erBncius .  

A s s i m ,  é p o s s í v e l  i d e n t i f  icar s d i g r a f  o e s t e n d i d o  

a s soc i ado  % r e g i ã o  e m  e s t u d o  por G = C N ,  A, T3 sendo N ,o  

con jun to  to ta l  d e  nbs  i n c l u i n d o  nós a r t i f i c i a i s  de 

t r a n s f e r ê n c i a ,  A o c o n j u n t o  d e  arcos d e  modos d e  t r a n s p o r t e  

e T s con jun to  de arcos de t r a n s f e r ê n c i a .  

Define-se a d i  ci onal  mente: 
9 

M : Conjunto total  d e  modos d e  t r a n s p o r t e .  

c r ~ y 3 :  Fungão d e  c u s t o  d e  t r a n s f e r B n c i a  t e m  fung%o 

do  f l u x o  t r a n s f e r i d o  x:. 

5. : Conjunto d e  caminhos e n t r e  i e j na r e d e  e s t e n d i d a  



G= C N , A , 1 3 .  

&tk 
: Variável birhria  , 1 se t e k a O c .c .  

A s  condições de equilíbrio para a rede estendida 

G=CN,A,T3 são : 

As equações de conservar;ão de fluxo são : 

dg = 2 k& h:: V j E N p E P CII.ISc3 

i j 

E com f 1 uxos não negativos: 

h: 2 O v k E Kij ,  i .  j E N, p E P CII. 1Sd3 

O fluxo no arco & dado como: 

e o fluxo na transfer&ncia como: 

Ana1 ogamerite à equação C I I - 3 3  , a s  condições de equi 1 i brio 

anteriores para o caso e m  estudo podem ser colocadas para um 
i * f * 

ponto de equil íbr io Cni ,xa . x , n 3 segundo : 
t j 



[ n p f  + 1 dd cpcX3 u 
+ 2 cYCxT3 - n?~d*3]Ch~ -hk P * 3 >O 

u J 

Sbmsndo todas a s  equações da forma CII.203 t e m - s e :  

. . . CII.  213 

Subst i tuindo equações CII.19b3,  C I 1 . 1 9 ~ 3 ,  C I I - l Q d *  

CII. l S f 3  em CII. 213 : 

Escrevendo C I I -223 de  for  m a  vetor i a1 : 

E f inalmente  def in indo  ve tares  coluna : 

* 
gCX 3 = C n ~ s * 3 ~  C C X > ~  C C X ~ ~ ~  -n~d*3 3 T  CII .243 

T T $T3' X = C r  x CII. 253 
A T 



e portanto o problema d e  i nequações var iac i sna i s  B : 

* * T 
Determinar X ~ f l  ; gCX 3 C X  - ~ * 3  L O Y X E R  CII.263 

sendo R o espaço def in ido  pe las  r e s t r i ç õ e s  C I I l b  a t é  

CII. 1Sf-3. 



I I . l . 2 .  EQUILÍBRIO DE TRAFEGO. 

Uma d a s  e t a p a s  importantes  d o  planejamento e m  

t r a n s p o r t e s  c o n s i s t e  e m  determinar o f l u x o  d e  d i v e r s a s  

modalidades na r e d e  a p a r t i r  d e  : uma c e r t a  i n f r a e s t r u t u r a  

da r e g i  ã o  es tudada  C r u a s  , i n t e r  seqões , 1 i nhas d e  

LrAnsi to,  e t c 3 ,  de um conjunto  d e  p o l í t i c a s  p a r a  o 

funcionamento do sistema e da  demanda por viagens e n t r e  os 

d ive r sos  pontos da  reg ião .  Ta i s  f l uxon , s ã o  comumente 

rnbdidos eni unidades d e  t r a n s p o r t e  por unidade d e  tempo. 

In tu i t ivamen te  pode-se pensar que, senão houver 

al t e r a ç a e s  e m  algum dos três e1 ementos a n t e s  

mencionados pa ra  c a r a c t e r i z a r  o s i s t e m a ,  depois  d e  um 

c e r t a  tempo o s  f l u x o s  deverão e s t a b e l e c e r - s e  e m  algum 

"estado e s t a c i o n b r i  o" ou e s t a d o  de  equi  li b r i o ,  tal  como 

acontece com o u t r a s  fenomenos da  na tu reza  como e5 no c a s o  

do  f l u x o  de  f l u i d o s  ou no caso  d o  f l u x o  d e  c o r r e n t e  

elétrica. A s s i m  por exemplo, se o s i s t e m a  d e  t r a n s p o r t e  

está e m  e q u i l í b r i o  e e x i s t e  a criação de um c e n t r o  d e  venda 

d e  produtos  a l i m e n t i c i o s  d e n t r o  da r e g i ã o  es tudada ,  9 

provocado, um aumento da  demanda por viagens at& o 

1 ugar que esta d e s e s t a b i  li zando o si s t e m a .  Contudo pode-se 

e spe ra r  que depois  d e  un per iodo  determinado d e  

kempo, como por exemplo, uma semana ou um m e s ,  o s i s t e m a  

a t i n g e  um novo estado d e  e q u i l i b r i o  d e  f l u x o  d e  t r a n s p o r t e .  

Tentando e s t a b e l  ecer um cri  téri o para  determinar as 

d i s t r i b u i ç 8 e s  d e  t r i i fego  s o b r e  r o t a s  a l t e r n a t i v a s  e que 

permitam a t i n g i r  um e s t a d o  d e  e q u i l i b r i o  e m  r e d e s  d e  

t r znzpor t e YARIXQPS: i G522 f =r zul a us segui n t  e= pr i !rei pi ùr : 

i Os tempos d e  viagem e m  t o d a s  aâ retas rea lmente  

usadas são i g u a i s  e menores que o tempo que exper imentar ia  

um un i so  v e i c u l o  e m  qualquer r o t a  não usada. 

i i 3  O tampo m&dio d e  viagem & m í  n i  ma. 

O pr imei ro  cr i tér io  f condiqão de e q u i l i b r i o  do  

usu%rio3 é i n t e r e s s a n t e  d e  um ponto d e  v i s t a  prAt ico ,  p o i s  

l e v a  a pensar que o f l u x o  d e  LrAfego, t ende  pa ra  u m  

s i t u a ç ã o  d e  e q u i l i b r i o  na qual nenhum moto r i s t a  pode 



diminuir  s e u  tempo de viagem ao mudar para  uma nova r o t a .  

Por o u t r o  l a d o ,  o segundo c r i t & r i o  Ccondição d e  e q u i l i t s r i o  

do s is tema3 é m a i s  ef i c i e n t - e  no s e n t i d o  que d i z  relação c o m  

a minimização do tempo m&diss d e  viagem d e  um ve icu lo .  

Matemáti camente o equi 1 i br  i o do  rnruár i o C pr i m e i  r ss 

p r i n c i p i o  d e  Wardrop3 pode ser c a r a c t e r i z a d o  tendo e m  c o n t a  

as mesmas definiqSies d e  v a r i á v e i s  numa r e d e  G-CN, A3 

considerada ,no e q u i l i b r i o  d e  preFos pa ra  o caso 

mul ti produto C TORRES, 1987; SHEFFI , 1985; STEENBRI NK , 1974 ; 

e t c .  3 , a s s i m  sendo def i ne-se ad i  ci onal mente: 

c E ~ h 3  : Custo d e  cada caminho k para  produto p que 

une um par C i . j > .  

uP : Custo do caminho d e  c u s t o  minimo que une 
i j 

C i  , j> para  produto p. 

e tendo-se que: 

= minimo cP Ch3 Q i , j ,  p E P CII .  883 
k E K  

k 
i j 

ik maneira que o equi  1 i b r i  o do usuar i  e .& a t i n g i  do  para: 

Cada ve to r  d e  f l u x o s  de  caminhos; na r e d e  deve s a t i s f a z e r  as 

condiqõen d e  conservação d e  f l u x o  e d e  não nega t iv idade  na 

rede ,  t a l  como acontece  com o Problema Geral d e  

Equi 1 i br i o Espaci a1 d e  Pr eços. 

A1 t e r n a t i  vamente ta i  â equaqões podem s e r  co l  ocadas  

def i n i  ndo a demanda f i x a  de  v i  agem pa ra  cada par C i , j 3 e 

para  cada produto p como gP de modo que: 
i j 

CII .  29b3 



h: 2 O V k E Kij ; i . j ;  p E p CII. 2Ss3 

C I I .  8Qd3 

O problema C I I .  293 4 conhecido na li t e r a t u r a  c o m o  

problema d e  e q u i l i b r i o  d e  t r a f e g o  multimodal e m  r e d e s  d e  

t r a n s p o r t e .  Evidentemente, no caso d e  e x i s L i r  s b  um moda a 

cons ide ra r  a formu1ar;ão *é exatamente  a m e s m a ,  não 

cons i  der  ando o s u p e r i  ndi ce p. 

Anál ogamente à t r  ansf  or maqão d a s  condi qões  de 

e q u i l  i b r i o  d e  preços ,  pode-se e s t a b e l e c e r  a condição  d e  

equi  l á br i o d e  tráf egã  equi  va l  e n t e  d a  s e g u i n t e  maneira: 

onde h* e u P * são as v a r i á v e i s  d e  e q u i l í b r i o  que  
i j  

s a t i s f a z e m  C I I .  8Qa3. Somando p a r a  t o d o  k , i , j E? p t e m  - SE? 

a i nequação: 

P * 2 [ C:C~*> - u!? ]C - h, 3 2 0 CII .  313 
L J 

equi  valentemente  s u b s t i  t u i  ndo C I I .273 e C I I .  39d3 : 

C I I .  383 

e def i n i  ndo adequadamente v e t a r e s  : 

CCX* 3 = ccPcX33 ã=1.. . . - I A \ ,  p=l, .  . 
CL - - IPI 

Q 

X = cxP3 a=1, . . / A I ,  p=l,. . 
a - - IPI 

t e m - s e  8 pr obl  e m a  d e  i nequaçõeâ var i aci ona i  s equi  val e n t e :  



* T 
Determine X* E fi ; CCX 3 CX - ~ * 3  2 O V X E R. CII. 333 

onde i2 & o conjunto definido pelas restriçEes 

CII.2Sb3,CII.ElQc3 e CII.2Qd3, e sendo X o fluxo multimodal 

que satisfaz a conservacão de fluxo na rede-Portanto 

CII. 333 é a incquação variacional que representa o 

problema de equilíbrio de tráfego para uma rede G = CN,A3 

cõnsi derando vAri os modos de transporte. 



I I. 1 . 3  EQUI VALÊNCI  A E N T R E  PROBLEMAS D E  EQUI L P  BRI O DE 

PREGOS E TRAFEGO. 

Os p r o b l e m a s  estudados nas seçBeci 11.1.1 e I I. 1.2 

p o d e m  ser uni f icados  n u m a  e s t r u t u r a  c o m u m .  E s p e c i f i c a m e n t e  é 

o casa do prabl ema geral de equi 1 i br i u espaci a1 de pr eças e m  

redes e o p r o b l e m a  de e q u i l í b r i o  de tráfego. 

Para i s t o  e s c r e v a m o s  n o v a m e n t e  as c o n d i # 5 e s  de 

e q u i l í b r i o  de preqos e tráfego: 

5 C s 3  + 1 6* c a C x S  - n . C d S  = O se hk> O 
a J 

1 V k E K. , i , j  
L .j 

2 0  s e h = O  
k CII. 3 4 3  

Seja u m a  rede G = C N , &  na qual  para cada par C i , j S  B 

associado u m  nb a r t i f i c i a l  rn l igado A rede pelos arcos C m , i S  

e C j 5 d  L a l  c o m o  m o s t r a d o  pia f i g u r a  CII.53. 

Fig.  11.5 Mb ar t i f ic ia l  m. 

Para esse cano se cief i n e  M c a i n o  conjunto de todos os 

nós m associado a cada par de n & s  da rede a u m e n t a d a  G' = CM5 , 
A'S  e a l é m  disso,  a s s o c i a m - s e  c u s t o s  e f luxos  aos arcos 

€ 3  e C m , i S  da s e g u i n t e  m a n e i r a :  



Logo as condições de equilíbrio de preços se transformam 

e m :  

ou equivalentemente na rede aumentada: 

Por outro lado assume-se que u = O e portanto o equilibrio 
mm 

de tráfego mostrado em C 1 1 . 3 6 2  aplicado na rede estendi da 

tambgm se transforma em 1 1 . 3 7 3  para cada par i ou 

equivalentemente para cada nb ar t i f ic ia l  m E M. 

De maneira que o Problema Geral de Equi 1 i brio Espaci a1 

de preços em uma rede G=C N ,  A3 , cor responde a u m  prsbl ema 

de equilibrio de tráfego em uma rede aumentada G'=  CN',A'3, 

com uma escolha adequada dos custos e fluxos dos novos 

arcos n a  rede e considerando um nB a r t i f i c i a l  m par a 

cada par or i gem - destino da rede ori yi na1 . 

De f orma compacta o problema é colocado como: 

* JC T 
Determinar X E i2 ; CCX 3 C X  - ~ * 3  > O Y X E. n CII. 3 8 3  

onde X* = Cxu2aeA e C C X * ~  = C C C X ~ ~ ~ ~ ~  u para o 

problema de equilíbrio de tráfego e : 

* = Cx 2 e CCX? = C c ~ ~ 3 3 ~ ~ ~ .  para o GSPEP. 
a UEA* u - 



Entretanto C2 é formado por equaçBes de  conservação de  

f luxo  na rede G = fN,K?para o PET e p e l o  m e s m o  t i p o  de  

equaçEes para a rede G'= CN;A23 para s GSPEP. 



1 1 . 1 . 4  PROBLEMA DE EQUILÍBRIO DE PREGOS EM REDES 

CONGESTI ONADAS. 

Um r e c e n t e  e s tudo  d e  FISK C19874 apresen ta  o problema 

d e  equi 1 i br i o de preços e m  r e d e s  mul ti modai % congest ionadas , 
que t e r r e sponde  a uma r i tuaçf io  na qual vArios produtos ,  são 

t r  ansgor t ados  por vAri as modos d e  t r a n s p o r t e  e n t r e  d i  ver  s o s  

pontos de  uma r e g i ã o  Ccentrbides3,  u t i l i z a n d o  como crit&r+.icl 

par a de te r  mf n a ~ ã o  do  f 1 uxo o primei r o p r i n c i p i a  de  W a r  d r o p  

C e q u i l i b r i o  do  usuArio3 e mantendo o e q u i l i b r i o  dos p reços  

dos produtos t r anspor t ados .  I s t o  r e p r e s e n t a  uma si tuêc$b e m  

que ambos e q u i l i b r i o s  devem ser e s t a b e i  eci dos  

si mul t h e a m e n t e .  

A f o r  mul asão . supondo que s ã o  conheci d a s  

exp l i c i t amen te  aâ funções d e  demanda sCn3 e dCn3 para  o s  nbs 

da rede ,  é a segu in te :  

C I I .  3Qb2 

CII .  39c2 

rnrcn3 = ~r~ OU sPcn3 = nP V i , p 
i i 

CII .  3Qd2 
J 

Sendo que t o d a s  as v a r i á v e i s  conservam a notação d a s  seções 



a n t e r i o r e s  e: 

p : p r o d u t o p  

TP : f l u x o  e n t r e  
i j 

uP : c u s t o  d e  
i j 

á e j pa ra  o produto  p. 

equi  1 i b r i o  ãobr e os caminhos 

usados pa ra  o produto g. 

AP : Produçâto total  d e  p e m  i .  
L 

B' : Consumo to ta l  d e  p e m  j. 
j 

A condiqão C 1  I .  39a3 cor responde ao equi  l i br i a d e  f l u x o s  na  

r e d e  que C uma r e d e  multimodal onde sãs rep re sen tados  os 

d i  ve r sos  modos d e  t r a n s p o r t e .  Tal e q u i l d b r i s .  ê 

e s t a b e l e c i  do  no primei r o p r i  nc i  p i  o d e  Wardr op a n t e s  

a i r e s e n t a d o .  A s  equações: C I I .  39b3 são a condiqão d e  

e q u i l í b r i o  d e  

r e g i  ões  i e j . 
caminhos e o 

cada produto.  

r e1 aqão e n t r e  

s a i 3  d e  cada 

as restrit$ks 

preços  que deve se manter e n t r e  d u a s  

Por o u t r o  1 ado C 1 I .3Qc2 rel a c i  ona o f 1 uxo nos  

f l u x o  total  e n t r e  cada par  d e  nbs  e p a r a  

Equações C I I .  3963 e C I I .  39e3 es tabe lecem a 

f l u x o  t o t a l  e m  e q u i l i b r i o  que chega Cou 

c e n t r ó i  d e  d a  r e g i ã o  e m  es tudo .  Fi na1 mente 

C I I .  39f3 expressam a não n e g a t i v i d a d e  de 

f l u x o s  e preços.,  Reordenando os termos e def i n i  nda 

adequadamente os v e t a r e s  anAlõgamente As seções 1 1 . 1 . 1  e 

I I . i . 2  é poss i  ve l  e sc reve r  a i nequação var  i aci ona l  

e q u i v a l e n t e  c o m o :  

De forma compacta 

Determinar X* E 

sendo: 

T 

- u*] Ch - h*3 2 O CII.QO3 

o problema pode ser col ocado c o m o  

* T 
Ci ; gCX 3 C X  - x*3? O V X d  CII .413  



e sendo: n = ~ n 4  n = 6np3 T= c ~ P . 3  
I i p , i e  J J ~ P P '  L j irjrp 

vetares; coluna d e  presos: d e  prociuqSo, de demanda e v e t o r  d e  

f l u x o s  respectivamente.  C! o con jun to  pa ra  o qual X .4 viAve1. 

Para  r e s o l v e r  ta l  problema pode ser u t i l i z a d o  algum dos  

a1 gor i t m a s  conheci dos  d e  i n e q u a ~ õ e s  var i aci onai S. FI SKC 1 9873 

demonstra a e x i s t & n c i a  e unic idade  pa ra  tal  solução.  A 

formulação CII. 393 i n c l u i  casos nos q u a i s  não e x i s t e  

um e q u i l i  b r i o  e n t r e  o f e r t a  e demanda numa r e g i ã o  dada,  o 

que & uma si tuaqão f r e q u e n t e  por exemplo, quando e x i s t e m  

p rodutores  i n e f  i c i e n t e s  d e n t r o  da r e g i ã o  ou quando um 

produto t e m  pouca procura na S rea  e m  que e s t S  sendo 

pr  oduz i do. 



I I. 1.5 RESUMO DOS PROBLEMAS FORMULADOS COMO I NEQUACmS 

VARI ALI ONA1 S. 

Em todos  os casos  es tudados  nas  seqões a n t e r i o r e s  

determi na-se uma i nequação v a r i  aci s n a l  que r e p r e s e n t a  o 

problema. A d i f e r e n ç a  e n t r e  eles C do ponto d e  v i s t a  

puramente m a t e m á t i c o  3 est% somente na d e f i n i ç ã o  d e  vetares. 

Um resumo d a s  c a r a c t e r i s t i c a s  d e  cada problema pode ser 

encontrado no quadro 11 .1 .  

E impor tan te  notar  que t o d a s  as f orrnulsçães &o do  t i p o  

a r c o  - caminho, i s to  , as equações de  conservação d e  

f l u x o  na d e  s ã o  escritas u t i l i z a n d o  c o m o  v a r i á v e l  o 

f l u x o  dor  caminhos que unem cada par da  nhs i e j. 

Contudo, t a i s  equações tambem podem ser f or mul a d a s  

u t i l i z a n d o  como v a r i  Ave1 o f l u x o  d e  cada a r c o  da  r ede ,  ou 

s e j a  da forma nó-arco. Embora a formulação do p r i m e i r o  

t i p o  a n t e s  mencionado seja a m a i s  comum, ex is tem v á r i o s  

es tudos  espec i  f i c o s  para  o segundo caso ,  p r i  nc i  g a l  mente 

devido a o  fa to  que para  r e d e s  d e  grande porte?,o número 

d e  cami nhos envol v i  dos pode r e s u l  L a r  i nvi áve l  num& i camente. 

Consideremos a formulaqão nó-arca para  o GSPEP: 

d - s  + 1 x a - 2  x  = O  V i = N  
i i u  

C I I .  423 
i- - 

uEA uEA 
i i .  

Equações de  conservação de  f 1 uxo par a G'  = C N ' , A'3  , def i n i  d a  

na seção  11.1.3: 

C , x a - Ç  x ci = o  V i  E M *  C I I .  d43 
- 

onde : 



A' . Conjunto de arcos que saem do nó 3 ,  
i .  

A? : Conjunto de arcos que chegam ao nó i .  

Portanto se  B & a matriz de incid&ncia nó - arco para 

a rede aumentada G' a i nequação var i aci onal cor r espondente 

pode ser formulada como : 

* T 
Determinar CCX 3 C X  - XX2 I O Q X E fl CII. 452 

$3 = €X; BX=b, XXD, b = 8. 

No casa do problema de equi l i bri o de tráfego o vetar b 

corresponde com g da equação C II.SSb3. 
i j 

De qualquer forma. ar variáveis consideradas em cada 

f ar m u l  ação permi t e m  obter var i ávei s cor r espondentes , i s t o  & , 
me são conhecidas: varibveis de fluxos de caminhos, as 

correspondentes a fluxo de arco podem se  obter mediante o 

usa de equação C II.2e3. Para o caso i nvereo, ou se  ja quando 

as variáveis conhecidas são os fluxos dos arcos, os fluxos 

e m  caminhos podem ser obtidos a partir  do algoritmo 

formulado por D R I S  - KATTOUNI C 19882. 



PROBLEMA G=C M e A3 X gC X3 

S P E P  D. E. c s T ,  t T , d T 3  C ~ C S S ~ , C C ~ ~ ~ ,  - n ~ d 3  3 
T T 

CãT,x: dT3 
T T 

GSPEP-I4 Rede C ~ C S ~ ~ , C C ~ ~ ,  - n ~ d 3  3 
T' T T T T 

GSPEP-M-M Rede ~rn'.x;f, xT dT3 CnCr3 .c*x3 .cCx3 .-nCd3 3 
T T 

?XP Rede C x3 CC x3 

GSPEP-TEP Rede ~ n ~ . n : . ~ ~ , h ~ 3  I ~ 1 ~ n ~ 3 ~ - ~ ~ i ~ ~ , - d ~ n ~ 3 ~ + b ~ 1 3 ~ ,  

nT +uT-n'f . c~ h-1.133 T 
I - 

* * T * 
Probl e m a  g e r a l  : Determinar X ; gC X 3 C X-X 320 V X E ~  , 

fi = < X  1 X s a t i s f a z  conservaqão de f l u m 3  e 

W E P  : Problema Padrão de Equ i l i  b r i o  Espac ia l  de 

Preços ,  

GSPEP : Problema Geral d e  E q u i l i b r i s  Espac ia l  d e  Preqos ,  

GSPEP-M : GSPEP Mul ti moda1 , 
GSPEP-M-M: GSPEP-M Mul ti pr s d u t o ,  

TEP : Problema d e  Equi 1 i bri o de Tráfego,  

GSPEP-TEP: Problema Combinado WEP-TEP. 

D. B. : Digra fo  B ipa r t i do .  

N o t a :  Tador os vetoreâ r%o d e f i n i d o s  s o m o s  v e t o r e s  co luna .  

Quadro I I .1 Resumo de f o r  mul aqão por I riequaqSeã \dar i aci onai s 



I I .  2 FQRMULAÇEO V I  A COMPLEMENTAR1 DADE NXO LI  NEAK. 

O problema d e  e q u i l í  b r i o  d e  preqos nas  s u a s  d i v e r s a s  

modalidades, também t e m  s i d o  formulado como um problema d e  

compl ementar i dade não l i n e a r  CPCN3 ver por exemplo o s  

e s tudos  d e  : FRI ESZ et al i i C 1 Q843 , PANG e LWANGC 1 S823. PANG 

e LEEC 1381 3 , ou TOBI NC 1 E B 3 .  Tal f a t o ,  e m  a1 guns casos, pode 

ser d i re tamente  der ivado  a p a r t i r  da  formulaeão do  problema 

como i nequações v a r i  aci onai s , u t i  1 i zando o t e o r  e m a  d e  

equi  val  &nci a f o r  mul ado Por K I  NDERLEHRER e 

STAWACCHI AC 19803 , no qual par a um pr ais1 ema d e  i nequaçoes 

def i n i  do  por : 

* T Ik Determinar XEC~ g C x 3  C X - ~ 3  > O i  V x 2 O C I I . 4 5 3  

g :  C 2 4 ~ ~  

e x i  ste um grobl a m a  d e  compl ementar i dade nâfo 1 i near  

e q u i v a l e n t e  def i n i d o  por : 

CII .  463 

C I I .  473 

Contudo, tal  problema pode ser o b t i d o  d i r e t amen te  a 

p a r t i  r da f ormul aqão i n i  ci  a1 d a s  condi gõez d e  equi  l i b r i  o. 

Considere - se por exemplo o GSPEP CPrablema Geral d e  

E q u i l í b r i o  Espacial  de  Preços>.  Para  esse cano d o i s  t i p o s  

d e  formulaqõeç c o m o  PCN podem ser e s t a b e l e c i d o s  ta l  c o m o  

no caso  d e  i n e q u a ~ õ e s  v a r i a c i o n a i s .  Um p r ime i ro  que  

i n c l u i  como v a r i á v e l  o f l u m  dos caminhos C t ipo  arco - 
caminho3 e o o u t r o  c u j a s  v a r i á v e i s  são os f l u x o s  nos a r c o s  

denominada nb - arco. 

I I -2.1 FORWLAÇXO ARCO - CAMI NHO. 

Para  esse c a s o  podemos r eesc reve r  o problema a n t e s  

formulado C equações I I .  2a até I I .  2e3 segundo: 



C I I .  48c3 

h: > O V :  p,k = K i j  C I I .  d8d3 

nfs I O V: p,j  CII .  d8e3 
J 

e onde & d e f i n i d o  por : 
J 

C I I .  4 9 3  

C I I .  5 0 3  

Notando que: 

> O  se o mercado j é um exportador  d e  produto p, .: ( < O se o mercado j & um importador de produto p, 

= O e m  o u t r o  caso.  

No c a r o  e m  que: 

V j. CII .  SI3 

ou s e j a ,  a quant idade  demandada d e  um determinado produto e m  

um determi nado mercado excede a quant idade o f e r e c i  d a  na 

mesmo mercado com preqo nu lo  ; FRIESZ et al i iC19843 

apresentam o s e g u i n t e  problema e q u i v a l e n t e  com C I I .  4Q2 : 

C I I .  5 2 ~ 3  



Definindo : 

CII. S2d3 

h; > O V: p.k e K i j  CII. 52e3 

sendo h o v e t o r  composto d e  e lmentos  hP V p,k E K. .,i, j e n 
k LJ 

o ve to r  c o m  e lementos  nP V p j , e n t r e t a n t o :  
j 

. . . . .CII. 533 

e n t z o  o problema CII. 523 pode ser escrito c o m o :  

CII. 463 

CII. 473 

1 1 2 . 2  FBRMULAÇXO M 8  - ARCO PARA O GSF'EP. 

N e s t e  caso as equaçãeâ d e  conservação d e  f l u x o  sZo 

co locadas  a t r a v é s  d a  v a r i á v e l  xP que i d e n t i f i c a  o f l u x o  d e  
u 

produto p que pas sa  p e l o  arco a. Ou seja, n e s t e  cano a 

var i Ave1 que r epr  esenLa i mpor tai;ão ou expor tacão d e  pr o d u t o  

p num determinado mercado deve se e s c r e v e r  como: 

onde : 

A+ : Conjunta d e  a r c o s  que chegam no nb j .  
j 

A- : Conjunto d e  a r c o s  que s a e m  do  nb j . 
j 



E n t r e t a n t o  as equaçBes e q u i v a l e n t e s  às CII. 623 c o m  uma 

supos i  qão  si m i  1 ar são: 

CII. 55c3 

e d e f i n i n d o  

.= [ n ]  
sendo x o v e t a r  d e  f l u x o  nos arcos por produto , n t a l  c o m o  

def i n i  do  na  f o r  mul açãa arco-cami nhos a n á l  ogamente 

e s c o l  hende uma forma adequada pa ra  a função g tal como: 

o problema de complementaridade assume a forma d e  equac;ãeã 

CII.463 e CII.473. 

E impor tan te  no ta r  que a fsrmulação e m  fun@o d e  

f l u x o  e m  arcos se t o r n a  muito impor tan te  em r e d e s  de 

grande  tamanho, dev i  d a  a que,  e m  t a i s  casos  as vari ávei ã ' que  

denotam o i  f l u x o s  e m  caminhos a t ingem ndmeros exageradamente 

al tos,  i nvi abi l i zando i mpl ementaqões e m  computador. 



1 1 . 3  FORMULAÇXO ATRAVES DE PRQGRAMAÇZO MATEMÃTICA. 

E x i s t e  um caso p a r t i c u l a r  e m  que um problema d e  

i nequação v a r i  aci onal  C equação 1 1 - 1 2  t e m  um problema d e  

programação m a t e m á t i  ca equi v a l e n t e .  I s to  acon tece  porque uma 

inequação v a r i a c i o n a l  é a condiçZío de o t ima l idade  g l o b a l  de 

um problema d e  programação não l i n e a r  no c a s o  e m  q u e  o 

mapping gCx3 = CglCx3, g2Cx3,. . . . ,g,Cx33 é o g r a d i e n t e  

d e  alguma função  convexa e m  R e que s e r á  i d e n t i f  i c a d a  por 

C Esse  t- um casa p a r t i c u l a r  porque a funqão fCx3 nem 

sempre e x i  =te par  a um mappi ng dado, ou equi  va l  en temente  

nem t o d o  mapping & g r a d i e n t e  d e  alguma função.  A cond ição  

n e c e s s á r i a  e s u f i c i e n t e  p a r a  t a l  e x i s t 4 n c i a  é que  o 

Jacobi  ano  do  mappi ng gC x3 seja si m & t r  i so C HOTTELLI NG, 

19323 ,caso no qual  gCx3 é a p r o p r i a  ma t r i z  Hessiana da 

f unção. 

A s s i  m, o problema d e  programação m a t e m á t i c a  e q u i v a l e n t e  

c o m  o problema CII .13  é: 

Minimizar fCx2 = 1 f g i c d d a  
x E n  L O 

CIP. 5 7 2  

Pa ra  exempl i f i ca r  a s i t u a ç ã o  estudam - SB os casos 

si m & t r  i cos dos  pr  obl  e m a s  GSPEP , SSPEP , TEP. 

11.3.1 PROBLEMA GERAL DE EQUILIBRIO ESPACIAL. DE 

PREÇOS C GSPEP3. 

Consi de r  e m o ã  o GSPEP - Mul ti moda1 , for mul ado  c o m o  

pr obl  e m a  d e  i nequaqão var i a c i  onal  na  seqão I I .  1 . 1  - 1  . Par  a 

esse caso a condição d e  s i m e t r i a  se d& quando t a n t o  o 

i n v e r s o  d a s  funqões de o f e r t a  e demanda, como as funções  d e  

c u s t o s  são s e p a r á v e i s  por produto.  A s s i m  o problema d e  

mi n i  m i  zrrção equi va l  e n t e  é: 



C I I .  583 

I I .  3.2 PROBLEMA PAQREO DE EQUI L f  B B I  O E S P A C I  A L  DE 

PREÇW. 

Para  esse pr obl ema , f o r  mul ado como i nequaqão 

v a r i  a c i  onal na expressão  C I I .  1 8 2  , a condi r;ão d e  s i m e t r i a  

também se dh para  funções i n v e r s o  d a  demanda, i n v e r s o  da 

o f e r t a ,  e c u r t o s  s e p a r á v e i s ,  dando origem ao problema 

CQISVésXO : 

Quando as funqões de  preqos d e  o f e r t a  e demanda e as 

f unçBec; de cus to= s ã o  l i neares  o grobl  e m a  C I I .  SS3 medi a n t e  

um deâenvol v i  mento ana l  i ti c o  , se t ransforma no problema 

d e  t r a n s p o r t e  cl Assieo CTAHA, 1982; BASARAA, 18793, razão 

p e l a  qual s SSPEP - s i m é t r i c o  também se denomina Problema 

d e  Transpor te  Gener a1 i zado , tal  coamo i ndi cada na i t e m  I I - 1  - 1  . 



I I -3.3 G S P E P  - MULTI MODAL - MULTI PRODUTO. 

A f o r m u l a ç Z o  m e d i a n t e  u m  p r o b l e m a  de i n e q u a ~ ã o  

variaeional para esse caso i. apresentada nas  equaqE3es 

C 1 1 . 2 3 3  a C I I . 2 6 3  e o p r o b l e m a  s i m & t r i c o  &: 

M i n  F C + i , x A . x T , d 2 =  ~ ~ ~ k p C a 3 d $  L + 
O O 

+ ~ ~ $ : c m d ~ t  - C I P .  a03 

O 

s. a C I I .  1Sb3, C I I .  1Sc3, C I I .  18d3, C I I . 1 9 e 3  e CII. 19f3. 

I I .  3.4 PROBLEMA DE EQUP L f  B R I  O D E  TRAFEGO. 

Para  esse p r o b l e m a  a situaqão de Jacobiano s i m é t r i c a  se 

apresenta quando o c u s t o  de  v i a g e m  do u s u á r i o  para 

cada m e d o ,  e s t A  representado por u m a  funqão que depende 

s o m e n t e  do f l u x o  no arco correspondente xP, e portanto o 
Q 

p r o b l e m a  equi  va len te  &: 

Ct 

M i n i m i z e  FCx3 = 11 cP~x3dx  
u 

P a 

C I I .  613 

5:. a 

x szt isfaz C I I .  2Sb3, C I I .  29c3 e C I I .  2Sd3 

O problema anterior t e m  s ido a m p l a m e n t e  estudado 

através de u m a  serie de trabalhos d u r a n t e  as bl ti m a s  decadas 

C A B S H T I  AMI e MAGMANTI ,1981 ; DAFERMOS 1971 ; F L O R I  AN , 1871 , 
etc  - 3  sendo pr i m e i  r a m e n t e  f or m u l  ado por BECKMAN e& a1 i i 

C 1 Q&j63. 



CAPf TULO 

METODOS DE SOLUÇm PARA PROBLEMAS DE EQUILTBRIO. 

No capi t u 1  o anter i or f ar am for m u l  ados pr obl emas de 

equilibrio de preqos e tr2tfeyo nas suas diversas 

modalidades e características, i s t o  &, nos casos gerais, 

como i nequaqões var i aci onai s e compl ementar i dade não 

linear ou em casos particulares como problemas de 

programação matemática em que o Jacobiano do mapping 

gCx3 B sim&trico. Tambgm foram analisados dois tipos de 

f ormulação, u m  em que  as equações de conservação de fluxo 

são colocadas da forma arco - caminho, e outra em que são 

colocadas coma sendo de tipo nb-arco. 

Esse capitulo apresenta os diversos métodos que tem 

sido desenvolvidos para obter uma solução ao problema de 

equi 1 i bri o formulado no capi tu1 o anteri or , consi derando 

separadamente cada situacão, i s t o  &, para o problema 

for m u l  ado como i nequaqões var i aci onai 8 C seção I 11-13 par a 

o prabl ema formulado como complementar i dade não 1 i near 

Cseção 1 1 2  e para a formulaqão correspondente ao caso 

simetrico CâeçEo 111.33. 

Nessa se@o sãs estudados os métodos para resolver os 

pr csbl emas de equi 1 i br i o f ar mul ados no capi tu1 o anter i or 

Cpreqos e trAfecjo3, quando colocados como uma inequação 

var i aci onal da f or ma : 

sendo g u m  mappi ng monbtono g : R ---+ IRn, . e0 G IRn u m  

conjunta compacto C f  echado e 1 i m i  tado3. 

Essa familia de m&todos atúa i t e ra t i~amente~  



resolvendo e m  cada etapa u m  s u b p r o b l e m a ,  t a m b é m  u m a  

i nequacão var i aci onal , que p r o v é m  de apr oxi m a r  o m a p p i  ng 

g C x 3  através de u m a  1 ineariza~zo e m  t o r n o  de u m  ponto xk e 

def i n i  do c o m o :  

onde J C x 3  & u m a  m a t r i z  quadrada de o r d e m  n. A s s i m ,  o 

s u b p r o b l e m a  pode ser escri t o  c o m o  CPANG e LHAN, 19823 : 

Ivcgk,n3 : Determinar x k + a  
s n, t a l  que  : 

k + i  T CJkcx 3 C x  - k + i  x 3 L O, V x E n. CIII. 33 

De m a n e i r a  q u e  o a l g o r i t m o  geral pode ser s i m p l e s m e n t e  

f o r m u l  ado c o m o  r era1 vendo uma sequênci  a de subpr obl e r n a s  , 
t a l  c o m o  forwlizada no a l g o r i t m o  C ã I I . A 3 .  

I n i c i o  
Q 

Escolha x e n, E C p r e c i s S o  desejada3 

k t O; 

R e p e t i  r 

R e s o l v e r  I V C ~ ~ . C ~ ~ ;  C+ x k + i )  

k t- k+1; 

A t e  11 xk - x k - i  11 " E; 

f i m .  

0s diferentes  m 8 t o d o s  da f ã m i l i a  s u r g e m  a part ir  das 

diversas caracteristicas que a m a t r i z  J C x 3  pode a s s u m i r ,  

a s s i m  tem-se: 

a3 M 8 t o d o  de N e w t o n .  

Para esse caso o m a p p i n g  g C x )  deve ser d i f e r e n c i A v e 1  
k  

e ~ C x ~ 3  = V g C x  3 ,  que representa o Jacobiano de gCx3 

avaliado no ponto xk CEAVES,  1978; E A V E S  e S A I G A L ,  1972; 

D R I  S I  -KAP TOUNI e F L O R I  AN , 1987 ; D R I  SSI -#A2 TOUNI , 1 9883 . 



b3 Método Quase - Newton. 
k Nesse caso a matriz JCx 3 é uma aproximaqão do 

Jacobi ano C JOSEPHY , 19793. 

c3 Método de relaxaçães suçesâivaâ CSOR3. 

Para esse caso* a matriz J C X %  = Lcxkl) ou 
k * * 

bem UCxk3 + M x  3/w , onde w é o parámetro de relaxaqão 
k k k 

comprendido entre  O e 2 e, DCx 5 ,  LCx 3 e UCx'3 são matrizes 

formadas a par t i r  do Jacobiano considerando a par te  

diagonal. a parte estritamente triangular inferior e a par te  

estritamente triangular superi or , respectivamente C ORTEGA e 

RHEI NBOLDT, 1 9703 . 

d2 Método de Jacobi. 

O método considera JcxL3 = IXxk3, sendo LKxk3 a 

matr i z composta pel a par te  di agsnal do Jacobi ano 

C DRX SSC -KAI TOUNP e FLORI AN , 1 987 ; DRI SE3 -KAX TOUNI , 1 9889  . 

e3 Método de Projeção. 

A matriz Jcxk3=e é uma matriz simét-rica 

constante e def inida positiva CDAFERMOS, 1980 e 19833. 

Para os dai s u l  ti mos casas Cd, e3 pode -se demonstrar 
k 

que exiske u m  problema quadrático equivalente com IVCg ,R3 

que se pode escrever : 

k k k T  k 
Minimizar CgCx 3 - JCx 3x 3 x + . 5xTJcx 3x CIII. 4a3 
X E ~  

Portanto nesses casos o algoritmo geral se traduz e m  

resal ver uma reqiit-nci a de probl emas quadr &ti cos C A l  g. I I I . E?>. 

O m&tudo de projeção recebe esse nome porque a 

aoluqão do subproblema I V C ~ ~ . N ,  Lambem pode ser  

identificada como a projeção do ponto xk - G-'EJC>~ sobre o 
k + l  conjunto C.2, proporcionando o ponto x . Tal projeção 

corresponde com a sol ucão do seguinte subpr obl ema 

C BERTSEKAS e GAFNI , 19823 : 

CIII. 53 



com I definida por: 

E comum encontrar na l i tera tura  da área a notaqão 

P ~ C Z ~  para identificar a soluqão de  t a l  problema, ou a R 
projeção do ponto z no espaqo R, referente B norma G 

Resultados numéricos para esses dois m&todos, podem ser 

encontrados, a1 ém dos estudos j A menci onados , nas t r  aba1 kor 

de NAGURNEY C 1 8 8 4 , 1 9 8 6 , 1 9 8 7 3  que apresenta uma s&r i e de 

resultadas comparativos e HARKER C19883 que gropge uma 

técnica de aceleraqãs. 

0s resultadas teÇrricos de converg9ncf a das m&todus de 

lineariza@o são apresentados no estudo de PANG e 

CHANC 19823 . 

Inicio 
O Escolha x E R, E €precisão desejada> 

R e p e t i  r 

Resolver : 
I& I?; T * k 

Minimizar CgCxt3 - JCx 3x 3 x + . S x a J C x  3x 
XEL? 

Com soluqão xff; 

fim. 

I I I .  1 . 2  METOBOS NSIO LINEARES.  

O mais importante método desse grupo & a método de 

Jacobi não linear,  conhecido também como m&todo de 

Di  agonal i zaqão ou método de Rel axação. Análogament-e aos 

métodos lineares, esse método também gera u m  rubproblema que 



é uma inequaqão variacional , mas, nesse caso sendo não 

linear. A vantagem da geração de t a l  subproblema & obtida 

mediante a fixação de variáveis de ta l  modo que o 

subprobl ema tenha Jacobiano si mgtri co e portanto u m  

subpr obl ema de programação matemática equivalente. Tal 

fixação & dada por: 

E s s e  fa to  permite escrever o Jacobiano como: 

k k k k agfcxf,x 3 
k 

ag2c5,x 3 
k3 Vg Cx,x = Diagonal [ dx s 

, . ' . .  dx 
i 2 

k DFs maneira que ei ãubproblema PVCg , R3 t a em o seguinte 

subprobl ema equi val ente: 

i k M i  n i  m i  zar !$ { g i~r .xk3dr  
i = f  O 

CIIP. Qa3 

CIII. Sb-i 

A r s i m  o algori tmo geral é aquele formulada na seqãa 

anterior C a1 gari Lmo 1 I S substi t r r i  ndo o subproblema de 

programação quadr &ti ca pel o pr obl ema C I I I . S3 . 

A converggnci a do a1 gor i tmo de di agonal i zação , também & 

apresentada no trabal ho de PANG e CHAN C 18823 , sendo tamb&m 

i ndependentemente desenvol vi da por FLORI AM e SPI E S  C 19823 . 
Ambos estudos demonstram taxa linear de converg&ncia : 

sendo 11 llo a norma gerada pela matriz diagonal , comporta 

dos elmentos diagonais do Jacobiano de gCx3 e r um número 



p o s i t i v o  menor que uma unidade.  Certamente, na medida que  
t 

k t e n d e  p a r a  m . 11 x k  - x 11 t e n d e  pa ra  zero .  

HARKER C19883 propõe um método pa ra  acelerar a 

conver g&nci a do  a1 gor i t m o  , baseado numa gener a1 i zação do  

metodo PARTAN. c o r r i g i n d o  o f a t o  d e  que x k  , gera lmente .  
d 

u z c i l a  ao redo r  do  ponto x . 

I I I . I .  3 OUTROS METOIXS. 

E x i s t e  um o u t r o  método que não obedece a e s t r u t u r a  

dos  ap re sen tados  e m  seqões  111 .1 .1  e I 2 P ropos to  nos  

e s tudos  d e  DUSSAULT e MARCOTTE C19853, MARCOTTE e GUELAT 

C 1 9 8 4 5 ,  19333, o m&todo e s t e n d e  a i d & i a  da  função  "gap" 

def i ni  da  or i g i  na1 mente par  a pr ob l  e m a s  de programação convexa 

CHEARN, 19813, ao caso d e  inequaçães  v a r i a s i o n a i n ,  c o m  

Jacobi ano  não necessAri  amente s i m é t r i c o .  

A s s i m  a função  "gap" e s t e n d i d a  ao problema I V C g , T U  

d e f i n i  do  na equação C 1  11 -13  , assume a f e r m a :  

T GCx3 = Max gCx3 Cx - y3 
Y& 

C I I I .  1 1 4  

com GCX3 = O, V x E S c R, sendo S o conjun to  d a s  s o l u ç õ e s  

do  problema IVCg,CZ3. Por o u t r o  l a d o  GCxS > Q V x e S. 

U t i l i z a n d o  esses c o n c e i t o s  o problema C I I I  - 1 5  pode 

ser formulado como um problema não convexo: 

Minimizar G C x S ,  s. a x e C2 C I I I .  123 

para  o qual  e x i  ste um a1 g o r i  t m o  sub l  i nearmente conve rgen te  

f or mul ado 

suposi  ções  

i 3  

por WRCOTTE C 19853. Contudo as , s e g u i n t e s  

devem ser t i d a s  e m  c o n t a  : 

EZ = € x  ; LY I b 3 ,  é um con jun to  não v a z i o  e 

compacto, A B uma ma t r i z  d e  m por n C m 5 n3 , 
la € IRrn. 

gC x3 é c o n t i  nuamente d i  f er enc i  Avel e monhtonci e m  

R. 

Cam eszss supos iç5es  a função  gap pode se t r a n s f o r m a r  

e m  o u t r a  equ iva l en t e :  



T GCx3 = g ~ x 2 T x  + Mínimo b h CIII.13a3 
A 

S. a 

gCx3 + ~~h = O CIII. 13b3 

A 1 O CIII. 1Bc3 

sendo h a var- i ivel  dual  a s soc i ada  ao p a l i e d r o  não v a z i o  e 

compacto R. 

A r  equaqõesC I I I -133 dão or í gern ao s e g u i n t e  pr  ob l  e m  

equ iva l en t e :  

T Minimizar hCx,h3 = gCx3 x + bTh CIII. 14a2 
XER, h30 

T 
S .  3 gCx3 + a h = s CIII. 141-73 

O a l g o r i t m o  propos to  é um que r e s o l v e  o problema 

a n t e r i  o r  medi a n t e  um m&toda d e  a g r s x i  m a ç 8 e s  1 i n e a r e s  

s u c e s s i v a s  t a i r t o  d a  função  o b j e t i v o  C ~ K K J ,  do conju i r t s  d e  

restri@es, a s s i m  e m  uma e t a p a  k o subproblema l i n e a r  &: 

k k k T  Minimizar CgCx 3 + g'Cx 3x 3 y + bTP CIII. 15a3 

c u j a  solug%o é denotada por ~ ~ ~ , ~ ~ 3 .  Uma busca é e f e t u a d a  

pa ra  determinar o tumanko do passa ci C CC.1 l para u t u a l i z u r  

a variAvel x ,  enquanto a v a r i á v e l  h é a t u a l i z a d a  median te  

rol uqão do  subprobl  em: 

T argmin b p CIII. l6a3 
P 

s. a 

q c d  + tiTP = O CIII. 16b3 

p Z O  CIII. 1Gc3 

O procedimento é formal mente colocado rio a1 g a r i  t m o  

1II .C.  O a l g a r i t m o  a p r e s e n t a  converg4nci a q u a d r g t i  ca , 
i s t o  é : 



O algori t m a  quando apl  i c a d c r  ao p r o b l e m a  de e q u i l i  brio 

de tráfego e m  redes de grande porte apresenta u m  r e n d i m e n t o  

c o m p a r  A v e 1  ao m e t a d o  de d i  agonal i zação anter i or m e n t e  

expl i cêdo. 

In i c io  

Escolha xo E C?; 
O R e s o l v e r :  A r q m i n  bTp s . a  q C x  3 + ~~p = pZ O; 

k t 0 ;  

Enquanto não o t i m o ,  facp 
k R e s o l v e r  p r o b l e m a  C I I I .  153; C+ C y  . pk3 > 

k k * Se Gíy 2 5 0 . 5 G C x  I, f a ~ a  a +-- 1; 
t k 

Senão a E a r g m i n  G C x k  + dyk - x 33, a E C0,l.l; 
k + i  k x k c x k + a C y  - x 3 ;  

T k + l  
p k * \ A r g m i n  b p 6.a gCx 3 + = 0, p> 0; 

k +--k + i ;  

F i m  enquanto;  

Fi m. 

I I I .  2 METODOS PARA O PROBLEMA DE COMPLEMENTAR1 DADE NXO 

LI NEAR . 

N e s t a  seção são estudados os m 4 t o d o s  propostos na 

l i ter a t u r  a par a r esol ver o pr obl e m a  de c o m p l  e m e n t  ar i dade não 

li near def i n i  do por : 

T D e t e r m i n a r  x ; g C x 3  x = O ,  g C x 3  I 0 ,  x I O. C I I I .  183 

onde g : IRn- IRn, é, u m  m a p p i  ng m o n ó t o n o .  

I I I .2. l METODO D E  LI  NEARI  ZAÇeSES S U C E S I  VAS. 

E s s e  m & t o d o  consiste e m  resolver o p r o b l e m a  C 1 1 1  . i 8 3 ,  



d e t e r m i n a n d o  as soluqões de u m a  ãeqiiência de p r o b l e m a s  de 

c o m p l e m e n t a r i  dade l i nea r  que são o resul tado de efetuar u m a  
k 

l i near i  zação do m a p p i n g  g ,  e m  torno de u m  ponto x . D e  

m a n e i r a  que e m  cada ponto se t e m  o p r o b l e m a  l i n e a r  C F R P E S Z  

et a l i i ,  19835 : 

k k k gCx 3 + g'Cx 3C x - x 3 0 O C I I I .  1Sh3 

x > O  CIII. 19c5 

Tal probl e m a  15 de c o m p l  e m e n t a r i  dade 1 i near  C PGL3 , 
que t e m  a l g o r i t m o s  e f i c i e n t e s  para ser resolvido, c o m o  B s 

casa do a1 y o r i t m o  da L e m k e  CMURTY, 19885, para o qual 

exi s t e m  pacotes que p e r m i t e m  resolver prohl e m a s  de grande 

porte c o m  razoável esforço c o m p u t a c i  onal . Estudos  recentes 

C K O J I  MA e YOSHI SE, 19873, a p r e s e n t a m  novas t9cni  cas para 

resolver s PCL e m  t e m p o  p o l i n o m i a l ,  baseadas e m  m é t o d o s  d e  

pontos interiores u t i  liaados na  resolução de p r o b l e m a s  de 

pr ogr a r n a ç ã o  1 i near . Lontuda , par a esse ti po de a1 gor i t m o ã  :são 

exi ste até agora n e n h u m a  i m p l e m e n t a q ã o  tão e f ic ien te  

quanto aquelas  existentes para o a l g o r i t m o  de t e m k e .  

A conver g & n c i  a do a1 gari t m o  s eqMnc i  al  foi d e m o n s t r a d a  

por F R I  ESZ et a1 i i C 19833, para o gr obl e m a  de equ i  L i br i o 

de preços. O e s q u e m a  do m é t o d o  9 dado no algori t m o  

111. D. 

ALGORI mo I I I. D. 

I n i c i o  
O 

Escolha x , s; 
k t 0; 

R e p e t i  r 

Formar e m  x" o problema C I I I .  193; 
k+l k t e r m i n a r  a solução x do problema C I I P . l S 3 ;  

k + k  -1-1; 

A t &  11% k + l  - 211 < i 
f i m .  



I I I -2.2 METODO DE DI MENSXO VARI ÃVEL. 

E s s e  método é baseado no f a t o  e m  que se e x i s t e  um 

par C g .C x3, x .3 não negat ivo e t a l  que: 
J J 

en tão  x B uma soluqão para o problema de  complementaridade. 

I s t o  permite  sepa ra r  um conjunto de  v a r i á v e i s  que são 

d i f e r e n t e s  de z e r o  e que se denota por J = .(: j ; x # O 3 .  
j 

A s s i m ,  para  pa ra  manter a complementaridade de  cada par 

Cg .Cx3, x 3 ,  i s t s s  4 ,  com o s e u  produto nulo,  é necessArio 
.I j 

quE? g .C x3 = O, V j E J , o que pode ser ga ran t i  do resd vendo 
J 

o s i s t e m a :  

Notar que g .Cx3x = O Y j g J, i s t o  porque x = O p a r a  
J j j 

kodo j g J .  In ic i a lmen te  a conjunto  J É. determinado p a r a  
(3 algum ponto i n i c i  a1 x . Nas: etapas: pos te r i  o r e s  J deve ser 

a tua l i zado  dada que pedem e x i s t i r  g .Cx3 < O para j que não 
J 

pertencem a o  conjunta  J ,  ou tamb&m, a p r á p r i a  ro1ur;ão do  

=i stema pode propor c i  onar vã1 ores negat i  vos: par a as 

v a r i á v e i s  x , g.C x3 ou ambos para algum j E J. O 
j J 

procedimento d e  a tua l i zaqão  cons idera  uma r e v i s ã o  d e  todos  

os i nd icez  apár a resolução  do s i s t e m a  até encont rar  o 

primero caso  d e  negat ividade,  seja e m  x ou e m  gCxS. No caso 

de  ser e m  gCx3 e m  um determinado i n d i s e  t ,  e n t ã o  esse é 

i n c l u i d o  no conjunto J ,  i s t o  quer d i z e r  que g Cx3 ser& nu lo  
t 

apds a resoluç2io do s i s t e m a .  No caso  de  ser a va r i áve l  x a 

que apresen ta  a componente negat iva C compoi-iente L3 E 

en tzo  xt & obrigada a ser z e r o  r e t i r a n d o  t do conjunto  J e 

r e t i r a n d o  por t a n t a  gtCx3 do s i s t e m a .  O procedimento d e  

a t u a l i z a ç ã o  cont inua  até que nenhum í n d i c e  passa  ser 

encontrado tendo x ou g Cx3 negat ivos.  Ta i s  i d & i a s  se 
t C 

encontram formalizadas no algori tmo 1 I i . E .  



I n i c i o  

Escolha xn ; 

Determine JO; 

Repet. i r 
k  * Resolver gSx3 = O,  V j e J ; C + x 3 

* k  
Formar 2'' s u b s t i t u i n d o  e m  2 os x V j E J ; 

k + i  j 
Avaliar g:Cx 3 V j e J ~ ;  

J 

Procurar  p r ime i ro  í n d i c e  t ta l  que g ~ x ' 7  < O 
t 

k + l  o u x  < o ;  
t 
k + l  

~e gLcx 3 < O. e n t ã o  J ~ + '  = J' u ( t 3 ;  
k+i  

Sg x < O e n t ã o  t 
V 

k+i  
t O; 

Fim se; 

O a lgo r i tmo  1 I I . E  f o i  desenvol v i  d a  i n i  c i  a1 mente p a r  a 

probl  a m a s  d e  compl ementar i dade 1 i near  C WJRTY, 1 9743 , e 
e s t e n d i  d a  p a s t e r i  ormente par  a CJ pr obl e m  de 

complementar i dade  não l i near  por HABETLER e KOSTREVA 

C 19783, sendo e s p e c i a l i z a d o  pa ra  o problema g e r a l  d e  

equi l i br  i o e s p a c i  a1 d e  pr  ecos por T O E I  N C 19883 , r e p o r t a n d o  

uma s6ri e de r e s u l  t a d a r  num&r ico~ .  

1 1 1 . 3  M E T O W S  PARA O PROBLEMA DE PROGRAMAÇ;-;O MATEMATICA. 

Nesta staqão são abordados oâ métodos usualmente  

u t i l i z a d o s  na  r e s o l u ç ã o  de a l g u n s  d a s  problemas a n t e s  

es tudados  no caso p a r t i c u l a r  do  Jacobi  ano do  mapping gCx3 

C da  f ormul a ~ ã s  do  par ubl  e m a  c o m a  i nequaqão var i a c i  ona l3  , 
ser r i m é t r i c a .  EspecíficamenLe são a n a l i s a d o s  o S E P ,  o 

GSPEP e o TEP 



I I I -3.1 PROBLEMA PBBRS;O DE EQUI L? BKI O ESFACI AL DE 

PREÇCS. 

Q problema formulado no c a p i t u l o  a n t e r i o r  a p r e s e n t a  o 

s e g u i n t e  formato:  

Quando as funqires de preços  d a  o f e r t a  e d a  demanda 

e as funçires d e  c u s t o s  de t r a n s p o r t e  são cont. inuaâ,  

l i m i t a d a s ,  e monbtonas e a i n d a ,  a f u r i ~ ã o  d e  preqos  d a  

demanda d e c r e s c e n t e  enquanto as o u t r a s  duas  c r e s c e n t e s ,  a 

f unqão FCs,  t , d3 é convexa, sendo p o r t a n t o  as condições  d e  

Karush - Kuhn - Tucker n e c e z d r i a s  e s u f i c i e n t e s .  

O prol31 e m a  C I I I .  21 3 ai nds  pode ser si mpl i f i cada ,  

s u b s t i  t u i  ndo as r e s t r i ç õ e s  d e  i gual  dade na função  o b j  eti  vo , 
gerando o s e g u i n t e  p rab l  e m a :  

C I I I .  22a3 



E s s e  problema obedece ao formato ge ra l  : M i  n i  m i  z a r  FC x3 

s. a x 20, par a o qual a programação não 1 i near pr oporci ona 

uma ser i e d e  al gor i tmos C MI NOUX , 1086 ; FLETCHER r 1880 ; 

LUENBERGER, 1984, e t c  . 3 .  V á r  i o s  estudos t e m  si da 

desenvol vi  dos,  e s t a b e l  ecenda comparaq8es num&- i cas p a r a  

esses d i  ver sús a1 g o r i  tmos , são esses: 

Frank .E Ylrolfe CZYBIETA, 2988; FRIESZ, HARKER e 

TCEI h!, 1 9M ; I.!AYLiRh!EY, f SE??). 

G r  adi  e n t e  Reduzi do C ZUBI ETA, 1 9863 . 

Si mpl e x  Convexo Ç ZiJBI ETA, 1 9B63. 

Gaurr - Seide1 - Ekwt~n CFERLANBI ZIJBãETA e SPI E=, 

19883 

MI NOS -Lagr angi ano Aumentado C ZUBI ETA, 1 Ci883 . 

Para o m&todo d e  Frank BL Wolfe* determinar uma diret;So 

de  desci  da,  r equere-se r e s o l  ver um prolal e m a  l i near . Supondo 

que se t e m  uma s o l  uqão v iável  i n i c i a l  tk , par a todo i . j . i j 
Tal problema pode ser escri to: 

Min FLCt3 = 1 niCz tk 2 2  t .  k 
i j  L J + 1 1 c. . c t i  j3t i j  

L j  J L J L 3 

C I I I .  22a3 

E. a t i j 2  O V i . j  CIII. 22b3 

Q problema t e m  uma soluqão t r i v i a l  dada por: 

t = O  e m  caso  c o n t r á r i o ,  
i j  

sendo tm um 1 i m i t e  super ior  ao envio de produtos no a r c o  
i j  

i ,  De maneira que d i r e ç ; ã ~  de dezsida na  e t a p a  k ~2 dada 

pur : 

C I I I .  231 



i 
o comprimento de passo h , é determinado reãdvendo o 

pr obl ema uni d i  mensi onal : 

O novo valor para t é definido por: 
i j 

O processo se repete a té  que algum cr i tér io  de parada se ja  

sat isfei to.  

111.3.2 PROBLEMA GERAL DE EQUILf BRIO ESPACIAL DE 

PREÇCE í GSFEP3 . 

E s s e  pr obl ema C for m u l  ado no eagi tu1 s anter i or 3 é 

usualmente apresentado com ar restr i#5es de oferta e demanda 

de produto de forma compacta. Considere -se o GÇFEP para u m  

produto com o fim de f aci l i  tar  a compreensão do m&todo a ser 

expl i cada podendo cãntudo , ser f Aci 1 rnente estendi do par a 

o casa m u l  ti moda1 . A n a 1  oyamente ao problema anterior 

i S P E P S  , a f ui-~çãc~ objetivo & coirvexa quando ac: f unc$5es de 

prepz  e crrstor são bem comportadsz, i s t o  9, continriar 

limitadas, rnonbtonac:, crescentes a de preços da oferta e 

cus tos  e dfi.crcscentes a de preqos de de~anda. A fcrrmlução 

&: 



s - d ;  - + y  hk = O, V i E N CIII.2Bb3 
i 

i j i j  

h , O : O ,  H k s K :  s , d  O Y j E N C I I I .  2BcS 
A ~j r 

m l 7  

x = } ) 7 &&hk. V a CI I I . 26d l  
tl Y y k & . .  

L2 

Notar que a r e s t r i ç ã o  C I I I .  26b3 é e q u i v a l e n t e  às 

r e s t r i ç õ e s  i I I . S b 3  e C I ã . 2 ~ 3 ,  quando se c o n s i d e r a  um 

praduto  s6 .O  problema CII I .Sâ3  & um, com fun fão  o b j e t i v a  não  

l i n e a r  c o m  restrições d e  f l u x o  na  r ede ,  pa ra  o qual  v á r i o s  

e s tudos  apresentam r e s u l  t a d o s  irum&r i c õ s  e ana l  i ti cõs .  E s s e s  

são: 

S Frank & W o l  f e i FRI ESZ, HBBKER e TOEI N ,  19843. 

S MINOS - Grad ien te  Reduzido CTOBPN e FRIESZ, iQ83; 

ROWE, lSE43 

Nenton CDRI = - KAY TOUNI e FLORI AN, 19872. 

Para  o caso p a r t i c u l a r  do  m&todo de Frank & Wolfei, o 

problema l i n e a r  que determina u direr;Yo d e  d e s c i d a  nrima 

e t a p a  1 &: 

s. a C I I I .  2Bb3 e CIII.SBc3. 

Par a cada par i , j pode se cal c u l  ar o c a m i  irho m i  n i  m o  
L* 

-rL e o c u s t o  a s s o c i a d o  c C T ~  .3 = c 5 c l ;~hL3  V I: E Kij. O 
i j  k LJ i j  

r e s u l t a d o  d e  m i  n i  m i  zar FC s , h,  d3 permanece i na l  ter ado ao 
L* 

substituir c L 
pùr c,Ch3. P o r t a n t o  o problema l i n e a r  

i j ,% 

tsmS&m pode pode ser e s c r i t a  equ i  val enterrtente como: 



L 
Min FLCs,h,d3 = I L  z . C s . 3 ~  L i + 

L L J k 
i .j 

e;. a CIII. 2BB3 e CIII. 26c3 

Def i ni  ndu s nova vsr i  bvel : 

CIII. 282 

O problema se transforma em: 

L Min FLCs,h,d3 = c L  n . C s . 3 s  L i + 1 1 ckf Tij - 1 n . cdL3d .  
L J J 

J J J  

s , d , T  2 8 CIII. 3Qs3 

Por outro lado,  t e m  se que: 

z i = C T ~ ~  e d =  i 1 T j i  = O ,  V i E N  CIII.313 
J J 

O problema finalmente pode ser e s c r i t o  como: 

Min FLCn = i L* j  - n . C d L 3 ] ~  CIII. 32a3 
J J i .j 

CIII. YYb3 

f I I I . 3 2 ~ 3  



Esse ú l t imo problema t e m  uma soluqSo a n a l b t i c a  que 

pode ser o b t i d a  por simples inspeção. 

L L *  D. se rricsi3 + c. - ?=r.cdL2 < O 
L ,i J J C I I I .  333 

O e m  c a s a  c o n t r á r i o .  

sendo r). a quant idade maxima d e  pr6duta que pode ser enviada 
.I 

entre os nós i e j. 

Com Tij pode - se determinar cada f l u x o  no a r c o  

de  f i n i n d o  õ conjunto W = C C i , j 2 ;  a e T 3 ,  que i d e n t i f i c a  
a i j  

todos  o s  pa res  C i  , j 2  que u t i l i z a m  a a r c o  a no caminho 

minimo, de  maneira que: 

C I I I .  342 

A d i r e ç ã o  de  desc ida  do método de  Frank & Wolf e é 

d e t e r  m i  nada por : 

L L L L  p = Cã,x,d3 - C s  ,x , d  3 C I I I .  353 

* 
e o comprimento d e  passo h , determinado por: 

L A* = argmin FcxL + h p 3  
h ~ r  a. 11 

e o novo f l u x o  pode ser o b t i d o  a p a r t i r  de: 

L + &  - - * L 
X X L + A p  

C I I I .  363 

C I I I .  371 



CAPT TULO I V. 

UM METODO PARA I NEQUACeYES VARI ACã ONAI S. 

I NTRODUCXO. 

E x i s t e m  dois  p r o b l e m a s  que nos f i l t i m o s  anos t e m  

despertado o interesse de i n ú m e r o s  centros de 

pesquisa, recebendo e m  m u i t o s  casas u m  t r a t a m e n t o  c o m u m .  

São esses os p r o b l e m a s  de E q u i l i  br io  do Trafego e o 

p r o b l e m a  de E q u i l i b r i z s  de Preqos e m  suas  diversas 

m o d a l i d a d e s  ver por e x e m p l o  os estudos de AASHTIANP e 

MAGNANTI C  19813 , BECKMANN et a l i  i C  1 GE63 ; FERNANDEZ et 

a l i i  C 2 I 8 3 3 ;  I e NGUYEN C 1 9 8 2 3  ; F R I E S Z  et a l i i  

f 2  9833 , etc. I). E m b o r a ,  a m b o s  s e j a m  de na tureza  total m e n t e  

d i ferente ,  dado q u e  o p r i m e i r o  se relaciona c o m  f luxo de  

v e i c u l a s  e o segundo c o m  f luxo  de produtos, a p r e s e n t a m  

u m a  série de caracteristicas cai nc i  dentes ,  t a l  c o m o  

& apresentada no c a p i t u l o  II deste estudo.  A 

caracteri d i c a  m a i s  i m p o r t a n t e  c o m u m  a a m b o s ,  d que 

quando f o r m u l a d o s ,  l e v a m  ao m e s m o  t i p o  de p r o b l e m a  

m a t e m A t i c o l  i s t o  &, u m  p r o b l e m a  de c o m p l e m e n t a r i d a d e  não 

1 i near  , o u  u m  probl ema de  i riequações vari aci onai s denotado 

por I VC g , ou si m p l  e s m e n t e  , u m  pr obl e r n a  de pr ogr a m a ç ã o  

m a t e m A t i c a  n u m  caso particular.  

E s s e  capi t u 1  o e m  par t i cu la r  , e s t u d a  p r i  nci pal m e n t e  

o caso geral de jacobiano a s s i m é t r i c o  c o m  o problema 

for m u l  ado c o m o  i nequação var i aci onsl . 

Um dos m & t o d o s  que t e m  m e r e c i d o  uma grande 

quantidade de estudos,  por parte de pesquisadores da B r e a ,  

para resolver o p r o b l e m a  I V C g , C D  & o m & t o d o  de 

1 i n e a r i  z a ç a " o  e m  s u a s  d i  versas vari a n t e s  apresentado na 

s e ç s ã o  I I .  2 . 1 .  Ta l  m e t o d o  u m a  general i zaqão do m & t o d o  

de N e w t o n  e para resolver s i s t e m a s  não l ineares de 

equações C I31 EM1 BOVI  CH, 2  8873 , que bani c a m e n t e  consi  a t e  e m  

resolver u m a  s & r i e  de p r o b l e m a s  l ineares ,  que  r e ç u l  t a m  

da s u b s t i t u i ç ã o  de cada u m a  das equações pela s u a  

linearizaqão e m  cada ponta. A solugão do s i s t e m a  l inear 

proporciona u m  novo ponto, sobre o q u a l ,  4 efetuada u m a  

nova linearização,e a s s i m  por d i an t e ,  atrl a t ing i r  a 



solução do sistema. No quadro IV. 1 o processo i terativo é 

resumido para : sistemas não lineares C A I ,  sendo 
k identificando em cada ponto x , u m  subprsblema 1 inear 

que para es te  caso, tem uma so lu~ão  analitica no ponto 
k+i x obtido em cada etapa calculando a matriz inversa do 

Jacobi ano J . Para i nequaqões var i aci onai c: a 1 i nesr i zaqão 

15 ri m i  1 a r ,  de manei ra  que e m  cada ponto xk e5 gerado um 

novo subpr obl ema , tsmbkm de i nequacão var i aci onal , mas, 

que e m  u m  probl ema de programaqão matem&ti ca 

equi val ente, especificamente, no caso de hã ser u m  

con j unto def i n i  do por r es t r i  ções 1 i neares , u m  problema de 

programação qudráti ca para qualquer matriz H simétrica 

e, ao, menos semidef inida pssi t iva . 

No terceiro caso do quadra I V .  1, CC3 é apresentado o 

resumo do processo iterativo do m&todo de Newton para 

programaçZo matemáti ca , i s to  8, m i  n i  m i  zaqão de uma função 

objetivo não 1 i near convexa, sobre u m  conjunto convexo. 

Em cada ponto B efetuada uma aproxima@o quadrática da 

função ob j eti vo C FLETCHER , 1981 3 .  

Nos t r&s casos existem duas características s i m i  1 ares,  

a primeira dela é a 1 ineariaaqão do mapping csrrespandente 

e a segunda é a de atingir a solução mediante a 

transformação de u m  problema dificP1 numa sequ&ncia de 

outros mais "fáceis", utilizando aqui este termo, para 

identificar u m  conjunto de problemas para os quai s 

exi ãtem di ver soã a1 gor i tmos de comprovada ef i ci &nci a 

nume5rica. A r e l a ~ ã o  entre os casos A e B tem sido 

amplamente explorada não somente para o mgtodo de Newton, 

mas + tamb9m par a outr os a1 gor i tmos conheci dos na sol ução 

de sistemas não lineares CAHN, 1982;JOSEPHY,19792. 

Entretanto exisLem poucos estudos tentando estabelecer 

u m  paralelo entre os casos B e C,  que eventualmente 

poderiam permitir o uso de algori tmos da programação não 

1 i near . De antemão poderi a m  ser esperados resul tados 

promissores se f i z&semos o seguinte raci oci n i  o: - Um 

pr obl ema de programação não linear definido par, 

Minimizar fCx3 s . a  x c: E + f :  R"-+ IR convexa 



Minimizãr fCx3 

S. a x ç n  

Minimizar [ giCxk3 + 

k Minimizar f C x  3 +  
k T 

VfCx 3 cx-xk3 4- 

k T 2  
Cx-x 3 V f c x k 3  

k Cx-x 3 

c,. a xd2. 

- 

k + l  
x 15 salurpão d o  

problema quadrA - 
ti c o .  

Quadro IV. 1 M&todo d e  Newton. 

con t inua  e df f e r e n c i  Ave1 t e m  uma condição d e  o t i  m a l  i dade  
3€ 

globa l  d e f i n i d a  p e l a  inequação no ponto x ç R: 
* T * VfCx 2 Cx-x 310 V x ~ f l ,  sendo fi um c o n j u n t a  

t 
compacto. I s to  s i g n i f i c a  geométricamente que no ponto  x 

t o d a s  as d i  reç8eâ v i á v e i s  formam um Angulo menor que 90 

g raus  c o m  o g r a d i e n t e ,  d e  maneira que os algori%mclr de 

pr  ogr amaçãa não l i n e a r  determinam a sol ução d a  

i n e q u a ~ ã o  que d e f i n e  ta l  condição.  Ou e m  o u t r a s  

pa l av ra s ,  a1 gor i t m o s  de pr ogr amaqzo não 1 i near  r esol vem 

i mpl i c i  tamente  uma i nequação var  i aci onal  . 



Neste estudo pretende - se  deter m i  iiâr o par a1 el o 

existente entre o problema IVCg,hZ1 com Jacobiano não 

necessári amente simétrico e o problema de programaçSs 

não linear,  atravgs de mF-todos de primeira ordem Lal 

como o método do gradiente projetado, aprovei tando 

a exist&ncia de u m  problema de pragramaçâs matemática 

equi valente com o probl ema de i nequações vari aci onai S.  I s t o  

leva a prop6r uma familia de mF-todos de solu#io para a caso 

esgeci f ico de C? ser u m  conjunto nSo vazio formado por 

restrições lineares, fato que será ú t i l  para aplicação na 

determinação de uma solução para problemas de equi 1 i bri o com 

Jãcobi ano nZo si m&tr i co. Tai s m&todas r esul Lam isuma 

generalização de m&todãs conhecidos na programaçso não 

linear. A s s i m ,  u m  novo ponto de partida é dado para 

estabel ecer os aspectos teor i cos e num& i css que 

caracterizem essa rel ação. 

Deste moda' í-r capitulo & organizada em cinco 

seçães; a primeira delas eduda o caso no qual existem 

somente restr i qõeâ lineares de igual dade, sendo na segunda 

considerado u m  caso mais geral ao incluir também reâtric$5e% 

de não negatividade. A generalização para o caso de 

restrições lineares & apresentada na seqão PV. 3. Na quarta 

parte são apresentados resultados num&ri cos u t i  1 i zando o 

m&todu proposto. No fim do capi tulo F- colocada uma abordagem 

que mostra como os m&todos para problemas de minimos 

quadrados podem ser utilizados para este caso. 



I V . l . l  UM PRCIBLEMA DE PRmEAMASZO MATEMATICA 

EQUI VALENTE. 

Conri der  c-se o pr obl  emu d e  i nequuqt3es var i u t  i onui  s 

PVCg,C23 d e f i n i d o  por : 

sendo R c !Rn um con jun to  não v a z i o  convexo e compacto e g um 

mapping monbtono g: R ---+ IRn. E i n t e r e s s a n t e  d e f i n i r  a 

monstonicidáde p a r a  um m p p i n g  gCx3 CMARCOTTE e GUELAT, 

1 9 8 8 2 ,  a s s i m  gCx3 &: 

i Msndtono e m  i2 se 

c x  - y3'cgcx3 - gcy33 L O* ou 

c x  - y3'g'fx3cx - >e 1 0 v x , j  E CT 

i i 3  E s t r i t a m e n t e  MonrStono sim R se: 
w 

c x  - j 3  -cgcx3 - gcy33 3 O *  ou 

Cx - ; r 3 T g ' ~ v i ~ x  - j 3  > 0 Y x , y  s R 

i i i 3  Fort9mente Monhtonu e m  R se : 
3 

cx - y>'fgCd - nr7ii3 Y ~ I ~ ~  2 n 1 ,  i ir N - 1 3 r 0 OU 
'I 

, < v 3 T v  - i r 3  2 n I R -  - c x  - ;̂ 'g ,,A,,, J 1 ,  >'ir y v v f  - f i  I ci, 

A s  expressi4;es que  usam g'Cx3 sãa a p l i c a d a s  no caso e m  que  o 

mapping gCxS & continuamente d i f e r e n c i  Ave1 e m  n. N o t a r  que  

no c a s o  do  rnapping ser um g r a d i e n t e  de alguma funcão  f os 

cor.tcei%us =tn.t.eriu:--e= currs+-:punderr! a u  cusru da f ~ n ~ 5 o  =e!- 

convexa, e r k r  i tamente  convexa e f o r  t~~i ter1t-e  convexa 

r e r p 5 c t i  vamente. Pode s e r  demunstr ado tamb&m que o con j u n t o  

zolur$io d e  IVCg,fi3 & compacto e convexo =e gCx3 & mon8tono. 

Por o u t r o  l a d o  se !3 & um c o n j u n t a  compacto o t e o r e m a  d e  

ponto f i x o  d e  Kakutani CKAKUTANI ,19413 g a r a n t e  que ao 

menos uma so luqão  e x i s t e  p a r a  o problema d e  inequaqões  

v a r i a c i o n á i s  ãVCg,fi3. 

O probl.omu 1 tez um prublemz de  pr-úgrumug;-ão 

m a t e m A t i c a  e q u i v a l e n t e  no caso do  JacoBiano d o  mapping 

ser s i m & t r i c o .  tal  como f o i  apresen tado  na  c a p i t u l o  11, 



contudo pa ra  o c a s o  g e r a l  , i s t o  é, quando o Jacafsiano 

não é s i m é t r i c o  t a l  s i t u a ç ã o  não parece  ser e v i d e n t e  p a r a  

qualquer con jun to  R. Em p a r t i c u l a r  quando R é d e f i n i d o  

a t r a v & s  de um conjunto  d e  restri@es l i n e a r e s  d e  

i qua l  dade,  e x i s t e  um problema d e  pr ogr arnação m a t e m A t i  ca 

equi  val e n t e  C DRI 2 3 3  -KAKT TOUMI , 19873 , que  aqui & 

apresen tado  mediante Q s e g u i n t e  t e o r e m a  : 

'TEOREMA I V. 1 . 
Para  o problema IVCg,n3 d e f i n i d o  e m  CIV.13, c o m  i14 

dado por:  C2 = C x;Ax=b3 sendo A uma mat r iz  d e  ordem m por n 

e d e  p o s t o  completo, e x i s t e  um problema d e  programação 

matem6tica e q u i v a l e n t e  dado por : 

Minimiaar íXx3 = I C 1  V. 2a3 

s . a  x e C 2  CIV. 2b3 

onde P é a m a t r i z  d e  projeçSo no espaço nulo  d a  ma t r i z  A e 

dada por: 

P = I - A ~ c A A ~ ~ - ' A .  CIV. 2c3 

* 
E a inda ,  se x é s o l u ç ã o  o t i  m a  do  problema 1 , e n t z o  : 

* 
Y 3 x  2 = 8 e 

3 2 O Y x ER. 

Demoristr aqão 

Considere-se um subprobl em d e  programação matemática 

def i n i d o  por : 

CJV. 333  

E impor tan te  no ta r  que ta l  problema f o i  or iginalmenke 

e s t a b e l e c i  do , c o m o  um subproblema para  determinar  a 

d i  r eqão d e  desc ida  d e  in&todos d e  p r ime i ra  ordem e m  

progr arnação não 1 i near C BAZAIZAA , 1 978 ; FLETCHER , 1 981 , 
etc. 3 sendo gCx3 o g r a d i e n t e  d e  alguma fun@'o. 



O pr obl e m  C I V . 3 3  t e m  u m a  soluçãa anal í t ica  

d e t e r m i n a d a  a segu i r :  a s s o c i a m - s e  variaveis dua i s  a às 

res t r i~ões  C I V . 3 b 3  e rj B restrição C 1 V . 3 ~ 3  e se 

estabel e c e m  às condi qõeâ de K a r u â h - K u h n - T u c k e r  n u m  ponto 

C a ,  d ,  (3ã, de m a n e i r a q u e :  

pondo e m  evidencia a da equaqão C I V. da> : 

C  I V. 4a3 

C I V .  4b3 

C I V .  dc3 

C I V .  53 

p r e m u l  ti pl i cando p e b  a m a t r i  a A: 

A A ~ ~  = - ~ g c x 3  - ( i ~ d  CIV.  â3 

dado que r a n k C A 2  = m, existe C A A ~ D - "  e c o m o  A d  = 0, t e m - s e :  

' - C C I V .  ?3 

s u b s t i t u i n d o  a na equação C I V. 4a3 t e m - s e :  

q C  x3 - ATC AA~~-*ACJC ~2 -t- rjd = O  

1 sgo: 
T -i pd = - C I - AYAA 3 A 2 gcx3 

e denotando par P = I - A'CAA~~- 'A : 

u t i l i z ando  a equa~ão  4c, t e m  - se: 

C I V .  83 

C I V .  SL, 

C I V .  103 

s u b s t i t u i n d o  C I V .  103 e m  C I V .  113: 



CIV.  123 

T Z /3 = C g C x 3  P gC x 3  )i'z CIV.  1 3 3  

A m a t r i z  d e  p ro j eção  P no espaço  n u l a  da  ma t r i z  A t e m  duas  

pr opr i edader  i mpor tantec:  C BAZARAA , 1 9 7 9 3  : 

T 
i 3  E s e m i  - d e f i n i d a  p o s i t i v a ,  x Px 2 8 ,  V x s E" 

i i 3  E idempotente P = p2, 

d e  modo que 0' = g C ~ 3 ~ ~ g ~ x 3  e : 

C I V .  1 4 3  

ou equi  va l  entemente: 

f i n a l  mente â u b s t i  t u i  ndo C 1  V. 1 4 3  e m  C 1  V. 1 0 3  o a so lução  da 

equação 9: 

d - :  - - - - 
T 1/2 

C I V .  1 6 3  

&=gc x 3  11 C g C x 3  P g C x 3 3  

e a s s i m  : 

C I V .  1 7 3  

C I V .  1 8 3  

C I V .  1 9 3  

Para rel aci onar o subproblema d e  d i  reqão C I V. 3 3  e o 

pr obl  ema I VC g , $23 & necessár  i s f a z e r  a s e g u i n t e  aná l  i se: 



def i n 

* Para todo x E n c o m  g : C2 E [R'' e P n e m i -  

i d a  p o s i t i v a ,  então  GCx3 2 O V x E 52. 

* * Se x é scalução do problema d e  inequa@es 
* 

var iac iona i s  IVCg,ZU então GCx 3 L O.  Agora, por contradição 

suponha que existe um >rQ e- C2 t a l  que : 

.* O 

e seja x ' =  2x - x € C 2  porque : 

f 
o que contradiz  a fato de  x ser solu@'o do problema 

IVCg,fD. Então xe nZo pode e x i s t i r  e portanto : 

ou equivalentemente: 

CIV. 2 0 3  

$2 & def in ida  c o m  base e m  que A x  = b e h* = b, 1090 : 
d 

Subst i tuindo CIV.213 e m  CIV.173 : 

B - * = O  
TCx 3 = gCx 3 d 



t 
para qualquer que se ja  o valor de d e em particular para 

i 
d* t a l  que diTdi = 1. Logo rcXt3 = O + GCx3= O. 

?# 
Logo se GCx320 Vx E- E n Gcx?? = O sendo x E a 

solução do IVCg,n3 par a estabelecer o pr sbl ema 

equi val ente 

C I V .  22a3 

K V 1 2 SOBRE UMA DK REGE0 DE DESCI DA. 

Na teorema da seção anterior foi apresentado o 

subproblema de direção viável que na realidade, nLio B mais 

de que o proprio problema de determinar a direção de 

desci da do método de Zoutendi j k CBAZARAA, i 979; M i  NOUX 

19863 para resolver um problema convexo da forma: 

Minimizar fCx3 

S .  a 

x e n  

sendo gC x3 do problema C I V .  33 cãrr espondente com o gradiente 

da função f avaliada num ponto 2 e normal mente denotado 

por vfcxk3. Essa situagão ident i f ica  u m  caso part icular ,  o 

caso simi.trico, i s t o  i., o Jacobiana de gCx3 é simétrico. 

No caso geral e m  que o jacobiano não é simétrico, t a l  

problema de programaqão matemática não existe  porque a 

f unqão f C x3 não pode ser expl i c i  tada anal i ti camente. 

Geométricamente t a l  subprobl ema pode ser interpretado 

CROBSON e PACCA, 19863 como a procura de u m  vetor sobre 

o espaço nulo de A, que correãpsnda como vetor -gCx3 que, 

no caso sim&trico é a direção de máxima descida CFigura 

IV. 1 3 .  

A solução de t a l  problema é o vetor d*, equivalente à 

projnqão ortogonal de - gCx3 sobre o espago nulo da 

matriz A,  limitado por uma bola uni tár ia  que impede que 
Ir T 

es ta  projeção p r~porc i  one um valor -m para g6x3 d. 



Figura I V .  1. Projecão sobre o Fispaqo n u l a  da m a t r i z  A. 

E s s e s  fatos s u g e r e m  u m  e s q u e m a  i t e ra t ivo  para 

resolver o p r o b l e m a  I V C g , F »  c o m  L2 = C x ; A x  = b3, no qua l ,  

e m  cada etapa seja deterniada u m a  direção que indique  a 

trajetbria a segu i r  para a t i n g i r  a solução. 

Deve-se notar  que a solução do p r o b l e m a  I V C g , N  deve 

ser tal que qualquer  direqão viável deve f o r m a r  u m  

Y n g u l o  m e n o r  ou igua l  a 90 g r a u s  s o m  o vetor gCx3. 

L o n t  uda , nada garante que a so luqão  do p r o b l e m a  

3 para o caso não s i m & t r i c o  propor ci o r l a  u m a  d i  r eção 

q u e  p e r m i t a  a p r o x i m a r  - se da s o l u ~ ã o  do p r o b l e m a  

1 V C g . N .  O t e o r e m a  s e g u i n t e  p e r m i t e  a f i r m a r  que d* é 

e f e t i v a m e n t e  uma direção e m  ta l  sentido. 

T e o r e m a  I V .  2. 

Se g C x 3  & u m  i n a p p i n g  m o n b t o n t o  e P g C x 3  não é nulo  

ent$o df= - PCJCX~/(~PCJCXI 11 & u m a  direqão de descida vi A v e l  

par a o pr obl e m a  d e  progr a m a q ã o  m a t e m á t i c a  equi val e n t e  

C ã V . 2 2 3  c o m  I V C g , W ,  onde L2 = C x  ; A x  = b3e A é u m a  m a t r i z  

de posto c o m p l e t o .  

Çeja d* rolu@ío do m u b p r o b l e m a  C I V .  33 entSo : 



Por outra 1 ado GC x3 =C gC x3 T ~ g ~  x3 3 '12 de maneira que o 

gradiente da função e m  algum ponto x & dado por: 

onde, g'Cx2 é o Jacobiano da funt;ãa gCx3 não r;im&trico no 

casa gera l .  : 

Logo u t i  b i zanda a equação C I V. 222 : 

Lembrando a def in iqãa  de mapping mon6tono g: Zã ----+ [R" t e m  

- se que au f arer- - d =  x - y, erlt'50 rr r-elaqZa 

anteri  or .& equi val e n t e  com: 



p o r t a n t o  a o  s u b s t i t u i r  CIV.163 em.CIV.243 pode - se 

concl u i  r que: 
T f T i VGCx3 d = - d g'Cx3d < O C I V .  254 

f 
e p o r t a n t o  d é uma d i r e ç ã o  d e  desc ida  para  o problema 

C I V .  223. 1 

N o t a r  que o r e s u l t a d o  e s t a b e l e c i d o  B g e r a l ,  no 

s e n t i d o  que,  para  uma função de  t i p o  GCx2 para  qualquer  

mat r iz  d e  projegão,dx t a l  como a n t e s  d e f i n i d a  é uma d i r e q z o  

d e  desc ida  viave1 sempre que o produto PgCx4 seja d i f e r e n t e  

d e  zero.  

O teorema C I V. 23 i n d i c a  que a p a r t i  r d e  um d e t e r  m i  nado 

ponto x' E R. pode ser encontrada uma d i r e f ã o  que d e f i n a  

uma t r  a j et6r i a que 1 eve até a s o l  uqão do problema I VC g , R3 , 
para  isso deve ser fe i ta  uma anAl ise  para  determinar até que 

k + i  ponto x é n e c e s r & r i o  caminhar na d i r egão  dk, o que é 

abordado e m  d e t a l h e  na  seção  segu in te .  

O s e g u i n t e  l e m a ,  ap resen ta  um problema de  p r a g r a m a ~ ã o  

m a t e m á t i c a  e q u i v a l e n t e  a IVCg,n3 que ser& u t i l  nas  anAl i ses  

pos te r  i o r  es . 

Lema IV. 1. 
i 

A so lução  x pa ra  o problema IVCg,R4 d e f i n i d o  e m  

CIV.13 com C2 sendo um conjunto  compacto, deve ser so lução  

d e  um problema d e  programação l i n e a r  d e f i n i d o  como 

?3emonztraqão: 

O I VC g , $23 pode ser co l  ocado equi val  entemente: 
i * T *, T * 

b t e r m i n a r  x~ i2 ; g C x 3  x I g C x J  x ; Y x E 

i2, que tambem pede - se esc reve r :  

f i TV 
x = argmin gCx 3 ,, S. a x ~ i 2 .  CIV.2â3m 

N o t a r  que com base  no l e m a  a n t e r i o r  pode ser v e r i f i c a d o  que 

- 
um ponta x E = < x ; Ax = b 3- t a l  que pgCZ3 seja n u l o  



s a t i s f a z  as condi ~ õ e s  d e  ot i  m a l  i dade C I V. 283 , poi S. 

Por o u t r o  l a d o ,  as condições  d e  Karush - Kunh - Tucker num 

ponto C X , ~  pa ra  IV.26 C l e m a  IV.13, s ã o  

gCx3 + ATa = O CIV. 283 

i ndicando que, se C 2, u3 s a t i s f a z  C I V. 273,  e n t ã o  Lambem 

s a t i s f  az condições  d e  o t ima l idade  para  C I V .  263 sendo 

p o r t a n t o  s o l  uc$o do prolsl e m a  1 VC g, R3. 

3V.1.3 TAMANHO I20 PASSO. 

k 
k f i n i d a  uma direçâfo e m  u m  ponto x pode - se 

determinar um novo ponta v i  Ave1 , que ser& i d e n t i f i c a d o  
k+' por x , que g a r a n t a  uma diminuic;ê"o na função GCx3. No 

caso si r n & t r  i CCJ i s t o  é' quando o Jacobiano da  função 

gCx3 & s i m é t r i c s  em cada ponto da r e g i ã o  v ibve l  , ta l  

ponto 15 determinada a p a r t i r  d e  uma busca unidimensianal 

ao  longo do r a i a  d e f i n i d o  por x k  e dk denotado por 
k râioCx , dk3. N e s t e  caso, deve se t e n t a r  e s t a b e l e c e r  uma 

gener a1 i aáçZo da busca,  determinando a so lução  d e  
k i nequação var  i ari  onal uni d i  mensi onal s o b r e  r ai  o C  x , dk3 : 

k k  Determinar xkt' E raioCx , d 3 ;  
k + f  g ~ X f ' 3 T ~ x  - x 2 2 O V x E raioC2, dk3 CIV. 293 

k @alquer ponto s o b r e  raioCx , dk3 pode ser denotado por:  



x = xk + ad 
k 

5 a 2 0  
k+i - - k * k  

sendo o ponto procurado x x 9 a d +  assi m 

s u b s t i t u i  ndo a m b a s  equaqões e m  C I V .  8Q3 . t e m - s e  o 

pr obl e m a  uni d i  m e n s i  onal equi val e n t e  : 

f 
D e t e r m i n a r  a 2 O  ; 

f k * k T k  
Ccx - cx I g C x  + a d 3 d d 0 %  V a 2 0  C I V . 3 0 3  

O p r o b l e m a  anterior i apresenta u m a  solução 

anal i t i sa  e m  casos e x t r e m o s  ou u m a  sol uqão n u m & r i c a ,  t a l  

com m o s t r a d o  no l e m a  I V .  S. 

L e m a  I V . 2 .  

A sol uqão da i nequação vari  aci onal uni  d i  m e n s i  emal 

C I V .  ?h3 é dada por : 
i 

a3 a = O se gcxk + ardk3*dk > O v c u 2 0 ,  
t 

b3 Ou, a t e m  vários valores dados pelas  raizes 

posi t ivas  da equaqão : 

e a inda ,  se a roluqão & a t i ng ida  no caso a. x' é a solução 

do p r o b l e m a  IVCg.C23 def in ido e m  C I V . 1 3 .  

i h m o n s t  r ação. 

A ao l~pãc:  Yu inequução ~.rzriucicr?al pcde ser cDtiYu .-a 

por si m p l  es i nspeção , a s s i m :  

k - ** q<x+udk3Tdk C 0 V O ent~a c t - a * ~  O 
Yc 

'tl a. o que se c u m p r e  s o m e n t e  se a."= a o . c a n t u d o ,  

i s t o  indica  que a f unqão s e m p r e  pode ser d i m n u i d a  ao 

longo da direqxo dk o que ecotradiz o fa to  da funqão 

G C x 3  ser i n f e r i o r m e n t e  1 i m i t a d a  e m  zero, por tanto  

essa s i t u a q ã s  nuca se apresenta. 

- A n l l o g a m e n t e  se ~ c X  + adk3Tdk > O V a > O ,  
t 

entzo a - 2  1 0 Y a se c u m p r e  s o m e n t e  se a = 0. 
* - Se c não & nenhum dos valores @Aremos entza para 

garantir  a desigualdade "2" na i nequaqão C I V .  303 



deve ser n u l o  para n e c e s s á r i a m e n t e  g~xk+ad 3 d 
t 

a l g u m  a E C O , d .  
t 

E n t r e t a n t o ,  n a  caso de a = O a equa@o 

C I V .  303 se t r a n s f o r m a  e m  : 

k T k  o c g C x 3 d  > O  Q a > O ,  

9 2 o Y a L O ,  C I V .  3 1 2  

k  k 
mar .  T C x  3 = g~xk3Tdk 5 O V x E fi. logo C I V . 3 1 3  & vblida 

s o m e n t e  para g ~ x " 3 d ~  = O ,  e pelo t e o r e m a  C I V .  1 3  lYx'3 = O  

i n d i c a  que xk é a so luqão  do p r o b l e m a  IVCg.DI)  an t e s  

def i n i  cio.  

I V. 1 . 4  O ALGORI TMO. 

Corri base no analisada n a s  s e q B e s  anteriores pode - se 

propor u m  a l g o r i t m o  para o p r o b l e m a  I V C g 3 R 2  c o m  C2 = C x; 

A x  = b 3 ,  sendo A u m a  m a t r i z  de posto c o m p l e t o  de o r d e m  m  

Por n,  e sendo g u m  m a p p i n g  m o n ó t o n o .  Ta l  a l g o r i t m o  

procede i t e r a t i v a m e n t e  sobre o eâpaqo n u l o  da m a t r i z  A' 

efetuando e m  cada etapa u m a  projeção ortogonal até a t ing i r  

o c r i te r io  de parada GCx3 = O. O  m a i o r  esforça c o m p u t a c i o n a l  

de cada etapa & executado na resolução de  equsqão não l i nea r  

def in ida  no l e r n a  I V .  2. 

I n i c i o  

D e t e r m i n a r  xR E R  
t 
a + 1; 
k t 0; 

P - I - hTc AA~PA; 
k  t Enquanto P g C  x 3 ou a não nulo,  f at;a 

k  k  k 
d  - PgCx 2 / l I ~ g ~ x  211; 

R e z o l  ver : 
t 

D e t e r m i n e  a 2 O tal  que : 
t 

* k T k  ? O *  V a I 0 ;  CG - a ) g ~ L  + a d 3 d 
k+a x * k.  - x k + c t d ,  

k t k + 1; 

F i m  Enquanto; 

Fi  m. 



I V. 2 I NEQUAÇdES VARI ACI UNA% S COM RESTEI ÇEQS LI NEARES 

DE IGUALDADE E MKO NEGATI VIDADE. 

N a  seqão a n t e r i o r  f o i  ana l i sado  o caso  e m  que a. 

r eg ião  de  pontas  na  qual se encontra  a solugão C um conjunto  

convexo e compacto3 & d e f i n i d a  por restr içSies  l i n e a r e s  de 

i gual dade. N e s s a  seção  s ã o  es tendi  dos esses r e s u l t a d o s  par a 

uma si tuacgâo na qual ex i  s t e m  ad i  c i  onal mente restr i ç8es d e  

não negat ividade i mpeçtas sobre  cada uma das v a r i  Aveis. d e  
* 

modo que, a problema 15 encontrar  x E C2 que s a t i s f a ç a  a 

inequação I V. 1 , sendo !i2 d e f i n i  da por : 

s o m  A uma matr iz  de  ordem m por n e de  pos to  completo. O 

procedi mento apresentado para  esse caso  e desenvol v i  do de 

forma i n t u i t i v a  s e m  e n t r a r  numa a n b l i s e  formal e que é 

colocada na seção s e g u i n t e  para um caso  m a i s  g e r a l .  

Para esse caso  pode - se pensar numa e s t r a t & g i a  t i p o  

conjunto a t i v o ,  u t i  1 i zada e m  a1 gor i  tmos da programac$ia 

não l i n e a r ,  i s t o  é, e m  cada novo ponto ob t ido  num processo  

i Lera t i  vo s ã o  i dentlb f i cadas as r e s t r i ç õ e s  d e  não 

negat ividade que e s t ã o  a t i v a s  Cx.  = 03. Com i s s o  as l i n h a s  
J 

cor r espondentes A s  vari2ivei.s a t i v a s  podem ser 

adicionadas à matriz  A obtendo uma nova matr iz  

ca rac te r i zando  uma r e g i ã o  v i  Ave1 que somente cant&m 

reçtriçZ5es d e  igualdade  : 

ou seja* a 

que sZo as 

real i dade 

r e s t r i ç õ e s  

matr iz  E & formada par q l i n h a s  de  t i p o  

C , .  i ,  0 3 ,  

correspondentes ao  conjunto 3 = j ; x = O 3 .  C na 
j 

e x i s t e  uma maneira imp1icit.a de  consi  de r  ar 

de  não negat ividade s e m  incrementar o tamanha da 



matriz  A, i s t o  será considerado m a i s  a d i a n t d .  A s s i m ,  
k+% qualquer ponto v iável  e e m  p a r t i c u l a r  x deve 

s a t i s f a z e r  : 

k k + i  - por tan to  a d i reqão  d = x x deve s a t i s f a z e r :  

i s t o  g a r a n t e  que as v a r i á v e i s  x E J * continuam v i á v e i s  
j 

depois de e f e t u a r  um passo do t i p o :  

e para g a r a n t i r  que v a r i á v e i s  que não pertencem ao con jun to  

J O  são tambkm p o s i t i v a s  deve-se atender:  

Daqui se t e m  o m&ximo valor  que a pode a t i n g i r ,  denotado 

por a e dada por: 
m 

Por t a n t a  a r e s o l  ução da i nequâqão var i a c i  onal uni d i  menâi onal  

que permite determinar o tamanho d s  passo a é d e f i n i d o  por : 

d 
Beterminar a E C0 , a 3 tal  que; 

m 

Por o u t r o  l a d o  a o  a n a l i s a r  o problema CIV.2B3 t e m  - 
se que, com a inLrodução de r e s t r i p i ~ e s  d e  não 

negat i  vi dade aparece  um 1 i m i t e  par a o s  correspondentes  

v a l e r e s  A .  que devem ser não negat ivos  na s o l  ução o t i m a  d e  
J 



ta l  pr obl e m a  . 

Com r e l a q ã o  h função GCx3 d e f i n i d a  no teorema IV. 1, 

não parece  ev i  d e n t e  ver i f i c a r  uma d i  m i  nui  ção  na seqü&nci a 
k Cx 2 correspondentes  aas pontos gerados pel  o procedi mento, 

devido a que ta l  função varia d e  acorda com a ma t r i z  A = ,  

i s t o  & segundo o conjunto  a t i v o  considerado e m  cada e t a p a .  

Contudo a d i  reqão  d e f i n i d a  par:  

dk  = - P ' ~ C X ~ ~ / ~ ~ P ~ ~ C X * ~  11; 
é uma boa e s t i m a t i v a  para  a t i n g i r  um ponta GCX? = O. no 

s e n t i d o  que o teorema IV. 1 & vh l ido  pa ra  cada conjunto  J 

Adicionalmente deve ser mencionado que o f a t o  do  

pr obl ema cons i  der ado possui  r apenas r estr i ções de não 
negat iv idade ,  permi te  diminuir  o nr3rnet-o d e  cAlculos  d a  

mat r iz  d e  pro jeção ,  p o i s  f i x a r  r var iAveis  no s e u  l i m i t e  & 

equi va3 e n t e  com remover as r c o l  unas correspondentes  d a  

matriz A. A s s i m  â t r a v 4 s  d e  todas  as e t a p a s  o número d e  

r e s t r  i çzes exp l i c i t amen te  cons ideradas  15 c o n s t a n t e  C m 3 .  

I V. 3 I MEQUAÇOES VARI ACI &!AI S COM RESTEI fpmS LI NEARES 

- CASO GERAL. 

N e s s a  s eção  são genera l izados  os r e s u l t a d o s  d a s  seções 

a n t e r i o r e s ,  i s t o  & consi  derando a ex i  s t & n c i a  de restri ~ õ e s  

l i n e a r e s  d e  iyua ldade  e desigualdade.  Para  i s t o  B 

u t i l i z a d a  a t e c n i c a  d e  i d e n t i f i c a r  o can jun ta  d e  

restrições d e  des igua ldade  a t i v a s  e m  cada ponto da  r e g i ã o  

v i  Ave1 , o que permi te  i-citãbel ecer ci problema e q u i v a l e n t e  

para  o c a s o  e m  que o ospaqo nu lo  considerado & composto 

pel  as r estr i ç8es de  i gual dade e aquel as d e  d e s i  gual dade 

que e s t ã o  a t i v a s  no ponto. 

IV. 3.1 COMJUNTO ATIVO, DIREÇXO E TAMANHO DE 

PASSO. 

Deseja-se abordar a determinaqão d e  uma so luqão  para 

um problema do t i p o :  



* 
IVCg,R3: Determinar x eC.2 ta l  que: 

* T * 
g C x 3  C x - x 3  ? O  V x e n  C I V. 36a3 

~ = c x ;  A x = b ,  B x z h )  CIV.  SEIS 

senda A e B mat r i ze s  d e  ordem m, por n e 1 por n 

respec t ivamente  e de p o s t o  completo,  e g: R IRn um 

mappi ng monótono. 

A1 guns r e s u l t a d o s  t e ó r  i coss pedem ser e s t e n d i  d o s  

d i r e t amen te  a p a r t i r  d a s  seqões  a n t e r i o r e s ,  enquan to  

o u t r o s ,  m e r e c e m  uma a n á l i s e  m a i s  de ta lhada .  

Pr i m e i  r amenke c o n r i  de r  e m o s  as duas: pos s i  b i  1 i d a d e s  

e x i s t e n t e s  p a r a  as  r e s t r i ç E e s  d e  des igua ldade '  ou seja 

se elas são a t i v a s  ou  i n a t i v a s  f a t o  que matemáticamente é 

r ep re sen tado  def i n inda  o con jun to  J d a  s e g u i n t e  maneira: 

T 
J O  = Cj; B . x  = h.) e J = ta,.. ,ri> 

J J 

sendo B. a j - & s i m a  l i n h a  d a  ma t r i z  B e h .  a co r r e sponden te  
J 1. J 

companente do  v e t o r  h çz R . A s s i m  C I V .  SEb3 num de te rminado  

ponto x pode ser escrito c o m o :  

denotando por E a ma t r i z  s u j a s  l i n h a s  são B V j e J-, 
.i 

pode se d e f i n i r  a matriz A O  c o m o :  

sendo 4 o número d e  r e s t r i ç õ e s  de des igua ldade  ativas 

i g u a l  a I J * ~ .  
Requer - se uma d i r e ç ã o  v i á v e l ,  i s t o  &, que g a r a n t a  

L.+& que o próximo ponto x t enha  o m e s m o  con jun to  J O ,  OU seja: 

k T Minimizar gCx-3 d s .  a Ad = O, Ed = O ,  dTd = 1 C I V .  373 

Supondo que A @  é d e  p o s t o  completo o problema de d i r e q ã o  



t e m  solução a n l i t i c a  C V e r  teorema I\/. 13 dada p Y g ~ x k 3  r? O 

por : 

sendo p o r t a n t o  o probl e m a  de prsgrêmaq3a m a t e d t i  ca 

equiva lente  csm C I V. 393  e m  um ponto x: 

T M i  n i  m i  z a r  GC x3 =C gC xli pPgc x3 3 C I V .  3933  

AnAl ogamente pode-se vi  sua1 i zar  f á c i  1 mente que o 

r e s u l t a d o  d e  teorema CIV. 23 pode ser es tend ido  d e  

maneira que d tal  corm ca lcu lada  e m  C I V .  3 8 2  e m  algum 

ponto x e R & uma direq3ío d e  descida para CIV.393. 

N o  e n t a n t o  a i n t e r p r e t a ç ã o  de  ta l  equi val  %nci a 

requer uma a n a l i s e  cuidadosa,  devido ao  f a t o  da  

matr iz  d e  pro jeção  não ser a m e s m a  para  toda a r e g i ã o  

v i á v e l ,  i z t o  é, a s e n j r r ~ t u  de restri@ec; de desigualdud~ 

muda em cada novo v & r t i c e .  Pürtairtct, ü pirãblems d e  

equi val &nci s pode ser e s t a b e l e c i  do quando o conjunto  

de  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  & aquele  que corresponde a o  conjunto  

a t i v o  btimo J*, cqntudo, como e n t e  não é conhecido d e  

antemão a e s t r a t é g i a  a segu i r  & procurar uma direqZío 

no plana t angen te  associado a o  conjunto J O ,  que g a r a n t a  

pe lo  menos uma dimi nuição na função R x 3 .  
k Por o u t r o  l ado ,  o caso  e m  que pngCx 3 = 0, para  algum 

k x ç R, nZo i n d i c a  necessáriamente que ta l  ponto & uma 

soluqão do problema somo e s t a b e l e c i d o  no l e m a  V 2 Is%o 

por que, ao exi %ti r e m  r estr i qBes de deai  gual dade, a 

condição d e  ot imalidade d e  um problema de  programação 

mãtemfrtica e s t A  s u j e i  t a  ao cri teri o de  não nagat i  vidade 



de variáveis duais associadas ao problema C considera - 

se  o problema de programação matemática apresentado no lema 

I V .  19. O seguinte 1 ema analisa com mais detalhe essa 

si tuac;ão. 

Lema I V . 3 .  

k 
Seja x = a = <  x ;  A x = b .  B x L : h >  t a l  que 
k o T  -1 pQgCx I) = O e seja p - - C A O A  3 A " ~ c x * ~  a vetar 

que corresponde aos m u l  ti pl i cadores associados A s  r e r t r i  #5es 
1 

do espaço R, sendo p cor r espandendo às restrições 

de igualdade e aqueles associados às restriqBen de 
1T 2T T desigualdade, t a l  que p = Cp , p 3 , então o ponto xk & 

2 uma soluqão do problema IVCg.CD se  e somente se p .L O. 

Seja 2 E R,isto é, Axk = b . E32 2 h então: 

o  Q T  -1 o  
+e i, = - CA A 3 A gjCxk2 = 0 ,  pode +e escrever: 

mas, AO' = C A T - E ~ ~  1 2 T  
e p = c p , p a  

Por outro lado o problema análogo a CIV.253 e 

equivalente a I V C g ,  $3 sendo dado por: 

* T 
Minimizar gCx I) x 

e;. a 

ax = 13 

Bx 2 O 



c o m  condiçoes  d e  Karush - Kunh - Tucker na  ponta  C x ,  h ,  yl : 

* 
sendo J o con jun to  d e  r e s t r i ç ã e s  d e  des igua ldade  a t i v a s  

k i 
no ponto Cx,A,y3. A s s i m ,  um ponto Cx ,p , p Z 3 q ~ ~  satisfaz 

CIV. 403 6 um ponto Karurh - Kunh - Tucker p a r a  o problema 

CIV.413, ie p o r t a n t o  s o l u ç ã o  do  IVCg,C23 3 ,  s e m p r e  que 
2 t odos  o s  v a l o r e s  do  vetor p s e j a m  não nega t ivos .  E 

O l e m a  a n t e r i o r  d e i x a  e m  a b e r t o  o caso e m  que  
k P ' ~ C X  3 é n u l o  pa ra  algum v e t o r  2 com p e l o  menor uma 

var  i Ave1 V; < O ,  j E J N e s t e  caso F- p o s s i v e l  

d e t e r  m i  nar  uma d i  r eqão viável dada k por -PgCx 2 ,  

sendo P uma m a t r i z  e p r a j e q ã o  s o b r e  um novo e spaço  

nu lo  d e f i n i d a  no s e g u i n t e  l e m a  . 

Lema I V . 4 .  

k 
Cg e x i s t e  um ponto n E R = C x  Ax = b E3x > h 3 

9 

t a l  que. P ~ ~ C X ' ~  = O e com p e l o  menos um elemento a; 

nega t ivo  do  v e t o r  p = - C A ' A ' ~ ~ - ~ A ~ ~ C X ~ ~ .  a nova m a t r i z  d e  

p ru j eção  P elimiiianda a l i n h a  cor respondente  na m a t r i z  A =  & 
k 

ta l  que PgCx 3 8 O. 

Suponha-se que no ponto x e pgCxk3 = 0. sabendo que 
k pogC>s 3 = 0 ,  en tão :  

senda p tal  c o m o  d e f i n i  do  no 1 e m a  a n t e r i o r  . Suponha que ao 

e l imina r  d a  m a t r i z  A n  a l i n h a  cor respondente  a a1 gum 

elarnento d e  p2 n e g a t i v o  se obtém a matriz A, cpZ t a l  c o m o  



d e f i n i d o  no 1 e m a  anter ior-3 ,  e n t ã o  9 poss i  ve l  e s c r e v e r :  

C I V .  453 

onde u é s vetar p s e m  cons ide ra r  a elemento p , e r é O 
P P 

v e t o r  c o m  os elementos  d a  l i n h a  p removida de Ao - 

E n t r e t a n t o ,  c o m  base na supos i  ção i n i  ci a1 : 

e s u b ã t i  t u i n d o  CPV. 4 5 2  e m  C I V .  443 : 

ã u s t r a i n d o  CIV. 473 d e  C I V .  463 : 

T m a s  o fa to  d e  p ser nega t ivo  e r ter elementos  não 
P P 

n u l o s  l e v a  a uma con t r ad iqão  d a  sugos ihão  b k i c a  F- 

k p o r t a n t o  PgCx 3 $ O. m 

Bo l 9 m a  a n t e r i o r  se desprende que a d e f i n i ç ã o  d a  matriz 

d e  p ro j eção  l e v a  a determinar  uma nova d i r e ~ ã o ~  â a b r e  

o esgaç~ n u l o  d e  um novo con jun to  de re r t r i ç8ee : .  E s s a  

d i r e ç ã o  g a r a n t e  que  a função  g~ x3 ' P ~ C  x3 2 t e m  uma 

d i  m i  nui ção . 

A so luqão  do  pr  obl  e m a  uni  d i  mensi onal  s o b r e  o 

r a i d x k ,  dk3 também deve g a r a n t i r  a v i a b i l i d a d e  do  novo 

ponto,  por i sso  deve-se ter e s p e c i a l  cu idado  c o m  

restrições d e  des igua ldade .  N e s t e  s e n t i d o  o f a t o  d e  AQd 

ser nu lo  g a r a n t e  que s ponta  x k+i & v i  Aval e m  t o d a s  as 

componentes cor respondentes  As r estr i qi-jec; que compBem a 

ma t r i z  A O ,  l o g o  somente devem ser e s tudadas  as restrições 

não a t i v a s  p a r a  i d e n t i f i c a r  um l i m i t e  nu tamanho do  passo.  

s e g u e  Seja i o i n d i c e  de uma r e s t r i ç ã o  não a t i v a  en tSo  

que: 

B~x'+' 2 h p a r a  a l g u m i  sa J n  
i 

C I V  



k k B.Cx + old d L h p a r a  algum i a J 
L i 

* CIV.503 

E3.xk + & . d k  > h .  p a r a  a l g u m i  4 J O .  CIV.513 
L L 

k Como x é um ponto viáve; cE3.xk 2 h.3, e n t ã o  m e  E3.dk > O 

a v i a b i l i d a d e  está g a r a n t i d a  p a r a  t o d o  a 2 O. Por o u t r o  

l a d o  se Bidk < OO. e n t ã o  a deve  s a t i s f a z e r :  

e p o r t a n t o  a m&xi m o  va lo r  d e  a é dado por : 

k 
h i  - B i x  

a = 
m , E . d k < O  L 

CIV. 533 

L 

Cam b a s e  no a n t e r i o r  a i nequaqão var i aci ona l  

uni  di mensi s n a l  anAl riiga s o m  C I V. 383 &: 

* 
Determinar oi E [ O  , a I t a l  que;  

m 

5if L. * k T k  
C a  - a 2gCx 9 a d 1 d > O, V C Y E C Q , ~  I 

m 
CIV.  542 

c u j a  so luçSo  & a n a l i s a d a  no l e m a  a s e g u i r :  

Lema IV. 5. 

A sol ução da  i nequaçllo var i aei onal  d e f i n i d a  e m  

CIV. 543 & dada por: 

?k 
c3 a s ã o  as raizes c o n t i d a s  no i n t e r v a l o  [O,%] 

da  equaqão: 
k * k T k  = O  gCx + a d d  d 



* k E ainda no caso e m  que a = O, x 6 soluçZXo do 

probleama IVCg,RI) sendo C2 = ( x; A x  = b , Bx L h 3 

Demonstr ação. 

a3 Se yC xk+ad k T k  3 d < O V a E C8,aml . e n t ã o  
t 

a-a 5 O para todo a n s  i n t e r v a l o  se e somente se 
* 
a = a .  

m 
k T k  * b3 O c a s o  c o n t r a r i a .  g ~ x k  + a d 3  d > O, a-w 5 O V 
* 

a E CO,ml se e somente se a = O. 

c3 Se nem o caso  a nem o caso  b é s a t i s f e i t o  e m  algum 

ponto, a i nequaqão CIV. 343 c;Ci 6 sat i  s f  ei t a  quando: 

p a r a a l g u m  a E [O,\]. 
* 

Finalmente a demonâtraqão para  o caso  de  a = O 

determinar a so luçáo  da problema IVCg,R3, pude ser f e i t a  d e  

maneira si m i  1 ar Aqud a do 1 e m a  C I V. 3 3 .  

I V. 3.2 O ALGORI TMO. 

O a lgor i tmo s formular n e s t e  caso  deve determinar 

e m  cada e t a p a  a d i r e ç ã o  dk . correspondente a uma projeçSo 

do mapping no espaço nulo da matr iz  d e f i n i d a  por r e s t r i ç B e s  

d e  igualdade e desigualdade a t i v a s  no ponto. No caso 

rIe -- d i r e g ? h  -A A i f e r n n + e  .L L& L..YIi Z L ~ D ,  p - ~ ~ y - z  - %L 

u m  novo ponto resolvendo a - i nequação var i a c i  onal  

uni d i  mensi mia1 na i n t e r v a l o  que ga ran te  a v i a b i l i d a d e .  

Por o u t r o  l a d o  no caso  da direi;ãa ser nula  exi  s t e m  

duas poâsi b i l i d a d e s ,  ou  o ponto a t u a l  & a solução  d e  

IVCy,SX ou deve-se procurar uma nova d i r e ç ã o  e m  

ou%rcl espaqo nu1 o. Esse procedimento está formal i zado no 

algori tmo IV. B. 



I n i c i o  

Determinar xfi E C 1 =  C%; Ax=b, B x 2  h > 
Ident i f ique  J O  e A O ;  

i(c 
E ã c s l  ka c Z 0; 

k t O, 

Repeti r  

p  - I - A ~ ~ c A ~ A ~ ~ I - ~ A ~ ;  
k k k d t - POCJCX ) - ' ~ ~ P ~ C J C ~  3 11; 

Se dk $ O I a ~ ã  

R e ã o 1  ver : 
* 

Determines s CO,al tal q u e :  

Ca - a*3g~X + 2 d k 3 ~ d k r n  > 0.V c< E CO.aml; 
k + i  

X * k. x k + c x d ,  

Atual ize  J 5  e A O ;  

Se P: < O para a l g u m  p faqa 
R e t i  r ar de a 1  i nha cor r espondentd +A3 ; 

A" c- A; J" t- J "  - €p>; 

Fim se; 
k- i) Tp OgCxk- i )  

A - L ~  g ~ x  =O e p 2 ~ ~  cm 2- -0; 
Fi m. 



16 V. 3.3 UM EXEMPLO NUMERI ÇO. 

A segui  r considera-se um exempl o num& i ccs que per m i  t e  

v i s u a l i z a r  s avaní;o do m&todo num caso com r e s t r i q õ e s  de 

igua l  dade 1 i near e não negat i  vi  dade. 

Considere o problema : 

Considere se o mapping gCx3 monbtono, c o m  jacobi ano 

assi m é t r i  c o  d e f i n i  do no es tudo d e  MARC0TTE C 19883 : 

Pteragão 1. 

Consi der E um ponto v i  Ave1 i n i  ci a1 x0=C 2,0 ,0 ,33  sendo 

o correspondente valor do mapping: CJCX? = C 4 , 0 , 0 , 0 3 ~ .  

As  r e s t r i ç õ e s  de  não negat ividade ativas no ponto sFZo 

x I O e x 1 O devido a que x2 = n = O. k maneira que 
2 3 3 

a matr iz  A~ e dada como: 

que corresponde a: 

T, -1 
calculando A ~ A ~ ~  e C A ~ A  a t e m  se: 



1 ogo: 

Be modo que é necessArio calcular or mutiplisadúres 

medi ante: 

= = - 

Pode ser eliminada qualquer uma das restrições de não 

negati vi dade pai s ambas tem mul ti p1 i cador es negati vos. 

Escolha se a eliminação de x 2 O e calkule se a matriz P: 
2 

- PgC xo3 = C -2/9. 2 / g ,  O, - 8 / ~ 3 ~  



b t e r m i n a n d s  o mkxi m o  va lor  que a pode at ingir . :  

R e s s l  vendo a i nequaqão var  i aei onal  uni d i  mensi ona l  , 
pr  i m e i  r amente deve-se anal  i sar o produto : 

t endo  se que: 

sendo d e x  a j - é s i m a  componente do ve to r  d e x 
j j 

respect ivamente .  Os s u p e r i n d i c e s  k = O n e s t e  casa n3o sSo 

colocados,  par a f aci 1 i tar a l e i t u r a  da  expressãa .  
O 

S u b s t i t u i n d o  x e do t e m  se: 

o que l e v a  a çoncl u i r  que : 

d e  imdo que uma so luqão  da inequaqão v a r i a c i o n s l  &: 

1 * O .  
Atual izando o ponto x . x  = xQ + cc d - 

Verifica-se se o ponto a t u a l i z a d o  é ã soluqão, p a r a  isto se 



ca l cu la :  
i T 

gCx 3 = C 8 5 / 1 6 ,  â9 / lB ,  0, 03 

1 ogo: 

Notar que no ponto xa : 

e por tanto:  

C gCx? T~~~ x? = 4í31T7 

o que s i g n i f  i sa  que GCx2 diminue e m  I/- . 

I I 
x = C 5 / d .  3/4, 0. 0 3 ~  . gCx 3 = C 8 5 / 1 B .  69/1€3. 0, OIT 

A s  r e s t r i @ e s  d e  não negat ividade a t i v a s  no ponto são a s  

correspondentes a x e x sendo a matriz A' dada por: 
3 4 

e então: 



e cal cu l  ando os mul ti pl i cadorer : 

d e  maneira que pede s e r  el iminada a r e s t r i ç ã o  que 

çarresponde A var i8ve l  x gerando uma neva si t u a ~ â o :  
3 

1 0 0  O O J  

Calculando a : 
m 

e ressvrindo s equação unidirnensional deve-se  estudar o 



termo: 

1 T 1  
CJCX~ + ad 3 d = - 4.4a2/C423 3 1 2  

4- 52M21 - 89/4~423"/~ 

que t e m  uma r a i z  no i n t e r v a l o  C8 3 : * 

e a tua l i zando  o ponto ta l  que X= x'+ a d h e r n  m e  : 

2 x = C 0. OfiO581 8, 6.9878839, 0.951 EEM6, 8.00000003 T, 

Aval i ando a funçZo gCx3 : 

g~ x23 = C 0. â4306l3, 1 -21 53055, 0.0000000. 0. 0000000% 

e s u b s t i  t u i  ndo 

* 2 
e p o r t a n t o  x =x . E importante  notar  que a função  GCx3 

1 d i  mi nue desde x a t é  x" em 11.79 pois 

N a  f i g u r a  C I V. 22 e5 r ep resen tada  a r e g i á o  v i  Ave1 d o  probl  e m a  

e m  lR2 indicando que,  a o  cons ide ra r  o u t r o s  pontos i n i c i a i s  

t a i  c; como xO=c 0,1,1,63 ou C 5/4,3/8,0,@3 o a l  g a r i  tmo tamb&m 

converge e m  uma i t e r a ç ã o .  Por o u t r o  l a d o  i n c l u i n d o  a 

r e s t r i ç ã o  a d i c i  s n a l  : 

x + x -  x = I r e  
1 9: 5 

no ponto CO. 25. O. 25, 1.5. 3.5. 0 . 0 3  c o m  GCx3 = 5. 32x10-". 



Figura I V. 2 Região vi A v e 1  . 



I V. 4 ANTECEDENTES NUMERI CUS 

N e s t a  seção são abordados a lguns  aspectos re levan tes  

que s u r g e m  quando & efetuada u m a  i m p l  e m e n t a ç ã o  c o m p u t a c i  onal 

do a l g õ r i t m e .  

I V. 8.1 A s p e c t o s  B á s i  cus 

a3 R e s o l  u ç Z o  da I nequação V a r  i àci onal U n i  d i  m e n s i  onal . 

Ta1 inequaç53o & d e f i n i  da e m  equação C I V. 54.3 e para o 
* * 

caso e m  q u e  a s o l u q ã o  não & dada por a = 0.0 n e m  cx = m se 

t r a n s f o r m a  n u m a  equaqão não l i n e a r  de u m a  variável sb, do 

t ipo:  

u t i l i z a n d o  o m & t o d o  de N e w t o n  C ORTEGA e RHEINBOLDT, 19703 a 
8 part i r  de u m  valor cx conhecido a processo i tera t ivo & 

executado da s e g u i n t e  m a n d  ra: 

C I V .  562 

b3 M a t r i z  Inversa .  

Para calcular 3; inversa da matriz C A ~ A ' ~ ~  u t i l iza-se  o 

m k t o d o  de G a u s s  - Jordan c o m  g i v o t e a m e n t o  c o m p l e t o  C V I G N E S ,  

ALT e P I L H A T ,  18803 contudo, c o r n o  e m  cada etapa do a l g o r i t m o  

& retirada ou colocada u m a  restrição da m a t r i z  A', se requer 

s o m e n t e  u m a  a t u a l  i zação a referida m a t r i z  reduzindo o 

n r í m e r a  de cálculos necessários. A s s i m  se A "  & a m a t r i z  de 

u m a  etapa qualquer  do a l g o r i t m o  t a l  q u e  C A ~ A ~ ~ ~ - ~  & 

conhecida na etapa s e g u i n t e  a nova m a t r i z  inversa que pode 

ser ot ida a partir  de: 

onde : 



T 
y = e e - C A * ~ ~ ' C A " A " ' ~ - ' A " ~  C I V. E i s 3  

sendo e u m  vetor c o m  todos os e l e m e n t o s  nu los  a não ser 

a q u e l e  correspondente B variável que se torna at iva ou 

ina t iva  na etapa, q u e  15 i g u a l  a I .  

c3 Ponto i n i c i a l  . 

O ponto i n i c i a l  para este caso deve ser urri t a l  q u e  

t enha  ã n ú m e r o  m i n i m o  de r e s t r i c $ 3 e s  de desigualdade ativas.  

I s t o  pode ser garantido c o m e ç a n d o  as iteraqões c o m  u m  ponto 

interior A região viável para cl qual  e x i s t e m  m & t o d o s  d e  

c o m p r o v a d a  eficiência n u m e r i  ca. 

Para es tudar  o c o m p o r t a m e n t o  do a l g o r i t m o  c o n s i d e r a m  - se 

principal  m e n t e  pr obl e m a s  de i nequaqEes var i aci onai s c o m  

Jacobiano não s i m & t r i c o .  C o m  este f i m  gropEe-se u m  m a p p i n g  

dado par: 

sendo B u m a  m a t r i z  de o r d e m  n por n e 6 u m  n ú m e r o  real. O 

Jacobianã é dado por 

u2Y.o Eiug der?otu u m s t r i  z Y i u g u r d  c o m  eiemer?t.us n Y u  nuluz 

correspondendo ;Iâ der i vadas;; de cada e1 e m e n t o  da pr i m e i  r a 

parte da equação f I V .  593. N o t a r  que  esse Jacobiano & não 

r r i m & t r i c o  para qualquer m a t r i z  €3 não â i m & t r i c a .  O p a r S m e t r o  

(5 E?; colocado s o m e n t e  para ter  a facilidade de tornar o 

m a p p i  ng n u m  gradiente a qual  quer m o m e n t o .  

Por outro lado as funq$ea g j C r  3 V j = l.. . .n. mão 
j 

c i e f  i n i c i a s  por p o l i n 8 m i o â .  v i s t o  que B esse t i p o  de função  s 

q u e  representa b e m  fun@es  de cus to  associados aos 

p r o b l e m a s  do interesse deste estudo C Probl e m a â  de 

E q u i l i b r i ú  5 .  A s s i m :  
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glf x .3 = Y j = I , .  . . , n  
J J i = í  

O esquema a n t e r  i or per m i  te, medi a n t e  geração  a1 eatór i a 

dos  par A m e t r a s ,  p r epa ra r  c o m  rel a t i  .\ia f aci 1 i dade uma séri e 

d e  pr ab l  e m a s  pa ra  s e r e m  t e s t a d o s  numgri camente. 

Diversos  con jun tos  R são cons iderados  par a completar  os 

exemplos. Um ponto i n t e r i o r  é gerado por m9todos previamente  

i mpl ementados C MACLLAN et a1 i a , 19873 ;\. 
Para  cada con jun to  R são r e s o l v i d o s  t r & s  problemas 

d i f e r e n t e s ,  cada um dos  q u a i s  corresponde a uma semente  

d i f e r e n t e  do  gerador  d e  niimeros a l e a t d r i o s .  Esses ,  sãs os 

casos i d e n t i f i c a d o s  por A, B e C na t a b e l a  C I V .  13. 

A i mpl ementaqão computaci ana l  9 fei ta  e m  

rnicrocomputador compativel  com IBM - PL c o m  c l o c k  d e  1 0  MNz 

u t i  1 i aando 1 i nguagem PASCAL. 

N a  t a b e l a  CIV.13 também é mostrado o número d e  

i t e r a q õ e s  e o tempo d e  execu@h u t i l i z a d o  p e l o  a l g o r i  t m s  e m  

cada caso .  O con jun to  R é c a r a c t e r i z a d o  na segunda co luna  

p e l o  nfimero de  restrições & o número d e  vari 9v2is .  

I V. 4.3 COMENTARI OS' ADI C1 UNA1 S. 

(3s r e s u l t a d o s  d a  t a b e l a  a n t e r i o r  mostram que  o 

a lgo r i tmo  é v i á v e l  numéricamente, i s to  & , pode ser 

u t i l i z a d o  com tempos r a z o a v e i s  d e  uso d e  máquina 

e com um niimero acei t á v e l  d e  i terações pa ra  os problemas 

ana l  i âados. I nf  e1 i amente não se t e m  conhecimen%o d e  

exper i  &nci as numeri cas que permitam e s t a b e l e c e r  algum ti p s  

d e  comparaqão pa ra  o problema aqui  abordada. 01;: e s t u d o s  

que ana l i sam o a s p e c t o  num&rics de problemas IVCg,W 

se re fe rem p r inc ipa lmen te  a um caso e m  que C! & d e f i n i d o  

p e l o  con jun to  d e  r e s t r i ç õ e s  d e  conâervaqão d e  f l u x o s  

e m  r e d e s  cssrrespondente a problemas de e q u l i b r i s .  Essa  

e s t r u t u r a  d e  problemas serA a n a l i s a d a  com m a i s  d e t a l h e  

nõ c a p i t u l o  s e g u i n t e .  
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I V. 5 UMA ABORDAGEM COMO PROBLEMA D E  M Í N I M O S  QUABRABOS. 

A par t i r  da d e m o n s t r a ç ã o  do t e o r e m a  C I V .  1 3  pode 

ser conc lu ido  que o p r o b l e m a  de inequaqão variacional 

t a m b 8 m  pode ser f o r m u l a d o  c o m o  u m  problema equ iva len te  de 

m i n i  m o s  quadrados CGILL et i a 1981 3 .  I s t o  'porque se 

procura u m  m i n i m o  global q u e  corresponde ao valor zero 

da função GCx3 t a l  c o m o  caracteri aado no p r i m e i r o  

t e o r e m a  desse capí tulo ,  portanto pode se pensar e m  

m i n i m i z a r  s o m e n t e  C J C X ~ ~ P ~ C X S  e c o m a  se m o s t r a  no t e o r e m a  

m e n c i  onado a m a t r i z  de projeção & s i m e t r i c a  e 

i d e m p o t e n t e ,  de m o d o  que: 

def i n i  ndo h C  x3 = PgC x3 , t e m  - se: 

C I V .  643 

e por t a n t o  o p r o b l e m a  de m í n i m o s  quadrados equivalente  é: 

T Mi ni m i  zar GCx2 = h C x 3  hC x3 C I V. 65a3 

52. a 

x ~ f i = C x c ~ ~ ;  A x = b >  C I V .  65b3 

E m b o r a  p r o b l e m a s  de m i  n i  m o s  qundr ados p o d e m  ser 

resol vi dos, por a1 g u m  m é t o d o  de p r a g r a m a q ã o  não I. i near , e m  

m u i t a s  si tuações parece m a i  ã conveniente  u t i  l i zar m & t o d o s  

espeei f i c a m e n t e  p a r t i  cu l  ar i  zados para esse t ipo  de  

pr obl e m a .  A 1  guns desses m é t o d o s  são, G a u s s  - N e w t o n ,  

L e v e m b e r g  - M a r q u a n d t  , A p r o x i  rriaqões Quase - N e w t o n ,  etc. 

Todos eles se b a s e i a m  no f a to  da s o l u q ã s  &i m a  do p r o b l e m a  

ser u m  n ú m e r o  real posi ti vo pequeno. 

Seja Jfx3 s Jacobians de hCx3 e H . C x 3  a m a t r i z  
L 

H e s s i  ana de h . C x 3 .  P o d e m  ser escr i tas  a p r i m e i  r a e segunda 
L 

derivada da funçSo GCx2 c o m o :  



G"cx3 = J C X ~ ~ J C ~ ~  + C JV. 8Bb3 
i = a  

?& 
O f a t o  d e  Ilhcx 3  11 s e r  pequeno l e v a  a pensar  e m  

aproximar a mat r iz  H e s s i  ana consi  de r  ando somente o 

pr imei ro  t e r m o .  e m  cada xk E i2. i s t o  é: 

O mgtodo d e  Gauss - Newton determina uma d i r e ç ã o  d e  
k 

desc ida  d\um ponnto x a p a r t i r  da  r eea luqão  do s e g u i n t e  

s i s tema l i n e a r :  

k T k T  k JCx 3 3cxk3dk = - JCx 3 hCx 3 C 1 V. 683 

E cons iderado  n e s t e  e s t u d o  que o problema formulado e m  

CIV.653 cumpre c o m  a característica da  função o b j e t i v o  

ser nula  na so luqão  otima do problema e p o r t a n t o ,  a 

premissa d o  m&todo d e  Gauãs - Newton pode ser u t i l i z a d a  

pa ra  e s t ende r  t a l  m&todo pa ra  o caso c o m  restrições. 

Considere  - se in i c i abmen te  a e x i s t g n c i a  d e  restrições 

do ti pe d e f i n i  do em C I V. SiSb3. Para  esse caso  se propõe uma 

d i r eqão  t i p o  Newton que pode ser o b t i d a  a  p a r t i r  da  

r esd ução d o  p r s b l  e m s  quudr A t i  co d e f i n i  do por : 

k T  k T k T 
Minimizar QCd3 = C J C X  I) hCx 3 3 d  + O.S~'JCX 3 ~ C x ~ 3 c . l  

S. a C I V. 89a3 

d E Qd = Cd E IRrn; Ad = 03 C P V. BQb3 

Esse problema corresponde a u m  agroxi  mação q u a d r á t i  ca 

da  fungão GCx3 no ponto xL Cmupondo que o  p r ime i ro  termo 

domina o segundo na  equação C I V. 663 , e e1 e t e m  s o l u ç ã o  
k T  k bica quando a matxiz JCx 3 J C x  3 é d e f i n i d a  p o s i t i v a .  

Anal i t icamente  pode se v e r i f i c a r  fAcilmente que ta l  m a t r i z  E- 

ao menos s e m i  - d e f i n i d a  p o s i t i v a  . 

I d e n t i  f i cada uma d i  r eção, pade s e r  d e t e r  m i  nado a 

tamanho do passo  que g a r a n t e  v i a b i l i d a d e  do novo 



ponto. Is to  pode ser f e i t o  r esol vendo o pr  ob l  e m a  

unidimensional  que determina o v a l o r  mínimo da função  
k. C I V .  65a3 no raio d e f i n i d o  p e l o  ponto xk e a d i r e q ã o  d . Tal 

problema se e s c r e v e  c o m o :  

k T k Minimizar h f x k  + crd 3 hcxk + cid 3 C I V. 701 
a 1 0  

* k91 
e s u a  so lução ,  a permi te  a obtenção d e  um novo ponto x 

v i  Ave1 segundo: 

O a l g o r i  t m o  CIV. C3 a p r e s e n t a  fomalmente o procedimento 

que r e s o l v e  e m  g e r a l  um probl  e m a  de mini m o s  quadrados não 

li nea r  c o m  restri  çoes 1 i n e a r e s  d e  i g u a l  dade. 

ALGORI TMO I V. C. 

I n i c i o  

Determine x E i3 = C X  E W ~ ; A V ,  = b, x > 03; 
k + 0 ;  

k Enquanto GCx 3 não nu1 o, f aça 
k 

Q e t e r m i ~ e  d i r e ~ ã o  d ; €Prob. IV. 892 

Determine tam. d e  passo;  €Prob IV. 703 
k t l  k * k. 

X + X  + a d ,  

Fi m enquanto;  

Fi m. 



APLI CAÇãO EM PROBLEMAS DE EQUI L5 Bl?I O. 

N e s s e  capi t u 1  o, o método desenvolvi do par a r eãol ver 

i nequaqBes var i aci onai s no capi t u l  o anter i ar, 8 apl i cado 

para determinar uma sol u ~ ã o  aos problemas de equi 1 i bri  o 

estudados nos capltulos I1 e 111 do presente estudo, 

especi a1 mente, Pr obl emas de Equi 1 i brio de Preços e pr obl emas 

de Equi 1 i br i o de Tr bf ego. Evidentemente o principal 

i nteresse é anal i sar o comportamento do a1 gor i tmo quando 

enfrentado a t a i s  problemac;. com Jacobiano não sim&trico. A 

i mpl ementacão computaci onal do a l  gor i tmo conserva as  

caracteri s t i c a s  já descri t a s  e m  âeqões anteriores,  

modificanda e m  cada caso apenas aqueles itemâ nos quais & 

posâi v91 evi tar  cá1 cul os desnecessari os, tendo em conta as 

estruturas das matrizes envolvidas e m  cada caso e o f a to  das 

res t r  iqões de desigual dade serem somente aquel ás de não 

negati vi dade i mpostar sobre as vari Avei s. 

V. 1 PROBLEMA DE EQUí LI BRI O DE PREÇOS. 

Considere - se o Problema Geral de Equilibrio Espaci a1 

de Preços C GSPEP3 for m u l  ado vi a i nequação var i aci onal em 

C 1 1  Para f a c i l i t a r  a análise considera - se restriqS5es 

de cansei-va~ão de fluxo na rede t ipo  nb - arco. De maneira 

que o formato geral do grobl ema &: 

T *T Determinar Cs .x ,dfT3T E C2 t a l  que: 

* T * '* T f * T * n C s 3 C s - s 3  9CCx3 C x - x 3  - n C d 3  C d - d 3  2 - 0  

Cslx,d3 E jl CV. 1al) 

T T T T  sendo R def inido por X = C s  , x , d 3 que sã t i s f  az : 

CV. 1b3 



Para es te  caso a matriz A do algoritmo apresentado no 

capí tulo anterior está f ormada pela matriz d e  i nci d&nci a 

nb - arco e duas matrizes diagonais que correçpondem 

&s variáveis de oferta e demanda. Notar que para erma 

redeG = CN,A3 com m = N e n = IA1  a matriz A e ordem 

mxCn 9 2m5, para o caso em que todos os mercados são 

consumidores e produtores. Em geral t a l  matriz pede ser 

par ti ci onada como: 

onde S = diagC-l,.., -13; D = diagCi,..,  1 3  e B a matriz de 

i nci déncia nó - arco. 

Para esse tipo de problema u m  ponto inicial  pode ser 

f Aci lmente obtido fixando val ores para s = d > O e 
Q Q 

considerando x como u m  fluxo viável na rede. 
O 

V. 1 . 2  EXEMPLO CL- CO. 

Nessa seqão é estudado u m  caso proposto rio estudo de 

FRIESZ e t  a l i i  C19835 e que tem servido como ponto de 

ref ergnci a em diversos outros estudos de problemas de 

equi li brio de preços nas suas variadas modalidades: ver por 

exemplo os estudos de FRI ESZ, HARKER e TOBI MC 19843 , PANG 

C 1 9843, HARKER C 19883 e DRI S S P  - KAT TOUNI C 19873. Par a es te  

caso a rede considerada B mostrada na figura CV. 15 que tem 

5 nós e 16 arcos. A s  funções de custo na rede G = CN,A3 e 

inverzas da demanda e oferta são dadas por : 

CV. 35 

O parámetro 6 é colocado Para tornar com facilidade s 

problcma não simr5trico C6 3 .  valores dos outros 
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parámetras das f unç25es são dador; nas t a b e l a s  C V. 13 , C V- 23 

nb 
x- i gem 

8 . x  102 
aJ 

ta. i )  

Tabela V. 1 Parámetroã da função de cus tas .  

Tabel a V. 2 P a r  Arnetroe; das 



Tabela V. 3 Parámetror d a s  funções  nC d3. 

Fi gu ra  V. 1 Rede. 

N e s t e  caso o mapping gCX3 é da s e g u i n t e  forma: 

onde X = ~ s ~ , x ' , d ~ 3 ~ .  A s s i m ,  O J a c ~ b i ã n a  é dada par uma 

m a t r  i z d e  b locos  d i  aganal i d e n t i  f  i cada por : 

Onde il'Cs3 e il'Cd3 s"aa ma t r i ze s  d e  ordem 5x5 

cor respondentes  aos Jacobi  anos d a s  f  unqões i nvorsaâ da 

o f e r t a  e demanda e m  cada no da r e d e  respec t ivamente  e C ' C x 3  

é o Jacsb iano  d a s  funqões d e  c u s t o  nos a rcos .  

A funqão f C d  que s u r g e  da i n e q u a ~ ã w  v a r i a c i o n a l  

uni d i  mensi onal  d e f i n i  da  no 1 em I V. 5 t e m  a forma: 



CV. 6 2  

* 
No caso em que ol pertence ao i nterval C 0  

OLmm 
3 a equação 

não linear sondo resolvi da pelo método de Newton requer da 

avaliação de f ' C a3 , t a l  como determinado na seção 1 I I .  4: 

portanto t a l  equação pode ser avaliada aproveitando a 

ertrutura da matriz Jacobiano antes definida; para i s t o  

considera - se  uma partiqão do vetar direqão Cnão se 

conâi der a o super i ndi ce k par a si mpb i ci dade das expr essões3 : 

de modo que: 

A relação anterior permi t e  aval i ar separadamente a 

contribui çEo de cada Jacobiano na f un~ão f ' . 

Com base nos antecedentes o algoritmo CIII.B3 

aplicado para o problema antes definido, permite obter 

os seguintes resultados numgri cos: 

i 3  Grau de não simetria. 

O parámetro 6 na= equações CV. 2 3  at& [V. 43 permite 

veri f i car a ef i ci &nci a do al gori tmo quando enfrentado a 

diversoc; graus de não simetria da matriz Jacobiano. A 

tabela V . 4  apresenta esse comportamento para valores de 6 

que v30 desde 1 ate5 50. 



N *  
i ter .  

33 
67 
49 
46 
49 
48 

cicl .  

tempo 
c !a 

Tabela V. 4 Grau de não simetria. 

A precisão considerada para o tes te  de parada foi  

1.0x10-~ o que se  mostrou suficiente para. obter resultados 

de preços com at& t r&s  decimais invariantes entre ai: duas: 

Últimas i terações. 

Na medida que 6 aumenta o problema se  torna mais 

intratitvel chegando a apresentar ciclagem em torno da 

solução quando S = 50.0. Por outro lado o número de 

iterações também aumenta quando o Jacobiano tende a ser 

simétrico € 6  03. Neste caso as tamanhas de passo na 

vizinhança da solucgão são menores. Nos casos estudados com 

õ > 50.0 na maioria dos cazos o algoritmo tem tendgncia para 

a ciclagem. Contudo no inicio desta os valores de preqos de 

equi l ib r io  apresentam preci são ate2 de dois decimais. 

O t r  aba1 ho de HARKERC 1 9883 per m i  Le ertabel ecer  a1 gum 

tipo de comparaqão dos valores anteriores com os métodos de 

Pra j  eqão C seqão I I I .  1.13 e di agonal i zaqão C seção I I I .  1 -23 

quando acel er ados com uma técni ca PARTAN C LUENERGER, 18883 . 
Tais resultados são apresentados na tabela V. 5. Em termos 

gerais o rnétodo proposto tem uma eficiência numérica melhor 

que o algoritmo de projecgão, tanto no nrlrmero de iterações 

quanto no tempo de execução, tendo em conta que os 

resultados da tabela V. 5 foram obtidos com u m  sistema 

eomputacional mais rhpido CVAX 86003. Por outro lado o 

a1 gor i tmo de di agonal i zaqão se  apr eâenta favorável enquanto 

ao número de iterações, mas i s t o  não B assim em relação ao 

grau de não simetria do Jacobiano pois, com 6 = 15 o 

problema tende para ciclagem. 



Tabelu. V. 5 Resultados Para motodo de ProjeçUs e 

Di  ayonal i zação. 

i i 3  Caracteriâticas de sonverg&ncia. 

Um exemplo da procedimento passo a passo é mostrado na 

tabela CV. 8 5  para 6 = 1. O. Pode ser identificada uma 

converg&ncia lenta e m  torno da solução do problema e a 

velocidade mais a l t a  enquanto o conjunto at ivo não & 

identificado. A s s i m *  o maior nlimero de iteraqões é efetuado 

e m  pontos próximos da sol uçâo. 

i i i 3  Exemplo de resultado. 

A tabela <V.  7 3  apresenta reâul tador ti picos de 

equili  brio de custos e m  cada arco e o fluxo correspondente 

para o caso e m  que CS = 1.0. Por outro lado a tabela V. 8 

inclui os preços assim como as  quantidades demandadas e 

ofertadas em cada ponto da região representada pela rede. 

Pode ser verificado que t a i s  valores s a t i  sf a z e m  a s  

candigõez de equil ibr io definidas no capitulo I1 e as  

restriçBes de conservação de fluxos na rede. 



Rest. A t .  3 i f .  Relativa 

Tabela V. 6 C a r a c t e r í s t i c a s  da c o r i v e r g & n c i a .  



Arco 
Ci ,j3 

C1 *23 
C1,43 
C1 *53 
C2*12 
C2,33 
C2.53 
C3.23 
C3*43 
C3,53 
c4,13 
C4,33 
ca,s3 
C5,13 
C5,23 
c5,33 
c5*43 

Tabela V. 7 Fluxos e custas de equilibrios. 

Tabel a V. 8 Preços de Equi 1 i bri o. 



V. 1 . 3  EXEMPLOS ALEAT6RP OS. 

São considerados aqui u m  conjunto de problemas gerados 

a1 eatóriamente conservando a seguinte estrutura ger a1 : 

a3 REDE A C10 nós e 29 arcos3: 

Pares Or i gem/Desti no C m x m 3 com f unqões: 
1 1 

Na origem i 

?-L . C d  .3  = @./C1. 0 + d .4 No destino j 
J J J J 

Fun~ões de custos nos arcos. 

CV. 10a9 

CV. 101.53 

CV. 10c4 

Com sã  segui ntes val ores ger ados a1 eatár i amente: 

Pares O/D : p e €1.2, - .  . . *I03 

Função rz . C s2 : 
'i, 

E C1.0,10.03; q i Z  E EO.O,O.Oll V i  
L 

Função n . C  d3 : 
'j 

E Cl.0,10.ol; V j ,  
J 

P ~ n ~ ã o  C Cx3 : p E C1.0,10.09; Paz 
E ta. 0,á. 01 ; 

u U l  

b3 REDE B C16 nbs e 28 arcos9 : 

Mesmas características que no caso anterior . 

Para tados os casos considerados o c r i té r io  de parada 

do algoritmo é quando a f unção GCx3 atinge u m  valor i trf erior 

a 1.0~1 o que suficiente para proporci crnar presos de 

equi li brio com at8 quatro decimais invariantes entre as 

duas; dl Limas i t e r a ~ s e s ,  lembrando que ao trabalhar com 

preços apenas dois decimais tem u m  significado que são os 

centavos. Entretanto o ponto inicial  obedece às mesmas 

regras consideradas na resol uqão do exemplo c1 ássi  co. 

Qct resultados são apresentados nas tabelas CV. 93 e 

V l No primeiro caso Crede A3, o grau de não simetria 



do problema é estudado mediante uma variasão do parametro 6 

da função de custos, tendo em conta diversas dimensSies do 

problema. Para i s to  foram consi derados diferentes ti pos de 

par es de ar í  gem/deâti no C O/D3 , ou seja foram fixados pares 

de nós entre oâ quais deve ser mantido o equilíbrio de 

preqos. Evidentemente no resto das nbs é respeitada apenas a 

conservação de fluxos. Esse parámetro é considerado na 

tabela C V. i 3  na segunda coluna. Ma terceira,  aparece o 

nbmero de vari Aveis para cada caso, que é resul tado da soma 

das var i ávei s de fluxo oferta e demanda. Na coluna 

correspondente a A localiza-se a posição relativa entre o 

ponto inicial e o ponto final do processo i terat ivo,  que é 

cal cul ada com nor mar eucl i di anas segundo: 

O primeiro fa to  que se  const.ata observando os 

resultados obtidos E- que o algoritmo converge a té  uma 

soluçáo de equilíbrio para o GSPEP n u m  nbmero f i n i  t a  de 

etapas e com tempos de execução viAveis de se  traba1ha.r em 

m i  cr ocomputador . 

Uma outra carac2;erísti ca interessante de ser analisada 

é o fenámeno de ciclagem detetado em quatro casos 

observados nos exemplos 4, E3, 7 e 10, sendo que nos trBs 

bltimos a e f i c i h c i a  do algoritmo B afetada, 0 que se 

ref le te  no número de iterações. Contudo o algoritmo converge 

at& a solução com a mesma precisão de todos ua outros 

casos, a exceção 15 o problema número 4 onde não foi  porsivel 

atingir a precisão do cr i t&r io  de parada anteriormente 

apresentado, mas, com u m  valor 1 . 0 ~ 1 0 - ~  se encontraram 

preços e custos de equi li brio com dois decimais inal terados 

entre as duas bltimas iteraçSes. 

Tendo em conta o valor de A, e como era de se esperar, 

u m  aumento no grau de não simetria* para u m  tamanho fixo de 

problema, se  traduz n u m  aumento do nbmero de iteraçaes. 

Entretanto, para u m  mesmo grau de não simetria o aumento do 

tamanho do problema, também se traduz n u m  aumento do nbmero 

de i teragões. 



Tempo 7 

Tabela V. 9 GSPEP, Problemas; aleatbri os, Rede A. 

0s dois aspectos antes mencionados também são 

detectados no tempo de execução, embora não exista uma 

relação direta entre tempo e número de iteraçBes devido a 

que a etapa mais cara do algoritmo é o calculo Cou 

atual ização3 da matriz de projeção, que não é a1 terada 

entre iterac$5es que não apresentam mudanqa de conjunto 

ativo. 

Uma outra forma de estudar o grau de não simetria da 

matriz Jacobiano do mappinq do problema de equili brio de 

preços & considerar u m  indice que proporcione também 

a fraqão de pares não sim&tricos da rnatria. Para i s t o  ri. 

def i n i  do o par Ametr o 

rendo a o número de pares de t ipo C g'Ci.j?.g'Cj.i3 3igj não 

simétricos e b o número total de pares. De maneira que 6 
Q 

representa a percentagem de não simetria da matriz 

Jacobiano. N a  tabela CV. 103 i s t o  foi avaliado para a rede 

B, notando que os exemplos aleatbrios da seçzo anterior 

foram obtidos com 6 = 11.1%. O problema considerado neste 
O 

caso tem 38 variáveis e 6 = 1.0. A s s i m ,  na medida que 6 
0 

aumenta t e m  - se u m  aumento no número de iteraqões e no 



tempo de execuqão, contudo obtendo para o pior caso 

C Jacobi ano totalmente "não sim&trico"3 u m  nbmers de 

iteraqZes não muito diferente do caso de baixa "não 

simetria" C l l . l % 3 .  Esse crescimento e m  n~mero de iteraçZee 

para o caso d = 1 0 0 %  em relação a = 1 1 . 1 %  4 de 48% . 
O 

Gráficamente i s t o  & mostrada na figura C V . 2 3 ,  onde se  pode 

ver o compor Lamento quase 1 i near com declive menor que 1. 

Tabela V. 10 GSPEP, Pr obl emas al aatór ias, rede B. 

Figura V. 2 Memero de Iteraçães vs. 

M. N *  
Itsir. 

S 
$2 

Tempo 



V. 2 PROBLEMA DE ERUI LP BRI O DE TRAFEGO C TEP3 . 

V 2 1 ANTECEDENTES GERA1 S. 

O problema de  e q u i l í b r i o  de  t r á f e g o  c o n s i s t e  e m  

determinar f l u x o s  sobre  una r e d e  GCN,A3 que sa t i s fazem as 

condiçzes de  equi b i  b r i o  do usuár io ,  dada uma demanda por 

viagens e n t r e  o s  nbs da rede.  O problema na sua  formulaqãcs 

ge ra l  Cque cons idera  o f a t o  do Jacobiano do mapping s e r  não 

s imétr ico3  é um problema de inequaqão va r i ac iona l  e por 

t a n t o  pode ser r s s s l v i d o  pe lo  metodo proposto. Considere - 
se a formulação t i p o  nb a r c o  estudado na seqão I .  1 . 5 :  

sendo A a matr iz  d e  inc idénc ia  nó - a rco ,  b o vetar- de  

demanda ob t ido  a p a r t i r  da matr iz  origem - d e s t i n o  e CCx3 é 

o mapping que rep resen ta  o c u s t o  dos a rcos  da rede.  

Mumér i camente CJ problema permite  obter  vantagens da 

esparzidade da matr iz  A considerando a e s t r u t u r a  d e  rede.  

A s s i m  por exemplo, o f a t o  do pos to  da  matr iz  de  inc id&ncia  

ser igua l  a n-1 permite  t r a b a l h a r  com uma r e s t r i q ã o  a menos, 
T 

i s t o  ga ran te  a e x i s t ê n c i a  da matr iz  inve r sa  d e  CAA 3 .  Par 
T 

o u t r o  l ado  a p r ó p r i a  matr iz  CAA3 pode ser ca lcu lada  

fazendo uso d i r e t o  da e s t r u t u r a  d e  rede ,  dado que o s  

elementos da diagonal equivalem a o  nt3merõ de  a r c o s  que 

entram e s a e m  do nC1 i e o s  elementos f o r a  da diagonal e m  

posi çoes f i E j 3 , a1 &m de  ser si m & t r  i cos , correspondem ao  

nrimero Ccom s i n a l  menos3 de  a r c o s  que l igam o par d e  nós 

i 3 .  Anal ise  s i m i l a r  pode ser f e i t a  no caso de  

mul t i p l i c a q ã o  de  matr izes  onde uma dessas  & a p r ó p r i a  mat r iz  

de  incid&ncia.  

O ponto i n i c i a l  a cons iderar  nesse caso  t a m b t - m  pode 

s e r  ob t ido  tendo e m  conta  a e s t r u t u r a  de  r e d e  no s e n t i d o  

que para  i s t o  pode se f a z e r  uma alocaqão "tudo ou nada", que 

c o n s i s t e  e m  c a l c u l a r  o caminho mini mo e n t r e  uma origem e um 

d e s t i n o  e designa-lhe o va lor  de  toda  a carga  Cobtida da 



mat r i z  O/D3. Essa t é c n i c a  & t i p i camen te  usada e m  problemas 

d e  a1 ocação d e  f 1 uxos e m  r e d e s  d e  t r a n s p o r t e  CãHEFFI , 
19873. 

V. 2.2 EXEMPLO C L 6 S  CO. 

Considera - se n e s t a  seção o exemplo propos to  por 

NGUYEN e DUPUIS C18843 e u t i l i z a d o  em o u t r o s  est.udos c o m o  

r e f e r & n c i a  num&rica CDRISSI  - KATTOUNI, 19873. Para  esse 

c a s o  os c u s t o s  do Jacobiano  não s i m & t r i c o  são d e f i n i d o s  por:  

sendo H uma ma t r i z  não s i m é t r i c a  de ordem 19x19 que está 

as soc iada  a uma r e d e  d e  1 3  nhr.  A mat r iz  origem/dest.ino é de 

ordem 2x2 dada na t a b e l a  Cbl.113, a r e d e  na f i g u r a  CV.33 e 

os el ementas do mappi ng na t a b e l a  C V. 123. 

Tabela V.11 Matriz O/D. 

F igura  V. 3 Rede considerada.  



Tabela V. 1 2  E1 e m e n t o s  do m a y p i  ng. 

C o n s i  der ando os dadas anterior m e n t e  apresentados e 

consi d e r a ç B e s  n u m &  i cas si mi 1 ares c o m  aque l  as: do GSPEP , o 

p r r s b l e a m  foi  resolvido r á p i d a m e n t e  c o m  u m  t e m p o  de 48.7 

segundos e m  apenas quatro iteraqões ta l  c o m a  m o s t r a m  as 

tabelas CV. 133 e CV. 143. O m e s m o  p r o b l e m a  foi resolvido e m  

16 i teraqEec; gelo m g t o d o  de NGUYEN e D U P U I S  C19843 onde 

e m  cada etapa o a l g o r i t m o  resolve u m  p r o b l e m a  de 

p r o g r a m a c ã o  1 i n e a r  que t e m  c o m p l e x i d a d e  s i m i l a r  A do m 6 t o d s  

proposto. 



TTabel a V. 1 3 TEP , Reciul tadoã num& i cos . 

Custo Fl uxo 

Tabela V. 14 Custos de equilibrio. 



V. 2.3 EXEMPLOS ALEAT6RI OS. 

8 objetivo nesse caso d estudar o comportamento do 

a1 gor i t m s  quando enfrentado a diferentes graus de não 

simetria do Jacobiano de mapping CCx3 para o problema de 

equf l i b r i o  de tráfego. Para i s t o  B encolhido 6 C -tal como 
O 

def inicio para o GSPEP3 como medida de "não simetria". Vários 

exemppl os são al eatár i amente gerados com di f er e n t e s  tamanhos 

de matriz O/B mantendo uma estrutura geral para o mapping 

segundo : 

A matriz H & gerada aleathriamente com elemenLos e 

C O. O, I. OX~Q-'I enquanto que os elementos de h são 

escolkidgs no intervalo L1.0, 10.01. Por outro lado os 

elementos da matriz O/D e LI. 0x102, 1.Oxl~'l. São 

considerados 5 graus de "nâto simetria" e t r & s  tamanhos de 

matriz O/D. A rede considerada & a rede A definida para os 

problemas de equil ibr io de preqos estudados na s q ã o  

snter i ar .  

Observando a tabel â V. 15 pode - se ver e m  primeiro 

1 ugar , que o al gor i tmo propor ci  ona uma sol ur;%o num&- i ca 

viAvel, i s t o  t- com u m  número razoAvel de iteraç8es e com 

tempos de execuçõs ger m i  ssi vei â e m  m i  crocomputador . Por 

outro lado, o crescimento do tamanha da matriz O/D não 

acrescenta maior dificuldade ao problema, f a to  que era 

esperado vis to que i s t o  não se traduz no número de variáveis. 

Ex ide  uma l eve tend&d.a para a dimi nuiqão no número de 

iterar;Bes quando o grau de não simetria do problema aumenta, 

i s t o  pode ser obsevado na tabela C V. 153 para u m  tamanho 

f ixo de matriz O/D. Nos casos 5,10 e 15 é observado 

siclagem para valores da. função G€ x3 inf eriores a LU-". 



Tabd  a V. 1 5 TEP Exempl os A1 eatbr i os. 
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CAPf T!JLO VI. 

O m é t o d o  p ropos to  pode ser comparado aos m é t o d o s  

exi s t e n t e s  par2 resolver o problemar d e  e q u i l í b r i o  

abordados d u r a n t e  esse es tudo  desde  um ponto d e  v i s t a  

teórico; p r i  nc i  pal  mente no r e f e r e n t e  ao nbmero d e  oper a@es 

e fe tuadas  e m  cada e t apa .  A s e g u i r  slá'u abordados t a i s  

a spec tos  : 

- M&todas de L inea r i zação  para  ãVC g ,  a'. 
C k  m&tado% d e  Li near i zaçáo apresen tados  no cap i  -Lu1 a I I I 

resolvem o probl  r rma  d e  i nequaçBes v a r i  aci onai  s a t r a v g s  de 

uma sequQncia de problemas d e  programaqão matemati. ca 

Cquadráti  cor3 que resrul t a m  d e  cons ide ra r  uma ap rax i  mação 

l i n e a r  do  mapping e m  t o r n o  a um determinado ponto. Sabe - 
se que ta l  problema quadr&t i ca  pode s e r  r e s o l v i d o  em 

3 OC C m+nS L3 oper aqõec; ar i t m é t i  c a s  for mul ando e r esol vendo a s  

equaqõec: d e  Karush - Khun - Tucker somo um problema de 

complemen+,aridade l i n e a r  onde L B o tamanho da  e n t r a d a  de 

dados do problema f KOJIMA et a l i i  , 19873. M o  método p ropos to  

c i d a  e t a p a  requer  apenas um l i m i t e  s u p e r i o r  d e  CKn? 

opera@er nu c h l c u l o  da ma t r i z  d e  pro jeção ,  podendo a i n d a  

ser reduz i  do  em 3 quando i mpl e m e n t ~ d a s  z t u a l  i za#5e-: 

s u c e s s i v a r  d a  matri  z i nver ra .  

Rezul t a  i n t e r e s s a n t 2  ana l  i szr a relação e x i s t e n t e  

e n t r e  o metado propos to  e a ma t r i z  d e  pr-ojegão. Ambos t e m  

origem eir, b reus  d i f e r e n t , ~ ~  VYS c i&nc iuz ,  p o i s  o ~ & t o Y s  d e  

pl-oj =@o que  f u i  è spec i  sl i p s r z  pr&l e m s s  de equi 2 i 3.i o 

pr-i mei rarner~te por DAFERMOS C 19803 , t e m  a s u a  origem e m  

pr obl  e n i z  i aci ona i  z que r e s u l  tam de f enhrnenos da  f i si ca 

t&rica C GLOK N S K I  et a1 i i , i8'?8>. O m&todo d e  p r ã j e q ã o  

determina uma novo ponto viave1 e m  cada e t a p a  encont rando  

a á;aluqão d e  um problema d e  pro jeqão  como f o ~ m u l a d o  em 

equaqão 111.5. N e s t e  s e n t i d o  esse método t a m b é m  pode ser 

v i s t o  c o m o  um m&todo genera l  i zado da p r o g r a m a ~ ã o  não 
1, k 

lineur. Para i s t o  bus.'u s u b s t i t r r i r  d" por y - x na  fungZo 
L 

o b j e t i v o  do problema ÇIII. 53 r onde d" pode ser i n t e r p r e t a d a  



como uma d i  r e@'o d e  m e l  hora  da i n e q u a ~ ã o  v a r i  áci ana l  . C o m  

i s t o  o problema se t ransforma e m :  

Minimizar g ~ 2 3 T d  + 0 . 5 d T ~ d  CVI. l a 3  

S. a 

~ * d  = O C V I .  lb3 

Tal subpr obl  e m a  q u a d r á t i c o  d e  d i r e ç ã o  é 

e s t r u t u r a l  mente e q u i v a l e n t e  ao subprobl e m a  d e  Newton, no 

qual  pa ra  o caso s i m é t r i c o  a ma t r i z  G corresponde Ci mat r i z  

Hesriana d a  fungPo rninimizada, ava l  i a d a  no ponto xk CGILL et 

a l i  a ,  19783. D e  maneira que o m&todo d e  p ro j eção  pode ser 

i d e n t i f i c a d o  c o m o  um método d e  Newton genera l  i zado. Por 

o u t r o  l a d o  o método propos to  r e s o l v e  um subproblema d e  

d i  reção l i near  C probl  e m a  I V. 33 que por t a n t o  cor responde a 

uma g e n e r a l i z a ç ã o  do  método d e  d i r eqões  v i á v e i s  ou,  

equi  va l  entemente,  uma gener êl i aaqão do mgtodo d e  g r a d i e n t e  

p r o j e t a d o  d e  Rosen C Mi MOm, 1 SBB3. 

Com r e l a q ã o  ao tamanho d e  passo pode - se d i z e r  que o 

método d e  pre jeç30  usa  um tamanho f i x a  e gequeim au  b e m  um 

que É. d e f i n i d o  por uma seqüência  canvergene d e  números 

reais pa ra  ga rank i r  a converg&ncia. 0s o u t r o s  m&Lodos d e  

l i n e a r i  zaçãa  consideram u m  tamanho d e  passa  uni t á r i  o, p o s t o  
k4-i  

que a s o l u ç ã o  do subproblema q u a d r á t i c o  é o novo ponto x . 

Q método prsposko e s t a b e l  ece uma gener al i za~âlo de 

determinaq& d e  passo  das metùdos de programaqão não l i n e a r  

mediante a so lugão  d e  uma ineqrração var  i aci ona l  

uni d i  mensi una1 . I â to  f a z  com que 8 esf sr  c p  computasi a n a l  

seja maior que nos o u t r o s  mgtodos. Par o u t r o  l a d o  o fa to  de 

dar  o m a i o r  passo  poss ive l  g a r a n t e  uma chegada mais r á p i d a  

até a s o l u ç z o  do problema. 

Beve ser mencionado que o tamanho d e  passo  do  método 

proposto  também pode ser determinado e fe tuando uma busca 

l i n e a r  unidimensional  da  funqão GCx2 a p a r t i r  d o  ponto xk, 

m a s  s o m  um maior e s f e r c p  romputacional que a q u e l e  u t i l i z a d o  

par a r esol ver  d i  t a  i nequaqão. 

- M&todoâ nSo l i n e a r e s  pa ra  IVCg, CZ2. 

C! m&tado d e  d i  agonal i zaqZio s p r  eâentado na s q ã o  1 I I -1.2 



também resol ve uma seqiignci a de probl emaã de programacpão 

matedt ica,  mas que dessa vez são n30 quadráticoã e que 

portanto que requerem de u m  esf orço computêci onal superior 

àquele que necessita o método proposto. 

Por outro lado. o m&todo de DUSSAULT e MARCOTTE 

C 19855 , r esol ve uma seqii&nci a de problemas de  pr ogr arnação 

linear cuja ssluqão requer u m  esforço superior ao calculo 

da matriz de projeção e m  termos do número de operaç8es 

e1 ementar es ef etuadas . 

- Métodos de Complementar i dade Não Linear . 

N e s t e  casa encontramos caracter is t i  cas similares às  

compar ações anter i or m e n t e  f ei t a s ,  poi s a seqiiênci a de 

pr obl emas a ser em r esol vi dos são de compl ementar i dade 

1 i near . Entretanto o método de di mensão vari ável apresenta 

ãubpralalemas de resolução mais dif i c i l  posto que esses 

são sistemas não lineares de equações. No primeiro desses 

dois casos não se t e m  conhecimento de estudos numéricos que 

resolvam subprabl ema de compl ementari dade 1 i near m e d i  ante 

métodos pol i nomi a i  s , o que pr obavel mente propor c i  one 

vantagens numéricas e m  relaçSo ao método de Lemke. 

Em todos os casos resul ta  d i f í c i l  estabelecer 

comparações tebricas no que diz relação ao número de 

iteraqões s que pode ser f e i t o  somente atrvés ele t e s t e s  

num& i coa executados e m  condi çães si m i  1 ar es  . Uma anál i se em 

t a l  sentido 4 apresentada no capitula V mostrando que o 

m&todo aqui proposto e m  alguns exemplos se comporta melhor 

que os rn&todos de p r o j e ~ ã o  e diagonaliaação para GSPEP e 

melhor que u método de Nguyen para o caso de TEP. Contudo 

i s t o  não garante uma superioridade e m  todos os casos dada 

a grande variedade de problemas que podem surgi r .  

A s  comparaqões anteriores sSo f e i t a s  com base nos 

problemas de equi l ibr is  de preços e tráfego, que como 9 

sabido t e m  rostric$3es de não negatividade sobre as 

variáveis. No caso e m  que a problema de iirequações 

variacionais a resolver não % e m  esse t i po  de res t r ição o 

m&todo proposto apresenta notória super i or i  dade do ponto de 

v is ta  tebrico, dado que e l e  requer o cálculo d e  uma unica 



matr iz  d e  pro jeção  duran te  o processo i t e r a t i v o .  N e s s e  

c a so  E& impor tan te  tambgm no ta r  que podem ser u t i l i z a d o s  

métodos d e  segunda ordem pa ra  ob te r  a so lução  do  problema, 

t a l  como çi p r h p r i o  m4todo d e  Newton. Contudo, v i s t o  que o 

va lo r  mínimo da furlqão GCx2 & nulo  ~3 recomend&vel uma 

abordagem como grobl e m a s  d e  m i  n i  mos quadrados t a l  como 

apresentado  na seção IV. S. 

Tal c o m o  eskabel eci do na seqão I I .  1.3 o problema d e  

e q u i l i  b r i o  d e  preços  Lambem pode ser colocado como um 

problema c u j a  r e g i z o  viAve1 & uma rede.  Logo e m  ambos o s  

casos  a e s t r u t u r a  d e  r e d e  pode s e r  u t i l i i z a d a  pa ra  e v i t a r  

c&lcu los  desnecessiir i  os .  Nos m@todos que resolvem um 

ruproblema de programação matemiitica i s t o  & comumente f e i t o  

u t i l i z a n d o  o mgtodo de  Frank 8 Wolfe CMINOUX ,19833 que 

aborda um problema de  minimização e m  r edes  mediante a 

reso luqão  d e  uma sequ&ncia d e  ãubproblemas d e  caminhos 

minimes. O método propos to  nXo a p r o v e i t a  d i r e t amen te  a 

e s t r u t u r a  d e  r e d e  do problema, fazendo - o somente na 

r esol uqão da  i nequação var i a c i  onal unidimensimnal e no 

cBlculu d a  mat r iz  A A ~ .  N e â r z e  s e n t i d o  pa rece  uma 

i n t e r e s s a n t e  a1 t e r n a t i  vã nrrméri ca es tuda r  uma f o r  mul açSo 

equ iva len te  pa ra  o problema de d i r e ç ã o  formulado na 

equação C I V. 33 com base  no e s tudo  d e  GEROMEL e BAPTISELLA 

C18815 que formulam o s e g u i n t e  subproblema d e  d i r eção :  

Minimi z a r  0.9 11 - g~ xk3 - d 11' C VI. ida3 

S. a 

~~d = O C V I  . Zb3 

O problema a n t e r i o r  pode ser rezo1 v i  do  d i r e t amen te  g e l o  

mc5todo d e  Frank 23 Walfe aprovei tando a e s t r u t u r a  d e  rede .  

Embora i s to  nFTo tenha  si do  ana l  i sado num& i camente n e s s e  

es tudo  dá  origem a uma i n t e r e s s a n t e  suges t ão  pa ra  f u t u r o s  

es tudos.  

Um o u t r o  a s p e c t o  que deve ser d i s c u t i d o  e m  r e l a ç ã o  

aos prolslemas de equ i l f  b r i o  aqui abordados é o d a s  

capacidades  dos a r c o s  da  rede .  I s t o  porque problemas d e  



transporte sempre devem te r  em consideração u m  l i m i t e  nas 

unidades de transporte que utilizam uma determinada via. Nos 

exemplos consi der ados no capí t u 1  o anterior t a l  par Ametr o 

é considerado i mpl i c i  tamente nas funções de custo, fazendo 

com que e las  assumam valores muito a l t o s  na medida que o 

f 1 uxo tende a at ingir  a capacidade do arco. I s t o  

matemati camente corr esponde a efetuar uma penal i zação nas 

fun~ões  de custo nos arcos. Contudo, podem exi s k i  r 

situações na.s quais não 9 poãsivel evitar restr ições 

explici t a s  de capacidade no problema. Os métodos e m  geral 

absovem sem mai or dificuldade essa var i ante do pr obl ema, 

tendo - a e m  consideração diretamente no subproblema de 

d i r e ~ ã o  para garantir a viabilidade do novo ponto. N o  

método proposto i s t o  deve ser considerado tanto no cálculo 

da d i r e ~ ã o  como no cAleulo do tamanho do passo. No cálculo 

da matri a de projeção, uma vari Ave1 no s e u  l i m i t e  superi or 

Ccorrespondendo com a capaci dade3 e uma r e s t r i  ção a t iva  

podendo receber tratamento similar cam aquele dado às 

restriçBes de não negaki vi dade. No tamanho de passo, 

entretanto, t a i s  restriç8es devem ser consi der adas ao 

calcular u m  l i m i t e  para o passo representado pela variável 

a .  
m 

- Aspectos Num& i cos . 

O m9todo proposto fo i  testado e m  variadas situações 

para resolver u m  problema com o padrão geral IVCg, C23 nos 

capítulos I V  e V. Ao todo foram rodados 56 casos 

di f er entes ver i f i cando em todos eles a viabilidade 

num&rPca ds algoritmo, tanto no que se refere ao número de 

i te r  ações quanto ao tempo de mAqui na quando i mpl ementado 

e m  microcomputador. Pâta leva a crer que o algoritmo 

tambkm & viável quando aplicada a problemas de grande 

porte em computadores maiores, f a to  que não B abordado 

nesse estudo, mas que indica u m  caminho a seguir não 

somente u t i l  i zando s algori tmo proposto sengo que tamb&m 

testando outros algari  tmos sobre os quai s existem poucos 

antecedentes num& i cos. 

O algor i Lmo ao se in ic iar  com u m  ponto in ter ior  o 



proporciona uma çequ&ncia não crescente de pontos para a 

função a x 3 .  Nessa sequgnci a. as restr içães de 

desi gual dade L C par a os casos estudad~s3 vão se tornando 

a t i  vai: sucessivamente a t é  determinar o conjunta a t ivo  no 

qual s e  encontra a solução do problema. A s s i m  o número de 

i terações do problema depende do ponto in ic ia l  e portanto 

e número & mai or quanto maior for o nbmero de 

var i Avei S. 

Existem alguns casos nos quais foi  detectado ciclagem 

do algoritmo. i s t o  também t e m  sido detetado e m  outros 

a1 gor i tmos que r esol vem pr obl emas de equi l i br i o t a l  como 

fora vis to no capitulo anterior.  Duas explicações existem 

para esse caso. A primeira reportada por GILL e t  a l i a  

Cf 98f 3 & válida em geral para algoritmos que usam a 

estrat&gia de conjunto at.ivo. Cada vez que uma res t r ição & 

retirada desse conjunto & f e i t a  uma análise do s inal  das 

multiplicadores das variAveis, se essa estimativa estiver 

errada por e r ro  de arredondaments, então é ret i rada do 

conjunto uma resLrição errada que s prbprio algoritmo se 

encarrega de calocá - l a  novamente no conjunto a t ivo  

iniciando com i s t o  o processo de ciclagem. A segunda 

explicação é tom base no f a to  do algoritmo determinar uma 

di reção corr erpondente ao mappi ng projetado no cana unto 

ativo. No caso do Jacohiano ser si m&tr i co i s t o  não 

apr ezenta problema por que o vetor mappi ng C gr adi ente3 é 

ortognnal e m  cada ponta à função. N s  caso não %iw&trico 

t a l  vetor não é necessáriamente ortogonal, de maneira que e m  

pontos prdximos da solução um erro  de arredondamento no 

tamanho do passo pode dar um valor superior ao verdadeiro 

propor c i  onando uma di r eqão errada que o pr bpr i o a1 gor i tmo 

tenta corr igir  dando in ic io  ao processo de ciclagem. I s t o  

leva a sugerir tamanhos de passo menores uma vez que a 

conjunto a t ivo  é determinado. 

Finalmente pode - se mencionar que o m&todo apresentada 

nes se  estudo proporciona uma nova perspectiva pêra 

enfrentar o pr obl ema de i nequaqães var i aci onai s que pr av&m 

de problemas de equil ibr io gerando com i s so  uma f amilia de 



m&tsdos que obedece esquema g e r a l  do  a1 g o r i  tmo C V I  . &S. 

D e s t e  rnodo uma l i n h a  de pesquisa  s u r g e  a p a r t i r  desse  

t r a b a l h o  c o m  a i d e n L i f i c a ç ã o  de o u t r a s  d i r e ç õ e s ,  t a i s  c o m o  

Frank & Wolfe, g r a d i e n t e  reduz ido ,  e t c .  

ALGORI TMO VI . A 

I n i c i o  

Eãsa lha  2 E 0;  

k c O; 
k 

Enquanto GCx 3 # O faça 

Determinar d 
k 

que diminua GCx2 ; 
k k + l  T k91 

~ g t .  xk+'E raiocx ,d 3 ;  g ~ x  3 cx - x 3 
IC k V x e r a i d  x ,d  3 ;  

k +--k + l ;  

Fim enquanto;  

Fi m. 



CAPT TüLO VI. 

CONCLUSõES E RECOMENDAGBES. 

8s principais conclusões que podem ser extraídas do 

estudo são: 

- A resoluçSo da yr-oblerna IVCg, lU quarido f2 G sorriente 

compoiko por restriç51ies l ineares de igualdade pode ser 

. através de u m  método de mínimos quadrados. Para esse C4 o 

m&todo proposta apresenta vantagens no número de 

operaqões aritrn&ticas de cada etapa e m  relaqão aos outros 

rnktodos existentes na l i t e ra tu ra .  

- EnquanLo o mktodo de projeqzo para resolver IVCg, 

pode ser vis to  como u m  método de ldewtsn Cpara resolver 

problemas de programaqão não 1 i near 3 general i zado, o m&todo 

proposto corresponde a u m  m&túdo de direqões vi%veiâ 

general i aado ou equi val entemente a u m  método de gradiente 

pr o j etsdo general i zado. 

- O método proposto F- comparável com outros existentes 

para resolver ú TEP e o GSPEP, tanto no aspecto num&rico 

te6rico coma na aspecto numérico práti  em.  

- O nbmero de f terações necessárias para resolver 

problemas de t ipo  IVCg,R> com o método proposto, aumenta com 

s tamanho do problema quando o ponto in ic ia l  í? um ponto 

i nter i s r  B regi S'o vi Ave1 . 

- Nos 813 casos est.udados e m  microcomputador o algoritmo 

s e  apresenta vi Ave1 numéricamente. 

As recomendaqões mais i mpor tantes par a futuras estudos 

são: 

- Efetuar análise numF-rica do çfilculo da projeção a 

part i r  de u m  problema quadrático tentando melhorar a 

eficigncia computacional do algoritmo. 

- Estender o algoritmo para caso de redes de grande 



par te trabal hando c o m  computador eâ maior e% e mai â r ápi dos.  

- Deter m i  riar autr as di  req$íes possi  vei s de cansi der- ar 

dentro do esquema geral apresentado no a1 gori t m e  V I .  A. 

- Estabelecer resultadas t e ó r i c o s  g e r a i s  para o 

a1 gari t m o  V I .  A principal mente e m  re lação  a sua converg&nci a. 
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