
LUIZ SATORU OCHI 

T E S E  SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENAÇXO D O S  

PROGRAMAS DE P6S-GRADUACXO DE ENGENHARI A DA UNI V E R S I  DADE 

FEDERAL DO R I O  DE J A N E I R O  COMO P A R T E  D3E) R E Q U I S I T O S  

N E C E S S R I O S  PARA A OBTENÇXO DO GRAU DE DOUTOR EM C I E N C I A S  

EM ENGENHARIA DE S I S T E M A S  E C0MPUTAÇ;XO. 

Aprovada por: 

Prof . J O S E  MAR1 O MARTf NEZ, D. Sc. 

R I O  DE J A N E I R O  - B R A S I L  

OUTUBRO 198Q 



OCHI , LU1 S SATORU 

Cont r ibu ições  A Solução d e  Problemas d e  Percurso  e 

Sequenci amento d e  V e i  c u l o s  C Rio d e  Jane i  r o l  , 1989. 

Vi I , 489 p. 29 .7  c m  C COPPEAJFRJ , D. Sc. , Engsnhari a d e  

Si stemas e Computação, 19893. 

T e s e  - Universidade Federal  de  Rio d e  Jane i ro ,  COPPE. 

1. Problemas de  Roteamento d e  V e i  cu l  o s ,  Progr amaçãa 

Li near I n t e i  r a ,  R e l  axações Lagr angeanas , uti m i  zação 

Combi na tór  i a. 

I .  COPPEAJFRJ I I .  Ti t u1  o C Ser i e3. 



A G a t i n h a  e ao D a n i e l  

Aos meus pai s .  



C i i i 3  

AGRADECIMENTOS 

Dese j o expr eçsar os meus agradeci mentos às 

pessoas que me auxi 1 i aram na e1 aboração deste trabalho, 

embora reconheça a impoçsi bilidade de abri buir a cada um a 

í mpor tância de sua colaboração. 

Mas em par ti cul ar , gostari a de agradecer ao Pr af . 
Nelson Maculan pela sua eficaz orientaçZXo e ao acosso A s  

inúmeras rsf orenci as bi bl i ográf i cas propi ci ando-me a 

oportunidade de prosseguir e conclui r o presente trabalho. 

Ao Roberto Becker pelas informações in ic ia is  da 

problema apl i cati  vo C FP3. 

Aos colegas do departamento de computaç%lo da 

U n i  ver çi dade Feder a1 Fl  u m i  nense pel o apoio e compreensSo. 

A Clarice e ao Evandro pela ediç5o do presente 

Finalmente à CAPES e ao CNPq pelo auxilio 

prestado. 



. . . muito dif IciL descobrir uma teoria que 

descreva todo o universo. Por ieso divide-se o problema e m  

diversas partee e inventam-se infmeras teorias parciaie. . . . 

STEPHEN W. HAWKINU 

UMA BREVE HISTBRIA DO TEMPO 



RESUMO DA TESE APRESENTADA Ã COPPE%JFBJ COMO PARTE DUS 

R E Q U I S I T O S  N E Ç E S B R I O S  PARA A OETENÇÃB 00 GRAU DE DOUTOR EM 

C I Ê N C I A S  CD. Sc. 3 

LUIZ SATORU OCHI 

OUTUBRO 1989 

O R I  ENTADOR: NELSON MAÇULAN FI LHO 

PROGRAMA DE ENGENHARIA DE S I S T E M A S  E COMF'UTAGXO 

O problema de percursos e sequenciamento de veículos B 

atrnalmente u m  dos problemas de maior sucesso dentro da 

Programação Matemática, evi denci ado pelo vasto nhmero cle 

publicações sobre 9 assunto encontrados na 1 i te r  atura. 
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rostriçSjes do tipo "time-windows". 

Propomos novas procedi mentos exatos e apr oxi mados par a 
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heurísticas e uma nova técnica de ot imiza~ão exata. 
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Nowadays, t h e  problem of r o u t i n g  and schedu l ing  of 

veh ic l  es i ç  one of t h e  m o s t  d i s t i  nguished i n  Mathemati cal 

Programming, as w e  can  see from many p u b l i c a t i o n s  f ound i n  

s p e c i f i c  l i t e r a t u r e .  

l h e  o r i g i n  of t h i a  r e s e a r c h  is r e l a t e d  t o  t h e  r o u t e s  

op t imiza t ion  f o r  pet roleum s h i p  i n  long  haul wi th  

ti me-windows c o n s t r a i  n t s .  

e çugges t  new e x a c t  and non-optimal procedures  t o  

t h i  s pr obl  e m ,  i nvol vi ng f o r  mul a t i  ons , r e1 axati ons  , 

heur i  sti cs and a new e x a c t  o p t i  m i  zai on t echn i  que. 
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O problema de schedutins de veículos CPJVJ 

O problemu de rotewnto e schedulins de veículos 
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CHRI STQFI DES , MI NGQZZI e TOTH C f 981 b2 1 -  # : 1 a iij 
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13rugi..awaÇári I :i.neai.. irikt?ira, @:;te t i p o  iis i..t?laxaÇãr:) 

se r  i a  eqi.t:ival an t t i  a uma r e l  axaçáu I ctyrariseana. 

A s  irni:) I einent ã ~ õ e s  &o ac:i~iuil:)wnI.raiias t.tiria vi.i~..ta~ j.rxa~ãr:) 

gi"á.l!iiia rnosst rada na t e l a  do ccrmput ar:loi. 6: Tarairr t e s t  adnci f1a.1-a 

tsi-obI~:mari; culn a td  f $38 dea t  irias, r.esolvii:lt:i.; v i  a a i~npIcx toa  

gsr a@o ele cc)l m a s  E Braricl . t--ar' id-E~n~t~~d . 

a1gariQ:mn l.iet.tu.isticu para a sio1tGZa do i:ii-a1:)Iema dtz 

i-ateainei~tu C/(? ~ d t t . t l a ç  113ca'J.Zzztdt3s rlt.tm d e p ~ ~ i t o  ceritral  . 
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destes rea;ul  t adõs . 

PROBLEMA COFIPLEXI DADE REFEReNCI A 

CPCVJ 

CPCV> d i rec  ionado 

c PCCJ 

CPMCCJ 

NP-%rduo 

N P - d r d u o  

I:) c 2 2  

N P - á r d u o  I FREDERI CKSON, 
HECHT, KI M C 19783 

CPCC> d i rec  ionudo 

R. M. KARP f 1972) 

R. M .  KARP C f 9722 

EDMONDS e 
JQHNSON C 1  9733 

direc ionado 

CPCCi  m i s t o  

(4 <va log d 

C PCR> 

EDMONDS e 
KARP Cf 9723 

N P - á r d u ~  

I I 

HEGHT, Kl M C f 9783 

PAPA 
DI MI TRI OU C 2 9762 

N P - á r d u o  

CPCR> direcionadu I NP -5.rduo 

LENSTRA e 
RINNOQY KAN C í Q 7 6 J  

LENSTRA e 



TABELA 2 . 2 :  PIOR-CASO dos algori tmos aproximados do CPRV> 

P r o b l ~ m a  A l g o r i t m o  I L i m i t e  I L i m i t e  Comp 1 e- 
I n f e r i o r  Supei- ior x i dade  

(F'CV) neai-est 2 2 0cv2 )  
i n se i - t  i o n  

cheapest 2 2 0 ( v 2 l o g  v )  
i n s e i - t  i o n  

I ? E ~ P E S ~  i- L? 0 ( v 2 )  
a d d i t  i o n  

neai-est 2 ~ ( v ~ l o g  V )  

mei-per 

I<-opt i m a l  - 2 - 
P /  I( 5 v/4 

cloiib l e spann- í- 2 - 0 (VZ )  
i n g  t r e e  

R e f e r ê n c i a  4 
GOL DEN 
C i Q77> 

- 

idem 

idem , 

idem 

idem 

idem 

idem 

- - -  

CHRISTOFI D E S ,  
CORNUEJOLS e 

NEMHAUSER 
C f 978) 

MAFFI OL I 

FREDERI CKSON 
C i 979) 

i d e m  



( PCR ) 

(PCMV ) 

A l g o i - i t  mo L i m i t e  L i m i t e  Comp 1 e- 
n f  - i o -  8i . ipe i - io i -  ) t i d a d e  

- 

;i. 
3 2 

m i xecl 5 O ( v  $e a 
st i-at e g y  3 i- + a 

s p a n n i n g  t r ee  2 3 O ( v3+e) 
+ m a t c h i n g  i- i) > 

r q ~ l i t t  i n g  

na t a b e l a  2 . 1 ,  e t a b e l a  2 . 2  t e m o s  s u e :  

(PRV) = P r o b l e i n a  d e  R o t e a i n e n t o  d e   veiculo^ 

(PCV) = P I - o b l e m a  d o  C a i x e i r o  V i a j a n t e  

(PCC)  = F'i-oblenia d o  C a i - t e i i - o  C ,h in@s  

(PMCC) = P r o b l e m a  d o s  M-Cart  e i r o s  C h i n e s e s  

(F'CR) = P i - o b l e m a  d o  C a r t e i r o  R u r a l  

v = n ú m e r o  d e  v é r t i c e s  d o  g r a f o  

a = n b m s r o  d e  a r c o s  d i r e c i o n a d o s  d o  g r a f o  

e - n ú m e r o  d e  a r c o s  n ã o  d i r e c i o n a d o s  d o  g r a f o  

r x 1 = menor i n t e i r o  i g u a l  o u  m a i o r  que x 

M = n ú m e r o  d e  c a i x e i i - O S  ( c a r t e i r o s )  

Cf 979) 

idem 

H E i C H  e 
KIM Cf978>' 

1- 

i d e m  I 

i d e m  1 



I.,itei"atuio.a exi!at:eriti? sc)l:,i"e a < l ~ ' l i V ) ,  enfucariclr:, a!ii l:)i"ir~t:::i.~:)~~:i.:s 

+ai-int.tlalõec, e ac; 4:Bcnicaã ma:i.ri; trt::i. l ixadaa. 
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de um cr:iinr:~ut:açlcii... 
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A C' a i- m u l c\$ ã o iria t e iria t :i c a t i  u ( I"'R V 1 t.t t :i. % :i. 2: a r:/ a 17 E 5:. I: i;.: 

t i - a b a l h o  6 cle f o i - m a :  

S . H .  



onde R = nemaro de c l i en t e8  

T = n~mero de t i pos  de veiculoci 

ak = capacidade d o  vdct r lo  d o  t i p o  k (a, {a,{. . .{a,) 

Ck = custo f ixo  por veiculo do t i p o  k u t i l i z ado  

. . d i  = demanda do c l i e n t e  i 

Ci  j = custo  de percorrer o  t r a j e t o  en t re  i e j = c j i  

r i  = variavel  d e  fluxo da mercadoria associada ao 
+ 

c l i e n t e  i 

i ,  s e  O v d  cu l ã  t i p o  k pejrrco~-re ( i ,  j ) 

8 .  C/C.  



~. - E s u p o s t o  d i s p o n i b i l i d a d e  i n f i n i t a  d o  n b m e r o  d e  

v e i ~ u l o s  d e  c a d a  t i p o .  

..As restriçdes (2.i04) e (2.185) a s s e g u r a r a m  q u e  c a d a  

c l i e n t e  A v i s i t a d o  e x a t a m e n t e  uma d n i c a  v e z  e e se o 

v e í ç u , l o  c h e g a  a um n b  d e s t i n o  e n t ã o  e le  d e v e  n e c e s s a r i a m e n t e  

sa i r .  d e s t e  nd. 

A d e m a n d a  d o  d e p b s i t o  4 s u p o s t a  ser n u l a  (r,=@) 

e n q u a n t o  as  restriçejes (2.2496) e 2 %  se r e f e r e m  (fi 

c a p a c i d a d e  d o s  v e i c u l o e i .  

- LADANY s MEHREZ Cf984J a n a l i s a r a m  um p r o b l e m a  prbkica 
* 

d e  r o t e a m e n t a  d e  v e i c u l o e i  n o  q u a l  um c a m i n h z o  d e v e  carregar 

um p r o d u t o  d e  t a m a n h o s  s e m e l h a n t e s  de  n d i f e r e n t e s  o r i g e n s  

l o c a l i z a d o s  numa região e d e s p a c h a r  em n locais s i t u a d o s  

n o u t r a  r e g i ã o .  A -Frota B compoei ta  d e  um d n i c o  v d c u i o  e para 

e x e m p l o s  d e  d i m e n s 8 e a  r e d u z i d a s ,  o s  a u t o r e s  s u g e r e m  um n o v o  

p r o c e d i m e n t o  d e  e n u m e r a ç ã o .  

. .,_:.STEWART e GOLIIEN C19843 a p r e s e n t a r a m  um n o v a  algoritmo - . ~.. 

h e u r í s t i c o  para o CPRV) u t  i l i z ã n d o  relaxaç&s i a g r a n g e a n a o  

para c o n v e r t e r  o 4PRV) num (PHCV)  m o d i f i c a d o .  

No ( F R V )  f o r a m  c o n s i d e r a d o s  a s  s e g u i n t e s  restr içfks:  



i) cada demanda 4 atendida por exatamente um ~ n i c o  

vei cura. 

i i )  a demanda to ta l  de uma rota é sempre menor ou igual 

B capacidade do veículo a e l e  alocada. 
2- 

, . i i i)  cada rãta i n i c i a  e termina no único depbsito d a  

rede. 



M i n i m i z a r  C C I: ci jx i  j k  
k i j  

Z Z r i x i j ,  5 Q~ k i ,  . . . ,  rn ( E .  i i 0 )  
i j 

X = ( x i j r )  'E Sm t e . i i i >  

a n d e  pi = q u a n t i d a d e  demandada  n a  l o c a l  i 

Q = c a p a c i d a d e  d e  c a d a  um d a s  m v e í c u l o %  

ci = c u s t o  d e  P ~ I - C O ~ I - B I -  ( i ,  J 1 

n = n6mera  d e  d e m a n d a s  ( n  = 0 é a d e p 6 s i t o )  

m = nirmero d e  v e i c u l o s  d i s p o n i  veici  

8 m  = c o n J u n t o  d e  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  p a r a  o (PMCV) 

A s  r e s t ~ i ç õ e ~  ( 2 . i 0 9 )  e ( 2 . i i i )  d e s c r e v e m  o (PMCU) q u e  

se a c r e s c i d a s  d e  (2 . i i .0)  se t r a n s f o r m e  n a  (PRU).  

U m a  o u t r a  restrição, esta r e d u n d a n t e ,  f o i  a c r e s c i d a  ao 

p r o b l e m a  (2 . i 09 )  - t 2 . i i i ) ;  a s a b e r :  



,.E: C Pixi jk - C F l.t,xi je 1 0 ,  para e = k -1. i ( 2 .  ii2) 
i j L J 

e k = i, E .  . . . ,  m - a 

O objetivo de incluir uma restrição redundante ao i F R V )  

foi a de garantir que a maior demanda Ooase alocada para a 

rota k = I, e a segunda maior demanda para k = 2 e assim 

sucessivamente, e que numa relaxaçSo lagrangeana oa 

multiplicadores de Lagrange sejam proporcionalmente 

dist r ibul das com est ao; demandas como mostrado a seguir. 

Relaxando as restrições (2.f20) do ( P R V )  a 

incorporando-as na função objetivo (2.  i09) com 

multiplicadores não negativos hk20, k = i ,  . . . ,  m, teremos o 

seguinte problema ( R L h ) .  

Minimizar C C cijxijk + hk(z I: l.tixijk - Q) (2 .  iiS) 
k i j  k i j  

. Assim, se h* 2 XZ ?. . .> h e pelo menos uma dastaa m 

desigualdades for estrita, entzo a rota de w i o r  demndcc 

C m e n s r  k> ira ser mais fortemente penut1~udu no caso da 

vialaç%lo da capacidade do velculo, o que 4 bem razdvel. 



Com isso se e v i t a r i a  d e  ocorrer,  por e x e m p l o ,  o c a s o  

oposto, i s t o  é, p e n a l i z a r  mais a ro ta  c o n t e n d o  a menor  

d e m a n d a .  

I s t o  j u s t  i f i t a  a i n t r o d u ç ã o  d a  restrição a d i c i o n a l  

(2.112) ao ( F R V ) .  

A s o l u ç ~ o  do p r o b l e m a  r e l a x a d a  (RLA) para A . f i x a d a ,  . f u i  

o b t i d o  a t r a v é s  d e  um algoritmo d e  CROES C19583 m o d i f i c a d o .  

_TAN e BEASLEY C19842 e s t u d a r a m  o  p r o b l e m a  d e  ~ o t e a m e n t o  

d e  v d c u l o s  p e r i ó d i c o  (PWVE') que c o n s i s t e  em alãcar v e i e u l o s  

p a r a - c l i e n t e s  p a r a  v B r i o s  d i a s  d e  um p e r i o d o  d e  T . - - d i a ~ i  o n d e  

nem t o d a s  0% c l i e n t e s  r e q u e r e m  a t e n d i m e n t o s  d i á r i o s .  

WALTERS Cf984uJ Isa(;ieado n a  id l s iw  de que tis a1sorit:iuicra 

d o  (PRV) devem ser t a n t a  $lexive:i.pI q u a n t o  uio+'ist i c a d a c ;  para 

p r a d u z i r m  r'ec;ir9 t a d o %  rea is  j proi:ads um n o v a  proc:edimerrt:a 

i n t s r a t i v u  para 0 (PRU) q u e  s s 1 i c i t : a  i n t e r v e n ç 8 m i i  d o  

a n a l i s t a  n o s  processas d a c i t i 6 r i u s  e x i s t e n t e s  na t i  d i v a r p I a ~  

etapas d o  & t o d o .  

Em o u t r o  t r a b a l h a  WALTERS C1984b3 a n a l i t s a u  a e f e i t o  d e  



arredondar d i s t h c i a a  e n t r e  c l i e n t e s  num (PRV)  como Qwzem 

d i v e r s o s  au to res  em ~ e u s  r e s p e c t i v o s  a lgo r i tmo%.  

õ au to r  s a l i e n t a  que em a lguns  casos a saT~tção 

encontrada pode ser  m u i t o  melhorada se o wrredondamento f o r  

e fe tuado  somente nas di%t%nciat i i  da e s t b g i a  T i n a l  do 

Para eska constatação,  foram implement a d m  a l g o r i t m o s  

de CLARKE e WRfGHT Ci9642 nas verliiõea; ~equenc ia i ro  e p a r a l e l a  

e a a l g o r i t m o  de GASKELL CiQ67J. 

WONG e BEASLEY C19842 desci-everam n problema de 

roteamento de v e I c u l o s  uriianda área% f i x a %  de ent regas para  

cada v e i c u l o .  
. . 

Es ta  pracedimanta Q eonhecidu como a # w F  primeiro e 

ruisar posteriumente e B f e i t a  d i v i d i n d o  a á r e a  o r i g i n a l  q u ~  

cont&n todos os  c l ienter i ;  em tzm con jun to  de sub-. ireas 

menoma, onde cada uma destas sub-Areas com a demandas 

raerzo, i nco rpo rads r~  a uma nova r o t a .  

Apbs a $ o ~ I N + ~ Ç ~ #  das r o t a s  i n i c i a i s  &o ten tados  

remaneJwmentoo de c l i e n t e s  e n t r e  sub-Areas de modo a t e n t a r  

o b t e r  so luções mais eQic ien te%.  

Resultadoa camputacionais demonstraram a e + i c i h c E a  do 

& toda  em problemas de pequeno e & d i a  p o r t e .  



Inicialmente g e r a - o  o c ~ n j u n t a  das rotas  viAveirs d o  

segunda etapa, rasalve-%e um problema de particionamsnta 

Minimiãar C c + 

j 
J 'j 

Usrvido ao elevado nrlxmero de calunixi do (PF) umrr-ae um 

A s o l ~ t ç ~ o  do (PP) Q f s i t o  por 9wscs, inicialmanta C& 

reso lv ido  o problema (PP) tom relaxação l inear ,  sub%tituindo 

( 2 . 1 1 8 )  par 2 . 1 '  y j  f E % ,  i ,  Vj .  

A cada i t eraçsa  do simplax, rmolve-se  um oub-problema 

da a&raç& d e  colunas assim d e s c r i t o .  



Retúrnando % e tapa i n i c i a l  da a l g o r i t m o  g l a b a l ,  na 

c o n t r i b u i ç ~ o  das r o t a s  do (PRU) pode s e r  u%ado uma tdcn i cw  

do t i p o  agrupar-rotem c u j ~ a  passas siga: 

i) Escolher  a  con jun to  de nds para cada r o t a  a 
j 

ii) D e t i n i r  a  sequdncia de atendimenka de cada nó na 

r o t a  a  
j 

!3e cada nb .For atendicio por u m  b n i c o  v e i c u l o  numa 6 n i c a  

v i s i t a ,  ii) será  a (FCV). 

Auaim nes te  caso para  a j ,  c j  represen ta  o c u s t o  da 

f s t a  6, o v e t a r  a  = ( n  ) B u m  uetor zero--. 
j L j 

F a x e n d o a j  = x  ou ( a  x e  <se i ( x )  + ( a j  ) 
i j 

represen ta  a  v a l o r  da função a b j e t  i v u  da f ~ o l u ç ~ o  da (PCV) 



sobre., o% n h  da coluna a x ,  entEo o sub--problema 
j 

descr i ta  na forma: 

por exemplo 9 ( x )  w C p i x i  , neste cano (%I::') B emtaiviant o 
i 

problema d e  Mochila (PMQ).  

Bacilmente obtida por metodos do tipo Branck-mand-Bound. 



a n á l i m  sobre a v i a b i l i d a d e  das r o t a s .  

,BUXEY Ci985J apresentou u m  novo a lgo i - i tmo do t i p o  
2 .  

savings para  u ( P R V ) ,  onde as s i n t e t  i ~ a q õ m  &o f e i t a s  

O p roced i i nmta  %e IIIC)~J~POU e.Ficiente, apretirentando Lima 

s u b s t a n c i a l  redução no tamanho da Crota  s na d i s t a n c i a  

nece%&r ia  para  c o b r i r  as d~mandas comparada com o u t r o s  

algoritmotir desta  c l asse .  

DAGAN;?O C19852 a p r ~ s i e n t o u  uma nova ers t ra tgg ia  ri algumas 

66rmulas de d i % t % n c i a  p a r a  ( P R V ) .  

Na problema é asarumido que cada v d  c u l o  pode atender  no 

mhximo uma quant idade  de c 1  ienteri i  p ré -es tabe lec ida .  

A% .&h-mulas de d i s t g n c l n  @a geradas com a q i n a l i d a d e  

de anal i isar  o problenra da d i ~ t r i b i . t i ç I w  f i  rsica dos c l  iclntcm 

agrupadoia para  cada r o t a ,  den t ro  de uma 1 : k n i c a  da t i p o  

agrupar-ro tear. 

DESROSIERS, LRPORTE e SOUMíS C1985J anwl isaram o 

problema de rateamtnnto de v d  culofii che io% (capacidade de 

carga  sa tu rada)  t? com r m t r i ç B e s  de tamanho maxims p a r a  as 

rotas;.  

Aprerrentou-rtie uma 4~rnrn iu la~Io  a l t e r n a t i v a  para  e s t e  t i p o  



Os autaree$ mostraram ainda que q ~ i a n d ~  as l imi tações de 

tamanha m8ximo não o multa r e s t r i t i v a s ,  es ta  nova 

Q (PWV) aqui mtudado & compasto de uma Grata kamog~nea 

de v e l ç u l s ~ i ,  t~ res t r i ções  de custa m&xirno para ars rotas ,  P 

905 descr i to  da seguinte $erma: 

Cansiidw-e as seguintes notaçãai :  

P = capacidade dwai veículors 

L = nQmaro miximo de nbs a serem v i ~ i t a d a a  par um 

veicuao 



Y~ , pi , vi são n6rnw-os reais arbitrários 
. . 

S . A .  C x = i, ,j :a: i J  i?,..., rt-i 
i = &  i  j 



no ndt origem I4 a que cada rota posraui na mAximo L nbs. 

Este retsultado $ai generalizado nesta trabalha com a 

resp~ctivwmente que o carregamento e o custo sobre cada rota 

E5 menar ou igual b capacidade P do veiculo <EI . i í -P )  e no 

algaritma exato para a (PRV) com rwtriç8es de distância 

ndxima. 

'O. Lik 

(pela desigualdade triangular) 

FIQURA 2 . 4  



For out ro  lado, s e  não vale  a desigualdade t r i angu l a r  

podeman t e r  c a w ã  onde Q vantadoso pwsmr por uma cidade 

mais d e  uma vez. Mas i a m  implica neceasariament:e em 

v io la r  a r e s t r i ç ã o  de que cada ná dest i n s  deva aer atendida 

numa.Qnica v i s i t a  e por um Gnico veiculo,  podendo rro entanto  

s e r  ?ioitado mais ds wnar vea s e  i s s o  reduzir  a d i s t anc i a  

t o t a l  (por exemplo %e a n a t r i z  do% cuatoa (c ,  1 denotar 

a c u ~ ; t o  mínima da i para 91 

fnicinlmente o problema transformado num problema 

uma $nuca vex atrav&s de um procedimento elaborado par 

LENSTRA e RINNOOY KAN Cf97El; iJ .  
, ,- 

O problema t:rans#ormada e$ um (PMCV) (problema dos 

M-caixeiro% viajantesi)  com restr lçõets  adicionaio de tamanho 

maximu para oui c i r c u i t o %  hamil toniwno~.  

<i9859 onde %%o relaxadoui a% r e ~ l t r f ~ s e « i  de  elimina^ 

sub-rotasi  re%ultando num problema de wlacaç& l i nea r  

mod27icado que poda %@r resolvido eQicientemente uaando o 

algaritmo proposto por CARPANETO e TOTH C f  9803. 

F4 M E u m 2  9 fl&'m CiQQ62 e~ltudarain a problema de 

reabastecer  uma Qrotn de caminh&s de d o i s  t i p o s ,  um capaz e 



a o u t r a  t l p o  i n r a p w s  d e  %e a u t o  r c a b a % t w e r  

O p r o b l e m a  6 .Formuladçt como um m o d e l o  n g o  1 i n e a r  com 

v a r i i v e i s  m i ~ t a s ,  s e n d o  p a % t s r i o r m e n t e  l f n e a l i x w d a .  

e s t r u t u r a s  d e  d a d o s  e  varia^%% para eiiite a 1 g a r i t : m o .  

DRQR e TRUDEAU C19862 a p r e ~ e n t a r a m  um p r o b l e m a  d e  

U m a  rota i = o m p L e t a  i n d i c a  uma n i t u a ~ s o  o n d ~  um v e i c u l o  

d e l x a  d a  a t e n d e r  t a d o w  oe c l i e n t e s  d a  w a  r o t a  m o t i v a d a  pela 

t 6 r m i n o  d a  s u a  carga apb% v i s i t a r  s o m e n t e  parte de %ews 

c l i sn t ros r  ( e s t a  s i r i t u i x ~ h ~  p o d e  ocorrer d e v i d a  d e m a n d a s  

serem n ã o  drot e r m i n i  m t  i c a s ) .  



prersença de uma r o t a  i n c o m p l e t a  sobre ortr curtrtas es;peradasi de 

uma r o t a  completa, bem coma a impacto provocada p a l a  

a lo r *wç~a de uma determinada r o t a  no tocante aos cusitosil 

3% wbordadrssi avrariÇos nas metwdnloãias, a w uso desta 

nova tecna loã ia  em ambientes prat i cos ,  d i scu t indo  tambem as 

implementa~õeria de m i a r  t+utres~~a, QEI avança(rii no r e a l i s m  das 

madelos e a eat&g io  d& d e ~ ~ n v u l v i m e n t o  dos novas a lgor i tmos.  

.Hochbaun e SFwnoys CiQ86J estudaram v á r i o s  pt-ocedimentss 

heuri st Zcas para reso lve r  o problema da ensarraçamanto de 

t r P n s l t n  para pedeliitrertr e veiculori,, c ia iscr i t :~  cama uin (FRU) 

affisimet r i c o  com r e s t r i ç õ e s  de dlst%nc:ia (tempo) máxima. 



morrrtrado que e s t a  reiwltriids a% to laca  110 nível  daui melhores 

alguritmoie heur i s t  icors para w (PRV), na sentido e que a  

c3xisksnci.a de aut r u s  procediment os heurí st lcocr com IMI mell.ror 

r a i o ,  (p io r  caso)  aca r r e t a  na igualdade P NP, que 4 falso. 

A r e l a x a ~ ã o  s e  hmdamenta na cr iação de c d p i m  das 

variAveiis d a  ifV16) de modo que o problema relaxado possa ser 

dacomposto em problemas menores, independentes e mais 

simpleia. 



Introduzindo uma &pia y i  para cada varfAvel xi 
- 

pode mo^ generalizar o (PAG) na .fs~ma (PAU): 

- - i . . .  m , , . . . ,  r (í2.138) 

- 
Observe que 0% problemwi~ (PAU) e (PAG)  descrito^ par 

(2.P33U- (2 .139)  são equivalentes se a .ta (j i. Ho caso 

geral t m o s  yua 

Relaxando as restriç&xii de acoplamento (2 .938)  e 

incorporando-a na #unção objetiva de (Fim com 

mult iplieadorea irrestritos Li , vamos obter o seguinte 

problema relaxada (FAí3(k)). 



8 . A .  I: ai x i j  bi , i i , . . . ,  m 
j = 4 



- 
Alem di%tm, (PAQX(h))  pode ser decumpuwto em m 

problemas da mochila. 

LAPORTE, MERCURE e NOBERT Ci98d3 descreveram rrnl 1 l ~ v o  

algoritma exata para um ( P R V )  asnimdtrico dtmwrito como um 
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Q a lgo r i tmo  dewmvolv ido 9 uma modi+icação do 

DEJAX e C M I N I C  Cf9872 aprewmtaram o u t r o  resuirro nobre 

o ( P W >  enfatlntando o 1 das v ociolfias no 

pXansJamento da viagens de uinw f r o t a  da vs i cu loe .  

-0% autores analisaram a i m p o r t ~ n c i a  da u m  boiri 

planejamenta na sa tor  de t r a n o p w t a s  sugerindo d i v a r w m  

procadimentos para rrrinimfzar enite t i p r n  de mavviento de 

Q i:trablaina ap l i e a t  i v o  r'eFsra--racs n um conglomerado 

composto por + i b r i c a s  de cerveda da Colembia a a sua 

#ormula@%a matemit ica envolveu cerca da 85.088 v a r i a v a i s  

sendo E.688 va r i ave i a  i n t e i r a %  xero-um e 14.088 r m t r l ç & x i .  

R itiolução obt i d a  v i a  I.iPSX/370.-fiIP da IBlI ' propsrcionou 

uma economia da 8,7X no% custos e f o i  ob t i da  num tempo 



ais 

re lsolver um problema de ruteamerito de ve i  rrulau der i n d a ~ t r i a - i  

de bebidas,  enquanto YANO, CHAN e outros C19872 

de!ssnvolverwm novoa %w+Ftware% p a r a  s ( P R V ) ,  onde o problema 

6 formulado cama um modelo de rscobr imenta .  

LAPQRTE, CHAPLEAU, LANDRY s MERCURE C19873 m a l  isaram o 

problema de ot imiawl- ci rt ierviço de c o l e t a  p o s t a l  das var iaai  

ca i xas  de c o r r e i a  existentes numa determinada região .  

Qs au to res  descrevem u m  novo procedimanto do t i p o  

~8~22pcilr-rotea, ande o roteairiento 6 v i s t o  como t.m (P'CV) 

genara l iãadu .  

Nu problema de agrupamento determinou-se qua is  as 

c a i x a s  de c o r r e i a  i r% per tencer  a cada rota e no prablema 

de roteamento determinou-se a %ãqÜ@ncia de v i s i t a r  a cada 

c a i x a  c o n t i d a  em u m  agrupamento. 

SALHI e RANDi  C19872 cit-~envo'lvaram uma nova t é c n i c a  

para  o (PRV) bamado na c o m b i n a ~ ~ o  da m6todwi exircitentes na 

l i t e r a t u r a .  



madiBicado, onda a s  econumias são calculndas pela expreacãs: 

s i j  d ( # , i )  + d i 0 , j )  a r d ( i , ; j )  com 8 ã a S 2 

. Qutrorii prucedlmentos da algoritmo iiião: 

i) &totio cio t i p o  3-ót ima de LLiN C19653 

i i )  uma ro t ina  CQMBXNE, cu ja  SunçSo 6 combinar r o t a s  

testando a satinl?açãa de r e s t r i ções  de capacidade e 

diirjtanc i a  mhxlma, ande n+i comb innçõas + e i t  a s  %%a ordeimrada% 

a t r a v h  da cAlculo das econamias. 

procedimento% camplemmtare~ cama a% de prai.bir crurament a s  

en t r a  r o t a s ,  remover ro ta% u c i o s a ~ ,  r a a l a e a ç ~ a  de c l  l en ta  

0s resul tadas  obt idas  msskram uma pequena melhora na 

soluçgo-usando como ~ o l u ç ã o  inicirxl a melhor iiioluçZa de --- . 

váriagi hauri ait i cas  encontradas na l i t e r a t u r o .  

Finalmente, da ano d e  2988, podemos c i t a r  os  seguintes 

trabalhaçi sobre a ($RUI. 

CASCO,  GQLDEN e WASIL C19883 fizeram L ~ I Y I ~  anál i s e  liobra 



t r a d u z i m o s  coma p o n t o s  s u e  a n t e c e d e m  0% p o n t o s  d e  

d $ ~ t r i b u i g ã o .  F o r  e x e m p l o ,  u m  s u p e r m a r c w d o  6 um p o n t a  d e  

diilit r i b u i ç Z o  e exiEit:ein Q o r n r c e d c i r e s  d e s t  e p o n t o  fomo 

v e n d a d o r e s  d e  C r u t a s ,  v e g e t a i s ,  cr iadore?i i  d e  a v e s  que %eri~m 

A l i t e r a t u r a  c l a s s i 9 i c a  es te  p r o b l e m a  coma uma e x t e n a ã o  

d a  p r o b l e m a  d e  c a r r e g a m e n t o  e deiiipwcho d e  v e i c u l o %  

c o n v e n c i a n a l ,  deilide q u e  a q u i i  o  v e í c u l o  p u d e  carregar num 

p o n t o  e d t a e a r r e g a r  n u u t r o  q u e  n ã o  é n e c a $ ! a a r i a m e n t e  um 

p o n t o  d a  d i s t r i b u i ç Z o .  

DROR, LAPORTE e TRUDEAU Cf988.2 e s c i - e v e r a m  o u t r o  reciruma 

s o b r e  a l i t e r a t u r a  e x i s t e n t e  d a  ( P R V )  com d e m a n d a s  

es toc&st ica%.  Apbs a w n 6 l i s e  d a  v i l r i a s  m e t o d o l a g i a s  

e x i s t e n t e s ,  aui i w t t o r w i  p~op8emi~rnw navw .Formulação para este 

t i p o  d e  p r o b l e m a .  



Q p r o b l e m a  d e  gerar s i m u l t a n e a m e n t e :  r o t a s  para o 

d@rtrpal-,l.ro d e  trma . P r a t a  e ve; . iculos ,  e uin c o n j u n t o  ele 

l a c a l & x a ç ~ e s  d e  f a c i l i d a d e % ,  6 ç c m h e c i d o  n a  1 i t e r a t u r a  como 

a p r o b l e m a  d e  r o t e a i n e n t e ,  e lwcn l i z ixç% (PRL). 

E s t e s  p r o b l e m a s  sza e s t u d a d o a  $6 h á  m u i t a s  a n o s  mas n a  

maioria d a s  v e z e s  separadamente, i e t a  6 ,  a (PRL) é 

par t  i c i a n a d a  ein d o i s  p r o b l e m a % ,  sencln um e-ipeci Gicm mbu.E* 

lacãliaaçãa d e  S a c i l i d a d e t a  (PL) e o o u t r a  t r a t a n d o  

e x c l u s i v a m e n t e  s o b r e  s r o t : s a m e n t o  d e  v e i  crrXwai das 

J . ' ac l . l idade i~  para uiri c o n j u n t o  d e  c l i e n t e s  ( c o n s u m i d o r m i )  

(I='WV) . 

I n c i a l m t r n t e  LAPORTE Cf98W ~ * n + o c o ~  a n e c e s s i d a d e  d e  r w  

c o n &  r u i r  a1garj.t mo% q u e  t ra t  asmm s i m u l t a n e a m e n t e  d o  

p r o b l e m a  d e  rateameurto :, E:ioc;alj.naç%u, c i t a n d o  para S % m  

v A r i a s  i n c o n v e n i b n c i a s  d e  se wprax imar  o (PRL.1 par e x r m p l o  
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conkiecidocji e 4:ixadatii. P a r  a u t r a  l a d o ,  os p u n t o o  d a  nf v e l  E? 

J u n t a m e n t e  com a% ro t a s  d e  d i s t r i b u i ç ã s ,  ma maioria d o s  

casa%, c a n o t i t u e m  a s  v a r i i v e i s  d e  d a c i s s a  d a  (PRL) .  

Q u a n t a  ao s e u  a b J e t i v a ,  o (PRL) n o r m a l m e n t e  r e q u e r  a 

m i n i m i x a ç ã o  d e  uma c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  d a s  custos d e  
-? 

d a s  f a c i l i d a d e s .  

OR e PIERSKALLA Cf979í d e % t r r e v e r a m  um p r o b l e m a  d e  

v . á r i a 6  p o n t o s  c a n d i d a t o s  a albm d i s s o ,  a alacação bt ima d e  

h o e i p i t a i s  para estes b a n c a s  a B i n a X m e n t e  a geração d a  ro t a s  

*timas d e  d e s p a c h a  d o  S a n g u e  d e  b a n c o s  para a s  h c w p i t a i a  
% 

atrad.9 de uma f ro t a  de: v e i  culocji com rtmti"iç&m d e  

c a p a c i d a d e  e d e  n b m e r o  m8xima d e  v i a g e n s  d i a r i w a .  



Uma outra aplicação do Cnívet-23 Cai deraenvolvido par 

M c t A I N ,  WRCHOLS e WILBORN Cf9843 qcie enicraveram sobre a 

problema de localizaç% de brears para WU+!r~~fk% militarem 

a e r e w ,  de +arma que c) tempa de &o dantre as rotaai que 
- "  

ligam es ta s  ãreag csm um &mero de brasas seda minimfzada. O 

problema consiste inicialmente de 3 área% de opsraç&m, 84 

bame militwrea e entra 14 a i a  ro tas  de l igaçaes.  

Dentre as  aplicixr;õa% 

t rabalha da WALTSON-GANDY 

e elaose, podemos c i t a r  o 

de indbotriara d e  alimentos e de bebidas, dimensianadas par 3 

0% autarea Bugtwem, apbs emtut:lo%, fechar 3 dwã a tua is  

depf%ikos e a abertura d e  8 novas depásitos, o sua 

r e ~ u l t a r i a  num lucra adicional de t 8 . 8 0 0  por ano ao 

canglomerada. 

Outra clamçje cio Cnfvel-32 d e ~ c p i t : ~  pai- LAPURiE C19892 B 

o M ( T , R )  que disFere das outras cTassa% no tacanta aura custas 



menores com o  p r @ v i o  conhecimento du n h m r o  de ca i xas  

e x i s t e n t e s  a do p o t e n c i a l  de cada zona. 

(3 problema cons ia~ t  e  m determinar  as l o c a I : i . ~ a ~ % ~  

b t i m a s  das ca i xas  de c o r r e i o  (rua r e w l t e i n  na minini izpaç~a de 

uma combinação 1  i n e a r  de vár  ia53 iricoriven i ênc  i a s  

pr6-&st abe leç idns  . 

que na a i t i m o  as deciaae?g de l o c a I i x a ç %  ryzo eiii r e l a ç ã o  As 

O 
~i!acr2lidadeiis da 2. n í v e l ,  enquanto no l l (R , 'T )  a;% no p r i m e i r o  

n i  v e l  . 

(que atendam da segundo a  t e r c e i r o  n i v e l )  geram t r i p i ã  

coiripletoik i ( ro ta% de i d a  e v o l t a ) .  



Uma ap l i caç% de M ( T , T )  4 a t r a b a l h o  desenvolv ida por  

JACQBSEN e HADSEN (14Éa78 a 19802 que dm~creveram o problema 

da d i ~ t r J b u i ç Z a  d i b r i a  de apraximadamante i 58 .888  J o r n a i s  

que .%h de~t ipachat lo~ por  v p r i m á r i a s  da o q i c i n a  

grbf i c a  aos ent  rspurijt os e p ~ l o s  v e i  ç t i l os  ciecurtdar iorir que am 

despacham das en t repus toa  4.588 bancas de Jornai51 

e x i s t e n t e s .  

0-s n l g o r i t m õ s  heur í  s t  icocj x n  para o (PRL.) 

normalmente exploram a iddia  de decompor oproblema g l o b a l  sm 

problemasi de l o c a l  a ,  prctblema de alocaç% de 

9ãciL idade% a unuã r i os  e problema de r o t e a m m t  s de 

veiculam, Fbartanto u m  a l g o r i t m o  t i i n i c o  que %a e ~ ? c a i x a  n w t a  

t i p o  de procedimento r d e w r i t o  coma uma reun ião  da 

r o t  f nas de l a c a 1  i xaçSw.a laea~ão ,  do problema das p-medianas, 

de agrupamento s de roteamentci de veiculas;. 

Quanto ao uso das t b c n i c a s  exa las  para  o (PRL) ex is tem 

d o i s  t i p o s  de  arm mula^% matemdt i c a  para  e s t e  problema, 

sendo que u m  de les  envo lve v a r i d v e i s  com d o i s  i nd i ces i  e a 

o u t r o ,  var  Jbveiru com t r ê s  nclicerij. 



com 

1, se e ~ i b  are, m facilidade Cor alocada ~ I Y I  i 

-l i - I 8 ,  c / c .  



xik + C X k j  e + E! ( m  "- 0 Yk > keI (2. 5.34) 
i < K  j > I <  



A s ~ i n i ,  UM (PãV)  tem como o b j e t i v o ,  g e r a r  um c : o n j u n t o  d e  

Wm scheduh B de-F in idw como s e n d o  uma m s u @ n c i a  d e  

v i s i t a s  o r d e n a d ~ s  n o  espaço e n u  t e m p o  a serem e f e t u a d a s  p o r  

um vei c:u lo .  

A s  re%triçf%w d e  t empo  mais comumente e n c o n t r a d a s  num 

(F8V) &o:  tempo para i n i c i a r  ou t e r m i n a r  uina tareQa ( t r i p ) ,  

t e m p o  liiriite para c o n c l u i r .  uma ro t a ,  r e s t r i ~ ~ e ~  d e  

p r e c e d & t c i a s ,  etç . 

ou (P8V) d e f i n e m  uma o u t r a  elasse d a  p r o b l e m a %  d e  r o t e a m e n t o  

q u e  a n w l i % a r & m o %  n o  item 1.3) d e s t e  t r a b a l h o .  

E x i s t e m  n a  l i t e r a t u r a  c e n t e n a s  d e  aplicaç&m d o  (PSV) ,  

L i s t a m o a  a s e g u i r ,  numa ordem c r ~ n o W ~ i c a  , p a r t e  d a  

l i t e r a t u r a  e x i s t e n t e  s o b r e  o (PGV). 

Na p m q u i t i i a  q u e  real i z a m a ~  % o b r a  a l i t e r a t u r a  e x i s t e n t e  

s o b r e  o (PãV) ,  i n d u b i t a v e l m e n t c  o p r o b l e m a  d a  pragrama~ão d e  

&onr e / o u  d e  t r i p u l a ç & i t s  a h e a a  *I:ai a ap1icaçfKo inairh 



encontrada . 

Um dos pr imei ra is  s W v @ Y  sobre o problema de programar;% 

d~ t r i p u I a ç & s  a8reas F o i  escr  i t o  par ARABEYRE, FEARNLEY, 

ldeste t r aba lha ,  os au to res  canc lu i ram sue dev ida  &ti 

suasi dimenaaes elevadas, e s t e  t i p o  de problema normalmente 

r e m 1  v i d a  a t r a v h  de p~ocadimentosr h e u r i  s t i c o ~ ,  sendo mu i to  

r e s t r i t o  o uka d e  t é c n i c a s  exataffi conhecidas na dpoca. 

ii) compa t i b i l i dade  dw% i t e n s  que comp&m um vdo. 

iii) A p o l i t i c a  da companhia a6rea.  

Huma pragrama~ãa mat@niática, os i tenr3 i), 

szo narmalment e colocadas coma r s ~ t  r i . ~ & s  e 

o b j e t i v o  n ser  o t  i rninado. 



#echadas (supõe-se que cada t r i p u l a ~ S o  tenha uma base da 

onda e las  partem para efetuar atendimentos e a ratornar 

a p b ~ .  o %eu cumprimento) . 

I n t e i r a  com var i6veis xero-um onde as matrixes de restr iç8es 

paswuam uma e ~ t r u t u r a  p a r t i c u l a r .  

3. ACQPLBMEHTU DA8 ETAPA8 DE: QL..ANEJAMENr'08 ADJI?1CEH'I'E*i. 

Dentre esteia i tens,  deatwcamaí!j aqui u processa de 



onde a matriz d e  re%triç%iii A (ai 1 6 formado por 

componentes amo-um e ds+inidas  como: 

C i ,  me w tr ipulação i estb no achedule 3 

dimens€5es i n i c i a i s ,  dimen%&u obtidas ap6s o u m  d e  t k n i c a s  
r* 

d e  r e d u ~ ~ e t s ,  a ~ U F I Ç ~ C ~  objet ivo  t!t 0 modelo ~lti'iixiiído (PB)  

Prabiema de particionamenta ou ( P R )  = Problema d e  

recobrimento, conPwrma nos moatra a tabala 2.E.P w segu ir :  
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Q u a n t o  o item OTIMIZAÇAO, v á r i a s  t k c n i c r a s  dh 

u t i l l a a d a ~  cornu n o s  ma~ t r a  a t a b e l a  i 2 . 2 . E .  a a e s u i r :  

AEW 
FRAHCE 

AMERXCAN 
AIRLXNES 

BEA 

Enumeração  comb in ia t  ar ia1 e b u s c a  exatrst i v a  

F ~ r a  p r o b  . r e d u z i d o s - a l g o r i t m o s  c o m b i n a t o r i a i a  
P a r a  p r o b  . com n { 10% - 3  b u s c a  s x a u s t  i v a  
P a r a  p r o b .  cam nm358-5%@ -+ P r a g r a m a ç ~ s  L i n e a r  

e a n u m e r a ~ g o  
P a r a  p r o b .  com n)S@Q, + Enunreraçgo iaarcial e 

b u w w  d i r e t a  

Qutrw aplicação m u i t o  I:,QQUIRT n o  (PSV) e r e # e ~ e  ao 

p r o b l e m a  d a  s c h a d u l i n g  d e  B n i b u s  numa z o n a  u r b a n a .  

Um dos t r a b a l h o %  p i o n e i r o s  +ai  d e w m v o l v i d u  por SANA 



Cf97W que d i v i d i u  uma c idade  em vS.rias tionaã e a loeau  uma 

Qrota de Bnibue para  cada xana. 

Cada f r a t w  pasrtruf a apraximadarriente 300 h i b t r s  a 

o b j e t i v a  do problema f o i  a de atender a tadom 0% t r i ps  da 

problama com um menor nbmero paíi id v e i  de Bnibua,  

F o i  mostrado i n i c i a l m e n t e  que o nGmero t a t a l  de t r e n s  

reque r i do  6 i g u a l  ao número mAximo da t r e n s  que podem operar  

siimultaneaments no siiutema. A p a r t i r  des ta  rec iu i tadu,  

#ormulau-se u m  modelo de Prcmramci~ão L inea r  Inte4.ro zero-wrt 

para  o b t e r  o tem, 

v iagens.  

o t a t a l  minimo para  eBetuar a c a n j u n t a  de 

r a  para  r e % a l v e r  Q problema de roteamento 8 

Q problema eoníi i iste em gerar  asqu9ncSam b t i rnas  de 

carregamentos para  uma f r o t a  de nav ios  num determinada 

h o r i z o n t e  de planaJamento. 

Cada carregamento 6 c a r a c t e r i z a d o  por sua r e c e i t a ,  



t  ipo, tamanho, por tas  de carregamento ct descarregamentotii e 

tempos d e  carregamento e descarregamento. A data  do 

carregamento pode %&r um in t a rva l a  d e  tempo t i - - w i n d o w  e  

nesta caso, a  data de descarregame!nto s e r á  uma varigvctl 

dependente da data do carragwmento. 

A Trota consi#te  de navios que !%zo caracter izados  pelo 

seu tamanho, capacidade de t ranspor tar  t i p o s  da cargas ,  

veloeidacict, p a s i ç ~ a  i n i c i a l  e  um valor do tempo que é dado 

par uma r e c e i t a  d i á r i a  r e l a t i v a  esperada d~ um carregammtn 

&+eC uado . 

0% algoritmos descr i to% nes te  t rabalho,  utilizam-se de 

dois- &todos de F3rogramar;ão Linear I n t e i r a .  Q primeiro UIII 

algoritmo de co r t e s  que en t re tan to  ngu conwmuiu resolver  os  

problemas t e s t e s  com uma e s t r u t u r a  mais complexa. Q segunda 

t e s t e s  real ixadus s e  mostrou muito e Q i c i e n t e  para problemasi 

com 5.8 a 55 navios e  i J  a  $3 carregamento%. 

HAUER Cif9713 estudou a problema de ascoli-ter o  melhor 

t i p o  d e  B n i b u s  (convencional, micrs-6nibu~,  a r t i cu lado ,  

e l 6 t r i c a  ou de duplo pavimento) nu v de t ranspor te  

pfihlico onde 6 a c e i t o  qualquer t i p o  de dnibus.  Nesta 

t rabalho 9oi apresentada um algaritmo para o r i en t a r  a  

se1e~Xa do t i p o  cr do tamanho da .Frota, baseado numa reduçIo 



LEVIN CfQ7fJ descreveu u m  problema de roteamsnto e 

schedul ing da v&os de uma campanhin a&-ea. 

Q problema Coi tarmulado como u m  modelo de Pragrama~ão 

I n t e i r a  zero--um e r e m l v i d o  por  u m  a l g o r i t m a  do t i p o  

L a n d - a & - D o i s  C4 9603. 

---.. _ 

ANCEL, CAUDtE, NOONAN e W N f N S T O N  C19723 t r a t a r a m  da 

problema de t r a n s p o r t e  da estudantes das suat+ casas a t$  a 

esco la  e v ice -versa .  

D problema t w e  cama o b j e t i v a ,  min imizar  3 namero da 

fiiiichedules reBpai tando as r e t i t r i ~ a e c i .  de e%paÇo e de t m p o .  

O s  au to res  lembraram que e x i s t e  na l i t e r a t u r a ,  v i r i a s  

métadas pa ra  r e s o l v e r  a s t e  t i p o  de problema cama os 

problema do c a i x e i r o  viadiante (PCV) modi+icados, e n t r e t a n t a  

e l a s  recordam que na m a i o r i a  das vexe%, e s t e s  ~ d t o d o s  se 

mostram i n e f i c i e n t e s  pa ra  trataram de problematii com u m  

e levada n h e r a  de paradas.  

I ' a r t  i n d o  des te  p r i n c i p i a ,  os au to res  de%envalvetiWam u m  

nova a l g a r i t m o  aproximado que sa t i sCan tadas  as r e s t r i ç & %  e 

aa memo tempa reduz a% dirnenfii&to do problema. 



m a n u a i s  u t i l i z a d o m  n a  p r á t i ca  e se mostraram sempre i g u a i *  

o u  s u p e r i o r e s  a e s t g s .  

BENNETT e G A Z I S  CfQ72J adaptaram o algorikma d a %  

e c o n o m i a s  d e  CLARKE e WRIGHT Cf9643 para a p r o b l e m a  d e  

s c h e d u l i n g  d e  u m  f r a t a  d e  d n i b u s  e s c o l a r .  

J n i c i a l m e n t e  301 a l o c a d o  para c a d a  p a r a d a  um numero  d e  

B n i b u s  s u Q i c i e n t e  para o s e u  p l a n o  n t e n d i m m t o .  

huma iriegunda etapa,  e 9 e t u a - s e  a i i n t e t  izar;&m e n t r e  do i s i  

s c h e d u l e s  d e s d e  s u e  o s c h e d u l s  r e s u l t a n t e  riso v i a l e  a 

a n d  c;...rd a d e l e t a d o s  o altlmo a r c o  cle um rias; s i c I . t e d ~ t l ~ %  e C) 

primeira arco d o  o u t r a  s c h e d u l e ,  a d i c i o n a n d o  e n t r e  eles, um 

n o v o  arca c o n e c t a n d o  0% d o i s  schedu le t i i  como m s s t i - w  a e x e m p l o  

d a d a  a s e g u i r :  

(F%)-(PZ) 

....................................... I \ 
<\\+) Arco i n r r l c d d a  
(-----) 1 Rrco S i e l e t a d o  

( pa ) +(1Ct) 

( Q ) ......................................................... +(f='d) ! , T 
(rn) 



As e c o n o m i a s  ao s i n t e t i z a r  as  r o t a s  R i  e R 2  n o s  p o n t o s  

P3  e P4 s s o  d a d o s  par:  

s = I '  * T O p  e- , o n d e  Ti " tempo d e  percorrer 
P P ..- 3 4 '3~ 4 

F i n a l m e n t e  para s a t i a f a x e r  a regra d e  arccuii a d e l e t a r  

( o  G l t i m a  d e  um e a primeiro d a  o u t r o ) ,  o s  a u t o r e s  s u g e r i r a m  

em algunvi  c a s a s ,  um r a s s e q u e n c i a m s n t o  d o s  s c h e d u l e ~  Jb 

e x i s t e n t e s ,  se i s so  f o r  c o n v e n i e n t e .  

TIBREWALA, PHILIPPE e BROWNE C19723 d e s e n v o l v e r a m  um 

alsaritnia m u i t o  ~ i n i p l e r s  q u e  pi-odux s m l u ~ g o  6t : ima para o 

p r o b l e m a  d e  s c h e d u l i n o  d e  h o m e n ~  e u  e q u i p a m e n t o t s  em v A r i o s  

t u r n o s  d e  % e r v i Ç u ,  com a c o n d i ç ~ o  d e  q u e  e devem Colsar 

d o i s  . p e r i  o d o s  con i secu t  iva is  i I tn  c i c l o  a n a l  i s a d o .  

BAKER, CRABILL e MAGAZINE C f ( a 7 3 3  f o r m u l a r a m  um p r o b l e m a  

d e  a l a c a ~ 3 a  n a  t e m p o  d e  f u n c i o n 6 r i n s  d e  uma empresa, s u j e i t o  

a uma v a r i e d a d e  d e  e i ç e  como um P r o b l e m a  d e  

P r o g r a m a ç ã o  L i n e a r  I n t e i r a .  $4 .PormulaçSn poiilsui uma m a t r i x  

d e  rehitri~Ejes com uma e a i t r ~ t t u r a  p a r t i c u l a r  q u e  permite a uiuw 

s o l u ç s a  d e  f o r m a  r A p i d a  e e f i c i e n t e .  Foram a n a l i s a d o %  

relações e n t r e  a s o l u ç s o  ótima e a f l e x i b i l i d a d e  n a s  d a d a s  

de e n t r a d a .  



.f.'ormu-laçCSn para  a problema da roteamento e achedu l ing  de 

 veiculo^. C1 problema i n i c i a l m e n t e  formulado como um 

problema de t r a n s p o r t e  com r e a t r i ç % w  a d i c i o n a i s  d e  

compat l b i l i d a d e  (PTA) para  pus te r io rmenta  ser  reduz ida  a um 

com ü t t i  5 .a88 x f .a88 em menos de u m  minuto  de tempo 

computwcional.  

xi - núlnera de v e i c u l a s  que ap&i completar  a t a r e f a  de 

i ,  v i a j a  d i re tamente  da i para  j. 

Ç: = tempo pa ra  oa veiculoui  efetuarem a t a r e f a  4 .  

tij = tempo p a r i  p e r c o r r e r  d i re tamente  o a r c o  (i, j ) .  

hi j a iviargem de segurança da tempo t 
i j  

._Wj 
tempo mAximo de espera de u m  v e i c u l o  em J .  



C 
ti i. cutiito de viagetri da u m  v e i c i ~ l o  do f i n a l  de i. para  o 

depbs i t a  maia p r ~ x i m a .  

O 
a m: cus to  de viagani dt* uni v d c u l c r  da t a r e f a  i n i c i a l  J 

j 

para  a depbs i t a  mais prbximo. 

bi custo de viagem da um v e í c u l o  do f i n a l  de i para  

a ar igem de J .  

c O 
si i. ai + a - bi = acanomia de cus to  par  v e i c u l a  ea 

j 

as t a r e f a s  ]L 8 j .t?orein cambinadws. 



j * i,. . . ,no  

C O 
x i j  E O se t i  + t i j  5 t j  - w j  . i i, . . . ,  nc (2. i A 3 )  

J i, . . . ,  
"0 



.Neste t r a b a l h o ,  os au to res  propuseram t rans fu rmar  o 

(P'I'A) num ( P T )  c l á s s i c o ,  gerando i n i c i a l m e n t e  o con jun t  o de 

soluç&s v i a v e i s  para as iirestriçõe?ii ((2.16E) e-. (E?. L66).  

CHISMAN Cf 9733 estudou ~tma nova v a r i  ação do ( P C V )  
.* . 

c l a s s i c a  onde o c a i x e i r o  deve nzo v i s i t a r  u m  canJunto de ., , 

N ciciadas exatamente uma b n i c a  vez e r e t o r n a r  ao seu pon to  

de origem, mas ande um subconjwnto (agrupamento) de c idades  

devem ser  v i s i t adaa i  cont iauamsnte.  

Par exemplo, se ar5 c idades i, J, k -Formam u m  desses 

agrupamentos, e l a s  devem ser  v i s i t a d a s  em uma desxms orden%: 

A ordem de v i s i t a s  em cada agrupamenta nzu  4 

ea;pecP+'icacia e a .I?oi-inulc\c~% des ta  nova verszu  c a n ~ ~ i s t e  das 

c idades e (ck I 4 a c a r d i n a l i d a d e  de Ck . 

RICHARDSON CfQ76) desenvolveu u m  novo procedimento 

ó t i m o  para  o problema do schedu l ins  de a v i a m .  Q problema 

c o n s i s t e  em da ts rminar  a sequ@neia de paradas de cada a v i s o  

da uma base a u m  con jun to  de! c i d a d m  desk i n m ,  



O problema 901 modelado como u m  problema de 

P ~ o g i ~ a m w ç ~ o  I n t e i r a  e a so'iuçSo o b t i d a  atravde; do m%odr:, de 

Decampoe;iç%o da BENDER8. 

ORLOFF Cf97iCib .3  a n a l i s o u  uma c l a s s e  de p ro t t le i r~a t~  de 

w h e d u l i n g  de veiculas e masrtrou que a verszo com r e s t r i ç ~ e s  

de tempo Cixadas pode ser  -l!acilwante r e s o l v i d o  usando uma 

nova # o r m u l a ~ ã o  pa ra  o problema. 

Quanta verszo do (PSU) com l n t e r v a l o $ i  de tempo o 

a u t o r  mostrou ev idânc ias  da sua d iC icu ldade  de ob te r  

ARISAWA e ELMAGHRQBY C i Q 7 7  a , b J  aacraveram d o l u  

t r a b a l h o s  sobre o (P8U).  No p r i i n e i r a  a r t i g o  oiii au to reg  

anal:i.saram o caso m i  ope, ou se ja ,  Q probleniw que c:ansi.dera 

somente d o i s  ho r i aon te% de planejamento d i B r i o s ,  o a t u a l  

( h o j e )  e o p o s t e r i o r  (amanhz). O problema t e v e  cama a b j e t i v o  

min imixar  penal idades operacionaim mperadas  c o n e l c t i n d o  

basicamente dos cus tos  d a  mav imen to~  oc ioso3 e as cuatoa de 

a t r a m  naa ent regas .  

Em d o i s  casos p a r t i c u l a r e s ,  a m l u ~ ã o  %e r e t ~ u m i u  a uma 

ana l  i s e  de cust oa marg ina is  a no caso g e r a l ,  Sai  p ropos to  u m  

modela de f l u x o % .  A ap l i ca@o nos d o i s  t r a b a l h o s  ~ o n a í i s t l u  

de um i~r.oblewa de despacI.ro de camin1.t~ei~ de uni depbinita 
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c e n t r a l  para vAr i o s  t e r m i n a i s  d e  d e u c a r g a .  

r e ~ t  r i ~ ã o  esta  

MARQUE2 s 

r e l a x a d a  n o  c a n o  dinamito. 

MEDINA-MORA Cf977J etitttclarinm um p r o b l e m a  d o  

Banca. C e n t r a l  d o  MBxico q u e  r e q u e r  uma .F ro ta  d e  v e i c ~ t l c x t i  

p a r a , t r i n n w o ~ t c t r  d i n t r e i r o  e o u t r o s  valat-C-P m t r e  v á r i a s i  

c i d a d e s  d o  F ~ S .  

para e -Fe tua ram um c u n J u n t o  d e  t r l p t i  completas ( c i r c u i t a u ) .  

A p a r t i r .  d e  um c o n j u n t o  d e  ir i9orisaí ;ões l !arnecl .das  p e l o  

Banca,  orr, a u t  ores p r a p i r z e r a m  uina farmulc\c;ão sente1 h a n t  e ao 

p r o b l e m a  d e  t r a n r i l p o r t e ,  o n d e  o f l t s x o  em a l g ~ t n a  a r c o s  ~ 9 t h  

c o n d i c i a n a d u  A e x i s t @ n e i a  de f l u x a s  em o u t r o s  a rcos  d a  r e d e .  

0% t r a b a l h a s  tebricoti d s s e n v o l v i d o s  para o p r o b l e m a  d e  

p l a n e j a m e n t o  d ~  &as d e  uma c o m p a n h i a  aerea. 

Nesta a r t i g o ,  o a u t o r  e n l t a t i z o u  q u e  apesar d e  m u i t a  

e s t u d a d o ,  este t i p a  d e  p r o b l e m a  riso 6 bem a c e i t a  n a  p r a t i c a  

d e v i d o  A a x c e s s i v a  t i impl  i t i c a ç Z o  a d o t a d a  nos m o d e l a s  

d e s e n v o l v i d o s ,  d e s c a n s i d e r a n d o  i t e n g  e % s e n c h a i s  n o  processa 

de p l a n e J a m ~ n t o  d e  v6aril coma: c o n d i ç a e s  d e  c a n t i n u i d a d e  d e  

etapas d a  p l a n e j a m e n t u s ,  v a r  l a v e i s i  i n t e i r a s ,  i t m l a m e n t u  d e  



cada av ião,  c u ~ t o s  não l i n e a r e ~  e #unção rendimento,  f l u x o  

dcr pacrscrgeiros, 11íve1 inininio de se rv i ços ,  m f i l t i p l o ~  

c r i t B r i o s ,  dimenoiaea do problema d e n t r e  o u t r o s .  

.ASGHARZAIiEH e NEWEtL C10782 
* 

deiserivolveraia uma nova 

e c k r a t b g i a  para  r t w o l v e r  O problema de despacho de vefculosr 

de t r a n c p a r t ~  p f i b l i ca  a p a r t i r  de uma garagem c e n t r a l .  A 

Grota de i4 v d ç u l a s  deve siair  da garagem para  v i s i t a r  u m  

con jun to  de pontos de parada 8 retomar A sua or igem após 

atender  tia determinado núniera de pasii jageiros d e n t r o  e u m  

p e r i  odo de t empct . Qoi p a t ~ ~ a g e l r ~ s  devem sei" t r a n ~ i i p o r k a d ~ s  cio% 

pon tas  de parada pa ra  os seu% re%pec t i vo% d e s t i n o %  e s 

a b j e t i v o  Goi a de min im ixar  a media de tempo da espera dos 

passageiroci nas paradas. 

BUDíN e KURSif CiQ78J descreveram u m  II& adu 

computacianal para  determinar  percursos quase BtJmos p a r a  s 

problema de schedu l ing  de uma f r o t a  de 6 n i b t . t ~  numa r e g i ã o  

me t ropo l i t ana  c a m p o ~ t a  de centenas de tr/par r a l a t i v n m e n t e  

c u r t o s .  



mimimiza a soma d o s  c u s t o s  a p e r a c i a n a i s ,  s e n d o  tes tada para 

um p r o b l e m a  real com cerca d e  4508 B n i b u s ,  p r o d u z i n d o  

soluç@a+ii com atd 10 X de! e c o n o m i a .  

Nmta t r a b a l h o ,  a problema d e  s c h e d u l i n g  d a  & n i b u %  para 

C r i p s  901 d i v i d i d a  em duag etapas.  

i4a e t apa  i n i c i a l  o o b j e t i v o  f o i  a d e  c o m b i n a r  os t r i p s  

s e q u e n c i a l m e n t e  para Gormar s c h e d u l e t s  e n a  s e g u n d a  e t apa ,  

d e s i g n o u - s e  as o n i b u s  para tas g a r a g e n s  e x i s t e n t e s .  

,.a 

NQTACAO DO PROBLEMA 

"i tempo c o r r e s p o n d e n t e  

h o r i z o n t e  d e  ~ l a n e d a m e n t o .  

f i n a l  d a  t r i p  i na 

i r t i c i o  d o  t r i p  j rto 

o n d e  a,5a25.. .(a, e b,Sb,S.. . 5 b n  e bj2ai  para J > i 

C i,se u f i n a l  d o  t r i p  i ~5 c a n e c t a d a  com o i n i c i o  t r l p  J 



[i, se a garagem fornece: un h i b u s  para  i n i c i a  

= i, %e apbs u 8 i n a l  da t r i p  i, a dn ibus  r e t o r n a  à 

I garagem 

8 ,  C/C  

onde D = economia do a t u a l  h o r i z o n t e  da ylanejamentw 

por r e d u ~ g o  d& uma unidade d e  &nibu%. 

E, custo de viagem oc iosa  entre: i e .1 i n c l u i n d o  

cus tas  apa rac iona i s  e d i r e t o s  

, I(c P penal  idade: por nzn usar o arco (i, j > 

(R 2 8 ,  %e os t i - ~PB  i e J ~nertencem ao mesmo 

c e n t r o  de c o n t r o l e  

8 .  c / c .  



FORMULACÂO MATEMÁTICA DA PRIMEIRA ETAPA 

A% r t m t i ç b s  ( 0 . i 7 i )  tr ( 2 . 5 7 8 )  ix9irmarri que a crnnexSo clu 

final do t r i p  i coa o inicio do t r i p  y sb 6 posaivel se t, S 

h j  " - a L  - t i j 5 t a  , i ,  , j : n s i ,  . . . ,  n .  



a n d e  k n a m e r a  d e  acheduYe8  e x i t + k e n t e a  

l - n a m e r a  d e  g a r a g e n s  e x i s t e n t e 2  

c. c u ~ t o  cle alocar  o !achedu le  i para um 6nibuii i  d a  
L j 

garagem j . 

I i ,  IIW n s x h e d u l e  i Qot  a l a c a d o  para um 

v d c u l o  d a  g a r a g e m  3 

.KR_O CfQ78i a n w l i s a u  um -.{FW? com tempo d e  p c n r c t i r ~ o  

a s t a c b % t  i c o  s c u j o  a b J e t  i v a  e% o d a  o b t e r  um s c h e d u l e  com 

maior p r o b a b i l i d a d e  der c o n c l u i - e l o  d e n k r a  d a  i m  p e r i o d o  d a  

t empo e a p e c i  Q i c a d o .  6 % o l u ç ã o  p r o p o s t a  Boi um p r o c e d i m e n t o  

d e   programa^% Dii'iãniica cnnvolvmcio t4ct'iicas a 



PICAFD e GWEYRRNNE C19783 descreveram o problema do 

c a i x e f  r o  v i a j a n t e  com r e s t  r.iç@es a d i c l o n a i g  de teloipo (PCUW'T) 

onde a c u s t a  de cada t u a n s l ~ %  depende riso somente dos d o i s  

dest  i n o s  envo lv ido% mas tarnb@m das suas re%pect i v a s  psalç&% 

na ~ e q u @ n c i a  que d e f i n e  o schedule.  

S E I N  Cf978W apresentou rrm estudo a n a l i t i c o  de 

asrpect 0% bbs icos  que e n v o l v e ~ ~ i  O problema Dial-a-Ride. 

Trabalhando com modelotii m i m  s imples,  O au to r  descreveu 

navoa a l g a r i t m o s  onde a suas perfarmancee podam %@r 

p r a b a b i l  i s t  i ramente determinados na w n t  i d o  a s s i n t b t  i c a .  



Neçite t r a b a l h o ,  +oram ut i1 i a a d o s  algorltma% d e  

r o t e a m e n t o  e s h ~ d u l i n g  e v d c u l o s  para gerar s a l u ç h i i  

a p r o x i m a d a s  p a r a  o ( P P I B ) .  Desta +'arma c a d a  v60 f o i  

i n t e r p r e t a d o  como u u  c l i e n t e  d e  d e m a n d a  i g u a l  a(:, n a m e r o  d e  

pessoas q u e  c o m p a e  a s u a  t r i p u l a ç ã o .  C a d a  c:ompanent:e d a a t a  

t r i p u l a ç x o  6 v i s t o  como um "vel.cultn" a sler  d e a r p a c h a d o ,  bat 

c a p a c i d a d e <  f 9 n S t  a ,  deç i embarcando  uma t w i d w b a  a c a d a  

c1 i e n t e  v i s a t a d a .  i) l o c a l  o n d e  c a d a  Ç r i p u l a ç %  está b a s e a d o  

r e p r e s e n t a  a origem d o s  a c h e r l u i m  d o %  v e í e n l o h i .  

O t r a b a l h o  a t e n d e  b a s i c a m e n t e  t r@s  metas d o  (PPTA) .  



0% procedimentosi de geraçzo de bani% ~ c h e d u l e s ,  %e 

mostraram disipendio%os na p r b t i c a  o que provocou a 

,..BODIN e BERMAN C19793 d~:r>e~~volverar t i  u m  nova 

procedimento para  r e s o l v e r  o problema de rate!amenta a 

schedu l ina  de uma + r o t a  de 6nibu. j  esca la r ,  com o o b j a t i v a  

de: 

- m i n i m l m r  o crurstu t o t a l  de t r a n w a ~ t e  

-minimizar o tempo mgdio de t r a n s p o r t e  

0% ~ c h a d ~ l e s  devem ser  serãdos diariamente e a S O ~ U Ç %  

encontrada %e mostrou 20% mais econdmica em r e l a ç ã o  

~ o l u c ; %  que estava sendo u t i l i z a d a  na p r á t i c a .  

de uma s o l i r ~ ã o  que fornece u m  pe rcen tua l  de economia, 

. lembrgtnda que em determinaduc cagas p rA t  i.cu%, f X represen tou  

a t 6  $688.800 de economia anua l .  Q problema estudada nas te  



a r t i g o  f o i  # o r m u l a d a  como um (PMCU) com r e s t r i ~ a e s  

a d i c i o n a i s  d e  tempo. 

SCHUtZZ (Tf9793 d e s c r e v e u  um novci a l g a r i t i n o  h e u t l r i 5 t i ~ o  

para s c l - t e d u l i n g  d e  v e i c : u l o s  b a s e a d a  n o  m g t o d o  d a  CLARKE e 

WRITE CfQ64J. Q algoritmo m u i t a  %imr~leri e permite um 

r a t e a m e n t o  m a n u a l  sem a n e c e s s i d a d e  d e  uaiar um c a r n ~ u t  a d o r ,  

p a r a  r e s o l v w  p e q u e n a s  p r o b l e m a s .  

s e u  autor  foram e n c a r a d a d a r e s ,  l e v a n d o - s e  em c o n t a  a s u a  

% i m p l  i c i d a d e .  

WoLfERS cf 9793 a p r e s e n t o u  um p r a b l s m a  de t r a i l ~ p u r t e  

&rea e n v o l v e n d o  o i t o  b a s e s .  C a d a  b a s e  po r s su i  uma q u a n t i c l a d s  

c o n h e c i d a  tJe b e n s  que devem ser t r a n s p o r t a d a s  para a% o u t r a s  

sete b a s e s .  8% c o n h e c i d a s  t a m b h  a tempo d e  v i a g e m  e n t r e  

d u a s  b a s e s  d i s t i n t a s  e a c a p a c i d a d e  d e  c a d a  a v i ã u .  

O t r a n s p o r t e  p o d e  ser - F ~ i t a  d i r e t a m e n t e  o u  p a s s a n d o  par 

baseir, i n t  e rn i ec l i6 r  i a s ,  d e n t r o  tio peri wrlo ÇIE. tempo 

i n i c i a l m e n t e  g e r o u - s e  um l imite i n Q e r i o r  para a nfimero d e  

a v i õ e s  n e c e % & r i a %  Para t r a n a p a r t a r  t o d o s  0% b e n s ,  a s e g u i r  

r e s o l v e u - s e  um p r o b l e m a  d e   programa^% l i n e a r  misto q u e  

m i n i m i m  a t e m p o  t o t a l  d e  v i a g e m  para t r a n s p o r t a r  t o d o %  os 



DESROSI ERS,  FERLAND, ROUSSEAU, LAPALME e CHAPLEAU 
I 

c í Q 8 0 )  de«mnvolveram u m  s is tema modular autani6t i c o  

CTRANSCQL) para p l a n e j a r  e o rgan izar  a t ran+parCa de 

estudantes de uma Ares cantando aproximadamente 50 esca las  e 

- Na% área% urbanas, os estudantes c?iãu embarcadar+ e 

dewav~barcados nas paradas s x i a t e n t  e% ou gerada%, nes te  

a i t i m o  caso, é reraalv ido uma v a r i a n t e  do ( P C l r ) .  

- Nari Aretas rurai fg,  a% estudante% embarcados e 

desembarcados em f r e n t e  Ara suas casas e a problema nes te  

caso 6 d e s c r i t o  c m o  uma v a r i a ~ g o  drn (F'CC). 
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ecicolaIs com a ab je t j . vo  de max imimr  (3 nQmera de r o t a s  qi.ie 

pode ser  executado sequencialmente PBIQ mesma dn ibus .  

i v )  R W E  SCHEDULING determina segmenta5 das ra tac i  a 

serem executadas sequencialmente por  u m  d n i b u ~ .  

DULRC, 

problema de 

u m  con jun to  

O procedimento -Pai d e s c r i t u  em qua t ro  p a s m a  que 

resumimas a 8sgui.r: 

F'asw !i: Cada es tudan te  alocado para  uma parada maic; 

praxima a sua casa. Narmwlmente e s t a  parada 4 dos d o i s  nbs 

i n c i d e n t a c  do a rco  onde ec+t& l o c a l i r a d a  a cua r e s i d ê n c i a .  

Pagso 2: Um cor i jun to  de paradas datarminadcs pa ra  cada 

esca la  ou grupos de esca la%.  

Passo 4 :  830 determinad#% con jun tas  de r o t a s  para  cada 

esca la  (grupo de e ~ c o l a c )  independentemente. 

Devido complexidade do prablema, c autwreo 

tit i l i z a r a m  hcrur is t  i c a s  t a n t a  para des ignar  eIstr.icianteis pa ra  

paradas quanto para  gera r  ~ c h e d u l e s  de Bn ibus .  



Existem na l i t e r a t u r a ,  v a r i a s  g e n e r a l i ~ a ç 8 e s  p a r a  o  

( F C V )  d e n t r e  e l a %  as que inc luam capacidade da c a i x e i r o  

( v e i  c u l o ) ,  relaç%x de precedfhcias ou resilt r i ~ 8 e s  a d i c i o n a i s  

de tempo. 

_ A p r i m e i r a  genera l i zoaç~o do ( P C V )  4'oi denominada O 

ProbZena do Viajante de Compras CPVC3 d e s c r i t o  da g j e g u l n t ~  

.Forma.: E x i s t e  i ~ m w  or igem oi, um cc)n;Ji~nto H = < i ,  i? , . .  . , m 3  de 

mercado% e  u m  con jun to  K x C i ,  i?, . . . ,  n3 de p rodu tos  que 

devam ser  adqu i r i do% p e l a  v i a j a n t e  nes tes  marcados. 

Q ( P V C )  tem como o b j e t i v o  gerar  u m  c i c l o  passando p e l a  

or igem s e  por  u m  %ubconJuntw J c 1 de moda que cada u m  d m  

n  produtosr ~ e J a m  a d q u i r i d o s  çrm um dos mercadoiti J 1, 

minimizando 0% cus tos  da d i s t A n c i a  t o t a l  p e r c o r r i d a  pala 

v i a j a n t e  e 0% cuaitws de compra dos n  produtoã.  

F o i  asmunida que: 

2 )  Cada uin dos 11 prodi.it.as e s t 6  d ic ipon ive l  em p e l o  menos 

u m  mercado. 

2) Q v i a j a n t e  pode passar por  u m  mercado mais da uma 



vez sem adquirir produtos. 

3 )  [Js prcídutoru nzo est% diwoniveis na orism S. Alem 

disso, Qaram definidas duas matrizes: 

D u Cdik ) j onda d i k  C custo do produto k nu mercado i. 

C = (ci 1 1  onde c. = custo de viajar de i para ,j 
L j 

diretamente. 

lzinalmcnta,ns caso particular ande m n ,  cada mercado 

dispõe de uma Qnica unidade de um 6nica produto di9erente 

das demais e restringindo a visita w cada mercado em uma 

dnica VQE, ent% o ( P W )  iw torna O (!%V). 

N m t e  trabalho, 0% autores protnuoierain uma hauri %ti.ca do 

t i p o  savings para a ( P V C )  que ra%umimas a seguir: 



P a s s o  i: Determinar a m a t r i z  das dir;itancJa.~;i niinimas 

e n t r e  d o i s  mercados 

Encont rar  o mercado i* que vende o maior 

nfimero de p rodu tos  da l i a t a  de compras a u m  menor p reço  
m 

g l o b a l .  I s t o  6, encont re  o mercado i* que min imiza C 
i k = i  

- - 

PWSO 3: I k t e r m i n a r  o menor prego de cada p rodu to  de k 

Comparar # { R ,  p )  com w menor preço de P nos msrcados 

I<-R 

F'c~so 4 :  Busca da maior econamia 

Encont rar  o mercado iq* e K--R e as mercados 
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a d j a c e n t e s  i* e ,j* E R t a i s  q u e  maximizem o v a l o r :  

retomar wa passo 4 .  

I ri;egundix g e n e r a l  iz?aGso d a  (PCV) p a  n e r i t e  

t r a b a l h o ,  1!oi m.tposto q u e  c a d a  par o r d e n a d o  ( i , j )  @ s t A  

asr ;ac i .ado cam urri l u c r o  e um tempo d e  perc :ur -so .  C) o b j e t i v o  d o  

p r o b l e m a  f o i  a d e  e n c o n t r a r  uma ~ j u b - r o t a  que 1n i r : i a  Q 

t e r m i n a  n a  origem, m a x i m i z a n d o  oa l u ç r o a  a t e r m i n a n d o  num 

t e m p o  n ã o  oruper io r  a uiin l imite p r l - e s t a b e Y  e c i d o  . 

OCHI CfQ892, d e s c r e v e u  o (PVC) cama um m o d e l o  d e  
i 

P r o b l  cima d e  P r o g r a m w ~ l o  L i n e a r  I n t  e i  r a  p r o p o n d o  n o v a s  



etatBt$co, a #unção obje t ivo minimixa uma cambi.naç% d e  peso% 

formada pelo tampo d e  s e r v i r  todos os ~~~~~~~~~9s e o tampo 

t o t a l  da espera e de viagem de cada passageiro. Nesta versão 

a res t r i çZo  d e  capacidade do veículo 6 çonrulclerada 

p r i o r i t á r i a .  - Na caso dinâmica, sgo consideradas 
c 

possiibilidadea de incorporar novos pamsageiras no schedule 

avi&s procurando mawimiaar o lucrc) da companhia e a 

E apaaar da elevado nível  de ctnmp1exldacla da Cormr.rla~~o 

desenvolvida, 0% r a w l  t  ados comput w i o n a i s  Coram bem 

sat ia9atbrioo; ,  graças em pa r t e  e.Fi~Xdi~cia dos m&oclos 

ut i l i z a d o ~  na sua %aluçSa. 



l i m i t a d o  a ú m  i n t e r v a l o  de tenipa eni qrm a av igo  e%tá vouioaclt:, 

em t e r r a  e d i ~ p o n i v e l  para  e s t e  ~ e r v i Ç u .  

Ex is tem r a s t r i ~ & s  d e  h o r 8 r i o  de cada membro da equipe 

de l fmpeõa r e f e r e n t e  aos i n t e r v a l o s  da lanche a almoFa. 

C) problema tem como ubdet i vo ,  encon t ra r  a climensão 

& t ima de cada equipe para  cada t u r n o  de modo que a c u s t o  

g l o b a l  des te  pessoal  s e j a  minimiãado. 

e problema *Foi #srmttlada como um Modela da 

1%-agr.jmação f n t e l r i n  e L i n e a r  ci a s o l u ~ ~ o  n b t  i d a  uurando 

t 4 c n i c a s  de Deconpasição L i n e a r .  

B A m  e FISHER Ci98fJ dewmvulverait i  um novo asquenia 

hac t r i% t i co ,  a p a i - t i +  de t tm niacielo de recobr imento (MR) para  

r e s o l v e r  o problema de schedu l ing  de t r f p u l a ~ % %  adt-eas 

(PSTA) ,  da Federa l  Express Carporwt ion.  

Foram a p r e ~ e n t a d o s  r e s u l t a d a s  computwcionais de 

problemas com a t 6  3.880 l i n h a s  a iõ.888 co lunas da m a t r i z  do 

(HR) reso lv idot i i  num 9BM 8838 em menos de uma h o r a .  

Q (MR)  f o i  *Formulado e i n t e r p r e t a d o  da %esu in te  forma: 



onde c j  n custa da %ckedule 3 

"i j i ,  %e o vda i e s t a  contido na ochedule j 

8 ,  C / C .  

Q modela d e  rssobrl~nenta (MR)  6 c laas i f icwdo na 

l i t era tura  coma um problema cltr d i f í c i l  r.e%oluifZo (NP--tiarcJ) a 

que l imita  o uso de raigor.itmas b t lmw para a sua I ~ Y L ~ Ç ~ Q  nas 

a p l i c a ~ % m  d e  grande parte .  

para resolver o íMR) descr i to  resumidamente da w s u i n t e  

d.'c)rina : 



BEASLEY €19813 adaptou o a l g o r i t m o  da S U V ~ ~ ~ S  de  CLARKE 

e WRITE C19643 p a r a  um problema de c h l n  de veici.rlc7s 

anda a tempo p a s t o  para p e r c o r r e r  o t r e c h o  e n t r e  d o i s  ponto% 

d i s t i n t o %  d i r e t a m e n t e  6 uma função da hora  da d i a  s m  que a 

viagem a c o r r e r .  

P a r a  i s s o ,  a d i a  .Foi ciividiclo em k periodooi 

k 
coneecut i v o s  de tempo, onde ( ti 1 6 a m a t r i z  de tempo d e  
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p e r c u r s o  d i r e t o  e n t r e  P e 5 n o  p e r i o d o  k .  

P a r a  a d a p t a r .  o a l g o r i t m o  d e  savin&?s a esta v e r s ã o ,  

#o ram e ~ t a b e l e c i d a s :  

termos d o a  {t:j 1 .  

iii) um n o v o  c r i t B r 1 0  para tes tar  a v i a b i l i d a d e  n a  

algoritma que p o d e  ter  num w h e d u l e ,  tempos d e  p e r ç u r s i o c  

d i # e r e n t m i i ,  SE o u e n t i d o  d o  s c h e d u l @  f o r  a l t e r a d o ,  par 

e x e m p l o  d e  t u - i - j - o )  para (o-9-1-0) .  

BROWN e GRAVES CfS8i2 d e ~ c r e v e r a s i  um n o v o  aistama de 

d e s w a c h o  d e  c a m i n h a m  t a n q u e s  t r a n w a r t a n d a  d e r i v a d o s  d a  

petrbleo d e  uma r e f i n a r i a  para cerca d e  80 t a r m i n a i s  d a  

r e v e n d a .  

A t r o t a  c o n s i s i t e  d e  a p r o x i m a d a m e n t e  388 c a m i n h õ e s  que 

devem e C e t u a r  d i a r i a m e n t e  um t o t a l  d e  2 . ó 0 8  v i agen t i i .  

T n t a i r a  g e r a d a  para r e % o l v a r  o p r o b l e m a  a n d e :  
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i: Indice da orde~n de atendimento 

j : f nclice do caminhão - 

J ( i )  : conJunto de caminhõe~ viaveis com a ordem i 

,.-c, . :  cu%to de traniiipurte do clj.clnte da ordem i rnciin o 
L J  

caniinhzo ,j 

tj: t m p u  de tranaport:e d o  cliente da ordem i com o 

caminhza J 

- 
zje 2 , :  taxa  de penalidade por violar ua limites cia 

-J 

de%locamento% do caminhão J . 

L se o cliente da ordem i alocado para o 

caminh% 3 

0, C/C. 

e variavel de penalidade 



.* ".. ...a 

$5. 9; e x a quando t i j  y i j  > Y 
- J j j j i j 

( E .  iEI2) 

( E .  583) 

CE. 184) 

A% rmitriç&% ( Z . i f X ? )  a%seguram a atendimento das 

demandas numa h i ç a  vici i ta enquanto E .  i ,  (2. i841 e 

L N A R Y  Ci98fJ analisau um problema l igada a uma lu3a  cie 

prestação de tierviçor;, que atende uma regi% previau~ente 

de1 i m i t  ada. 



Neste problema, 0% c l i e n t e %  r e q u i s i t a m  d i f e r e n t e %  t i p o s  

d e  s e r v i ç o s  com resitriçãrrs no h a r A r i o  eni q u e  eleir; devem ser 

e i k t u a d u t a  num d e t e r m i n a d o  d i a .  

P a r a  eatea a t e n d i m e n t o s ,  a PoJa d i - i p u e  d e  um rthwro 

l i m i t a d o  d e  f u n ç i o n A r i o - i  q u e  devem r e c e b e r  d i a r i a m e n t e  uma 

pragr,amaç%o doçi a t e n d i m e n t o s  a e f e t u a r .  
-a 

p r o b l e m a ,  t e n d a  c o m  ob;jet  ivo- i  bda; ica«i :  

i )  m i n i m i n a r  a t e m p o  t o t a l  d e  p e r c u r s o s  

i i )  gerar um c o n j u n t o  d@ s c h e d u l e s i  d i a r i a m e n t e  

MARSTEN e SHEPARDSON C19812  destacaram a p o p u l a r i d a d e  

d o %  m o d a l o s  d e  p a r t i c i o n a m e n t o  (PP)  c~u d e  r a c a b r i m e n t w  (MR)  

para r e p r e s e n t a r  0% p r o b l e m a s  d e  r o t e a m e n t a  e ~ c h e d u l i n g  d e  

t r  i p u i a ç õ e s  aareas. 



part icionament o  remlvands-u v ia  t8cnicas  de r s l  axação 

1 agrangeana e  decompasi~&m : 

S . A .  

e custa  global associado ao t rhp j 
j 

I+ i ,  s e  o  x t t edu le  3 tor  selecionadc) 

O (PP), neste  caso, tem como obje t ivo gerar  um conjunto 

de schedules (um para cada tripuIaçXo) que atenda a conjunto 

d e  vâos p~agramacloin a  u m  menor custo global pocjirnivel. 

Os autores  dastwçaram a  di9iculdade de se t r aba lhar  com 

um modela (MP) ou (MR) nas a r - l i c a ~ õ a ~  p ra t i ca s  devido ao 

elevado ndmara de colunas d u  problema (30.000 no casa da Air 



Canada  e A i r  Vi-anrre).  

.For-rnul;\c;&es e erut r r s t u r a %  doru p r o b  lema% d e  r o t e a m e n t o  e 

w l . i e d u l  i n g  d e  v d  c t i l o s  ;l(PR$V 1 . 

I t r a b a l h o  *Param d e o c r  i t a a  e a n a l  i s a d a s  a% 

r e t ~ t r i ~ b s  q u e  aparecem mai!e .Frequent  eisent  e n o s  (PRQV) t a i s  

A m e t o d o l o g i a  u t  i l i x a d a  d i - P e r e  d a  maioria da% t r a b a l h a s  

e n c o n t r a d o s  n a  l i t e r a t u r a ,  Ja q u e ,  aqui, os V E ~ ~ C I I ~ ~ S I  e as 

t : r i p ~ ~ l a ç % %  @o p r o g r a m a d a s  t ~ i r n ~ r l t a n ~ a m a n t e  n o  t e m  ao 

i n v h  d a  programar i n i c i a l m e n t  e 0% c i ~ l ' t ~ d ~ t l e ~ k  d o %  v e i  c u l o s  

para dopoitii alocar arri t r i p u l a ç õ e s .  

p r o b l g m n  d e  d i % t r u i b u i ~ S o  d e  uma g r a n d e  empresa d e  ~ r a d u t a s  

q u í m i c a s  e n v o l v e n d o  o t r a s l a d o  d a  deniandaor e n t r e  v A r i o c  
. - 

 ponto^ o r i g e n s  e d e s t  i n o s  l o c a l i x a d o %  n o s  EUA e C a n a d i .  Q 

o b j e t i v a  d o  t r a b a l h o  7 u i  d e  d e t e r m i n a r  o t a m a n h o  &timo d a  

. F r o t a - d e  v e í c u l o s  d a  empresa e trni c a n j u n t o  d a  t i r ~ t r e d u l t r ~  



SCMT (Ti9842 a p ~ e s e n t o t ~  na sua t e s e  de doutorado um 

t raba lha  sobre a programa~so e veiçulos num s is tema de 

Trâns i to  Urbano. 

No t rabalho szo prapomtarj novas t k s i i c a s  de programação 

d e  vei culos  .i!ai..mr,tladatj como Problema% de F3ro.ilramação Linaar .  

Na aviação comercial ,  ocorre com algrrma h-eqtt~srcia o 

caso onde cim ou mais aviões de uma companhia a4rea serem 

retiradou; d e  operação por e t6ci-iicac; obrigando a 

companhia a operar com um reduzido número d e  avi%fi, 

inmu$iciente para cobr i r  toda a demanda p rev i s t a  de 

pascageiroc, pensando n i s t o :  

TEODOROVIC e GUBERINIC C19843 de~envolveram uma nova 

metadolosia de scheduling das l inhas  a que leve em 

conta e s t a  u;ituaçãct. 

autamat i m d o  para o problema d@ ciistr  ibuiçxr~ d e  reOeiç%m 

~ t r a v g s  de tima f r o t a  d e  vdculore. 

A %olução f o i  obt ida ut i l  ixando proct+:dimentoa 

anteriormente propm~tos  por EVANS C19822 e uma heurireticw cio 
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( P C V )  proposto por NORBACK e LOVE C197QJ e nas t e s t e s  

rea l i zadas  o sistema produziu economias da a t é  10% em 

r e l a ~ x o  a s a l u ~ ã o  adotada anter  iormmt e .  

LAVOIE, MINOUX e ODIER Clf9853 propuseram um nwto 
. _ ._,-. 

prucedimrtinto para o planejamento da% t r i p u l a ! $ % %  a & + e a % .  

Xnicialmente o problema 6 d e s c r i t o  como um modela de 

recabrimanto (MR)  com um elevado namero d e  colunas,  

de g e r a ~ s o  de colunas.  

Ci sub-.prublema de geração de colunws 4 um prsblenia de 

catniril*ro minimo com r e % t r i ~ @ e %  d e  sclreduling. 

O algoritmo f o i  t e s tada  para um exemplo rea l  com cerca 

de 232 v60s obtendo bons rew.tltados coinputacionaiirir onde a 

s o l u ~ ~ o  obt ida  %e mostrou de 4 a 5% mair; econdmiça em 

re lação ao programa antariormente u t i l i z a d o  pela empresa. 

5 K I T T  e LEVARY Ci985J desenvolveram rrm metodo 

aproximado de geração de colunas para um problema de 

di%tr ibu ição  de produtos em q u a t ~ o  n í v e i s .  U problema 801 

$ormulado como um modelo de F3rograina@o Linear ando: cada 

coluna r ~ p r e s e n t w  uma r o t a  v iáve l .  Devido ao elevado namero 

de r o t a s  v idveis ,  t a l  u t i l i z a d o  um método de g e r a ~ z o  de 

colunas para a t u a l i z a r  a s  bases do 8implex. 



Mos  problema!^ de p lans~amen to  de v h s  agreos, ex is tem 

w i t u a ~ õ e a  onde as programas de v6055 azo t runcados dev ido  h 

u c o r r â n c i a  de s i t uações  i m p r e v i s t a s  como condições 

cancelainentas de vaor;; previamente prograinadoiii, quebrarido-se 

assim h e s t r u t u r a  do% ~ c h e d u l e a  previamente geradww. 

Pentmndo n iaso ,  TEoXJRQvIC Cf9863 prapds u m  metodo de 

~nropramação de v&#% que levasne em con ta  f a t o r e s  c1 imat i c o s  

de cada r e g  iXo e strac;", event irwin; corta;eqt.t@ncia?~. 

CEGI ELLA, SZYMANUWSKI e PRUKLfRATOIãSKI C f 9863 

desenvwlveram u m  s is tema de c o l e t a  de l e i t e  (COLOS) c u j o  

a b j s t i v o  6 o de gera r  u m  conJunto de w.hedule% para  uma 

.Frota de v e i c u l a s  que deve r e c o l h e r  a l e i t e  CJB v á r i o s  pon tos  

e t rwr tswar td- lu  a t é  t.\mw das f á b r i c a s  de l a t  :lei nion;. 

CRAINilC e R W S S E A U  C 2 9 8 6 3  apresentaram tini nova 

procedimsnto para r e s o l v e r  o problema de p r o g i - a ~ r t a ~ ~ a  de 

t r i p u l a ç e e s  a4reas baseado na t k n i c a  de g a r a ~ ã o  de co lunas .  



0 problema 6 formulado como um modelo de recobrimento 

(MR) que permite que nrais d e  uma p u l a  embarque num 

mesmo vdo. Neste caso uma tt-ipulação 6 aquela esxalada de 
. . 

Cato para en te  v60 e  os outros viajam para a s  sua$ novas 

origens (v i agme  oc iosas ) .  

Neste t r a t ~ a l h a  foram propostos t r h  aiaãri tmos,  uma 

heuriortica, um gerador de c;chedula~ viAve.2~ e  uni algcrriltmo 

de ot  imização baseado na tbcnica d e  enumerwçãa impIi c i t a  

aplicado a  uma 9ormulaçZo i n t e i r a  mista e  não l inear  

de sc r i t o  da seguinte Gorma: 

Considere : 

J = conjunto dos portos 

K - conjunto d a  cargas 

a 
j k 

.: custa  un i t á r i o  de enibarciue para a  porto j pelo 

navio k 



ck capacidade do navio lt 

P := custo dlBria do navio k parada em um parto k 

a j = tamanha da carga do parto 3 

U j  
= vazzo d e  desembarque do porto 1 

I I, %a 0 navio k efetua  

Tk n := variam1 d e  decis% %cheduXe n 

[I, %C? a navio I< entra no porto ,i, no 

@ 5 ' J j k  I i . . parcela da carga para o ~ m - t o  j que h 

carregado na navio k 



As re%triç%% não lineares ( E ! . i B i >  ae re9erem à 

%ati%+São da capacidade de cada navio k ,  enquantw (2 .  i%.?) 

afirma que cada sçhedule deve ser alaeado a exatamente um 

navio. 



d e  c a d a  posta  devem ser c a m p l e t a m e n t e  sa t i sQeí tos .  

F i n a l m e n t e  (2 .194) ( r e d u n d a n t e )  d i z  q u e  a soma d a s  

c a p a c i d a d e s  a l o c a d a s  a u m  p o n t a  f d e v e  ser m a i o r  a u  i g u a l  A 

d e m a n d a  d e  J .  

Da trbs algoritmos d e % e n v o l v i d o ~  n e ~ t e  t r a b a l h a  f u r a m  

t e s t a d o s  para um c o n j u n t o  d e  p r o b l e m a s  com atd 13 cargas,  i 3  

p o r t o s  e v i a i t a n d s  n o  máximo 3 p o r t c i s  par v i a g e m .  O s i é to r lo  

d e  e n u m e r a ~ ã o  i ~ n p l i c i t a  rie m o r a t r m  e C i c : i e n t e  ap@ncis  para 

p r o b l e m a s  cem d i m e n s a e ~  r e d u z i d a s  (máx ima  d e  5 c a r g a %  e 7 

1 ~ 0 I " t # ( 3 i ) .  

E s t e  t t - a b a l h o  c i i s c : ~ t e  a c c n t v a  e x i s ; t e n t e  n a  

l i t e r a t u r a  s o b r e  ã v i a b i l i d a d e  d e  BE a t  imiaai- 

a i m u l t w n e a m e n t e  a d i m a n ~ ã o  d a  Qrata  e 0% c u s t o s  

o p e r a c i a n a i % .  

D i m c o r d a n d o  d a  o p i n i ã o  d a  a l g u n s  a u t o r e s ,  este a r t i g o  

d e f e n d e  a i d é i a  d e  o t i m i a a ç % u  s i m u l t % n e a  irio(3itranda q u e  

n o r m a l m e n t e  n ã o  e x i s t e  nenhuma i n c o m p a t i b i l i d a d e  e n t r e  a s  

d o i s  o b  jet i v o ~  fo t - r i ecenda  i n c l u ( 3 i i v e  c o n d i ç õ e s  ~ ~ u ? i c i e n t e a  

q u e  mostram que a a o X ~ t ç ã o  q u e  i n i n i m i z a  os custo% 



de planejamerito CIQ uma .Frota de nav ios  petrole.J.rrm em longo 

curllio. 

O problema 9 furmulada coma u m  modelo de 

par t i c ianamenta  canl r e i a t r i ~ a e s  andicianais (I IFsA) lu a S C I I L ~ Ç ~  

9orneca 3% ve loc idades  ó t imas,  as melhores %chedule?ii de cada 

n a v i o  e min imiaa o cus to  t o t a l  da% v lasens em la9 i t r o .  

São ana l  isadoa qua t ro  l i m i t e s  ii78eriareCiir wmdo u m  

de les  um a l g o r i t m o  da caminha mais longo, o twgunda umnda  

r e l a x a ~ z o  l i n e a r  e i - t e  a d i c i o n a i t i  de co r te t i ,  r:, 

t e r c e i r o  baseado sm r e l a x a ~ f k i i  lagrangeanas da modela 

a n t e r i o r  e u qua r to  baseado numa g e n e r a l i x a ~ s o  do caminha 

mais Ionso  com uso de arco% d i s J u n t i v o ~ .  



scheduling de veiculosi para a co le ta  do l i x o  urbana. 

exemplo r e a l ,  resiultando em soluç8as com a t é  8 X de economia 

em rela:Xo ao m@todo manual a tk  entzo ut l l i z a d o .  

- &o t ranwortadasi siamante cargas completa% 

Devido A complexidade da problema, este a r t i g o  sugere 

um procedimimto heuri crt ice da t ipo "route f irst - cLuster 

second" para a sua ~dolução. 

CARPANEIO, DELLA ' MICO, F I  SCHETTI e TOTH C P 9883 

demnvolveram nova% algari tmos para gerar  l i m a t e ~  i n f e r i o r e s  

para o (PSV) com mQltip'ios depbsi tos .  



Ci t r a b a l h o  descreve u m  novo cr2tGri.o de dom:Ln&cia 

baseado no t r a b a l h a  de FISMETTI  e TCiTH (1987) a apresenta 

u m  novo metodo do t i p o  Branch-and-Buund para  o (P8V) .  

FISHER €19882 descreveu um novo survey sobre  a% 

i.mplenientaç%m do problema de roteamenta rr c ichedul l ing de 

Faram apresentados qua t ro  modelos de ( P R 8 V )  e 

propost  as  de novas re laxações .  

NYGARD, GREENBERG, BOLKAN e SWENSON C f Q88J apr esen t aram 

u m  novo a l g o r i t m o  h e u r i s t i c a  para  o problema de roteamcnnto 

e schedu l ing  de v e i c u l o %  com o o b j e t i v c ~  de ir i inirnizar o 

comprimento t o t a l  dos %chedule.*, s u j e i t o  r e s t r i ~ % a  de 

capacidade dos vlufcwslos e res t : r i~õec , l  de tempo m6ximo de 

chegada a um nb.  

;O metodo p ropos to  descreve a problema camo um madclu de 

a l o c a ~ ã a  genera l i zada  (FAí3) e usa procediment o s  de 

a t i i n i zação  l o c a l  e t b c n i c a s  i t e r a t i v a s  de a j u s t e  de cus tos  

na sua s a l u ~ % .  

A heurf %t i c a  dewmvo lv i da  Bo i  a p l i c a d a  a wum problema 

r e a l  de en t rega  de j o r n a i s  d i i r i o r s  da gr681.ca para  c e r c a  de 

300 ent reposto%, cam a ex igênc ia  de que es tes  cheguem aos 



entrepostot i i  no m8ximo a t e  6 : W  horas 

v i a b i l i ã a r  os despaci-tos subsequentea. 

PÇARAFTI5 C l c 3 8 8 J  apresentott  um novo 

e t i t bg io  a t u a l  de desenvolviment o do Problema de roteamant:o 

de v e í c u l o %  D i n & r ~ & c o  (PRVU), tambdm conhecida na l i t e r a t u r a  

cairio o p rob  l oema de r o t  ewment:~ em t empct.-real . 

D t r a b a l h o  i n i c i a  detiicrevendo a re lac ionamento 

e x i s t e n t e  e n t r e  as problemas de roteamento e s t a t i c w  (PRVE) e 

a problema de roteamento din%mico (PRVD) , i d m t  i 9 i c a n d o  

4:atores que As vezes tornam es tes  d o i s  problemas m u i t o  

 diferente^ u m  da o u t r o .  

i 3  As dimenseSes do tempc, sEío essenciais: i.iate: qtte .i.%t o 

nem sempre a c o r r a  num (PRVE).  Quanda e s t e  i t e m  .For 

impor tan te  na (PRVE), o problema 6 denominado Problema de 

~otewrnento e %iii:hedulinp de veic:ulo%, em out:rwa CCIBOS o 

(PRVE) simplesmente não i n c l u i  n% r e s t r i ~ & s  de teinpa, por  

exemplo, na Problema do C a i x e i r o  V iaJante (PCV), a tempo de 

percurso  normalmente 6 suposta 3er p r o p o r c i o n a l  a d i s t á n c i a  

p e r c o r r i d a .  

i i  1 Q% s c h e d u l e ~  podem t e r  duração não- l imi tadasi :  Ao 

c o n t r 6 r i a  do (PRVE) ande a d i t r a ~ Z o  de rim schadule 6 



n o r i n a l m e n t e  l i m i t a d a  o u  pela c a p a c i d a d e  do v e i c u l u  ou pe lo  

h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o  l i m i t a d o ,  n o  casa d i n % a ~ i c o ,  

podemos  t e r  s c h e d u l e s  cu ja  d u r a ç ã o  B i l i m i t a d a .  

EiiJ As inforvaçtães futuras podem ser imprecisas ou 

desconhec i das. 

iv2 0s eventos mais prbximos são mais importantes: Aa 

d i f e r e n t e @  e v e n t o s  p r ó x i m a s  o u  a f a t i i t a d o s .  

v2 Mecanismos que atualizam informaçt5es sSo essencias: 

I s t o  p o r q u e  n a  ( P R V U )  Cada% 3% e n t r a d a s  e :  % t . t J e i t a i ~  a 

r e v i % & %  a q u a l q u e r  e a t i g i a  d o  %eu d e s e n v o l v i m e n t o .  

vi3 Decisões de reseguenciamento e realocaçõss p o d e m  

ser aukorizadus: P o d e  o c o r r e r ,  par e x e m p l o ,  n a  caso o n d e  

i n d e x a m a s  um n o v o  d a d o  d e  e n t r a d a  a o  p r o b l e m a .  

vii3 Os t e m p o s  Computacionuis devem ser "rbpidos". 140 

(PRVI:!) e x i s t e  a n e c c s s i d w c i e  d e  v á r i a s  reotimiza@mi d e  

s c h e d u l e s  o e a b r i g a  uma r a p i d e z  m i a r  no% t e m p o s  

c o m p u t a c i o n a i s  para v i a b f  l izar  o p r o c e d i m e n t  o .  

viiii Mecanismos de adiamento indefinida sZo 

essenciais: W a t e n d i m e n t o  d e  uma demanda  p o d e  ser ~ o % t e r - i w d o  

i n d e f i n i d a m e r i t e  d e v i d o  à.% caracter i  st i ca s  geogr6Gicas 

d e % f a v o r i v e i s  d e s t e  em relação As o u t r a s  d e m a n d a s .  



i A fuwão objetivo pode ser "diferente". Ao 

c o n t r a r i o  da (PRVE) onde e x i s t e  a  necessidade da minlmixat- 

cu!&tas ou d i s t a n c i a s  t o t a i s ,  no (PRVD) i s s o  pode parder o 

sent i d o ,  por  exeniplo ree os ~ c l ~ ~ l d u l e s ,  pernlanecem "em 

aber to" ,  nes ta  caso, as cus tos  tambdm # i c a r ã o  "em a b e r t o " .  

Ainda nes te  t r a b a l h o ,  Coi apremntado  u m  novo a l g o r i t m o  

dinamito a p l i c a d a  ao problema do despacho de carpas po r  uma 

f r o t a  de nav ias .  



11.3) 0 PROBLEMA M ROTEAMENTO E SCHEDULING DE VE~CULOS 

COM RESTRICÕES TIME-WINDOWS CPRSTW). 

a a l t i m a s  a os pesquisadores da Q r e a  de 

i-oteamento e schedu l ing  de v e í c u l o s  t&m e p reoc~wado  em 

desenvolver modelas matemáticos e a lgo r i tmos  sue se 

aproximem mais dos 12rablemas da v i d a  r e a l .  

Para i s s o ,  Çorain desenvolv ida% wlgor i t inof i  especiÇicsr j  

pa ra  t r a t a r e m  de p r o b l m a %  de grande p o r t e  englobarido 

resitriçETes que rep remn tem mais 8ielment:e uin modela r e a l .  

Uma das r e s t r i ç a e s  que normalmente encontrama% nas 

problemas p r a t i c a s  0 i n t e r v a l o %  da tempo time-windows 

d e n t r a  do qual  uina determinacla t a r e f a  deve sei- i n i c i a d a  ou 

e fe tuada .  

Um problema de roteamenta e schedu l ing  com r e s t r i ç õ e s  

do t i p a  Time-Wlndows 6 c o n ~ t  i t u i d o  basicamente de uma Çrata  

de v e i c ~ ~ l o l i  l aca l i ãado% em u m  ciep6sito e a lacados para  

atender u m  con jun to  de c l  i e n t a n  d i s t r i b u i d o %  numa r e g i ã o  

geosrá9 ica l i m i t a d a  coin demanda?!! conhecida% e com 

Time-Windows, den t ro  do qual  o c l i e n t e  deve %!r a tend ida .  

Q a b j e t  i v a ,  narmalinente 4 o de gerar  um conjunko de 

~ ~ c h e d u l e s i  viáveis, ikm pa ra  cada ve i cu lo ,  de moda a minimixai-  
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as  c u s t o s  f i x a s  e v a r i % v e i %  d o  p r o b l e m a .  

A p a r t i r  d e s t e  mode lo  b a s i c o ,  d e c e n v o l v e r a m - s e  c e n t e n a s  

d e  v w r i a ç ~ e s ,  d e s d e  m o d e l a s  mais simplat i i  (mas nem p o r  i s s o  

mais i!kej.s d e  r e ~ o l v e ~ " )  como o p r o b l e m a  d a  c a m i n l ~ u  mín imo 

com t ime-windaws  o u  o p r o b l e m a  d o  c a i x e i r o  v i a d a n t e  (PCV) 

com t i m e - w i n d o w ~  a t B  m u d e l o s  mais complexo% coma a a p l i c a ~ h  

(FP) ( v e J a  s u a  d e c l c r i ç ã a  n o  c a p i t u l o  2 d e s t e  t r a b a l h o ) .  

Os ppi-oblemas d e  r o t e a m e n t c t  e ç c l ~ a d u l i n e  d e  v d c u l a ~  corri 

r e % t r i ~ & m  d o  t i p o  t ime-wgnciaws (PR8TW) d e f i n e m  uma n o v a  

c lasse  d e  p r o b l e m a s  d e  r c r t e a m e n t o  de v e i c u l o c i  d e v i d o  As rauaij 

c a r a c t e r i s t i c a s  p r d p ~ - i a r ~  q u e  a t o r n a m  niuit:o m i e  c o m p l e x a s .  

e c l p e c i f i ~ a r  a p r i o r i  o c o n d u n t o  d e  ti3re8aii; q u e  ~ t t c e d e  uma 

t a r e f a  i ,  o que 4 i m p u s e ; i b i l i t w d a  n a  s u a  prewwça d e v i d o  ao 

det i iconhecimenta  p d v i o  d o  p o n t o  e t i ine-windaw a r!;er 

u t i l i z a d o  pela t a r e f a  i ,  em o u t r a s  p a l a v r a s ,  a s  t a r e 6 a s  q u e  

ciãa ç a n d i d a t a ~  a s u c e d e r  a t a r e f a  i v a r i a m  d e  a c o r d o  com a 

tempo d o  i n t e r v a l o  t ime-windaw q u e  a twreCa i 6 i n i c i a d a  ( o u  

c o n c l u í d a ) .  



e x p l  i c i t  ament e na C u n ç ~ o  o b j e t  i v o  normalmant e assoc iados 

somente a cu%ta% ( l u c r o s ) .  

I s t o  pode ser  tatilmente observado p e l o s  o b j e t i v o s  que 

normalmente desejam-se o t  im lãa r  , qt?ralinente envolvendo 

cus tas  g l o b a i s  re l ac ionados  sommt e com var iáve is i  e % p a c i a i s  

de + luxo  @/ou de dec isão e s p a c i a l .  

Na I i t e r a t u r a  consul tada,  encontramos poucos exemplos 

anda os tempos recebem e x p l i c i t a m e n t e  impor tanc ia  i g u a l  ou 

inaiar As dec isões e s p a c i a i s .  Um casa onde i s t o  pode ou deve 

aco r re r  são as  problemas de roteamenta schedu l ing  de 

v e ~ c u l u ! ~  ceoni v á r i a s  ve loc idades,  onde .Pica e v i d e n t e  a 

Z m p o r t h c i a  no c r i t e r i o  de esco lha de tempos para  I n i c i a r  ou 

e f e t u a r  uma t a re fw.  

Es ta  i m p o r t h c i a  pasaa a aer c l a r a  nestes t i p o s  de 

problemasi na medida que u m  tempo reduaido i m p l i c a  em 

veloi=fdadas inaiore~;i e consec~uwttement:~: em c t ~ s t o s  viaioreir, c i ~  

combuutivaim enquanto t@mpas inaiores impl icav i  i.iormalmente em 

cu%tos menorem de cambusti v a i s .  

Es tes  d o i s  o b j e t i v o s  sgo conf  l i t a n t e s  e acabam e x i g i n d o  

a presença dos d o i s  i t e n s  (tempo e cus tos  espac ia i%)  na 

tunção o b j e t i v o  do problema, ou como função mona-ob,jet i v o  

ou, se fo r  c a n v e n i m t e ,  na Cormw de m 6 l t i p l o s  ob, jet ivaa. 
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Mais recentemente encontramos uma nova generwlixaç% 

para o Problema da Caixeiro VJaJante ( P C V ) ,  incluindo 

r e a t r i ~ & ? a  adic ionaia  de s c h ~ d u l i n ! ~ .  

Q problema deQinida como o Problema do Caixeira  

ViaJant e com restrições Time-Windows (PCV'I'W 1 .Foi 

- CJbs. : 0% teinpoci conl;iderador~ s so  quant idades mwiidas a 

p a r t i r  do momento i n i c i a l  (tempo zero)  

t i  := o tenipn que o ca ixe i r a  v ias i t a  a cidade Z 

t  
R 4-d 

tempo para completar um c i c l o  ha~nil toniano 

1x1 valor a b w l u t o  de X 

t i  = tempo J nimo para percorrer  ( i ,  ,j ) onde 

T = ( t i  ) a matriz completa, não.-nesat iva e rsinetrica 

E:ai , bi 5 tini@-windaw da cidade i ,  onde ai 2 8 



Minimizar t n + l -  t l  (2.186) 

S . A .  t i  - t ,  2 C a i  , i . 1 2  , 3 ,  . . . ,  I7 (2.197) 

I r i  - t j  I k t i j  , i 1 3 ,  4 , . . . ,  n ,  2 s  ;i C i (2.198) 

t n +  s - t i  Ui, , i a 2 , 3  , . . . ,  17 
( C ? .  IYI) 

t i  = 0, i 1,  2 , .  . . ,  r\ .4 i (í2.200) 

As r e a t r i ~ õ e %  (e.iY8) permitem para cada par ( i ,  J ) ,  

duas  a l te rna t ivas ,  E a e ~ c o l h a  d e  um doti doin casas para 

cada par (i,J) gera um novo madelã l inear .  

proposta de BAIYER Ci983J To1 a d e  relaxar aui 

~ F I ~ P ~ Ç E ~ B  não-l ineraeri ( E .  198) e as  t  ime-windaws ( S .  201 1 d o  

(PR87'U), gerando o seguinte problema linear relaxado (FRI) : 

Ilfnimiaar tn+l.- t, 

S . A .  t i  - t ,  2 tSi  # i = 2 ,  3 ,  . . . ,  n 



O valor btimo do problema relaxado P R I  f o i  sbt idu 

reiiiolvendo o dual d e  P R I  que 9 um problema do caminho mais 

longo num gra9o direcionado com n + i ndo, denotado (DRi) a 

descr i to  por : 



resit riçõeoi t Ame- -windaw~,  p a r a d a s  d e  e m b a r q u e  e decietnbarqi.re, 

rela~õesi d o  p r e c e d ê n c i a s i ,  a ra?gtrições d e  c a p a c i d a d e  d o  

v e i  ciil a .  

Q p r o b l e m a  f o i  C a r m u l a d o  cama um m a d e l a  d e  P r a s r a r n a ç ~ a  

miata, d e s c r i t o  a s e g u i r :  

C o n s i d e r e :  

t i  = v a ~ " i ~ v ~ : l  cle t a m p o  d e  c h e g a d a  ao 1 7 6  i 

I ,  se a rota i.im o arca ( i  , J )  

X C  v a r .  d e  f l u x o  

0,  c a s o  c o n t r A r i o .  

Yi := v a r i a v e l  q u e  r e p r e s e n t a  a nutnero d e  pac5~4ageZro0 n o  

v e i c u l o  n a  sai d a  dm n b  i .  

Mi E tempo r e q u e r i d o  para e m b a r c a r  as pweismgeiras d o  n d  

i .  



As r e s t  riçães ( 2 .  W 3 )  - (2 .  E%á) dencrsvem u m  problema 

de +luxo ( r o t e a m e n t o  puro), onde cada nb é u i s i t a d u  uma 

B n i ç a  vez (í2.20!3), com um a n i c o  v e i c u l o  s a i n d o  d a  origem O 

(2.í2031, E te rminando no nó En+2 (2.204). 



A% condiç@k?a  ( S .  2 8 7 )  - ( 2 . 2 8 P )  o a s  restrições 

s c k e d u l i n g  d o  P r o b l e m a ,  a n d e  f 2 . 2 8 7 )  &o a% t i m e - w i n d a w s  

c a d a  n d ,  (2 .288) as  relações d e  p r e c e d ~ n c i a ~ i ,  f E . 2 0 9 1  

r es t i - i cõe~  d e  a c o p l a m e n t o  e n t r e  s a  t l u x o ~  e ;a% v a r i á v e i i a  

t e m p o ,  ( 2 . 2 1 0 )  a r e s t i - i ç g o  e c a p a c i d a d e  d o  v e i c u l a  e 

t l n a l m e n t e  f 2 . i Z i i  1 o a c o p ã a m e n t a  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  d e  Q l u x a  

com a s  v a r l A v e i s  yi. 

Um d a %  t r a b a l h o s  mais c i t a d o %  a t u a l m e n t e  n a  l i t e r a t u r a  

d o  p r o b l e m a  d e  ruteamentr : ,  d e  v d  c u l o j >  com t ime-window Qoi  

d e s e n v o l v i d o  p o r  DESROSIERS, SOUMIS e DESROCHERS Cig832. 

D e v i d o  a u  e l e v a d o  nbmrnro d e  c o l u n a s  viQrvei4i d o  8 i n i p l e x  

( ~ c h c r d u l  e% v i A v e i s ) ,  f o i  u t  4.1 i x a d o  um p r o c e d  i m e n t o  d e  

g e r a ç z o  d e  c o l u n a m ,  d e s c r i t o  como um p r o b l e m a  d e  c a m i n h a  

m i  n i m a  com t ime-windows (PCM'i'W) . 



Q (I*'FiiY'bJ) f o i  f a r n i u l  a d a  como uin Prot t lemw d e  13rogra i r iaç~r t  

L i n e a r  I n t e i r a  mista e d e s c r i t a  d a  s e g u i n t e  9 o r m a :  

a n d e  P  c o n 3 u n t o  d a s  t r i p s  

N $3 c o n j u n t o  d e  n b n  d a  r e d e  o r i g i n a l  

A z: c o n j u n t o  d o s  a r c o a  d a  r e d e  o r i g i n a l  

A s  rastriç&zii t2 .25.2, ,  t2.25.3> e tí2.2i4) d e n c r e v s m  um 

p r o b l e m a  d e  rot ean ien t  a p u r a  %em e d e  . s c h e d u l  i r i g ,  

c o n h e c i d o  n a  l i t e r a t r r r a  Gamo o pt-crble~na d e  # l u x o  d e  r c u s t u  

m i n i m o  q u e  pãsi i ;ui  a p r o p r i e d a d e  d e  i n t e g r a l i d a d e .  



As ra%triçõe% d e  a c o p l a m e n t o  ( 2 . 2 P S )  aQirmam q u e  se 

h o u v e r  G l u x o  p o s i t i v o  e n t r a  (i, A ) ,  e n t z o  a% rcmtr iç~aa  d e  

tema r e l a c i o n a d o a  com ( i ,  3 )  devem ser a t e n d i d a s .  

F i n a l m e n t e ,  (2 .216)  &o aa r e ~ t r i ç õ e %  d e  Time-Windowe 

d o  p r o b l e m a .  

Q (PR7'b.I) d e s c r i t o  pe las  r m t r i ~ e í e a  ( E . E i 2 )  -- ( E . E i . 7 )  

n ã o  l i n e a r  d e v i d a  à% r e s t r i ~ % ? s  ( E . 2 i S )  que podem n o  

e n t a n t o  ser l i n e a t - i 1  i ã n d a s  n a  # a r m a :  

t i  + t i j  - t j  (1 - X i j  M i j  , ( i ,  J )  e J: ( 2 . 2 1 8 1  

o n d e  M i j  2 bi + t i  a 
j 

Nest e t rabal1.1~)~ o (i3R'11'W) -Foi t r a n s - P o r m a d a  num m o d e l o  d e  

p a r t i c i a n a m e n t o  (MP), g ~ r a n d a  a p r i a r i ,  o c o n d u n t a  d a s  

a c h e d u l e s  v i á v e i s  d o  (PRTW) . 
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onda c .  custo global da schedule ,j 
J 

C i, se a trdp i e s t a  cont ido no scheduls ,i 

Devido ao elevado número d e  achedules vfávei% 

ex ia tentas  +ai utdlieada uni sub-problema gerador d e  colunas 

para a atual iaação daa bases da Simplex aplicada ao (MF). 

Q sub--problema +ai  descr i to  como um Prablama da caminha 



o n d a  c i  - = c u s t o  r e l a t i v o  d a  c o l u n a  n l o  b & % i c a  J .  
j 

A f i i o l u ç ~ o  d o  (PCM'r'W) .i!oi o b t i d a  a t r a v h  d e  uma 

g e n e r a l i z a ç ã o  d o  Algaritmo cie F'ORD @ HXLMAN para o p r o b l e m a  

d e  c a m i n h o  m i n i m o .  

Ci p r o b l e m  mestre (MP) f o i  r e m l v i d a  v i a  a lgori tmo 

Ciimplex e Branch-w~d-Bounc i  para o b t  t?i" i e o l u ç ã e %  i n t e i r a s .  

SWERSEY e BALLARD C19842 a n a l i s a r a ~ n  um p r o b l e m a  d e  

p r a g r a r n a ~ % o  d e  & n i b u ~ ~  e s c o l a r  para o t r a n s p o r t e  d e  

e t i t u d a n t e s  d a s  s u a s  r a t i i i d 4 n c i a s  para a s  e s c u l a % .  

O m o d e l o  a l a c a  um 6 n i b t . t ~  r c a d a  s c h e d u l e  g e r a d o ,  

c o n h r c a n d o  o a  p o n t o %  d e  p a r a d a  para w n b a r q u a  e a s  e s c a l a s  

a n d e  o% e s t u d a n t e %  devem ser d e s e m b a r c a d c m  num i n t e r v a l o  d e  

t a m p a  p r d - e s t a b e l e c i d o ,  com o o b j e t  i v o  d e  m i n i m i x a r  o n d m e r o  

d a  a c h e d u l c s  ( d n i b u o )  n e c e s s a r i o s  p a r a  c  a t e n d i m c n t  o d e  

t a d o a  o$; w t u Q a n t e t 5  e n v o l v i d a s .  

I k f i r i i u - s e  a v a r  l a v e 1  : 

r i, se a t r i p  i a n t e c e d e  a t r i p  j n o  s c h e d u l e  



O problema de cãnectar  t r i p s  para  min jminar  o namera de 

sichedules f o i  i n i c i a l m e n t e  d e c c r i t o  da 9orma: 

X i j t j  2 xijt i  + XijTij . i = i,. . . ,  F 

O modelt:, l"i não 6 l i n e a r  dev ido 21 preniençw dar; 

re%trEç6?r ,  ( 2  .C!X?) que i m i l í * i ~ !  condiç@e% para que a i n i  c i o  da 

t r i p  j s e i a  cenectada com o f i n a l  do t r i p  E .  

Pa%t e r  iorment a ot! aut  o res  s u g e r i r a n ~  modi* l ! ica~&m em Pf  

transformando-o num modelo l i n a a r  e t o ta lmen te  i n t e i r o ,  es te  



6 1  t imo a t rav&s  da d i s c ~ e t  ização das i n t e r v a l o s  c a n t i  nuas dnc 

j a n e l a s  de tempo. O problema l i n e a r  i n k e i r o  f o i  r e s o l v i d a  

usando a cbdago LINBQ num DEC 2 8 .  

O (PCMfW) cons ic i te  rrm encon t ra r  a r o t a  de cus ta  miinii~io 

coh r i nda  todos  os nba da rada onde cada rtb i deve m r  

v i s i s t a d o  no i n t e r v a l o  de tempo [ a .  , bi 3 ,  este! a b j e t i v a  6 a. 

alcançado reso lvendo a w m u i n t a  i~rab le i r ia  de ~~~~~~~arnação 

l i nea r  m i s t o .  



m 0  

onde N = conjunto d e  136s 

R = conjunto da a rcos  

g = n á  d e s t i n a  

c i  cus to  de t r a n s p o r t e  e n t r e  ( i ,  ,i) 

'i j 
teiripo para percorrer  13 arco  ( 3 ,  3 )  

t i  := variAvel de tempo i n f  c i o  da twre-l!a i. 

a ,  , b, 3 .- tiine-.wi.ridow d a  n d  i 

Neste t r aba lho ,  o s  au to res  propuseram uma seneral5xaçgn 

do Algarj.trrio de FORD e BELLMAN e uma nova g e n e r a l i m ~ z w  do 

wigar itino de D I J m f L 4 ,  ambos cúin r e s t r  içaera aclirionaiã; de 

t ime-windowa. 

Um ocitru t r aha lhu  rijemelkante %abre o  (PCliTW) Coi. 



DESROSI E=, SOUMIS, DESROCHERS e SAWE C f 9853 

FERLAND Cf9852 escreveu um resuma sobre o s  p ~ ~ b l e m a l i  d e  

schedul i n a  d e  vei ci.ilos com t ime--window%. 

r e s t r i ç a e s  do t ipa:  

.-.Um laca1 de partida 1-Pi 

-Um local  d e  dest ina  LUi 

-.Um horário de partida HPi 



DESROSIERS, S A W E  e SOUMIS C i W 6 2  decícreveram a 

problema d e  m i n i n i a r  a f r o t a  heterop&nea de veic:ulcm 

necessArias  para v i s i t a r  um canjunto d e  nba, w.t,jeita &a 

i-e%triç&m d e  e t ~ ~ a ç o  e de t ime-windows. 

Foi suposta  a e x i z ~ t h c i a  d e  uma Qnica  origem de onde 0% 

v e i c u l o s  devem s a i r  e retornar ao Cinal d a  Jornada. 

Q problema # a i  .Formulado como: 

Minimizar V x ,  4- c i j x i j  
j = i i = Q  jsO 

rt 

S . A .  C x i j  =i, i i, 2 , . . . ,  n 
j =O 

C x ik  C x k j I k = 1, E , . . . ,  n (2.241) 
i  =O j =O 



' i  j 
1 % e inte iras;  i ,  3 = 8 ,  i,.. . ,  n ( 2  .E?4&) 

onda Mi Ri .t t i  - 9 

&o a s  restriçBeci de canEierva~Zo de: fluxos qLre podem s er  
n 

As retitriç25mi ( S .  244)  são  UEI i n t s r v a l a ~ i  '~ime-Wi.nclc)w~ 

das nbs e ( 2 . 2 4 5 )  descrevem a campatibil idade e n t r e  am 

var iAvc i s  x i  e as variaveici d e  tampo t i  . 



JAW, ODONI, PSARRFTIS e WILSON C19863 dasenvoãveram um 

nova procedimento I.iatiri s t  i c a  para o problema Diul-a-Ride com 

r e s t r i ~ k %  t ime-windowe . 

GRAHAN e NUTTHE Cf9862 L ~ I  compara~&mi ent:re 

v L t c do problema de echedu'l i a g  d e  8nil:)t.taj 

e sco lar ,  na presença de res t  ri~Siaci t i m e - w i n c l r ~ w % .  

Bci hauri cit i c a s  m a l  isaclas furam a c l a p t a ~ ~ e v ~  dos in~todati 

QRtOFF CfQ763, SWERSEY e BALLARD C i Q 8 . B )  e L N I N  Qf97fJ. 



Time--bdindows e c lupoi~da v á l i d a s  as d e s i g u a l d a d e s  

t r i a n g u l a r e s .  

FERLAND e FORTIN <i9872 i r i t r e d u n ? i r a m  um n o v o  

y r o c e d i m e n t  o h e u r i  eit Ico para o (P178TW) com t iine-.winclowci 

mbveis (iSa V i x o s )  . 

0% a u t o r e ~  f i a e r a m  a l g u m a s  p r e v i ~ õ e ~  %abre n 

campo+ta rnen to  d a s  h e t r r i s t  i ç a s  para c> (PR8'1"W) a p a r t i r  d a s  

m o d e 1 m  d e  i%-eb1elllas d e  r o t e a m e n t o  e ' r i m e - - W i i ~ d o ~ %  

e n c o n t r a d o a  n a  l i t e r a t u r a ,  sem n o  e n t a n t o  e f e t u a r e m  t e n t e s  

camput a c i a n a i s .  



PALETTA <i9873 apreeient ou uma nova ~ o ~ M L ~ ~ ~ Ç E c )  

matemát i c a  pa ra  u m  problema de dempacha de veiculas;  com 

rastriç%.xi t ime-windaws. 

0 problema envolve u m  Sistema da d i % t ~ ' i b u i ç õ e s  e t.tm 

p rodu to  gerada por  uma unidade p rodu to ra  para  u m  conJunto de 

n um.tAr-ios f = C i 2, . . . , n 3 ande cada usuar i o  i. E 1 a%tA 

associado a u m  v e t o r  (si , Ti , Ki , ande qi i n d i c a  a 

. .. quantidade do p rodu to  requwidi: ,  por i, l i  0% pei-indo% onde a 

quantidade f i x a  si d. r eque r i do  por i, e K i  i n d i c a  o número 

da per iodos  e n t r e  ditas liltre$ja.:, pa ra  i ( 2  I Ki I T i  , 

tambdm conhecido com F'@.:,tri~%!% de Janela  de tempo. 

ea ta  problema i l u s t r a d o  por experimentas camputacianais 

e f e t  riados. 

SOLOMON C 4 Q 8 7 J  apresentou u m  i-ictvo resuma %obre 

a l g o r i t  mos I.ieuri ~t i c o s  pa ra  C] prr~t t le isa t i @  rateamento e 

schedul i n g  de v e i  rrit los coiri r ee ; t r i ções  t ime-wi~-idow% (PIBI'TW), 

onda a + r o t a  harnagihea, a cada d e s t i n a  a tend ido  por u m  

b n i c a  veicr.tlo riumw bnJc:a vi:sita, aaii-irla tadas de m a  Ún ica  

a r  ig i rm.  



o experimentots computacionais, o autor  r e v e l a  a 

imperioricJade da0 I I ~ U P ~  s t  i c a s  da clatiiiee inçertion sobre as  

demaS.s, expl  iracio em p a r t  c! p e l o  d o d  nicr dar, r e a t  r içawn 

Um dus 

desenvolvido 

Outra a r t  iga recente  %abre o (YRSTW) f o i  desenvolvido 

por SOLQMON, BAKER a SCHAFFER CiQ88.3 que analj,sarairi a 

e.Fici&ncia de variasi i rnplementa~aes tle k ~ u r i  r , t i c a ~  para  O 

(I"'R8Tld) . 



O PROBLEMA APLICATIVO CFP) 

Embora 0% prabloinam de roteamento de vef culwa soJa  ~ r m  

a%%unta muito e ~ t u d a d o  na I i t  e r a t u r a  com in6mera~i apl  icaç8as  

Cvej'a BODIN, GOLDEN, ASSAD e BALL €1 G S 3 3  e ASSAD C i  98832, 

não e x i s t e  de narirna conl-tecimento, mui tm traball3c)s 

publ icados sobre  r'otewinerit o e iiichedrrl iria de navios.  

JCientre am publ icaçFTes encont i-adaai podomar5 des tacar  0% 

t r a b a l h a s  do APPELGREN C f Q 6 9  e 19712; LADERMAN, GLEIBERMAN e 

EGAN C f 9662, RONEN C1 082 e f 086J. BECKER C f 9873 e BRUW, 

GRAVES e RUNEN C i S r 8 7 2 .  

Neste c a p i t u l o ,  dar-etnocf, uni breve rosuino riobre o 

t r aba lho  de BECKER Ci9872 que s e r v i u  do modela i n i c i a l  para 

o desenvolvimanta das farmulwç8e% e das tdcn icas  de cf,alução 

aprowmtadas nos capi t u l o s  pamterkares des te  t r a b a l h a .  



O PROBLEMA CFP3 

Uma das ap l i caçaes  do problema de roteamento de 

veiculo% clesanvolvidas na Bi-asil,  a5tA relwcionada com a 

programaçZo de tzma Crota cle i ~ a v i o %  pet ro le i ro t i  d ã  1r14cii.o e 

granda p o r t a ,  um longo curso ,  da Frota Nacional de 

Petroleiros CFROPIAPEJ, á rgãa  l igado ao de13artmai'tt:ct de 

transportes da PETROBRS.  

[J problema f o i  estudada in ic ia lmente  por B E C E R  C99873 

sua ada%c~eveu  dat wlhadamante, propondo uma solução at:rav4:+ 

de uma tdcnicw du ot imixagão 1 inuar . 

F'o%teriormente, foram daaenvolvidos novas ruaul tados  

sobre a sua ta01"1w e t&cni[iaa de G Q ~ U Ç Z Q  por B E C E R ,  MACULAPI 

e K H I  C 1 9 8 8 2 ,  OCHI Ci9882, E OCHI e MACULAN Cf Q8QJ. 

Q ~ i ã r v l ç o  de t r a n s p o r t e s  de longo curso  da FRONAPE $. 

baseado em c o n t r a t o s  de tranmpartes da pe t rb leo  ã tiarrs 

derivados para  a PETRQBRAS a de minério de f e r r a  e da alguns 

131"odut onj q u i  micc)s para t e ~ c e i r o s .  



Para a atendimento deat e s  cont r a t o s ,  a FRQNAPE dispõe 

atualmente ( % )  d a  cerca de 35 navios e n t r e  p rópr ios  e 

aqretados,  cuncitituf dos de petraleiror5 e niin9ro.-petroleiro$~. 

Num hor izonte  de plane,jamenta da c u r t o  prazo, 

aproximadamente ó8 d i a s ,  existem cerca de 58 cwnt r a t  034 

(trip11 a serem ana l i sados .  

A complexidade do ~ ~ o b l e i n a  ( ( I : '1 : ' )  s e  deve p~ii7r:ipa~iaimt e 

ao elevado namero de r e s t r i ç õ e s  impostas para aproximar o 

modelo matemático ao problema r e a l .  

hlgumaa des t  aw r e s t r i ç õ e s  se relacionam com 0% navio!+:, 

poi toa  de origem e des t ino  dos t r i p s ,  t:ipas de carga de cada 

t r i p ,  velocidade da navio,  c l  iinw, a v a r i a s  noti navios,  teinpaai 

de espera para a t r a c a r  e/ou car regar  e/au decicarregar não 

previs too ,  condiçaes do casco do navio,  es tada  e t i p o  de 

a i n t  ura da navio,  perí  odo de docagem, ca r ren t  e inari t; ima, 

tempo l i m i t e  para o navio conc lu i r  um t r i p ,  intervwlom de 

tempo (time-window) para u navio apor tar  na origem de  tirri 

t r i p  pronto para operar ,  r e s t r i ç B e t ~  de compatibil idade e n t r e  

navio-porta, navio-carga, navio-rota,  navio-bandeira, c u s t a %  

di+erenciados e n t r e  navios p rbpr ias  e aqre tados ,  capacidade 

ela navio em re lação  a carga da t r i p ,  a pusiçZo do riavio ria 

i n i c i a  de um planejamento, & C .  

(*i) dados encontrados em BECKER UQEi7') 



A ~:,rograinaçCrlo dos t r i p n ,  cu;ia c;eq~t@ncia gera u m  

schedule es ta  r i u j e i t o  a Qreqwnt  es rev j .a lõe~,  podendo o c o r r e r  

m o d i + i r a ç ~ e s  no espaça de poucos d a .  aet7ta Forma, num 

Es ta  %i tuaç%o pode a c o r r e r  par exemplo, quando todos  0% 

n a v i o s  da # r o t a  %e mostrarem inv iáva i s i  para  e f e t u a r  e%taa  

k r i p s ,  obr igando a empresa a a.Pret a r  erpiergencia2mente uni ou 

mais n a v i m  no mercado 

Neste t i p o  de a#retnmente,  s c o n t r a t o  B normalmente 

f e i t o  pa ra  apana% rma viagem (um t r i p ) .  

Quanto ao obJet:i.va, o problema c o n 9 i s t e  em programar 

nav ios  na h o r i z o n t e  de planejamento, gerando u m  con jun to  de 

schedules, u m  para  cada nav io ,  de modo a atender todos os 

t r i p a  anal isados,  mlnimiaando os  custoe; f i x o s  e v a r i i v e i s  do 

problema. 

Uma p a l a v r a  sobra a interpretac;.ãa das tempos de Janela  

( t  ima-windows) do problema (FP) . 

O i n t e r v a l o s  Li i ,  bi 3 da cada t r i p  i ,  no problema (FP) 

B o i n t e r v a l o  da tempo d e n t r o  do qual 0% nav ios  a2ocadm w 

e s t e  t r i p ,  devem apa r ta r  na p o r t o  de sua or igem pront:os para  

operal-c-m, 



pa ra  e f e i t o  p r A t i c a ,  a tempo de chepada na t r i p  i pode ser  

Irto Zni c i o  de cada i:,lane.jamento, Q f u r n e c l d a  Q 

A medida que aproximarmua da or igem da r ,  ( 3 )  

aparador (e%) da ( s )  n a v i o  (51 a locadn ( s )  para  @ate  t r i p ,  

devem C~I-I'I~ÇIT a admiriicit ração do p a r t  c7 ar  i s m  dn t P ic, i, 

i n t e r v a l o %  mais p rec iaas  aabre a IEU i de chegada, com 

issio, a ii?te!i"vaio IA ser& recluxida para  u m  d.nterva1o IZ 

c o n t i d a  em I's. 'T'wl prcicedlmcrnka %era &.f?ett.iado a t e  que C) 

d l t i m a  i n t e r v a l o  f o rnec ido  pê lc i t~  operadores dos nav ius ,  

Qe i ta  a poucos d ias ,  do d i a  de chegada, %e r e s t r i n g e  a um 

a n i c a  ponto ( 6 n i c o  d i a ) ,  como mostra a .t?igura 8 . 1  a s e g u i r .  



Um doa +atores que t o r n a  o problema (FP) mais complexo 

que autruci problema% de roteamerito e t xhedu l i r tg  de v e i c u l o %  

, ~ e f e r e - % a  2 neceasidwde da ce t r a b a l h a r  com v a r i A v s i %  

O 
continctac de tempo tn i  I= tempo necec%6t- iu a o n a v i a  rt 

apcn-tar na or igem do t i -J . in  i .  

A l 6 m  d isso ,  enquanto na m a i o r i r a  dofi problemas de 

rateamento com OU sem t i - -w indows ,  0% ve i cu lo% são do mesmo 

t i p o  { f r o t a  homogênea) e es tão  tados l o c a l i x a d o a  numa 6 n i c a  

origem no i n i c i o  tls cada planejaine!nto, i s t o  não oc:o~'t"e no 

problema (FP>, onde a f r o t a  de navicw é heterogênea e cada 



n a v i o  p o d e  e r ; t a r  em q u a l q u e r  n b  ou arco d a  r e d e  n o  i n i c i o  d e  

c a d a  p l a n e j a m e n t o .  

A s s i m ,  o tempo d e  cl . regada d e  UM n a v i o  n  a um 

d e t e i - m i n a d o  t r i p  ( n b  d a  r e d ~  t r a n s l ! o r m à d a ) ,  n  i n i c i o  d e  

p l a n e j a m e n t o ,  d e p e n d e  da local ização d o  n a v i o  n o  i n a t  a n t e  

zero do h o r i z o n t e  e d a s  v e l o c i d a d e s  u s a d a s  pePo n a v i a  n  para 

c h e g a r  à origem d e s t e  t r i p  ( q u e  s u p o m o s  sercm c o n % t a n t e % ) .  

No p r o b l r m a  (FP), t:i p o s s u i  um v a l o r  e í n i m o  i n i c i a l  
O i g u a l  a enk q u e  Q i g u a l  a zero se LI n a v i o  n  Jã e s t i v e r  n a  

orige~n d o  t f i p  k ,  1-10 i n i c i o  d o  % e u  p I a n e 3 a m e n t o .  

A s ~ i m ,  e x i s t e m  d a i a  c w m e  a a n a l i s a r :  

. O 
i )  Pi = e 

n i  
, e 3 t r i p  i fo r  o t r i p  i n i c i a l  d u  

schedule d o  n a v i o  n. 

O O 
i i )  t n i  2 cnk + tnvk * t n v P k i  %c i # k ,  o n d e  i 6 o 

n 

t r i p  p m t  er ior  ao t r  i p  k , no schedule d a  n a v i o  n  J a tnvk e 

' n v ' k i  sZo respect i v a m e n t e  o s  tempos para o n a v i o  n e f e t u a r  

o t r i p  k ,  n a  v e l o c i d a d e  v  a o tampe para  n  e + & u a r  na 

v e l o c i d a d e  v ' ,  o t r e c h o  e n t r e  o f i n a l  c l u  t r i p  Ic corn o i t i f  c i o  

d o  t r i p  i (arco i n t e r t r i p ) .  

O S o m ~ n t e  a p b s  tZi o u  t nk  ( t e m p o  d e  c h e g a d a  de, n  ao t r i p  

i n a  c o m b i n a ç ã o  d e  v a l o c i d a d e s  u t i l i z a d a s  v e r i - F i c a r e m  a 

c o n d i ç ã o  i )  ou i i )  B q u e  será a n a l i s a d o  o a t e n d i i n e r t t o  otd n Z a  



Tn ic ia lm@nte  F o i  desenvalv ido u m  gerador de schedzrles, 

a t r a v h s  de u m  procedimento de enuinera~%a e x p l i  c i t a  que 

fo rnece u m  con jun to  da schedules v i á v e i s  para  cada nav io ,  

det ixartando aa dominado% par c r i t e r  i o s  previamant e 

eat wbelecidota. 

d e s c r i t o  de -Porma semelhante aa modelo F I  deç imvu lv ida  no 

cap i  t i . t .1~ 111 des te  t r a b a l h o .  

Reoul t wdos çomput a c i s n a i s  motiit rwram que e v2ir i (m 

exemplaui, w ffiimplex Qai-nece a u l u ç ~ a  ót iina i n t e i r a .  





Apresentamos aqui um conjunto d e  f armul aq@e% 

matsmAticas para a problema (FP ) .  

i fm termos prát ices a s  #armulaçõea i e 2 e aproxiniani 

mais da problema r e a l ,  embora ias demais +armulaçães 

inantrrnhwm ac; p r i n c i p a i s  restriçE3iecj da probleina. 



Nesta formuIaçlo o  problema (FP) & part  icionado em duas 

e t apas  . 

A primeira  e tapa  c o n s i s t e  em gerar  tc~dog a s  schedules  

vifiveio do problema, a  inenaGi dos redundantes e  m aXgu111a 

casos ,  quando for  posliii vrrl uma coinparaç%ia, a  excXu&o de 

schedulet5 dominadõo segundo c r  iteriolii de cus ta  @/ou d e  

t  empu . 

f a t o ,  um %ckedulrr pode s e r  considerada caro e  u 

c u s t a  d e s t e  schecluãe for  e l e v a d ~ ,  mas por mtti-s lado,  a 

elevaçQio de cus tos  pode e s t a r  re lacionada coiri uma redução do 

tempo para eeFetuA-lo, poss ib i l  i t  ando a i  um i~bmerõ sraiar d e  

t r i p a  candidatos  nas planejamentos pos te r io re%.  

O problema da geraçSo dosi schedule% na pr imeira  e t apa ,  

c o n s i s t e  em v e r i f i c a r  a  atendimento d algumas r .es tr iç%s 

e s p a c i a i s  e das  rest~iç&s de tempu do problema. 



e % Y  

Na etapa ~ e g u i n t e ,  b u ~ c a - s e  den t re  0% schedules não 

descartados na Qase i n i c i a l ,  um con Junta de !xhedu les  q t ~ e  

cubram todos os t r i p s  a um menor ctr%tç) g l o b a l  pc fss ive l .  

Eitite iC t l t i rn rn  probleirta pude sei" d e s c r i t o  como urri problema 

set-parti tioning ou set-cuver-lng com r 'eat ' r içõe% ac l i c i ona i s .  

Nesta farinulação, vamo3 ~ t i p m i -  conhecido 0 (ron,junto de 

schedules viAveic i  do problema, dedi,candw-.nçr«~ siommt e cwm a 

segunda etapa do problema. 

Para a etapa i n i c i a l  pudemos usar dwsde a l g o r i t m o s  de 

enumeraçCSo e x p i i  c i t a  a t d  I-1eur.f s t  i c a c  qt.te p r f o r i a a m  um da% 

abJat i v o %  ccbnfl l t a n t e s  c u s t a  ou tempo, deacartanda com i aaa  

p a r t e  do?% sckedulet i  v i 6 v a i 3  daminada% segundo o c r i t 6 r i o  

u t i i i x a d o  (cumt:o ou tempo). 



NOTACAO DA FORMULAC~O t 





eee 

keK e s t e j a  i n c l u i d o  em mais de u m  ç;cl~iedcrlt* =çCI na %oluç%o 

.Final do pi-atilenia, o que ria p r a t i c a  r j igr i i -F ica e f e t u a r ,  %em 

n s c e a ~ i d a d e ,  o t r i p  k mais de uma vez.  

Uma a1 t e r n a t  i v a  p a r a  e v i t a r  e s t a  redund%ncia s e r  i a  

(8C:R)num problema set-parlitioning com rmtriçE%?s a d i c i o n a i s  

( 4 . 2 ' ) .  

Mas e s t e  procedimento pode t o r n a r  o problamw inv iAv&: i  

em a lguns casas coma mcirstrairio~ no e>wmr~'ío dado a aieguir . 

Exemplo: Suponha que i.m t r i p  kfl< ss i te ja  corikiclcp ein 

todos oci PCI.I&~IR~EL~. s e 8 ,  e s t a  c i ik~ iação pode oco r re r  com 

~ X C I U B C X O  p r d v i a  de gic:I.ieduls~ doiri inadm ~ i i i  algum 

r i r i tér i o  eoj tabelecido.  De f a t o ,  e todo% 0:s sichedialm 

'Tabela 4 .  i 



E x i s t e m  i n i c i a l m e n t e  t r 9 ~  s c h e d u l e x i  v i A v e i %  (si ,  ss , 

9,) para o n a v i o  n i d J  e tr&s r a c h e d u l e s  v i a v e i s  s, ,  s )  a 

para o n a v i o  n2~l\a.  igilrike casa, n ã o  ser ia  pc t r i s ive l  um t r i p  k 

estar c o n t i d o  eri t o d a %  ori seis c? i chedu le s  cio p r o b l e i n a .  

Mar5 as w k e d u l e s  %, e s, p o d e r i a m  Ber d e s c a r t a d o s  na 

s e n u i n t e  c+: i . tuaçãa,  d a d a  a % e g u i r  : 

i )  Vale a p e n a  n EN e f e t u a r  a a m e n t e  o t r i p  i p o i s  
i 

Já estS l o c a l i r r a d a  n a  origem d o  t r i p  i d .  

i i )  Vale a p e n a  n,sH e f e t u a r  os; t r i p . i  i ír j j6. flue o 

t r e c h o  em l a s t r o  que ni percorre  n e s t e  p a r c u r s o  n x o  

" m u i t o  e 1 e v a d o "  (FR--.- >JCIP). 



lilesm moda pnderiainar; pen5sar em descartar o =zicheduXe 

da con;junta S ( n i )  ( v e j a  Tabela 4.1). 

t abe la  4 . 5  gwairi c) a)eguint:e a j i . r s t  e m  de equaçiSes X inear'eei 

incans is tente .  

Par outro Imdo, usando ( 4 . 2 )  aa invéni de 4 . 2 '  na 

tabe la  { 4 . i ) ,  juntamente cam ( 4 . 4 )  terlarnus um sistema c l e  

eqnaçBeoi I irteare% çansistent e da l!nrma: 

ir: j, 

1 ( consistente 1 

a: 1 



1V-2) FORMULACAU CF23 

A proposta des ta  formulaçaSo é a de rep resen ta r  0 

~:>rr>blema {F'P) de uma J!orrna maia pr6x:ima por;sivel do problema 

A Qriica si:i,mp l i ficaçãoo v ia i  vel que .I?axemo% á quando ar; 

O 
var i i i v e i ~  cortti nunu; de t empct tn que Bião clat erml.nadoc~ :sem 

especi f  i c a r  a coinhfi~ação da veloc i d a d ~ r !  ut i 1  ixatlas pe la  

navio nsW para percorrer  o t r echo  e n t r e  a deat ino d o  trip i 

dada ao operador do navio n para d e c i d i r  w que velacj.dade 

atenda ã ~ i  ~s.~triçõern de tempo dãtn triprn j s tneuo siucescrorel; 

O 
A s ~ i m  oa valoretn tni , to , . . . . . s e rão  gerados tiem 

n j 

e s p e c i f i c a r  a% velocidade% u t i l i z a d a s ,  ma% com a c e r t e z a  de 

que e l e s  sa t i s tazem tudai6 a s  r e s t r i ç õ e s  de " ~ c k e d u l i n g "  d a  

problema. 

F'or exemplo, <r;@ i e j são  d o i s  t r i p s  do ~ichedule  clcb 

riavia, nGN, onde i é u t r i p  efetuado por n mais recenteniente 



Caj, b j 3  = C38, 3511 = time-.winclow drr j 

, to, U 13, : i, 1: .r 3 , t: 1 # 
n~ 'nv i nv i n v i  j 

P o r t a n t a  o  aperadar da n a v i o  n  E N t e r i a  a?s oprões de 

p e r c o r r e r  r~ t:r@c:ho rrni Ia(;7tro ( i , j )  011 na v e l a r  idade  

, r o n % t a n t e  V '  nu V , 

Nest a  ~Parmu laç~a,  t odaa as r e s t  r i.ça@s da problema r&o 

t r a t a d a s  numa a n i c a  etapa, tenda como o b j e t i v a  gerar  u FII 

con jun to  de achedulec~i de! ci.isto g l o b a l  in i  ninio. 

Vamos supor a r ~ u i  ciue Q pass i  ve1 ordenar iso tempo LI 

~ 0 n j u i l t ~ )  de t r i p s  K = 5:: k i ,  kz, . . . ,kn>, wncte k i  k j  

%ign i - l? i ca  que S e k i g  kj e~ l tâ fo  i71tm me~mw ~ r h e d u l c ,  errtãct a  

t r i p  j deve wr a tend ido  aapbs a  1:trip i .  



N = Cn3 = .Frota I.ieterag&nea de nav ios  c l iwcmiveir i i  

I< I*: Ck3 := c o n j ~ t n t o  de t r ipt r i ,  o ~ ' ~ l e n a d o  no tempo, dn 

a t u a l  h o r i z o n t e  de planejamento.  

V Cv3 :- con jun to  da% ve loc idadec~ dwij nav ios  

R .: con jun to  das restriçãei.rt I m a n i  do probleina ( e x :  

caiapat i b i l  idade e n t r e  navio-.carga, nav io -pa r t  o, 

navia-percurso,  navio--bandeira,  navio--demanda, e t c ) .  

Nk c N = can,juntn de navioc; qt.te atendem A a  i-ei.rtti"iç8et;; R 

do t r i p  k e K .  

" n 
c K .- con jun to  de t r i p f ;  q ~ t e  a tende~r~ Aui T B B ~ Y  Xçõeei 

l o c a i s  R do n a v i o  n d q .  

PK (k) con jun to  de t r i i n c i  de K ,  posr;twictrec; (no tempo) 

aa t r i p  k e K .  

AK (k) =conjuntci  de t r i p c ;  de I{, ant :er iores (no teinpo) 

ao k r i p  ~ G K .  

'n i capacidade do n a v i o  n44, reCerm1:e A ca rpa  da 

t r i p  ~ E K .  

Di 5: Demanda d a  t r i p  ieK. 

'nvi j 
cus to  de t r a n s p o r t e  da n a v i o  n  p e r c o r r e r  em 

l a s t r o  o  a r c o  (i, d )  na ve loc idade  v W .  

'nvi 
.: cus to  lãara o n a v i a  nsW e.Fetuar o t r i p  i, na 

ve loc idade  vW. 

08s 1: 0% tempoçi enva'ividctrr nesita .ForinuXac;Zo n,ãci 

quant idades em d i a s  contado% I p a r t i r .  do i n i c i o  do a t u a l  



hor izonte  de planejamento. 

O 

enk := tempo i n i c i a l  e s t  imado para o  ~-iavio n € k  apartar 

pronto para operar ,  na origem do t r i p  i ,  no inícic)  CIO 

schedule do navio neN. 

to variAvel cont ínua de tempo aatimado para o  navio 
n j 

n=N apor ta r  pronto para opera r ,  na origem do t r i p  j e K .  Em 
O 

p a r t i c u l a r ,  a e  j 9 o  primeiro t r i p  do ~ ~ c h e d u l e ,  então t  :=: 
n j 

O e  
n j '  

velocidade VGV. 

t n v i  = t ~ ~ n p o  para n navio n percorrer  em l a s t r o  a  

ti-echo e n t r e  o  91nal do t r i p  i e  a  or ige~n CIO t r i p  j, na 

velocidade v W .  

Ui := tempo l i m i t e  pai-a conclu i r  r:, t r i p  ieK. 

Kai, bi 1 = time-wiridow do t r i p  i ,  nu O j.nI:prvalu de 

tampo den t ro  do qual 0% navios alocados para e g t e  t r i p  devem 

apar t a r  na origem de i ,  pronto% para operarem. 

'nvi j 

( i , j ) ,  na velocidade VEW. 

0 ,  C / C .  

'nv i 
= var iáve l  b i n i r i a  = i, s e  o  navio n eQe tua  o  t r i p  i 

na v ~ l u c i d w á a  v W .  

4-91 c/c:. 

O 08s 2 : r3 problema dos tempos Iriicia:lci t n i  



As Y ' B B ~  1" içõeuj ( @  f.) 13ud~m !ser m.tpi"imldar> e e fe t  ~ . ~ P I Y I I J ~  

previamente as seguinte:; mudificaç8es: 

Tal  procedimenta é e.Vetuado para cada navio n d  e 

implicitamente ãbr lsa que 

C Ynvi = C1 e  X nvi j = @ i i e a  ) b  
i i 

VGV 



d e s e j a - s e  m i n i m i a a ~  a c u s t o  

g l o b a l  d e  e 7 e t u n r  t o d o s  o s  t r i p + : .  

Esta c o n S i r n t o  d e  r e ~ t r i ç 2 l e a  n o s  d i z  ~ U I  a c a ~ a c i c i a d i  

t o t a l  rs+'erente b c a i - a a  d o  t r i p  i  doei navict-r  a ele a l o c a d m i  

d e v e  ser maior o u  i g u a l  à d m i a i ~ d a  dci t r i p  i .  

A n e c e s s i d a d e  d e  u s a r  uma d e a i q u a l d a d e  d o  t i p o  maior o u  

i g u a l  { L )  ao i n d %  d e  uma i g u a l d a d e  em (2) B p e l e  Cato d ~  

q u e ,  em a l g u n s  casas, a soma d a s  c a p a c i d a d e s  q n i  173 0 

c o i n c i d e  com liii . 



então n deve nece~wttrlamente tl.iegar em j de alg1.1111 t r i p  i, 

No caso particular onde o navio neW ;iA e s t á  na origeni 

d o i s  casas a s e  ana l i sar .  

l i )  O t r i p  j 4 o primeira t r i p  da wheclule do nnvia n .  

140 caso i), t  eramos por  exeinpl~ ,  a  w g u i n t e  

canfiguraçãu: 



S i g n i f i c a  que toda t r i p  j deve ser e-Fettsacls no in%ximo 

uma vea duran te  o  atua2 h a r i x ú n t e  de planeJamento, par cada 

n a v i o  neN. A p o s s i b i l i d a d e  de d r i o e  nav ios  e$e tuar (m a 

mesmo t r i p  j€l< descar tada p e l o  cus to  p o s i t i v o  

c o r r a ~ p o n d e n t e  da função ob j e t  i v o .  

d5.a que cada n a v i o  nÇN,dwe v i s i t a r  o  t r i p  j 1 7 0  inAxJ.mo uma 

vez.  

casa (3.C) ando 0% nós da rede  agora sãa t r i ~ s  e cada t r i p  

c o n t h  na minimo d o i s  176e da rede  +'iciica o r i g i n a l ,  que são 

Assim observe que a condição (3.C) não impede par  

exemplo que o c o r r a  a  segu in te  s i t u a ç ã o :  



TRPP i - f  

Ida .I!lgura 4 . 2 ,  terriocni que (i--%) < i < j < k < L e um 

mecimo navio nEI\E ci7egot.t à urigam do t:r i p  i duas v~:ãe!s, masi 

e-Fetuando d o i s  ti-i13.i distintosi  a s a h e ~ ,  o ttirp i e o t r l p  1 .  

I s t o  6 ,  o navio n não chegou ao ti-ip i duas vaae-i, J6 

que na ~egtirida v i s i t a  h origem do t r i p  i ,  rta verdade, ele 



'nvi i ,  s e  o  navio n ,  ria velocidade v,  p e r c c w ~ e  

ocioso o  ai-co U,j)  

43, c / c .  

SnvJ  i ,  ne o  navio n ,  na  velocidade v,  e f e t u a  n 

t r i p  ;i 

8, c / c .  

A r  v i r i a v e i s  X n v i  szo de f in ida% somente para i < j .  

J - Atendimento da tempo para um navio n€N, c:hesar A 

origem do t r i p  j ,  vindo de i ,  pranto  para operar (1  i ? $ a Ç ~ o  

e n t r e  a  problema de rateamanto e  scheduling). 

Q cúnjunt:o de reaitriÇBe% i>5) nos d i z  e1r.m %e a  navio n 

percorre  a  a rco  (i,.i) em las tro ,  onde i C j, então  o icei.\ 

tempo de chegada à origem do t r i p  j igual ou mairsr ao 

tempo de n c:I~egar e  e.Ç@tiiar o  t r i p  i c,am;idcr cam a  tempo d e  n 

~ I P C P I - T I I "  a  a rco  (i ,j) . 

Existem quatro casas  a serem anal i sados :  



~ o t e  que por ( 3 1 1  C y n V j  c i E C X n v i j  5 i. ç: pr.r 
v é u  vEV 

CASO 1: Quando C ynV c @ e C  x i j  , n a t e  c a m  
v e v  vau 

as i n e c i u a ~ ~ m  (5) $30 redundantes. :trato d, rie o n a v i o  n siso 

e-Petua o t r i p  j e se n nzo p ~ r c o r r - e  o a rco  (i, S), então  

ngo I& neceuimã.clwde cle satf.in.l.'azer au; r~ i3t . . r i .~õea;  cla tempo rlo 

t r i p  j. 

CASO 2 : Quando Y,, = i c C x n v i j  = i, necite 
,EU v a J  

O O 

c a ~ ~  tni f tnvi  + t n v i j  t n . j ,  QE n efet:uoir o t r i p  i ,  i { ;i. 

Ou u;crJa, se n p e r c o r r e  (i, j) e ei!etua o t i - i i n  j ent% 11 

deve atender As i - ec i t i - i ~%s  de teinpu do t r i i : )  j .  

CASO 3: C Y , , ~  .. 8 e C Xnvi j :a i, ecrta E I I ~ L C ~ Ç ~ C I  i13c) 
v e v  v e v  

CASO 4 :  C r,,, = i e C x n v i j  8 ,  nes te  r a s o  ( 5 )  4 
v e u  v s u  



c o n t r a r i a  ( 3 )  p o i s  x n v i j  - 8 riso i m p l i c a  necessariamente 
v e v  

sue C C X n v i  j = @ .  
i € K  v E V  

Pelas  r e s t  r iç8es (3.8) e ( 4 ) ,  sabemas sue 
',V j Q 

VGV 

F'oi-tanta as con jun tos  de5 r m s t r i ~ õ a c i  i a 'r dersrrwem o 

segu in te  problcma de programação l i n e a r  m i s t a .  



%v j 'nv j 
j €I( 

S . A .  C C qni ynVi L 11, L )  Viel( 
n€l.li v&) 



Es ta  .I!orrnula~ão uma var  i a l ã o  da . f !ormula~go mteu . iw r  

(F21, onde t@o eliminadata as v a r i b v e i s  de f l u x o  ) c n v i j J  

passando a t i-ainw lhau  sornent e em i .  das var  i ã v e i s  de 

deci.&o cinVi (que passamos a chamar de xnvi 1 E daa v a r i á v e i s  

O 
c a n t i  nuas de tempo tni . 

i4 = C 1 7 3  -1 f r o t a  he te l -oghea  de nwvio?~; d i w o n i v e i % .  

I{ = Clc 3 =: con,ji.mto ordenado de t:rl.pei. 

U r;: { v3  := çori,jurito de v e l o ç f d a d ~  dos naviar;. 

R 3 c o n j ~ m t o  da% r e ~ t i - i ç @ e ~ &  l o c a l r i  do problema ( v e j a  

riùt a~ãc i  (1*2) 1 

Hk C N con jun to  de nav ioe~  d ~ :  N que atendes Av; 

i - e c i t r i ç ~ e s  Fi: d13 tr:i.p kEK. 

Kn c K I con jun to  de t r i p s  de K que atendem &a 

r e s t r i ç õ e s  l o c a i s  R do n a v i o  neN. 

I"l{(i) ccinJunto de t i - i p s  de K ,  past:erj.oreci. a t r i f 5  

i E K  . 
A K ( i 1  r= ccin junta de t r i p c i  de I { ,  a n t e ~ i o r e s  ao t r i p  i€!{. 

qni =: capacidade do n a v i o  nEN, r e fe ren te r i  a carga do 

t r i p  i .  

Di demanda do t r i p  IGK. 



'nv i cus ta  g l o b a l  para  o  n a v i s  nel4 eQetuar a  t r i p  i, 

na ve loc idade  veU. 

t n i  j teinpo para  o  n a v i o  nÇN percwi-t"er m a  c9 

a rca  (i, j ) (sttpaniar; aqt.ti a  ve loc idade  c o n ~ t a n t e ) .  

O 

'n j = var i idve l  con t ínua  da tempo de cl.iesada cla r iav ia  n  

i or igem da tr: i .p  jeK. Eni p a r t i c u l a r  %e j 6 t i - i r 3  i n i c i a l  da 

O O 
schedule entso tn = e  onde 

n j 
O 

e  tempo canaitante eatimacla para  qtm o  II~~V~IJ 17 
n j 

a p a r t e  na origem da t r i p  J ,  na i r r i r i a  cio scnhedt.tle do n a v i o  

n W  . 

'nv i = v a r i á v e l  b i n á r i a  = i, se o  n a v i o  n,  atende o t r i p  

i, na ve lac idade  v V 

2 -. 8atisfaÇ-~r:, da demanda de cada tr:i.p iW, 



4 -. 19esl:riçõecj nu nirniera d e  v i s i t a s  a u m  t r i p  par cada 

n a v i o  

F'ef as r e s t  r içõert; :.i 4 )  «iabeirim que : 

i) 8@ (3 n a v i o  n e f e t u a  o s  t r i p ~  i e j -) 'nvi 
al 

veu  
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O .- t n j  5 'nvi j (redundante) 

O 
= 0 e E xnvj L-: i z3z> tni .S. t a+ 

...a 

C 'nvi nv i 'nv j 
vev  v=V 

i v )  Se a naviu n%o e fe tua  nem i nem j 

5 2 HnVij ( redundante)  



O O 

'ni ' 'nvi 4. t n i j  " 'nj 5 te .- C xnvi  - C >cnv ) M n v i  
' fEV vev  

IV.4 - 

Apretient amos aqui ,  

problema (FF), ande 6 ret irada a h ipótese  dos t r i p s  serem 

pr6-a-  denadas no t einpo . Alesi d i ~ ~ t ~ o ,  propoivior3 ri i r i  csut u.0 

a 
E C J . C I U B ~ I I ~  para remlver.  a pi-oblema d a  s e r w 3 a  dari teinpotii t n i  

in ic ia ia; ,  at:ravás da i n c l u s ~ o  de algun<ti tr..j.i>l; cla horixonte 

de pYanejamentu anter ior .  



N -- C n 3  = $rota  h e t e r o g e n e a  d e  n a v i o * ,  d i s p o n i v e i ~ .  - 
K =  c o n j u n t o  d e  t r i p s  d a  a t u a l  h o r i x s n t e  d e  

P l a n e j  a m e n  t a 

p l a n e , j & i e n t a  a n t e r i o r  

r e c e n t e m e n t e  por c a d a  n a v i o ,  170% i : > l a n e J a n i e n t o  a n t e r i o r e u ;  

V = C v 3  c o n j u n t o  d e  v e l o c i d a d e  d o e  n a v i o %  

R = c o n j u n t a  d a s  rerntriçõsa l o c a i s )  do p r o b i e m a  ( v e J a  

n o t a ç s o  d a  (F2))  

Nk c H cricrbcctrijtmto d e  navicrbi  d s  I ,  que! at:cnncl~:m 

r e t s t r i ~ 8 e ~  R dci t r i p  k€K.  

Kn c K - s u i 3 c : m j u n t o  d e  t r i p s  d a  K ,  q u e  a t e n d e ~ n  As 

restrições R d o  n a v i o  n e N .  

qni = c a p a c i d a d e  d o  n a v i o  n ,  rs-Ferarrta a carga d o  t:t-i.p 

iaK . 

' n v i  - c u m t a p a r a  u  n a v i o  n ,  e # e t u a r  n a  v e l o c i d a d e  v ,  o 

t r i p  i E K .  

L v a r i a v e l  c o n t í n u a  d e  tempo se i& 



o 
ande tni *r: tempo est imado para  o  n a v i o  17 a p a r t a r  na 

origem do t r i p  i, p r o n t a  para  ope ra r .  

t = tempo pa ra  o  nav io  n  percor re r ,  em l a s t r o ,  o n v i  j 

t r e c h o  e n t r e  o  d e s t i n a  de i à origem de J, ria velocidade: v .  

I:ai , bi 2 = t irrie wiridow da t r i p  i&. 

:= V W T .  b i n .  zero-um = i, se a  nav io  n  p e r c a r r e  
'nvi j 

( i J 3  1 na velociciade v& 

0, c / c .  

'nvj 
3 v a r . b i n .  = r i. %e o  n a v i o  1-1 e f e t u a  o  t r i p i .  iir 

I veloc idade VGV 

8, c/c 

- Função o b j e t i v o :  

ICieseJamas ininiinizai- a cus ta  g l o b a l  de e#e t  irar' #?!i t r i p s  

do a t u a l  h a r i ~ o n t e  de planeJamento. 

2 - L igação e n t r e  o  t r echo  em l a s t r o  (i, d )  e o  



atendimento d a  t r i p  J ç K .  

- 
3 - 8atis-Fação das demandas de cada t r l p  i & .  

4 -., VwriAvaiu zero-um do problema: 

Aa r e c r t r i ~ õ e s  J naa dizem que c:ada navionel4 deve 

p e r c o r r e r  exatament e um t reçho d e  l igação ent r a  c1oj.s 

h o r i n a n t e s  de planejamento ad jacentes .  



O 
anAlise pr4via das t n i ,  devido A rede.Piniçãs do conjunto 

Neste caso,  não e x i s t e  1:tai-a e s t e  B L ~ ? ~ * ~ L I I Q ,  rrenhnm tt-ip 
- 

i e K  t a1 que C xnvi ::= f . J:st:u 4 ,  nãcr e x i s t e  viagem (\C) 

v s v  

!ias nes ta  forrnuiação (F4) ,  podernãrn a.Firinar rieat e  t::ctsc>, 

que o  navio ri ec;tA concluirida ou jA csnclirlu uni t r i p  ieK+K.$i~,l.., 

onde i€ k ( n )  

- 
i i )  Por out ro  lado,  s e  jeK não l!or o  t r i p  i n i c i a l  do 

- 
~ichedule  da navio neta, nes te  çacio e x i s t e  um t r i p  i€i<, 

c o n s i s t e n t e .  





Ao incorporar triins do I.tar im17t:e de planejainento 

anter iar ,  conri~guimoci rztiliarar. unia -I~ormu1ação d ire ta  para 
O 

geração das variAveiri continua<;, de tempa tni  c$ e III 

O 
ralacionarwors 0%; vnlorcm de e n i l  com ai E bi [corno eiiwei"iT1~) 

ein (F 'E) ,  t F 3 ) ) .  

Mas com ism airinentaniorr o na~nero de tripri cla prai:,I~ma 

de I K I  para I K I  + pl. 



i) Supomos a q u i  ve loc idade  6 n i ç a  para  0% nav ias .  

i i )  Cada t r i p  deve ser  a tend ido  numa f in iça  v i s i t a  $2 por' 

um 6 n i c o  n a v i o .  

nav ianeN,  nes te  caso div ic l imas l i i  eiri ~uri c o n j u n t o  cle 

rlemandaci menortis Di (j), t a l  qcre lCii l j )  S qni par.:\ alguiyi n a v i o  

neN, onde qni 4 a  cainacidade cio n a v i o  n r e f e r e n t e  a  carga do 

t r i p  L E K .  

cus ta  e tempo e n t r e  as tr ' . ipr i  k e ci t r i p  i. 

acoplamento e n t r e  v a r i á v e i s  de F luxo xnij c m  as var i%veic i  
. --- 

de d e c i ~ i 3 a  3, e v a r i á v e i s  de tempo to o  a l t e r a d a s  de 
n j 



N = C o n j u n t o  d e  n a v i o s ;  h e t e r o g 4 n e o s i  d a  Crota. 

K = C o n d u n t o  o r d e n a d c j  d e  t r i p s  q u e  compõe o a t u a l  

h o r i z o n t e  d e  p l a n e j a m e n t o .  

Fi: = C o n j ~ i r ~ t o  d a s  rwitriçõeii; l o c a i s  ( v e j a  n o t a ç ã o  de: 

(F-2) 1 .  

(Idk c i41 :a S u b c c i n J u n t o  d e  N ,  q u e  a t e n d e m  A s  re!otriçõc,.ri; 

R d o  t r i p  k e K .  

IKn c I 0  - S u b c : o i ~ , j m t o  d e  K ,  q u e  a t c r i i d ~ t m  a% rwiitiuiç8eci 

R d o  n a v i o  n 4 4 .  

.Pl((k) S ~ i b c o n J u n t a  d e  t r i las  d e  k ,  p a s k e r i c w e l i .  ( n o  

C r= c u s t o  para o n a v i o  n a # e t i . i a r  o t i ' i p  ~ Q K .  
n i  
O 

e = Tempo i n : i . e i a l  c o n s t a n t e  para o n a v i o  n apar tar  n a  ni 

origem $0 t i - l p  i p r a n t o  para operar n o  i n i c i o  cla c;çl .~eclube d o  

n a v i o  ri. 
O tn i  = U a r i A v e l  d e  t e m p o  i n i c i a l  para apartar  n a  o r i g m  

d o  t y i p  i p r o n t o  p a r a  operar .  Em part iculãr E;@ i 9oi" o t r i p  

O O 
i n i c i a l  d o  s c h e d u l e  d e  n ,  e n t ã o  t n i  = eni . 



t  .- Tempo para o navio n e fe tua r  a  t r i p  i .  
ni 

t  
ni j 

.- 'T'empo P W T W  a navio n perc:orrer em latqtro o 

t recho e n t r e  o des t ino  d~ i Ià origem cle j 

U j  = 'Tempo l i m i t e  para conclu i r  o  t r i p  j .  

tempo dent ro  d a  qual o navia a  e l e  alocado deve w o r t a r  na 

sua origem, pranto para opera r .  

'ni j 1" :ar. E E T ' ~ - L I ~  = i, %e a navio 1-1 pei"çm-~"~?i" ( 1 ,J )  

0 ,  c/c: 

y = var . xero.-.iLm = 2 ,  s e  o  navio n e#etua  o t r i p  j 
n j 

0 ,  c/c 

E! - Restriç8esi de atendimento de cada demanda numa 

dnica  vic4ita por um ~ n i c o  navio.  

3 - Variáveis  de Qluxo e  de decisãa do problema: 



o 
t n i  + O n i j  - to í (1 + > c n i j  - 23, ) Uni , onde 

n j 

i . ,  tisando ( 2 )  e (3) tereino% a57 !sefJuiilte 

posf+ibil idades; : 

i) Quando xni B e y n j  := II, neste  caso tireinos: 

I s t o  é, n não chega em j EI part ir  d e  i ,  e n nãi:, 

efettta o t r i p  j ,  não I& nece.io;idade d e  n s a t i s f a z e r  As 

i i )  Quando xni P 1 e yn = i, neste  caso teremos: 



to +. Uni O 
5 t n j  , ou ~ e j a ,  SE? o n a v i o  n c:l.iega e m  j  :i n i 

p a r t i r  d e  i a e f e t u a  j ,  e n t ã o  SE. d e v e  a t e n d e r  AS t -e~ti"i .~ões 

d e  t empa d o  t i - i p  j&. 

i i i )  Ouando  xni = i e 2 n j  21- #, nes ta  caso 

0 O tn i  4. ani - t  S i ? M n i j  ( r e d u n d a n t e ) ,  : l . ~ t o  8 ,  se a 
n j 

.- A t  e n d i i n a n t  a doa t c:mpo% I l1ni.t @si para c o n c l u i r  c a d a  

t 1"i.p jeK . 



Portanto a% refiitriçõea 9 a 6 dmcrevem a s e g u i n t e  

problema d e  ~rogramwção 1 inear mi s ta .  

Na progrwmwção atua l  d e  navios  em longa cursa da 

(FP) (ve ja  BECKERCfQ87J), exinitern alguns c r i t é r i o s  que 

In#luençiam na e m o l h a  do t i p o  d a  navio a  s e r  alac:ado para 

rzfettrar uiri determinado cant r a t o  (tri.11) . 



Desta furina, torna-se pcmsive l  anteci.par que t i p o  de 

n a v i o  deve ser  a locada para  atender a u m  determinado t r i p .  

Uuei"emori most r a r  coin i s s o ,  que o p r  ai2 2 m a  c l ~ r  r o t  rramen t o 

e nchedul ing de nav ios  hetarogênem, pode mui tas  vezes ser  

p a r t  ic ior iwdu num conJunto e subprrsblemas da f r a t  as 

homogheas. 

14eate esquema, i n i c i a l m e n t e  p a r t  icionamoa w f r o t -  d 

o ccon;iunto o r i g i n a l  de t r i p a  I<, tambem em I:, -.- isi.ils.--conjunto.; 
P 

inc lep~: .ndente!~ Ki c I(> coiri K = U Ki, de modo que cada iiii 
i 

tenha em correspondência um conJunto KicK formado i ~ e 1 o s  

R Ciolução g l o b a l  ubt  i d a  reiaolvendo os P - si. ib-~~>~"oblemas 

I-iomog6naot~ poderá não mais ser  a csoluçãa dt lma, desde qire 0%; 

c r i t e r i o %  para  p a r t i ç ã o  da K E N impede~n o atendimanta de 

t r i p ~ i  k E K j  par  nav ios  n E Ni , i*j. 

Uma a l t e r n w t  i v a  para  t e n t a r  separar e s t e  problema s e r i a  



i )  U poss ib i l idade  d e  obter uma ornl~içãct mai3 13róxiina cio 

dt  imo. 

Para ev i tar  w ocorr6ncia deste bltimo caso,  ap6ti; obter 

a o;oluçãa g loba l ,  poderiaino(?j e+Ietrrar uma triagem na casa de 

ocorrer reduncl%ncia-i do t  ipa i i )  . 



t tenir~o p a r a  uin n a v i o  p w c o r r e r  eni Y a s t r a ,  o t r e c l ~ o  i j 

(i,j1 

MMi = n h i e r o  d e  n a v i o %  necei3siAriocl para a t e n d e r  w 

demanda do t r i p  i 

M = eiuhconjunta de n a v i o s  hamag&taws d n  t i p o  I - .  
1' 

K - twbcanJunto de t r i p s  =iç viAveis ao t i p o  de n a v i o  r 

m a i ~  recentemente  p e l o %  i?av:i.o~i n~fY . 
r 



ANÁLISE DAS RESTRICÕES DE CF6) 

0 ca~.i,jui.it a de r'eatri@Behi (4.34) clet:eu'in:i.n;~ que cada 

n a v i o  h!, rJeve percart -er  c3xatairimte i i m  arco de I:i.gação G I T ~ ~ Y E .  

Com i%%#, ~xige -h ie  que cada n a v i o  e Q ~ t u e  ao menas um 

t r i p  da a t u a l  h o r i z o n t e  de planejamento.  

nenhtrrri n a v i o  n parada +?m j a atender j rio in1c: io dc) 

p lanejamento.  Cauo i s s o  oco r ra  na p r A t i c a ,  1 s i t ~ ~ a ç ã o  e5 

contarnada corri a c r i a ç ã o  cle uiri t + i ~  artJ:I!icial i crrigem da 

a rco  J i , j 1  c u j o  cuo;to de t r a n % p a r t e  6 cc .i;.8 e a tempa cle 
j 

percursc ti j ~ O .  



An restriç%+xi ( 4 . 3 7 )  conec:tam as v a r i h v c i s  de f luxo  xi 
O 

COIYI a s  var igvei i ,  cont inuai i  de tempo t i  e e x i g e  qtie :se algum 

n a v i o  percorrer. ( i ,  j )  então os t erripos j.rii.ci.aj.s p a r a  e Q ~ t u a r  

j devgm s e r  cumpridas. 



DIFICULDADES DA FORMULACÂO CF6> 

O 
Assim. t i  pç#o;sui ria realidacl~! va lorm dist intor;  para cad; 

navio n 6 N r ,  beln como a s  cu~itor; d e  chegada num deterininadtn t r i i :  

~ E K  . r 

ANÁLISE E PROPOSTA PARA AS RESTRICÕES (4.37) DE CF6) 

uni do outro no i n i c i o  de UIYI planejament:o, acarretartclo com 

i s s o ,  cus tos  e tempo i n i c i a i s  d i f e r e n t e s .  

Em outras p a l a v r a s ,  cada navio neW, pode e s tar  em 

 depósito^ d i s t i n t o s ,  gerando coin i s s o  um probleiuia croin trota  

homog8nea mas de nifilt iploc3 depó$iitos. 



De .I!ata, ap6s conhecarmas o con jun to  de schedules d a  

su luçãa f i n a 2  (de c a r d i n a l i d a d e  :Lguai a Nr ) ,  r e s t a  

deCin:i.rmaa para  cada schedule, qual n a v i o  a luca r  . 

Uin c r i t e i - i o  l ó g i c o  B o de dwirignar a n a v i o  cu5o c:uaito 

de c h a . ~ a r  à origem do ti- i .p i n i c i a l  do %chadirXe ~ e j ã  inf niinc) 

( e s t a s  cus tas  são previamente conhecido%) e que a inda  não 

t ~ i - 1 1 7 ~  ~ i d c i  ~'Locaclo a nentrtrm wli l i !dule. 

B) A QUESTÃO DOS TEMPOS INICIAIS: 

O procedi.mentu imed ia to  4 tamar 

t : O O 
e =: mbxinm Cek I ,  nes te  casa, sualq i ier  n a v i o  de W, 
j 

SI( r 

e s t a r á  ap ta  a cand ida ta r  a efett.tar u t r i p  j. 

Com fssio, a l ç o l ~ t ç ~ a  -Final d e  (Fb) conterá,  

possivelment e, s ~ I . i e d ~ t l e s  e f e t  uarido um t r i p  mais de trnia VEZ 

ou vAriciui ~ i c t i e d t t l e ~  raolução contenda u m  mesmo t r i p .  



Iíastrnmo*i a aegctJ.r, U ~ I  ex~in~:)Zo com I K I = ~ #  t ~ - i p ~ ,  )1\1l=G@ 

navios,  I N ~ I = ~  navios, I K  1=10 t r i p a .  r 

C*) C F f d  em relação a segunda etapa 

DIMENSõES DOS PROBLEMAS C F f  3 A CF6.3 



'TABELA -4.2 

E s t a  forinuiação t i -abalha iiommt e com ar; v a r i á v e i s  de 

Qiuxo e de tempo. 

13Yo e*l!ett.iaclaci wigumaa simpl i ?icaçSieri em relwçãr:, a 

.1.'armi.tlaçBes iriair; abransentes como (FE!). 

planejamento 

Mi = cor?;ju17tn de nav ios  n€W, w.18 atendem As reiitriç%!?ii 

i a c a i s  R I veJa  notação de I F 2 ) )  ncMi, s i g n i f i c a  também ciue n 

consegue atender à demanda de i numa bnic:a vj..ii.La 



c: 
ni j = c u ! ~ t  Q oper-aciona1 cio n a v i o  n 4 4  i.?.r?e!tuac\r o trecho 

t 6 d e s t i n o  -Pinal  d e  cada a c h e d u l e  

t 3 tempo para  o n a v i o  n eCntuaa o t r i p  I ni 

t 
ni j 

f : ~  t e ~ ~ p o  para C) r ravia  17 o em I ix<8tro a 



O 
U j k t  + t  ( 1  - E > c n i j  ) i4 , ande 

n j n j 
i €I<  n  j 

ANALISE DAS RESTRICÕES DE <F7) 



GERACÂO DE LIMITES INFERIORES: 

NOVAS RELAXAC~ES E DECOMPOSIC~ES LAGRANGEANAS 



Considere a Qarrntrlaçãu ( F i )  descrita na car~itufo ~ x 1 .  



Ida primeira, introduzida a técnica  de relaxação 

Zagranepeana conuenciowt introduxida par A. G E O m I O N  Ci974) 

e  na etapa posteriar trab;%lhamoa com a  relaxação c o n h ~ ~ i d a  

como Decomposição Iagranepeana C v e j a  GUINARD e K I M  (1987 a, 

1987bJ 2. 

APLICADO AO PROBLEMA CFP). 



i39 

RI> RELAXACÃO LAGRANGEANA CONVENCIONAL I: 

Cada problema (RIM) com a v e t n r  m u l t i p l i . c a d n r  p = (pk) 

.Fj.xada, ande pk 1 8,  VI(EI{ pode %inr r~:orwlvidcr p a r  uma airnrtlwi 
,, 

i n a p e ~ z n  nos c o e f i c i e n t e s  c o m  cs )= exSirk d a  . F u n ~ g a  
kEK 



INTERPRETACÃO DOS COEFICIENTES DE CUSTO DE CRI cl) 

No p r  whl ema (FP) P O ~ Q I . ~ I O C ;  ch%tma~- : 

ris x currti:, d i r e t o  d e  e.Fe;'f:~.tar O %i:l.iedu1e s f Ej(n) pele) 

navia nW.  

C ekspn custo a i t ernat iva  de efetuar os t i i p s  k 
k e l (  

i s t o  sicrnigfica que a  ro ta  d ire ta  e2 "cara" OU que a 

i-at a  a1 ternat iva e "bai-at a" e  n e ~ t  e tas# cleBignamús 0% 

valores:  



p e r t e n c e n t e %  A 8, v i a  ~ c h e d u l e  s .  

Ou rrreJa, 4 varttajoeirn e.l!etuai- os tripa; I( e s E9(1.1) irela 

n a v i o  n .  

Neat e caso 4!aaemat; : 

RI11 RELAXACÃO LAGRANGEANA CONVENCIONAL 2: 



probleina clae;ci;ico de pi-ograma~ão l inear. e c:oi7l.iac.ido 

caino o problema da racabrimentc, ("set c o v e r i n g  P ~ b l e m ' ' 2  ot.t 

( S C P ) ,  

com w 2 8 ser& obtido re%olvmdo a tiasuinte problema do t i p o  

Ambos 0% problenias ( R i )  e (Rc)) podem ser ~ a ~ ~ i l ~ i d ~ t i  

usanda, par exemplo, 0% m&twdos da t i p o  siubsradiente sue s a  

carwckeri.zw pela sua s:lmplicidacle e e.I?ici@ncia naste t i p o  de 

problemas. 



Sabenioc p e l a  t e o r i a  da re%axaçSa lagrangeana que as; 

l i i n i t w s  i i ~ f e t - i o i - e %  V ( R Z )  e V ( R í 2 )  se situam e n t r e  a l i m i t a  

i n + s r i o r  obt i d o  p e l a  r 'elaxação l i i ~ e w r  de I dariotado 

da i n t e g r a l  idade ,  podemo% c o n c l u i r  sue: 

PROBLEMA CFI) 

DI) DECOMPOSICÂO LAGRANGEANA 1: 





A p r o p r i e d a d e  $undamental  das t g c n i c a s  de ~ c z c o m p o s i ~ z o  

laqrangeanws pode eier n o t a d a  120 problema rcziwxac:io (Dia) . De 

f a t o ,  (Xtia) pode a e r  decompost:~  I dt>ia ::~tl>rl\"ok).le~fl:%% 

menores e  indeptmdente%,  um com as v a r i b v e i a  

5, , como d e s c r i t a s  a snguir : 



e.,. C] probleina ( D l X a )  6 im problema d e  recobri~r~tnnt:* (13CF:') 

como (RZW),  eriqtmi-tto qua ( D l Y a )  E$ um problema que pode s e r  

r e s o l v i d o  por  uma !i:i.inple% insipeçãn noai cneJ!icient:er& dclw sua 

#unção a b J e t i v o  como em ( R i P 3 .  



A t h n i c a  d e  decomposi~ão lagrangeana clAcisica apl icada  

ao pi-ablema (Fi) gei-a um inrctbleinix relaxado de dacoirripor;l~ão 

abt ido v i a  r e l  a x a ç ~ o  lagi-anpeana c:onvent:: ianaI  ( v e j a  

GEUFFRION C f 97422. 

poI" ou t ro  lado,  ao gcrrarrnwc; uma cdinia para cada 

var iável  dct prob lama or i g  iria1 , e  ar:resicentartdo as; i-ec;t r i ~ & m  

de acaplamento d a  t i p o  ( S . i t I ) ,  criamos u m  igual  n61rnet-a d a  

mult ipl icadai-es  para o  p rab l~ ina  dual lagi-anseanc,,, r:, que pode 

d i f i c u l t a r  nos probleinns de grande por te ,  o  u m  de 11~1~t:t~Cfari 



5111 DECOMPOSICÂO LAGRANGEANA 2: 

Uma propo%t:a para  r e d u z i r  o número cls mul t  i i n l  i c a d o r e ~  

da p ro l~ lema  CDI) 4 a ~ l s  geral- &p ias  y, cls )ts para  cada  =GS 

mas e x i g i n d o  que a igua ldade  xs = ys e e x p l i c i t a d o  

soment~: para  -33, c 8 .  

NQB probleinas; r e a i s ,  0% c r - i t k r i o s  que def inem .;E um 

schedule s per tence  ou não ao ~ubc:on,junt c) :ii o;% : i .n~~!~cror., 

podendo se basieiir por  G:~G:I~P 11:) ~ C H  va 1 o res  r:lo<?i c:~3ei!i C j.mt eui 

Ido problema (FP) ( v e j a  BXKER C1987JJ  podemos c i t a r  

0% seguinteci : jmtl l .dato% dtr s e 8 ,  : 





Uma p m ~ w a ' l i x a ~ ã u  cicxa riasios; (Di) e (KlZ) dado a 

%F*^JLI~P : 



DIII) DECOMPOSICÂO LAGRANGEANA 3: 

REINQSO e MACULAN Cf9883, a e t a r  uma prrnpa?~ta 



BlGm o ,  o mesmo procedimento aplicada a (G3) 



problema relaxada: 



convencional dual ixanda a% r e ~ t  ~ I Ç ~ B B  C XS 5 i ,  vneI4 
s e i ( 1 7 )  

então v a l ~ m  ua seguintes resultadas: 





Finalmente ,  n o t a  q u e  ua p ~ o b l ~ m w s  sem r e l a x a ~ ã a  i Q i ) ,  

( G Z ) ,  (G3) ,  (G4), ( 0 5 )  e ( F I )  são equivalenteai no wtn t ido  d~ 

pcicjwirein a i~esina v a l o r  ó t i t ~ ç ) ,  i s t o  6 ,  V ( O b )  : V(I3i-1 :r: 

L? V(G3) E: V(a4)  z V(QS) :z V ( F i )  

1 )  çoluçZXo viável V S  valor ótimo. 

ii) solução viAvel VScomplexidade do Problem.aPrim.al 

i . i i )  solução viAvel V 5  cãmplexidade do Problema Dual 





V i a b i l i d a d e  



Viabilidade 

....................................... D5) --.. * 

D3 ) .- ....................................................................... 

fse 1 -- ......................................... 4D 

....................................................................... R.j, ) -- * 

I ' i  ) 
v 

C ( R . j , ) = C ( D 3 )  



A p o s % i b i , l i d a d e  de g e r a r  tmli.i~ftSere v i a v e i s  p a r a  u  

prublerriw o r i g i n a l  d mencw qtre a  versão çlác+?aica d e  M. 

GUINARD e K í M  Cig87aJ e Cf987b), irias i; iinaior q ~ i ~  nari 



téci7 icarj de r e l a x a ~ õ e ~  I wgrarigeanas c o n v e n c i m w l ~ .  'I'wirilnGm eivi 

termas Ilu l i m i t e  sei-ado, e l e  a;@ r;:i.tt.iw en t re  aos rsbtidus v i a  

decwmposi~6eci c1ássir:as cle GUINARD e KIM c'iQ87) c: 

sbt l c i w c ;  nas r'elw>ta@es t agrãngewnas csnvsncionai~e. 



5.2 : ANÁLISE DA FORMULACÂO 2 CF2) : 

A Cai-iriula~ão (F2) aprernentarla no c a p i t u l o  :CII -Foi. 

dewwivolvlda sem rnaitnrw~ pi-eocuinaÇ&m IWI B :~ . IT~FJ I~ . I ! ~ I : :~T  a 

repr .e~entaÇão da inwdelt:, r e a l .  



S . A .  C C q n i ~ n , i  2 d i  , V ~ € K  
n€Ni v€V 

APLICADA AO PROBLEMA CF2) 



+ C C C C ,,v , V i  + C C C  C C 01 nvv i j 
n€N vEV i€l{ nela v63J v ' € V  iEK j epl{ ( i ) 

+ C C C  C C  CI nvv 'i j I: t n i  -*. t n j  3 4. 
n€N vGV v'€V iel( j€pK( i )  

+ C C C  C C  cx nvv ' i  j I t n v  t i  -e íIIíni ) (5.73) 
n e N  v€V v ' E V  i€[{ j€f*ll{(i ) 



,h 

'nvi j  " c: nvi  j + C anvv,i j M n i  j + Pnj v ' E V  

V ( I I W )  M í n .  C C C C  c n v i j x n v i j  -+ C C C cnVj?dnvj -8. 

n v i  j  n v  j 



143 E U ( R 3 1  =: 1idxi.m CR3Y1 1 (3.235) 
Y 

onde Y P (a, I j )  c:om a ::E (anVV, L 1 $  f3 (pnj1 e 



APLICADA AO PROBLEMA CF2) 

DI> DECOMPOSICÂO LAGRANGEANA 3: 



igualdade znvi = ynvi , V n€N, V vW, v iEK. 

o seguinte prablema relaxada: 



C J ~ ~ I B T ' V ~  ciue o prs~13 l e m  (B3Y) 1 podç? %er der:oinpt:wt o eiri 

d a i 5  tiiubprob l eiuias irienoi"Ei% e i i - ~ d ~ p e n d m  t e% ~ ~ e i ~ d a  um ~ N I  .I!WIÇ~CJ 

O 
n n outro em função d e  xnv R t: C C> 1y1 C) 

n j 



A t 5 s i i n ,  para cada vet ar inul t i p  l irarlar 

a 2 0 e Pnj e Pnvj @a i r r e s t r i t o s  em 
nvv'i j 

0% i n -  da  tal:i@la 2 . 1  tnwc;tram uma reclrr~ão 

signi.l!icat iva  nas; diinensees das isrobl~ma% 1:)r inia3.8 gerados 

e t8crtj.cwc: de ciecompo?3l~ão 1 agra17g1%~1a .I?reilf:~ as% 

gerados v ia  r c %  axação Iasrangearta canvencionai . 



F"en%iwdo n i s s o ,  apresent amas a c;egt.iir" a l  gumas 4 :k r i i cas  

a1 t ei-nat ivan; de d e c o i r i p o r i i ~ ~ o  laprangeana com o prctp6rt;it i:) de 

redunir a namero de v a r i á v e i s  dua ia .  

l l m  deci~iea proccrdimentcti~, j6 c i t a r l u  em (F'i), coi~aiiuit:~: em 

gerar  cóp ias  para  todas as v a r i á v e i s  g n v j >  IYI~XC+ ~ e l a ~ a 1 7 d o  

exisênc i a  de (sue t oda:a as c*p i a s  cied am ig r ra is  A s  varJ.áve:i.:ti 

N ai -Xgina is  ~o~"rer ; l ror ic ler~t :es~ ao i n v b s  di«isc), . - E  iapenaa 

que cima coinb:i.naçãa l i r i ewr  das var"J~vei.c~; a r i . g i na ia  s43a i g u a l  

a uina çomb ina~zo  das cbpiaei corresponde119:e-i~ como mcisti-wdo a 

P ~ P U ~ P  : 

DII) DECOMPOSICKO LAGRANGEANA 4: 

- .- .." 
Considere a problema re laxada  ( R 3 Y I  

'nvj 
:- C 

'nv j , V IIW, V JEK 
vau vev 

subst  i t u i n d c i  ar; 



c a i r e a p m d e n t c ~  €2 i r r e s t r i t o s  E m  s i n a l ,  geramos um novo 
n j 

problema relaxado denotado por (DA<), anda - ( y ,  8 )  

3 é d i Q i c i 1  perceber qise valem as ~ ~ e g u i n t c  

a9ir1nat i v a s :  

lagrwnyewnos n e c e ~ a A r i a s  para cada problema relaxado 

wnal inado nesta seçSo: 



Os r e ~ u l t a d o s  das tabe las  ( 5 . 2 . 2 1  e ( S . S . 8 )  mo~ t ram que 

embora as 4:Gcnicas de r e l  axação E decomposição lagrangeana 

rtitlurain draatinaniente aci ditlier~ciõeoi das pr'ableirias pri.mais 

(Tabela 5. E .  2 )  Gar.t-tai-ttiçi.--0% v i k i v ~ i s  em t ~r r r ios  de 

imi:~leirient ação, o tiriesmo o t  imicimr:, não 4 ah~iarvwdi3 com r e s p e i t o  

à raawlução a laba l  das problemas lagrangeanos, devido ao 

elevado namero de mu l t i p l i cado res  (Tabela 5.2.3). 

Fli'QBLEMA 
.--- 

A explie.ç5o para ta ls i  r e w l t a d o s  6 bbv ia ,  bas ta  

rerrordwrrnrns w.te na r e l  axaçác) l a a r a t ~ g ~ a n a  canvenc i o n a l  (R3y) , 

relaxamoa as r e s t r i ç u e s  ( 5 . 6 9 )  de (F2) c u j a  card ina l idade 6 

in i i i to elevada, t raxendo c o m  canseqndncia es te  deisesiri li b r  i a  

e n t r e  a nbmera da v a r i i v e i s  p r ima i s  e duais o problemas 

relaxadas. 

VE7'0R HUI..T IPI,. ICABOr;; DIMEi48AO no W E T ~ R  
MULTIPLICADOR 



Uma conwquêneia deame impacto B a  indi ferenqa (em 

nbirisro de: multkalicaciarcls ) de me trabalhar  com r -e laxa~Bss 

cnilvencicmais & I% d~~#mpo%i<;ã@oi lagrailgeal~ta@ (Tabela 

5.2.3). 



CF3) 

somente com as v a r i ã v e i s  de 

O 
tn i  + envt  -1. Q: n i  j -. to 5 ( 2  - l: xnVi 

n j 
1 I1 

VSV ' VGV 'nvj n v i  j 

a U 2 t  
i n i  C . t: n v i  'nvi 

, V icK, V n 4 4  ( S . i ã i )  
VGV 



REDUCÃO DO PROBLEMA CF3) A UM PROBLEMA DE SELEC~O 

seguinte forma: se irm t r i p  i pasihuir irina drinanda ai supia.r:i.or 

à r u o i ~ ~ 3 ~ ~ i d a ~  tfe qila~qtdei- navia r1 e NJ reQei-imte A carga do 
-S.- 

gcraç%o (40% çon;juntos Nk inc l idmir  a condiqãa qnk L Dk para 

wlgjuiri n a v i o  n E N 

Tal mad i f  PcaçZía equivale w ~ u b s k  i t u i r  a re%tr içBe% 

(S.i@h) e (5.187) de ( F 3 )  pelas rmi t r iç&w 



( S .  i 12 )  

O a 5 I; I bi , V i c K ,  V ncN ( S .  iib) 
ni 



RIVI  RELAXACÂO LAGRANGEANA CONVENCIONAL 4: 

de<F3M), a saber o can j u n t a  ( 5 .  f i 5 ) .  

V(H4a) Wni.mo L cnvi + C  (U n v i j  11 n v i j  +e 

nela veV GEK 
7 

jeK 

.f. O( 14 
n v j i  n v j i  'J 'nvi + C C C C  

n 4  veV i e K  jcK 

*- a 
n v j i  1 to  ni ' 'dYnv i j  + tn i  me 211 n v i  j 

Em (R4a) para cada valor de a (a 
n v i  j 1 +i xael o ab t cmns 

um lliriite in.Farior t9o valor de V( IZ3M)  (2 c m m  nrrma wluçãn 

vibvrrl rir (F'3l.i) a s  quantidades: 



&Ia riar:, pc,s i  t ivof j ,  m t ã u  erst ainos i n  t wç-ssados e m  gerar u m  

va to r  iviul t Xpl i cado r  a ianvi ) 2 8, t a l  que: 

Tabela 5 . 8 . i  



A ti:i..ficultJade em v i a b i l i x a r  (F'314) 6 a d i i n m s ã s  da% 

reak'inJq6es ( S .  f iS) sue n a  exeinplo com IK / us 50, I N I  3% e &. - 
u 2, forrieçe i 5 0  .%a0 restrições ou tni . t l1: ipl icadores - A.. 

I a g r a n g e a n o ~  apbs unia r e l a x a ç ã o  l a g r a n g e a n a .  

USANDO RELAXACÃO LAORANGEANA CONVENCIONAL. 

ldrnte qise r> probleina (F31í) a pr ' in ( : ip io  n3o psrls s e r  

de:t:oniporato ein uiri cr~nj i . i i~ t rs  d e  ~tir. i l:~prai:~lc~ii ia~ :i.nclepr;intrlr?i~teci corri 

f r o t  w hainugênea . 



O 

t Z i  +tZvG " ' t t i j  ...to . j  ( 2  .... C x l v i  - 
X ~ v  1 li .vi j ( S .  i 2 i 2  ) 

VGV VEU 

( S .  i e i  INI ) 



R.V) RELAXACÃO LAGRANGEANA CONVENCIONAL 5: 

Relaxando as reo1t~'içSS~~7 (5. i 2 @ )  de (F3M), obtentooj o 

seguinte problema denot wdo por (R1.7P) . 



( S .  5.29) 



f ixado,  pude ser obt ido  somando o?$ vwlore% i dos 

: i r r e s t r i t o  em s i n a l  Q dado par 

A t k n i c a  de converter  prob1amaai de roteamento com 

f r o t  a 1~eta1'13g&e em j 1 $ U ~ P V ' Q ~  ~ ~ I I I ~ I  C ~ I Y I  f r o t a  kãmoc~t4nea 



tabela (5.3.2) a seguir: 

Tabe la  3.3.2 

( to 4. tnvi  
n i  

+ t n i  - to  5 te - z xnvi - Z xnV j 1 M 
n j n v i  j 

> 
vev v s v  



E a prat ica  nos rno53tra que deva valer as desiaualdadeo;: 



Nesta formulaç3o supomos ad ic iona lmente  que a 

ve loc idade  ds cada n a v i o  da f r o t a  B Única  e  que cada t r i p  

d w m  sei- a t m r l f t l a  n u m  ~311lrra v i s i t a  e  por  uin unicc i  n a v i o .  

A r e s t r i ç ã o  de Q n i c a  v i s i t a  pude ser  contornada 

part:i.ciarrands a dernarida qwn nSo prnc;sa ser  a tend ida  poi- irin 

úrrict:) n a v i o  rima III'IIc:~ v:i,iiiPta, e s t a  d iv ic ião 911-43 11111 ISWW 

i para  cada p a r c e l a  da p a r t i ç % o  ccumo propmt (s  em 

f w r i n u l  açãeg anter. i c ~ r e s .  



to 4. Q .-. O 

ni. j 'nj 
s . ( i  -4. 

ni 'ni j 
..., Em ,Hni  , onde ( 5 . i 3 A )  

V nel4, V ~ E K ,  V koPK(i) 

Ncs anl: ant o pre.fer irnos ria? t @:?r aqui anibas a% var.i.6v~s'i1> 

para que a seguinte %%tuação real seda s a t i s f e i t a  I s 



(130 tempo) ao t r i p  4 .  Asiiin~ poOe acor rer  que tzm nav io  n e 14 

tenha candiçBesi de atender o  t r i p  i mas não tenha condiqães 

designação do n a v i a  n n a s t e  BC~E~UIQ geraria p o r t a n t o  uma 

viAvcrX ao n a v i o  ri i n v i á v e l  ao nav io  n 

t r i p  i t r i p  j 

RELAXACOES LAGRANGEANAS CONVENCIONAIS 
# 

APLICADAS AO PROBLEMA CF5) 

RVI) RELAXACÂO LAGRANGEANA CONVENCIONAL 6: 

A s .  & 2 0,  ni. j 
V n s N , V i e K , V  j e K  são uci 



Podamos reescrever ( R & )  coma: 



E p a r a  cada ve tar  inul t i p l  :i.cwdar a = 
'ani j 

1 P @ f ixada:  



F i n a l  m n t  e coina nuiria crol irçãs vielvel  d a  (FS 1 a exprcro;+Zo 

6 nSrs p0si.t i v a ,  i-iesta c a w  o valcir d e  V ( W 6 u )  cairi a 2 Q) que 

inais se aprox ima d e  V ( F 5 )  B dada por: 



A grande vantagem deste prwedimenta B a reduçza no 

nfimero d e  restriç8es e variaveis de cada problema primal 

cornu mootra a tabela (5.4.1) dada a seguir): 

Tabela ( 5 . 4 . 6 )  

A tabela (5.4. 1) nos iriastra que apesar da% reduqETes 

obtidas em (Róa) ,  ainda temos que trabalhar com um proble~v~a 

com cerca de 75 .888 variiveis que na prat iça limita sua 

inip I einent ação. 

Conofdare o dual do problema (R6Xa) com relaxação 

Rinç?ar, denotado por (Dxa). 





I4as i a s a  poda %ar fac i lmante  ~iuperado efetuando a 

uleguinte transforinação: 

Subst i t u i n d a  ( 5 .  i 5 9 1  ~:rn ( D X a  ) d e f i n i d o  pai- 

( S . i 5 6 ) - + ( 5 . 1 5 8 ) ,  abteinors r:, i jegrsink~ probleiria de Programação 

( S .  ilS2) 

P o r t m t o  para  obter  iiina aprctxX,mc\ção de V(Rha) coni cx a: 

k 
c< f ix i ldu.  bas ta  re%olvarmoa d o i s  subprciblenas ( u x ~ *  1 c 

I s t o  4, para  cada ve tar  m u l t i p l i c a d o r  a (a ni j ) 2 8  



_ Exempltn coii I K I  :+ 50 t i - iys  e / w I  38 n a v i m  

Tabela ( 5 . 4 . 2 )  

A di 9i.culdarle 13ac;sa a ser rri.ii.cairiente o nhntero elevado 

de n i t l l t  ip l icadores duais. ani 2 8 ,  rio pr.ahleiria dunl 

Xagr'an~c~ano qtm no IXEIIIPXC) dado na tabela ( 9 . 4 . 2 )  SB s i t u a  

ais tarrirs de 75.088.  

RVII) RELAXACÃO LAGRANGEANA CONVENCIONAL 7: 



to o 
n i  + ' n i j  - t n  j s (i + Xnij - 9 y n j  )Hni j ,  m d ~  (S. 5661 



C C x n L j  ~1 i, V jeK, garantiam que toda t r i p  JcK fosse 
n=H i = K  

atendido. A u  ~ ( r l a x a r  t  r.rwtu.iç~es sinal do% 



"" 

r : o e P i ~ i e n t e ~  cni (Pj ) &o funda~antaiw ,Ia que i e  todos or; 
.- 
r: (Pj) 2- 4 3 ,  então taremols uma aoluç%o i n v i l v e l  nula :  
ni j 

(xni j 
x M @ ) .  Obviamente t a l  situaçxo não ocorre quando 
n j 

rrii;colhcrniolii iriul t i p l  icadares adequados, ciin part ic:rrlar ((3k )@I. 



RELAXACOES LAGRANGEANAS CONVENCIONAIS: CONCLUSOES 

A% relaxaç8ea lagrangewna~ convencianais aqui adotadas 



TECNICAS M DECOMPOSICXO LAORANGEANA 

APLICADAS AO PROBLEMA CF53 

n l h i t i a  e -  catas i.n.Geriori*% para O valrw c561::i.m da 

DV) DECOMPOSICÂO LAGRANGEANA 5: 

O ciubarablema (Fii'iPP(n=i) 1 dtmrr.ri.ta ariterinrmente pmle 

uier rswiçrikct ria seguinte foriaa eciuivnlei7tr~. 



a 
.ai 5 tíi , Y i c K  ( S .  i802 

S .  (5.1771 ts.aãi.1 

Q problema ( D f ; j G ( i ) )  por  aua vea pode ser decomposto eni 



d o i s  subprablemas menores e independmtes denotadoa por 



frota, teremos portanta: 

ande 6 z: ((3,y,1)), com f3 = (0, ) ,  y i ,  I )  = V e 

pi I @, y L  ,v, irrestritos em sinal para todos içK. 



Comparaç8sis entre ais tliniens@es do inaius prõlnlcriuia a ser 

DVI) DECOMPOSICÃO LAGRANGEANA 6: 

Xicr fato,  a %deia bãsica 6 converter a problema (F5) 



r e l a x a d a  em 1 õ>u$pr.obXeinas hornogênem m e n o r e s  e 

i n d e p e n d e n t e % .  

O p r o b l e m a  ( F 5 )  p o d e  s e r  r e e s c r i t o  na s e g u i n t e  f o r m a  

e q u i v a l e n t e :  

U .  2 tn j  + t n j  - 4 i  - y n j  N  , o n d e  N n j  2 b j  + t n j  , 
J 

V n 4 ,  VjeK ( 5 .  i 9 9 )  

R e l a x a n d o  as  r e s t r i ç B e s  de a ç o p l a m e n t a  4 3 . 2 0 % )  d e  (F3) 

vamos  obter a s e g u i n t e  p r o b l e m a :  





0 
Uj  2 t n j  + t n j  ,.,. ( i y n j  ) N n j  , onde N 2 h .  + t  p a r a  

n j J n j  

Is to  4 ,  

AnaXogamente, o melhor l i m i t e  i n f e r i o r  I 01 

( D4W 1 C V(D6W) = Máximo C V(D6Wa) 3 
61 

(3.2.i2) 



nesta decomposição lagrangeana %era : 



FLUXOGRAMA DA DECOMPOSICÃO H LAGRANGEANA CD6) 

I Problema relaxado I 

Em termwa d e  campl~xidade,  as  procedimantoti (Db) a (R?) 

nr3n equivalentes  pa i s  ambos ncxersaitclm remXver ba%:iç;mente 

o inruwrto u?ubproblei.nia (R7P) E (D6Woi) . 

Ho problema (XhS'r  e x i s t e  w c6lcula  a d c o ~ a l  d (TJ4x) 



3 4 5  

mas este 9 d o m i n a d a  par (D6W) em termas d e  c o m p l e x i d a d e .  

DE f a to ,  V ( D ó Z 0 0  p o d e  ser o b t i d o  por urna s i m p l e s  

i n % p e ç ã o  n o s  v a l o r e s  d a s  coef  :i.cientecr d a  s u a  #unçãrn 

o i n J e t i v o .  . 

i a o s t r a  a t a b e l a  ( 5 . 4 . 3 ) ,  i r iclrrruive crnin r3 mesino n a m e r o  d e  

mul t i p l  i r i a d o r e s  d u a i s  . 

i4 vantageir i  d e  se trãl3a117ar com (B6) arn i11vE5.8 d e  ( R 7 )  c5 

que n a  p r  iirieir'a rtãn d e s c ã r ' t  amas nerihrsina rest r içao or kg i n a l  

ao r::ontrbu'i,u de (W7). Bmta f o r i a a ,  a pr.Zi1cipi13 a u m e n t a  a 

pç)rYsibi l idwde d~ gerar'mwru uiria ~ i a l u ç ã a  v i l v e l  p n r ã  (FS) e m  

(D6). 
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CAP~TULO VI 

GERACÂO DE LIMITES SUPERIORES: 

UMA NOVA GENERALIZACÂO DO ALGORITMO DE CLARKE AND WRIGHT 



Apresentanios um novo proceriimento I-~et.ii-í%tico para a 

soluç3u de prable~nas d e  ro teamnts  a scheduling d e  naviaa 

petrwlairas com r e s t  riçBe3 da k ipo t ims-windows. 

<'15a64.2, 3Za geradas rotas  oirrtn rrr%tt-içETrr~ (de tempo (cn para uni 

d e  uiri rlrrrico n 6  curigeiri (clepbeiito) , a nosm algoritrrio gera i.tiri 

Num rota gerada pelo algoritmo d e  CLARKE e WRPGHT 

( l Y h 4 ) ,  o vci ctrlo parte d o  liepbsita ç a ~ r e g a d o ,  para atender 



uiri rnonJunta ordenado (nc) espaço) de nbs tlest inos ,  r e t  ornando 

ao d~!pbsitc? no f i n a l  da jornada, 5 j m p ~ e  respei f :anda as 

u'sstri.ç&x tle capacidade do vdcr.tXo. 

A.i&nidj.riso, u m  trii:, i e:ontBm u m  tsmpa c le  j a n e l a  

time-wtrdow, d e n t r o  do qual s s  nav ios  a e l e  a locados,  devem 

a p o ~ t a r  na sua origem, p ron tos  pa ra  operarem. 

A nossa soltrçCTo i n i c i a l  B semelhante 21 de CLARKE E 

WRIGHT ( J . I 64 ) ,  alocando u m  n a v i o  n para  cada t r i p  i, c r i a n d o  

com iinso, na ~ m i o r f a  das wplícaçõe-zi, u m  con jun to  de n a v i o s  

a r t  i f  i c i w i s  para  v i . a b i l  i z a r  e s t a  so lução.  

Kato U C : ~ P I " ~  p e l o  f a t o  do nrfsero rie navio!: d i s p o n i v e i s  

uiw geralmente rrimor que o nQ~nerr:, de t r i p ~ i i  dt:, prc3lnlenia. 



#a navio$& a r t i ç i c i a i s  p o d m  ser  i n t e r p r e t a d o s  na 

p r i t  i c a  c o m  nav ios  a f r e t a d o ~  ~.:niergertcialiriente no mercado 

para  a t e i ~ d e r  i3 um t iet artninada t r i p  . 

Devido a het  erogeneidade da 7rat:a, as r;inriet i i l r ; \~Bes 

e n t r e  d o i s  schedules devem ser  resFeridas a u m  determinado 

n a v i o  . hs:;im r i  iãeiirrss q iw u m  . t s i i ~ t  e t  iãaçZu 9 v i i v e l  p a r a  um 

II~V/U n 913 a% I I :  de espaço e de tempo a e l e  

envolv idado%, ~ ã u  sa t  i s f e i t a s .  

Para o p r i m e i r o  c:aso, a j r r% t i f i r : a t  i v a  6 a d e  qtm nao 

v a l e  a pena derscartar nav ios  da -Frota di l jpoi?Ivel.% da so lução 

f i n a l  d o  p r o h l m a ,  dev ido  h escassex do mesma. 

Q veta,  nu segundo caso, & dev ido a p rav6ve i l j  

i n v i a b i l  idades ilcoi16inicaui e/ou fi si t ras de se a f r e t a r  

einerger~cialniertte u m  n a v i o  no mercado para  í%.f&uar v a r i a s  



Quando w deniantla ç l ã  tidin t r i p  i nSo puder sic+r to ta lmente  

a t e n d i d a  por n e n h u ~  nav io  da frota numa dn lca  v i s i t a ,  a  

e s k r a t h g i a  Q a da p a r t i c i o n a r  a  demanda em um conjunto de 

demaridar' mmor rrrii e  d i riij un t as .  

Neste caso, cada p a r c e l a  é v i s t a  como um novo t r i p  com 

VI-21 NOTACOES DO ALGORITMO 



K c o n j u n t o  d e  t r i p t i  d o  a t u a l  h o r i z o n t e  da  

p l a n e j  atvir~n t o 

=; c o n j u n t o  d a s  r e s t r i ç ~ e s  l o c a i s  d o  p r o b l e m a  (por  

e 3 : campwt i b i  I i d a d e  e n t r e  n a v i a - c a t - g a ,  n a v i o - p o r t  o ,  

n a v i o - b a n d e i r a ,  n a v i o - p e r c r r r a i o ,  navin- - .demanda ,  et c ) 

Dc = d e m a n d a  d o  t r i p  i & K  

Cni = c u s t o  d a  n a v i o  n, percorrer ea l a s t r o  o t r e c h o  

e n t r e  o  f i n a l  tio t r i p  i e a CWI~RNI CIC) 1:rj.p j . 

'n, 
custo d o  n a v i o  n, e f e t u a r  o t r i p  k e K .  

'9. i c u a t o  d a  n a v i o  n apartar n a  origem d o  t r i p  i ,  n o  

i n i c i o  d a  ~ i c h m i u l e  d o  n a v i o  n. 
O 

e = te~vipo e%t:i.iriado para o  n a v i o  n c h e g a r  a origem d o  
ni 

t r i p  i p r o n t o  para crperar, n o  i r i i  c i o  dcr s c k c x l u l ~ ~ :  cio n a v i o  n .  

to = tetr~ro para o n a v i o  n cheqz t r  a origem d o  t r i p  i ni 

r ~ r o n t o  p w r a  o p e r a r .  Em p a r t i c u l a r ,  se i io r  o k r i p  i n i c i a l  
O d a  s c h e d u l e ,  e n t ã o  to = e 

ni ni ' 

C n k  L= teni13a pwra  o n a v i o  n r r f e t u a r  o  t r i p  kaK. 

t 
ni j = tenipo para a n a v i o  n ,  se d e s l o c a r  e m  l as t ro  do 

t i n a 1  d o  t t - i .p  i a c i  i n i s : j . o  d o  t r i p  j .  

iJi t e m p o  liiviitte pai-a c o n c l u i r  o t r i p  i e K .  



de tu ' ips  que nao paria ser  a locada  a nenhrrrri n a v i o  da f r u t a  5 .  

NAI C c a n j u n t o  da nav ios  a r t i f i c i a i s  a l u c a d o ~ i  p a r a  

NA2 C con jun to  de n a v i o s  a r t i f i c i a i s  a locados p a r a  

VI-33 DESCRICÂO DO ALGORITMO 

PASSQ O : INICIALIZACÂO: 

SSo dados: I4 = C 1,2,3,, . . , Nnavio 5 

K = C I , 2 , 3 , .  . . ,l4TRXP 3 
ã = I  

Faça 7 ' R I P ( k )  = k, V k e K .  



I 4 ( k )  para 1:ciclo keK 

K ( n )  para tudo n&N 

PASSO 8.1.2 : Para ri i, 2 ,  3, . . . , HMAVXCI 

A cansjiç3o K ( r i )  =: Q is igni f ica que o navio n não ateirde 

8% ireatrir,áes lacairu R de ncmhuin de t i - i p  k C K do atual 

har i m r i  t e d e  p l a n e  janlerit13. Nesk c? ~ac ia ,  devem135 e 1 i Q 

navia  n de futura3 cansideraçEes. Na p r 6 t  i c a ,  e s t a  situaçáa 

impl ica em deixar o navia  n acioso na atual hor izonte  de 



PASSO 0.2.4 : v k  K 

?I cnndi$So NIW tk) = 0 a ign i f j .cn  que ou ak > t n k  nu 

PASSO 0.2.2 : v n E 

A csriciliçSa KTW ( 1 7 )  = @ signi.Fir:w que a n a v i o  n cz b! 113a 



5a KLJ ( I ,  n )  rã, faça: 

N n N - Cn3 



NAi = Crnonjrrnta de navios art  i 4 i c i a i s i  para  akentjev. cirii 

tr'iprii k e K 3 .  

'Na prhtirna, 146% pode %er is i te~pretacíc,  coiria uni conjr.ti.ito 

Cada navio  a r t i f i c i a l  n E N R i ,  gerado de forma a 



Para i sso ,  geramim rris novo con jun to  de naviais 

a r t i - F i c i a i s  denotado 14ApJ t a l  que: INA, I I K A ~  i i s t o  8 ,  

para  cada navir:, n ce NA,, seri5 alocrtdo u m  t r i p  k e Kk. 

A neces%idade da a w a r  d o i s  con jun tas  de n a v i m  

art i f i r : i r t iui i i (% e NA, 4 j r . i % t  i f i cwc ia  da segu in te  forma: 

Daatk fov'ina, as pares  In E: NA2, k (I Kk) qcram sehedulmi 

e i i inplm (u~ri ilrriico t r i p )  pai-<a cada n a v i o  a r t  i f à c i a l  n e I'aAz. 

t i  sJgni.Fica qire na mluçZio  -Final do prol2le1m 

e x i s t i r ã o  p e l o  msn»s IIMZ I nav ios  a r t i f i c i a i s ,  f a t o  e s t e  que 

nXo chega a n m  preocupar p o i s  na p r i t i c a  ( v e j a  Becker 



PASSO 1.4: Xleterniinar para cada n a v i o  remanescente nsN, 

o cm%to de alwrrar cada t r i p  k G K 1 i ,  rin ínicj.n da 

Se, JKU* ( 1 ,  n l I  > i, s i g n i f i c a  que existem v a r i a r  

t r i p s  k E KU (1 ,  r i )  c : w n c l l c i a t  oci ctci BC:~~QC/LIIE: do riavln n E N, 

€3 

t n ~  = iníninio Ctnk, k E K l 1  ( 1 ,  r i )  3 

I s t o  equ iva le  a ca1t::irXai-: 



.." 
C M I N  5. ( n )  = CU8TQ nk 

Se IKU"' (I, n)/ > i. cecolhenos dentre oci t r i p s  





PASSO 1.3: Si I K /  > I N ~  - conjunto K iriiciai) 

Para cada navio n e N A s ,  alacar irm t r i p  k e K tal w c  

Xsito 8 ,  faça para cada par:  

Se I K A ~  > a,  sarar um nova conjunto d e  navias  

a r t i f i c i a i s .  

NAz t a l  que INA I = I K A I  
Z 

klcicar para cada tri.p k E Kk um riwvlo n E MAz 





CONCLUÇÕES DO PRIMEIRO ESTAGID C L - 1 ) 

CI TRTP :i.nc:orpoi-ado mais r a r : : ç x t t  I I R B ~ ~  e ao ':ichedt.tl e d c )  

navio  n ( T A ( n  ) 1 . 



Assim. se K L  e  K j  são dois t r i p s  de K e r c  

8EQ( \ ,  1 )  = K i  

SEQ(nj, 1  1 .- K coin i f j 
J 

Existem neata casa, as seguintes possibi l idades en t re  

as schedules de ni a  n  
j '  

i )  8inte t iãação en t re  k i  e k viáve l  para w schedu1e 
j 

ii) S i n t e t i a a ~ ã o  entre k i  a k b vinve l  para o rnc:hrdirle 

d a  n . 
j 



Uma c i i n te t i xaçZo  CS d i t a  viBvrrX para  o  n a v i o  n=W se  e l a  

atende Ars rm i t r i r78es  de cmpaço e de tempo rio n a v i o  n  rr dos 

t : r i p s  e n v a l v i d m  nes te  scheduãe. 

ATUALIZACÃO DOS CONJUNTOS KU C L, N ) 

1.10 i n i r n i o  rJm r::wla e s t 6 g i o  ã L i?, d~venios a t r r a l i x a r  0% 

conjuntor i  KU(X ,n)  fconji.mtw de t r i p s i  cwrd ida tos  a  mreirt  

a l rxadcw pa ra  as %ch~!duX~! do n a v i a  n ,  no esCAgiw 1 1. 

O 
ET, a ã B m  c 1 & ~ i m ,  tnk + tnk 4 uk e TRPE' <k) = K 3 .  

O 
Se I ~ ~ ( l , n > l  0 e  se tnk > bk pa ra  t ado k 



Neste casa, um doa n a v i o s  de N m r i a  obrisatoriamsnte 

d ~ s c a r t a d w  da solução Sinal, a sue na pratica significa 

TESTE DE PARADA: 



SEQ (n,  1 )  k e K U  ( 1 ,  n )  

ande k 6 O t r i p  agregado wa achedule da navio k 



A so1uçZo das e3tágios l È 2 4 dada par :  

[ , U ÈiEQ ( n . i )  ] , pa1-a c . . m e  14. 

i < C < L .  

8EQ(n', i,, para cada n '  E NU* rentanescanCe 

L 9EQ(n ', i 1 ,  para cada n"  c NAz 

O custo t o t a l  atk o mamsnta dado par:  

EXEMPLO NUMÉRICO : lqanoi vemos, a seguir ,  um . pequeno 

exemplo mostrando passa a passo o desenvolvimento do nosso 

alguritmo, com 0 % ~  valores i n i c i a i s  sarados aleatmiamenke.  



B N := C I ,  22, u m  conjunto  de dois nav ios  com ve loc idade  

rfxn i c a  . 

PASSO O: INICI ALIZAC~O: 

PASSO 0.1.2: 

PASSO 0.2 : C;er ar 0% c:an j iin t o.i : 





PASSO 1.1: Devsinss determinar para cada navio 

renienescente inrf, 2 , a custo de alocar cada t r i p  

k€KU(f , n ) ,  rir:, i n i c i o  d e  u m  nichedulr*. 

KUil i, n 2) 



- - 
-. . 

NA, = Cn - 3 3 ,  onda I N A ~ I  I K ~  - / H (  - IKAI  2 .  
- -  



PASSO 2.2 : 

Hcuit e casa C azema~ : 



Com 9'RXP(k) = 8 Vk := i, 2, 3,  4 ,  o  prcrcedimmts chega ao seu 

f i n a l ,  c u ~ ~  a s a g u i n t a  suXuçSa: 

SCHEDULES FINAIS DE CADA NAVIO 

TABELA 5.-P 



RELAC~ES ENTRE DUAS FORMULACÕES DISTINTAS DO PROBLEMA CFP> 



Aprcusen t amos aqisj. , ral açESe% snt r e  riira% .Formt.t l ar;Sles para 

r] problema de rot emtento e %c:hedt.il i 1 7 9  1:le navirm pet r o l e i r o ~ j  

G!rn longo ct.trcio, na pretiiença d e  rs%triç2ies du t i p o  

t inm-windows. 



S . A .  E e,, x, > i, 'd r i ~ K  
a& 

Vainas chamar tJe ( $ C A L )  , a prtsb leina ( 8 C A )  com rel axaqãa 

1 i.rwar . 



I.! e t O + t  - ( i  -. 
j n j nv j 'nvj 

) ia 
nv j ' 

VFU 

onde i4 n v j  ' b j  + t n v j ,  V nsH, V v W ,  V , jeK 



C C YnVi w i, V i c K  , mas separadas prapa?iiitalmente 
nsIdi VEV 

O PROBLEMA CF2M) RELAXADO 

23r; relaxaririas a s  rext  r i ç 3 g s  (7.6) de (F'2ll), obt ma9i a 

~cncjtrinke prrshlsnia larjrcxngeana, deriatado par (Rl.FSl4) ctm Ci 

( i -  C C Ynvi) 
n d i  VEV 



Wr:, nosso  caso w cornparal;Zo 6 f e i t a  e n t r e  cJr.ras 

formul a~.&erti il i s t  i n  t: arti (8CAL.)  i* (RI ... F'Ell) . 



Para cada n a v i o  1 1 ~ 1 4  e p a r a  cada velocitlüirie veV, vanios 

R 
deeFinlr V ( n ,  v )  = 1 ynVi / i s ~ S  ) que r e p r  cmcn t a tma faini l i a  

de mluçeiec; vPAvi*f.j de (RLF21.I). 

Em p a r t i c u l a r ,  tamamoa como tmndo i gua l  a $ 1 ,  a 

c a r d i n a l i d a d e  da cada .farnf l i a  V(n,%ii) onde S 4 r:, conJui~tc) rJaa 

schedules v i 6 v e i s  serados e111 ( % A ) .  

Y 
6 

nv i C h e !jnvi , v i s K  , Vnel4, VveV 
n ~ 8  



S u b s t i t u i n d a  a igualdade ( 7 . 5 4 )  e m  ( 7 . 5 )  e ( 7 . 6 3 ,  

(3b t eln08 : 



i 1 No conjunto de r'estr'i.çbes ( ( 7 .  L ? )  t e t~~os  que 

i I 7 . 0 1 ,  8 =. IJ S(rr) onde cada S(1.1) repretiienta .a 
1 . 1 4 4  



Pai- tanto,  c i i ~ b ~ j t  l t i r i n d o  as rscitr içõecr (7.E0) por  ( 7 . 2 0 ' )  

estainoo re laxandr)  o prob l rma (RLFEPI) d e s c r i t o  por ( 7 . 1 8 )  - 
(7 .  E ! @ ) ,  pe rm i t  indo que numa soluqSo v i A v e l  da problema, 

possam exicrt i r  inaiti ds uin ~ h e d t i l 1 e ~  o que mais qrre 

raxe%ve l  . 

Obmrve  que uma s i ~ l u ç ã o  ht ima da problema d e n c r i t o  por  

(7.18) -. ( 7 .21 )  Q corriporsto rie um Qnico srrhrxiula (colrrna) si* 

que natu)-almante deva con te r  todas 0% t r i p r  %c#. Qu seja, a 





Lago teremos o seguinte ai%tt%mw de equações: 



4 

ande Ai 2 8 ,  i - i ,  i, 3, 4 e C Ai := i (9%) 
i-=% 

Li +% % .i 
I d Ai + hz .t. h3 + A4 L i (redundante por ( % * ) 5  

Y i í z  +'zaz 2 i * h% .t. Az  + Aa 3. A* L i (redundante por (**O) 

*l , ia + : J ~  i a 2 i e Ai + Az + Aa .+ 1 S. (reduntiante par (#.-E) 

'k%4 +%.b& 
2 i * A  + h z + h a  

i 
2 i *  

: . @ @ h  + Az .t ha = 3 
i 

l...upo por ( - a )  Y,,, .: i 

Note que ÇOIVI e s t a  a ,  e s t a m %  supondo que o 

sclsçtciule s* coi-itQm todos ocr tr ipcr do problema. 



Observe que não 4 necassArio resolver u sistema de 

equaç&% lineares (D) para obter u valor de P, basta 

saniarmas ia% eqira@es de (D), au m d a :  



DETERMINAC~O DO VALOR DE <C21 

A PARTIR DOS VALORES DE C,,<E CnVi 



Pela matriz d e  sst coverins acinia, podemos determinar 

0% custas cs , a part ir  doti custas cnvi E E: nv i  j 
relacionadoa 

com o axheduãe s e S .  

uma v iaecs  em l a s t r o  (envi 3 . 

Portanta c - 8 e V(SCA) = 8 ae a navio ( 6 n i c o  p a i s  



I :  c p a r  i .  ande @c) acorre o caso acima, 

teremos V(8CBL)  3: 7 C V(BLF2M). 

Assi.111, no caso geral 



CAPITULO VI11 

UM NOVO ESQUEMA UTILIZANDO GERACÃO .. DE COLUNAS 



que Q uma g e n ~ x w l i z a ç X o  dos problemas c lA%s icoa  de 

rotaamei?ta de va lc r r los  enco i? t radtx  ria l i t w a t u r a  e t a t o  

de wsr c a r a c t e r i z a d a  par uma f r o t a  haterogenea de nav ios ,  

r e % t  r J~8ela dcu capacidade i105 i vav i t3~  , r e % t  r i ç 6 e t i  de t~ : iapo 

1 i m i t e  para  e.Fcrtuwr cada t r l p  indlt  i p l a + i  o i  rribl t ip lors 

p rodu tos  para  trasla nav io ,  a l h  das r e i i i t r i ~ õ c c ;  do t i p o  

" t i zm- w i n.dows2'. 

O esquema de soluçZo e propornua %a base ia  em 

rrrtxicrcuver unia for.iiit.il :XT;%O i r i i ~  i a 1  ( F l r )  como I.MI prãb leiria 

i;iet-.cavai-iilo cotri r.atiiti"i.~Ões a d i c i o i i a i s  (SCA) (anibos 

rieinairvslvido% na cap l  t u l o  1x1 ) e raiyoTvél~-.lo v i a  rsrrimplex coiri 

uni riavo esqueiria ria g e r a ~ Z o  r I r i  r:olimatii. 



para cada navio n ,  : i s t o & ,  CCMfi(n)), onde n = i ,  2 . . .  

11-4 . 

Assim, se UCCMS) 4 a valor btirrie d e  (CMS) e  U(CM8Cri)) rs 

d e  (CW(n)), então UCCMS) B dado pelo menor valor das 

V(CMS(n)), com n c N .  Isto 8 ,  

Vimos que em (F7) o30 efetuadas algumas %i~wpl i f i cações  

em relação a  farmulwqt3es mais gera i s  (por exemplo a 

foririulação fl"2) 1 ,  canio a  de riupor velocidade Única para 05 

navios e que cada t r i p  d o  atual hariaunts d e  planejamento 



39 9. 

possa vier atendido por u m  un ico  n a v i o  da f r o t a ,  numa f inica 

v i s i t a .  

H z: conJunto de nav ios  heterogêneas da f r o t a  

C 
ni j 

:x custa aparar iana1  do n a v i a  nei-4, e f e t u a r  o t recho (i, 



CT 

kni. 11 v a r i A v ~ 1  cuiitj-ni.m dçr tenipw trectmiiieãrio p a r a  a riavita rt 

X 
ni j 

=; vatr:i,Avef b l i i i l t - ia  zçrro.-~.tt~ :E: i, c i c  n perco i - re  (i, j) 

43, c/c 

a , bi 2 .: t i--window cio t r:i.p IEK . 
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TRIPS ENVOLVIDOS NO ATUAL PLANEJAMENTO 

* t r i p s  do atua1 horiaante da planejamento (K) 

c) 1% t r i p a  de 13cwIx~~rtte% arttw-ior~xi (KILIP) 

a = t r i p  a r t i t i c i a l ,  comum a todos os t r i p s  (KAP) 

.." 
Exemplo de wn conjunto de trips K Cf(;, U CKAPJ 

c o m  [ N I  :. 6 navios 





e por uin brii.c:o n a v i o .  

W con jun to  de res t r i c ;Ger  ( 8 . 5 )  a (8 .7 )  forinani o 

... PI-0b1e~i-a de schedullng, sendo que ( 8 .5 )  requer que se Xniji 

i, arit%o todas as r e s t r i ç 8 e s  de tempo correspondente% ao 

a rco  ( i ,  J )  deveni ser  a tend idos .  

.JA (8.6) ex ige  que se n chega a or igem tio t r i l a  ~ E K ,  

então  11 deve akenrler tambtSiri r:, l i m i t e  de teinpo e x i s t e n t e  para  

c o n c l u i r  a t r i p .  

Ar:~e%ii,erbtai~dc) as r e s k r i ç f l i ~  rie scheduZing ao problema 

de roteamento puro  (8 .1 )  a ( 8 . 4 ) ,  perde-se a p ropr iadade de 

i n t e a r a l - i t l a d  do problema, mais 4 psxiiii;ivel inoiiitrar que (V71 

sem a!% r e s t  r i ç a e ? ~  ( 8  . 8) adirii. t c? ao imnow urna s a l  ução bI: iiria 

i n t e i r a .  

* * 
Kie fa to ,  s e j a  ( x  , t: 3 tima l i .  & t in ia  de (F7) 

C 
exc lu i r i t la  ( 8 . 8 )  . 8e x puc~aiuii" a s  co~1tpor1ente.j t r:,das 

i n t e i r a s ,  a demonskraçXo e s t a  completa, caso c o n t r b r i a ,  

W 
fixamoiu o v e t o r  I: e t:onsiderçn a sub-rede .Formado ~oniei?I:e 

31. 
p e l o s  v a l o r e s  p o s i t i v o s  da solução x . 

A ot ini ixaçSo nes ta  sub-.rede com t *  f i x o ,  equi.vale a 

r e s o l v e r  i i m  problema dc f l u x o  de c u r t o  niiniino ( ~ . 7 t * )  que 



Seda V i F ' 7 t a  ) 6 o valor b t i m  tle (F'7tW 1 ,  como X* 6 

a. 
vi-dvel  e m  (Ir7t ) ,  enkSo V i f . 7 )  2 V i l V t *  ) .  

VIII.3 - LITERATURA 



35'7 

nuta problema d e  planejamenta de v&m d e  a v i õ e s .  

ORLOFF CiQ74i reso lve  rrtri problema do t i p o  set 

- t i  tloning, gerando expI icitamerrte numa etapa i n i c i a l ,  

todas a rotas  viAviuis. 0% rebj~tltadas nSci #131"aNl 

sat  i s f a t d r i o s  devida ao elevada nhnierr:, de colunas ( r o t a s ) .  

FISCHER e JAIKUMAR C19813  Propãe uma relaxaçSn 

lagrangeana para obter um bound para a m6t odo 

bsahch-and-bound, nuni problma de alocaçZa I irtear 

genw-al ixads .  



Estes wbpi-ab lemas 830 r ~ ~ ~ l v i d m  com as res t  riçBes 

inkegral idade, utiando general izaçBe?; de alsar  itmaifl 



O PROBLEMA SET COVERING COM RESTRICOES ADICIONAIS . 

problenia e c m  u o$,jeti.vo d e  gerar toduw 0% schedules 

v i b v e i s  do problema, a menor da% redundantes @/ou 

dnmuinadas. 



408 

O csnjunCa de rastriçbes (8 .18)  nas d i x  que cada t r i p  

i ~ l (  deve estar cont irio alvi p e l o  nierioci trm schedule %E§. 
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VIII.4 - O SUBPROBLEMA DE GERACÃO DE COLUNAS 

Na i i t e r a t u t - a ,  ~ i m  schedule de uiri veicr.t lo c o n s i s t e  de 

r.urii.x aequ@nci.w or.rirrnrttia r t c ~  t einpo e .:spaqo de t r i p a .  rriléir 

Para i sso ,  d a f i n i n n e  cua tos  Cnjt *: 8 ,  e t e i n p o ~  t i l  

chegada e m  t ,  t n j t =  0, V n 4 ,  V j a K .  Ale i  d isao,  em <FP1. 

ex is tem rnc31t i pãas  o r igens ,  maivi eti ipecif icamante uma origem 

r ;~ (n )  para  carla n a v i o  r~eia. 

Cada na p r 6 t i c ã  r e p r w e n t a  i:, t r i p  e fe tuado  mais 

~ecer i temente  p e l o  n a v i o  i(7~14, RIB h o r i z o r i t e ~  d e  p l a i ~ e j a i n ~ n t o s ,  

ou a a t u a l  l o c a l i a a ç ã o  do n a v i o  nsN. 





FORMULACKO MATEMÁTICA DO SUEPROBLEMA 

DE GERAC~O DE COLUNAS DE CSCAL) 
I 

- - 
14 2 bi  + L + t n i  - - a  , Vnelq, V ~ E K ,  VJEK (8 .17 )  ni. j n i  j 



For urst: r a  X i l d ~ ,  a wcrr+!crccmIt: arniist~ azr r a s t  r iç6es de 

sckedultn$ ( t3 .67 )  a ( # . i Y ) ,  a i~ ropr iedat t ie  de :i.i>tr?grwXidar9~i é 

perr l i r la ,  iria!; ç:c)mo vi.a;t:rs ain (lr7),  psdanios ainda tgarantir a 

exist&ncia de u m  saluçSo 6 t  inur: inteira pura CCMSL.3, 

(C1.181,..) & w p r o b l ~ i r i a  (C1%1 crnivi rmlaxaç2lo l inear  . 





reXwçioriai.. r:, rsrr:,rnr+:d:i.~ie171:r3 d e  98raçãt:) a e::c)lt.tnati C~MVI  1.111a 

r:l ar:: r:)irip i:)16 i@ r:) d r:) f: i. P C) dan. t B i g-.w 1fe e i t C) ãrl j. ai> I: Q . 

DE GERACÃO DE COLUNAS CIVISCNI 



U I r =: i r i  C C ( c .  - z .  ) Xi j  
L j L 

( B . 2 i . l  
iG jeK 



'4111.5 - A SQLUCKO DOS SUBPROBLEMAS DE GERACÃO CMSCNI .. 

A tecn ica  de ~isluçãrs pi-oi,rsuil:a para  i:,% ii;ubproblrrnias d e  

r :  c : I  I ,  I i.tivia gei.ir?i-aJ.:i.zac;ãr:, tja 

prr:>pr:wt a Ce i t a 1:) si- Desroslers, ,Srzumis e Desrockers T P 9 @ 3 3  

p a r a  iriri proinleaia r:lrz rot:eairientr:, coiri .Frota hainopGnea E unirra 

or igem. 



IZc! i ta e!sta orrleriac;ãs, n pri iu ie i ro  r?t.tbpi"ot:,lema (CMS(ilb) 

tia lista B remlvidrs a a 1 .  .Foi-rteça niri valor  6 t i i r w  

i ~ e i g a t i v r ~ ,  isto r?:i.gi.i:L#icw qtre j'á foi encontrado u m  schedule 

nEo B&stca can.dldato a ingressar na nova base & simptex, 

neliite caso ,  i-etor-na-iea ao  prialn1t:ma p r i n c i p a l  com esta 

cç~X una . 



parrla rlc: uiei-I~?aaX irJade> res t  r ições (8. i.? 1 tlarlaa pcst- C 
i. GK 'ni. j 



140 pruls'deitia cláre!s:lcr:~ de caniirii?u i r i i i ~ i m ç ) ,  n alsyoi-itnio de 

Ford e Betlmm. ar.mw;~~~-ria iíar'a rraria nd j d a  i"w:lrr t.tm v a l o r  nj 

Besrõsiers, Soumis e Desrocbrs C59833 desenvolveram uni 

Se r 6 um. schsdute de custa m.inimo de s at& j, cR.etyando 

em j ?w t e m p o  t ou antes e se CL, j J  B seu arco termdnal, 
j 

então o s c b d u l e  parcial de s ate i t u m b h  um schedute de 





As I i s t  as r;t.tbmcit.tent ~ ? i i  1,. , i por schedules q t . ~  
j 

rnont:4iri r:, nb i, sãs ctmr~tt.ti.du% à partir  dais  :i.n.Forinaçãt?cj. rio% 



a t b  i, toi %. u teiripo p a r a  percrm-rrur r3 t:recl.io e n t r e  ~i a t k  a 

~r:lgrnm rlc: i, ts t o t:empo piava i r  tiir !e a t é  i, . : : t . . r : l  rs oe 

teiripo p a r a  ~ + e t r . r a r  a t vil:, i . 

A c i ~ i i r i ,  p a r a  rrarlw tri.13 i, @o gerar:los irina seqt.@r~cia d e  

<rn) -<m> - - ( r n f  
aprox$.rrir&c;ãr3 iar.tcefii%i.va~; pai-criais mF' 2 :  ( c  , tOi  1 e i 

(rn) t m) (m) < # >  
apraxJ.i.iriaçãw .i?inai.s ni = ( t r .  I toi , t ) que convergmi 

t e i. 

para  ai =: c :  ,kOi  (ve;ia Qigt.tra f3 .3 )  adiwrit:r+!. 

"se r 6 um scheiiule de custo n-dninw, da: origem L; até a 

trip j z  che@ando nn ori~em de j, no tempo to ou antes e 
j 

conclulnclo(* 'o trip j ,  no t e m p o  global t e j ou antes, e se 

Ci, j J  B a seu arco intertrip terminal, então o schedule 

pca-.ciaZ de r da origem s até o t,rip i rS tamBém m sch.eduLe 

de custo minim, dentre todos as schedules de cuçto mininw, 

dentre todas os schedutes que ch.etyam h 

to - t ou antes e çoncluemC*3 e no 
j i j  

antes"'. 

origem de i no tempo 

tempu t - t OU 
e j i j  





t r n )  t r n )  
,m:i.ri CTE , 1rij.n {TEk + t :  

j k j 
3 3 )  

k+j 

RF.(~+.* > :z 
j 

t m )  
sa TEr + t k  E C B  , b 3 ,  netste caso 

j j 
t m + i >  ( r n + i >  

.FaGa: K :I: I{ u C J 3  



K ;-I( .-. C J 3 ,  rieste c a w ,  retsrriar im pa*,~ia I%!. i) cant r:, 

tnemia III e crmi 0 k atualixado ai:& i.trri arco i n t e r t r i p  taraij.na1 

(M3 
t~nda nF' 

j 
cletwsl.rta o artxrn teririirte\I l igar:lr~ a t r i p  j ria 













PASSO 2: 1 i  12 3 



PASSO 3) cs~~ io  w= 3 = 11\11 a- I. 



VI1I.G - SOLUCÃO DO PROBLEMA MESTRE CSCA) 



Ecit;~ prapoata rr+:CwÇatla rie o1n~~:rvaririmi que r nasrir:, 

prt:,r:r-ndirri~mto rje geração de cslunaci, porlenicica gerar  a riaslw 

iteYa$%C) s:itrlpl~x, n0 máxi.ms>, zuna! C Q ~ T A ~ . C &  d!cz ccZdC& 

çubprob L e m a  CMSCnJ , ndi .  

Assim, à cada :i.t:~:yaC$ic~ ~tij.inplax, o nfmero de ccr7.un.a.s 

geradas seria o número de subproblemctç CMS Cn> com valor 

Um cairiinhct a l t e r n a t i v o  para  ~ a m l v e r  o pi-crbleaia (BCA) ,  

6 p e l o s  algr:tritirio+: p n l  i i~ãiniaiui  1 5 0  t i p a  ~ ~ ~ ~ ~ k ~ r  Ci9$33>, 

a 
r:mdct algi.tiriars versães, tetri coiriplexldade i:, ( I a  1 .  



ITERACOES DO PROBLEMA CSCALI 
/ 

ÇMSCn3, n GE N 

SCHEDULE S C  ní 

,. 

SOLUÇXO 6TIMA 

CUSTOS RELATI VOS 



CONCLUSÕES E PROPOSTAS PARA TRABALHOS FUTUROS 



Os prsb  1 ema:lis de r o k  eairimt r cir? ve i  t::t.tXos nxõ, n a  r5i.m 

lna i r j r ia ,  pi-olslc;ivia:s i.ll"4rriuuo; ( N P - k w d )  e elui wlgr.ti?% casa%, o 

pr.ol:~leiuia d e  tri'irnaritrar uiria r~oluçZts v i . áva l  ,já um pi-cibletria 

14P.-ci:impZet:o, o que a :  :iri.FXi.tcnrtriiantPo ria escolha 



a l g o r  i t  ino~i hetrt-í s t  irra*; na ir iaioria da?; ais l it:aç%ren; encont rarãaa 

ria l i t e r a k t . t r a .  

B ilu?ii+ii;rJ tr'wballsr:, .Foi. i n i c i a d a  cairi a garaçga de vbr:Ias 

QoririuXaçiiS~xi para  o p c b i i  (I*i">, r:oirio pu'rnbleiriaui d e  

prngi-awiac,Zia 1 irirsar mis to .  

A% r e l  axa~tiexi e dw:ornprncli iç&m lagrangeixnaa 





Alri-in iiBti.aio; como no  probie~na aplicakivs (F'P) existem 

reait r :IçBes j t i p o  t ime-win&.tos e csnseclirent emeii t  e a 

rir.trgiinsnt:o de varj .&veis de t ~ : ~ i p o ,  B X ~ F ~ ~ B  w riecesi.~ldaije d e  se 



r?i h e u r f s t i c a  .Foi. t:e!~t:arja para crxmpltsi.; de dirnensi3ecii 

i-wltdxitia.j s~ar.aiJos a par t : i . r  cle tladol;; ~ireviainen9:e canhecidrs+z 

I : I  I ,  ~ s i r i . o  ~ j ( : ) l r r ç E k r i ;  &.iirias atr mtri ta  



PROPOSTAS PARA TRABALHOS FUTUROS 



iii) l h a  nova .Frnu.mt.tlaçBo ~riat~~irtAt:J.r:a do problema ( V P )  

penera1ixcindo ;x .Foriviulaçãr:) pu'oi:jrsst:a p o r  MILLER, TUC'KER e 

ZEMLIN Ci960.3 ( e v i t a r  .Poi-iria<gX~~ rje out).-.i-otas nu ( B C V ) )  para  

as rsst : r iç&>s de? ~.jch~tdi. t I Ing c! aXgr.ritias Y ' E B ~ ~ : L F ~ ~ ! B  de 

r o t w m e r ~ t o  df:) 1arob1etrta (FP) . 



BIBLIOGRAFIA 

APPELGREN, LH. C l Q 6 0 3 ,  " A  CoXuaii't Gcrnwc\i:loi7 A H y a r i . t h n i  fcrr a 

APPELGREN, L H .  C l Q 7 1 3 ,  ":I:ntagei- FrssgrairiiuiJn Weti.iwB% f o r  a 





BALAC;, E, and HQ9 A* C18883, "8et: C:i:wewi.i'lg A1gt : r i thni~  Uc?ing 

LJirt:tii~g PXimss, 1-lcur':i.~>t:i,ricj anr:i Subgr.atiJ.entr+ iJptiiriiãatirsn: A 

Corrip u t i-% t :i ssi a 1 $3 t rdd y " , MATHEMAT3 CAL PRaRAHMI NG STUDY i 2, pp: 

.W -60. 

BALL, M. ; BODS N, L- anui DI AL, R. C i 9833 ,  " A  

i-Icmri.ilt ácse f r ~ r  Sr:hc?rlr.iliilg l " i ;x~  Tu.an%it C : u . c w  

T R A N S P O m A T I O N  SCIENCE 4 7 C 1 3 ,  pp: 4-31, 

BALL, M,; MAGA'ZINEp M. C19i313p "'Thcn des isn a i ~ d  arialrsitl? o+' 

hgt. ty-: i~t j .~! :~ NETWORKS, f i ,  pp: 215-2f9. 



BELLMORE, M. ; BENNiNGTON, G. end LIIBORE, S. C1 Q713, " A  



Mt.tltivdi:i.cãe Carrltr?r Scticrlt.r1ii7g Prc)$leiit", 2XANS~ORT. Sc.rENCEÇ 

5C1.2 ,  pp: 36-78. 

BELLMORE, M. and HONG, S. €19743.  "'Trarisfurinat i.im o f  

Mul t i -%a i  ~ : ~ i r n a i ~  Prob 1 eiri t o  t: he ~ i t  artdart f: P~VCYI i n g  $a1 eiiiman 

Prwb1em", J. AClkf. 21, pp: 500-53-4. 

BELLMORE, H. and MALONE, I. C19713, "Pathalosu a f  

1: r a v e i  ing-%ãXe!ernan sul:) t: (nuu'.-.e I 5. m:i. rt a t  i. r:)n aisai-:i.thinzi", 

CSPERATí ONS RESEARCH, 4 9, pp: 27'8-307. 

i:: 

BENNET, B. and GA 

t:arrip t.tt e r " , 'TRANSPORLATI ON RPSEARCH 6C43, pp: 3 1  7 -325. 

RERMAN, 0. and SIMCíU-LEVI, D. C18863, "17inJt%t.tiri I~.r~catj .cm a+ 



BLADLEY, 6. ; BROW, Ge and GRAVES, G. C i 8773 , "Dss i. 911 ariti 

firiplaaiciritr~tioi-i a #  I .  cjr::a$e PriniaX Transoil.ij.pinenti 

algrsritls~ns, NANAGEHEAT SCIENCES, 2#Cf:), pp: f -34,  

BOBIN, L; GOLDEN, B: A=AD, A. and BALL, M. C19833, "W15tdt  i n g  

BODxNa 1.- and Km;.;H, S. C19783, " A  Camputer.-.Asciio3t:etj 8yc-,t:sn1 

.For 9:hrr R u r d t i n g  artct Sr::l~ednlj.i~g r : > s F  8tr.rnet 8wc?epe,.rs, 

OPERATíQNS RESEARCH E'@<-42, pp: 525-537. 



BODSPC, L,, ," KYDES, A. and ROSEIIFIELD, D. €197133. 

"Appraxiinat i r m  TEC~II i que% .F 13 r A r ~ t  oinat et.d Man pstrier 

SI-, I-, 1sd tr I j, n g " , WORKSHOP ON AUTQMATED ZE13HN3 QUES FOR SCHELNJL. I NG 

OF VEH.T CLE OPERALrOE FOR WRBAN PUBL PC TRANSPi3RTAT.Z CiN 

5ERVJGES. 

BIJXEY, G. ~ 1 9 ~ 5 3 ,  D ~ x i i g i ~ i r i g  r u r . t t e ~  t a  min imiza  .Ficret 

~ : ) p g ~ ~ t ~ r l - f  C : ( ~ S ~ S " ,  EURCX'EAN JWRNAL OF OPERA T I  ONAL 



CARPANETO, G, ; MARTELO, S. anci TWHV P. C198B3, "An 

CAVALIER, T.M.; CIIZANDRA, M.J. C I Q 8 6 3 ,  " i -1 r ru r i r s t i . c :  A l g o r i t h m  

*For A ~ t i i i g r t i r i g  Craws Arnong  base^; i n  r Ali.. 1 I f t Oi:)c?r-at im", 

J O W M L  CIF THE OPERATIUN RESEARCH e;OC. 37C4-3, pp: Si31 -3B6. 



RECHERGHE SUR L ES TRANSPQRTS, P IfBL 1 CATí 13N 25%. 





CQWDAKTS, S. S. anci PAPADIMI TRIOU, C. H. C 1 9843, "The 

'i"i.'ave:l l i n g  Salestnan Prtsblem wlitk Jianr Vicjlits tu few Cif: Iecj",  

S I A N  J .  COME'. 23C1 .3 ,  pp: $20-f 08. 

CIILLEN, F. ; J B R V I S ,  3.  and RATLIF, H. CiY89.3,  "Se t 

Piar.t ikionirig Basd I - i :  0 -  n a i v  R ~ ) u t i r i g " ,  

NETWORKS. 9fC2-',, pp: fZ5-944. 



CURRIN, ã). C. C39863, , ,  T r w n s p o r t a t  i . c m  kr..obIerns w i t h  

I n ad  i r;% i ti e t.fr:,i.kt er; " , JOWRNAL OF 7HE OPERATI CiNAi. RESEARCH 

SOE, 39C42, PF: 387-396. . 

DWTZãG, G, and W S E R ,  3. C 1 S593, "Tha 'rr..i~ck dispat  ~ l . r  i n s  



DÉJAX, P. J. and CRAINSC, T. G. F I g873, " A  l ieview af f :ni i~k. j  



DESROSERS, J .  ,+ FERLAND, 3. R O U S A U ,  S .  : LAPORTE, Gm and 

CHAPLEAU, L. C1Q803, " A  14uXti.-.i:>ei.:id E k l r ~ ~ u l  Bt.tc;: Rout ing  and 

DEmOSIERS, J . ;  SAWE, M. and SOUMIS, F. C3.9853, "$~.~~r-ttnst  

Pcttk w i t k  Ti.me.-.Wbntluwfi, 13-uln 1 amrs" , UNí VERSP 7% DE 

IYIONTREAL-CENSRE DE RECHERCHE SUR tE5 TRANSPORTS C389.l- 



DIPI.IKEL, ..i. and WONG, D. C10843, p : . a . r  uC 8e11ia i t iv i . t~  

a i .  t o  tha  optim:i.x.ati~rn o+' inetrc:,Xet.ttn r:lri11:i.ng 

~7pel-at i o n ~  CUHPWERS 4 OPERATI ONS RESEARCH f f C22 i=>p: 

i29-140. 



DROR, M. ; LAPQRTE, 6, and TRIIDEAU, P. €39882, "Ueh i r :  X a 

DROR, M. and LEVY, L. C19863, ' 'A V&ir i le Auutirig Iir~pruveinent 

A1gczr:it:hiri Ch~npar'i~ion c i t  a "Grr%erl!j" and a inatchins 

: I I  far  J.riverrI:c:,ry r r ~ u t i n o " ,  COMPtITERS g 

OPERATI UNS RESEARCH f 3Cf 3 ,  pp: 33-45. 



w i t h  1 i : i . e  Savirigri i^i%gsi.itl.im", EUROPEAN .fíXfi?NAL UF 

OPERATI CWAL RESEARCH 23, pp: 228-235. 

E A S I  MAN C 1 9383, ,, I Pt-~)graniir~:i.ng w i t 1 . r  Fwt t a r n  

Con ni k F. ?$ :i. i.1 fi: s " HARVARD IJNI VERSI T Y  , CAMBRI .EE, MA. 

EVANS, S. R. and NORBACK, J P. C 3 9853, "'F'he inii:,c\cfi: a# w 

IIZacision Support 8 y s t  w a  ter Veh Lc Xc? Rotate-ing %n a 

Foadr;ai.vir:a Q u p p 1 2  i ' ' ,  J.OPS.RES.,SO&. 36C63, pp: 



FEDER.GUEN, A. and ZiPKIN, P. Ç 1 8 8 0 3 ,  " A  ~::ciinb d r i a d  va11 ic I e 

FERLAND, J.  A. and FQRTIN, L. C 19873, " V e h  i ç  Xee3 Sc:hetJt.tl  i.irg.~ç 

w i e. h 8 1 :i d i ri 'r i IW-.M i ri CI - , UNI V E R S I T ~  DE H O ~ ~ A L - C E N T R E  DE 

RECHERCHE SLJR LES TRANSPISRTS. 



FImEIit, H. and JAIKUMAR,. R. C 1  98.13, A a t m w - a l  kxcrS 

FISHER, M. and JAIKUMARy R. "Tl.~e l o c a l  rJe1ivtrv.r p r a h l i m :  

FISCHETTI, M and TOTH, P. C 19873, 
--- 

" A I ~  A d d i t i v e  Bcmnding 

TECHMCAL REPORT-IIEIS-UNIV. OF BQLOC2NA-ITALYS C I O  APPEAR IN 

FIXPJETTI, M. and TOTHp P. C 1988b3, " Ai.1 r : .  t i v wp 13 i" r:)ac: 13 

-For. the wi>k:i.n~al liolt,tt:i.wn r3.F t h e  prixa.~~~c:crllrrr:1:ing t r a v t r l l i t ? g  

~ a l e ~ l ~ l a l 7  pr.&~elvi", VEHICLE RQUTINGi HIiTHODrS AND STULUES, 

NORTH-HQLLAND, pp: 3í 9-3-44, 



jaln ~xhetlnXe l i  with wark ing-t iine cartoit r.aintc+", 

RES'EARGN REPORT O R / 8 7 / f  -DEI 5-UNIV . OF. BQ6.íXNA- I TA1.Y. 





GARV134, W, ; CRANBALL, H. ; JOHN, J, and SPELLMAN, R, C í 9573, 

"API:, 1 J.r:at iorrc? a$ veh i c  1 e rrmt i n g  I n  t h @  ~)i 1 indi.rst r v " ,  

MANAGEMENT SCIENCE 3,  pp: 407-430. 

GAVISH, 8, ; SCHWEITZER, P. and SHLIFER, E, C19783, 



NEZ'WQRKS 7, pp: 209-225. 



WLDEN, B. ; ASSAI), A. A. ; LEW, L. and GHEYSfENS? F. C31Q843, 

I.. rire .I?lac:t ni:i.ze arid 1vi1.x v e l ~ i c l e  t r  yrrA3leinr~", 

HANAGEEENT SC I ENCE & STATf ,cTICS, WQRKI NG PAPER €%?-QZO, UNIV. 

OF MAYLAND ctt COLLEGE PARK. 

GOLDEN, B. 2 LEVY, L. and DAHL, R. C3981 3,  "'i-wo 



GOLDE% and ZKíSCIM C1Ya433, "lJsi.ng 5íaiulated Ciinniialirig t u  

S C J ~ V ~  Rautincj C I...cxat:ion Brr:)l:)]Irim(.i", NAVAL RESEARCH 

LQGISF.QUARTELY, 33, pp: 26i-279. 

GROTZCEEL, M. C3980a3, "l:h t h e  3yininatri.c Trave l ing  5alec;inai.i 

 li^: Solutioi'i  [u.F i28 ci . t i j  pi-ublem", MATHEHATI CAL 

PRCGRAMMING 5TUDY i2, pp: 61 -77. 



PRmRAMMI WC; f (SC3.3,  pp: 265-280. 

citranycrr 

3 pp: 

HADLEY, G. C á 8 6 4 3 ,  "Idãnlii~i~ar zand X1:1~n~unJ.ç: F'rssi-a~rtniii~g", 

AODI51'3N WESLEY, READI NG MA, pp: 267-2g6. 

W S E N ,  K, and KRARUP, ,Te C19743.  " ~ i f i p ~ ~ ~ ~ ~ l l l l l k ~ i  09 t hc 

I-leld-.l{ar.p filgorithin for the  Sytriirietrirr 'i'ravcling I3alcrc;aia1> 



HELI3, M, : HOFFMAN, A. .Te ; JOHNSON? E. L. and WOLPE, P. ClQB43, 

HEED, M* and KARP, R. C 19703, I Trave 1 ing  E;,\ l eciiuan 

p:'r 01:) 1 wrl ;ar\ il lí:i. n i. nii.iirr 813 wri n 2 n g 'i'r eaa; " , OPERATI ONL; RESEARGPI f 8, 

pp: f i i38- i f 62. 





J ONKER, R. ; DELEVE, G, : DERWRDEB 3. V, and VOJ,GENAT, AI C 1 QSO3, 

JORNSTEN, K. and NASBERG? M. C 9 9 8 6 3 ,  " A  t.iw I..wgriwgian 

Rt+:laxat:i.ai.i apprrnach t s s  the  gane\-al:i.ãed ar;%i.gninant pi'cibleiri", 

EURQPEdN JUlfRNAL CtF OPERATI ONAL RESEARCH, 29, pp: 3 1  3-323. 



U R P ,  R* C3.9773, "Prr:i$aI:,:i.l i s t  i ç  analrs ic i  C J ~  fiar-t i.t:iariXng 

algorit l3ms +cir tlse t r ' a v c r l i ~ ~ g  %alr+xirian i:rrobIçm :i.n tlsre ~ : ~ t a n c r " ~  

MATH. CIFS. RES. 2 ,  pp: iZOcl-ZP4. 

KX RBY, RI and MACWINALD, J.  C 19733, "'Th (3 :swv j. r i  sj s me::.t ti rjrj .Ft:,y 

KNIGHTJ KI ãnd HAFER, J. C 1 96r83, "Vel.i:ic:lin schedrrl Irig w i th  

I :  wicf i : : s n n c r c t ~  callci: a r : :  atiicly"I OPERATIONS 



26, pp: 262-265. 

I 

LABLE, M. and LAPORTE, 

LADAPTY, 54. and HERSH, M. 

+ 1 i g h t u; " , TRANSPORTATI ON RESEARCH % f C-3,> ,  pp: f 55-1 39. 

I A D A W ,  5. and MEHREZ, A. C 3 8843,  "Qpt imal sout ing  of n 



single veh.ic le w i  Ch l.o&ing and un1aadin.g conçtraints", 

TRANSP. PL A N M  NG nnd TECH. 8, pp: 30f -306. 



LAPORTE G. ; PIGWEN, T. and PCOWERT, Y. 119883, "A 

LAPORTE, 3 .  nnd NOBERT, Y. C1 980a3, " h  cut C i r i g  p 1 .me% 



LAPORTP, G. ; fJOBERTD Y. and WERCIJRE, H, C10803, *' *She 

LAPORTE, G, 8 NOBERT, Y. and T A 1  LLEFER, S. C 1988>, " $13 1 V i rt 9 a 

LAVOIRE, S.;  MEIOUX, M. and R E. C19852, "A r'iew 

appt"rnar:l? s:,-F crt+:w . pa : i . r in i~  prr:ibtrrins Isy r r i s l i a m r i  clei7~1"atirsn wnd 



app l i ca t  i rm t (2 a i r  t  ran%por.t s-," , L N i r  VERSI TE DE 

MQWReAL-CENTRE DE BECHERCHE SLIR LEI; TRANSPORTS. 

LAWER, E. L. C19713, " A  r~s~ lvah1e  case rsf 4:he traveIJ.ng 

$:ia 1 srswiall ,:i i"i.~l:i X aln " , MATHEMATI CAL PROGRAMMING P , pp: 267-26g. 

LAWER, E, L. : LENSTRA, S. K. ; RINNWY KAN, A. H. G. and ;c;HMOYS) D. B, 

LEBEUF, r). C19863, "l...'al1rnsratj.oil r:la!ti appwr~!i loj  poi.tr i.w 

h r w a i r e  aer:i.en: IJrie ~~rpr.r:)a:lch(*. i.1.iterar:t5.ve.-.gr.a~rh%c1l.te", 

UNIVERSITE E MONTREAL-CENTRE DE RECHERCHE SUR LES 

TRANfSP0fl.S C 4f 5 . 3 .  

LEIPALA, T. C197133, " C h  tha tnoXi.tt:Iosis 06  %?tachasQ:ir:c; 

t r a v e l  i n g  u;aXrr!iiinan prol:) l e1w3" , EUROPEAN JOLGNAAL (2F 

ÚPFiRALI ONAL RESEARCH 2C-43, pp: ,3Yi -2W. 





MARQUE&, J EI, C. and ESCALANTE, O. C i W 7 3 ,  " A &,-t w o l -  I( 563 1 l.t f: i 00 

t:o a sictriwal v e h í c X e  cicI-ted~Xi.~'ig prc)InXen~"~ Ei-ROPEAN .3OLIRNAL. 

QF OPE84Tl OAL RESEARCH 5 C 4 2 ,  pp: 255-261 . 



MI LLER, C; TIICKER, A. and ZEMLL N, R, C i QGO3, " X n t e g e r  

13ragrairiiriing foririi.il a t  :lun r3.F t rave  1 X i n g  s a l  ecrinari prob X e m "  , 
1 .  ASS. COMPW. MAGH. 7 ,  pp: 326-332. 

MIIJOTIS, P. C19783, : i  ~~ , t t t i 17 :3  p I a n ( ~ s  t c i  ~mlvcl. t h e  

ayniiuietrtr: : - v i r  ~>aXe!!sin:~n pr~fI~Xeiri", MATHEMATX CAL 

H m E K A ,  E. C197Q3, " ' I ' I I ~  c:lsinec;e psstiiiiari prcil3Xem f o r  iriixecl 

i .~et wav.lt r;, MANAGEMENT SCI  ENCE, 25, pp: 643-648. 







WLOFF, C. C d W ê i a > ,  " fJn  $~c?nat-;xl t"r:~.tt i n g  proble inel  : r::snients", 

NETWORKS 6<-23, pp: 284 -284. 



4x7 

EUROPEAAN ,70LJRNAi. QF OPERATIONAL RESEARCH. 3 1 ,  pp: 71-77. 

PIERCE, .Te 1ãQ883, " A p p I  i c a t  ioir oB caini:tiiiwt rsr:i.al r:~r.orrr~:wirriit~~ 

algcrr'ithin -Fcrr' a C ~ X B S  cctf a l X  ;izc:~r~-onr+: i i i t s g e r  pi-ogr'a~riiriing 

prr:,iJleifiie", MANAGEMENT SCIENCE 15, pp: P9f-209. 



cmd A . A .  ASSALU, NQRTH-HOLLAND pp: 223-248. 

REIIJQSO, H. A. e MACUZAN, N. C 19883, "fJm 17#v# f-cjc~ilti!irta 

Desrairipa-li~ão t,agransaana etn Fr-ograina~ga I...j.neai- Iri t eira", 

REL AT6RI O í NTERNO-COPPE-UFRJ. E S / f  411 /88, 



ROBERTS? S. nnd FLORES? B. CíO6f33 ,  "Avr r : ! i 1g iv reer  appu.r:)ach 

to t h e  t r a v e ~ i n g  ~BElXG!<ilVlixn ~~i -rn1~ie1n** ,  MANAGEMEM' S X I M E  

1 X 3 2 ,  pp: 269-288. 

r:) f iviocie 1% ;\.iri r:] I:> r oln i eius " , EUROPEAN J iURNAL QF OPERATIQNAL 

RESEARCN 12, pp: IIY-126. 

Rt31JEN0 a. C 3 9883, I *  : : v  "I r:m a anipects o8 

r i.( lr 1- 0 t :i n $3 a 11 r j  a r: c: c] u 1 i 17 ", EUROPEAN ..K.WRNAA OPERATI ONAL 

RESEARCH 35, pp: f 37-145, 

ROY, S. ; R-EAU, J. Me ; LAPALW, G. and FERLAND, J. C 1984b3, 



SCOTT, De W* ClQsll;s, " A  ~net hsc. tor mhedtsf i r i g  trrban t ransit: 





21 , pp: 66-76, 

SMITH, T, and THObrlPSON, G. L. C 1 9773, " h  i". I F'O :i rnp t d c: :i. t 



SOL,QMOPI, M.M.; BAKER, E.K. and SCHAFFER, J , R .  ClQ883.  

I ,  Uel?:i.r:le u.out:ing artd ~!it:tirrdul:i.rig r 1 1 1  w:i.t11 t:ilnt.?....wX17dt:,w 

s::on~;tr'wint:s: ef4!ii:::ienI: i1~1131airic?i7Q:aI:icins i:) .F -301 t.t 4: :i. art 

:i.iri~rtnv~tirie17t 1:#~13i:~dl.tu.(s%", VEWICLE ROIJTING: E f n H ( I D S  AND 

STUIlfES Cedi ted hy GOLDEN and ASSADJ, NORTH-HOLLAND, 85-108. 

XWMiS, F.; ~ T H I E R ,  J. and McINNIS. D. €10873, " ~ 1 7  



STEIN, D. C18SBb3, "Scl-,exJr.tl :i.rig iifal--;x.-.i..:lr9tr t:raricsycirt ai: .irm 

'li y st einz" , TRANSPBRTATION SGI ENCE f 2 ,  pp :  : 232-249. 

STERN, H. C i 9803 ,  " Bue; ari <:I c r e w  ale I? e d  ta l i st 9 ", TRANSPORTATI OA! 

RESEARCH $ 4 4 ,  pp: i54. 

M. C597O3,  "Ror.tt i n g  d e t i - & c  n~etc:i.. 

OPERATI ONS RESEARCH 6, pp: 209-1323. 

STODOtSKYp D. ; PEKNY, S.  F. and KCLLER, D. L. C 1 QtX33, "An 



SWERSEY, A. and BALEARD, W. C 1 iaEr43, " 21:: 1% ed IA X :i FI gj e;c h ao 1 

TEC)DC)Rtim C, D. C 1 QQS> " A  I I  .For t ies ignir ig  4: htr 

ir~crt:cwr'ologj.calX!j 1~1i3wit reXiat71e ai1"1i11cr !ii~::h&~JrrXe", EUROPEAN 

JO1IRNAL QF OPERATIONAL RESEARCH 21 , pp: 156-1 64. 

TEODOROVIC, r). and GURERINIC, S. C19843, " O p t  imaf 



THUMIIS, R. S. Do and WELLS? J - M C 1 9 8 0 3 ,  " iíu X t i. p 1 e.--or :i. g 1 ri 

!iiirisla d m i t  i r t a t i w t  tu'anreit rrnut:li.i$,?", IWE'RFACES,  i O C 2 J .  

TI BREWALA, R. ; PHI  LIPE, D. and BROWE, J I C 1 9 7 2 3 ,  "Llp t :i. isa 1 

ri r: h c r:] u X :i ri $3 c) .F t: w r:, r:' o 11 li; a r: u t i v r;.: 1 rl X e I:* t? r i o tJ r> " , MANAGEMENT 

SCIENCE i O ,  pp: 7f -75. 

TILLMAPI, F, and CAIN, TI C18723 ,  "Rri i.tppei- t,wrsd:inct a lgor i th t r i  

+ar. t h a  +ilnglcc anel t :  I : I ~ " Y . I H : ~ ~ ~ B X  r: IeXi.ve~y : i :~rohXm",  

MANAGEHENF 5C.Z ENCE 1 8,  pp: 664-682. 

TILLMAN, F, and COEHRIQN, H. C 1  Q683,  

+r:w taalving t hs rirrã i v e r r  pr.t3ble1ri", 

354-358. 

TRINH, KI No C 1 Qn73, "Dlf:IJX l4Ol.lVE:AI.lX A1,.6IJR I'l'l.í!8 E:XAC:'1'8 1."'LJI.IA IA: 

PRWBLEHE DE:$ i4 VClYAOIElJI?*i nir S~~~ I4 I tRCE ' '  , V E R  DE 

MONTREAL-CENTRE DE ECHERCHE SUR LES TRANSPORTS C'570.i. 



VAN-DER CRWSSEN, P. and RIJCKAERT ClQ783.  "f.1~uv.isiti.c for 

tht? a~:jtriine!t:r%i travrrling ajalemari r~rwlaleirr", J .  CJPS. REs- 

S N .  30, pp: 687-701. 

VANDERMONDE, A. To C i 7713, "Re~mr c~tdesi ~iuv. 19% prob lemas ti@ 

g:i.t:uatj.ai7", HISTORIE DE L'ACADEMIE DE5 SCIENCES < P A R I S ,  pp: 

OPS. RES. SOC. 35C9.3, pp: 82i-826. 

J. OPS. RES. SCX. 35C22, pp: 145-1 48. 

WATSON-GANDY, C. B. T- and LKIHRN, P. J. C 1 W33, "Dt?pak I i3c at  i a n  

w J . t h  van nialwsinari a i r  ai:,~u'sar::I.i", QMEGA f ,  isp: 

32f -.3253. 



488 

WEBB, M. C 1 9 7 3 3 ,  *i. 1'he ~sav i r ips  uiet hodul for. velei i c  

WELLIAMS, W. and FWLER, O. Se C 19803,  "i9:i.n i ninm r: ast $1 eet 

8 : i~ i178  *I?ov' 3. ~ l ? l v ~ l ' . ~ i f : r j  1110f:131'. ~ 0 0 1 ' ~ ~  I m E R F d C E s  fO<33~ pp: 

YANO, C.A. s outros C l Q 8 7 3 ,  " V I i : i . e  r o u k i n g  a t  qr.iw1:i.ty 

~ 4 :  ov. i e : ~ " ,  LNTERFACES f 7C2.3, pp: 62-63. 

YELLOW, P. 1'19703,  "A cainpuQ:atiariaX inotl1f:i.catiari : ,  t h a  

wav lnas  iriathud 0 9  vfi!hii:Xe ~it::I.ieiji.tXinfj", U P . R E S . W A R T . 2 1 ,  

pp: L?@$ -283 






