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Se considera o problema de mini  mizar uma f un@o f 

convexa, nZo obr i gator i amentsa di f er enci A v e 1  def i ni da em R", 

s u j e i  t a  as r e s t r i  c$3es af ins  h C x3 = O i=i,z,. . m . 
L 

S e  prap%ie um af gori tmo q u e  combi na 0% metudas de 

feixe e região da confiança. O sukgroblema i modelo 1 para 

determinar uma nova aproximação ã solução do problema, ser& 

gerado por uma aproximação seccinnalment-e afim para f Cvia 

subgradi en%es> , e u m a  aproximação af i rn par a as h , na ver - 
i 

dade exaka3 passando por a l g u m  ponto que garanta intarseçZo 

nZo vazia com a condiçBo natural de região de confianqa 

Ildll,ã r ,  que ~orresponderá A segunda r e s t r i ~ Z u  do modelo. O 

contrul do ra io  da região de confiança ser& e m  forma 

indi re ta ,  atravgs de um parâmetro t. Propriedades da modelo 

rslacionando d e t forom obtidas de modo de . justificar a 

met-odologia de  atualizac$So d e  r via o par%metro t ,  que com 

número f i n i  t o  de mudan~as fornecer b uma i nf or mação acei t6vel 



Uma funç3r;i de  penalidade exata  s e r i  usada G a m a  

função de  m4ri t u ,  para ava l iar  a qualidade da nova aproxima- 

ção à sol u ~ ã o  do problema. Se prova que a sequgncãa gerada 

pelo m&Lodo converge a so lução  do problema. 
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It is c o n s i d e r e d  t h e  problem o minimizing a 

f unc t i  on f  n o t  neceççari 1 y d i  f f  e r e n t i  ab l  e d e f i n i  t e d  i n  w ~ ,  

s u b j e c t  t o  t h e  a f i n  r e s t r i c t i o n s  h . < = >  = O ,  i=a,Z,.  . .,m. 
E 

I t  is proposed an  a l g o r i t h m  which combine buth 

methods, bundle  method and t r u s t  rog ion  method. Yhe 

subproblem C model 1 for determi n ing  a new aproximat ian  f o r  

Lhe p rob l  e m  s o l u t i  on ,  w i  11 be g e n e r a t e d  by secti onal l y af i n 

aproximat ion f o r  f Cvia s u b g r a d i e n t s l  , and an a f i n  

aproximat ion f o r  h  Cin f a c t ,  oxact.1 pass ing  by thesame 
i 

p o i n t  which gua ran tees  non empty i n t e r s e c t i o n  wi th  a n a t u r a l  

condik ian  of t ru s t .  r eg ion  l)d)l 5 r ,  whick w i l l  co r r e spsnd  Lo 
2 

Lhe second r e s t r i c t i o n  f o r  Lhe model. The c o n t r o l  of t h s  

r a t i  o of d e  t r u d  r e g i  on w i  11 b e  managad i n d i r e c t l  y th rough  

a parameter t-. P r o p e r t i e ç  of t h e  madel , r o l a t i o n i n g  d  and t, 

w e r e  f ounded j u s t i  f  ying t h e  methodol ogy of upda t i  ng r vi a 

t h e  pa ramete r  t , which a f  ter a f i n i  te number of changes  w i  11 

g i  ve  a n  acceg tab l  e i nf or m a t i  on. 



A n  exact pena1t.y f u n c t i o n  w i l l  be used as m e r i t  

f u n c t i  on ,  f o r  measure t h e  qua l  i t y  of the new ag rox i  m a t i  on 

f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  Lhe problem. I t  is proved Lha& Lhe 

g e n e r a t e d  sequence  by t h e  method converge  t o  khe so luL ion  of 

t h e  p rob l  e m .  
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CAPITULO I 

INTRODUÇÃO GERAL 

0 objetivo deste trabalho é o desenvdvimento de u m  al-  

goritmo que combine os mdtodos de feixe e de região de con- 

f i a n ~ a  para resolver o problema 

onde f B uma f unqão convexa ( não necessariamente d i  f erenci A- 

vel > e as hi são funções afins. O m o d e l o  para C P> , o sub- 

problema que detarrni nará uma nova aproximação ?L sol uçSo de 

C Pl , é gerado por uma aproximaçZo secci onalmente afim para f 

Atr av&s de subgradi entes C ver MI FFLI N C lQ?'7-1 g82) , KI WI EL 

C198!32 ; as restrições h. são tratadas como nos métodos de 

aproxi mações sucessi vas C ver HAN f 19771 3 ; o r ai o da região 

de confian~a ser& tratado e m  forma indireta adicionando CI ' 

1 funç%o objetivo o termo -lldl12. Devido ao fa to  de que o 2t 

algori tmo não ser& d e  direções vigveis, uma f unç%o m & r i  t o  

ser& usada para medi r o progresso da nova aproximação. 

A motivaçZo deste trabalho surge do fa to  que se o mode- 

l o  para CP) i- suficientemente bom Cisko é o feixe cantdm a 

i nf armação suf i ci ente3 , então nno será necessfrr i o efetuar 

uma busca 1 i near , j d que esta ser i  a supésr f 1 ua ; e m  1 ugar des- 

ta, uma regi30 de confiança ser& usada, e assim, e m  vez de 

escolher tk antes de minimizar a modelo este permanecer& va- 

riAve1 nele.  



Da mesma forma que no mgtodo de feixe o conceito de 

passo nulo ser& mantido C e assim s e  melhorará a inf ormaqão 

contida no feixe>. Entretanto agora t ser& refinado e m  uma 

k forma sistemfrtica atO que o modelo proporcione ou u m  d que 

produza u m  decrescimenLo suficiente para a funçZo mérito, ou 

um passo nulo. 

Demostraremos que o método é globalmente convergente. 

O problema CPl com h. E e resLriçSjeç de posividade 
L 

nas variiveis, foi abordado em forma tedrica por BIHAIN 

C 19843. E l e  r r t i  1 iza o método d e  feixes , gradiente reduzi do 

generalizado, e busca linear. Sá no caso de restrições 

lineares consegue expressar e m  forma expldcita a função 

reduzi da. Este caso também foi abordado por STRODIOT-NGUYEN 

C 19871 . A di f er ença destas abordagens está esseci a1 mente na 

forma de escolher as sucessivas bases e a eleição da direção 

reduzi da. 

Subprobl emas pareci das aos obtidos na forma indireta de 

controle do raio, sEo usados nos m&todos proxi mais, veja por 

exempl o os trabalhos de ROCKAFELLAR C 1Q76l , AUSLENDER C IQWl  

e KIWIEL C19893, neste tíltimo, o parâmetro u na regulariza- 
k 

~ ã o  uk lld 11' 4 escol h i  do a t r  aves de uma sal vaguardada i nter po- 

lação quadrAtica, que estima a curvatura da funçzo objetivo 

do problema tratado. 

O conteddo desta tese seguirá basicamente a seguinte 

di vi são: 

No capi tu1 o I I apresentaremos a1 gumas abor dagenç dos 

m4todos de região de confiança a partir  do ano 1944 . 
O capitulo 111 ser& dedicado à apresentaçzo dos funda- 

mentos te6ri cos neceçsári os ao desenvol vi mento desta tese. 

No capi tu1 o I V seção I V. 1 apresentar emos o problema ge- 



ral e o metodo para definir o subproblema modelo, algumas 

propiedades da sol uçZa dC L> relativamente aa par%metro t 

(medida indireta da regizo d e  confiança>. A seção I V .  2 ser& 

dedi cada ao a1 gori tmo interno do determi naçzo do gar%metro 

t , o ao a1 gori tmo geral , que f ornecor d as aproxi maçses à 

sol uçãú de C P3 . Na seção I V. 3 apr esentaremoç o reçul tado de 

conver ggnci a do a1 gor i tmo ger a1 . 
Fi na1 mente apresentaremos a1 gumas concl uções , vi çando à 

continuidade da pesquisa. 



4 

CAPÍ T U L O  11 

N e s t e  capd t u 1  o apr asenkar e m o ç  u m a  revi sSo dos gr i n c i  pai s 

trabalhos q u e  u t i  li z a m  a m e t o d o l  c q i  a de região de  confiança. 

C o n s i  der ar e m o s  os segui n t 9 s :  

1 3  LEVENBERG C1944> "Um m 4 t o d o  para a solução da certos pro- 

bl a m a s  nZo l i neares de  m i  n i  m o  quadrados". 

21 MARQUARBT C 1 !383> "Um a1 gori t m o  par a o probl e m a  de  m i  n i  m o s  

quadrados par a a esti m a ç S o  de par S m e t r  srç nSo 1 i near os " . 
3 1  GOLFELD-QUANDT-TROTPER C 1 65@8> "Maxi m i  zaç#o por m e i  o d e  

aproxi m a ç G e s  quadrdti cas". 

4 1  POWEILL C 1 8 7 0 3  "Um novo a1 gori t m o  para resol ver u m  proble- 

m a  irrestrátos".  

51 F L E T C H E R  C197E3 "Um algori k m o  para resolver u m  p r o b l e m a  

c o m  r esti çõeç de desi  gual dades " . 
8 1  MURE C 1 Q 7 8 1  "Teoria e i m p l e r n e n t a ç C X o  do a l g o r i t m o  de 

LEVENBERG-MARQWARDT" . 
7 1  F L E T C H E R  C l Q 8 O l  "Um algori L m o  para p r o b l e m a s  i r r e d r i  &o". 

8 3  F L E T C H E R  C165821 "Um a l g o r i & m o  para u m  p r o b l e m a  c o m p o s t o  

não d i  f er anci A v e 1  " . 
%3 DENNIS-SCHNABEL C 1 Q 8 3 3  " M Q t o d o  de duplo dog-leg para 

achar u m a  sol ução apr oxi m a d a  do subpr obl e m a  quadr & L i  co" . 
10) GAY C 9 9 8 4 3  "Um p r o b l e m a  c o m  restrições d e  desigualdades 

1 i near es usando u m a  ostratbgi a de con jun to  a t i  v0 1 oca1 " . 
1 1 3 VARDI C i % 8 B I  "Um a1 gor i t m o  par a pr obl e m a s  c o m  r cxs.Lr í ç õ w s  



n#o lineares de igualdades, que usa a função penalidade exa- 

t a  L como função mgrito ". 
i 

I23 E3YRB-ZHNABEL-SHULTZ C á 63873 "Um a1 gor i tmo par a pr obl emas 

com restriç8es nSo lineares de igualdades, que usa a f ungEo 

penalidade exata L* como função mérito, e faz corre~ãio de 

segunda or dem par a evi Lar ef ei t-rs MARATOS" . 
á 3 3  CONN-GOULD-TO1 NT C 1 0 8 8 3  "Um a1 gor i tmo par a probl ama com 

cotas si mpl es naç var i ãvei s " . 
14) EL-ALEM Cá S883 "Um algori tmo para problemas com res t r i  - 
çaes nZo lineares, que usa a f unç#o lagrangeana aumentada 

como funçzo mr5rito". 

151 KIWIEL C18882 "Um m$.Lsdo de feixe com regi30 de çonfi - 

ança e1 ipsoidal para, probl ama geral nZo d i  f ernci Ave1 e çon- 

vexo. " 

I63 SÇHRAMM-ZOWE CIQE37) "Um m&tisde de feixe com região d e  

conf i ança par a pr obl oma convexo nZo di f er onci dvel i r r eç t r  i - 
to" 

Nosso tralsal ho procura ser anal i L i  co e comparati vo, a te  

a data de 1988, diferentemente da revisão que conhecemos de 

MORE C 1 9821 , que B sobre todo descri ti vo. 

1 1 . 1  RESUMO DOS TRABALHOS 

LEVENBERG C19441 considera o problema da aproximar uma 

fun~So h :€Rn-+ R por uma outra fungETo H  IR"+^-^ R de 

modo que os residuos nos pontos <xi3m definidos por 
i =& 



s e j a m  mini m o s ,  o que,  p e l o  c r i t A r i  o d e  mi nimos quadrados 

e q u i v a l e  a minimizar a função  s d e f i n i d a  como 

SB do for um ponto qualquer c o m  VsCdoí d i s t i n t o  d e  z e r o ,  

entZo a agroximac$lr;s d e  Tayl or d e  primera ordem da f unç8rs f 
i 

C i=i,a,. . . m í  e m  t o r n o  do ponto d ser& dada por 
O 

onde A d  = d - d j=%,z,a,. . . n. 
i j o j  CII.1.43 

A forma usual C s t anda rd?  de  mi n i  m i  zar C 1 I .  I. E? 6 o b t e r  

uma sol uçSo aproxi  mada a t r a v b s  d a  m i  n i  m i  zação  da s e g u i n t e  

aproximaçZZo d e  CII.1.23 

Para o b t e r  informaqão s o b r e  9 decrescimento d e  C 11. i. 2 3  

o minimizador de CII. 1.51 deve s a t i s f a z e r  a s  seguinkes  

equaçeíes: 



onde 

m 

Fade acontecer que 0% A d .  que sat-i sf a z e m  C I I .  I .  @i s e j a m  
3 

grandes d e m a i s  e m  valor abçdubo ,  de bal f o r m a  qum a u m  

d e c r & s c i m o  e m  C ã I . 1 . 5 1  não corresponda a u m  e m  C 11.1 ..21. E 

assim que, para evitar i s t o ,  LEVENBERG l i m i t a  ou a m o r t e c e  

C d a m p )  a r e l a q K o  

e m i n i m i z a  S sob a rela~$lo " a m o r t e c i d a "  m e l h o r a n d o  a s ; i m  a 

apr oxi m a 5 3 0  C I I .  I -31 . Par a fazer isso si m u l  t a n e a m e n t e  prcapae 

mi ni mi zar 

- 
E fáci l  provar que ;,e d = dC cci> for u m  m i n i m i  zador de S 

C3 

a se d m i n i m i z a  S , antEto 
00 

SC dwl < sC dml e QCdwl < QCd i 
00 

C I I . l . B >  

T a m b B m  O possi v d  provar que C I I .  1.53 pode ser obLi do de 

C 11.1. 81 quando -400 e que s e m p r e  exi ske w do m o d o  que 
- 

u m  d e c r & s c i m e  e m  S corresponde a u m  decrkci  m o  e m  s . 



MARQUARDTC I O631 consi der a o probl e m a  de  a j u s t e  d e  dados 

e para isso usa o modelo s e g u i n t e  : 

onde o s  
X A ? x 2 *  

são var i dvei s i ndepsndentes , 
m 

ps, /3=, . . . . fik são o s  val ores da popul a@o de  k parâmetr os, e 

EC y> 4 o valor  esperado da v a r i  Ave1 dependente y . Sejam os 

dados denotados pe los  pontos 

O probl e m a  consi ste e m  computar aquel es esti mador es dos 

par â m s t r  os que m i  n i  m i  zem 

h 

Y corresponde ao valor  de  y p r e d i t o  por CII.1.10> no i 

&imo dado. Da mesma forma que Levenberg u m&.tado usado ser& 

baseado e m  aproximaç8es de  Taylor de  primara ordem da funçQr'o 

f . Escrevamos a s e r  i e de  Tayl or a t r a v g s  dos ter mos 1 i neares  

Os c o l c h e t e s  < > SECO usados para  d i s t i n g u i r  prediqiges 

baseadas no modelo 1 i naar i zado, daquel as baseados no modd o 



real  não 1 i near. 

Desta modo , o  valor  de + p r e d i t o  por CII.1.131 s e r i  : 

Como dt aparece l inearmente e m  (11. i .  133 pode ser achada 

pel o m&todo C stanciar d> de  mi ni  m o s  quadrados r s s o l  vendo o 

si stema 

onde: 

Com i sto MARQUARDT es tabal  ece os segui  n t e s  resu l  tados: 

TEOREMA 11.1.1 

Seja ;i h 0 O seja d s a k i f  azendo a equação 
O 

EntIo d minimiza <r+> na adfera cujo r a i o  Ildll, s a t i s f a z  
O 



TEOREWA I I. 1.2 

S j a  dChi a s d u ç ã o  d e  < I I . i . 9 7 3  pa ra  um v a l o r  

dado d e  h. Então IldEhlll, B uma funqão con t inua  e d e ç r e s s s n t e  

d e  h ta l  que 

EOREMA I I. 1.3 

Seja y o ângulo  e n t r e  do e d =  g kxi <ver 
9 

E 1 1 . 1 . 1 b ;  e n t ã o  y B uma funçsrs con t inua  monotonamente 

dec rescen te  d e  h tal que y-+O quando h-+oo . Dado que d 
-3 

B independente  de  h , e n t ã o  d g i r a  pa ra  d quando h- -c#. 
O B 

GOLFELD-QUANDT-TROTTER C i O6t3 pr esenkam uma ver são m a i  s 

g e r a l  do método d e  LEVENVERG -MRQUARDT .Consideram a 

rní n i  r n i  zaqão da f unqão f : R"-+[R . Fazem uma aproxi  rna~go 

d e  Taylor d e  segunda ordem p a r a  f e m  t o r n o  do ponto 

a = Cai,as,. . . . a i ,  
n 

procuram um minimizador p a r a  f mediante a s s lu$ão  do 



subpr obl ema 

Estabelecem os segui nkes r esul  tados.  

LEMA I I . 1 . 4  

Seja A E [R t a l  que S-AI seja def in ida  p o s i t i v a  e 

def i na 

Então 

@dA> 5 #Cxl V x  tal que Ilx - allp5 rA  

LEMA 1 1 . 1 . 3  

Se VfCaIZO, ont3o r- 6 uma fun~ãcs estritamenke A 

decrescente e m  A no i nterval s C -oo , as> , onde ai B o menor 

valor prbprio da matriz S. 'I 

TEOREMA 1 1 . 1 . 8  

Sejam X,dA e rh  c o m o  no lema ( 1 1 . 1 . 4 )  e a reg i% 



Então o mminimu de #C xí B alcançado e m  dk se h < O e e m  

do se h > O C nes ta  caso  do f i c a  no in ter ior  da reg ião  B 1 
k 

POWELL C 1 WQ? fornece um a1 gari t m a  m a i  5 saf i sti cada para 

minimizar a funqão f : R"-+R sob as hipdteses  da que f 

s e j a  duas vezes  cuntinuamsnte di farenci&val e que a hess i  ana 

N a  k -&si ma i teraçPio, excetu  para algumas "i teraçf%s 

e s p e c i a i s  ", r e s o l v e  o segu inte  çubprolslema para achar a 

k+í aproximação x ao m i  ni mãzador de  f 

onde 

k G Q uma agroximaçZo çimetrica quasi -NewLon da hosçi  ana de f 

dada por 



onde : 

k - i  k-1 k-1 k-i k k-I k k-i)  vk-r = y - O d ; y = g - g = VfCx) - VfCx 

A s  i teraç8es especiais serão destinadas a manter o b o m  

comportamento das apr oxi maçseç de G. 

A solup%o dk de (11.1.231 C o deslooamento> deve 

sati sf azer : 

k Deste modo espera-se que o valor de  f C xk + d 3 soja 

k k+i menor do que o de f C x 3 , de manera que o x será definido 

çomo 

testando na k-Bsima i teraçaio o c r i  t s r i o  de converg9nci a 

&Se CII.1.28> for satisfeiko o algoritmo acaba . Caso 



c o n t r a r i o  r deverá  ser d e f i n i d o  d e  modo que o algoriLma 
k+i  

possa começar a i t a r a ç H r s  k+ã . 
Dado que 9 m&todo d e  Marquardt requer  um m B m e r o  d e  

opera$ejãs d e  ordem d e  na p a r a  c a l c u l a r  dk r Powell propõe o 

s e g u i n t e  mdtodo CDog l e g  d e  ardem nZ opsraq8eç3 : r e s t r i n g e  

dk ao subesgapo bidimenoional gerado  por gk = V f Y f ( 2 )  e 

í ~ ~ 3 - l ~ ~  C sendo  oste r i l t i m c  o ponto  e s t a i i o n A r i o  da fungP(o 

k 
quidrbLioa # 3 .  A s s i m  dk r e s u l t a  ser da  forma 

onde 

caso cmnt r6 r io  o deslocamento ser& o ponto no segmento que 

une os pontos  

k k e que da o v a l o r  mínimo a # í d )  s u j e t o  a lld 11,5 r k .  Duas 

k caracterí sti cas d e s t a  e sco lha  d e  d são v e r i  f i cadas:  

i 3 Uma t e n d e o i a  pa ra  a i n o l i n a g ã o  d e  -gk se r f o r  pequeno 
k 

ii 1 Se r f o r  su f i c i en temen te  grande e O' f o r  d e f i n i d a  

p o s i t i v a ,  e n t ã o  

-1 k 
dk = -Cek3 g C d i r e ç ã o  d e  Newton> 



1 5  

O c d l c u l o  de  rk+, depender& da r e l a ç ã o  

k 
f ( x k  + dk> - f(xk3 5 0 , 1 1 9 ~ ~  I - f ( x k > l  CII.~.~I> 

Logo, se ( I I .I -31 1 val er r k+l ser 6 ~ld~l l ,  OU 211dkll,. 

Caço con t rd r i  o 

Powell e s t a b e l e c e  que cada três i t e r a ç 8 e s  devem 

corresponder a uma espso ia l  d e  manera que as d i reçEss  dk 

pa ra  k=a,z. . . . s a t i  sfagam uma condi ç"ao d e  i ndepend&nci a 

l i n e a r  estri ta.  

Deste modo, se f f o r  l i m i t a d a  infer iormente ,  e as 

codiq8es CII.1.223 forem s a t i s f e i t a s  o a lgor i tmo c a l c u l a  um 

k + i  ponto x que tamb&m ç a t i s f  az  < 11.1.281. 

* 
Se x f o r  um mínimo l o c a l  d e  f que esteja con t ido  numa 

regi30  convexa e fechada B, onde f seja estrit,amenta 

convexa, e se e x i s t i r  CY en (N t a l  que o s  pontos xk gorados 

p e l o  algori tmo pertençam a B para  todo k > CY en tão  a 

3c - 
-5Ç 

sequ&nnoia €xk) convergir6 para  x e C? para GCx ) . 
- 

Finalmente, se G f o r  e s t r i t a m e n t e  d e f i n i d a  p o s i t i v a ,  en t#o  a 

k t a x a  de  converg&nci a da sequ&ncia € x  3 ser& super l  i near . 



F L E T C H E R  C 1972) conoi dera o p r o b l e m a  c o m  reotri  ç B e s  

m i n  f C x 3  

S. a. 

T x E IRn 1 C . x  L b , i .=r ,z , . .m } C 1 1 . 1 . 3 2 3  

k+i 
N a  k - & s i m a  i teraçSo a a g r o x i m a g - ã o  x ao m i n i m i z a d o r  de  

C I I .  I .  32) Q obtida c o m o  o vetor que resol v9 o s u b p r o b l e m a  

k  m i n  q4 Cx) 

s. a. 

onde 

k  k  T k  1 k T k  k # k ~ x )  = fCx 1 + VfCx 3  Cx - x 3  + -Cx - x 3 G Cx - x 2 
CII. 1 . 3 4 3  

k  
Fendo G a aproxi maçâSo  da hess i  a n a  dada por C I I .  1 . E 5 3 .  

r B tal que  O < r k  I H CH L O ) .  O r k  ser& d i m i n u i d o  se a 
k 

rel a ç Z o  C I I .  1.331 abai xo nZo se satisfazer , sendo a u m e n t a d o  

no  caso contrariar. 

Se y for sol u ~ ã o  de C I I .  1 . 3 3 3  , o teste para acei L a r  y 

k + i  c o m o  x s e r &  

R e s o l v e - s e  CII.l.33) fazendo-se uso  d e  u m a  sstrat6gia de 

conjunto  ativo, e desta f o r m a  o s u b p r o b l e m a  (11 .  I. 33) 



t ransforma-se em 

c u j a  so luçãa  pode 9 achada resolvendo-se o sistema da 

equaç8e.s 

Sab as mesmas h i p b t e s e s  de  POWELL C19701 para  f a vZf 

t e m - s e  que a nbmer u de subpr obl e m a s  quadr A t i  coo r e so l  v i  dos 

k e m  cada ikeraçSo & f i n i t r s ,  se 4 x  3 f o r  uma çequênc ia  gerada 

k ' p e l o  m&odo, e n t s o  exã st9 uma subsequ&nci a, digamos <x 3 ,  

tal que 

onde gb B um g r a d i e n t e  v i áve l  e B tal que  -gb corresponde A 

so lução  do problema 

k n A 

A 1  Qm di eso se x -+x, e n t ã o  x $ um ponto de  Kukn - 
Tucker . 



1 8  

C o m o  corolãrio t e m o s  que para o caso i r res t r i to  

MORE Cf 9783 d6. u m a  i m p l e m e n t a ç ã a  robusta e e f i c i e n t e  da 

ver s#o do a1 gori t m o  de LEVENBERG-MARQUARDT para o probl @ m a  

m 
onde F: IRn-+R . O a l g o r i t m o  procura u m a  a p r o x i m a ~ ã o  ?r 

sal uqãa de C I I. 1.39) m e d i  a n t e  a sal uqãu du sukprobl e m a  

D Q u m a  m a t r i z  nzo s i n g u l a r  que n e s t e  kaso s e r &  diagsnal , 

usada c o m  a f i n a l i d a d e  da fazer u m  ç ca l i ng  . 
198 u m  ponto de v i s t a  m a i s  geral M o r 4  considera o 

sukprabl ema 

onde f :  R" ,rRm e J B u m a  m a t r i z  m  x n . S a b e m o s  que a 



base para o metodo de  LEVENBERG-MARQUARDT O que re  d* & 

x 
sol u ç ã a  d e  11.1.423 , e n t ã o  d = dC h3 para a1 gum A 2 O onde 

Se J f o r  d e  p o s t o  d e f i c i e n t e  e h = 0, e n t z o  (11.1.473 

será def i n i  da pel o s e g u i n t e  1 i m i  te 

-1 + 
WCO3 = l i m  DdCA3 = -CJD 3 f 

Existem duas  p o s s i b i l i d a d e s  : A = O e IIDd(03 ] I z <  r e m  

tal c a s o  d( O1 & a sol uçZo d e  C 11.1 .423 pa ra  o qual  IIDd 11. B 

mínimo; ou A > O e 1 A = r ,e e n t l o  dC A> 4 a bnica  

soluçZXo d e  CIã.1.423. 

I s to  s u g e r e  o s e g u i n t e  a1 garikmo 

1 3  Dado r k  2 O e a s o l u ç ã o  d = dk =: dChkl de 

k T k  k k  k k C C J  > J + h k D  D 3d = - J fCx 3 

k então :  ou Ak = O e I I W C A  3II.5 rr  

ou hk > O e I I D ' ~ C  A*>  IIz= r k  

cal cu l  ar 

Jk+l k+i , senão  f a ç a  x =xk e J k+a= J 
k 

31 Escolha r 
k+ 1 

e D ~ + ~  



Observemoo que o s i s t e m a  d e  equaç€bs 

corresponde às equações normais do  problema d e  mf nimos 

quadrados 

que pode ser r e s o l v i d o  usando uma descomgosiçãrz Q-R com pivd 

coa una. A p r i  nci  pal  vankagern de  C 1- I .  1 ,453 6 a r a p i  dez C duas 

vezes m a i  s r drpi do que C 1 I 1 4 6 3  3 , m a s  C I I .  1.453 r e s u l t a  

quase á r r e a l i  zável quando A = 8 e J esta p e r t o  de ser- de 

T 
posto  d e f i c i e n t e ;  a1 Bm d i s t o ,  a fo r rna~ão  dos f a k o r e s  J J e 

T 
i3 D podem conduzi r a anderf l o w s  e overf 1 owç desneceçs&ri os, 

o que nXo sucede com CII. 1 .481,  e por tan to  a perda de 

rapidez  4 compensada pe lo  ganho da v i a b i l i d a d e  e robustez.  A 

escolha  d e  r depender& do comportamento do p a r â m e t r ~  p 

def i ni'do por 

MORE pr oprde o segui n t e  a1 gor i tmo 

+ ol1r 
k ' ponha 

k k  
Ak 

= O dk = -J+fCx C J  i n v e r s a  genera l izada) .  senão 
i- 

dotermi n e  hk > O ta l  que ça C I I .  1.461 se s a t i s f a z e r  para  



23 c a l c u l e  a r a i o  p 
k 

k + i -  k k+i 
Se q > 0 . 0 0 U l  , ponha x - x + dk , compute J 

e sco lha  P 4? SB pk 5 - 4 k+ i 

Dk+i 
5 3  A tua l i ze  

Com este algor i tmo MORE dPir s e g u i n t e  re su l tado  de 

m 
convergânci a .  Se f : LRn-+[R f o r  uma f unqão cont i  nuamente 

k 
di  f erenci  dvel em fRn e x 3 f o r  uma sequgncia gerada pelo 

a1 gari kmo , então  

k k  
Se <J*> são l imi tadas .  en tão  l i m  i n f l l ~  fCx U  

k -+ao 

Fi na1 mente se f ' f o r  uni f ormemente cont i  nua, então  



FLETCHERC 1 g803 conçi der a o pr obl e m a  i r r e s t r  i t o ,  s, da 

m e s m a  f or m a  que GOLFELB-QUANDT-TROTTEZR , na k - & s i  m a  i ter ação 

usa  B m o d e l o  

A p r e s e n t a  o s e g u i n t e  a1 gori t m o  

k 
11 &dos x e rk  c o m p u t a r  gk = v ~ c X )  e G~ = vZfcxk) 

21 R e s o l  ver C I I .1. 48) para d 
k 

C o m p u t e  

Se LSk < 0.25 faça r - jdk 112 
k + i  - 4 

ÇeLSk>0.75 e l l d k ~ ~ a = r k  faqa r k+i  = 2rk 

Senão faça r = r 
k+ A k 

k+l-  
Se cSk 5 0 faga x - xk , de ou t ro  m o d o  L+' = 2 + d k 

k FLETCHER estabel  ece que se a sequ8nci a € x  3 gerada pe lo  

a1 gori t m c  for tal que  xk G 6 B IRLR" V k , onde B é u m  çon j u n t o  

l i m i t a d o  0 çe a função  for duas vezes c o n t i n u a m e n t e  

di f erençi &v91 c o m  11gf C 2 3  11 < H e m  B , então exi =ti r i  u m  
2 

* O 

ponto de a c u m u l a q ã o  x que s a t i s f a r A  as condiçires 



necessArias Cde conv8rgencia3 d e  primera ordem. Se alem 

* 
disso x s a t i s f a z e r  as condições s u f i c i e n t e s  d e  segunda 

ordem. en tão  a r e s t r i ç S o  Ildll, 5 r B n%o a t i v a  para  k 

suficientemente grande, a t a x a  da converg&ncia d 

quadr .%ti ca. 

FLETCHER C 9 8823 cunsi  der a o segui n t e  gr obl e m a  i r r estr i to  

C não d i  f e renci  Ave1 3 

m onde f : ~ ~ - - r [ # ,  c : [R~--~R , sZo d i f e r e n ç i d v e i s ,  e 

h: IR~--~[B Q convexa. O a lgor i tmo apresentado por ele e uma 

a d a p t a ~ ã o  d e  FLETCHER (19802. Loçp u problema modelo na 

k-bsima itcs-aqão Q 

k 
q5kC d) = c q k C  d) + hC 1 C d> 1 , 

k T  1 T k  
q k ~ d >  = f ~ X 3  + VfCx) d + --@ Wd. 



hk são OS multiplicadoreç, ou aproxima@es deleã, do 
i 

problema CII.1.511 

k k T 
lkCd) = cCx > + CA > d 

k k A'< = CVc C X  > ,Vc2Cx 1 ,. . . >V= C>)> 
1 m 

O ALGORITMO 

k k k k 
I> Dados x , h , r k ,  calcule fcx , c(x  , , e V?, os 

k 
quais dotormi nam FC x 1 @ k ~  d) . 

21 Obtenha a solução C global ) dk de C I I .  1.51 > 

3) Computar 

43 Se i!Sk < 0.85 ponha rk,i -l@.12 - 4 . 

Se 6 > 0.75 e [dkllZ = r  ponha 2rk. 
k 

%n$o ponha rk+&= rk  

k+i k hk+i  
5 > S e O k I 0  f a ç a x  = x  , = hk , caso contrário 

k + i  
k + d  

k 
f a ç a x  = x  e hkIi igual ao mul tiplioador que 

resolve CII.1.51). 

Prova-se que, se a soqu&níia <xk3 gorada pelo algoritmo 



estiver cont ida  n u m  subconjunto E3 l i m i t a d o  de R", e SE, a 

função f for duas vezes c o n t i  n u a m e n t e  d i  f er enci  A v e 1  c o m  

segunda derivada limitada e m  E3 , entCTo existir& u m  ponto de 

00 a c u m u l a ç b  x no qual  a condiçso de converg9ncia de p r i m a r a  

a r d e m  se verifica,  i s to  B 

DENM S-SCHPlABEL C E 54833 a d m i  t e m  que 9 m  C I I .  I . I 8 3  G zej a 

u m a  a p r ~ x i m a ç ã o  s i m 6 t r i c a  e def in ida  posi t iva  da H e s s i a n a  de  

f ; e m  t a l  caso a sol uç8o do s u k p r o b l e m a  < 11.1.103 6 

para u m  frnico X 2 O tal  q u e  / I d € A > / /  = r a m e n o s  que /IdCX) 11 < r  
2 2 

e e m  t a l  caso d C O >  = dN Cdireção de Newt,on>.  D e v i d o  9s 

di f i cul dades para r-esd ver a equa@o 

a p r e s e n t a m  o m F 5 t o d o  Dcluble dog-leg, q u e  8 u m a  s x L e n s ã u  do 

m e t o d o  d e  POWELL C d o g - l e g 3  , para achar u m a  solução 

a p r o x i m a d a  do suhprobl e m a  C 11.1.191. Basicamente ci método 

c o n s i s t e  e m  a p r o x i m a r  a curva d C X 3  m e d i a n t e  u m a  função  

1 i n e a r  por partes que  une  o ponta  de C a u c h y  C m i n i  m i  zador do 

modelo quadrAkico na direqão do m Z i x i m a  desci da 1 oca11 a u m a  

fração da ponto de  N s w t - o n  C c o r r e s p o n c l e n t e  B direçzo de, 



-t 
Newton do  modelo). Deste  modo esco lhe-se  x c o m o  o p o n h  ta l  

3. -I- 
que Ilx -xllz= r ,  s a l v o  se 116-' Vf < X> 1lZ( r ,  c a s o  e m  que x 

ser& o ponto d e  Nedon.  A s s i m  a d i r e ç ã o  t ende rá  para a de  

máxima desc ida  se r f o r  pequeno, e pa ra  a d e  Newton se r for 

grande.  

Oaponto  N na d i r e ç ã o  d e  Newton é dada por: 

onde 3 B tal que 

e P. C. & o ponto d e  Cauchy. 

GAY < ISZ4) cons ide ra  o m e s m o  pr obl  ema r e s t r  i t o  ( I I .  1 .32) 

que € FLE'FCHER 1 , e usa  como modelo para o c % m M o  na função  f 

a função. 



2 com g = V f  C xl e G sendo V f C x3 ou uma aproximaçSo C DFP 

-BFGS> . 
Fazendo uso ,  ds uma e s t r a t 8 g i a  l o c a l  de conjunto a t i v o  

no pr obl ama C I  I .  1.383 , Gay a p l i c a  o segui n t s  a l  gori  t m a  para 

problemas i r r e s t r i t o s  : 

FASE33 O 

Escolha um ponto 2 e m  [R" e um r a i o  r > 0. e s e j a m  d 
o ' 

6 % ~  6., a, constantes  dadas, t a i s  que: 

O < &  < 6  < a < & = ,  
O i 

o < o i < a ,  O < q < i  

P A S m  á 

t Achar d s a L i  sf azendo 

Escolha r +  segundo: 

i >  r I r + 5  S r se CII .1 .50>  se sakis fazer  
2 

ii> 6011dt111.5 r+d 6í11dtlla se C11.1.BO> não se s a t i s f a z e r  

Defina r = r +  a t 9  que CII .1 .59> seja v&lido 

PASSO 4 



+ c 
Defina x = x + dt como o novo ikwando.  

N o  a lgor i tmo,  que dt s a t i s f a ç a  a iondipZo [II. 1,333, 

garan te  que nos pontos l i m i t e s  da sequencia gerada,  se 

çati 5f ar30 as codi ç8es d s  ot i  m a l  i dade necessbri  a5 de  primera 

ordem. 

O procedimento efe tuado por GAY é o seguin te :  

0) dados d = 0 k = 1. 

k 
1 > Escolha A tal  que 

t,k-i 
2 Ponha g = VICX~? + Gd , e f a q a  uma mudança l i n e a r  

d e  variBvei ç e m  C 11.1.871, de manera que quando a5 

r - e s t r í q B e s  não a t i v a s  C daqueles  dndices  que n3o 

k 
pertençem a A 1 forem i gnoradas, se obtenha um problema 

irrestri to.  

33 Aplique o a lgor i tmo para o problema i r r e s t r i t o  

r e s u l t a n t e  no passo 2). 

4) Volte A s  vari6iveis o r i g i n a i s ,  obtenha dtpk. Se dt" for 

t  
viave1 d e f i n a  d = dt,k . SenZc e s í o l h a  dtpk t a l  que 

t k c Ild' llz s r c c ~ ~ J ~  2 cx , faga L : =  k + i  o v& para  13. 

Uma forma de  d e f i n i r  dtpk 6 

onde 5 E C 0 , l I  4 esco lh ido  d e  maneira que etpk seja viiável. 



Par a e v i t a r  as compl i caq8es pr bpr i as das estraL9gi  as de  

conjunto a t i v o s  Cpor exemplo, convergGncia a um ponto nHo 

e s t a c i  onAri  o ,  z ã  g-zag , e L ç >  GAY ef  =Lua uma escol  ha encai xada 

k 
dos A , isto Q, c A ~ * * .  Usando uma exLens#o do m6todo 

dog-leg GAY prova que s9 f f o r  uma função continuamente 

diferenciClve1 e xC um ponto vi6ve1, en tão ,  para r dado, 
C 

C I I .  1. BÇ33 ç e r b  obLi do num ndmero f i n i  t o  de  passos. 4;e G e m  

CII. i. 571 f o r  1rscalmante l i m i t a d a  ? e n t ã o  todo ponto de  

* k 
acumulaçZo x da ssqu9nci a <x 3 gerada pe lo  método ser& um 

ponto e s t a c i  onár i  o C sati f a= as condi ç8es de  o L i  m a l  i dade de 

x 
pr i m e r a  ordem] . A1 Bm d i  s to ,  se x f o r  um m i  n i  m i  zador I oca1 

f or te C sat i  f a z  as condi ç8es necess6ri  as e suf  i c i  e n t e s  de  

oLimalidad~3 e se G = vZf for LipschiLz continua, enLão a 

k * s convergOniia de  t x  3 ssrb Q-quadratioa para  x , .i* Ilx -X1lz< 
6, 6 > O e X* um ponto i n i c i a l .  

VARIíI C 10851 apresen ta  um a1 gari t m o  para  resolver o 

pr obl sma 

min fCx3 

s .  a. 

h, Cx3 = O . i = i&. . . .m 

onde f ,  h : w"-*[R i = a,n,. . . , m  são duas vezes 
i 

eonLi nuamente cii f er enci i v e i  s f B 1 i mi  t a d a  i nf er i or mente e 

L a l  que Vf e $f S& Lipsch i t z  com a m e s m a  con tan te  K : 
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llVhi~x) - PhiCy> 1 1 , ~  K I ~ X  -yll, , V X , Y  c (R" , i=i,~,. . . ,m 

b f  à n e  o segui  n t e  subpr obl e m a  model o na k -&si ma i t e r  aqCXo 

k  1 k T k  k  min L c X , V ~ >  + V ~ ~ x ~ , v ~ > ~ x  -x + ~ x - x  > B CX-x > 
X 2 

onde LCx,v) = f c x )  + 

B a 1 agrangeana a s suc i  ada ao pr ubl erna € I I .  1.601 . 
k  B O uma aproximapão BFGS da  Hessiana vZ~Cxk, vkl e a B uma 

f unçzo peso des t inada  a fazer com que o conjunto  v i  Ave1 d e  

CIã.1.813 seja n3o vazio.  

k + í  Para d e c i d i r  se €xk+', v > 4 uma melhor a p r o x i m a ~ ã o  à 

k so lução  do  que Cx , v k )  usa a f u n í ã o  m4riLo dada p e l a  

penal i dade exata 

Para  evi L a r  um poss i  ve l  e f e i  t o  Maratos numa v iz inhança  

da so lução ,  usa  como função  m&rí to  a Lagrangeana d e f i n i d a  e m  

C I I. 1.62) . Sa h f ur o mul ti p l  i cador d e  Lagrange assrsci ado A 

k k r e s t r i p S o  Bx-x 1 1 , ~  r e m  CII. 2 .  @2>, e se dC h> = x - x . wC h> 
k 

- - v -  k 
v , e n t ã o  a função  Ild<hl(lz ser& monotonamente 

dec rescen te  e m  h C h 1 0 3  ; a l 8 m  d i s s o  9 poss ive l  moçkrar que 



para h sufic ientemente grande 

LCx 9 d C h 3 ,  v + w C A l 3  < LCx , v 9 wCh>> 

e que se pi> I vi 1 i=i.~.. . . rn , ent%o exi .ti r í h > O t a l  que 

PLCx + d C h 3 )  < PLCx3> . 
P 

VARI91 propae o segu inte  algoritmo 

i i 
1) Parta c o m  x , v , r i  , BO, k = O 

2 3  Faça k = k + 1 

k k 
3) obtenha hk Cprimiro teste h = O ) ,  d C A 3  o w C h 1  tais 

Teste  se PLC x + dC xk) 1 < PLC xkl , senão reduza r e vá 
k' 

a 3 3  

T e s t e  a cunverg8ncia , continue se necoszbrio. 

Compare a aproximaçZo quadrbtica de L c o m  D valor da 

k Lagrangeana e seus  gradientes  e m  C xk + d C X  3 , vk + WC hk) > , 

usando a ccamgaração para aumentar ou reduzir s r a i o  r 
k ' 

k Atual ize  B , 



k 
€3) Faqa xk+'= x + d€hki ; vk+i= vk + wCh i , volte a 2>. 

k 
Para  o b t e r  converg4ncia  VARE31 e s c o l h e  h que v e r i f i q u e  : 

e m  l uga r  da ex ig@ncia  do  pas so  31 A Q tal. que 

c o n s t a n t e s  a ,  18 e m  IR v e r i  f i  cando 

que p 2 V 1 I = ',a,. . . m pa ra  t o d o s  os pontos  gerados  

p e l o  a1 g o r i  t m o  e que o c o n j  unko 

k seja l i m i t a d o ,  prova que a s e q u h c i a  Cx ? gerada  é l i m i t a d a ,  
- - 

e se x for um ponto d e  acumulação, e n t ã o  h .  C x> = O i=i,z,. . , rn 
t - 

e existir6 v ta l  que 

O O 
Se acon tece r  que  o ponto  Cx , v  1 estar numa v iz inhança  

* w  
da s01u~ã0 C X  ,V  > e oo I J ( B ~ > - ' -  ~ ' ~ € x ~ , v ~ > l l ~ 4  6 para d Z O 

k s u f i c i e n t e m e n t e  pequeno, e n t ã o  a c o n v e r g h c i  a de  C x , vk) 
iC * 

p a r a  Çx , v  > 4 s u p e r l i n e a r .  E s t a  p rop r i edade  local B o b t i d a  

%roçando no a l g o r i t m o  a f u n ~ z o  m é r i t - o  BL p e l a  função 

l agr  angeana numa v i  zi nhança da sol ução. 



BY RD-XHNABEL-SHULTZ C 1 9 8 7 3  , da mGsma for m a  que VARDI 

consideram o prokl a m a  çmn restric$5es da igua ldade  C I I .  i .  €301 

e na  k - é s i m a  itsra5a"o definem o problema modelo 

C subpr okl a m a 3  

kT T k  
onde #k{d) = g d + - d B d B uma aproxirnaqão q u a d r a t i o a  e 
da lagrangeana ,  c o m  gk = TWcxk3 e pk uma aproximal;:ão 

si mBtrica da H a s s i  ana  da 1 agrangsana . ct B d e f i n i  d a  de f srrna 

que o c o n j u n t o  v i  Ave1 de C I I .I. 843 seja não vazi  o, e 

Nota-se que, se d satifazer a5 reçLriç8es de 

CII .S.043,enkáo d pode ser desçamposto segundo as espacps 

t angen te  e o r t o g o n a l ,  i s t o  4, 

k T k- ~ n d a  Z? Q u m a  mat-riz n d n - m 3  t a l  que CZ 3 A - O e 
( ~ ~ 3 ~ 2  = I , vk é dado por 



e u B a soluçSo do seguinte  subproblema 

mín $ k ~ u l  

S .  a. 

onde: 

A s s i m ,  lembrando o t r a b a l h o  d e  Gay C 1 9 8 4 3 ,  as au t r r res  

re to rnam & forma do  mgtodo de  r e g i ã o  d e  c o n f i a n ç a  p a r a  u 

problema i r res t r i to .  

Pa ra  d e c i d i r  se 2 + dk 15 uma melhor aproximação que x 
k 

A s o l u ç ã o  d e  C I I .  1 .601  usam c o m o  f unçso m e r i  t,o a penal  i dade  e 

e x a t a  def  i n i  d a  e m  C I I .  1.631 . P a r a  svi  L a r  o ef ei t o  MARATOS, 

ou s e g u i r  uma c u r v a t u r a  n e g a t i v a  d a  Lagrangeana adic ionam e 

d a correção 

cada  vez  que  ~~~~~~5 g r  G Ç 0 , 9 3  

k 
Sob a a s sunção  s t a n d a r d  de que  a s e q u h c i a  x 3 esteja 



c o n t i d a  num subson jun to  S aborto do [R", que f ,  h i , se jam duas  

vexe5 c u n t i  nuamente d i  f e r e n c i b v e i s  en  S, que g = 7 f ,  A, 

-1 2 z 
C A ~ A )  , V f e cada  V h. s e j a m  l i m i t a d a s  e m  S; e as condiqões  

s o b r e  o e spaço  nulo:  

"c3 Existem K , K ta is  que p a r a  t o d o  k 
1 2  

onde v CP) s i g n i f i c a  o menor v a l o r  p r b p r i o  da  makriz P. 
1 

k T k  
33 CZ 3 B Z? f o r  urna m a t r i z  d e f i n i d o  p o s i t i v a  e 

Provam que cada i t e r a ç ã o  i n t e r n a  Citerar a t B  consegui r  

que x -c d seja melhor que x 3 do  a l g u r i  Lmo t e rmina  apbs um 

k 
nfrmero f i n i  Lo d e  repetiçZies.  !?e (PLC x I 3  forem l i m i  t .adns 

i n f e r i o r m e n t e  e m  S, e n t ã o  os pesos  u. p a r a  k suf ic ien temon%e 
I# 

k 
grande permanecem f i x o ç  e hC x 1 -+O. C zk3 Tgk-+~ 

C condi $30 d e  cunverg4nci a d e  p r i m e i r a  ordem3 , ordem) . Se 
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* 
então existir& A tal que as codiçSies de Kuhn-Tucker =eram 

v e r i f i  cada i s to  & 

e a matriz 

s e r á  def i ni  da posi  ti va. 

k * FinalmenLe a cclnverg$ncia d e  x para x , será 

Q-ãuperlinear , se, numa vizinhança de x * , $f e 9"h. 

i  i=i,2,, . . m> for e m  L i  pschi t z  c o n t i  nuas. 

CONH-WULD-TO1 NT C 1988) apresentam um a1 gari  t m a  para u 

pr obl ema 

min fCx> iII.9.8SS> 

'S. a. 

1 . 1  x .5  u. 
G L L 

Onde f : i3Zn-4IE B duas vezes  cunti  nuamente d i f  erenci  Aval. N a  

k -4sima i keraç30 o problema model o u t i l i z a d o  por e1 es 4 

k k a 
onde + d3 = fCx,  + W C x 3  d + - T k  

d B d ,  
2 



EZk é uma aproximação si rnBt r i  ca da Hessi ana v2f C x k 3  , % r; 

I I e D~ B uma matr iz  de soalamento não s i n g u l a r  

d i  agonal . 
A v i a b i l i d a d e  da sol uç3o Q mankida mrsdianke u aparador de 

se x . 5  1 
i G i 

C P C x l 3  = se x. 2 ui 

de o u t r a  manera 

Tem-ro que se dk f o r  sol upão de  C 1 1 . 1 . 7 0 3  , en tão  2 + dk 

devera ser viável , sati  sf azendo 

onde 1), 6 C 0 . 1  I ,X  & O ponto genera l izado de Caushy 
G 

d e f i n i d o  por 

k 
sendo t a menor so lução  do prablema unidimensi onal 

0 

k 
com v cons tan te  p o s i t i v a  e w correspondendo a d i r e q ã ~  

gr ad i  ente escal onado def i ni do por 



Us,ando o segu i  n t e  al gor i Lmo: 

P A S O  O 

-Zejam p ,  r ) ,  yo, y*, yz c o n d a n t e s  r ia ieç  dadas t a i s  que 

0 <q < 1, q < ( <  1, O <y, I y* < '1 5 yz. 

O 
e s c o l h a  um ponto i n i c i a l  x e m  R , um r a i o  r e uma 

O 

O O O 
aproximaçgo B da  h e s s i  ana no  ponto  x . Calcu le  f C x 1 . 
Faça k = 0. 

PASSO 1 

k 
ACHAR d sol uqão do probl9ma C I I .  I .703 

P A S S O  Cd 

k k  
Calcu le  fCx +d > a 

PASSO 3 

e s c o l h a  r E Er y r I se p 2 3 ,  ou 
k + i  k Z  2 k k 

Cie outra f o r m a  faça 

e sco lha  rk+* e E y r o k?  rk'. 

Atualize ao matr icez  gk, D ~ .  Incremente k em 1 e v& a 11. 



E s t e  a lgur i  t m u  6 s i m i l a r  au  dado pur SC,RENSEN CI@@E3 

que apresenta u m a  f o r m a  es t - ru turada  dos m é t o d o s  de  região de 

conf i ança, 

0s a u t o r e s ,  s o b  a5 hipbteses:  

1 -1 T e> bk = I + m a x  ( 3 B~( 
i 

e a propiedade de que x será u m  ponto c r i t i ca  de C L I . l . 7 0 3  

se e s o m e n t e  se 

k p r o v a m  que se for a s e q u h c i  a <x  3 gerada gel o m&cado 

veri f i ça 

li k k l imínf  i l ~ i x  - w 1 - x /Iz= O 
k -+m 

A 1 9 m  d i s t o ,  se exist ir  u 2 O L a i  que 
2 

então l imínf  na relação CII. i .  741 se L r a n s f o r r n a  e m  l i m  . 
k 

F i n a l m e n t e  se todo ponto d e  a c u m u l a ç ã o  de <x 3 

satisf i zar as condiqões de folgas c o m p l e m e n t a r e s  es t r i tas ,  s 

se l íxk)  c I C X  + dk2, e n t ã o  o a l g o r i t m o  i d e n t i f i c a  o 
C! 

con jun to  a L i  v9 c o r r e t a m e n t e ,  



MAHMOUB EL-ALEM C 19881 cons ide ra  hmbc5m o problema com 

reçtri qeíes d e  igua ldades  C B> e apresen ta  uma es t ra t -Qgi  a 

d i  f e r e n t e  bquel a dada por VARDI , e por BYRD e ou t ros .  

Corresponde a uma v a r i a ç ã o  do  m&todo no qual e m  cada 

i b r a ç z o  o passo  B e s c o l h i d o  como aque le  que minimiza n 

modelo q u a d r a t i c o  da Lagrangeana e d2i t.amb&m a1 gum 

k k T d o c r 9 e c i m o  a JJhcx > + VhCx 3 dll,. E s t a  idOia foi i n t r o d u z i d a  

por CELIS-DEFINIS-TAPIA C 19841 : e m  cada i t e r a ç ã o  o passo  Q 

computado r e s o l  venda-se o sukprokã ema 

onde B~ 4 uma aproximaqão da hes iana  da Lagrangeana 1 

assoc iada  a o  problema €Pl o o ak é uma c o n s t a n t e  p o s i t i v a  

que depende de k .  

Em CELIS-BENNIS-TAPIA Bk esco lh ido  como 

onde d k  & o ponto do Cauohy. 
=I' 

O segui  nke a1 gor i t m m  cor  r eçponde A modi f i caç80 dada por 

MAHPIOUD para  o b t e r  a direçzrs que p e r m i t i r a  d e f i n i r  a nova 

aproximagão A soluçZo d e  C B> 



ALGORITMO 1 

% > Resolva o sub-problema 

C QP> k k T  min V ~ ~ C X  ,A. 1 d + - d T ~ k d  
2 

para obter  dk e dhk 
qP =fP 

k +-k 
e d 5 r O passo teste ter& d = dk e = . 

k ' qp qP 

sen2io: 

a3 Se xk for u m  pont-o vifival , entEío reso lva  o 

sukpr obl e m a  

Faça 

-I 
;k = dk 

TRQP ' bhk = - ( V ~ ( X ~ > ~ ~ ~ C X I ]  VM $1 c VI. (21 + ~ ~ d : ~ ~ ~  1 
k bi Se x não f or vi  Ave1 , snt-ão reso lva  o subprokl ema 

C CDTJ 

Faça : a k  - k 
- d~~~ C 

e 



Seja dk o passo c o m p u t a d o  por a l g u m a  das formas 

anteriores e bXk o seu ocrrespondonte m u l t i p l i o a d o r  de  

"k 
Lagrange. A qual idade do ponto C xk + d , hk + dÂk1 e m  

k rolagão ao ponto € xk, A  3 s e r &  avaliada por m e i o  da f unpão 

LAGRAMGEANO AUMENTADO 

B f  i ne-se a reduçSa real na  função  m&ri t o  no pant-a 

"k k  "k 
<xk + d , A + AX > c o m o  

k k k  Ak "k k aredk = QlCx , h  ;c 3 - #ííxk + d hk + AA ;c 1 

e a reduçZo pred i t a  c o m o  

k  "k k  "k k  
pred = #Cx ,hk , ck>  - y K x k , d  , A  ,A& ;c 3 

k 

onde 

Ak k "k k yC 2, d , h , AA ;c 1 c5 u m a  a p r o x i m a p S o  da f unpão 

ar ed 
O passo s e r &  aceito se - > v, , onde q, E C 0 , I )  pr ed 

k 

e então x k + l  = xk + dk x ~ + ~  = hk + mkS b f i n a - s e  dk = 

dk e A A ~  = AX* se o passo for aceito, no caso e m q u e  seja 

k + i  - - k * Ak+i  
rejeitado, x 

k 
X ?  = h . O a1 g o r i k m o  segu in te  



p%rmiL% t%star o passo e atualizar 0 raio da regiãa da 

conf i ança. 

ALGORITMO 2 

ar ed 
k 

Se pred 5 ql, então faga: 
k 

ar ed 
caço contrari o, se -q 5 

k < qz , entso faga 
i pred 

k 

e vol t-ar ao úl Li mo passo acei tada e ao 131 ti ma rad i  o da 

região de conf ianqa w atualize o radio. 

Caso contrario faqa 
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k 
r = max< r*, oialJd 

r+& 

A seguir  apresentaremos o ã lgor i  tmo geral propasko . 

PASSO C 2 3  

Compute dk e de acordo c o m  o algoritmo (11 

Atualização do paramet-ro de  penalidade de acordo com o 

segu inte  esquema: 

faqa r = r 
k k- i  

Sa 



caso conkrb r io  f a ~ a  

PASSO C41 

T e s t e  o pas so  e a t u a l i z e  r d e  acardo cc im a a l g a r i t m o  2 
k 

PASSU C 5 1  

Faça k = k 9 1 e v& ao passo C 1 1 .  

Considera-se as segui  nbes h i  pc5tesss de conver gênci  a 

11 E x i s t e  um c o n j u n t o  a b o r t o  e convexo C.2 c U?n ta l  que 

k 
p a r a  t odo  k ,  x e xk + dk E Q. 

21 f e h. são duas  vezes  cotinuamwnt-G d i f e r ~ n c i & v e i s  e m  
b 

n. 

31 E x i s t e  uma c o n s t a n t e  r  ta l  que r 5 r pa ra  t o d o  k. 
k 

41 %CxI , VfCxl, V ~ ~ C X )  , k < x l T v h < x 1  e Vh.<x> 3 t 

i=i,o,. . . . ,m &o t o d o s  1 i m i  Lados e m  0. 

8 )  As m a t r i  ses B~ s ã o  super iormente  uniformemente 

l i m i t a d a s .  

É demostrado que a l g o r i t m o  est-6 bém d e f i n i d o ,  no 

s e n t i d o  emque sempre encon t r a  um pas so  a c e i t b v e l  e a l & m  

d i s t o  termina m u n  G ponto d e  Kuhn Tucker. 

Para  a ve l  oc i  dade de  convergenci  a 1-oca1 , ac re scen ta - se  

as segu i  n t e s  h i  p b t e s i  s: 

k 1 > A sequ6nc ia  Xx 3 converge a um ponko de Kuhn Tucker . 



* 
2 3  Em x se s a t i s f a z  a condição  necessAria  d e  segunda 

ordem 

31 Vzl Q L i p s c h i t z  conkinua e m  r e l a q ã o  a x e m  alguma 
X 

* 
viz inhança  d e  x 

41 E x i s t e  ko s u f i c i e n t e m e n t e  grande  ta l  que V k L k se 
O 

Estabe lece-se  e n t ã o  que p a r a  k s u f i c i e n t e m e n t e  grande  a 

r e g i ã o  d e  con f i ança  ser& i n a t i v a  e a converg4ncia  da  

k * * 
s s q u ê n c i a  Cxk,h 1 p a r a  a soluc$So < x  , h  9 s e r &  Q- q u a d r á t i ç a .  

C& t r a b a l h o s  d e s c r i t o s  a s e g u i r  correspondem ao caso n3o 

di f e r e n c i  Ave1 g e r a l  , nos qua i  s se comki nam as mr5todos d e  

f e i x e  e r e g i ã o  d e  conf iança .  A s  d e f i n i ~ õ e s  e p rop r i edades  

n e c e s s b r i a s  p a r a  s u a  comprensão são dadas  no cap i  t u 1  o C 161 1 

ao qual  r e f e r imos  p a r a  a metodologia d e  f e i x e  13 algumas 

f dr mul as que serão u t i  l i aadas  . 

KI WIEL C 19881 a p r e s e n t a  um mgkodo d e  f e i x e  c o m  r e g i ã o  de 

conf i ança  e1 i psoi  da1 pa ra  m i  n i  m i  z a r  uma f unqão f convexa 

C nZo necessar iamente  d i  f e r e n c i  Ave1 1 sob as h i  g 6 t e s e s  da  que 

o c o n j u n t o  so lugão  E* = E R" 1 f<X> < fCx9 V x E R" 

seja não vaz io ,  9, que se conhece o c e n t r o  x e o r a i o  r de 
C 

alguma b o l a  E dada por [E = { x E R" 1 IIx-x,II, 5 r ) que 

W 
i n t e r s e p t a  o c o n j u n t o  H . O  algorit-mo p r e c i s a  d a  computação 



de f C x 3  e de a l g u m  sukgradiente  gf ei i3f Cx3 e m  cada ponbo x G 

k k LRn, e gera duas sequ8ncias  de  pontas X x .  3 e Cy 3 e m  R". A 

k k sequ&ncia € x  > deve satisfazer f cX+'I I f Cx 3 se xk+' * x k 

o fCxkl 4 m i n f C x ) ,  a soqu&naia auxiliar cykl e m  que, se 

k k k calcula fCy 3 e gf = gfCy 3 E afCy 3, gera u m a  aequência  de 

e1 i psoi des 

c o m  centro e m  x ande  as m a t r i c e s  Ak são s i m G t - r i ç a s  e 
O 

d e f i n i d a s  posit ivas.  E s t a s  m a t r i o e s  são t a i s  q u e  [E f i X* * 4 
k 

Y k. A s s i m  na k - Q s i m a  i tera$ão,o p r o b l e m a  se reduz a 

m i n  fCy3 

Y Et 

que u s a  c o m o  s u b p r o b l e m a  m o d e l o  a 

A 

para f fornecido pela definição CIII.1.2): 

C trata-se de u m  m o d e l a  local m e n t e  a f i m  para a f u n ~ ã o  f i .  

Devido à c o m p l e x i d a d e  de s t e  p r o b l a m a  K i  wiel u t i l i z a  u m a  

f ar m a  equi val e n t e  vi a dual  i zação de r estr i çE3eç. O a1 gor i tmo 

k+i 
busca u m a  s o i u q ~ o  ~y ,uk> de 



8 um número maior que o r n u l t i p l i ~ a d o r  de lagr'ange 

associado A reçkr içSo quadrá t ica .  

Fazendo 

o problema anteri ar se Lransf o r m a  sm 

KI WIEL propae o s e g u i n t e  a1 gor i  t m o  : 

PASSO C 0 1  

Escolha um ponto xi E e uma matr iz  A nxn s i m e t r i c a  
C I 

dsf  i n i  da gosi tiva , tal que o e l i p s b i  de  

3 

x 1 
s a t i s f a ç a  E&n W # Q>. Selec ione  um ponto de p a r t i d a  x 



e m  IRn, uma t o l e r & n c i a  f i n a l  E ,  m E C8,13 e parâmet-ros 

i 
) O e x E <1,1003. Ponha $ = x e J' = €I>.  Compute 

U 

l i í  
f ~ r ~ ,  g' E af(yi> e f l<x'> c = f<yi ,  + <g ,x,-y >.  

i 
Escolha  v E < O Í  q,]. Ponha o con tador  d e  i t s r a ç E e s  

arai k = 1 e o contador de passos s & r i a s  e m  1 = 0. 

PASSO C 21 

k -k C a l c u l e  a s o l u ç ã o  C v , d  1 e os mul t i p l i c a d o r e s  d e  

k k Lagr  ange  h , j E J , do  çubprobl  e m a  C I I .  1 . $1 > ; compute 
j 

PASSO C21 

-k 
Se I ~ ~ ~ I I  -, + P 5 b , PARE. 

P 
% 

-k Se a > O , vá a p a s s o  C41 ; de o u t r a  maneira con t inue .  
P 

PAC;SD C31 

+= 

Obtenha x E IR" e uma m a t r i z  A+ nxn s i m 8 t r i c a  e d e f i n i d a  
0 

p o s i t i v a  ta l  que 

seja um e l i p s b i d e  de menor volume con tendo  a [E # mk 
k P 

onde 

k -t + Substitua x , Ak e nk por x , A+ o n respe i  t i v a m e n t e  
C C 

e vá  ao pas so  C11 



i- 
5 1 v6 ao passo (51 C a s o  c o n t r á r i o  e s c o l h a  

k k  k i- e m  I ~ r )  ,10077 I ponha r) = r) e v& a pas so  C %  > 

PASSO C53 

k + i  - 
F a ~ a  y - 2 + dk e compute fcyk+'3 a g ~ ~ + '  E ãf C y 

k + i >  

k + i  k  k k + i  - k + i  
.se fCy 1 < fCx > + mv , ponha x - y , k ç l )  = k 4 1 

e a c r e s c e n t a  e m  1 CI contador  d e  passuz s e r i o s  1. Casa 

k + í  k c o n t r á r i o  faça x = x . 

PASSO C83 

Atual i ze J ~ + ~ .  

FASb;O C71 

k k + i  k  xk+' = x , ponha r) = , caço c o n t r d r i o  e s c o l h a  

qk+i  E C 0 . 2 1 .  Ponha x k + í  = k 
Ak+i = Ak 9 

k = k + l  
Q C 

e v21 a pas so  C 1  1 

k Ki w i e l  prova que a sequênci  a < x  , 3  gerada pelo a lgor imo 

ou 6 f i n i t a ,  e e m  tal caso o fi l t imo elemento é o minimizador 

k  de  f ,  ou Q i n f i n i t a ,  e f € x  l & m d n f ~ x ) ,  quando k-+co . 

S C H R A M M - Z O E  C19873 apresentam t a m b & m  um rnéLuda c o m  

r e g i ã o  de  con f i ança  p a r a  minimizar uma funqão convexa não 

necessar iamente  d i f e r e n c i 6 v e l  s o b  a h i p b t e s e  geral de que f 

seja  uma função  1imiLada i n f e r i o r m e n t e .  Da m e s m a  forma que 

K i  w i e l  o a l g o r i t m o  precisa d a  computaq3o de f  C x3 e de um 



s u b g r a d i e n t e  gfCx> E NCx) e m  cada x E R". Gera duas 

k k k sequ&nciaç  d e  pontos  Cx > e €y 3 e m  R": a sequênc ia  €x 3 

deve sati  sf a z e r  f C xkci> k k*i & 
f fCx 3 ,  se x X e 

k 
f Cxk) "minf C x) ; e a s a q u o n i i a  C y  3 s e r v e  pa ra  computar f € yk1 

k 
e gj E df C y 2 que ser30 usado p a r a  melhorar c mcdel o quando 

na"o se cons iga  um s u f i c i e n t e  decresc imento  da função  f .  

Desta maneira,  na k - Q s i m a  i h r açCio ,  a problema modelo ser& 

A 

onde f B c o m a  e m  C I I .  1 . 7 9 3  , um modelo 1 acal mente a f i m  pa ra  

k 
fCxk + d3 - fCx 3 d e f i n i d o  e m  C I V . I . S ) ,  por 

onde I = .fi,z,. . . ,k3 

Como na obkenção de forma C 11.1.82) se chega s u c e s s i  iramente 

as f o r  mas equi  val entes 

min v 

S. a. 



Os a u t o r e s  mostran que o t r a b a l h o  de adap ta r  r a u  modelo i. 

e q u i v a l e n t e  f aze -o  ç o m  t. Estabelecem que  a çolução e m  d do 

problema CII. 1.841. c o m o  f unção  do parâmet ro  t. B c o n t i n u a  a 

c r e s c e n t e  e m  t > 6, e que a l é m  disso 6 secc iona lmente  a f i m .  

Em cada iLeraç%o k ,  s parâmet ro  t v a r i a  segum o seguinte 

a lgo r imo  i n t e r n o  C a t B  que  df t) produza ou um dec re sc imen to  

s u f i c i e n t e  da f unqão f .  ou p a s s a  n u l o > .  

k 
Escolha  ti , f a q a  j = 1 

k 
Compute a s o l u í ã o  (vCt  I , d ( t ? ) >  d e  (11 .1 .841 ,  

j J 

k k+ i  
f a ~ a  yk'i = xk + d~ t .? e compute g . E df cYI'I 

J 3 J j 



k+i  - k + i  - k+ i k+i - k + i  
f a ~ a x  - y  

- y j  
3 s  - g j  e PARE 

21 PASSO NULO: se se tiver 

3 3  Se 11 e 2) nZo forem sat isfe i tos  então escolha u m  t 

melhor e vol t e  ao passo 1 1. 

A eocçzlha de t B realizada atravks da bisse~aio, os 

autores provam que o algoritmo interna cicla u m  nirmero 

f i n i t o  de vezes. 

O algori tmo geral dado por SCHRAMM-ZUWE B o seguinb. 

A L W R I  TMG, GERAL 

PASSO C 0 3  

Escolha xi E ~",t- ,  c ,  m, p ,  13, e s em R t a i s  que : 

0 < t < t , 0 < m < 1  - , p > ~ , p > ~ , e s > o  

i i 
Faça 9 = x ,  compute fEy 3 ,  gi E afCyi3 s 2 ponha k = l  

i ' 

k + i  
Compute x de acordo com o algoritmo interno, ou pare 

se  se satisfazer algum tes te  de parada. 



E34 

k+ i Compute a, r para i=%&. . . k a i .  
1. 

PASSO C 3 1  

Faça k = k+l e v o l t e  ao passo < I > .  

k Os aut-ores est.abslecem que se € x  > 4 uma ãequ6ncia  

k -x * gerada por este a1 gor i tmo, sntCio x -+ x , onde x Q uma 

sol ução do gr obl e m a  . 



FUNDAMENTOS TE6EP COS 

N e s t e  c a p i t u l o  daremos o minima d e  ferramentas ,  nece- 

s s A r i  o a o  desenvol vi  mento d e s t a  tese. Suporemos conheçi dos, 

o s  resu l  t ados  bbsi cus  da oLi m i  zac$Io d i  f e renci  Svel ,  de  anál i - 

se convexa e as propriedades das  funqBes localmente Lias- 

ch i  t z  C ver Rock af e1 1 ar C 1 97O> ? . Começar emos 1 embr ando o con- 

c e i t o  e algumas propriedade do subd i fe renc ia l  no casa  l o c a l  - 
mente L ipsch i t z  e no caso  convexo. Seguiremos com as condi- 

ç8eç de  oti  m a l  i dade par a probl e m a s  convexos não d i  f er enci  A- 

v e i s  nos casos i r r e s t r i t o  e com restriq35es, e, f ina lmente  

daremos o concei t o  e al gumas pr opr i edades do  E-subdi f er en- 

cia1 . 

I ã I . i SWBISf FERENCI AS1 LI DAEE 

Definiç8es 111.1.1 

Seja f : [R~----+[R uma françzo localmente 

L i  pschi t.z ; então: 

11 O conjunto g r a d i e n t e  de  f e m  x, MC x3 4 a conjuntm 

MCx> = { g c R" I V .  , para alguma soqu&nsia 

x .  -+x, com f d i f  e renciavel  e m  x. 



2 3  0 cun j un to  subdi  f e r e n c i  al f g r a d i e n t e  genera l  i zadn3 

d e  f e m  x, afCx1. É. a e n v o l t b r i a  convexa do  c o n j u n t o  

g r a d i e n t e ,  quer d i z e r  : 

d f ~ x 3  = c o ~ < x >  = ( g r  IR" I g = 1 higi, 1 Ai = I . h 2 0.  
i 

r = i  L = 1 

Cada e lemento g  E afCx3 B chamado um s u b g r a d i e n t e  de f em x 

Propr iedade  111. I .  1 

O s u b d i f e r a n c i a l  d e  f no ponto x ç R" 

ver i f i ca o segu i  n t e :  

2 3  ãf€ xl B um con jun to  convexo 

3 3  dff x3 é um c o n j u n t o  compacto 

43 XCx3 Q semicont ínuo super iormente ,  ou seja, se uma 

sequência Cy.3  converge pa ra  x, e gie afCyi3 p a r a  ca- 
b 

da i ,  entZo cada pon to  de aczumul aqão g de C g . 3  sai-is- 
L 

f a z  g ~ H C x 1 .  

5 3  ãf é l i m i t a d o  s o b r e  c o n j u n t a s  l i m i t a d o s  



Propr iedade  111.1.2 

f a t o s  s egu i  n t e ç  sXo equi va l  enLes: 

1 i af C x3 c o n s i s t a  d e  um rlínico ponto. 

21 V f C x >  e x i s t e  e e cont-ínuo r e l a t i vamen teo  ao con jun to  

onde ele e x i s t e .  

Propr iedade  111.1.3 

Se a função  f f o r  convexa, e n t ã o  f ser& 

1 oca1 mente Li pschi  t z  no domi n i  o e f  eti vo. í domf 1 

Propr iedade  1 1 1 . 1 . 4  

Xs a funqZo f f o r  convexa e f CX) < m , 

A p rop r i edade  111.1.4 nbs permi te  da r  a s e g u i n t e  i n t e r -  

p r e t a ç ã o  geometr iça  dos  e1 ementos do  con jun to  i 3 f C  x 3 .  Cada 

s u b g r a d i e n t e  g e m  af C x3 d e f i n e  uma l i n e a r i z a g ã o  d e  f e m  x da  

s e g u i n t e  maneira 

f Cz> = f C x 3  + <g,z-x> V Z G ( R ~  
9 

a qual  B uma aproximaçZo i n f e r i o r  d e  f em x com 



O g r d f i c o  da função afim f Cz> 
B 

B u m  hiperplano sopor te  do conjunto Epi C f 3 C api gráf i c0 d e  f 3 

no ponta Cx,fCxll  onde 

Definição 111.1.2 

Atr avBç das 1 i neari  za~8eç i nf e r  i or eç de I?, podemos 

d e f i n i  r um modelo l o c a l  para f seccionalmente  af im,  dado por 

A 

f€z> = max Cal f g E t3fCxl 

Propriedade 111.1. S 

ri 

3 3  E p i f  c Epi f 



Propriedade 111.  I .  B 

fCx + td? - fCx) 
onde f'Cx,d> = a i m  - 

t . ~  O t. 

quando t a l  l i m i t e  existe . 

I I I  .2.  CONDI ÇmS DE OTI MALI DADE 

Nesta seção 1 embr ar e m a s  as condi gri-jes de oti mal i dads 

par a prubl emas convexos não di f erenci avei  s i r r e s t r i  tos e c o m  

r e s t r i ç õ e s .  

Propriedade 111.2.1 

S j a  f : IRn--+ IR uma funçzo convexa, 

então são equi val entes  : 

11 2 B um minimo global para f 

3 1  mdn I'<;, dl L O 

11d11, = 



ao 

Consi derernss agora o s e g u i n t e  probl ema C PI 

O n d e  f i : LR"-+(R i e K = =o u J , Io= I u <O3 çSo 

1 oca1 menke L i  pschi t z .  Temos, para C Pl , a s e g u i n t e  condi ~ ã o  

de oti mal i dade. 

Proposiqãn III. 2 . 2  

- 
Seja  x uma soluqão l o c a l  para u problema 

C P> , então  e x i s t e m  e s c a l a r e s  p., i E K nCio tudos nulos  t a i s  
L 

que: 

Definição 111.2.1 

O problema CP) É, chamado convexo quando a s  

funç8es f . ,  i E I são convexas e f , j E J são l i n e a r e s .  
L O j 



Pr oposi  ção 3 I I .2.3 C Teor e m a  de KUHN-TUCKER3 

- 
Dado u m  probf e m a  convexo CP3 seja I o 

con jun to  de sub ind i  c e s  de I p a r a  os q u a i s  f não sZo a f i n s .  
i 

Admi t a m o s  que o ponto de minimo de C P> ES f i n i  t n  e que existe 

um ponto v i á v e l  que s a k i s f a z  as des igua ldades  es tr i tas  e m  

CPí pa ra  toda i e I. EntSo um ponto x s e r 2  solugão btima de  

C P> se e somente se exi  s t i e r e m  escalares p , i E I U J, L a i s  
t 

As condi c;Sjes 1 1 , 2 1 , 3 3  da pr oposi çâIo C I I I. E. 3 3  

são chamadas d e  condiç8e.s de KUHN-TUCKER para o problema C P3 

I I I .3 6-SWBDI FERENCi ABI LI  DADE 

k f i n i ç á o  111.3.1 

Seja f : R"-+R, uma função  convexa e E 2 O. 



O G-subdif e r e n & i  a1 de f e m  x e o cxmjunto convexo 

Cada e1 ementa g f agf f x9 chamada u m  6-subgr a d i  e n t e ,  

M o t a m o s  que g E 8 f Cx) se e somente se g de te rminar  um 
G 

h i  pe rp l  ano  que  p a s e  por C x, f € x )  -s) ta l  que p a r a  t o d o  C y, p> E 

Epif  se v e r i f i q u e  p 2 fCx> + <g,y-x> - .s 

Prop r i edade  111.3.1 

S e j a m  f .  : IRn-+R, 

vexas e p r b p r i  as. Se e x i s t i  r x L a l  que  
O 

i=í,2 funçE5es con- 

f . € ~ l  < 0 0 ,  i = i , Z ,  
G O 

e n t ã o  

E s t a  p r o p r i e d a d e  pode ser g e n e r a l i z a d a  p a r a  k funçGes,  

k 2 2. 

O r e s u l t a d o  a s e g u i r  B e s s e n c i a l  na  me+-odolcqia dos 

f ei xãs C ver LEMAREGHAL C 1 Q 7 8 - 1 8 7 8 - 1 9 8 1 1  , MI FFLI N € 1 Q82> , 

ZOWE € 1 9 8 5 3  3 ,  porque i d e n t i f i c a  s u b g r a d i e n t e s  e m  um pon ta  a 

E-subgr a d i  e n t e s  d a  pon tos  vi z i  nhos. 



Propriedade 111.3.2 

a j a  f : R"--~[R, uma função convexa e 

prbpria, 6 > O. Então : 

1 > E x i s t a  u m a  vizinhanqa VCx3 de x tal que 
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CAPÍTULQ I V  

LJM ME?,TODO DE FEIXE E REGIXQ DE COMFIANÇA 

I V. U I NTRODUÇÃO 

N e s t e  capi  tu1  o consi der  ar emos o pr obl ema C Pl 

Onde f : IR"-+IR~ B uma função convexa C não obr iga to-  

r i amente d i  f er enai  5vel3 e h i : R"-+R, C i=i,a,. . . ,m sSo 

a f  i ns  . 
Brap8e-se um algori tmo para  C Pl que u s e  os metodos de 

f e i x e  e d e  r e g i ã o  de  confiança.  O mude1 o para  C Pí , o subpro- 

blema para  determinar a "d i reção  de descida" 6 gerado por 

u-ma aproximação secc ional  mente afim para  f C v i a  

subgradi e n t e í  a s  r e s t r i  q2ies &o kratadaç com nos m&tudos d e  

aproximaç8es sucess ivas ,  que e m  nosso caso  corresponderã a 

h i  pepl anos pa- ral el as aos h, . Dado que os hi perpl anos 
G 

p a r a l e l o s  e m  cada ponto poderiam ter ánterseqão vaz ia  com o 

eon j unto 

da mesma forma q u e  VARDI C 1985) , BYRD - XHNABEL - SHüLTZ 

f lQ873, poremos uma função peso nas L e r m o s  cons tan tes  dos 

hiperplanus  de  modo que e s t o s  inkerseptem o conjunto 



Da m e s m a  forma que LEVENDERG C19441, e WLFELD-QUANDT- 

T R O T E R  C 1966> no caso  d i  f e r e n c i  Ave1 , e SCHBAMN-ZOWE C í Q88> 

para  o caso não suave, o c o n t r o l e  de  r s e r á  f e i t o  por forma 

i ndi r e t a  , adicionando na f unção o b j e t i  vo do subprobl e m a  C mo- 

1 2 d e l o  para  CP> 1 a expressão xlldll,. A função peso oonsidera- 

da seri Cot e m  CII.1.611 e e m  CII.1.6431 

I t 
, se Ilh<xkl 11 E I e ic < IC 

Ilh' xk> II, 2 O 

k k 
k 

t , se t C Ilh~x )11z6 1 e k 5 ko p =p<x > = - C I V .  O. 12 

k 
se a sequgnci a Cx 3 C que ser& gerada pe lo  ALGORI TMO GERAL> 

t i v e r  um n Q m ~ r o  menor que q C q & prof ixado> termos consequ- 

k t i v o s  i g u a i s .  Caso c o n t r a r i o  ,5' = 1. 

O parametro t - será convenientemente e sco lh ida  

e m  C O , l > . A s s i m  O 5 / 3 5  1 . 
h<x> = ChlCxí, , h  Cx13. 

m 

A d i r e ç ã o  d Csolução do subproblemal , como função 

do pardmetro t > 0, será contf nua e lldí t> 11, c r e scen te ;  ta is  

propri  edadeç j u s t i  f i carão  o nosso c o n t r o l e  i n d i r e t o  do r a i o  

a t r a v g s  do parametro t ,  que será escolh ido  por m e i o  de 

bi  ssecção. A qual i dade da aproxi maçâlo à solução  do probl =ma, 

d e f i n i d a  p e l a  sol uçZo do subproblema s e r 2  ava l i ada  por meio 

da função m&r  i t o  penal i dade exata :  

O rngtodo s e r 2  uma extens50 do m&todo de SGHRAW-ZOWE 

C99871 p o i s  cons idera  r e s t r i ç õ e s  de igualdades ,  e e m  certo 

modo uma general  i z a ç s o  do mbtado de  VARDI C 19851 p a í s  t ra ta  



o caso não suave. 

k k 
Q a3 gori tmo gerar& duas sequ$nci as Cx 3 e C y 2- em IR". A 

k k k 
sequência Cx > deve sat isfazer  f C x 3  y m i n f  C x> e h ,  C x 3 -+O 

L 

quando k --+O par a i= i iZt i  . . m. A sequênci a auxi l i ar -Cyk3 

ser& usada para computar fCykl e gk = g$X? E af( yk> , 

neçess&rio para a geraqão dos sucessivos modelo locais de 

f C x+d> -f C x> scccional mente afins.  

N a  k-ésima i teraç30 teremas as sequhcias  de i Lerandos 

1 2  1: i 2  k x , x  , . . .  .x , y ,y , . . . .  y , e as linearizaçÊjes 

f . ~ x 3  = f < y J >  + < g j , x - y J > , g j e a f ( y ~ ~ ,  ~ E I  = ~ 1 . z  i . . . k >  
J 

C I V . 1 . 1 3  
k k k h . C x >  = h:Cx 3 + O h i € x  > C X - x  3 ,  i = ~ , ~ . . . . r n  ÇIV.  1 . 2 1  

Cesta, na verdade, exata3 

Definamos o erro C positivo 3  de cada 1 inearizagão e m  xk : 

k k ak = a ~ x  ,yi> = ~ c S )  - f .(x 1, J ~ I  C I V .  I .  31 
J J 

O modelo seccionalmwnte afim obtido akraves das l inea- 

rizaqões, 8 ,  no ponto xk + d ,  dado por: 

Das relaq9jos C I V . 1 . 1 3  e C I V . f . 3 3  tomos 



h 

O b ç e r v e m o s  que f a p r o x i m a  i n f e r i o r m e n t e  a f C xk + 6 3  - 
k 

fCx 2 .  

A s s i m  então  o problema modelo Csubproblema) para CP3 

k m í n  fCx ,d) 
S.  a. 

i=l&. . . . m 

CIV.  1.63 

Onde pk O a funpão peso dada por CIV.  O. I>. 

E c l a r o  que o problema CIV. 1 . 6 2  Q aquivalenke ao pru- 

bl ema 

min v 
V, d 

CIV. 1 . 7 . ~ )  

Lema IV. 1. l 

Se o mult ipl icadar d e  Lagrange da r e s t r i ç ã o  

CIV.1 .7 . c l  f o r  p o s i t i v o ,  então e x i s t i r 2  t 3 O t a l  que o grn- 

b1 e m a  



pkh. (xk3 + Vh, = O i=s,z,. . . . m 
L b 

8 equiva lente  a CIV.1.73 C ou CIV.1.€3>3 

Demonstrar;ão 

Observe que se t r a t a  de  problemas convexos d i f  eren- 

ci ave i  s , envcrl vendo apenas f unçaes quadr dki cas e 1 i near es , 

e x i s t ê n c i a  da so lução  estS. garantida,  s e l a  Q frnica, por ser 

a função o b j e t i v o  est-ri tamente convexa. 

A s  condiç€5es de  Kuhn - Tucker para o pralslema 

CIV. 1.73 no ponto Cv,d> garantem a e x i s t e n c i a  de: 

p = p Z .  . 3 ,  p > O em R* , c* = < a  ,a 
1 z ? " '  ,C* em [ R ~ ,  

m 

e T > O e m  R t a i s  que 

onde C , 1 representa um vetor e m  R'+". 

I s b  implica e m  



C I V .  1.9. c> 

Gonçi der e agora a função l agr angaana aoãcsci ada a C E V. 1.7. 3 

S u b d i t u i n d o  as expressaes de  d e v dadas por CIV.1. 9. bS e 

C I V . I . S . c >  t e m o s :  

que tem m 6 x i m o  e m  relac$Xo a r e m  



Por o u t r o  1 ado temos que 

T min v + - 
V, d 

2 Ild I18 

d equi val e n t e  a o  problema C I V. 1.7) ; por tanto ,  fazendo 

t = -  obtemos C I V . 9 . 8 3 .  - 
T 

O l e m a  a n t e r i o r  fo rnece  a i d e n t i f i c a ç Z o  e n t r e  r e m  

C I V . i . 7 3  e t e m  C I V . 1 . 8 3 .  

Dado que a r e s t r i ç X o  Ildll,5 r deve ser a t i v a ,  e usando o 

f a t o  de  que T mede a var iaqão da funçZo o b j e t i v o  e m  r e l a ç ã o  

à var i  ação de  r ,  B que uma a1 ei çCio da função f3 pode ser jus-  

- 
tamente CIV.  0.13 onde t B tal  que O t 4 t 5 c, e t uma - - 

c o t a  super io r  dada para t. O pr-eximo l e m a  ser& um inst;umen- 

t o  G t i l  para  a j u s t i f i c a t i v a  do algoritmo: ele r e l a c i o n a  a 

não v i a b i l i d a d e  de  xk e a g a r a n t i a  de  deslocamento a p a r t i r  

k 
de  x . 

Lema IV. 1.2  

Se f o r  d e f i n i  do como e m  C I V. O. 1 3  , e a sequênci a 

k Cx 1 t i v e r  monos de  q termos consequtivoç i g u a i s ,  en tão  



Damonstr ação 

k T 
2% dCtl satisf izer o sistema phCxk> + VhCx 3 dC tl = O 

C que suporemos sempre cunsi d e n t e >  , então,  

Use agora a def i ni  ~ ã o  de  /3 dada e m  C I V. O. 1 3  e o fato de quq, 

Ilh~ 2) 11, 2 1, para obter : 

Lema IV.9.3 

Dado t > O o problema CIV. 1 .81 t e r &  srslução 

( v C t ) , d ( t l )  se e somente se exis t irem C t t  l E 

t a i s  que 

CEV. 1 .131 



G O ~  pf t1  E 6aCt-3, E p.Ct1 = O se j G I-If t -1 ,  CIV. 9 . 3 4 . a 1  
J 

onde: 

As condiç6es  de  Kuhn - Tucker para < I V . I . $ >  se 

k +m ver i f i carZo  e m  Cvct l ,dCt>> se ex i t i rom CpCt-1 , d t i >  e IR ? 

p .Ct>  10, j E I t a i s  que 
J 

de  onde obtemos C I V. 1 .121  , C I V. 1 . 1 4  . a, b, c3. A expressão 

CIV. I. 133 6 ca lcu lada  diretamente de  C IV. 1 .  Scl c o m o  a seguir  



Dado que o probl ema C I V. 1 . 8 1  B convexa as condi çães  da 

Kuhn-Tucker sZo necess8ri as e suf i ci entes par a a d i  mal i dade 

de algum ponto vibvel CvC tl ,dCt) 1. Bastar& então provar que 

C I V. 1. 123 e C I V. 1 ,141 , implicam a s  condi çZíes de Kuhn-Tucksr . 
jT k Provaremos primeiro que . -vk- ak + g d 1 = O, j-i,=.. . ,k, 

J J i .  

k 
para isto usaremos ã expressão de  v , os f a t o s  que 

J = 1 

e pj 2 O. Com e f e i t o ,  para j = LJ,. . .,L t e m o s  que: 

a que implica 



dado que, k 
1 0  e -2 - a. i. gjTdj I C, para j=~ ,a  ,..., k, 

3 

entZo 

A outra re lação  B imediata. Portanto temos a equivalência.  I 

Lema I V. I .  4 

0ç mulLiplicadores Cp,cv> = CpCLl,cvft)> e m  C I V . l . l S >  

e f I V. 1.9 33 sSo solução do problema 

Basta considerar o problema dual d e  C IV. 1 .  €3) , çubç- 

tiLuindo-se as expressSies &Limas dC t> e VC L I ,  obtidas no le- 

ma anteri or , na 1 agrangeana d e  C I V. 1 ' 8 3  . 



Lema IV.1.5 

Suponha Vh< xkl d e  posto  completo, então  
B 

onde 

C k T v h < x k 1 +  = VhCx > VhCx 

bmonstr  ação 

Substi  tuamos a expressZo de  d€ t> dada por C IV. 1.123 

nas rstri ç8es d e  igualdade C I V. 1.7. bl ; obtemas: 

d e  onde 

e portanto 



Corolário  IV. 1 . 6  

- 1 
Suponha h ,  Vh, e [ vhTVh] vhT, l i m i  tados  

k 
em Cx 3 V k ,  então  cu B l imi tado ,  para cada t > C) 

Cural&rio IV. i .  7 

k Suponha VhCx 1 de  pas to  completo; en tão  

C I V. 1.161 6. equ iva l en te  a o  probl ema : 

C I V .  1.193 

Sob as hipótesesi do carolario C I V . 1 . B I  a fun- 

çXo d : CO, +m1--+R B continua.  



W = { d  E !Xn 1 1 ) h , ( 2 >  + W I . < X ~ ~ ~  = 0, i = l , g .  . . ,m 

C I V .  I .  20. a> 

k i FCt ,d> = fCx , d >  -I- - CIV.  1.80. b3 

A k  onde fCx , d )  f o i  d e f i n i d o  e m  C I V . 1 . 5 3 .  

En tão ,  u  p ruk l  e m a  C f V. 1 . 8 3  se reescreve 

min f C t , d l  

d G W  

* 
Seja a g o r a  L-+t ; d e v i d o  A s  h i p b t e s e ç  e ao fato d e  

que 8f & l i m i t a d o  s o b r e  c o n j u n t o s  l i m i t a d o s ,  t e m o s  que  p a r a  

* 
cada  t , e m  uma v i z inhança  de t CdCt33, o conjunt-o d a s  sol u- 

çbes d e  (I.V.1.213,C que 4 não v a z i o ] ,  Q l i m i t a d o .  

Podemos por t a n t o  supor  que,  pa r  a a1 guma subsequiSnci a, 

que notaremos d a  m e s m a  f o r m a ,  

Dado que  a função  FC . , . 3  9 c o n t í  nua e que  o c o n j u n t o  W 

& f echado  , e n t ã o  : 

3'E 
Por o t i m a l i d a d e  t e m o s  que  FCt,dCt33 I FCt,dCt 1 3 ,  l o g o ,  

usando a conkinu i  dade d a  função  FC . , . 3  , t e m o s  : 



como o g r  obl  e m a  C I V. 1.21 > convexo sendo  s u a  f unqão o b j  eti - 

vo e s t r i t a m e n t e  convexa p a r a  cada t ,  chegamos a 

dZC = d ~ t * i  

Concl uese  que  qual  quer subsequênci  a convergente  converge pa- 

3% 
ra o val  or da  f  un@o d e m  t , por t a n t o  é con t inua  . 

Da m e s m a  forma que SCHRAMM-ZOW C l987> consideremos ta- 

i 2 s 
dos  os subconjuntos  I , I  , . . . . I ,  de I = , 2 .  k e 

def i namos 

, j= i ,Zf .  . . ,= ? 

i I V . i . E 1 ; 2 >  

onde ICt> B o con jun to  d a s  r e s t r i ç E e s  at ivas v e j a  CIV.i.I4c> 

S .  

É claro que CO,CD> = u T~ . 
j = i  

Z 
S e j a m  t', tz E T' ta is  que ti 5 t , e n t ã o  

I > C ti, t z 3  c T'. C T' 6 convexo) 

k 
21 Se VhC x 3 f o r  d~ p o s t o  complet-o, en tSo  

dCnki + (1-n>t2 i  = nd~t-'> + ~ 1 - n í d C t ~ )  , .rr E C0, l l  

h m c m d r  aqZo 

A demonstração d e  13 será semelhante  A d e  SCHRAMM- 

-2OW. Suponhamos que 21 se v e r i f i c a ,  s e j a m  



i = n t  + [I .-n)tZ . e dn 2 = ndí + C1-n3d , n s 10,11 
2 2 onde di = dCtil e d2 = d C t  3 são a s  s o l u # 5 e ã  d e  í I V . 1 . 9 )  

2 para t = t' o t = t respectivamente. N o s  t-emoç que para to- 

do p,q e 1' e r e I' 

!gTd' - a k = E f  q T d i  - ak > g  rT d i - 0 i  k , i = i , z ,  (13l.1.231 
P 9 r 

A relação CIV. 1.231 & tambbrn s a t i s f e i t a  se s u b s t i t u i r  - 

m o s  di por dn. ~e f a t o ,  

Para a des igual  dade e m  C I V. 1.231 deduzi mos, usando o fato d e  

que p E I' e r fE I': 

2 O 

Por tanto  L e m o s  1 i . 
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Para a par te  S j  ternosz do l e m a  I V . 9 . 3  

Sukst i  tuamos a expresHci d e  cv obt ida  no 1 ema I V .  1 . 5  

onda: 

t e m o s  que pCt 3 - - I-I, satisfaz: 
T€ 



portanto I - 1 ( t 1 3  = I - 1 c t Z 3  = I - C ; dado que I C t . = )  e 

I ( til i = i . Z .  580 sub ion jun to t  de I ,  então I C t.rr? = I C t i l .  

Subati t u i  ndo p nas  e x p r e s s B e s  de d e v I dado por C I V, í . 25?  
7E 

e C I V .  1 . 1 3 3  r e s p e c t i v a m e n t e )  , e usando a expressão para 

c r o b t i d a  no lema l V . 1 . 5 ,  CvCt 3 , d C t  l i  & sduçCTo do p r o b l e m a  
Tt n 

C I V . 1 . 8 >  Cveja l e m a  I V . 1 . 3 l .  A1Rm disso 

ou ainda:  

e portanto dC L,,> = nd( t i ?  + (1 -n)d( t2> I 

Sem perda da general idade  p o d e m o s  supor q u e  

k no p r o b l e m a  C 1 V . l . W  h .  Cx 3 2 O para i=i,t,. . . , m . ,  já que se 

para a l g u m  i 1 5 i (i m t i v 4 s s n m o s  h [xk3 < 0 ,  então m u l -  
O ? O i 

O 



ti pl i cando a i -&si m a  equação de C I V. 1.81 por C -1 3 o probi e- 
O 

m a  fica d e f i n i  do da çegu inbe  m a n e i r a  : 

onde 

O p r b x i m o  L e o r e m a ,  e m  conjunto  c o m  o l e m a  CãV. 1.23, 

t e o r e m a  C I V. 1.81 e proposiqão C I V. I. r31 j u s f  i carão o nosso  

c o n t r o l  i n d i r e t o  do ra io  por m e i o  do  garãmetro  t ,  

A função  l ld~ . ? llz: C O. m> -4R 8 m o n o t o n a m e n t e  

c r e s c e n t e  

Demunskr aq30 

Uti 1 i zar e m o s  a for m u l  ação C 1 V. 1. Bã 1 do subpr obl e m a  

de d e k s r m i  naqão de  di reqão dC k> 
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S e j a m  O 4 ti 4 tZ e di = d l t í ?  , dZ = dCt2> t a i s  

k 
Como p depende apenas do ponto x ,  u m  argumento de oti-  

malidade 1 eva a : 

s o m e m o s  membr o 

expreszão da F 

a membro e s t a s  des igual  dadwç , subçt i  t u i  ndo a s  

Cveja IV. 9 . 2 0 .  bi: 

que se si mpl i f i c - a  e m  : 

1 - ( iidZ 11: - ildi li: 3 - ' [ iidZ ii: - I I ] 
2ti 2t 

ou ainda 

Como ti < tZ, concluimos que 

Portanto [ d ~ .  3 6 monotonamente orescente .  



k k  Ir k  
Para tk > O dado seja Cv , d  3 = C v l t . 3 , d C t  9 3  a s ú l r r q ã o  

k  k k  
do p r o b l e m a  C I V . I . 8 3  e Cp .$I = C p C t  > , o < t  1 3  o respectivo 

vetor de K u n h - T u c k e r  . 
A função 1 agrangeana associada B 

k k k k  
q u e  t e m  C v , d , p , Q 9 c o m o  ponto sela. 

R s t o r n e m o s  ao p r o b l e m a  i n i  ci a1 C  P) ao q u a l  assuci  a m o s  a 

f unçSo penal i d a d w  exata @ d e f i n i  da e m  C  I V. 0 . 2 3 .  

Ao profsl e m a  C I V, 3 . 8 3  associ a r e m o s  anal  à s g a m s n t s !  a f unqzo 

penal i dade 

T e m o s  a segui n t a  proposição, s e m e l h a n t e  a K I  WI ELC I 'XY?3 : 

Pr o p w i  ção I V. 1 .I 3 

k  k k  k  
Para t = t dado, seja < v  , d  , & ~ ~ . a  I u m  ponto 

de K u h n - T u c k s r  do p r o b l e m a  C I V. 1.8) . E n t ã o  o dk 8 sol ugão de 

h 

m á n  +Cd,c> 
d 



ikmonstr ação 

Da propriedade de ponta zela obtemos: 

m 
k T + 1lokll, 1 l@hi<xk? + Vh. Cx 2 d l  

t = l 

k A 

L e m b r e m o s  que 1 ,uk = 1 e d e f i n i  ~ ã o  d e  f € 2, d3 € V .  1 . 5  o da 
J = í  

J 

hipbtese sobre G para concluir que 



Das e x p r e s s G e s  de dCt) e vCL1 CfV.i.123 s CIV.1.133 de- 

duz-se a re lação  

que se r e e s w e v e  , Lenda e m  v i s ta  que O ( 53 I 1 : 

A propriedade a segui r apregentada re lac iona,  para n 

k 
caso de r e s t r i ç õ e s  af i n ç ,  a s  converg&nci as e m  dk e e m  f Cx 3 

Suponha que são s a L i s f a i k a s  as condig8eo 

CIV.1.31) e que h.Cx3 = A:X - b ,  i=s,a ...., rn . 
i 

E v6 l ida  e n t k  a estructura a seguir  : 



Dsmonstr ação 

Obteremos i n i  c i  a1 mentm a condi qSo d e  o t i  m a l  i dade 

p a r a  o subprobl e m a  d e  c b l  c u l  o d e  d i  reqão.  

onde gJ E H C yj> , j=i,o,. . . k , 

Por o u t r o  l a d o ,  a propr iedade  111.3.2 e CIV.ã.3> garan- 

k t e m  que gJ E i3 kf(x  1, j .  k .  Dasta r e i a g ã o  e do fato 
a. 

k J 

de que l p j  = 1, 
'i 

1 O, j=i,a,. . . ,k, obterncis que C veja pro- 
J = 1  

pr i edade  111.3.11 

For o u t r o  l a d o ,  c o m o  as funç8es  h .  , C  i=l,z,. . ,m )são a- 

f i n s ,  e n t ã o  

CIV. 1.343 

Usando CIV.1.333, CIV.1.343, e a propr iedade  111.3.1 , 

chegamos emf i m A condição se o t i  m a l  i dads: 



que B equivalente  a 

U s a r e m o s  agora as h i  pb te se s  C I V.  1.31 3 , e a d e d  gual dade 

de Cauchy-Schwar tz: 

e portanto CI'6.1.32? se verif ica 

Ccrul&rio IV. 1 . 1 5  

Se e m  C I V . l . 3 1 3  G = O, ent% 

k 
fCx> 2 fCx 3 , V x tal que h.Cx? = O , i=*,z,. . . ,m. 
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I V .  2. ALGORI IMO 

N e s t e  capi t u 1  o descreveremos doi  s a1 g o r i  t m o s  , um a1 go- 

r i t m o  i n t e r n o ,  que  s u b s t i t , u i r a  A busca  l i n e a r  e o u t r o  que  

k k g e r a r &  as duas  sequênc i  as C x 3 ,  e C y 3 .  

Definamos a s e g u i n t e  aproximação d a  f unç80 d e  pena l i da -  

de # da prrsbl e m a  C P j  , dada em Ç I V. OS1 C veja Lamb&m f I V. i. 4) 3 

C I V .  2.13 
z 

Nela, o t e r m o  e m  Ildll p o d e r i a  ser v i s t o  c o m o  uma r e g u l a r i z a -  
2 

ção, l i g a d a  a t r a v d ç  do  c o e f i c i e n t e  - ao pargirnetro '* de t 

proximidade" (3 d a  aproximação 1 i near  da restri çE9. 

Clembramoç que  d = d € t >  3 .  A redui;Zo real observada  ser& 

e n t ã o  d e f i n i d a  por:  

Lema I V . 6 3 . 1  



Demonstração 

Ir: 
1) Como dk 8 viável nas r e s t r i + e s  d i s l oçadas  e h . < x  2 O 

k " k k  1 k 2  
w = fCx ? d ?  + ãclld 11, + f c x k 3  - f ~ 2 3  - ok !hi<>> 

a i 

k portanto wk = 9 - ok hi<x I 
i,=* 

2 )  D i r e t o  de 1 > 

3 3  ConsequGnci a de  C I V. 9 . 3 3 3  C u se  a não negat i  vi dade dos 

e r r o s  de li nearizaqão3 I 

A s egu ir  apresentaremos cl algaritmo que nbs permit ir& 

variar  t. at,& que, um passo o8rim ou passo  nu1 o seja conse-  

guido.  Neste algor i tmo,  in t erno ,  o super í n d i c e  k correspon- 

dente  á k B s i m a  i t e r a q 3 o  yermanecerá f i x a .  

PASSO O 

S j a m  5 ,  Cpsquenosl e I4 constantes  dadas ta is  que 

O < L 5 c ,  O 4 M 1 ,  e sejam 9, c r e a i s  Cpequenoo) 

posi  L i  v o s ,  j =l 



k 
Escolha ta= t E I t , < l  Ca elei$ão.de 

1 

fe i ta  da m e s m a  f o r m a  que SCHRAMM-ZOWE 

bi ssec$ão) . D i a g r a m a  9 

k 
C o m p u t e  dk = dC tkl , v = v€ t . 3  , sol ugão do problema 

j J j J 

1 
m i n  v +  - 
V ,  d 

I I ~  118 
j 

k k 
e cal cul e os mul ti pl i cãdureç associ adoç p C t- . I  , uiC L. ; 

3 J 

C I Y .  2.4) 

k - a  *k k- i 
C s e c  S c  

j 
ck j = [ 

máx { Zk , ~ c ~ - ~  ) caso conh ar i o 
j C I V . 2 . 5 1  

m 
+ k  

onde c. = 1 lQt{tj) 1 
t = i  



N e s t e  caso, faça: 

k*i k*i  i k*r k*i  x : =  y : =  yj ; B : =  g j  e PARE. 

b> PASSO NULO SE 

N e s t e  caso, f ai+: 

k + i  k k + i  k + i  k + l  k-t i 
x : =  x ; y : =  Yj ; B : =  gj e PARE. 

3 3  Se na  passo 3 , a3 , e b1 não f o r e m  satisfeitos então 

escol h e m o s  u m  m e l h o r  kk . C corno no d i a g r a m a  1 ) e vá 
J +a 

ao passo 1. 

O b s e r v e m o s  que se ocorrer u m  p s s o  serio, e que se para 

a l g u m  i, h. C xk> i h.C$+',, entPo a d i r e ~ ã o  dada pelo 

pr okl e m a  



k + i  k + i  T 
I)liiihiCx I + Vh. Cx 3 d = O 

s e r 6  e m  p r i n c i p i o  d i f e r e n t e  da direçCio dada pe lo  passo 2 do 

a lgor i tmo IV. 2.2, devido a que os s is temas  de e q u a ~ õ a s  dados 

pel as r estr i ç8es de  i gual dades sSo d i  f erenkas.  

k + l  
Por o u t r o  l a d o  temos que se x f o r  v í á v e l ,  i s t o  Q ,  

*-k ".k h . ~ x ~ + ' >  = O i=i ,Z, .  . . ,mr  ent-30 w = v .  r e 
j J 

Obser vemos que: 

k 
impl ica  que t . nSo deve ser muito grande ( e  assim evi - 

J 

-Lar ter mui taos passos nu los> .  

k 
implica que t não deve ser muito pequeno C e a s s i m  evi - 

j 

t a r  ter mui Loç passos =&r-ios com u m  pequeno dislocaman- 

k k k k  k 
i i i l  a relação @Cyj .cj) - @ X  ,c.> C M w 

J i 
k + i  d i z  que y produz u m  decresc i  menbo razoAvel na f unçZo 
j 

m 6 r i t o  ;i, a q u e  se t r aduz  num posivel  decrescimento na 

função f e numa aproximaqão para a regãSo vl6ve1 do 

pr obl e m a  C P> . 
k 

O diagrama s e g u i n t e  mostrará como f a z e r  a escol  ha de L ,  
J 

k 
v i a  a b issegão par tendc  de  um í t ,c l  - 



I c o m p u t e  f 

1 - nao  
(IV. 2 . 7 . a )  3 - 

__$ 

1 
s i m  

DIAGRAMA 1 

+ k+i - k-i - 
' C  = C  

; l i = t . u  - 7 = k ;  j = * ; c ? O  
1 

ti dado, s: passo s e r i o ;  n: passo nulo.  



QS 

Teor ema 1 V. 2.3 C gerinr a1 i zaçCio do teorema de  SCHRAMM-ZOW> 

A i t e r a q ã o  no diagrama I conduz, num niirmero f i n i t o  

d e  passos  , au a um passo =&rio ou a um passo n u l o  , ou para  

com a i nformapão d e  que 2 4 uma solugão aproximada. 

Suponhamos, por absurdo, que o a1 g o r i  t m o  nao ter - 

mine e consi  deremos o s  tres casos segu in te s :  

- 
2  u = I, , para Lodo 

j 

31 não acontece 11 nem 2 )  

Suponhamos que se d ê  11. N e s t e  c a so  se r se 

( I V 2 . E l . b í  não f o r  v e r i f i c a d o  

A s s i m ,  para  j su f i c i en temen te  grande C E V. 2.8. bl se sat isfaz 

k + i  a t r a v 4 s  de t - t 5 4 e o a lgo r i tmo  termina e m  um paçço 
j - 

nu1 o. 

Suponha agora a h i p b t e s e s  2 ) .  Então permaneceremos do 

l a d o  esquerdo do diagrama, c a s o  c o n t r a r i o  u = tk < c. 
j J 



T e r e m o s ,  se CIV.  2.7. b3 n Z o  =e realizar,  

P o r t a n t a  para j suf i c i e n t e m e n t e  grande I .  2 3 se 

sa t i s faz  o a l g o r i t m o  t e r m i n a  e m  u m  passo ç R r i ~ .  

S u p o n h a m o s  f i na1 m e n t e  o caso 3 3  , w n t S o  sxi sti rão i nf i - 

n i t o s  j para 01; q u a a s  1 , S  t a u s! c. h d i a g r a m a  9 ,  t e m o s  
J - j 

Cgara estos j 3  t - < 1 < LI. € c,  portanto para j s u f i c i e n L e -  
j J 

x * * 
m e n t e  grande 1 -4 e ;ru .--+L para a1 g u m  t G C L , c2 . Pel  o 

j J - 

t e o r e m a  CãV.  1 . 8 3  dC . > c5 con t inua ,  que  j u s t a m e n t e  c o m  a ex- 

pressão de dCt3 C I V . l . 2 5 )  e de o í l e m a  C I V . 1 . 5 3 1  p e r m i t e m  

concl u i  r que d . i é conti nua. C o n s e q u e n t e m e n t - e  , 
m 

"f k 
c C 3 = 1 l c y k ( . 3 )  ? é u m a  fungão  c o n t i n u a  em t. A s s i m  

r = %  

p o d e m o s  def i n i  r 

r c  k - i  "zk k- i 
se C c t 1  I C  Yt. 

k k 1 i m  c C t 1  = c = 
* 

t -4% t max k '+~ ,  2 i  k-A)  senão 

Y s m s s  agora que t e o r e m a  CIV.  1. €33 e as rolaqBes 

C I V .  Z . 7 .  a> .  C I V . E . 8 .  a], o C I V . 2 . 8 3  i m p l i c a m  e m  



{ } ? {  Wj<i> } , a s  s e q u h c i  a s  p o s d  vel  menb  f i ni Las 

para as quaiç 
tjnr' ' ja>' Como 1 a t*, e { gjn, } posui 

j 

no minimo um ponto de acuml ação g*, a semiconLinuádade supe- 

r ior  de afC.3 (propriedade 111 .1 .13  nbs l eva  a segu inte  i n -  

c1 usão: 

k g* E iífCx + d* > 

De ( IV .2 .103 ,  s dos f a t o s  de  que w: 5 O ( l e m a  I V . B . 1 1 ,  

e M < i C passo O do algcxit.rno3 Cemas : 

k Das relaç2ies CIV.2.111,CIV.2.12>, e da defini930 de w, 

chega-se à desiguladade : 

Portanto, para i suf ic ientemente grande 

E O algoritmo termina c o m  um passo s é r i o .  



Ubs: E s t e  teurema B v d l i d o  pa ra  qual  quer rostric$Zo que possa  

ter aproximaqão na forma l i n e a r ,  por ~ x e m p l o ,  h.= C? 

A segui  r apresentaremos s al g a r i  t m a  geral 

ALGORI TMQ C GERAL] I V. 2' 4 

PASSO O C i n i  ci a1 i zação3 

Escolha c o n s t a n t e s  t, - c ,  M, 9, t a i s  que O < t - < c ,  
M E C0,11. @,c GE [R' Cpequenod,  uma t o l e r â n c i a  G 2 0, 

q E H nt5mero mbxi m o  d e  passos nu los  conçequt ivos ,  e um 

.I 1 i 
ponto x c o m  h ,  C x 1 . Faça x1 = y , detarmi n e  g c i3f C gri) . 

I Ponha c"= O, 4 = O e os con tadores ,  k = i ,  1 = O 

kCO3 = 1 .  

/3 = e v& ao passo 2 3  

llh( xk) 11, 

k b) Se t - < Ilh<x)ll, 5 1, faça () = e vb ao passo 2) 

k 
c 3  Se Ilh(x 3 11,' t ,  - faça f3 = 1 e vá ao passo  2 3  

PASU Z 

k+l k+l k+l 
Compute x , y , g como no BLGORITMO INTERNO. 



PASSO 3 CaLualização do parãmetru de  penalidade] 

m 
+ k 

onde c = 1 l ~ ; < t ~ l  1 
j G = i  

FAZ232 4 Ccri t e r i o  de  parada: 

;k - Calculrê w .  = 
k k CL hiCx 3 ;  se w 2 -G termine.  

J j r = %  J 

PAZ233 5 

Compute 

F a ç a  k : =  k  + 1 .  Se SI'S 2 ponha k ( l + l l  = k + I? 

1 : = 1 i- 1 c9 vá ao passo 1 

Caso contrar i  o: 

Se k+1-1 < q v& ao passo 1. 

e v& ao passo Z. 



Lema IV. 2 .5  

A soluçSo dk do subproblema quadratico passo 2 1  do 

a1 gar i  t m a  I V. 2 . 4 ,  ver i  f i c a  a segui  n t e  condição d e  s-oti m a l  i - 

onde 

Demans tr ação 

Primeiro provaremos que sk 1 O. C o m  efeito a pro- 
j 

pr i edade p = 1 V ,  a p o s i t i v i d a d e  dos p .  2 O e dos  
J = i  J 

erros de 1 i n e a r i z a ~ ã o  1 evam a 

k Da definiçâí'o de c no passo 4 d evidente  que: 
j 

k k 
c 2 c r i € t  . I  ,para i=%,~,. . . .,m . T e m o  agora : 

j J 

quã juntu á desigualdade anteriorments  ob t ida ,  prcwa a psi  - 
k Lividade d e  .G.. 
J 

Recordemos a expressZo d e  d C I V. I . i 22 : 



Das relaç2íes CIV.1.333 e ÍXV.1.343 

de onde obtemos 

o que implica que 

Lema IV. 2.6 

k w. no passo 133 do algori %mo C I V. 2.43 B dado por 
J 



Demons tr ação 

Das expresãBe:, de d E V CCIV.I.iES, CIV.l.lB>3 e 

do 1 ema I V. 2.1. -1 temos, sucessivamente:  

Lema I V . 2 . 7  

k 
A sequencia  <c 3 de parametros d e  penalidade gera-  

da pel  o pas so  31 do a1 gor i  %mo C I V. 2.41 & não dacrescente ,  e 

para k su f i c i en temente  grande ela & constante .  

Demonstração 

k k-I k-a Por construção t e m o s  c = a , ou ck 2 2ç 

k k-1 I s t o  s i g n i f i c a  c 2 c , que é a primera par te  do lema. 



k =zk Por outro l a d o  o conjunLo Çc 3 Q l i m i  L a d o  porque. c .  o 
3 

6. Este  a sua  vez s a t i s f a z  e s t a  mesma prupriedade dev ido  a 

k sua def  i n i q ã o  dada no pas so  31 , dependente de  o., que Q 1 i - 
J 

m i t a d o  ( ver  c o r l d r i o  I V . 1 . 6 . 1 .  

Suponhamos agora que 

acontece s se  um nGrnerta i n f i n i t o  d e  vezes, i s to  B 

ktL, , , k t E - i >  ) &-A k ( l ,  
Neste caso c - &c C , ki ,2 , .  . . . . , 

Assim ~ c ~ ' ~ ' 3  não é l imi tado ,  o que é u m a  contradição.  I 



A s  demonstraçEes a seguir  serão  adaptaçÊjes das f e i t a s  

por KI IWI EL C 19851 , para a convergência de a lgor i  tinos c o m  

busca linear, a s  quai s são a sua vez adaptaç8es das demons- 

trações  de  WOLFE € 19753 e MI FFLI N C 1977-9 9793 . 

Lema I V . 3 . 1  

k 
Seja Xx 3 a sequ4nci a gerada pelo algorí Lmo, e su- 

ponha que : 

h 

13 Ex i s te  x t a l  que para todo k 

k 
23 VhCx3 t e m  posto completo. 

3 3  As hipbteses  do c o r o l a r i o  CIV. 1.61 sSo satisfeitas. 

k 
V k l n 2 1  

i = n  CIV.  3. I> 

.f [ l i  i+i- i 2 XIIt + asi)-+ O se n-+ m 
L= n CIV. 3.21 

- 
+x se k a m ,  3> . ~ x i s t e  X t a l  que x - e X O u m  ponto 



v i i v e l ,  i s to  8, h.Cx> = O ,  i=&,. . ,m. 

P e l o  l e m a  C I V .  2 . 7 3  ak = c para k s u f i c i e n t e m e n t e  

grande nas  relaç6es 

C I V .  3. 3 3  

CIV.  3 . 4 3  

C l e m a  I V . 2 . 5 1  

C I V .  3.52 

A relação C I V . 3 . 4 1  i m p l i c a  

k k k 
4- <p,X-X> - E  , VX. 

n 

E s t a  desigualdade para x = x ,  junto à hipbtese  1 ,  estabelece 

que : 

" k  <yk,x-x > - 6 k  

k h  k  
e, c o n s e q u e n t e m e n t e  < p  , x-x > 5 E 

k  
C I V .  3. €3 



I 06 

Substituamos pk = - dk = -(x k + i k - x 1: 

k h k  - <Xk+% - X , X-X > 5 E 
k 

POP O U ~ T O  lado 

C I V. 3.8) 

Por CIV.3.73 e CIV.3.83 

CIV. 3.91 

2) Pelo lema CIV.2.71 existe k t a l  que BI k ,  k L k ck = c. 

k Como M > O e w 4 0, a de f in ição  de Q, e a re lação  implicam 

atrav8s de sucess ivas  somas e subtraç8eã de termos adequados, 

podemos escrever : 



Agrupando convenientemente os termas, e u t i  1 i zando C I V. 3.5) 

chega-se a: 

k - - 
k k k 1 C-M wi> 5 fCx > - c 1 - fCx 2 - ç 

- t = I 
i = k  

Da h ipbtese s  1 )  e x i s t e  f t a l  que 

Esta ma j oraqSa O u t i  1 i zada na des i  gual dade anter ior  , 

fornecendo: 

& - 
i-k CIV. 3 .101 

Subrti t u a m t  agora o valor  de wi dado pelo 1 e m  I V. 8. €3, 

observando que ck  B constante .  Obtemos: 
.i 

M 
CIV. 3 . 1 1 )  

Seja kí t a l  que pk = 1 ,  Y k 2 k .  C a e x i s t ê n c i a  de  k é 
i í 



garantida pela d e f i n i ç ã o  d e  p3 . 
Seja k = ma, { k ,  ici } De CIV.3.113 t e m o s  então,  

M 
CIV. 3.121 

Observe que 13 5 1 por d e f i n i  çSo C v e ja  C I V.  O. I1 3 

A s s i m  coma a s&ie abaixo: 

Dado que ti E C t - , E1 , O t e o r  ema de  comparag8o do ser i os 

garante que Lambem 

converge. Subst i tu indo  os valores de  bi C I V . 3 . 5 )  e p i ,  n e s t a  

expressão segue-se  que 



i + & -  x I +  221 + O , quando n-+ oo 

31 Os r e s u l t a d o s  1 1  e 21 garantem que e x i s t e  AC n l  tal  que 

" k 2  Ilx-x 1). < ACn) , V k , k I n. Fixemos n. E imedia to  que 

k Desta des igua ldade  conclu i  -se que Cx 3 c5 uma sequ8ncia l i m i  - 
t a d a ,  l o g o  t e m  no minimo um ponto d e  acumula~ão .  Seja este X. 

Usando a des igua l  dade C I V. 2.13) a d e f i n i  p%o d e  ck e 

Cauchy-Schwartz t e m - s e  

CIV. 3 . 1 3 3  

Usando o  f a t o  d e  ck ser c o n s t a n t e  pa ra  k suf i i ien temen-  

te  Clema IV. 2.71 e a re laqSo CIV. 3.101 deduzimos que 

W 
k k + ~ ,  se k-+m . Logo se L-+m7 a expressão  d e  w.  
J 

C I V. 2.141 nos 1 ova, por um argumento d e  poçi ti v i  dade, a 

C veja demonstração d o  1 e m a  I V. 2.51. 



110 

Por tan to ,  de C I V .  3.131 e C I V .  3.141 

rn m 

fCxk) + F 1 lh .<xkl  1 > f C X 3  + c 1 I h . < X 1  I , V k 
r = %  r = i C I V .  3.51 

U s a n d o  os resultados anteriores 1 1 e 21 se deduz que 

para 6 > 0 existe nl E PI ta l  que  

C I V .  3.161 

Por outro lado dado que x (9 u m  ponto de  a c u r n u l a ç a í o  

-., 
p o d e m o s  escolher n > ni, t a l  que 

C I V .  3 . 1 7 3  

C o m o  6 > O  B arbitrdrio, C I V . 3 .  161 e C ã V . 3 . 9 7 3  l e v a m  A con- 

k  - 
v e r g O n c i a  x ----+x . h .  C x1 = O 4 u m a  consequência de 

C I V .  3.141 : da convergência da expressão e n t r e  colchetes 

t e m o s  

k k 
+ O e 1 <ck - oi>hcx 1 -+ O,  c o m  c - o > O 

i, 
- i  r = A 

A g o r a ,  para provar a convergência do a l g o r i t m o  6 s u f  i - 
c i e n t e  d e m o n s t r a r  q u e  wk-+O quando k - m .  U s a - s e  aqui 

d e  novo, a r g u m e n t o  de posi t iv idade  nos t e r m o s  da expressSo 

d e  wk C l e m a  I V. 2.61 . A d e m a ç  da m e s m a  f o r m a  que WOLFE C 19751 , 
j 

Mã FFLI N C 1877-1 9791 , e Kã W I  EL C 1 8 8 3 3  será suf  i ci a n t e  ana l  i - 

sãr a relação 



CIV. 3.181 

Lema IV. 3.2 

U 
k 

N a  k-Qsima it-eração do algoritmo IV.2.4 - correç- 
t 

ponde ao valor btimo da subprablema 

CIV. 3.191 

A funçzo obje t ivo  do 

IV.1.4 e do problema C I V . 3 . 1 9 )  

k m 
constante 5 1 hi< xk) , e dado 

tk t = %  

problema CIV.1.151 do lema 

diferem somente no termo 

que para t = tk 

correspondem B sol uqão do problema C I V. 1.151 , snt#o  



k 
k 

m 
k 

p = 1, p  2 O, j =  . e 1 loil 5 ck Cpelo algoritmo) 
J = i  L =í 

k k 
l o g o  CyCt 1, oCt 1) Q u m  ponto viável para CIV.3.101. 

Usando o f a t o  de que C 1 ema I V. 1.3) 

se segue que a função v e r i f i c a :  

onde u t i  1 izamos a de f in ição  C IV. 3.181 de u k 

Deste modo 

CXV. 3.211 

Para provar converg&nci a vamos supor no a lgor i  t m c i  I V. 2 . 4  

que a to l eranc ia  f i n a l  do algoritmo E = O ,  TambBm suporemos 



que o a1 gori t m o  não t e r m i  na e m  um nbmero f i n i  t o  d e  pas sos ,  

j 2 i  que sg i s t o  acon tece  o ú l t imo  i t e r a n d s  é so lução  do pro- 

blema C Pl , devi do  a que o w cor respondente  B i g u a l  a z e r o  

k 
Cno p a s s o 5  w I O, V k , j > .  

j 
k 

Observemos tambem que se para  u m  certo k IlhC x > 1Iz5 5.  o 

k 
va lo r  d e  fi sera á e d e será v i  Aavel . Então devi do a que as 

k+ l funções  h. &o a f i n s  t e r e m o s  h .Cx > = O, i=í,z . . . ,  rn. 
1. 

A l e m  d i s s o  vamos supor que  t e m o s  um contador l d e  passos  

k kd, 
s B r i ~ ã ,  e poremos x = x cada vez que se t enha  um passo  

serio, d e  modo que k C 1 l  5 k 5 kCJ.911 

Çe o número d e  pas sos  &rios f o r  f i n i t o ,  quer d i z e r  se xk = 

k < l ,  x para  algum 1 f i x o  e todo  k I k C 1 > ,  e n t ã o  poremos 

Lema I V . 3 . 3  

Sob as h i p b t e s e s  i3 e 3) do l e m a  ãV .  3 . 2 ,  suponha 

k -2 

que o nQmero d e  pas sos  s & r i s s  B l i m i t a d o ,  i s t o  6, x = x 

para t odo  k s u f i c i e n t e m e n t e  grande.  Então 

u k--+~ . se k-+m. 

k P e l o  l e m a  I V .  2 .4  e a d e f i n i ç ã o  d e  /I podemos esco- 

kn, - + k  a, l h e r  k t a l  que x - x ,  c = c , $ = I V k Z k .  

Anal i saremos por t a n t o  apenas o s  passos  nu1 as. 

Dado que V k 2 L, e n t ã o  da relação h .  Cxkl + Vh.Cxkldk = O se 
L L 

k + i  ç i g u e  hiCy > = O, i=i,z,. . . ,m. 

Supondo 6. b. 13 C passos  nul os1 o usando que h .  C y k+i) = O 



para i=1,2,. . . . ,m. C veja t a m b e m  a def i n i  $30 C I V. O22 de # > , 

o b t e m o s  

Equi val e n t e m e n t e  

k  k + l  + < g k * i $ X  -y > 

€ I V .  3 . 2 2 3  

k k + i  k k + i  k + 1  k k + i  
C o m o  pk = x -y , e ctk = f < x  I - f ~ y  I - <g ,x -y > 

k+í 

C I V . 3 . 2 3 3  

a desigual dade C I V. 3.221 passa-se a se escrever 

S e m  perda de general idade p a d e m o s  supor que a part i r  de  

k s u f i c i e n t e m e n t e  grande tk p e r m a n e c e  cons tante .  Para i s t o  
- 

basta considerar, a part ir  da i t e r a g % o  k + 1 o m e s m o  t: da  
- 
k itsração k, t a l  q u e  tí < t+% - (ve ja  passo B . b . 2 1 .  

O b s e r v e  que B a bissecqão a base desta c o n s t r u ç ã o  Cveja 

t a m b k m  a d e m o s t r a ç ã o  do t e o r e m a  I V .  2 . 3 3 .  

Para k s u f i c i e n t e m e n t e  grande d e f i n a m o s  os m u l t i p l i c a -  

dor eç 



onde p = p.Ct.3, j = i , z , . , . , k  , e ai = cr. C t3 , i = i ,&.  . . ,m 
j J E 

cor respondem A sol ução do problema C I V. 3.19 í para  = 1 e 

k t. = t. . Afirmamos queCp.Cv)> e Co.Cv>> s ã o  v i á v e i s  para a 
J L 

pr obl ema 

Com efeito, 

k+a Seguese agora que, para  a soluçClo u de  C I V .  3.25) vale:  



V a m o s  cal culb a r ,  por partes , .os t e r m o s  desta desi gual dade: 

k+ i- k  k + i  1 3  a - , j = l , ~ , . , k + % ,  <pois x - xk em passos nulos) 
j j 

L. C I V .  3 . 2 7 3  

m 
+ < [ i  1 h . C x k 3  L + 

L =i 
k 

C I V .  3 . 2 8 3  



CIV. 3.291 

S u b ~ t - ~  tuamos C I V. 3.273 , C I V. 3.28) , e C I V. 3.291 em 

C I V. 3.26) para obter : 



Observemos agora que, de  acordo c o m  a h i p 6 t e s e  d e  passo  

nu1 o podemos usar a des i  gual dade C I V. 3.241 da demonçtr açZo 

do l a m a  a n t e r i o r ,  obtendo que 

U 
k 

Com esta desigualdade e a expreçsão de - Cveja CIV. 3 . i d l I )  
L" 

se obtem de CIV. 3.31 1 



k onde se subst i  t u i  u wk por sua expresr%o I V. 3.21 2 com t =t 2 . 
A def in ipão  de  uk permite ainda a simplificapão: 

E f á c i l  ver que, sendo ss passos sucessivamente nulos 

Xkai llgk+'~~, e - 1 a s ã o  l imitados ,  i s to  4 ,  
t k 

existe B > O t a l  que 

D 2 max 
t k ?  

CIV. 3.332 

Portanto CIV. 3.322 , se torna 

Chamemos a lado d i r e i  t u  des ta  majoraçzo d e  

k - (1-M2 u 
q t e m  um minimo absoluto e m  v = - que s a t i s f a z  

4D2 t 

o < E ; < 1 .  

U 
k 

Com e f e i t o ,  da formula de -- CIV.8.212, t e m o s  t 



Pi na1 mente 

Logo e n t ã o  uk-+ O , quando k-+ m, por ser a sequên- 

c i a  d e c r e s c e n t e  e c o m  l i m i t e  g a r a n t i d o  (uk > 0). ill 

Lema IV. 3 . 4  

Sob as h i p d t e s e s  do lema IV. 3.1, suponha que a nrIr- 

mero d e  pas sos  sérios no a lgo r i tmo  IV. 2.4 & i l i m ã  t ado .  

Então uk-40 se k--zm. 

Dernonstr aq'=r'o 

k Cons idere  a ãub-çequBncia d a  sequênc ia  <x ? co- 

r r e sponden te  a pas sos  s4rios xk = xkCL'. 05 l e m a s  I V .  2.7 e 

IV. 3.1 a p l i c a d o s  a eles fornecem os s i g u i n t e s  r e s u l t a d o s  : 

k ( L i  - 
ck = c para k s u f i c i e n t e m e n t e  grande,  e x --+ x, quando 

L-+ 03, 

Razanandrs da m e s m a  f orma que na demonstraçZo do  1 e m a  I V. 3.1 

k ( v e j a  (IV. 3.103 podemos c o n c l u i r  que wk = u -4, quando 

1- +o0 . 



Da m e s m a  f o r m a  que no 1 e m a  a n t e r i o r  podemos supor sem 

perda de  gene ra l idade  que a p a r t i r  d e  um certe k s u f i c i e n -  

k 
temente grande t permanece cons t an te .  Para  istro b a s t a  con- 

s i d e r a r ,  no passo  1 do  a lgo r i tmo  a p a r t i r  da  i t s r a q ã o  k+1 o 
- - 

mesmo tk tal  que E-9  < t: (veja passo  8. a. 23. Usando este 
1 

f  at.o e os mul t i p l i ~ a d o r e s  y . C  v> e cv. C v> d e f i n i  dos no  1 e m a  
.l L 

a n t e r i o r  c o m  v = 0, obtemos, da  relação C I V .  3.303 que 

Observe que C IV. 3.30) não depende do  passo  ser sér io  ou 

k + i  
Conil u i  m o s  f i na1 mente que O 5 u 5 uk pa ra  t o d o  k , por t a n t o  

kiL> 
uk- 0 se k-+ao , já que a sequ8ncia  u converge pa ra  

k 
Sob a s  h i  p t i teses  do  1 ema I V. 3.1 , a soqu4nci a C x  3 

gerada p e l o  a lgo r i tmo  I V .  2.4,  converge CI ç o l u ~ ã o  do  problema 

CP). 

Demonstração 

Se o ndmera d e  passos  s6rios e l i m i t a d o ,  e n t ã o  pe- 

k 
10 lema I V . 3 . 3  -2 = u -4 , quando k--MO. 

o número d e  passos  s 4 r i o s  B i l i m i t a d o ,  entSio 

k k 
p e l o  lema I V . 3 . 4  -w = u 4, quando k +m. 



Portanto e m  a m b o s  casos t e m o s  que w "-+O , quando 

k-- +oo, d e  donde usando a relação € 1 V. 1.361 conclui m o s  que 

fCx1 I f ~ x í  Y x tal que h.Cx> = 0, i=i,z,..rn. Onda x B t a l  

k - - 
que x -.+x e h.Cx1 = 0, . 



N e s t a  tese e d i s c u t i d o  o problema de  minimázar uma 

f une30 convexa C n3o necessari amente di f er enci Ave1 3 s u j e i  ta a 

r estr i ç2íes de  i gual dade 1 i near es . Fornecem-se doi s 

a lgor i tmos ,  um i n t e r n o  que con t rb i  , i nd i r e t amen te  o raio da 

regi ão de conf i ança. 

Como nos m&todos t r a d i c i o n a i s  d e  f e i x e  C e da m e s m a  forma 

que na busca l i n e a r  1 este c i c l a  um namero f i n i  t o  d e  vezes. O 

oukro algoritmo, o geral ,  produzir& a sequência  que 

converg i r2  pa ra  a s d u ç ã o  do  problema CPI . 
6 modo1 s7 tarmik&m pode ser  usado se na grobl  ema C PI agre-  

gamos a restr ição de desigualdade B x I b. Com efe i to  basta 

O 
escolher x t a l  que BXO< b, e na k- si ma i teraqão agregar ao 

k k subprohlema modelo a r e s t r i ç S o  B ( x  + d 1 5 b. 

Desta for m a ,  a vi abi 1 i dade das reç t r i  çBes estar& garanti da, 

no que se refere às desigualdades.  

Futuros krabalhoç por fazer : 

11 Implementar o modelo. 

21 Provar a convergência do algori tmo geral para o caso de 

r estr i ç8es não af  i n s  . 
31 Estender o m&odo a o  caso d e  f localmente  L ipsch i t z .  
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