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Se considera o problema de minimizar uma fungio
canvexa, nh8c cobrigatoriamente diferencidvel definida em r",
sujeita as restrigiies afins htCX) = 0O i=1,Z,, . m

Se proptie um algoritmo gue combina oz métodos de
feoixe & regifio de confianga. O subproblema { modelo > para
determinar uma nova aproximagic a solugdo do problema, sera
gerado por uma aproximagio seccionalmente afim para £ (via
subgradientes), @ uma aproximagfo afim para as hi’ {na ver-
dade exatal) passando por algum ponto gque garanta intersegio
n3o vazia com a condigdoc natural de regifio de confianga
"d"2£ r, gque corresponderd a segunda restrigdo do modelo. O
zontrol do raio da regifioc de confianga sera eom f{forma
indirsta, através de um parametro t. Propriedades do modelo
relacionando d.e t forom obtidas de modo de justificar a
metodologia de atualizag8o de r via o parametro L, que com

nmero finito de mudangas forneceria uma informagio aceitavel
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Una fungdo de penalidade sxata sera usada como
fungio de mérito, para avaliar a gqualidade da nova aproxima-—
¢Ho a solugdo do problema. Se prova que a seguéncia gerada

pelo método converge a solugdo do problema.
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It is considered the problem of minimizing a
function f not necessarily differentiable definited in ®",
subject to the afin restrictions hiCx) = 0, i=1,2Z,. ..,m.

It is proposed an algorithm which combine both
methods, bundle method and trust region method. The
subproblem (model) for determining a new aproximation for
the problem solution, will be generated by sectiocnally afin
aproximation for 1l (wvia subgradisnts), and an afin
_aproximation for hL (in fact, exact) passing by thesame
ﬁoint which guarantees non empty intersection with a natural
condition of trust region "d"z < r, which will correspond to
the second restriction for the model. The control of the
ratio of de trust region will be managed indirsctly through
a parameter t. Properties of the model, relationing d and t,
ware founded justifying the metheodology of updating r wvia
the paramster t, which after a finite number of changes will

give an acceptable information.
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An  exact penalty function will bse ussed as merit
function, for measure the quality of the new aproximation
for the solution of the problem. It is proved that +1he
generated sequence by the method converge to the solution of

the problem.
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CAPITULO I
INTRODUGAC GERAL

O objetivo deste trabalho ¢ o desenvolvimento de um al -
goritmo que combine os métodos de felxe e.de regifo de con-

fianga para resolver o problema

(P min £{x

s.a.

hiCX) = O , 124,2,. . . . 0.

onde £ € uma fungdo convexa (nf¥o necessariamente diferencia-
vel) e as hi s8o fungBes afins. O modelo para (P), o sub-
problema que determinarid uma nova aproximagfo a solugio de
(P), & gerado por uma aproximagio seccionalmente afim para
Através de subgradientes (ver MIFFLIN (1977-1982), KIWIEL
(198533 ; as restrigSes hi s8o tratadas como nos métodos de
aproximag@ies sucessivas (ver HAN (19773); o ralo da regi3o
derconfianga sera tratado eﬁ forma indireta adicionando A&
fungo objetivo o termo —%t“d“z. Devido ao fato de que o
algoritmoe niIo serd de diregBes vidveis, uma fungdo mérito
seri usada para medir o progresso da nova aproximagio.

A motivagBo deste trabalho surge do fato que se o mode-—
lo para (P) ¢é suficientemente bom (isto & o feixe contém a
informag8o suficlente), entfo n3o serid necessario efetuar
uma busca linear, jad que esta seria supérflua; em lugar des-
ta, uma regifio de confianga serid usada, & assim, em vez de
escol her tk antes de minimizar o modelc_este permaneceri va-

riidvel nele.
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Da mesma forma que no método de feixe o conceito de
passo nulo serd mantido ( & assim se melhorarid a informagio
contida no feixe). Entretanto agora t sera refinado em uma
forma sistemitica até que o modelo proporcione ou um dk que
produza um decrescimento suficiente para a fungfo mérito, ou
um passo nulo.

Demostraremos que o método € globalmente convergente.

O problema (P com hi e % e restri¢Bes de posividade
nas variaveis, fol abordado em forma tedrica por BIHAIN
(1984). Ele utiliza o método de feixes. gradiente reduzido
generalizado, e busca linear. 5% no caso de restrigSes
lineares consegue expressar em forma explicita a fungdo
reduzida. Este caso também foi abordado por STRODIOT-NGUYEN
(1987). A diferenga destas abordagens esti essecialmente na
forma de escolher as sucessivas bases e a eleig¢io da diregdfo
reduzida.

Subproblemas parecidos aos obtidos na forma indireta de
controle do raio, sfo usados nos métodos proxiﬁais, veja por
exemplo os trabalhos de ROCKAFELLAR (1976), AUSLENDER (1887)
e KIWIEL (18839), neste dltimo, © paramstro u_ na regulariza-
¢Zo uk“d“2 ¢ escolhido através de uma sal vaguardada interpo-
lag8o quadritica, que estima a curvatura da fungdo objetivo
do problema tratado.

O conteddo desta tese seguirid basicamente a seguinte
divisZo:

No capitulo 11 apresentaremos algumas abordagens dos
métodos de reglifoc de confianga a partir do ano 1844

O capitulo III ser& dedicade A apresentagio dos funda-
mentos teéricos necessarios ao desenvolvimento desta tese.

No capitulo IV seg¢lo IV.1 apresentaremos o problema ge-—
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ral e o método para definir o subproblema modelo, algumas
propiedades da solugio d{(t) relativamente aoc parametro t
(medida indireta da regifio de confiangal. A se¢io IV.2 sera
dedicada ao algoritmo interno de determinagio do parametro
t, & ao algoritmo geral, gque fornecerid as aproximacSes a
solugfio de (P). Na seg¢io IV.3 apresentaremos © resultado de
convergéncia do algoritmo geral.

Finalmente apresentaremos algumas conclus@es, visando &

continuidade da pesquisa.



CAPITULO II

METODOS DE REGIAQ DE CONFIANCA

II.0 INTRODUGAO

Neste capitulo apresentaremos uma revisfo dos principais
trabalhos que utilizam a metodologia de regific de confianga.
Consideraremos os seguintes:

1) LEVENBERG (1944) "Um método para a sclugSo de certos pro-
blemas nEo lineares de minimo quadrados®.

2) MARQUARDT (1283 "Um algoritmo para o problema de minimos
quadrados para a estimagio de parémetros nio lineares®.

3) GOLFELD-QUANDT-TROTTER (1968) “Maximizag8o por meiec de
aproximagBes gquadriticas®.

4) POWELL (1970) “"Um novo algoritmo para resolver um proble-
ma irrestriteos®,

8) FLETCGHER (18722 "Um algoritmo para resolver um problesma
com restiglos de desigualdades".

8) MORE (1878) "Teoria o implementagio do algoritmeo de
LEVENBERG-MARQUARDT",

7) FLETCHER (1980) "Um algoritmo para problemas irrestrito®.
8) FLETCHER (13882) "Um algoritmo para um problema composto
n¥oc diferenciavel”.

Q) DENNIS-SCHNABEL (1883 " Método de dupleo dog-leg para
achar uma solugioc aproximada do subproblema quadratico™.

10) GAY (1984) "Um problema com restriges de desigualdades
lingares usando uma estratégia de conjunto ativo local®™,

11XVARDI (1288) "Umn algoritmo para problemas com restrigtes



nFo lineares de igualdades, que usa a fungfo penalidade exa-—
ta Licomo fungio mérito *
12) BYRD-SCHNABEL-SHULTZ (1287) "“Um algoritmo para problemas
com restrigies nfo lineares de igualdades, gque usa a fungEo
penalidade exata L1 como fungdo mérito, e faz corregio de
segunda ordem para evitar efeitoc MARATOS".
13) CONN-GOULD-TOINT (1988) "Um algoritmo para problema com
cotas simples nas variaveis".
14> EL-ALEM (1988) "Um algoritmo para problemas com restri-
cles n¥o linesares, que usa a fungio lagrangeana aumsntada
como fung8o mérito®.
18) KIWIEL (1888) "Um método de feixe com regido de confi-
anga olipsoidal para, problema geral nSo diferncidvel e con-
vexo. "
18) SCHRAMM-ZOWE (1887) "Um método de feixe com regifio de
confianga para problema convexo ndoc diferencidvel irrestri-
to™

Nosso trabalho procura ser analitico e comparativa, ate

a data de 1888, difersntemente da revisio gus conhecemos de

MORE (1882), gue & scobre todo descritivo.

ITI.1 RESUMO DO=S TRABRALHO=

LEVENBERG (1944) considera o problema de aproximar uma

fung8c h :R" + [R por uma outra fungdc H (R - R de

modo que os residuocs nos pontos {>3}:L1 definidos por

Hes ,dd) - hix" v=1,2,0 . .

£.¢d)
i

d=¢d,d,....d>)
12 n CII.1.1)



sejam minimos, o ue, @lo critérico de minimos uadrados
J q

equivale a minimizar a fung8o s definida comeo

E|

sCd) = ff(d) (II.1.2
=1

P

=2 do for um ponto gqualquer com Vs(do) distinto de zero,

ent8o a aproximagio de Taylor de primera ordem da fungio ft

(i=1,2,. . . m) em torno do ponto do seri dada por
" ar.
FCd) = £¢d ) + . Ad, , i=1,2,. . ym. (II.1.3
1 v L] ad J
i
i=4
onde Adj = dj - doj 1=1,2,3,. » . 1. CIT.1.4)

A forma usual (standard) de minimizar (II.1.2) & cbier
uma soluci3o aproximada através da minimizag8o da seguinte

aproximagdo de (II1.1.2)

SCd) = Schcn (I1.1.8)

v=41

FPara obter informagi3o scobre o decrescimento de (II.1.2)

o minimizador de (II1.1.8) deve satisfazer as ssguintes

equagiss:

1 a8s(dy _ _

= 33 d, = [::lir:li]Ar:l1 + [d1dz]Adz + + [dio] =0
A @D | laalaa + |aa |aa + + laol = o
2 =] n 4 1 n 2 F-] n

(II.1i.680



onde
m m .
of af ar .
[d,dk] = _— [d,o] = Y'f, 4 5§ kS m
1 ad ad, J ad.
1=4 ] =4 !

Fode acontecer que os Adj que satisfazem (II.1.82 sejém
grandes demais em wvalor absoluto, de tal forma que a um
decréscimo em (II1.1.8) nSc corresponda a um em (II.1.2). E
assim que, para evitar isto, LEVENBERG limita ou amortece

(damp) a relagio

n

Qldd) = Z(Ad‘,’)z C(II.1.7)
1=

® minimiza 3 sob a relag8c "amortecida” melhorando assim a
aproximagiic (II.1.2), Para fazer isso simultansamente propie

minimizar
SCd) = wS(d) + QCdd . w > O (IT.1.8)

E f&cil provar que se dw = d(w) for um minimizador de S

& se dw minimiza S , snt8o
2(d > £ s(d ) @ Qd > < QCd ) (II.1.%
W o) w o .
Também & possivel provar que (II.1,.8) pode ser obtido de

(II.1.8) quando w——-0 @ que sempre exXiste w de modo que

un decréscimo em & corresponde a um decréscimo em s



MARQUARDT(1883) considera ¢ problema de ajuste de dados

& para isso usa o modelo seguinte

ECyd)=f{X,R ;X ‘=(x %X ,....%X 3 3 B=(L,B ,..3)

v " e Tk (I1.1.10)
onde oS :ﬂ,xz,...xm s3o varidveis independentes,
{i,ﬁ%,....ﬁi s30 os valores da populagfc de k parametros, e

E{y) & o valor esperado da varidvel dependente ¥y .Sejam os

dados denotados pelos pontos

Y ,X X ,...%X 2 i=14,2,8...n ¢II.1.112
AR TR 1 ] : .

my

QO problema consiste em computar aqueles estimadores dos

parémetros que minimizem

ol

_ o N2 _ T2
P = =th YO© =y - Y| (IT.1.12

-

Fal

Y corresponde ac valor de y predito por (II.1.10) no i
ésimo dado. Da mesma forma que Levenberg o método usado sera
baseado em aproximag8@es de Taylor de primera ordem da fungdo

f. Escrevamos a seérie de Taylor através dos termos lineares

- af
t
<YCX.,b + d)>> = £(X,b> + Z [51; ](dt)j , (II.1.13a0
i=1 !
oul

<Y> = fo + Pdt (II.1.12

Oz colchetes { » s8c usados para distinguir predigﬁes

baseadas no modelo linearizado, dagquelas baseadas no modelo



real n¥o linear.

Deste modo ,o valor de ¢ predito por (II1.1.13) seré @

ha)
<gy = 2 [y, - <y>1® CII.1.14)
L=4

Como dt aparece linearmente em (II1.1.12) pode =zer achado

pelo método (standard)? de minimos gquadrados resolvende o©

zmistema
Ad =g (II.1.1%0)
onds:
ar
T i . . kxk
A=PP P=[-é—5%],qu=1,z,.n,=1,z,. k, A
! (IT.1.16.a)
- afi. kx1i
g = [Z [Yt—fi] 35 ] : i=1,2,. . 2 k , o s CII.1.186,.0)
i=4 ]
= P(Y - £ (IT.1.18.)

Com isto MARQUARDT esstabelece os seguintes resultados:

TEOREMA II.1.1

Seja A = 0 e seja do satifazendo a squagio
CA + hI}do =g (I1.1.17

Ent¥o d_ minimiza <> na esfera cujo raio “d"z satisfaz
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2l = Hal,

TEOREMA II.1.2
Ssja d(A) a solug8o de (II1.1.17) para um valor
dade de A. EntHo [|d(Ad "2 & uma fungic continua e decrescente

de A tal que

a0 fj—-0 s A—0>w .

TEOREMA II.1.3

Seja 3 o Angulo entre do @ dg= gk“1 { veor

(1I.1.168bY); ent8c p & uma fungdo continua monotonamente

decrescente de A tal gque p—20 gquando A——w . Dado que dg

4 independente de A ,ent3o do gira para dg quando A ~+00.

GOLFELD-QUANDT-TROTTER (139686) presentam uma versido mais
geral do métodoe de LEVENVERG -MARQUARDT .Consideram a
minimizag8c da fungdo f: R"——+[R . Fazem uma aproxinmnagZo
de Taylor de segunda ordem para f em torne do ponto

a=4%a,a,;....ald,
4 2 N
P = £(ad + Vf(ad (x-a) + ——:Lé-—(x—a)TS(x—a) CII.1.18)

onde & = sz(a),

procuram um minimizador para f mediante a solugdco do
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subprobl ema

min #(x2 (II.1.1=0
s a.

II= —a“zS r

Estabelecem os seguintes resul tados.

LEMA I1.1.4

Seja A €« R tal gquse S-Al seja definida positiva o

defina
d, =a - (S - AL Torcad (II.1.20)
ry, = " d, - a ||2 (II.1.212
Ent3o

@Cdy) = g2 ¥V x tal que |x - a] s r,

LEMA II1.1.8

Se ¥f(ad20, =ntio Y ¢ uma fungic estritamente

decrescente em A no intervale (-o , o&), onde a1 & © menor

»

valor préopric da matriz S

TEOREMA I1I1.1.8

Sejam A'dk ® r, come no lema (I1I1.1.4) & a regido



i1z
B?\={xem"|"x—a"25r?\}

Ent8c o minimo de (=) & alcangado om dk s=@ A = 0 @ om

do s@ A > O ( neste casc d0 fica no intericr da regidoc Bk J

FOWELL (1870) fornece um algoritmo mals sofisticado para

minimizar a fung3c f : R" R sob az hipdteses de gue f
seja duas vezes continuamente diferencidvel @ que a hessiana

G satisfaga:

i e s M, VxeR (II.1.22. a0

iDfeco - &y | Llx-vy], .Y xy e R" (I1.1.22.1)
Na k-ésima iteraglo, exceto para algumas “iteragles

especiais ", resoclve o seguinte subproblema para achar a

aproximagio ;~<k+:l ao minimizador de

min ¢“cdd CII.1.23
B, 2.
-
flell, = r, -
onde
k k k T 1 T k
() = £CxX) + VFCXD d + —=—d G'd (II.1.24)
z

G* & uma aproximaciEo simétrica quasi-Newbton da hessiana de [

dada por
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. s k_1( dk—l)'r_'_ dk—l( nk—1)'r dk—1( dk—:l)'r(nk-i’dk-:)
G =G "+ -
(S 13
(II.1.289
onde
nk—: - ?k-—i _ Gk—adk—i; yk—i - gk _ gk—: = Vf‘(xk) — Vf‘(xk_i)

As iteraglios especiais serfo destinadas a manter o bom
comportamento das aproximagiies de G.
A solugdo a* de ({I1I.1.23) ( o deslocamentol deve

satisfazer:
k
fla”)) = r (II.1.88.a)
2 k
5 cd™ < £ (II.1.26.b)
Deste modo espera-se que o valor deo f‘(xk + dk) seja
menor do que o de f(xk), de manera gque o kad sera definido

COomo

- se fixr +dH 2 £x™

¥ + d se  f(x* +dD < £
CIT.1.27)

testando na k-ésima iteraglo o criterio de convergéncia
I, ¢ .+ 20 dado (II.1.28

S2 (II.1.88) for salisfeito o algoritmo acaba . Caso
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contrario T s deveréd ser definide de modo que o algoritmeo
possa comegar a iteragio k+l1.

Dado gque o métode de Marquardt regquer um mamsro de
operagBes de ordem de n° para calcular dk » Powell propSe o
seguinte métode (Dog leg de ordem ne operagiies): restringe
dk a0 subsspago bidimensional gerado por gk = Vf{ xk} =

k

(G')‘lgk { sendo este Uliime o ponto sstacionéric da funcio

quadratica ¢F). Assim dk resulta ser da faorma

a¥ = ofgF 4+ A g CII.1.20.a)
onde
K Tx K
o = - - =3 =0 €II.1.289. )
"1l
se <gt. & dSr < ). (II.1.30)

caso contrario o deslocamento serd o ponto no segmento gque

une os pontos

k k
k.-1 k o lle’ll,
-CGED) g = -
<g . Gd>
e que da © valor minime a ¢$Cd) sujeto a “dkHZS e Duas
caracteristicas desta escolha de dk sBo verificadas:
i) Uma tendécia para a inclinagio de —gk se rk for pequenc

iid) Se T for suficientemente grande e Gk for definida

positiva, entlo

k 1 %

d = —cehH g (direc¥o de Newton)



i8

O célculo de g dependeréd da relagioc

FOx + d® - £ £ 0,110 - £Cx™1 ¢II.1.31)

Logo, se (II.1.31) valer r  seréa “dk"z ou a"dk"z.

Caso contrario

1 k
e Ll B

Fowell estabelece gue cada treés iteragiises devem
corresponder a uma especiai de manera gque as diregles dk
para =1,2Z. 4 . s satisfagam uma condig3oc de independéncia
linear estrita,

Deste modo, se f for limitada inferiormente, ® as
codigBes (II.1.282) forem satisfeitas o algoritmo calcula um
pontao ><k'Hl que também satisfaz (II.1.28).

Se x* for um minimeo local de f que esteja contido numa
regifo convexa e fechada B, onde f seja westritamente
convexa, @ se existir ¢ en N tal que os pontos xk ger ados
pelo algoritmo pertengam a B para todo k 2 ¢ , entlc a
sequéncia <> convergira para x* @ G* para a(x*).
Finalmente, se 5 for estritamente definida positiva, ent3o a

. R . k .
taxa de convergéncia da sequéncia {x > seréd superlinear.
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FLETCHER (1972) considera © problema com restriges

min £{x)
5. a.

x R = {xeﬂa“ | €ixz b, i.=1,z,..m} (II.1.32

. . . . k+1
Na k—ésima iteragdo a aproximagio X ao minimizador de

(I1.1.238) & obtida comeo o vetor que resclve o subproblema

S, a. (II.1.32)

onde

1

——x - $FrTakex - x5

(II.1.34)

#0 = £ + v Tox - 5K

Sendo G& a aproximag8o da hessiana dada por (II1.1.25).

r, & tal que O < T < HCCH =z Q. 0O r. sSera diminuido s8 a
relagiio (II.1,38) abaixe nd3o se satisfazer, sendo aumentado
no caso contrarior. |

Se y for soluglo de (II.1.232), o teste para aceitar ¥

k+1
COmo X Sera

PO = £Cyd 2 el ) - #5Cyd) 0< p< 1 (II.1.3

Resolve-se (II1.1.33) fazendo-se uso de uma sstrategia de

conjunto ative, e desta forma o© subproblema ((ITI.1.332
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transforma—se em

min ¢ (x)
s. a. (II.1.3S)
EX =E ’

cuja solugSo pode sSer achada resolvendo-se o sistema de

sequagles

e Ay G~ wrdo ,
= (II.1.37
¢t o)l » b

Sob as mesmas  hipdteses de POWELL (1970) para f e v
tem-se que o numerc de subproblemas gquadriticos resclvidos
om cada iterag8o & finito, se {xk} for uma sequéncia gerada
pele método, ent3e existe uma subsequéncia, di gamoé {xkl;,

tal que

lim "g%x#i" =0 s k’'—-w

onde =5 € um gradiente viavel e & tal que —g, corresponds A

solugBo do problema

min "v + g“z
v

MV ZO VieBO) = {i. | ¢fx = bi} (II.1.38)

L

~

Além disso seo xk 2%, ont8oe x & um ponte de Kuhn -

Tucksr.
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Como corolario temos que para o caso irrestrito

lim "Vf(xksu = 0 se Kk +00

MORE (19782 dia uma implementag3o robusta e eficiente da

varsdo do algoritmo de LEVENBERG-MARQUARDT para o problema

2
2

min —é"F‘(x) || (II.1.39)

onde F:R"—R". © algoritmoe procura uma aproximagdo a

solucio de (I1.1.38) mediante a scolugfo do subproblema

min #{d)
s. a. ( CII.1.40)
loafl,= - -
onde
> = || FG:0 + Fr0™d I, CII.1.41)

D & uma matriz n8o singular que neste caso sera diagonal,
usada com a finalidade ds fazer um scaling .
De um ponto de wvista mais geral Morée considera o

subprobl ema

min || £ + Jdf,
B. a.

“Dd||zs r : (II.1.42

onde f: RT———aR" o J & uma matriz m x n . Sabemos que a
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base para o método de LEVENBERG-MARQUARDT & qus se d* &

soluglioc de (II.1.42), entdo d* = d(A) para algum A 2 O onde

dcad = —¢ J%7 + AaD™D > 1sTr (IT.1.43)

Se J for de posto deficiente e A = O, ent3o (II.1.47)

sord definido pelo seguinte limite

DACOY = lim DACAY = —CJD rte

Existem duas possibilidades : A = O e “EH(O)“2< r om
tal casc d(0) é a solugHo de (II.1.42) para o gqual "Dd"z &
minime; ou A > O e D= r .e snt¥o dA) & a unica
soluglic de (II.1.42).

Isto sugere o seguinte algoritmo

1) Dador 20 e ascluglo d = a4k = deako de

cegkr>Take kkaDk)d = - JErcak CTI.1.44)
_ k
ent¥ce: ou A = 0 e |DACA D= r,

ou A > 0 e [D*AA | = r,

2 Se [Jrex® + A< || £ faga XM= X+ d° e
calcular
k+1 k+1 k k+1 k

J° 7, send3o faga x =x e J = J

20 Escolha r = Dk'u
k+1



Observemos que o sistema de equaglies

¢ITI4AD’D)d = - J'f (II.1.48)

corresponde as oquagBes normais do problema de minimos

quadrados

rJ - £
[h1/zD]d= [o] , CII.1.48)

que pode ser resolvido usando uma descomposigio Q-R com piva
coluna. A principal vantagem de (I1.1.48) 2 a rapidez (duas
vezes mais rapido que (II.1.4833 , mas (II.1.48) resulta
quase irrealizavel quande A = 0 e J osta perto de =ser des
posto deficiente; além disto, a formagiic dos fatores R
D'D podem con@uzir a anderflows e overflows desnecessarios,
o que n¥oc sucede com (I1.1.48), & portanto a perda de
rapidez & compensada pelo ganho da viabkilidade e robustez. A
escolha de r ﬁependeré do comportamento do parametro p

definide por

lecsS |l = eS|
z 2z
P, = 2 - e (II.1.47
e |- flfC + JdT|,
MORE propBe o seguinte algoritme
1> Seja o & 0,1 . Se [P"Ifrc| 1 + odr . ponba
Ak= o dk = —J:f(xk) (J+inversa generalizada), sendo

determine Kk > 0 tal que se (II.1.48) se satisfazer para
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d = d*, ontEo

k Lk
- < <
(1 o)r, £ |ID7d "2_ (1 + odr
2) calcule o raio =
) Sepkﬁ0.000l,ponhaxk = x* e 3= g

Se = > 0.0001 , ponha xk+1= x4 a¥ » compute gh

i i 1
< i —_ —
4) Se P = y escol ha Frng & [10 e * ™3 rk].

i 2 _ 2

Se éke [fI—,—Z—] =] lk =0 , ou se Lk = X ponha
- k_k
Frvy = 2o "),
k+1

8) Atualize D

Com este algoritmo MORE did o seguinte resultado de
convergéncia. Se f:RT—sR"™ for uma fungZo continuamente

diferenciidvel em R" e {xk} for uma sequéncia gerada pelo

algoritmo, ent3do

lim inf|l75¢D% Tredy | = o

k —00

Se <J*> sHo limitadas, ent¥o  lim inf |75 (x| = 0
k —

Finalmente se ' for uniformemente continua, entioc

lim JIEresx )= o
k —-00 2



o
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FLETCHER(1980) considera o problema irrestriteo, =, da
mesma forma gue GOLFELD-QUANDT-TROTTER, na k— &sima iteragio

usa o modelo

min ¢<Cdd CII.1.48>

I E-N

all=

Apresenta o seguinte algoritmo
1> Dades xk e r, computar gk = Vf‘(xk) e Gk = sz‘(xk)

2) Resolver (II.1.48) para d°

2} Compute

k k k .
& = fix) - flx + d7 CII.1.40)

k Pcod - afcd™
4) Se & < 0.88 faga r =j]£|[z
k ’ ¥ k+a 4
k
S & > 0.78 e |d'|,=r faga r =2
Sendlc faga Fivs = Ty
B Se :Sk £ 0 faga s » de outro modo o= K 4 gk

FLETCHER estabelece que se a sequéncia {xk} gerada pelo
algeoritme for tal que X eBER"V k., onde B & um conjunto
limitade & s a fungi3c for duas vezes continuamsnte
di ferenci &vel com "sz‘(xk) "2< H em B , ent8o existirad wum

ponte de acumul ag8o x* que satisfara as condi gties



necessarias (de convérgencial) de primera ordem. S aldém

. * . : .
disso x satisfazer as condig8es suficientes de segunda

ordem, ent3¥o a restriglo "d"z £ r ¢ n¥o ativa para k
suficientemente grande, e a taxa da convergéncia &
quadratica.

FLETCHER (1882} considera o seguinte problema irrestrito

(n3o diferenciivel)

min F{x) (II.1.80

x e R"
Flx) = f{(x) + h{(ci{x)2
»R™, s8o diferenciadveis, o

onde £ : [R" SR, < i3

h: R" 2R & convexa. O algoritmo apresentado por sle & uma

adaptagic de FLETCHER (19820)., Logo o problema modelo na

k—ésima iteragi8o &

min¢k(d)
S &,
(II.1.851)
<

I<ff,= r,
onde:
2> = gt + herkcary,
gcad = £+ I Td + _la.d"'w"d,



m

we = PFrox + Zx’: Ve (9,
i=1
}\],c sBo os multiplicadores, ou aproximaglBes deles, do

v

problema (II.1.81)

It

1%y = e+ (AN Tg

>
]

(Ve (5,9 (X ,...,% (X
i z m

O ALGORI TMO

1> Dados xk » Kk, rk, calcule fok) » c(xk) » Ak s @ Wk, oS

quais determinam F( xk) s ¢de).

2) OQObtenha a sclugfc (global) dk de (II.1.81)

3) Computar

FCx®) - F(x® + d

&
k 2o - ged®
4) Se &6 < 0.88B onh r = mz
k . penha T T 7%
k —
Se 8§ > 0.78 e |d "z =r,  ponha r = 2r.
S=ndEc ponha L
8) Se ék < 0 faga ka = xk » Kk“ = Kk , caso contréario
faga ;n:k+1 = xk + dk =3 Kkﬂ igual am multiplicador que

resclve (11.1.81).

Prova-se que, Se a sequénclia {xk} gerada pelo algoritmo
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estiver contida num subconjunte B limitade de K", & se a
fung8o f for dwuas wvezes continuamente diferenciavel com
segunda derivada limitada em B , ent8o existirid um ponto de
acumul ag8o x> no qual a condig¥o de convergéncia de primera

ordem se verifica, isto &

mex s'g = O Ve CIT.1.82)
g & aF(x™D

DENNI Z2~-2CHNABEL (1282 admitem gue em (II.1.18B) & seja
uma aproximag8c simétrica e definida positiva da Hessiana de
f; em tal caso a solugdo do subproblema (II.1.18) &

dON) = = €6 + A L9000 CII.1.83

pPara um tinice A 2 0 tal que "d(?\) "z= r a mencs que "d(?x} “2<r
© om tal caso d(0) = d" (diregZc de Newton). Devido as

dificuldades para resolver a equagio

flacro] - r =0 (II.1.854

apresentam o método Doubl e dog-leg, que & uma extensic do
métoda de POWELL (dog-lesgl, para achar uma solugEo
aproximada do subproblema (II1.1.1%)., Basicamente o mnétodo
consiste em aproximar a curva d(A) mediante uma {fungSo
linear por partes que une o ponta de Cauchy (minimizador do
modelo guadratico na diregSo de maxima descida locall) a uma

fragoc do ponto de Newton (corrsspendsnte a diregdo de
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Newton do modelo). Deste modo escolhe-se x+ como o ponto tal
que "x+—x"2= r, salvo se "6—1 Vf(x)"zs r, casoc em gque x"
serd o ponto de Newton. Assim a direc3o tenderia para a de
maxima descida se r for pegueno, e para a de Newton se r for

grande.

O ponto N na dire¢&c de Newton & dado por:

1

N = x% = 56 9 (x5 (II.1.55)

onde 1 € tal gque

e e |3

- — =en =1
¢ x5 Ta ) 70 xS 720 ) Tae xS Torex®
CII.1.56)

e P.C. & o ponto de Cauchy.

GAY (1984) considera o mesmo problema restrito (II.1.32)
que (FLETCHER ), e usa como modelo para o cAmbio na fungfo £

a fungio.
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) = g'd + -_é_ d'ed (II.1.87>
= L
com g = Vf(x} e G sendo ¥V f{x) ou uma aproximagic (DFP

- —BFGS).
Fazendo uso, de uma estratégia local de conjunto ativo
no problema (II.1.3232), Gay aplica © seguinte algoritmo para

praoblemas irrestritos i

PAZZE0 O
Escolha um ponto x°“ em R” ® um raic r > 0. e s@jam cSo,
61, 62, &, 7 constantes dadas, tais que:

04 & <8 <1438, 0<adil, 0<n<i
Le) 1 2

PASS0 1

Achar dt' satisfazendo

pcd < nmin{ ¢ | Jafl, s - }
(II.1.858)
PASSO 2
< t = t
Teste fix" + d2 - £(xD < a ¢dh (II.1.89)
PASSO 3

Escolha r + segundo:

i r = r+$ 62 r se (I1I1.1.88) se satisfazer

11> & ||d').s r s & l<'l, se ¢(II.1.82 nSc se satisfazer
o 2 + 1 2

Defina r = r, até gque (II.1.88) seja valido

PASS0O 4
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Defina x+ = x + dt cama o nove iterando.

No algoritmo, que dt' satisfaga a condig8o (II.1.B8),
garante que nos pontos limites da sequéncia gerada. se
satisfarioc as codigBes de otimalidade necessérias de primera
ordem.

O procedimento efetuado por GAY € o seguinte:

0 dados dv® =0, k = 1.

1> Escolha AF tal que

k

A¥ < A (x® 4 qtkt

1]

> {’\. | €f¢ =€ + Q"™ = p }
1 1
2) Ponha g = Vf(x") + Gdt’k—l, e faga uma mudanga linear
de wvaridveis om (I11.1.87), de manera que quando as
restriges n8oc ativas ( daqueles indices que nio

pertengem a Ak) forem ignoradas, se obtenha um problema

irrestrito.

22 Aplique o© algoritmo para o problema  irrestrito
resultante no passc 2).

4) Volte as variaveis originais, obtenha d*. se d"* for
vidvel defina d' = d“*. Sen%o escolha 4" tal que

"dhk"z £ r o thk > Cx", faga k 1= k+l o v& para 1).

Uma forma de definir d"’k &

t,k

atr® = gg¥k

+ (1-grghkt

onde ¥ @ [0,1] & sscolhido de maneira que Ebk seja vidvel.
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Para evitar as complicagfies préprias das estratégias de
conjunto ativeos (por exemplo, convergéncia a um peonto nSo
estacionario, zig-zag, etc) GAY efetua uma escolha encaixada
dos Ak, isto &, Ak < Akﬂ. Usando uma eoxtensfco do método
Vdog—lag GAY prova que se { for uma fungdc continuamente
diferencidvel & x° um ponto viidvel, ent3o, para r. dado,
(I1.1.89) seria obtido num ndmerc finito de passos. S G em
(1I1.1.87> for localmente limitada , enti3c todo ponto de
acumul aggo x* da sequéncia {x}} gerada pelo método seréd um
ponto éstacic\néric (satifaz as condic;.Eies_ de otimalidade de
primera ordem). Além disto, se x* for wum minimizador local
_f‘ort,e (satifaz as condigles necessarias = suficientes de
otimalidade) e se G = V°f for Lipschitz continua, entfo a

%* #*
convergéncia de x> sera Q-quadrética para x , se [x —x°||z<

S, §> 0 @ x um ponto inicial.

VARDI(1883) apresenta um algoritme para resolver o

problema
min £{x (I1.1.80)
s. a.
hiCx) = O T4 = 4,250 4 ..Mm

onde £, h : R'—=aR , i = 12...,m s¥c duas vezes

t

continuamente diferenciaveis f & limitada inferiormente e

tal que Vf = V' sSo Lipschitz com a mesma contante K

vEEGo - R |l Kflx - vl - ¥y € RT
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"Vhi(x) - Vhi(y)nzs K< —y"z » ¥V x,y @« RT , i=g,2,...,m

Define o seguinte subproblema modelo na k-ésima iterag3o

min L, ve) + VXL.(xk,vk){x - 4+ %-{x—xk)TE!k(x—xk)

E. &.

aht(xk) + Vh:(xk)(x—xk) Q i = 4,2,...m

k
K= <r
I = T CII.1.81)

m
onde Lix,vd = £C(x) + zht(x)vi , CII.1.682)
v=1

€& a lagrangsana associada ao problema (II.1.803,
Bk & uma apraximégﬁo BFGS da Hessiana Vﬁi}f,vk) & o & uma
fungio peso destinada a fazer com gue © conjunto viavel ds
(I1.1.B81) seja n3c vazio.

Para decidir se (xb“,vhd) ¢ uma melhor aproximagSo &

solugdo do que (xk,vk) usa a fung8o mérito dada pela

penalidade exata

m
PLCx) = £ + ZMtlht(x)} CII.1.B32)
v=41

Para evitar um possivel esfeito Marateos numa wvizinhanga
da solugio, usa como fungdo mérito a Lagrangesana definida em
(II.1.688), B A for o mulitiplicador de Lagrange associado A
restrigfo fl<=="]| )< £, em (II.1.82), & se d(A) = x - x*, WX
= v - vk, ent¥oe a fungio "d(?\)"2 serd monotonamente

decrescente em A (A 2 0): aldém disso & possivel mostrar gque
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para A suficientemente grande
Lix + d(A), v + w(Ad) < L(x , v + w(Ad)
e que S8 W7 rvtl i=1,2,. .. m , ent¥o existira A > 0 tal que
FLOx + dCAI) € PLIxI)D
VARDI proptie ovseguinte algoritmo
i} Parta com x‘uﬂ}ri . B, k =0

2) Faga k =k + 1

3) obtenha A (primeirc teste A = 03, A o wa¥ tais

¥ Lix", v
¥k
ah{x 2

que
k

dca® B + AT whexdy 7t
wea®> | T T | onedST o

e =r, . A 20 e A(facrH| -r) =0

4) Teste se PL(xk + d(xk)) < PL(ka, sendc reduza rk. ® VA
a 3

5 Teste a convergéncia , continue s¢ necssario.
8 Compare a aproximagao quadritica de L com o wvalor da
Lagrangeana e seus gradientes em ( xk + d( kk) > Vk + w( P\k) 3,

usando a comparagie para aumentar ou reduzir o raio Iy

7  Atualize BY,
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2) Faga xku: xk + d(?\k) H vk+1= vk + w()\k), volte a 2).

Para obter convergéncia VARDI escolhe )\k que verifique :

PLCK® + dCA')) = minPLCx® + dCa)
= 0
em lugar da exigéncia do passo 323D A& tal que
[4=18 AFy , weaky) ||ZS r.- Sob as hipSteses de que existem

constantes a,b em R verificanda
T T n
az z S z Bz £ bz =z Yz R ,

que u Z lvi" i = 4,Z...m para todos os pontos gsrados

pelo algoritmoe & que o conjunto

E|

s o
{»x e R" | £ + =;:t!h,b(x)] < £Ox™ o+ ET‘:'hicx > | }

¢

seja limitadeo, prova que a sequéncia £x2 gerada € limitada,
e s ; for um ponto de acumulagfo, entio h£<;>= O i=1,2,..,m

e existiréa _v_ tal que
VECx)  + Phix) Tw= O.

o o L
Se acontecer que o ponto (X ,v )} estar numa vizinhanga

da solugle (x,vO & se |(BH ™!

- 9L, v "z< S para & > O

suficientemente pequeno, ent8oc a convergéncia de ka,vk)
* %

para (x ,v ) & superlinear.Esta propriedade local ¢ obtida

trocando no algoritme a fungfo mériteo PL pela fungio

lagrangsana numa vizinhanga da solug3o,
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BYRD-SCHNABEL~-SHULTZ (1987), da mesma forma gqus VARDI
consideram o problema com restrigiies de igualdade (II.1.80

= na k—-&sima iteracfo definem o probl ema model o

( subprobl ema)
k

min ¢ (d)

. a.

oh (X + A Td = 0 (TI.1.64)

“d"2£ rk
k kT 1 T_k ) - .

onde ¢(dd = g d + = d Bd & uma aproximag3o quadraltica
da lagrangeana, <com gk = Vf(xk) = Bk uma  aproximagdo

simétrica da Hessiana da lagrangeana .a & definido de forma

gque o conjunto vidvel de (1I.1.684) seja n3o vazio, e

A = (¥h 5 ,9h ... Yh (0).
4 2 m

Nota-se gqu=, s d satifa=zer as restricdss de
(II.1.84%,ent8o d pods ser descomposto segundo os espagos

tangente & ortogonal, isto &,
d=oav + 2°u (II.1.85

onde Zk & uma matriz nx(n-md tal que {Zk)TAk= Qe

CZk)TZk =1, vk & dade por

Vo= - AFrca Tak T hesd CII.1.68)
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com Grk = "avk“2£ r 3 9 e (0,11

k

2 u & a solug8o do seguinte subproblema

min $Cw (II.1.87)
. A.
<
flull =) >
onde:
& = g2Fu + —é uc 25 B Z
el k k k

Fk = (r: - (a"vk"z)z)ifz

Assim, lembrando o trabalho de Gay (1984), os autores
retornam & forma do mélodo de regifo de confianga para o©
problema irrestrito.

Para decidir se xk + dk % uma melhor aproximagic que xk
a soluglo de (JI.1.80) usam como funglo mérito a penalidade
exata definida em (II.1.833. Para evitar o efeitc MARATOS,
ou seguir uma curvatura negativa da Lagrangeana adicionam e
d a corregio

—akrcak Taky Tk gk (II.1.83)

cada vez que "v"zﬁ £r, F = (0O,

Sobk a assung@o standard de que a sequéncia {xk} ssteja
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contida num subconjunto S aberto de r", que f, kk,sejam duas
vezes continuamente diferenci&veis en S, que g = 9f, A,
1

CATA ™ ’ v°f e cada Vzht sejam limitadas em 2; e as condigfles

socbre o espago nulo:
1) Existe #> O tal |B|.< 3 V&

2} Existem K1’Kz tais gue para todo k

—Fed = Kiucz")“g""zmin{ Tx ,

fez*>"g ), }

llez®> TBkZ" |,

Fouky < chuiccz")"s"z"n?k

onds uiiP) significa o menor valor préprio da matriz P

3 Se (Zk)TBkZF for uma matriz= definida positiva &

||cz’°>B"z?‘||zs r, . entfo W = —ccZhEREo TR,

Provam qu® cada iterag8o interna (itsrar até conseguir
quo x + d seja melhor que x ) do algoritmo termina apés um
numero finito de repetigies. e {PL(xk)} forem limitados
inferiormente em 3, ont8o os pesos U, para k suficientemente

k. T _k

grands permanscem fixos = h(xk) -0, (270 g ——=0

(condigio de convergéncia de primeira ordem). ordem).35e
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entfc existira J\* tal que as codi¢gBes de Kuhn—Tucker seram

verificada isto &

gix + Alxor® =0
E 3
hex'> = O

e a matriz

% E E % *
Z( x )"'[v""fcx) + z A, ¥h(x )]ZCX)
sera definida positiva.
%
Finalmente a convergéncia de xk para X, sSera
. - . ) 2z

Q-superlinear, s, numa vizinhanga de x , Vr e ¥ h.
A3

(i=14,2,, . . m) forem Lipschitz continuas.

COMN-GOULD-TQINT (1888) apresentam um algoritms para o

probl ema
min () : | (I7.1.88
s. a.
1l =2x = u i= 42....m
i i i
Onde f :R"—-[R & duas vezes continuamente difersncidvel. Na

k-désima iteragio o problema modelo utilizado por sles &

min ¢Cx® + CII.1.70)

F. 2.

k
[Ip"a ||z<_: ar,

onde 0" + d) = £0x + vrexHTd + -l?- 4a"s*a ,



Bk ¢ uma aproximagdo simétrica da Hessiana 9r¢ xk) s f?z <
{0,111, e E# & wuma matriz de scalamentoe nfo singular
di agonal .

A viabilidade da soluglSico & mantida mediante o operador de
projesio

1. s X = 1.

v [N R
(P[x1) = u, ) xi'_:z u, (I?[.l.’?O)

de oulra manera

Temn-se que S dk for solugdo de (II1.1.70), ent3o xk + dk

devera ser viavel, salisfazendo
£Cx - g + a2 BAECH — ¢ CII.1.72)

onde ﬁ; = (0,1] ,x: ¢ ©o ponte generalizade de Cauchy

definido por

x = PIF - tX WM ' CII.1.73)
< =
sendo.tz a menor solug8o do problema unidimensional

min @ C(PIx" - twF1)
Lt 20

D cPE=® + tw®1 - 5 )< b

D p s k R .
com » constante positiva e w correspondendo a direg3o

gradiente escalonado definido por

(D™D = wre®



Usando o seguinte algoritmo:

FASZ0 O
Szjam [, 7, Yor ¥ ¥, constantes riaies dadas tais que
O<L<np <1, pn < us<il, O <y0 = ¥, <1 = ¥,
escolha um ponte inicial x° em R" » uUm raio ry» & uma

aproxi magEo B? da hessiana no pontoa 2. Caleule £(x">

Faga k = Q.

FAEE0 1

ACHAR d* scluc¥e do problema (II.1.70)

PASS0O 2

Calcule f(x'+d") o
£Oxr - pex+d™)
P —i
ko - gMoRed®

FPASSO 2

Se e, > u , faga:

N N T Y S i I
=
escol ha Ty & [rk, ;vzrkJ g2 p = N, oU
k+1
r e [yirk,rkl se e <n

De outra forma faga

escolha Filsg & [}'ork, rkJ.

FASSO 4

Atualize as matricez Bk,Dk. Incremente k em 1 & va a 1>
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Este algoritme & =m=imilar ac dado por SORENSEN (12823
que apresenta uma forma estruturada dos métodos de regifc de
confianga,

Os autoreé, sob as hipdleses:

1 B < o, . oo, 21

o
. 1 _ o= i, i~
2> Z:o—El: —_—a® ;b =1+ m?x flccoh T BN DY I,

g a propigdade de gque x serd um ponto critico de {(II1.1.70)

se 2 somente se

Iy
o

Plx - twl = x ¥ ¢

provam que se for a seqgqudncia {xk} gerada pelo mélteode

verifica

liminf |PIx" - w*1 - »*||= o CII.1.74)
ey () 2

Além disto, se existir o, z 0 tal gue
I“Il. = o, e limb [rix™ - £(x*"1 =0
2 2 k

ent8c liminf na relagSc (JI1.1.74) s& transforma em lim .
Finalmente se tode ponto de acumulaq&o de {x>

satisfizer as condigles de‘f‘olgas complementares estritas, =

=1 I(x::) < I(:fck + dk), entio o algoritme identifica o

conjunto ativo corretamente.



MAHMOUD EL-ALEM (1988) considera também o© problema com
restrigiies de igualdades (P) e apresenta uma estratégia
diferente Aquela dada por VARDI, =2 por BYRD e ocutros.

Corresponde a uma variagio do método no gual eom cadé
iteragidc o passo & escolhido come aguele que minimiza o
modeloe gquadriaticoe da Lagrangsana e da também  algum
decréscimo a [hex™ + Yhix*3Td]| . Esta idéia foi introduzida
por CELIZ-DENMNIZS-TAFIA (12884) : om cada iteragio o passo &

computado resol vendo-se o subproblema

min ¥ 16,25 7d + -1?- aTeq
CCDTD *
=, A

[rex> + vhedS Tl < 8

llafl,= -,
CII.1.78)

onds B" & uma aproximag®c da hesiana da Lagrangeana 1
associada ao problema (PY o o \‘:}k & wuma constante positiva
que depende ds k.

Em CELIS-DENNIS-TAFIA Sk £ escolhido comeo

k k,T_k
8, = x> + InexD |,

onde d::p % o ponto de Qauchy.
QO seguinte algoritmo corresponde a modificaglo dada por
MAHMOULD} para obiter a diregBo gues permitirad definir a nova

aproximacio a soluclo de (P)
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ALGORI TMO 1

1) Resolva o sub-problsma

QP min ¥ _1¢x,2%Td + -%— d'B g
s. a.
k k. T
h(x) + Vhix > d = 0 (ITI.1.78)
para obter dk =] Alk
ap ap
se "dkll £ r,, o passo teste seora d¥= d* o AN = ank
apl2 k ap ap
senao:
al) BSe xk for um ponto wvidvel, ent8o resclva o
subprobl ema
¢ TRQP) min ¥ 105,05 + L "Bk
s, a.
hes®) + vhisdTa = o
(I1.1.77)
==
=l = r,
Faga
~k k Sk I, T k. k X k_k
d” =d » AN = —[Vh(x } Yhix )] Yh ¢ )[Vl(x‘) + B d ]
TRGP TRQP

k) = xk n8o for viadvel, ent8oc resoclva o subproblema

(CDTD

Faga : a = o » &



“~k

Seja o o passo computado por alguma das f{ormas

Sh
. k . .
anteriocres e AA © seoeu correspondente multiplicador

~k k

Lagrangs. A qualidade do ponto (x* + d » AN+ .ﬁ?\.k)

k

relagBoc ac ponto {>c,kk} serd avaliada por meioc da funcio

LAGRANGEANQ AUMENTADO

P, Azed = £ + AThs) + c"h(x)":

ANE = —[vhcx"J"'thx"J] Fhi x5 [Vl(xk} + B g"

de

em

CIT.1.78)

Define—-se a redugio real na fungdo mérito no ponto

ka -+ dk, Ak + Akk) como

ared = O AR SR - g+ gd, AR o+ ANk k)

g a redugioc predita como

k

~
ko anE ek

predk = ¢(xk,kk,ck) - w(xk,dk,k

onds

k 7k .k %k k . o
wix",d , A L,AN ;&) & uma aproximagBo da fungHo

SO + df, AF + aNE "

aredk
O passo seréd aceito s¢ ——s— 2 1 , onde nn < (0,1)
predk i F
k .
e entio xk+1 = o + t:!k ) }\ku = kk + AM. Defina-se dk =
“k k Tk . .
d° e AN = AX se o passo for aceito, no caso emgue sojia
k+a k k+1 . k

rejeitado, x = %, - A = A, Q algoritmo seguinte
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permite testar ©o passo & atualizar o raio da regido de

conf'ianga.

ALGORITMO 2

aredk
1> Se

tA

_EFEE—— ni, ent8o faga:
k

k+4 k
> = X
Ak+1 = kk
f'\k r‘\k
F, €% ailld ||z,o(2"d ||z}

aredk
caso contrario, se n;s prad = 7, ent8o faga
k
xk+1 = xk + dk
kbu - kk + Alk
r . =mint r_, o |d°|
k+4 Kk’ a

are
r dk

senfo, se —EFEH:— z2n e “dQPHZ >r, e

a4"dk“z > r,, faga

k
N L

2 voltar ao dlitimo passo aceitado 2 ap Ultimo radioc da
regifoc de confianga & atualize o radio.

Caso contrario faga

k44 k k

k+1 k k
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ro = max< ro aa"dk"z}

A seguir apresentaremos o algoritme gesral proposto
ALGORI TMO

PASZ0OCO)

(o] TN [
e R

, Qo n m
Sejam x « R, B » A e R, c » P B oL, O

o s £, I tais que :
4'.- 7717 nz~ ? 0, =]

¢, = 1 , p>» O

O a T a €1 4 a < o
1 2 4 3

O § n, < A, <1

& » O, r » O

FPASZE0 (1)

Se P veCS || + [|hexD ||, < &, PARE

FASS0 (2)

Comput.s dk =] ﬁkk de acordo com o algoritmo (1)

PASS0 (32

Atualizagio do parameiro de penalidade de acordo com o
seguinte esgqusma:
faga r, =r1

Se

Ty

pred 2 T[" RO 2 - e+ thx")TQk":],

va a (4D
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caso contrario faga

7105, A% a + Lz ake*a* + aAA®chex®) + vhexHTdE .
rk = 2 e
| R 2 = Jhesd + onex® Tak?
4 4
PASSO (4)

Teste o passo e atualize re de acordo com o algoritmo 2

PASSO (5
Faga k = k + 1 e v& ao passo (1).
Considera-se as seguintes hipdleses de convergéncia
1> Existe um conjunto aberto e convexo ) < E" tal que
para todo k, xk =] xk + dk = {L
2 £ e ht s3c duas vezes cotinuamente diferenciaveis em
.
3 Existe uma constante r tal gue ry =r para—rcda k.
45 Vh{xd, vE(x, vir(x, (Vh(x)TVh(x)] = Vhi(x)
i=1,2,. . . . ,m S80 todos limitados em (.
B8)As matrices Bk s80 superiaormente uniformemente
limitadas.
E demostradoc que o algoritme estid bém definido., no
sentido emgue sempre encontra um passo aceltivel = além
disto termina mun & ponto de Kuhn Tucker.

Fara a wvelocidade de convergencia local, acrescenta-se

as seguintes hipdtesis:

1) A seguéncia {xk} converge a um ponto de Kuhn Tucker.

o]
X .
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2) Em x* se satisfaz a condi¢@c necsssiria de sesgunda
ordem

2D Vzl é Lipschitz continua em relagdo a X em alguma
vizinhanga de x*

4) Existe ko suficientemente grande tal que V k Z ku se

tem

-1 ~
ohe s [dhesdo Toncd | he T aE D < < |46
2 o]

Estabelece-se entico que para k suficisntemente grande a
regifiic de confianga serd inativa o a convergéncia da

2%
sequéncia (xk,Kk) para a solugdo (x*,K 3 sera Q- quadritica.

Oz trabalhos descritos a seguir corrsspondem ac caso nao
diferencidvel geral, nos guais se combinam oz metodos de
feixe ® regifio de confianga. As definigSes e propriedades
necessirias para sua comprensfo sfo dadas no capituleo (IIID
ao gqual referimos para a metodologia de feixe e algumas

férmulas que serfo utilizadas.

KIWIEL (1928) apresenta um método de feixe com regifieo de
confianga elipsoidal para minimizar wna fungdc { convexa

(n¥o necessariamsnte diferenciavel) sob as hipoteses de que

o conjunto solugHo ®* = {x* < R" | FCxH) < £ ¥ x € R” }

seja n¥o vazio, © que se conhece © centro x e o raic r de
<

alguma bola [E dada por [E = { x € R ' “x—xcﬂz < r } que

E
intersepta o conjuntoe X .0 algoritmo precisa da computagdo



de f{(x) e de algum subgradients g, € af(x) em cada ponto x s

R", e gera duas sequéncias de pontos {x?} e {yk} em R". &

k+1 k

k-u) = f(xk.) sSe X 2 X

sequéncia {xk} deve satisfazer f(x
e f( xk) ¥ minf(x), a sequéncia auxiliar {yk) em Jque =9
calcula f( yk) ® g, = ng yk) e af( yk) » gera uma sequéncia de

=elipsoides

) 13
[Ek = {x e R" ! "x—xG"Ak < 1 }

com centro sm xc onde as matrices Ak sdo simétricas e
) 3%
definidas positivas., Estas matrices s3o Ltais que [Ekﬁ R 4)

¥ k. Assim na k-ésima iteragiio,o problema se reduz a

min f£Cy)
Yy & [Ek

que usa come subproblema modelo a

min fk( y2

(I1.1.79D
)'r G[Ek

para ; fornecido pela definigio (III.1.2):
tFcy) = max{ feyh + <glhy-vh | o e arcyh }

( trata-se de um modelo localmente afim para a fungSo § ).
Devido & complexidade deste problema Kiwiel utiliza uma

forma equivalsnie via dualizagiSo de restrigles, O algoriimo

i

busca uma solugio (yk+ ,uk) de
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min u + —érnk"y—xt"ik

S. R

feyH + <ghy-yir< u e ¥ =€a,2,. .. 10
CII.1.80

k . . . . . .
n & um nimero maior gque o multiplicador de lagrange

associado a restrigfo guadratica.

Fazendao

k uk - f‘ka)

<
"

dk - 1.“_k-;-:l _ xk
=3

]

= £~ £
i <

o problema anterior se transforma om

min v + —%f nk"d":k

5. a.

i
CII.1.813
KIWIEL propie 0 seguinte algoritmo :

PASS0 (0D

i n ) : .
Escolha um ponto x &« R e uma matriz Aﬁ nxn simétrica
L=

definida positiva , tal gque o elipsdide

?

E = { x e« R” ' "x—xi"A < 1 }
1

4

satisfaga E;ﬁ R ¢. Selecione um ponto de partida =
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em R", uma toleréncia final €, m « (0,1) e paréametros
nu} Ce ye (1,100, F"'::\nha;y:l = ' e I = <12, Compute
F(yhy, g* e aftv") e f‘1(xi) = fCy" + {gi,x;—yi.).

Escolha n1 = (O,nu). Ponha o contador de iteragSes

em k = 1 @ o contador de passos sérios em 1 = Q.

FASS0 (23
Calcule a sclugioc (vk,ak) e os miltiplicadores de

Lagrangs h?, ie Jk, do subproblema (II1.1.81); computs

k -k k i —k.
Cpk, o) =z A gl a®
pao ; (o
.k
=S

PASS0 (25

Se ||p"||A_1 + & S e, PARE.

k

Se at > QO , vi a passo (4); de outra maneira continue.
PASE0 (3

Qbtenha x: e« E" & uma matriz A+ nxn simétrica e definida

positiva tal qus

-+
E, - {x N o N }

seja um slipsdide de menor volume contendo a Ek ] &i ’

onde

H = { x « R” , <pk,x—xk> s & }
P c P

+ +
Substitua x:, A% =] nk por x_ A e 7 respeitivamente

2 va ao passo (1)
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FASZO (43

Sa 'Iak" r £ 1 v& ao passo (5 Caseo contrérieo escolha 77+
A

om [xnk,loonkl ponha nk = 77+ @ V& a passo (1)

PASS0O (52
Faga yk+1= xk + c_ik e compute f(yku) =] ggm1 < af(yk+1)
se £y £ £ + mv®, ponha = Y k1) = k o+ 1

e acrescenta em 1 o contador de passos serios 1. Caso

contrario faga >-ck'Hl = xk.
FASS0O (62
Atualize Jk+1.
FASZ0O (72
Se xku = xk, ponha nk“ = nk, caso contrario sscolha
k+1 . k+1 _  _k = =
b7 = (O,un. Fonha xc = xc » Ak+1 Ak » Kk k+1

e va a passo (1)

Kiwiel prova que a sequéncia {x}f} gerada peloc algorimo
ou £ finita, & em tal caso o Glitimo elementoc € © minimizador

de £, ou & infinita, & £ tminflsx), quando k

=00 .

SCHRAMM-ZOWE (1887) apressntam também um método com
regifo de confianga para minimizar wuma fungdoc convexa n3o
necessariamente diferenciivel sob a hipbdtese geial de que [
seja uma fungSo limitada inferiormente. Da mesma forma gus

Kiwiel © algoritmo precisa da computagio de f{(x) & de um
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subgradiente gf( X) & 8f(x) om cada x < R". Gera duas
sequéncias de paontaos {xﬁ} = {yE} em R™: a sequéncia {x%}
deve satisfazer ¢ xku) = < xk) 2 se xk'u = xk =
f(xk)¢minf(x); e a sagquéncia {yk} serve para computar f(yk)
2 gj < 6f(yk) que serfo usado para melhorar o modelo gquando

ndo se consiga um suficiente decrescimento da fungfo f.

Desta maneira, na k—-ésima iteragic, o problema modelo sera

minfCsxt,dd

5. K,

ell, =+

]
L
—
[y
{3
na
()

onde f & como em (II.1.79), um modelo localmente afim para

£Ox* + d) - £(x*) definide em (IV.1.5), por
£, d) = max{ £y +<gl, K -yh s gl > | ¢l e anyj)}
I

onde I = {1,2,....,k}

Como na obteng3o de forma (II1.1.88) se chega sucessivamente

as formas eguivalentes

{IT.1.835



1 2
min v + =T "d"z
s, &.

_axz Fgid < v CII.1.84)

Os autores mostran que o trabalho de adaptar r ao modelo &
equivalente faze-o com L. Estabelecem que a solugio em d do
problema (II.1.84) como fungio do parmetro t € continua e
crescente em t 2 0, & que além dissp € seccionalmente afim.
Em cada iterag®o k, © pardmetro t wvaria segum o seguinte
algorime interno (atdé gue d(i) produza ou um decrescimento

suficiente da fungdo f. ou passo nulod.
ALGORI TMO INTERNO
FASZ0O (0D
Escolha t': » faga j =1
Compute a seolucio (v{t]; ),dct’j")) de (II.1.84),

faga y];“ = xk + d(t};) e compute g)jc+1 < af(y:,‘“)

PASS0O (22
1) PASSQ SERIQ: se se tiver:

a f:y’;“)—fcx") < miv';



k+1 k

b) . .
i 1 3 i

far;a xk-a-:l - yk-a-:l - Yl.ﬁi , gk-u = g];+1 = PARE

2) PASSO NULO: se se tiver

a) f(y’;“) £ = miv]jc

B £ - £eyh 4 g'j‘“d’; < B ou t,‘j‘ -t S

2 B2 1) e 2) nio forem satisfeitos ent3o escolha um t
melhor e volile ac passo 1).

A escolha de + & realizada através da bissegi3o, os
autores provam gue o algoritmo interno cicla um ndmero

finito de vezes.

O algoritmo geral dado por SCHRAMM-ZOWE & o seguinte.
ALGORI TMO GERAL

FASZ0 (0Q)

Escolha x & Rn,g, t, m, 4, 3, @ € em R tais que :
0=2t<t, 0<&m<1l, u>0,p>0,8e>o0

Faga y1 = xl, compute f(yl), 91 = 6f(y1) e cﬁ, ponha k=1

PASE0 (1)

k+1 . .
Compute x de acordo com o algoritmo interno, ou pare

se se satisfazer algum teste de parada.

FASZ0 (22
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Compute oc’,:+ 1 » Para i=1,2,. .. k+1.
PASSE0O (3
Faga k = k+l1l @ volte ao passo (1).

k . .
Os autores ostabelecem que se (x> & uma sequéncia
. ~ k * ¥
gerada por oste algoritmo, entfic X ——- x , onde x & uma

solugdo do problema.

g



58

CAPITULO III

FUNDAMENTOS TEGSRICOS

ITII.O INTRODUGAROD

Neste capitulo daremos © minimo de ferramentas, nece-
ssario ao desenvolvimento desta tese. Suporegmos conhecidos,
oS rasultados basicosx da otimizagio diferanciévelt de anali-
S® convexa & as propriedades das fungfes localmente Lips-
chitz (ver Rockafellar {(1870)). Comecaremes lembrando o con-
ceito 8 algumas propriedade do subdiferencial no caso local -
mente Lipschitz e no caso convexo., Ssguiremos com as condi-
¢Oes de otimalidade para problemas convexos ndo difsrenciia-—
veis nos casos irrestrito e com restriges, e, finalmente
daremos © conceito & algumas propriedades do g-subdiferen-

cial .

II1.1 SUBDIFEREMNCI ABILIDADE

DefinigBes III.1.1

Seja £ : R" R uma fungio localmente

Lipschitz; ent3o:
1) O conjunto gradisnte de £ am %, M({x) & o conjunto

M{x> = { g e r" l Vf(xﬁ———~4 g, para alguma sequéncia

.,
v

+x, com {f diferenciavel em x, }
+
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£) O conjunto subdiferencial (gradiente generalizado)
de £ em x, (x>, & a envoltidria convexa do conjunto

gradiente, quer dizer:

m
AF(x) = coM(x) = {ge R" | g = z

L o
-
(s}
-
| P =
Lo
I
==
>
v

8]
9, € MCx) W i ,iz=1,2,..k , k = N }

L

Cada slemento g € @f{x) & chamado um subgradiente de I em x

Fropriedade II11.1.1

O subdiferencial de f no ponto x < R"

verifica o seguinte:
1) af(x3 = @
2) af{x2 & um conjunto convexo
B (x> & um conjunto compacto
4) 8f{x) & semicontinuo superiormente, ou seja, se uma
sequéncia {)Q} converge para X, € ¢« Bf(yi) para ca-
da i, =ntfo cada ponto de acumulagio g de {gé} satis-—

faz g « 8.

8) 8f & limitado sobre conjuntos limitados



Propriedade III.1.Z2

Os fatos seguintes s3o equivalentes:

1) 8f(x) consiste de um Gnico ponto.

2) Vf(x) existe e & continuo relativamentec aoc conjunto

onde ele existe.

FProprigdade I1I.1.3

S a fungfc f for convexa, entic f sera

localmente Lipschitz no dominio efetiwvo. (domf)

Fropriedade I1II.1.4

Se a fungdo f for convexa e f{(x { w ,

ent 3o

arcx) = {g e R" | f(z) 2 £ + <g,z-x> V¥V z e R’ }

A proprisdads III1.1.4 nés permite dar a seguinte inter-
pretagic geométrica dos elementos do conjuntoc af{(xd. Cada
subgradiente g em 9f(x) define uma linsarizagio de f =m x da

seguinte maneira

fg(z) = f{x) + {g,z-x> VzelR'

a qual & uma aproximagdo inferior de f em X com



853

f(xd f (>
g
£(z) z £ (2 ¥z e R
O grafico da funglo afim fg(z)

H = {(z,® r™ = £ (z) }
g { z, € | B B

& um hiperplano soportes do conjunto Epi(f) (epigrafico de )

no ponto (X, f{(x)) onde

Epi(f) = { (z,2 &« R™ | £cz) < p }

Definigdo I11.1.2
Através das linearizaglies inferiores de f, podemos

definir um modelo local para f seccionalmente afim, dadoe por

f{z) = max { £02) | g s of00 } ., ¥Vz eR'

Propriedade I1I.1.8

=

1) £(x0

2) f{=) = £f{=) VzeR'

3) Epif ¢ Epif



Propriedade II1.1.8
£f'{x,d) = max { {g,d> l g & 8f(xd }

fix + td) — f{x}

onde £’(x,d) = 1lim
tNO t

quando tal limite existe .

I1I.2. CONDIGOIES DE QTIMALIDADE

Nesta segio lembraremos as condig@es de otimalidade
para problemas convexos nSo diferenciaveis irrestritos e com

restrigdes.

Fropriedade III.Z2.1

Seja £ :R" + R uma fungfo convexa,

entdo s3o equivalentes:

1> x & um minimo global para f

2) 0 € af(x)

3) min £'(x, dY 2 O

Iell, = 1



B0

Consideremos ageora o seguinte problema (F

min £ (x3
o

s, a.
(P2

f‘t(x)io il =L 1.2,...17 *

f‘j(x) = 0 jeJ =4Lr+l,....m 2>

Onde fi, : R”

R i «e K=I_ wvJ , I =1 W {0 sio
Q o]

localmente Lipschitz. Temos, para (F), a seguinte condigdo
de otimalidade.
Proposigdo III.2.2

Seja x uma sol ugEo local para o problema
(P, entdo sxistem escalares M. » i € K nSo todos nulos tais

S que

2y uf(xy =0 iel
LA, A

2 0 a 2 p O (50
iek

Definig8o III.2.1

QO problema (P} ¢ chamado convexo quando as

funges £ , i € Io s30 convexas € f‘j, j € J s3o linsares.
v
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Froposig8o III.2.38 (Teorsma de KUHN-TUCKER)

Dade wum problema convexo (P seja I o
conjunto de subindices de I para os quais ft nEo s3o afins,
Admitamos gue © ponto de minimo de (F) ¢ finito & que existe
um ponto vidvel que satisfaz as desigualdadess eostritas om
(F) para todo i = I. Ent¥c um ponto X sera solugdo otima de
(P) s = somente se existierem escalares M, » el WV J, tais

que
12 M. =0 Viel

B uf (xx = 0 Viel
r U

mw
3 0 = [af (o + zy,af,c'i)]
Lo v v

v=1

Definigdo III.2. 2

As condigBes 1),2),3) da proposigio (III1.2.3)

s8c chamadas de condigBes de KUHN-TUCKER para o problema (P

II1I.2 #-SUBDIFERENCIABILIDADE

Definigioc III.3.1

Seja £ R +R, uma fung3o convexa & £ = 0,




o2

O g-subdiferencial de f em x & o conjunto convexo

3Sf(x) = {é e R" ! £Cz) 2 (%) + <g,z-%> — & , Vz aR" }

Cada slemento g = astxa & chamado um s-subgradiente.

HNotemos que g ascha s @ somente s=e g determinar um
hiperplano que pase por (x,f{(x)-£) tal que para todo (y,u) e
Epif se verificque wum 2 f{x) + £g,yx - &

Propriedade III.3.1

Sejam f‘,L : R"

+R, i=1,2 fungSes con-

vexas @ préiprias. Se existir xq tal qus fﬂ(xo) < o , i=1,2,
v

ent3o

@ (f + f d{x ) = 8 {af€x3+af(x)}
E 1 z o £ 1 0 £ 2z o
£ .5, 1 2

& +te =g
1 2

Esta propriedade pode ser generalizada para k fungiles,

k 2 2.

Q resultadeo a seguir € eszencial na metodologia dos
feixes (wver LEMARECHAL (13878-1275-1981), MIFFLIN (1882),
ZOWE (1985)), porgue identifica subgradientes sm um pontoc a

e-subgradientes de pontos vizinhos.



a3

Fropriedade I1II.3.2

Seja f : r" -, uma fungfo convexa @

prépria, € 2 0. Entdo :
15 Existe uma vizinhanga V{(x) de x tal que

y € VX)) == af(y) < 6:f(x)

=) sejam X,y € domf’ & g € df(y>. EnitZo

g e 3$f(x) Cmmm=p ¥y} Z £330 + {g,y—2> - &
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CAPITULO 1V

UM METODO DE FEIXE E REGIAQ DE CONFIANGA

IV.0 INTRODUGAO

Neste capitulo consideraremos o problema (F)

min f{x?
S, a.

(P2

h£CX) = 0O i= 4,2, ..M

Onde £ : R" +R, & uma fungfo convexa (nio cbhrigato-

L3

riamente diferenciivel) = hi,= =3 +R, (i=4,2,...,m D s&o
afins.

FropBie-se um algoritmo para (F) que use oz métodos de
feixe ¢ de regido de confianga. O modeloc para (F), o subpro-
blema para determinar a "“diregio de descida" & gerado por
u—ma aproximagio seccional mente afim para f (via
subgradisntelas restrigiies sico tratadas com nos métodos de
aproximagies sucessivas, Jgue =M NOSSCO Caso correspondsri a
hipeplanos pa- ralelos aos h{. Dadeo que os hiperplanos

paralelos om cada ponto poderiam ter intersegcio vazia com o

conjunto

{deRn R zo},
da mesma forma gque VARDI (1985), BYRD - SCHMNABEL - SHULTZ

{(1987), poremos uma fungio peso nos termos constantes dos

hipesrplanocs de modo que sstos interseptem o conjunto

{d «R" | |q)f, =, r?‘_‘O}.



Da mesma forma que LEVENBERG (1844), e GOLFELD-QUANDT-
TROTTER (1888) no caso diferenciavel, e ICHRAMN-ZOWE (1388)
para o caso ndo suave, © controle de r sera feito por forma
indireta, adicionando na fungdo objetivo do subproblema (mo-
delo para (PF)) a expressio —%E“d":' A fungao-peso considera-

da serid (o0 em (I1.1.81) e em (II.1.642)

i t
—_T-— , S8 "h(xk)"zz 1 @ k = kn
Ine> ),
k
Bk={3(xk)=< t_' » s@ t < “h(x )"zﬁ 1 ¢ k = ko CIV. 0.1
k
|1 » se  JhixD| st ouk > kg

s a sequéncia {x¥} (que seréi -gerada pelo ALGORITMO GERALD
tiver um nimerc menor gque g (g & prefixado) termos consecgu-—
tivos iguais. Caso contrario ﬁ* = 1.

o parametro t sera convenientemente gscolhido
em (0,1).A=ssim 0 = 3 £ 1
h(x) = (h1(x), ,hm(x)).

A diregdo d (solugldo do subproblemal, como f{fungdo

do par&metro t > Q, seria continua e "d(t)"z crescente; tais
proprisdades justificar8c o nosso controle indireto do raio
atraves do parametro 1, gque serd escolhido por meioc de
bissecgdo. A gqualidade da aproximag8c a4 scluglo do problema,

definida pela scolugfo do subproblema serd avaliada por meio

da fungdo mérito pesnalidade exata:

Plx,c) = £FI(x) + ¢ § |ht(x)‘ C(IV.0.2

L=4

O método serd uma sxtensso do método de ZCHRAMM-ZOWE
(1887} pois considera restrigies de igualdades, & em certo

modo uma generalizag®o do método de VARDI (18988) pois trata
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o caso nio suave.

0O algoritmoe gerard duas sequéncias {x%> =) {yk} em R". A

sequéncia 35 deve satisfazer £(x) vminf(x) e ht(xk) -0
quando k——+0 para i=s,z,...m. A sequéncia auxiliar {yk}
sera usada para computar f(y}) =) gk = ggxk) = af(yk),

necessario para a geragio dos sucessivos modelo locais de

f{x+d) -f{x) seccional mente afins.

IVv.1 O METODRO

Na k—-ésima iteragdoc toremos as sequéncias de iterandos

1z K 1z K :

XX 300X 3 ¥ ao¥ 2.0 Y¥Y , & as linearizagtes

£ = peyh + <glox—yD,g' & afCyd, j eI = <uz,...k>
CIV.1.1)

h (30 = h(xX) + Ph (x>,  i=1,2,0 .. m

i i i g (IV.1.282

(esta, na wverdade, sxata)

Definamos o erro ( positivo ) de cada linearizagdo em xk
o&]; = alx,y) = FCx - fj(xk), iel CIV.1.3)

O modelo seccionalmente afim obtido através das linea-

rizaglies, &, no ponto xk + d, dado por:

FO,dy = max{ f‘j(xk + o) } - £C3 CIV.1.4)

Das relagles (IV.1.1) = (IV.1.3) itsmos



FOx,d) = max{ - a‘j‘ + g'Td } d e R" (IV.1.8)
X

onde g‘de = <gj,d>

ral
Observemos que [ aproxima inferiormente a f(xk + d> -

£ .

Assim sntdc o problema modelo (subproblema) para (F)

seri

min £Cx*,d)
5. .

H
o

1=4,2,, « « a N

£h (x> + 9n. (9 Ta

lell= r,

A
™~

(IV.1.8)

Onde ﬁk ¢ a fungdo peso dada por (IV.0.1).

E claro que o problema (IV.1.8) & squivalente ao pro-

blema

min v
v,d
- a‘; + g'Td 5 v =42 0. k CIV.1.7.a)
ﬁkhthk) + Vhi'ka)Td = 0 i=4,2,. . . . m CIV.1.7.1)
1 el = 1 (IV.1.7.2)
—— 2 —_ k
) =

Lema IV.1.1

Se o multiplicador «cde Lagrange da restrigio

(IV.1.7.c) for positivo, entdo existira t > 0 tal gue o pro-

bl ema
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1

w,d
(IV.1.8)
=, a.
k iT ,
—cxj+g d = v i=1,2,0 « . . k
ﬁkhi(xk) + Vhi(xk)Td =0 i=4,2,0 . .o m

¢ squivalente a (IV.1.73 ( ou (IV.1.833

Demonstracio

Observe que se trata de problemas convexos diferen-—
ciaveis, envolvendo apenas funglies gquadriaticas 2 lineares,
portanto sob a hipdtese de conzisténcia sm azs restrigles a
existéncia da solugio estéad garantida, ¢ wla & dUnica, por ser
a fﬁngao objetivo estritamente convexa.

Az condig@ies de Kuhn - Tucker para o problema

(IV.1.7) no ponto (v,d) garantem a existencia de:
Moo= {Fa’“z""“k)’ M Z O em R* , © = (01;02,...,am) em R".

e T > Oem R tais que

k . m
1,00 + E,uj(—i,gj) + Ea,bco,vh_bc;{"n + 7¢0,dd = O
j=1 v=4

1+n
onde { , ) representa um vetor em R

He=v - cx’; + giTdd) = 0 i=4,2,. . . k

2

|l dff - rH = 0.

Isto implica =m

ot

M, = 1 (IV.1.8.a)
1

[
"



1 & T A K
d = ~ —— [2/-:.9“ + Za.Vh,(x )] CIV.1.9.bd
T ] v v
1=1 1=1
ko, k "
v = - ) ua + Yyug'd (IV.1.9.2)
J 3l J
J=1 J:j_

¥ k , k
LCv.d,t,u,o = v —z y‘a]_c + ZH,gJTd —2 H. v+
. =1 =1

Ef
3

+ Y o Vh, (Ta + ;’?Zcr_h_(xk) +
=1|: L | P A

-~

1 z
+ = (4l -

= (IV.1.1)

"3
w

Substituinde as expressdes de d @ v dadas por (IV.1.89.b) e

(IV.1.9.c) temos:

k m " 1 k
= —Z=’:j0l + ﬁz o'i'hi,(x ) - ? “Z

v=1

2

que tem madximo em relagdo a T em
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k i m e
] Z Mg+ Z @, Vh (% "2
I - =1 t=41

r (IV.1.11>

For outreo lado temos que

P T 2
min v + —— 4|7
v,d
S. A,
- a? + gJTd = v i=1,2,. . .,k
Bkhika) + Vhthk)Td =0 i=1,2,. . . m

& equivalente ao problema (IV.1.7); portanto, fazendo

L = 4 obtemos (IV.1.2).

: }

Q lema anterior fornece a identificagio entre r em
(IV.1.7) @ L em (IV.1.8),.

Dado gque a ;estrigao "d"zﬁ r deve ser ativa, & usando o
fato de que v mede a variagf3o da fungZo objetivo em relagio
a variaglo de r, & gue uma =leigHo da fungio 2 pode ser jus-
tamente (IV.0.1) onde ¢ & tal que 0 < t = t = t, & L & uma
cota superior dada para t. Q préxime lema seria um instrumen-—
to Gtil para a justificativa do algoritmo: ele relaciona a
ndo viabilidade de xk e a garantia de deslocamento a partir

de xﬁ

Lema IV.1.2

Se # for definide como em (IV.0.1), e a sequéncia

k , , . .
{x") tiver menos de g termos consequtivos iguais, ent3o
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tZ

e )2 ¢t —= flact 2 ———— , t st <t
2 - 2 k -
IPh s |,

Demonstragio

Se d{(i) satisfizer o sistema ﬁh(xk) + Vh(xk)TdCt) = 0

{ que suporemos sempre consistentes), ent8o,
Blinc || = [[Tnc<STac s oS ||_jlace ||,

Use agora a definigdo de {7 dada em (IV.0.1) e o fato de gqus,

"h(xk) “z z t, para obter:

F4

t

W], 2 ————
Iect>1, [¥he <> T
2

Lema IV.1.3

Dade t > O o problema ((IV.1.8) +terd sclugdo
(v{t),d{t)) se e somente se existirem ¢ HCLY ,olLd D) = le+m

tais que

d(td = -t [

'-I;M’f

m
j k
;:j(t)g + zaLCt)VhL(x )]

1 =4

(Iv.1.12)

k m k
k ] k. n2 k k
vty = —t Hg+) o ¥h (x) -Yuo+ 3 E o.h, ()
"Z=1J Z::I.L v "2 _]z=1'] 1 v=1 v
(IV.1.13)



=

com (L) e f}t>, yft) = 0O0se jes I-I(L), CIV.1.14.ad
onde:
k k
QLY = {y(t) < R ' [..lj(t) 2 O, j=1,2,..,k, ,uth) = 1 }
. . 1=1

(IV.1.14.b>

ICt) = {j eI | - a’]f + g'TdCt) = max { - o(); + giTdced } }
I

¢ V.1.14.c3

Demonstragado
As condigBes de Kuhn - Tucker para (IV.1.8) se
vorificar8o em (v(L),d(t2) se exitirem (u(il,o(tdd = Rk+m »
yj(t) = 0, je1 tais gque
-1 k , m X
C1,t TdCedy + z,u,cwcﬂ,gh + za.cuco,Vh_Cx ) =0
i% P& Y v
ROOC =vCe) — oxljc + giTdcdd = o, jel (IV.1.15)

de onde obtemos (IV.1.12), (IV.1.14 .a,b,c). A expressic

(IV.1.13) & calculada diretamente de (IV.1.%c) como a seguir



T3

k k
vk= - zua]f + Eu,gJTdk
SR Ly
k k m
= = 2 PR zu,gJTdk + 20, [ﬁh,(xk) + Yh, (37T ]
J 3 R . t v L
T=1 =1 =
k k ] m m
= = z,u,a',‘ + < z,u_gJ + Y o Vh (x%),d" > +p Ea,h,ka)
J ] J 1 1L ) A B
J=1 _]=1 Tt=1 T=1

£ i k., y2 & k k
= -t L -+ o Ih (x —_ Ll ot 4 ﬁ o h BY
" z B] 2 i t( > "2 z i 2 i i.c >
i=4 1=4 i=4 V=1

Dado que o problema (IV.1.8) & convexo as condigles de
Kuhn-Tucker s3o necessirias e suficientes para a otimalidade
de algum ponto viadvel (v(t),d{t)). Bastarad eniti3oc provar que

(IV.1.18) e (IV.1.14), implicam as condig@ies de Kuhn-Tuckser.

X . k k iT Lk
Provaremos primeiro que uj(-—v - cs(j + ng 2 = 0, j=1,2,...k,
k
para isto usaremos a expressio de vk, os fatos que z H. =1
T=1'
e M, 2 0. Com efeito, para j = 1,2,...,k temos que:
J

) i k . .
wl-v* =+ gTd = “-[ 2“-0‘- - zH-QJTdk -t ngdk]
1 1 1 4 1 J

k k k

2;,1_( —vk -+ gJTdk) = S ;,:,[ M a},c “z,uq'ﬂ‘dk - cxk + gl dk]
_ WLV 7R N ' d

i=1 T=4" Yi=1 I=4



dado que, yj 20 e —-vk - cx]; + g‘le" 2 O para j=1.2,. ...k

ent 3o

k k iT .k
;ﬁc—v - aj + g’d ) =0, 4,2, - .Gk

A outra relagfco € imediata. Portanto temos a equivaléncia. .

Lema IV.1.4

Os multiplicadores (u,o0) = (uitl,e(td) em (IV.1.18)

g (IV.1.13) s8o solugfo do problema

k ™m k
1 i k 2 1 k
min —— " Mgt o+ o Vh (x )" + 2= Y oo, -
T2 & 2:1J \,2=1t v 2 t Jz=1“‘ J
m
- %2 oh, (x5
oy v
s.a.
k
2 @ =1, M. 2 0 , i=1,2,... .,k
kT J
1=1
(IV.1.1632
Demonstragdo

Basta considerar o problema dual de (IVY.1.8), subs-
tituindo-s& as expressiies dtimas d{i) = vit), obtidas no le-

ma anterior, na lagrangeana de (IV.1.8),



Lema IV.1.8

Suponha Vh(xk) de posto completo, entio

-1 K A
o = _f_[thx")TVthk)) hex®) - YhixD " z,u,g’
T=a’
CIV.1.17)
onde
Fhix> " = [Fhex Tone —1thx">"'
* = * (IV.1.12)
Demonstragao

Substituamos a expressic de d{(i) dada por (IV.1.12)
nas rstriges de igualdade (IV.1.7.b); obtemos:
k

—chka)T[ zujgi + wm"m] = - B hix®
=1

de onde

k
ky _ k. T i
The > TVhesd) o = -';i- h(x™) = ¥hix?) Z K

g portanto

-1 i
o = _f__[vmx")"vmx">] h(xX - whesdH ™ z,u_g
i=1



T8

Corolario IV.1.6
T -1 T
Suponha h, ¥h, e [ Yh Vh] Yh , limitados

om {x> ¥ k, ontXo o & limitado, para cada t > O

Corolaric IV.1.7

Suponha Fh(x> de posto completo; entio

(IV.1.18) & squivalente ao problema

1 X kT R TP S T '
min — ||[ I - Vhix®) [Vh(x > Tonex )] Vh(x" ] wgl o+
M =1
¢ k k. T k.Y 2 k. 2 1 & k
+ = hexD [Vh(x > Tohex 3] RO |2+ —— z_;:jaj -

-1 i ,
_ _g_[Vh(xk)TVh(xk)] h x> T z u.g?
j=

7]
¥

e

L
1
[y
=
v
O
-
1]
[*
N
x>

CIV.1.1)

Teorema 1IV.1.8

Sob as hipéteses do corolarico (IV.1.8) a fun-—

GEo d : (Q,+wd +[K & continua.

Demonstragdo

Definamos:



W = {d = R" | ﬁht(xk) + VhL(xk)T = 0, i=1,2...,m }
CIV.1.20.a’

_ Ak 1 z
FCt,dd = £fGc,dd + —¢ |[d]l} CIV.1.20.b)

onde f(x$,d) foi definido em (IV.1.8),
Ent3o, o problsma (IV.1.8) se resscreve

min F(t,d)

d e W (IV.1.21)

Seja agora t at*; devido As hipdleses & ao fato de
que 8f ¢ limitado scbre conjuntos limitados, temos que para
cada t, em uma wvizinhanga de L* {d{t)>, o conjunto das solu-
¢Bes de (IV.1.81),( que € nioc vazio), & limitado.

Podemos portanto supor gue, para alguma subsequéncia,
que notaremos da mesma forma,
-+ t

d{to -+ , s L

Dado que a fungio F(.,.) & continua e gque o conjunto W

& fechado , entio :

-t

FCt,d(t)) LA L e d ew, se ot

Por otimalidade temos que F(t,d(t)) = F(t,d(t*)), logo,

usande a continuidade da fungZc F(.,.), temos

Fet ™, a™ < re® act™n.
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come © problema (IV.1.81) & convexo sendo sua fungdco ochjsti-
vo estritamente convexa para cada t, chegamos a
d = det™S

Concluese que qualguer subsequéncia convergente converge pa-

*
ra o valor da fung8c d em t , portantc ¢ continua .|

Da mesma forma que SCHRAMM-ZOWE (13987) consideremos to-

1 2 =3

dos os subconjuntos I,1%,....1, de I = <€1,2,...,k>, &
definamos
T = {t = 0,00 | ICt) = 17 } y LZe .. ge s

CIV.1.E28)

onde I(L) & o conjunto das restrigf@ies ativas veja (IV.1.14c)

E claro que (O,m = U T

ProposigEo IV.1.9
Sejam tt, t¥ e T tais que t' £ %, entzo
1,2 i y
1 [Lt7,L7) « T'. (T & convexa)
2) Se Vh(xk) for de posto completo, entio
1 2 1 2
diat” + (1-mt™) = rd(t™) + (1-mdt™) , 7 e (0,11
Demonstragio

A demonstragio de 1) seréd semelhante a de SCHRAMM-

-ZOWE. Suponhamos que 2) se verifica, sejam



ad® + (1-m)d®, m < [0,11]

]

t = att + (1-mt? , e
T T

d%¢ tz) s830 as soluglSes de (IV.1.8)

]

onde d* = dthH e d°

para t = t* o t = t? respecltivamente. Nos temos que para to-

do p.g eIl er &1’
g°Ta" - m: = g%"a" - at > g - @, =gz, (IV.1.ED
Arelagio (IV.1.283) & também satisfeita se substituir-

mos d' por dn. De fato,

FTrd' + (1-m>d® - at - g Terd® + ¢c1-m>d® + ai =

= n(ngd1 - ak) - n(ngdz - ak) + ngdz - o&k - 7":(::‘:;‘3'1}511 - o
P p p d
+ ncg?a? - mz) e ai )

Para a desigualdade em (IV.1.283) deduzimos, usando o fato de

quepeljerglj:
g Tena® + c1-m2a% - oi - g Temd! + c1-md% + aE =
1't(gp=r-:i:l - al;) - n(ngdz - a:) + ngdz - ct: - n(ngdi - o&f) +

+ (g Td® - af) - (g'"a® - af)

. [( gPTat- a];) ~(g Tat- oa]:) ] +(1 -7 [( g®Ta’- cx:;) ~(g"Td"- a:) ]

z O

Fortanto temos 1).
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Fara a parte =) temos, do lema IV.1.3

k k
- i k -
dCt) = -t [E;:jg + Eai'?hi(x )] [2; pg' +Vh (x )a}

{IV.1.284

Substituamos a expresio de o obtida no lema IV.1.85

ik R -1 k B
dCt) =—t [z KGN x* ("g (thx")TVth")] he 3 =Fh( ) +2 Mjg’]]
= 1=4

K -1
-t [[x ~Vh( > Thi ) +]z ujg’+—§'<7hc %) (th x*) T9h¢ ka] - he xk)]
=1

@A§“g+ﬁc]

=1 CIV.1.28)

onde:

-1
A= I-Vh(xOWhix" ; ¢ = vhex™ [thX“JTthxkz:] he s

Def'inamos
Ho = —%}—( T tIM; + Cl—n)tzpz] s onde pt = u Ctt), 1=1,2
k13
temos que p(t > = p  satisfaz:

i = ji=1,2,. . k.
i) FGCtn} z 0, j=1,2,. .,k
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k
iid tt > =1
o 2“3‘ m
iiid pCt ) = O < > wlthH = uctH
Mty M, M,

portante I — I¢t™h =1 - 1¢t®H =1 - ICt ); dado que ICt ) =
ICLt)i;Lz. s8o subconjuntos de I, ent3o I{Ln) = ICt%.

Substituindo M, nas expressdes de d @ v (dade por (IV.1,.28
@ (IV.1.133% respectivamente), e usando a @oxpressdc para
gobtida no lema IV.1.8, (v(tn},d(Ln)} £ solugio do problema

(IV.1.8) (veja lema IV.1.3). Além disso

k .
- = i)
dct ) tn[ A zym,g ] + BC
. 1=1
t1 $ 1 ] tz $ 2
t A nZng+tnAL(1-n)2ng+ﬁC
T =1 T j=4
ou ainda:
1 £ 1 ] 2 & 2
—d(t)=1‘t[t AEy.gJ+{?C]+(1—n)[t Az,u.g"+{3(:]
n k] J
I=1 J=1
e portanto  d(t ) = rdCt® + (- dt® B

Obsevaggo IV.1.10

Sem perda da generalidade podemos supor que
no problema (IV.1.8) hi(x&) 2 0O para i=1,2,...,m , Jj& que se

para algum ﬂf 1 = aos m tivéssemos ht (xk) < 0, ent3io mul -
o



tiplicandeo a Lo—ésima squacio de (IV.1.8) por (-1 © proble-

ma fica definideo da seguinte maneira

i F
v,d
S, a.
k iT <
ai tgidsy i=1,2,. . .,k
ﬁELka) + $hL(xk)Td =0 i54,2e .+ .+ om
onde
Yh (%) se i
v <
~ X
Vh (x) = «
v - ¥h {x) se izi
AN (o]
~ k h (xk) sa @i
h{x?) = i g o
v ~ h. (x2 S@ 1=t
1 [o]

Q proxime tecorema,

teorema (IV.1.8)

e proposigioc (IV.1.82

em conjuntoc com o lema (IV.1.2),.

Jusficarco o nosso

control indireto do raio por meic do paramstro t,

Teorema IV.1.11

A fungHo |ldc.D> || : <0, m

crescente

Demonstragdo

+F & monotonamente

Utilizaremos a formulagfo (IV.1.21) do subprobklema

de determinagio de diregdo d(id



Sejam 0 < t* ¢« t% o 4t = dtYH , &% = ditH tais

que

dctY) = argmin {F‘(ti,d) deW } . =,z

Como 3 depende apesnas do ponto xk, um argumentoe de oti-

malidade leva a :
rett,d® > Fettah, e FtEah > reiEaH CIV.1.88)

somemos membro a membro estas desigualdadss, substituindo as

expressao de F (veja IV.1.20.b):
?ka,dz) + 2 "dz"z+ Fod,aty + 1 "d‘"z >
1 2 2 2
et a2t

FOE,aty + o o+ foda® + et
att’ 2

que se simplifica em :

1 1
ol L Al S S e S B R
ou ainda
1 _ 1 -1t l > o0 (IV.1.27)
=) (- e ) V.1

Como t' < tz, concluimos gue

15 < 1<l

Fortanto "d(.)"z & monotonamente crescente.



Para tk > O dado seja (vk,dk) = Cv(tk),dctk)) a solugio
do probklema (IV.1.8) (yk,ak) = (u(tk),a(tk)) o respectivo
vetor de Kunh-Tucker.

A fung8o lagrangesana associada &

k .
s < S e
=t 1=1

E|

+ o, [ﬁht(xk) + VhL(xk)Td ]
=1

-«

que tem (vk,dk,pk,ak) como ponto sela.

Retornemos ao problema inicial (P) ac gqual associamos a

fungio penalidade exata ¢ definida em (IV.O0.2).

Ao problema (IV.1.8) associaresmos analogamante a fungdo

penalidade

~ ~ m
#d,e> = £FOE,D ¢ L 4 + e z_ilﬁh‘,'(xk) + Th (& Td|

(IV.1.28)

Temos a seguinte proposigiEo, semelhante a KIWIEL(1987):

Fropesigio IV.1.132

Fara t = tk dado, seja (vk,dk,uk,ak) um ponto

de Kuhn-Tucker do problema (IV.1.8). Entdo o dk % solucgio de

N m
min ¢(d,c Voezd =) o] (IV.1.29
o =4



==]

Demonstracio
~ k. ~ kL k 1 kpyz
@ld ,&) = fix ,d 2 +'—§{:"d “z
_ _k 1 kyz & iT k k
-V ) "z+2"‘J [—ox+g d* -+ ]+
=1

m
+ Sa]:[ ﬁhL(xk) + Vh thkf'd"]
4
Da propriesdade de ponto szla obtemos:
) = v o+ = d P+ iyk[— o+ g'Ta - v] +
=t i =

h (x) +%h () Ta
1 1

k ,
£ v o+ _%f fid ": + z u?[— a§+ g'Td - v ] +
3

m
+ 2 ﬁht{xk) + Vhika)Td

1.=1l.

k m
D)
1

l
=1

k N
Lembremos gque 2 Ht = 1 e definig8o de f(xﬁ,d) (IV.1.8) @ da
=1

hipdtess sobre ¢ para concluir gue

Fay Pay m
pcdt, 0 s £e,d 0+ tklld I + < z ]ﬁhi'(xk) + Vht{xk)Td_
i

L=

@ portanto ¢(dk,c) < ¢d ,¢d , ¥d R, V= o .
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Das expresstes de dit) & vi(L) (IV.1.18) o (IV.1.132 do-

duz-se a relagic

k m k m
ky _ kK j kynz _ k K
vet® = otk z;:jg + Zathi(x || 2 E—Tjaj + B ) oh (9

v =1

k m
< - L afPE - z;:.otk, + @ EFY |hod

v=4

que Se resscreve , Lendo em vista que 0 € 3 21

k m
-l—glldk": + Z/..l_a)f < —vk + < z lhi(xk)l » ¥ o 2 gk
t _]=:I.J ! T=1
s [V +e)lnhD] ,¥ezd
=1
CIV.1.30)
k L k
Loge, se |v'| + c z |hcx>| < &, , <IV.1.31)
=1

& k k
ent 3o z,u_a, < g, o “cl "2 { &
£ i 2

A proprisdade a seguir apresentada relaciocna, para o

A , . k k
caso de restrigiies afins, as convergéncias em d o em f{x ).

Froposigdo IV.1.14

Supconha que s8o satisfeitas as condigles

(IV.1.81) & que h (0 = A',:x - bt,' i=1,2,0 . . ym

E valida entZo a estructura a seguir :



£GO + e ) [hGo| 2 redD - s |- e 2 - 20
Y 2 <

Ml =

|
i
CIV.1.32)

Demonstragio

Ohteremos inicialmente a condigdo de otimalidade

para o subproblema de cialcule de diregio.

I s m
De (IV.1.18 -d = —d{t) = t z,ug’ + b za_A,
=1

onde g‘i ] af‘(y‘i) » F4,2,. ..k ,

For outro lado, a propriedade 1I1.3.2 o (IV.1.3) garan-—

tem que g" s 2 kf(xk), =1,2Z,. . .,k. Desta relagiio e do fato
o :
X i
de que z,uj =1, ,uj 2 0, j=1,2Z,. ..,k obtemos que (veja pro-
J=1

priedads III.2.1)
k . x
t zngJ e @ LI
T=1

1= (IV.1.33)

FPor outro lado, como as funglies hi.’( i=t,2,. . ,m IS3o =a-—
fins, entio
#toh)(x = 8 Ctohd(x™ = Lo Ad> , i=t,2,...,m
o k v oL Vo
t,ht(x >
CIV.1.32343
Usando (IV.1.233), (IV.1.34), o a propriedade III.2.1 ,

chegamos emfim a condiglo se otimalidade:

(IV.1.3%



@

==

que & squivalents a

m m
£Cx) + z o.h (0 2 FOxS) + ZG'tht(xk) + —,t—{—d,x-xk) -
v =4 =41

CIV.1.28)

Usaromos agora as hipditeses (IV.1.31), @ a desigualdade

de Cauchy—-Schwartz:

m m
fEx) + zai.hi.CX) > O - "o'"m zhi(ﬁxk) - —i—:—"d"z"x—xk"z -
v=4 L=1
- & + =2
c
250 -6 - 3V |- e+ S0
I I ' -
z c
o portanto (IV.1,32) se verifica .

Corolario IV.1.18

Se em (IV.1.315 e = O, ent3c

fix) 2 f(xk) » ¥ x tal que ht(x) =0 , i=,2,...m
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Iv.2., ALGORITMO

INTRODUGAO

Neste capitulce descreveremos dois algoritmos, um algo-
ritmo interno, gque substituirad a busca linsar @ outro gque

: . k -k
gerard as duas ssguéncias {x >, e {y *.

Definamos a seguinte aproximagio da fungio de penalida-

de ¢ do problema (P), dada om (IV.08) (veja também (IV.1.43>

BCxE4d, ) = fexdd + —%Tlld": + FCxS)

k

+ < ﬁ’hi’(xk) +VhilC>ck)d

“Iia

|
=1

CIV.E.13

Nela, o termo em "d": poderia ser viste come uma regulariza-
8o, ligada através do cosficiente —%— ag pardmeiro ” de
proximidads' 2 da aproximag®o linsar da restrigfo.
{lembramos gque od = diitd), A& redugdSoc real obserwvada seri
ent8o definida por:

woo= wit) = ¢lx + d (t),c0) ¢ (x .c? CoIv.E. 2

Lema IV.E.1

T
kK _ ~k K k ~k K 1 2
1) W o= v o= 2 ?_{x ) ., onde v = v o+ _§fld"z

1A
<

2) W
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IA
O

2 w
Demonstragio
o g | A R . -k
1) Como d” & vidvel nas restrigBes dislocadas ® h (x> 2 O
1

k

_ 2.k Lk 1 k2 .k k k
w = fCx ,d 2 +ﬂ|d "2+i(x)—-fl{x)—c

h. {3
ﬂi"

“I13

poertanto w = v - c h (72

=3 Direto de 13

32 Consequéncia de (IV.1,33) (use a n3o negatividade dos

erros de linsarizagia) .

A seguir apresentaremos o algoritmo que nds permitira
variar ¢ até gque, um passo sério ou passo nulo seja conse—
guide. Neste algoritmeo, interno, © super indice k correspon-

dente & k ésima iteragio permanecera f{ixo,

ALGORITMO (INTERNQ) IV.Z2.2

Szjam L, t (pequenos} 2 M constantes dadas taisz que
O<t=t, O04MECKE 1, = sejam &, & reais {(pegquencs)

positivos, j=1



FASZE0 1

Escolha ti= t,]: = [E,EJ (a =sleigdo de tfi para ’c..j_|_1 sSera

feita da mesma forma que SCHRAMM-ZOWE (1987 através da

bissecgia). Diagrama 1

FASE0 2

Compute d]; = d(t)jc) s vj = v(tljc), solugiEo do problema

1 z
min v + =T |d"2
i

v,

S. K

- a; + gslrd = v S=1,8,. « « ok
f?khi'(xk) + Vhi(xk)'rd =0 v=1,2,. . . ,m

CIV. 2.3

e calcule og multiplicadares associados ( ,uLC t.’,c) » a‘_'C tljc) PIS
i

v CIV. 2. 4)

<"t se ::vk < gk ?
k ]
o, =
] ~k k-1 )
méx { <, ac } caso contrario
. (Iv.2.®
m
onde E:'k = z !a’_c(t‘)
J o]
=4
k ]
ponha y_ﬂ = xk + d],c, compute g);ﬂ = any];M) . @
i
~k vk Kk & k+1
i zh,{y, 3 CIV.2.8)
J i 4 v
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FASZ0 2

a) FPAS30 SERIQ SE

1 ¢<y’;*‘,c’;) - qb(xk,c];) <M w};

(IV.2.7.a)
2 VT > Y, out -t
1 1 ! 1 (IV.2.7.
Neste casao, faga:
xku - yk+1- = yl;-l-l’ gk-l-l = g}.ﬂ‘l e PARE.
J
b) PASSQ NULGO SE
13 @y - a0, > M WS
! ! I ! (IV.2.8.a)
2 £ - f(y];ﬂ) + :_E,"_‘*“Td’; <¥ , out:t -y 59
i v
(IV.2.8.b)
Heste caso, faga:
xk+1 1= xk : yk+1 a = y,;ﬂ; gk+1 1= g’jﬁi o PARE.

2) S no passo 2 ,al, @ b) nf¥o forem satisfeitos entdo
k : -

wscol hemes um melhor LTH.Ccomo no diagrama 1) & va
aoc passo 1.

Observemos que S OCorrer uUm passo s5&8ric, @ gue se para
. k k+1 - . o

algum i, h{x) # hi{x », eontZoc a diregilo dada pelo
A1 v

problema



Al
ol

1
min v+ - Jll;
W, d =1 M
i
S5.a
k+1 T
ocs =+ gs d £ v =4,2,. . « Jk+1
k+1 k+1 c+1, T
A GRS+ vh D Ta = 0 24,2, « o 4
v 18

serid em principio diferente da diregio dada pslo passe & do
algoritme IV.2.2, devido a que os sistemas de equagles dados.
pelas restri¢Bes de igualdades s3o diferentes.

k+14 . . :
Por outro lado temos que se X ** for viavel, isto &,

k+1 -~k ~l
hix H» =0 i=1,2,...,m, ent3o w, = v _ , e
v 3 J
k+1 k+1 T Lk ~k k \ k+1
—of +gf d 2z v z v , devido a que o = 0
k+4 i il i k44

Obser vemos gque!
s T k T k
i ¢t -4 £ 9 e L 2 L+ &
3 i
: . k . : .
implica que ¢t nfo deve ser muito grande (2 assim evi-—
i
tar ter muitos passos nulos).
. s k k
iid L) - L 2 8 e L 5L+ F
i = i =
. . k. , . . .
implica gque tj nic deve ser muito peguence (e assim evi-
tar tor muitos passos sérios com um pequeno dislocamen-~
tol.
PR -~ k+1 _k k k k
iii) a relagBo @y, ,c,d — P, ) =M w,
i 3 i i
diz qus y?u produz um decrescimento razcivel na fungic
mérito ¢, o que se traduz num posivel decrescimento na
fungio £ @ numa aproximagdo para a regifdiec viavel do
'problema (P2,

: : p k
0O diagrama seguinte mostrara como fazer a escolha de t
i

via a bisseg3oc partendo de um t:e [t_,,EJ



Qa4

compute

- v, d,
3 3
+
¥y, = x + 4,
1 1
¢ = ¢’
u, = u, = ty .
J+4 3 3
~ k
| = 1, c, = EIO‘(L_)’
J+1 3 3 3
i = i+ . = maxt . , Zc-=-X
] 1
T W, = : - <, h, (R
; RALIRLEY
~ ~ +
W, = VvV - ©, Y,
i = Vit oLl
v , » - & eim
; Nz
lnqo
sim nao
(IV.2,7.a}) 7
¥ \l
(IV.2.7.b2?sim | : t = t u, = t
—_— 3 3 3
nac l
L o
1 = & . 1., = t9 sLm
3 3 J -
l rao
Lo+ u nao
1 A 4 (IV.2.8.b)7
B 2 stml
n ot =t
k]
DI AGRAMA 1
+ k+1 - k-1 ry .
}f=}fj c =< ;l1=}_;u1=t;1=1;5>0

ti dado, s: passo serio; n: passo nulo.




Tecorema IV.2.2 ( generalizagio do tecorema de SCHRAMM-ZOWE)
A iteragdo no diagrama 1 conduz, num nimero finito
de passos , OU & UM Passo sSerio ou a um passo nuloe , ou para
, k .
com a informagdo de que x & uma solugHo aproximada,

Demonstragfo

Suponhamos, por absurdo, que o algoritmo nic ter-

mine @ consideremos os trés casos seguintes:

12 l, =+t , para todo j

=2 Lﬁ = E » para todo j
= ndo acontece 1) nem 23
Suponhamos que se dé 1), Neste caso se teri&a, se

CIVE.B.b) n3o for werificado

., = 1 = = = 1 Vi, & w=nt3o LNt , ®

¢(y];+1,cl;) - ¢v(xk,c’;) > M w’j" v

Assim, para j suficientemente grande (IV.2.8.b) se satisfaz

. k+1 . :
através de L/ "- ¢t £ & @ 0 algoritmo termina em um passo
j -

nul o.

Suponha agora a hipdteses 2). Ent8o permaneceremos do

. , k -
lado esquerdo do diagrama, caso contrario u, =t { t.
3 J



2=

Teremos, s (IV.2.7.b) n8o se realizar,

l]+ t tj+ t
tﬂ1 = =5 = = Vi, @ ent¥o th y @
¢cy’;“,c‘j‘) - ¢<x",c’j‘> <MW v i
J

Fortanto para i suficientemente grande (IV.E2.7.b} =8
satisfaz o algoritmo termina em um passo sério.

Suponhamos finalmente o caso 32, ent3o existirfdio infi-
nitos j para os quais lj# t E'uj # t, Do diagrama 1, temos
(para estos j) t < lj < LH < b, portanto para j suficients-

Wt para algum t*E CE,E}. Pelo

%
mente grande lj———at =) uj
teorema (IV.1.8) d(.> & continua, que justamente com a ex-

press3o de d(t) (IV.1.88) & de ¢ (lema (IV.1.8)) permitem

concluir que of.? & continua. Consequantemeﬁte,
(.2] , & uma fungZo continua em t. Assim

podemos definir

cF 1l ge ey €Y we
lim ck(t) = c; =
t —at max {cwi, Bc k_i}- senio
X k o~k k@ k
lim w'Ct) = wi = Vi = ef ) |h (x| (IV.2. 9
E 3 v=4
t —st

Temos agora que o tecrema (IV.1.8) @ as relagles
CIV.EeE.7.a), (IV.E2.8B.a), 2 (IV.2.8) implicam =m
k k

#* k ky _
PC x +d, ) - P, o) =M w, (IV.2.10)



L= )

Sejam {: gj¢> } O v respectlva@ente {i t:lj(,H },

{ Vﬁd) } r{ Vﬁa, } » as sequéncias possivelmente finitas
, »* ’ .

para as gquails tjdf lyn' Como lj a L, e {: gj¢> } posul

no minimo um ponto de acumlagio Tpe? & semi continuidade supe-
rior de 8f(. (propriedade II1I1.1.1) nds leva a seguinte in-

clusZso:

k
Iy < of(x + d* b}

. . k k T )
isto. & fi{x'2 2 f{(x + d* 3 - = d* (Iv.2.11)
De (IV.2.10), e dos fatos de que W; 20 ¢ lema 1IV.2.12,

e M{ 1 ( passo O do algoritmo) temos :

m m
k k k k k k k
£Ox + ) = £0xD + o y [h O+ d| - ef) [nexD] > wg
v=4 v=1
(IV 212

Das relagies (IV.2.11),(IV.2.12), e da definigio de wi

chega-se a desiguladade

Fortanto, para i+ suficientemente grande

T d ~ ™~

.. L. =W,
gga>3n) jar’

2 o algoritme termina com um passo sério. l



a8

Obs: Este teorema & valido para gqualqusr restrig8c gqus possa

. & . z
ter aproximagf®o na forma linear, por sxemplo, he C.
¥

A seguir apresentaremos o algoritmo geral
ALGORITMO ¢(GERALY IV.2.4

PASE0 O (inicializagio)
Escolha constantes t, t, M, &, £ tais que O < t < t,
Me (0,13, &,¢& « R+ (pequencs?, uma toleréncia ¢ 2 0,
g &« N nimero maximo de passos nulos consegutives, & um

ponto sx*com hL(xi). Faga xt= yi, determine gie any‘>.

Ponha c°= o, m: = 0 e os contadores, k =1, 1 =0
k(O = 1.
FAS=0 1
k

a) Se ||h(x )"22 1, faga

t
3= ——:—r- 2 VA ao passo &)
[Ine>a™ ||
2

b) Se t < “h(xkluz £1, faga 27 = L o va ao passo 2>
c) Se "h(xk)nzﬂ t, faga 3 = 1 e va aoc passo 2)

PASZE0 2

Comput e xbu, ybu, vz;;k'H como no ALGORI TMO INTERNO.



PASSD 3 (atualizacio do parametro de penalidades)

- ~k k-1
o se ¢ 2 ¢
X i
c —
, ~k k-1 .
max cj » DS caso contrario
m
~k k
onde ¢ = 'a,(t,)l
R L, b b]

m
Calcule w]; = ;1: - c}; th(xk); s w}; & - termine.
=1
PAESO B

Compute
cxk+1 = £ - f ka”'J &=1,2,, + « Jk+1.

=] s
~k o~k K K+ 1
R D N L S Y

i i J L

Lt=1
Faga k := k + 1. Se x* = »* ponha k¢1+1) = k + 1,
l :=1 +1 & vA ao passo 1

Caso contrario:
Se k+l-1 < q vd ac passo 1.
Se k+1-1 = g faga 5% =1

2 VA a0 passo 2.
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Lema IV.2.8

A solucio dk do subproblema gquadratico passo 2) do

algoritmo IV.2.4, verifica a seguinte condig3o de s£-otimali-

dade:
k k k kR k
p; = —df < 3.k {t.f‘ + 5 ¢ Zh }(x)
! i 4 2P (Iv.2.12.a
ondes
k m m
& = t‘f[ Z itk of 4 K Zh_cX’S - ZO',Ctk,)h_(xk)]
i b l l b i i TR
=4 v=1 v=141
(Iv.2.12. 2
Demonstragioc
Primeiro provaremos gque s? 2z 0. Com efeite a pro-—
k
priedade 2 yj =1 (IV.1.8), a positividade dos yj z 0 o dos
=4

erros de lingarizagioc levam a

Da definigdo de c# no passo 4 € evidente que:
i

k )
c. 2z o, (tj) ,para i=1,2,....,m . lemo agora
v

m m
t,’,‘[c" h. (& -2 a_ct'bh,cx")] = ¢k [‘S(ck, —a,ct,‘?nh,mk)] >0
i 11. ] i 1.=1'] i i i

v
v=1 3

-

gus juntoc & desigualdade anteriorments obtida, prova a posi-

tividade de s’j‘.

Recordemos a expressdo de d (IV.1.12):
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m
p¥ =— dcth:t’f[i,u %) gL+2 a,(t’f)?h,](x")
J J e v L v

r=1

Das relagles (IV.1.33) e (IV.1.34)

of e @ t¥lr + Sa,ct’fah, ¢ x5
R h] v ] i

k
tl? [Z M Ct}f) o&k] v=1
i _11, i 1

de ondes obtemos

i
¥ reso + tF za,ct'ﬁ h(so 2 5 £ox®) + 8 Ea,(t",)h,(x") +
J J L:it J L J L=1L J T

i
+ <pNxmnd> - ik z p ctfo ek
] 1 4 1 ] J

o gque implica que

m m
c? z hEx) = tﬁ f(xk) + tﬁ c% hthk) + <p?,x—xk> -
i

LR rC0 +t
J 1, =1

[V

]

logo

Lema IV.E2.86

w? no passo 8) do algoritmeo (IV.2.4) & daclo por
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k m m

Wos S SEIE ¢ Y el 4 K Y noafop Y ecton o

i tk itz L i l i . L L i i
j =1 r=1 L=1

{(IV.2.14>

Demonstragio
Das expreszsles de d e v ((IV.1.18), (IV.1.183) o

do lema IV.2.1.-1 temos, sucessivamsnte:

k
k L k k, p2 k k
¢ p ) -
TLCtj)g + E al.tj Vhi{x )"z E—TLCtj)at +

T1=1

m
gt 0+ 2 ) - F Y o
S aLk’ 2 1

]

m m
= - [ZLlld’fllz + i tH of + f Yh(xD - Ea,Ct’f)h,CXkJ]
k iz 1 i 1 i L i 3 i
tj =4 ‘ v=1

=1
Lema IV.2.7

A sequéncia {ck} de parametros de penalidade gera-
da pelo passo 23) do algoritmoe (IV.2.4) & nio decrescente, @

para k suficientemente grande ela ¢ constante.

Demonstragso

k-1

o k k - k-1
Por construgfo temos o = ¢ » QU <© 2 E2c

k-1
C

Isto significa ck Z » Cue € a primera parte do lema.
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FPor outro lado o donjunto {ck} & limitado porque. Z? o

" &. Este a sua vez satisfaz esta mesma propriedade devido a

sua definigio dada no passo 3), dependenie deo a%, gque & 1i-
i

mitado (ver corlaric IV.1.8.3.

Suponhamos agora gue

acontecesse um ndmero infinito de vezes, isto &
kil ~k(l kel y—-1
Lo = max4s < » oc s l=1,2,. .... >

kel kel -1 -1 k
Neste caso < > Bc c (1)

Assim {ckdﬁ nao ¢ limitado, o que € uma contradigdo. l
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IV.3. A CONVERGENCIA

As demonstragfes a seguir serfo adaptagles das feitas
por KIWIEL (1983), para a convergéncia de algoritmos com
busca linear, as quais s8o a sua vez adaptaglies das demons-—

trag@ies de WOLFE (1978) e MIFFLIN (1Q77-1973).

Lema IV.3.1
Saja {xk} a sequéncia gerada pelo algoritmo, e su-

ponha que :
15 Existe x tal que para tedo k

~ ~ k k k
£ + e h (x| S £ + e ) |hx],
L=4

v
=3 Vh(xk) tem posto completa.

3) . As hipdteses do corclario (IV.1.8) sZ3o satisfeitas.

Ent3o
Fa ~ k . . "
1) "x—xk": < ||x—x"":+ 2 [ “x"ﬂ— x"||:+ 8&:"] Yk nz1
LS (IV.3.1)
o . ) )
a2y’ 2 [ “x"ﬂ— x"“z + 8&:"] + 0 se n > 00
i 2 (IV.3.2)

3) _ Existe x tal que xk——-w_c s k—-®, © X & um ponto
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vidvel, iste &, h () = 0, i=,..,m.
Demonstragdo
Pelo lema (IV.2.7) ck = ¢ para k suficientemente

grande nas relagiies

PV M - e, & o= Mw CIV.2. 3

{passo sérial

m
p¥ = -d* e ask{tkf + tkckz ht}( )

1=4

(IV.23. 4
(lema IV.2.58

onde
k k(& k., k k Q k '\ k k
5=t[2y(t)cx + c Zh,cx)—za,ct)h,cx)]
i i i i i
=4 L=4 1=41
CIV.3. 8

A relagio (IV.3.4) implica

m m

AFPGO + tRet ) [h 6o 2 LR reeED + LRt ) [hedD | 4
1=4 v 1=1 v
+ <pk,x—xk> - sk » ¥V ox.

~

Esta desigualdade para x = x, juntoc 4 hipdtese 1, estabelece

que:

3

k k

fal fal m
02 t*reo + tre h,(30 | = £FrCxD — ti" Y

=1 L=1

-

e, consegquentemente <pk,x—x$> 2 & CIV. 3. 8)



Substituamos }::k = - dk = —(xk“ - xk)

- M oK, kS s K (IV.3.7)
For outro lado
"; - xk-l-l": = "; _ Xk _ (xk-l-i_ Xk) II:

= ";c - xk||:+ "xkﬂ— K ": -2 OEMexK, N
(IV.3.8)
Por (IV.3.7) & (IV.3.8)
~ k+1 2 ~ kyz k+1 k y2 k
< = >, S e = iy - 7 I 2s
(IV.32.9

1 segue de (IV.3.9)
2) Pelo lema (IV.2.7) existe k tal que V k, k 2 k K = c.

Como M > 0 e W

£ 0, adefiniglo de ¢ © a relag8o implicam
m
que {f(xk) + < z

h (x) } & decrescente V k = k. Além disto,
i

através de sucessivas somas e sublragbies de termos adequados,

podemos escrever:

=]
[
I
|

1 k+1

)+cihi’(x b

- ¢ Y hxFy o+ ot
=:|.L v=4

P
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Agrupando convenientemente os termos, e utilizando (IV.3.5

chega-se a:

Da hipdteses 1) existe T tal que

T < £(x) + ¢ hi'(xk) Yok k.

=1

“Pgd

Esta majoragdo ¢ wutilizada na desigualdade anterior,

fornecendo:

- A
1
tc-
s
1A

-
n

=k (IV.2.10)

Substituamos agora o valor de u} dado pelo lema 1IV.2.8,

k
obser vando que cj ¢ constante. Obtemos:

C I

-
(1]
=1

'lo ™ '|, m \.
[ z 0(_ + e Z::ij) - B Zsjhjc:‘c»)] <

FCx) - ¢ 3h,<x"> - T

v
v=4

M

(IV.3.11)
Seja k1 tal que ﬁk =1, Vk 2 k.1 ( a existéncia de k1 &
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garantida pela definigZo de M.

Seja k = max {E, k, } De (IV.3.11) temos entIo,

k 1 2 i m ] m

) [ 1P + ) my ob + e Yhixd - ah(x‘)] <
i 2 _ 3 3 _ L J

e J=1 J=1 J=1

(Iv.2.12)

Observe que £ = 1 por definigio (veja (IV.0.13)

A série

0} 1 Dz i . m . m .
z [ _"p""2 + z Moo+ th,(xl') - za,h_( xt)] converge .
Latt PR ,1=:l,J _|=1.'l J

Assim como a série abaixo:

Dado gue ti = [E,EJ, o tecorema de comparagio de séries

garante que também

converge. Substituinde os valores de st (IV.2.8) e pi, nesta

expressio segue-se gque
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- 00

e ]

[ I| = R L ":+ Eai'] — 3 0, guando n

=N

-

3) Os resultados 1) e 2) garantem que existe A(n) tal que

||;c-=xk": < A, Yk, k 2 n. Fixemos n. E imediato que
IZ = =+ > IZ = e = 7+ gl - Gl I

Desta desigualdade conclui-se que {xk} ¢ uma sequéncia limi-
tada, logo tem no minimo um pontoc de acumulagioc. Seja este X.
Usando a desigualdade (IV.2.13) a definigfo de ck =]

Cauchy-Schwartz tem-se

m

m
£ + < Zhgm > %) + zat(tl‘:)ht(x)
=4 1

(IV.2.13

k . s
Usando o fato de ¢ ser constante para k suficientemen-—

te (lema IV.2.7) & a relagSco (IV.2.10) deduzimos que

wk +0, se k s+ ., Logo se k s, a expressio de w];

(IV.2.14) nos leva, por um argumento de positividade, a

k m

m
"pk "z__-;o, =] {Z HL O(l: + ckz hL( xk) - z
= v=

-0

(IV.3.145

(veja demonstragfio do lema IV.2.858).
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Portanto, de (IV.3.13) e (IV.3.14)

k L k - 2
£Cx) + ¢ ) [h(xD| 2 £G0 + e )
$g v (IV.3.8)

Usando os resultados antericres 1) e 2) se deduz gque

para & > O existe n, € N tal que

- k uZ - 2 &
hx-x | = "x_xn"z t—>—- > Yk>n>n CIV. 3. 18)

For outro lado dadeo que x & um ponto de acumulagZo

podemos escolher n > n, tal que

- nnz &
< - < < =- CIV.2.17)

Como & » O & arbitrario, (IV.2.18) & (IV.3.17) levam a con-

vergéncia xk ax . k%(i) = 0 ¢é uma consequéncia de
(IV.3.14): da convergéncia da express3o entre colchetes
temos
iuta’f + O e TS (ck - crt)h(xk) + O, com c:k - oo > 0
=4 T=1

Agora, para provar a cohvergéncia do algoritmo & sufi-

. k .
ciente demonstrar que w +00. Usa-se agui

+0 quando k

de novo, argumento de positividade nos termos da expressfo
de w? (lema IV.2.8). Ademas da mesma forma que WOLFE (1978),
MIFFLIN (1277-1873), e KIWIEL (1288) sera suficiente anali-

sar a relagdo
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k k 1 4 kpz & k k & k & k
u = -w = |—|r’|| +2p. o, + ¢ Zh,(x) —ﬁ’Zo,h,(x )]
tk 2 R J e 33
T=1 =4
CIV.2.18)

Lema IV.3.2

k
Na k—-ésima iteragd3o do algoritmo IV.Eu4-i% carres—
t
ponde ao valor &timo do subproblema
k m k
1 k 3 k k 2 1 k k
min —— “Z/Jj g+ zoi Vh, (x )“2 +—kz,uj o +
, i=1 t=4 t T=1
km m
= Y b ox —Lkza h, ()
t L=1L t r1=4

s.a.

k .
i,u_=1 > M, 2 0O, j=1,2,....,k

j
1=1
m
) Jor] s &

1
1=4

(IV. 3.1

Demonstragfo

A fung3o objetivo do problema (IV.1.18) do lema

IV.1.4 2 do problema (IV.3.18) diferem somente no termo

k

m
constante —EI Zlm(xk), e dado que para t = Lx
£ T4’
k, _ ., k X k k. _ , k _k k
pCt™) = (“1’“1""’“k) » oflL7) = (o;,az,...,om),

correspondem & solugdo do problema (IV.1.18), enti3o



ok] < K (pelo algoritmo)

logo (y(tk), a(tk)) ¢ um ponto viavel para (IV.2.18).

Usando o fato de que (lema IV.1.3)

k .
pk = tk( p? g'+ E 0{ Vh1(Xk)]
=4

J v=1

se segue que a fungio verifica:

m m
Yhods - L ¥ okh oo
k
1 t 1

onde utilizamos a definiglo (IV.3.18) de uk l

Definamos

k m
& = z,u): a’j‘ + ¥ i‘ht(xk) - B za’: hth")
1=4 L= v=e CIV.3.20

Deste modo

_ wk = le = 1 “Pk"2 + _&_}i
tf 2k 2 ¥ (IV.3.21)

Para provar convergéncia vamos supor no algoritme IV.2.4

que a tolerancia final do algoritmo £ = O, Também suporemos
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gque o algoritmo nd3c termina em um ndimero finito de passos,
J& que s¢ isto acontece o Gltimo iterandoe € solugdo do pro-—
blema (P), devido a gue o w correspondente € igual a zero
(no passo B w? < 0, V k,Jd).

Observemos também que se para um certo k “h(xk)nzﬁ t, o
valor de 3 ssra 1 e dk e sera viaavel. Ent3o devido a que as
fungdes ht s3o afins teremos hi(xk+1) = 0, i=1,2...,m,

Além disso vamos supor gue temos um contador 1 de passos
R k kil
sérios, © poremos X = X cada vez que se tenha um passo
sério, de modo que k(1) = k =< k(1+1)
Se o nimero de passos sérios for finito, quer dizer se xk =
kel
x

para algum 1 fixo e todo k 2z k(l), ent3c poremocs

kCl+1) = .
Lema IV.3.3

Sob as hipdteses 2) 2 3) do lema IV.3.1, suponha
que © nimero de passos sérios ¢ limitado, isto &, xk = X

para todo k suficientemente grande. Ent3o

k
u

+0Q , se k 00,
Demonstragio
Pelo lema IV.2.7 @ a definigio de Bk podemos esco-
lherﬁt,alquaka=;,ck=c,ﬁk=1Vk2k~

Anal isaremos portanto apenas os passos nulos.
Dado que V k 2 kK, entZc da relagio hi'(xk) + Vht(xk)dk = 0 se
sigue hc Y = 0, iz, ..,m.

Supondo B8.b.1) (passos nulos) e usando que ht(yku) = 0
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para i=1,2,....,m { veja também a definigdc (IV.02) de ¢ J,

obtemos

hex) > MW, ¥k
1

v
=2

N3

£y - £ - e .

o

Equivalentemente

m
£y = £ + <gR KRt~ e zht(x 3> M wE 4+
1

(IV.3.22
Como pk = xk—yk+1, 2 aiu = f(xk) - f(yk+1) - <gk+1,xk—yk+1>
(IV.3.283)
a desigualdade (IV.3.22) passa-se a se escrever
k g k k k+i _k
-a, - < zh,(x) - MW > <gpS
* Coat (IV.3.24)

Sem perda de generalidade podemos supor gue a partir de

k suficientemente grande tk permanece constante. Para isto

basta considerar, a partir da iteragfo k + 1 o mesmo tt da
iteragio k, tal que tf < Lt+& (veja passo 6.b.2).
OCbhserve que & a bissecgSo a base desta construgdo (veja
também a demostragfo do tecrema IV.Z2.3.

Fara k suficientemente grande definamos os multitiplica-—

dor es

LGCv) = (1—v)yj, i=1,2,. .k, p%+1(v) = v, v € [0,1]
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ai'(v) = (1—-v)cvi", 1=1,2,. . . ,M, » e [0,1]

onde ,uj = ,uj(t), =2, ...k, © cri' = cri'(t), i = 4,2,...,m

correspondem a solugfo do problema ( IV.2.19 ) para =1 e

t = tk. Afirmamos que{,uj(v)} =] {at(v)} s30 viAveis para o
probl ema
k+1 . m k+1
min —-——3,3 | ) wu. g'+ Za, Vh_(xk)“z P u. oty
i i v 2 ] J
My & =1 T=1 t =1
m m
+ ==Y hox - 2 Y @, h X
t =4t t T=av "

s. a.
k+1
Zp,= 1, p,. 20, j=1,2,....,k+1

L j
i=4
m
2 lo.] =<

. S A
v=1

' ° (IV.3.25
Com =feito,
k+1 k k

uiw = E,ujcw + o, () = c1—v>z pot v =1l -ptw=1
=1 j=1 J=1

= - = = >

ML) (1 v)yj z 0 , Myoe vz 0
m m m
) o] = ) o] = cim) Y o | S (l-wde S e
1=4 v 1=1 v=41 v

Seguese agora que, para a scoluglo uku de (IV.3.28) vale:



o

o

k+1 i

Vamos calcular,

11a

W g za(v)Vh(x o+ 2
1

- A

o (IR (x5 + —Zh,(x >
L9 v v

e~
et
e~
-
[}
»

(IV.3.2868

por partes, os termos desta desigualdade:

13 o§+i= aj, =1,2,. ,k+1, (pois xku = }f em passos nulos)
& ¢ k i k+4
2) z,u(v)g za_cp)Vh_cx > = (1—v)§p.g" + g
1=1 L=1t v _1=1J
k
+ (1—1)33 o Vh {(x)
t.=1t' v
k m s
= (1-w) [2 y_g‘l + ZO',Vh_Cx )] + g
.]=1.J l.=1" v
= (1—v)pk + ngﬂ
t CIV.3.27)
'R K+ 1 X c B K
=3 S z,ucum_ i Sa_(u)h_(x > o+ = Zh,(x ) =
t =1 ] t T=at v t =1t
k m
= ci—wi-[ p, o + e Yhex - ZO'h(xk)] +
t i i i
I=1 v=141 v=41

v=a (IV.3.28)
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Def'inamos

k m
o 1= 2“ ak + C Zh(xk) = ia.h.(xk)
k I v vy
1=1 v=1 V=4
m
_ k k+4
o, = cz_l:t(x > v o
vE (IV.3.22)

Substituamos (IV.3.87), (IvV.3.28), e (IV.3.2¥) em

(IV.3.26) para obter:

‘ uk+1‘< 1 “(1—v)pk L vg (1-v) gk + voe,
t. - a t t t

(IV. 3.2,

k+1 g2
"z +

=1 [pea-wap |7 + vg |+ 2uc1-<p*, g
O * T

=
+ (1w ak + v aku
t A
kyz kyz 2 k2 k k+1
; =_1__[_;1__ Il - 22 Ie°N; . 2 el . _Bu<et e
t2 t2 t2 t
__a&ph gy | v2||g"“||§] F QL) & 4w ol
t ' t t
2 k k+1 g2 knz ky2
= 1w II[_E_] ~g Nz, 2 IR - e 1T,
= t =2t2 t2

_wph, g+ - x
N N

k+1

o e
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_ 1 [_i] - G o[ =<, <p",g"“>] .
2 t t, t
ky2 ~ ~
+ _1_. "p "2 + —_1—0()( - =I)_dk + Ol.k.'-i
at? t t s

Observemos agora que, de acordo com a hipdtese de passo
nulc podemos usar a desigualdade (IV.3.24) da demonstragio

do lema anterior, obhtendo ques

ky2z k k+1
v[—_a =1, . 2 <po >] <
tz

t
ky2z k k k
= v[r--—l—zllp "z - Fess — (x ) - M2 ]
' Tt t v=1 t
kg2 k
=< y[—_lz"p "z - Olk+1 - M _.i ]
2t t t
uk
Com esta desigualdade e a expressio de — (veja (IV.3.281)5)
t

se ohtém de (IV.3.31)

"“kfs_: 1pz"[ Pk]' _ gk+1": + p[— 1 "p " 1o, - M ] +
t 2 t Bt t t
k N
+ M P o W
t t t
2 X k41 k
. i II[_P_] —g e e [-_1 ="l - o
e t =2t t
___IIP I+ Ma ] ru L va, va
2’(, t t t t
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onde se substituiu w"k por sua expressio (IV.3.21) (com t=tk).

A definigdo de uk permite ainda a simplificag3o:

g II[_Ef.] - - e I=“11; _'”] v
t e v 2t? t t
Lt i pk - gbu"z - w(1-M) u® + u*
T e T] 2 —t—] A
(IV.3. 32
E facil ver que, sendo os passos sucessivamente nulos
(x** fixod, "[ ]" "ng"z =Y i ak s8o limitados, isto &,

existe D > O tal que

k k+1 ~
D 2 max { " [—l:—-]"z’ "g + "2’ 1 X s 1

<
(IV.3.33)
Fortanto (IV.32.232), se torna
k+1 k+1 k k
U oo =YL+ e 1,7 - vCi-M( u } + _u
T a T T
< v ap® - v(l—M)[ u k] + uck
2 t t C(IV.3.34)

Chamemos a lado direito desta majoragio de

glwl: = T

z, 2 k k
g‘m v(1 m[u ]*...}(-" » (v e [0,11

k
g tem um minimo absoluto em » = ¢ f) —L qus satisfaz
4D t
0s v < 1.
uk
Com efeito, da formula de —— (IV.2.21), temos

t



k k., p2 e Z
0<p = 1M uw (1—-M)[ ||[p]||2 . ta"] < a-wap” o,
4D% ¢ 4D? 4D?
Finalmente
att - _epfa-m® ¢ W a-mw® r J? u*
—_— = gl = ” - > +  —
t 16D t 4D t t
(1-M>* [ uk]z u®
- t Ty
aD?
Logo ent3o ukmn—a 0 , quando k——- ®, por ser a sequén-
cia decrescente e com limite garantido (uk z-03. l

Lema IV.3. 4

Sob as hipdteses do lema IV.3.1, suponha que a na-
mero de passos sérios no algoritme IV.2.4 € ilimitado.
-0 se k

Ent3o uk - 00,

Demonstragdo
Considere a sub-sequéncia da sequéncia > co-

k= 55V 6s lemas IV.2.7 e

rrespondente a passos sérios x =
IV.2.1 aplicados a eles fornecem os siguintes resultados

k . k<l -
¢ = ¢ para k suficientemente grande, e x —_— X, guando

L— o

Razonando da mesma forma que na demonstragdo do lema IV.3.1

k

(veja (IV.3.10) podemos concluir gue wk = u -0, guando

1

00 .
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Da mesma forma que no lema anterior podemos supor sem

perda de generalidade que a partir de um certo k suficien-
temente grande tk permanece constante. Para isto basta con-
siderar, no passo 1 do algoritmo a partir da iteragdo k+l o

mesmo tt tal que -8 < ti (veja passo B8.a.2). Usando este

fato @ os multiplicadores yj(v) e o () definidos no lema

anterior com » = 0, cbtemos, da relagioc (IV.2.30) qus
k+1 ky2 e k
u =1ZIIPII2+_1-°‘,<=L
t =t t t

Observe que (IV.3.30) n2o depende do passo sSer sério ou
nolo.

Concluimos finalmente que O = uku = uk para todo k, por tanto

uk————4 O se k

. . k>
s, Jja gque a sequéncia u converge para

Zer o .

Teorema IV.3.8

Sob as hipdteses do lema IV.3.1, a sequéncia {x&>
gerada pelo algoritme IV.2.4, converge a solugdo do problema

(P,

Demonstragso

x

Se o nimero de passos sérios € limitado, ent3o pe-

lo loma IV. 2.2 —wk = uk

+0 , guando k

=00,

S2e o numerc de passos s#rios &€ ilimitado, entZo

pelo lema IV.3. 4 —wk = uk

+0, gquando k

-»00,
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-0, gquando

k
Portanto em ambos casos temos que w

k s, de donde usando a relagBo (IV.1.36) concluimos que
f(x) 2 f(x) ¥ x tal que h(x) = O, i=1,2..m. Onde x & tal

gque X

+% @ htcia = 0,
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CAPITULO V

CONCLUSOES

Nesta tese & discutido o problema de minimizar uma
fung8o convexa (n8oc necessariamente diferenciavel) sujeita a
restrigies de igualdade lineares. Fornecem-se dois
algoritmos, um interno que contrdi, indiretamente o raio da
regido de confianga.

Como nos métodos tradicionais de feixe (e da mesma forma
gque na busca linear) este cicla um ndmero finito de vezes. O
outro algoritmo, o geral, produzirda a seguéncia que
convergiréd para a solugdoc do problema (F).

O modelo também pode ser usado s& no problema (P) agre-—
gamos a restrigio de desigualdade B x £ b, Com efeito basta
escolher x° tal gque Bx"< b, @ na k—-ésima iterag8o agregar ao
subproblema modelo a restrigdo BCxK+ dk) =2 b.

Desta forma, a viabilidade das restri;Bes>astaré garantida,

no que se refere as desigualdades.

Futuros trabalhos por fazer

1% Implementar o modelo,
2) Provar a convergéncia do algoritmo geral para o caso de
restrigies ndo afins.

. 3) Estender o método ao caso de f localmente Lipschitz.
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