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de Redes : O Problema cle Steiner em Grafos Direcionada. 

Dadn uni grah direcionadct D = (i< E )  c.orn raiz r E 1.r poliderado 

nos arcos com função de pesos w, O Problema de Steinctr em Grafas Direcioriacbs 

consiste em encantrrts caminhos direcionãnlos da. raiz i* até os vértices do conjunto 

C V, de peso total mínimo. 

Primeiro, r e v i s a m  alguns elementos da Teoria CIOS Grafos Direci- 

nados, clefinimcs formdrnente o problerria e calciila.nlos sua coi-npleui~lade computa- 

cional. 

A seguir, revisamos ciiveruas formulaqões e algoritmos paxa o pro- 

blema e cornen t (amos erperi6ncia.s conlpii t.acionais. 

Depois investigamos testes de rediisão para o prshlema os qilaiu per- 

mitem diminuir o Caminho do grdo rlirecicrriaclo atravbs d a  eliminasão de vertices e 



axcos. Exibimos dois tipos de testes. Uns são uma ertenrr5o direta de testes já conhe- 

cidos para o caso yarticiilx de grafos não-clirecionadou. Outros s h  eupecidmenk 

desenuolviclos para o caso direciondo. 

Findrnente, apresentamos um algoritmo erato para o problema. Tal 

algoritmo soluciona unia. .formulação ck arborescência geraclora restrita para o pm- 

blema. Par a. iiistknciw geradas aleaturiainent e aplicamos os t8cstlers de vdnçâo de- 

senvolvidos e depois aplicamw o algoritlmo exata para encontrar a solução ótima. d 

formulwão também permite encont.rar solnq?ies quase viáveis. 
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W e  stady a prohlem of Combinatorial Optirnization rdateci to Opti- 

mal Ketwork Design: The Steilier Probkrn in Directed Graphs. 

C4ive.n a Direc ted C h p h  D = (V, E )  &h root. E V,  arc-weighted 

with weight fmction w, The Steiner Problem in Directect Graphs consists in fincling 

paths directecl from r to all t.he vertkes of the set. 5% c Ir, of minimi~n~ t,c>tal weight.. 

First we review some elements of t,he tJieory o£ Directed Craphs; we 

define t-he problem Lzncl cliscuss it-s compu taiiond c~uiplexit~y. 

Then we study diiierent. formiilat-ions and algrrithmq for t . 1 ~  prohlem 

ancl discusu ~omputat~iorial exyeriences. 

W e  investigate recluct.ion tests for t.he problem ~ I i i c h  enahle. us to 

rdnce  the &e of t.he inatances by eliminating vertiices amcl arca, We preuent t wo 

classes of te&. Firut claus corresponds to a direct. e'rtension of known test.s for t.he 

~pecial case of gaphs. The second dasu corresponds t o  a tests specially designecl 



Finally, we propose an exact algorithrn for tthe problem. The algw 

rithm solves a, restbpict.ed spanning arhreucence form~rla.t.inn of t.he proldem, For 

randomly generated instan~es, wc apply t.he reduc,t.ion teuts developacl ancl then me 

apply t he exact a1g0rit~lin-i for fincling t ke optimal sol~utioil. The farrnulation aluo 

gives us mar-fe~sible solnt-ions. 
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Capítulo I 

Introdução 

1.1 Elementos da Teoria dos Digrafos 

R.~stimiremos neuta seção alguns concei1.0~ básicos da teoria dos gra.f~s direcioiidos. 

Abreviaremos as palavras grafo clirecionado coma senclo a* palama, digriifo. Este 

tipo de gafou ser& nosso objeto de estudo durante o transcurso deste tlrabdha. 

Cbnceitos de digrafos podem ser encontmdos em Gondran e Minoux *2], Eveii 

[17] e Szwarc.fiter [36] entre. outros, Uni tratamento partic.ulu de problenia~ cle 

arl>oresc~iicias em digrafce ~ o d e  ser encontrado ein Candia [SI. 

IJni dígrafo D = (1;; E )  c.0iiijíist.e e m  uni c0njiint.o hiito e. niio vazio 

de: elmieiitos chamados vértices ou n6s, e dt? u m  conjunto fir1it.o de elementos de 

1; x I,' , charnados arcos. Cada arca e E E 4 uni par ordenado (v, tu), onde w e u, são 

v4rtices de V. Dizenios que um arco e = (a! ZU) sai de v e entra em zti. O vért,ice 4i 

é o vértice inicial de e e u: é o vbrtice final de E ; tl e 71: se dizem adjacrsiit.es. O 

grau interno de  uin &tke u 6 a qunrittidaxle de arcos q u e  entram em z; e. se denota. 

$'(a). O grau externo de v é o iiúinero de arcas que saem de v e se- denota d S ( v ) .  

D ~ i s  arcos di,st.int.m el = (vl! wl) e e2 = (vz, lu2) são yaraleloa se v1 = 2i2 e w1 = ws- L. 

Gin a.rco e é. uni l a ~ o  se e sa.i e entra num inesino vertice, ou seja, 4 = (u, u). Se 

d - ( v )  = @ ( I ) )  . . = O ent-ão se chuna vértice isolado. Se ri- (v)  = 1 e d+(v) = O 

entrio 7; se chama folha. 

Um cUgrafo pode ser representadcs graficamente por pontos represen- 

tarido os vgrtices e por set.as: represeritalido os arc.os. Por exemplo, consideremos 



Uma repreuentai$io vilida para D é dada na figura L1 

Figura i. 1: Um exemplo de cLígrafo. 

Obsermrnos que r. é um vhtice isolado. 

Um diga10 6 simp1e.s se ele não cont.6m l q o e  liem arcos paxaielos. 

Trabdfrareino~ norindniente c.om dígr a o s  siniyles. Cin stibdigrafo D' = ( V', E') 

do dígrafo L) = (V, E) é iini digrafo tal que. 1:' c c.' e. E' C E. 

Dado TV C V , D - 1.t' denota o digrafo obticlo de D eliminando os 

v&rticea de MZ e os arcos (u, PI) que tem 2~ E M7 OU .U E M7. Se eni particiilar H7 = ( t u }  

então escre.veremm D - .w ein vez de D - (w ) .  Aiialoganie.nt.e, para -4 c E,  D - A 

denota o dígrafo obtido de D eliminando os arcos cle A, Exreveremou D - e para 

D - (e), Tanl-ih, ,se 1 4 ,  .u E V e e = (u! v) E enbh dend.a.nios por D + e. o digrafo 

D' = (1./', E') tal que 17' = V e E' = EU ( e ) .  D + Ef7 denota o dígrafo obtido de D 

dic.ionaiido as vértices de H.'. Se ain par ticiilar IIT' = (ul ) e.nt.ão esc.revereincs D + lu 
e.rn vez de D U ( w ) *  Seja -4 2 E, Df.41 denotará, o aubdigrafo de D yiie tem c.oino 

atos ,-i e conjunta de vértices os vértices de V que são vértices iniciais ou terminais 

dos arcos de A. 

IJni dígrafo D = (V, E )  6 completo se para todo px de vértices 

I C , ~  E 1;-, zr # v ,  e = (zr!v)  E E. 

Um caminho e.in um dígrafo D = (C',E) é. iinia se.qiiêiic.ia C = 

(TJ*, e i ,  vi ,  e2,. . . , ck!  vk), I" 2 1, de v4rtícee e a-rcos todos eles &tintos. Se v0 = e 

I : o , ,  . . , t:k-1 são t d o s  distintos então C se chama, circuito. O conlprimento de C 

em c d a  um desses casos 6 o número de arcos na sequência. Dizemos que o vértice u 



4 um predec.essor do vértice -v em D! e que 1; é u m  sucessor de u em D, se existe 

um caminho de ' 1 ~  a V em D. 

Uni dígrafo D = (V', E) é fortemente conexo se pa.rn cada l&r de: 

drt ices u.! i; E I:! existe turi caminho de u. aié v .  Um cügrafo D é. conexo se o s i d o  

não direcionado obtido de D ao elimiiiar as direçoes é conexo. Um vértice em 

D 6. um V& tice raiz se existir eni D caminhos de -i* até cada, outro vért-ii,e. de D, 

Uma, i*-árvore dirigida ou Y-arborescGiicia em D é um dígafo com raiz r ,  sem 

c-isc~~itoa e onde. cada v&tice distinto da raia tem grau interno 1. Se D = (I-; Ej 

é: um dígrafo então D' = (V', E') 6 u m  subdígrafo gerador de D Be V' = 1- e 

E' _C E ,  Assim, unia. r-wborescência geradora de u m  dígafo Lí = (V, E) é. um 

subdigrafo T = (v E') de D t.4 q i . ~  7' é: uma .r-arbormc6nc.ia e c o n t h  tados o~ 

vértices de D. Obuervmou que se T é uma r-arboreucênua geradora cle R ent% 

1 E# I=\ v 1-1, 

Exemplo. A .figura 1.2 iliistra uma uwtxborescência geradora. 

Figura 1.2: Um exemplo cle arborescência geradora. 

TJni digrafo ponderado -4 um ctígrafo no qual os ~6rf.ic.e~ e/ou ascos 

tem -uma fiinçiio real associada a eles. Nós tra,bdharemos cam clígrafos: ponderaclos 

nos arcos; assim, se D = (V-, E) é uni dígrafo entã-o existe unia fiinç-Zo zrj rea.1 ta.1 

que cada arco e E E tem ~,mc.iado um niúnero .rue. Se e = (u, si) entâo 6 possível 

escrever u~,',,. Cost.iirnmx denotar uni dígrafo ponderado na forma D = V, SE! 'IL' ); 

as i;eaes .se chama D de rede. Se D' = (I?', E', ui) é um siihdígraio de L) eiitao o 

peso (ou c.usto ou comprimento) de D' estii dado por 



1.2 Definição do Problema de Steiner em Digrafos 

O Problema de Steiner em Digrafos (PSD) é uma gene.ralizaçâo do Problema de 

Steiner em Grafos (FSG). 

No PSG são dada iim grafo conexo G = (V, E ) ,  uma fusão de pesas 

w : E --+ B+ e um conjunto l i  1- de vértices chamadm v&rtic.es dcmanda. 

Desejarse deterniinax um c.oizjiinta A C E tal qiie: 

e G' = (VL4], -4) coiiténi um caniiiilio entre cada par de vértices de I-; 

É conhecido que a solução do PSG é urna árvore que gera V. {podendo 

conter vértices de V - ). Lbsirn. se fala do PSG como o Problema da Arvore 

de Steiner. 

O PSG tem sido amplamente estudado, ver os trabalhos de Frrreirn 

[lR], Maculm E301 e Winter [40] para. hist6ricq dgoritnim e aplic.a.çi5ess do prol>lenia. 

Faremos aqiu apenas c~ment~árias que relacionam o PSG a dois problenm que tem 

muitas aplicações. O PSG pode ser generalizado naturalmente como segue: 

Dado u m  conjunto de pont.m (cidades, por exemplo) AI,  A2, . . . ! -A,, 

deseja-se coiisf ruir um sistema de segme.iit.m de reta (rede de estmdas) 

de cornprirnent.~ total mínimo de tal forma que qudyiier ponta esteja, 

cunectdo a qiialquer oiitm atrads deste sis kerna,. Veja a. figura II.3 para 

~uii  exemplo. 

Este problema 6 conhecido como o Problema de Steiner no Plano 

E.~iclidizi;no (PSP)? ver Winter rJ9] para detal1ie.s. 



Figura 1.3: O problema de Steiner no plano eiiclidiano. 

O PSP tem uma variante na  qual a. métlrica eidicliana é sustitiiida, 

pela. ni6trica retilíiiea. Dadm dois ponto9 (xl, yl) e (sal g2), a dishc-ia  retilínea dr 

entre estes pontos t i  definida por: d, =I z1- z.3 I + I yl -32 1. Tal variante. foi sugerida 

ein 1966 por Hanan 1251 e leva o nome de Problema de. Steiuer Retilineo, yer 

tanibé.in De Soiiza. [35] para imvm heu&t.ícm. A figura 1.4 mostra u m  eseniplo 

Figura I,$: O problema de Steiner retilineo. 

O PSD aprece natiiraimente a* partir do PSG quando os pesos n a  ar- 

cos nãk0 Y ~ O  simétricos, 011 seja! w,, # ,u;7?U. Andiuernos detalhaclamente as conck$es 

nas quais se de.fiiie o PSD. Considereinos a rede D = E, wj, oxide w é unia função 

de pesos positiva, oii seja, cada arco e = (zr, v) tem as~oc.iado um peso tu, > 0. O 

coiijiinto V 6 part.ic.ionado como V = (1.1 u V. u I!>, onde s. é u m a  raiz do dígrafo 

D. O F3D pode w r  formulado coma segue: 

L 

Dado o dígrafo ponderado L3 = [I.:.; E,  a,)) com raiz r,  deseja-se encoii- 

t . rx caminlziju de 7- até cada, vtrtice de cle nxuieira que o peso tatal 

dos arcos pertencentes a esses çamililms seja núnimo. 



Observamos q iie o PSD sempre tem solução tleviclo a nowa suposição 

que t* é raiz de L). Os verticeu de Vi representam pontos alternativa para unir r* 

com os ~Crt~ices de Vc e por isao eles e i o  chamados de v6rtices facuit.at.ivoa. . 

Denotemos por Do o subdigrafo de D definido por Do = (1:; + 
r. EIVo + r]).  É importante notar que n não exigicia. de ter uma soluqão viável 

para o proMerna, fornecida por Do, poderia implicrtr a partiupação n priori de ele- 

mentos de \> na solução ót-ima. Consiclerernos o seguinte exemplo dado na figura 

1.5. 

Figura 1.5: Uma inatAncia pata o PSD. 

É evidente que u2 ou U.S (ou ambos} devem participar da soluçã~ 

ótima já que Do n k  possui ii-arborescenciris geradoras. 

No entanto, clualqiier digrafo ponderado D = (V, EEi to) que irão tenha 

raiz para Do pode ser simplesmente moclificado aiiicionando arcos de t* ~ w s  vértices 

não alcaxiçadm e m  Do. Estes arcos terão pesos suficienteineiite grandes ( p r  exeni- 

glo, C . L U ( C ) ) ,  ARS~III, a partir do dígrafo D = (V, I,! tu)  sempre é possível construir 
c€ E 

uma instância do PSD onde Do tenha raiz. 

O PSD tem casos particulares iniportaiites. Se j \/o I =  1 ent.So o PSD 

se recliiz ao problema de encontmr um caminho de, pe.0 inínimc, entre dois vértices, 

ce várticeu 1. e E E Vo, para o qual se sabe que existem d,pritmos polinomiais, 

ver Dijkstra flz], Se t j  = 0 e.nt.ão &e-gamos ao problema da r-tirborescência 

geradora de peso mínimo, ver por eueinplo E-dnionda 1161. 

Oiit*ro caso particular importade clo PSD é o ját definido Problema 

de Steintlr e m  Grc?fo~ (PSG), Seja G = (1); E! UI) unia inntâricia arlA&ia do PSG. 



A partir de G cons truinioe uni dígrafo ponderado D = (\i'', E'! 7 . d )  na. forma seguinte, 

Prinieira, definimos 1,'' = \', depois E' = ( (u ,  .v) I [ 7 4 4  E E )  ü ( ( u ,  u)  I [zr ,  v] C E') 

e w' (u !  lj) = W(U, V )  e w'(2;, z r )  = ~ ( u ,  r ; ) ;  1. é definido como sendo qiidcliier v4rt.i~-e 

de G. Ent.ão a mliiç.ão do PSD para D d& a solução do PSG pa.ra. G = (b7, /iE, t u ) ,  

Para isso, é suficiente remover as clireções dos arcos em -4s aeskas reui~ltrtn~es 

definem a Y O ~ U Ç ~ Q  para 15. 

Antes de terminar esta seção daremm um exemplo de unia instiincia 

do PSD, iiiistrando sua soluçãu. 

Exemplo. Uma instância, du PSD e siia sc~lução 6tima T aparecem na'figiira. I,G, 

Figura 1.G: Exemplo de solnção Stimn. 

O peso da saliiçáo otiina é. t u j T )  = ttije.) = 21. 

O bservarnos que na sdiir,& ótima part.icipain dois vértrices de, 5. 
Estes v4rt.ices recebem o nome de ponto de St.eirier. Ocupaado esta. definição po- 

demos afirmar que soliic.ionm tr PPSD t? equivalente a, enconfrax os: pontos de. Steiner, 



ou seja, ser capaz de decidir quais v6rticeu de VI partkipariia da s d i i ç k  ótima. 

Denotemos por 1:; a conjunto de tais vértices, entih a soliição ótima c10 PSD 4 a 

7.-a.rhoreschicia geradora mínima do subdigrafo de D gerado por {I.} ü 1.2'; LI y, a 

será. chamada r-arbore.sc6ncia de. Steiuer. 

1.3 Complexidade Coinputacional do Problema 

Acabamos de mostmx que o PSD tem como cùso particular o PSG. Logo: é suficiente 

provar que o PSG é ApP-Completo para ter que o PSD t.ilmlkrr1 é ;V-'F-Completo. . 

Veremos que o PdSG, o problema de deciGo ,2ssr>cido ao PSG é '  

:VF'P-Completo. Apresentaremos m a  rediiçh do Problema da Cobertura Exata 
t 

ao PSG segitindo a de.nionstra.qão daria. por Iiarp @'i3 e Ferreira [18]. 

Denot-areinos por PCE o problemh cle cleisão amociado a.0 prot~lexnil 

da Cobertura Exata. Definamos forrna1ment.e o PdSG e o PCE, 

PdSG': Ddounigrhfo  ponderado G =  [V,E,w)!  uni su11conjuntoZ V e  X: E Rj 

encoiit.rar (se e'ciste) um mbconjunto A E t.d que o subgrah G[--11 contém 

um caminha entm crida paz de v6;rt.ice-u de S e C.eEn wr, 5 k. 

PCE: D a d ~  um conjiiiit.~ = (ul ! ual . . , , zrf ) e uma família F = {\rl , V>s , , . , I<) 
a 

de subconjunton de / I ,  encont.rnr (se existe) urna sul>funília de F que seja uma 

partiqãu de V. 

Mmtmrnus um exemplo do Y CE. 

Exemplo, Co~isiderernos lr = (a ,  b, c, d, e, f, y) e F = ((a, h, c, d ) ,  { b ,  c, d)! ( E ,  f), 
{a? s}  , (6, e), { c ,  (I), ( g  )), então a subfamília ((6, c, d).! ( o !  f }, ( i x !  g}) 8 iima c.ober- 

birra. exata clc t:. 

Prova. Primeiro vejamos que PdSG E ;V?. Dado A Ç E! é possível verificar em 

tempo poliiiornid O(I i' I) se G[-41 corit.4111 um caminlio entre cada par de v&ticc=s 



c1e Z atra~és da ut.iiizaçh de um dgorítmo de busca. Ta.mb6m se vaifica em tempo 

Vejamos agora que PCE pode ser reduzido ao PdSG em tempo poli- 

noiníril. Dada uma iristância Z, do PCE, = (ul, u.,! . . . , z r d )  e F = (Vj, '$, . . . ? 12;) 

coiistruímos a seguinte instâizciri Z, do PdSG' : 

F com: Um grafo C' 

E =  (t?aG,1;;;] I i =  1 j . . , r r ) ~  {[7.ti,Vj] I U; E %, i=  1,2,,,.,t;j = li ..., r), 

w Uma função de pesa u; definida por: 

Verifiquemos que Z, tem solução se e s0ment.e se Z, tem saln~ão. 

=+ ) Seja I' = (K.:, ,1.:?, . . . , I;',,) uma. subfa-nlília. de F a qual é c-obert ura exata de I'. 

Most.rernr#' que o subgra.fo G[I(r )]  6 ~o l~ i çáo  de Si, onde 

I(T) = (e f E I e. incide em dgiini vhrtice Vij que pert.ence a I'). 

Com efeito, coirm I' é cobertura esata de I', existe em GII(f e . ~ a t , ~ -  

mente urna aresta incidente a cada vértice correpoiidente a i i m  elemento de P f  [t.ais 

arestas t.em custo total i'). Como cada vértice correspondente a um elemento de r 
\ 

est& coizt.ct.do a rig, existe um caminho entre no C cada v 6 r t . i ~ ~  ci)rrespndente a, um 

e.1ernent.o de. I' ,  e portanto G[I(T)j contém iini caminho entre cada par de vértices 

de Z. Conm I' t cobertiira exata de C, temas que o peso tatal clas arestas incidcnteu - 
a no em G'[i(.I')] é i. Lzopo, L = t" tl e G[IjT)] é solução de Z,. 

e€E.\qI'j] 



em T um caminho entre .no e cada um desses v6rticeu. Deviclo á estrutura do grafo 

G ternos q,ue I' 4 Luna col3ert.ura de L' e assiin C [ 1,; I> t .  Por outro lado, 
vjer 

notamos qiie em cada. i14rtic.e correspondente a uni elemento de V de inciclir pelo 

menos uma aresta de I', Corno tais arestas tem cust.o t. e I V )= i! o c-uato total 

destas xestas é pelo menos i?. Corno C we 5 t? + t ,  nib podemíxs ter em T mais 
&&!TI 

que t arestas incidentes aos v8rtk.e~ co;r&ondentea nos elementos de I.?. dado que 

rzo é obrigatório. Com isso! o custo datal de%% arestas 6 exatamente i'. 

Li. e é uma soliiçãu de Te 1 



Capítulo 11 

Formulações e Algoritmos para o 
Problema 

11.1 Formulaçóes para o Problema 

As forniulaç&s para o PSD s k  na sua grande maioria. fmmiilações de Progrzmaçãu 

Linear Inteira (PLI). Analimrenicm trk fmzni~lações que aparecem m trabdho de 

kfacii1a.n 1301, Primeiro darenim outras defi~uçõw particulares de digrafos, Seja 

D = (V, E) um dígrdo com raiz 91 .  Seja I(i) o conjunto de t.otlos os vértices j E V 

tais que (j! i )  E E a O(i) o conjunto de t.odos os vért.ices j E V tais yiie ( i ,  j )  E E. 

Detmtrtnw por C = (3, x) C E o conjunto corte em D tal que S u X = k*, 

S n X = O. 1. E S e n X # 0, onde ( i !  j) E C se e roinente se i E S e j E x. 
O bservamas que existem O(Sn-l) cortes possiveis, onde vr = I  V I. 

Faremoa z/;~ = 1 se O arco ( i ,  j) E E esta na solução ót.iim e y,j = O 

mso contrá.ri.0. Para. todas 'hi.~ forxnúlações coi~iderar~nos I(?*) = 8 jii que toda 

solnçãa Stirna para o PSD não vai ter arcos entrando na raiz r. 

Esta formulqáo h i  primeiro apresentada por Npyen.  Arpin e Ma- 

culm E321 paIa o PSD. Consideramos L I I ~  problema de f l ~ ~ . ~ o s  e m  redes na qua l  

a raiz. r de-rece I 1t.ó I uiúdades de fliixo e cada: vértice v E 1:; demanda uma. unidacle 

de fluxo. 



sujeito a 

Esta formiilac;ão para o PSD foi independente apresentada. por Cláuu 

e Xaculan [I 11 e Wong 1421. C~onsideremm iim problenia. de shteae de redes c.oin. 

demanda de fluxo de urn iiiiico bem não simull&neo. Seja r:; a quantidade do Ixm . 

X: entre .r e A: E sobre o a ~ o  (i,;i). A raiz .r oferece uma iinidde de cada I ~ i n ' :  

x'. E K,. 

Esta. fornlulaç5o .foi apresentada. para. o PSD por Ngii~en, hrpin e 

Macdan [32] e Wong [42]. 

Observamos que se substit.uirniwi y, E {O, 1) por O 5 y.;, < 1 e m  P3, 

P2. B3 teremos t& relaxações de P r o g r ~ a ~ i o  Liriear pam, i) PSD que dcnot;lremos 



por LPl, L&, L P3 resyect.ivanre.nt.e. Seja v ( . )  O valor da s01iiqã.o ótima. para o 

Prova, Vejamos primeiro que V( L Pl ) f v(L8). A par t.ir de LP- 0 t .emos 

Logo temos 

o f Y ,  5 1, (i., j) E 2, 

Se consideramos cliie gvj representa a capacidade do arco ( i ! j )  em 

LP2 então deve ser possível enviar uma unidade do fluxo do bem k de r- a k f 1:;. 

Aplic.arido o t.eoreina do fl~ixo iiiáximo-corte nhinio? ver Ford e Fudkersori t20]! a 

mpxidade total de. qudquer corte separando os n k  i. e b deve ser no &imo 1; ijjj 

será. unia solução de LP2 e logo u(LP2) 5 .u(LP3). Veri6clue.rnoa agora yiie 

u(LPa) > a(LF3) .  Seja [ z ~ ~ , ~ i j )  uma solu~ão viirel de L,P2, ent2o para todo k E C$ 

o proMema de flnxo associado dti C g;j < 1, g = I , .  . . . p .  jjlj deve ser urna 
(V)EC'* 

sol iic ào vi Rvel de L P3 e logo V( L PI) > B ( L  P ~ ) .  I 



É daro que se o(P)  é o valor ótimo para o PSD, ent-ia u(P)  = u(Pl) = 

ti( P2) = 24P3). Da. prop"ijif ão 1 anterior concliiínios que: 

oii seja, vjtPz) e v(LRJ) E&> inelhores lirnit-es inferiores pa.rrt v(Pj 

qiie ~(1. P,), Diferentes algoritnios 860 aplicados na resoliiç.50 das três forrnulaçõefi 

ant.eriorea. Giiprd i231 e Ngiiyeii? Arpin e M aculan [32] aplicaram o inétodo de De- 

compasição de Beiidem [6] pa.ra a furn~ulação R2 (possive.1 de aplicm tninGri~ a Pl)- 

Dror, G a d t  e Clioquetfe [í O] fizeram experimentos c.oni relmag6es Lagrangeanas 

associadas LY forrrmlaçiíes anteriores do PSD. Eles oLt,ive.ranl residtaxlm numn.&ic.os'~ 

satinfatórios ywa dígrafos de até. 100 vktices e 400 arcos. 6Vong 142.1 dá iim- algo- 

ritino ascendente diial para o PSD a partir da fr)rmida+o P2. Irejarnw a, seguir o 

mqiiema do alg~rit~rno cle Wong. 

11.2 Algoritmo de Wong 

Consideremos o diid c k  LPZ : 



ele1nent.o de I$ -+ 1. "pendura' de iim elemento de T.  Seja C ( k )  o conjiinto de vértices 

predecessores do v6rtic.e lil, O conjunto curte de k, CS[k), é. iim c.onjuiito de arcos 

(i, j )  que satisfaz: 

Passa O (Início). 
. . 

Escolhemos uma conyonente enraízada T .  Se niio enist.ern ccxnpi? 

Para cada ( i ,  j )  E C S ( k ) ,  := v$ + R(i*, jw) e &(i, i )  := R(i.  j )  - 
RI i** j. 



variáveis com valor O. Como n iunçlio objetivo dual 6 niaxhianr C ai, a es- 
. bEFb 

trat&gia de Wong coiimate ein incremeiitar oç uf eenqimnta se modificam as outras 

variáveis ch~iLis c k  maneira que a viabilidade r i d  seja mantida, Cada execiiçàci cios. 

passos 1-3 tenta iztcrenlentar 11m uk parbiculilr. No início, iodos os eleimntus de Xj 

são c.onipo~ientes enrrtizadas e assim todm os 4, X: E L i  são carididrttos n ser incre- 

de B' e mn elemento k-: E &nT. O passo 2 incremeiita cada r& h f Clk), inc.liiindo 

a variável uk da funqáo objetivo. Cada variiiuel R ( i ,  j) represelita a folga para .a 

rwtrição c-orresponde~ife ao arco ( i , j ) .  A segunda parte do p m o  2 i~icrenienta a 

iaririvek 2$ e decrenienta a9 uariáveia de folga S(i! j )  para a, arcou ( i , j )  c CS(4:). . 

Qlxer~xrnw que mino (i"l;i*) E CSIli:), H[?! j ' )  := S(i', ;in) - Si i", j*) = O* X~si~ri,  

o pamo 3 sempre adiciona uni arco (i", j+) a D' cuja variásettl de ídgã foi n &o (ou 

cuja reatriçiio C uc- 5 wij corresponclente é justa). 
kE15 

Como cada execuç~o do passo 3 aumenta. o canjunt,o E. o n6rnero de 

~ornponent~eu enritiísadas diminuirá. Portanto. na niectidn que a algoritmo m1a.nSa, 

aigiina u i  não serãs increnie~itadm. 

Para rno~t~rar o fi~ncionaxienta do algoritmo asce~it-lwt~e ciual, cun- 

sideremos o sep in te  dígafo ponderacio D = (1.1 E, w ) , ~  = 1, I:ó = (2 ,3 ,4 ,3)  e. 

1 = 7 ,  f i l  . Yo início! toda, m u: e L:> são zero. 

C 

Depois de acaliar,, a função objetivo diial é : 9 v: = 6f 1+9+7 = 22. 
k-9 

,-m 

A iuhoresc&cia St-inia de Steiiier dada por ( [ 1, r ) ,  (7,4) ,  (4, 3), (4, S), 

(1,  f S ) ,  (3,s)) t.iun&nl tem uiri peso t.dd de 2.2 e portanto não euist.e uni "gap'diial. 

Wong tzunb6n-1 prom que c, algoritamo dud m<antérn em t.odo rnorrwnto uma s d u ç k  



Figiira Ii.1: Exemplo paxa ilustrar o dgoritmo ascenclente 

T3bela 1Ll: UperaqOw du dgoritmo a.~c-mdente diial pam D = [Vi E, i t i ) .  

~ i i i v d  para (DLP2) .  Ele aproveita o liniite. inferior do PSD lmra eiiconirar soliir$5w 

viájvek (e  limites superiores) para o pobleina. A descrição do algoritmo co~nplt'.to 6 

a segiuiite: 

1. U s a  o procedimento ascendente dual p.ra obter um limite inferior para o valor 

dn solução Bt.ima. 

2. (:o~~nidera.r o digrdo auxiliar D' quaudo o algorj tmo rzscendtritt? acaba, sendo 

Q o conju11t.o de t;oclos as vértices cunectadoa à raiz 1. 30t.u que o v&tice 

1 e. todm oa elemeiihos de 16 pertenc.erão a Q [o algorihino não terininar& a 

inexim qiie todos os eleineritm de 10 estejam conectadm ao vErtice 11, Ta-nilxh 

al~iinu e lement .~  de I+ atarào em Q. 

3, Furnim uin problema de arboresc~ncia. geradora m i n h a  com o cui::jiint.u de 

v6rt.ic.e~ C). O conjunto de arcos iiicliiirá giidquer a.rco j i , j )  E E, onde i e j 

estko em Q. 0 s  pesos 'a;, siio OS pesos cAgim&. Solucicms~nos o problema. de 

ar borescikt~cicr geradora com o dgoritina ~cendcntc e um prw.ecli ti-iento par as 

rwuper ar a arborescG~icia Ótima do dígrah nuxiljaa D'. 



4. Seja. Tf a arborescêiici-in gerarlora mínima, encontrada no pw80 3. Se O vértice 

7; E 1-a  J é uma fdha. de T' então e1inlina.m~ o vértice v e o arco entrando nele. 

Repetinms este processo ast i  que nenhiuna mudansa zidicional seja precisa., Os 

arcos restantes em 'T* são uma soluçiío viável para o PSD já que cada véxtice 

eni 15 estar6 conectdu ao vbrtice raiz. O y w  desta sol11ç&3 vitive1 é iim limite 

siipericn para u vdor da saluqBo ót-irna. 

. . 
O objetivo dos passos 2 e 3 ii hzer com que a sul-iiqão ótima para. 

o PSD seja uma arlmrmcêliicia geradora. mínima para o conjrinto de ~Crtices Z que 

são incident.~ aos arcou na sdaçãa Stlima. C'mo contarário, a ctrborescência. grradora 
. . 

niínima para Z daria uma so1uqii.o de peso rnenor. 

A idéia. 'adivinhar' quais v4rtices pertencem a. Z, Claramate o 

vértice r* = 1 e cada elemcnt<o de 54 devem pertencer a. Z, 'i'irnbérn dguns element80s 

de I.> est.arão em 2. Estes eleinentos de & serão aqueles que S ~ ~ ~ Z M I  iíteis na, tmcfn 

de conect arr elementm cle I::.; ao v6rtice raiz 1 com peso inínimo. Para idemit3ka.r 

estm vértices 5. usado o digrah auxiliar I)' que resulta do procediiriento aficehdente 

dud.  O conjunto Q é a aproximação do conjunta 2. 

O passo 4 elimina axuu deuncc-esuásios da síllii~ão dacla no passo 3 

não afetando a viabilidade da ~0111ção. 

l%ng fez experimentas computaciunaiia com seu algoritmo atraxk de 

uma. sc'rie de 24 problemas gerados aleatloriament.e. Cada ~>roble.ma- teste foi ger(do 

na segiiinte forma. Primeiro! uma árvore geradora. iih dirigida para Q conjiinto 

completo de vértices foi gerada. Depois, arestm adicionais foram alcatarimente 

geradas até qiw a. qii;i;ntliclade desejada eutisese pres&e. Para conve~ier a insthcia  

não diri,@la anterior liurna dirigida, Wung trocou cada aresta [i,;j] por dois arcas 

que. são {i, j )  e ( j ,  i ) ,  a doia com o memio peso w'j. 

Os pesos dos a.rcos foram aleatmia~nente seleciunadr~s do int.ervitlo 

lu, (0,l)  e a quantidade de virtices em I j foi escolliida como sendo 



Resolvidos rio 6 tinio I I 

Tabela 11.2: R.esumo da experihcia c.wnpt.acianal do algoritmo de Wong. 

Os resultadc~~ obtidos por Wong são excelenteu não entanto tSemos 

Vért,ices 

duas cconsidera~ks shim para esses resultaílas. 

Problemas 
Testes 

Arcos 

0 

(i) Po1ic.a. experiência coinyziitacional, Se t.esl.ar;un ãperim dígratos com 40 e 60 

Tempo 
Médio CPU 

(ii) A cmist.rução do dígríifu foi feif a de uma forma i m i  t.o particiilar; j6 que dados 

os v6rtic.e~ i e j se existe o arco (i,j) t.aniGin exist.e o a.rc.0 ( j ,  i). Na ver- 

dade, es t,s com trução correspcinde à classe pmt-icular dos digaSw chlunad& 

bidirecionados. 

0.3753 
0.4020 
0.5618 
0.5875 

40 120 
40 i rjn 
6 O 180 1 60 1 240 

11.3 Outras Aproximações 

1 6 
ti 
6 
6 

Comentaremos aqui outros txabalha importmdes cledicaictss ao PSD. 

O PSD foi definido pela primeira vez [segiindo nosso conliecimerito) 

por Ila.kinii [Y4]. 30 ent.ant.o, o prini&o t.rabalho eepecífico solm D PSD 6. qude  

de Na~tansky, Selkmr e S te.war t [34], Mes apreseii t am uin algorit.nio de enumeração 

irnpli~it~a para encuiitxax a soluçáo &na do PSD 1x1 casa prtrticular de cUgraSc~ sem 

c.irciiitos; aigumas ap1icaçõe.s tanhéni Go conientadas. L, G uynrd [Y 31 lia siia tese de 

dotitur a& ixioclelou a. implcrnen t q  iio 6 ti mat de lima r&a+$io II uma base clrt cf ados re- 

lacional para uni sist.ema de projeções atrav6s do PSD. Palma-Pacheco [33] tamlxin 

ria sua tese ck dont.arnclo (16. um algoritmo heuristkcr iismclo duas etapas; a, prirrieiira 

etapa considera. a solu@o d ~ l n  pelo aigwit.rno c k  l~~70r1g para obter um limite iiife- 

rior e orna soluçãi, viável que r~preuenta u m  limite superior. A segunda etapa. tenta 

melhorar a asoluçiio viiísel. Ele dá resuit acim ccimput ncion ais nios~.ratido a qualidade 

da. fieiirística. Chopra e- PJ] d h  forrnulaçtks de prograiriaqão linear inte-ira para 



as versões dirigida e não dirigida do PSD? e esbirda.m os pliedros arrsoc.i~dos. Liir 

1291 i1it.10dr.i~ uma nova formula@ de yrcrr~ra.inação inteira para o problenm; esta 

formulação est i  baseada numa furniiil~<~ de programa& linem para. o poliedro d a  

árvore de Steiner do dois termiriais obtida por Ball e outrm [3]. Liii dii uma 

forma geral do algoxitlm6 ascendente chia3 que ele aplica às rima foririidwçãio, para 

obter iim limite inferior para o PSD. Nu algoritmo! ele usa o aigoritsrno asceadente 

dua.1 introduzido por Wong 1421 como una. subrotiria e melliora o liniite inferior 



Capítulo I11 

Testes de Redução para o 
Problema 

111.1 Reduções para o caso não direcionado 

Ocr -t.estes de rediição represent,am um irnportante primeiro passo ria solilçáo exa.t.a, de 

problema de ot.imizqiio conibinatória. Experihcia de t.est.es de rediiçau exkt.enl 

para viiria proldeinas; eiitxe. &R, para os problemas da. Mochila, ver [ X ] ;  Loca- 

lização! ver [I] e St-eiiier, ver ~!4,.15111,13,35,41]. 

O objetivo cios testes consist.c ern reduzir o t.amariho do espaço de 

busca. fixando vaxiáveis. Em pa~t~iciilas, para. o PSG os principais t.est.es permitem 

identificar 

arestas e v4rt.ic.e~ fxultstivos que devem pertencer ii soluçKo cjtirnn, 

e arestas e vértices: facultati-vos que n5o pert.encem i7. solução ótinia. 

Aigirmau red~rqõcs t.a,rribé~i-i siio possí~eis de aplicar durante o ,percurso 

de u m  algoritnm de enumeração exata para o problema. 

Ekt~iidemos primeiro dgrrnas reduções simples obticlacc cle apenas pro- 

priedades locais cio grafo. 

e Se G çont.&n um vé,rtice faciiltativo de grau 1 então tal vértice pude ser elimi- 

nado c10 gafe. 



e Se G' cont.4m um v&ice facultativo c de grau 3, então podemos elininzu ir da 

grato e ac.~escent.a.r .riirria nm-a. aresta. ligando seiis vizinhos. 0 peso da nova 

aresta, é a soma dw pesou das iblzttigns arestas inciclinclo em v. 

e Se G contém um vértice obrigai61i0 2; ele grau 1 e n k b  podenios eiinliiiá.lo 

elo grafo! acreuc.entanc10 o vértice aci,jacent.e a 7; <ao csnjunlio ele u4rtic.t:~ sbri- 

gatórioa I.io. 

Se C cont.ém uma aresta Eu, v ]  tal qiie d[u, v] < u?[u, IJ] então ela po.de ser - - 

eliminada. do grãfo. Se d[u, v] = zuh, L)] e exiate um caminho de u a. v que não 

utiliza a areda. [u, v], também podemas eliiniiiá-la do grafo. 4 2 1 , 7 ~ ]  dr?isot.a- o 

peso do caminho mais c~uto  entre u. e c .  Chamarem este teste, Teste clu 

Custo Míriirno (TCM), 

Vejamos agora outeros testes menas simples. Siipurerms que os pesos 

u;,,: das arestm sko t d ~ s  distintos. Esta não é. uma hip&ese re.ct.ritivn. 

Seja. E l i  um vb.rtice obrigatório ele C:, u o vkrtice mais próximo de r! e 2 o 

seguixla vértice mais próximo de u. Se 

W[U? ?J] + ? 7 ~ i 7 Z . ~ ~ ~ ~ ~ ~  (d['U, 21) 5 u.?[?;! Z] 

então a aresta [u,v) estR na soliqão ótima e. m i m  podeinas c.ontrai-la em G. 

Este teste pode ser generalizado, ver Diiiii e Volgenant. [13]! da  seguinte. .forma.: 

Dado um gafe G e uma aresta e = [x,~]! se existem vértices EL, 3 t) E.fo tais 

que 



r Se G contém 2 vért.iceu obrigatílrios adjacentes u e z: e esistte vértice. obrigathrio 

z ,  u # Z, e 2i # z tal que w[w, v] 3 >_tu, c] e w[.u! v] 2 d[v, c.] , então lu, 2;] pude 

ser elirninrtcla. do grdo, 

Analisemos agora reduções que, para graEou demos, não clependern 

da função de pesos para diminuir os t.axr~anlios das instbcim. %o 4 t.est.es os qnaiu 

identificam arestas que ~iecessrrsianirint~e devem pertencer ou ser excluídas das ssd~içiio 
. . 

& m a  Para qualyiitir riubc~njiint~o de r&ticea V' C I/'; a subgrafo induzido 
' 

par I,"? que escrevereiims G[F,'q? consiste de todos us vgrticee em 5:' e t.odm as 

westiw de G que tem ambos vértices terminais eni V'. Denot.aeinm yot T(L7') a 

árvore geradora iníniina. de GIV') As provas das p ropa i çks  segiiintea aparecem em 

Balalcridriian e Patel 121. 

Proposiçiio 111.1, Para cpidcluer par de. vt;rtic.es u, z: E C'i u L:?, se. a aresta fu ,d  
pertence a T ( V j  [a árvore geradora niíirinia de G )  eut-ão deve pe.rtrterrcer t.a:inlzé-rn a 

A propasiqão anterior suge c p e  o conjunto I/f* de pmt.cts de Si.ei:ier 

gerados pela Arvore geradora nríTiilna T* é coulicciclo. Ka entzuit.~, euta infornraqiio 

não está disponível at4 que o problema es t.eja c.ompletanient~e resolvido. Em qii alq iier 

caso, a proposição pode ser usada na seguinte forma: 

siibstitriídos por um finico vértice eq~ivaleiit~e. Se apmecer arestm paralehw neste 

processo, somente a ares ta. c k  peso menor nec.essi t a  ser preservada. 

Adicionalnients! supoiilianioe que a árvore geradura iilíliima T í V )  

c.oilt&ni urna aresta [u, v], tr E I:.;* e v E 5/;, E-ntão a propo~igãu 111.1 estabelece que. 
! 

T* deve conter a areda Lu, 71-11 se ela gera o vértice de Steiner u. 



ProposT~áu 111.3- T" contém uma aresta [a, u] ,  u C I'j e v E Vo, se e soinente se 

esta aresta pe.rteiice a T(Lrb -+ u) .  

Propo4ção IIIA. T* c o r i t h  a. areata. Eu, u! v E somelite se T(Vi u (u, u )  j 

contém esta areuta. 

Lqta dti~nc)s dois testzs redi.izeni u tamanho do problema eliminando 

ares ta  iiicicle~itm aos vértices facu1ttit.ivos. Na. aplicqão ela proposi+ 111.3, preci- 

.ra.mms e~icantrar, para cada v&t.ic.e facultativo u! a &vore geradora. nii~iiriia TI V; +u) 

do aubgrafo induzido G[I$ + a]. Se, para algúin vertice v em I i, a. aresta [u, s] per- . . 

t.eiice ao gr d o  origiual G ma: não a. T [  1.ò + u) ,  então esta ares ta pode ser eliinin ada:. . 

O test-e baseado na propcsic;ão 111.4 precisa no máxinio de j i.; . I  (1 V i  1 -1)/2 

iioliqDei; de. árvore $erndora mínima Ttl/;, u {u! v ) ) ,  uina para cada par de v6rtice.s 

f acul tgant;i;ivos 1s. 2;. 

111.2 Reduções Propostas para o Caso Direcio- 
nado 

Daremos nesta seção duas classes de t&es de recluçW para o FSD. A primeira 

classe incli.ii test.es que s90 unia. estenaao clireta dos testes conhec.iidos pam o PSC:. 

-4 seg~i~ lda  classe es t i i  composta cie testes novos eupecia1meilte clesenliaclm para o 

caso nãu sim6trico de grítfou direcionaclos. Acbcio~idment.e, provaanos que alguns 

testes iniportantes para. o PSG niia podem ser es%eniliclos ao caso clirecionado. 



Grau Externo Zero. Cada vértice 2j E b'j com di (v )  = O pode ser diininado. Ver 

figura 111.1, 

Figura 111.1: Teste c10 Grau Externo Zero. 

Grau Externo Um. Cada vértice v E Ijj com di (o) = 1 pode ser eliniiiia,du. Se o 

uc.u &atmt.e e o asco ( I , :?  z r ) ,  .i& E b' - v então eliininxnm o ~+rtic.c? 2: c.ria~ido para 

c.ada arco Ig, v )  uin arco (q!  i r  ) com peso (w,,, -i- zu,,, ). Ver figura 111.2. 



No caso de aparecer arcos pardelos durante a aplica~ão & teste, é 

siificiente manter aquele asco de pesa menor. 

Grau Interno Um. .% 0 vértic.e v E l$ teni b-(z;) = 1 enf20 o a-rco (u! v ) ,  xr E lr-9; 

deve estar em qualquer s o l u ~ ~ ~  ót-inia e logo as vértices u. e ti podem ser fiinclidos. 

Figura 111.3: Te8t.e do Grau Interno Um. 



com respeito à matriz de pesos originais wn,, onde ou,,, = .cc se ( ec? a )  4 E. 

Se P,, = ( u  = uo,ttl, .  . . ,u, , ,v  = un+~) 6 uni c.aininlio direcionado 

de u pinra. 1; em D que possui a distância mais curta entre u e c. em B então d,, = 
tl 

C w,,,,+, e evidentemente saiisfa a',, 4 w,,. Agora podemos forniidar o teste 
k=O 

segui1it.e. 

Lema 111.1. Teste du Custo Minimo (TCM), 

O arco ( z r ,  v), u! Y E V pode ser eliminado se d ,,r, < v4 ,,,, 

Prova. Seja ct,, = ( u  = lrO,  2 t1 ,  . , . +, 11 = h+, ) um caminho de zr a .r,; qiie 

satisfaz cf,,: < ou,,,. Wote q m  cliia.lclue.r sduçgo T que inclua o arco. ju? L?) pode ser 

t.ransfurrnda iiuma outra r-arborexência T' qrie não inclui- ( ir ,  .u) e que tem c.iisto 

menor. Para isto procuramos o vértice .q em P,, que tem 111d~ini0 índice i! qiie 

pertence ao caminho de r a u e m  T; iil~erimos e m  T a parfe (ur,  .uI+, , . . . - .L?) de. Put,, 

eliininmidu cada arco (se es i~ te )  entrando e m  ca.da ve'rtice. zrL!, 1 -i- 1 5 R 5 v ,  A 

soluqão as~lirn obtida '3" deve ter iiin custo mttiior que S j& que I& existem ascos 

com pesos riegatiuos. rn 

para o PSG, diamado o Teste da Distância Especial {TDE), o qual generaliza 

os 3 testzeu anteriores daclos pdas proposi@e~c III.2-3-4. O poder de poda do TDE, 

segundo os resultados chtidost d alt~isuiriio. Veremos cont.ndo que o TDE -n-2.o tcm 

irma. extensão pmsí~el a ~lígra~fos, isto w.ont.ece porque aa versi7es em dígrafos das 

propmiçães nnt.enoreu tari1bé.m niia s i b  uíilidas. 

Gmtraexeniplo. C.!onsicleremos a instiimia dr, PSD rnostmria, na figura III -4, Sej ja 

tr  = 1:s e 7.: = 219. Temos que P e& dada pela figura 111.5 e 7'(1$) e~t.; clda lia 

figura 111.6, Observanim que tu, v )  T{li;i) e iio eiitanta (u, 5 )  E T*. -A&xii, a 

propc&ãxl 111.2' 6 falsa. 



u 

Figura 111.4: Dígra-fo Inicial. 

Figura 111.5: zo(T*j . , = 11. 

Figura IIZ.6: a:(T(k>)) = 12. 



Proposição 111.3'. T" c.oiiténi uni arco lu, ti), IA 6 V(, u f 52 somente r;e. (u, z;) E 

T(l$ 4- 7 4 .  

C~nt~raexemplo. Considerenios n instiincia do PSD dada na figura 111.7. Seja 

zr = %r, e u = ul. Então T(GO + z r )  é dada na figura 111.8 e. T* 6 dada n a  figura I11.9. 

fi~tainos que. (u,  v )  $! T(F,k f u)  ma3 (e, 7 1 )  f T*. XsGm a proposi~ão 111.3' é fha. ,  

Figura I11 .C: Digrah Iiiicid. 

Proposição III.4'. T' coritém o wco ( 1 4 ,  ? i ) ,  u, i; E 1/;5 somente se T(V3 u ( q  v)) 

c.oiit&m o arco ( zr, u ) .  
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Ccrntraexemplo. Consideremos a seguinte iris-bbcia do PSD dada na figura I1i.10. 

Seja .ir = uz e V = u3. Então T(F/;, u {a, v)) está dada na figura 111.1 I. . . 

Figura XKII: ul(T u ( 2 4  V)) = 14. 

e T* eská clada na figuro 111.12. 

Y ~ t a m m  que a arco (ti, v )  @ T( %LI (u! v ) )  mas [ z r ,  . ~ j  E T*. F 0rtant.a 

a proposic$k 4' é falsa e o arco [u,  v )  não pode ser eliiilindo. 



O primeiro te-itc considera apenas a topologia do d í p a f ~  inckpen- 

dendo assim da estrutura, drr fmiçáo de pesos. 

Lema 2. Teste do V6rtice Corte (TVC). 

Sejam -u? u E V vértices ta& que cada caminho da raiz r ao v&tice 16 

hc-liii o vértice v .  Então o arco [zr, 21) é re.dui~dant.e ein L?. 

Prova. Seja T lima T-srboresc.êiicia de Steiner em D. Se (u, t i )  pudesse participar 

de T ,  então para ev i ta r  cirniiitos! não existiriam caminhou cll: i. a u. em T e lago n5.o 

seria rima ,r-rcrbo~escência de Steiner . 

Coizsiderernou a. instância do PSD clda pela figura 111.13 

Figura 111.13: Teste do v:'éri.ic.e Cor te. 

Observnnms que todo caminho de v = 1 ao vértice i iiiclue o vertice 

2, logo o arco (4, I) é. redu1iditnt.e e-in L), 

Lema 3. Texte da Raiz (TR). 

Ob~ermmos  yiio o SR. é um caso piutaicdar do TVC qiie acontece 

qumdo no TVC fazemos 2 = Y. 

'fe.mnm uni 6ltltimo teste, o qua.1 fm um da ma-t-ri3 [d,,],,Ell. &te 

teste t.aln&.in y e r n ~ t e  &ninar arcos redundantes e m  D. Stu) ,  i r  E V ,  deuut.ará. o 

conjiinto de v&tices sucessores do vértice %r em D. Logo, n: E Slu) se e. sonwnte se 

existe caminho de n a 2; em D,  



Lema 4. Teste do Vizinho luais Próximo (TVP). 

Prova. Seja T Liliia r-arbure~cênc.ia de. St.eiiier de D clire coni6ni o arco (zr, v j  e 

supoiilranim que D c o n t h  u m  arco ( k ,  v )  corri k: E { 16 U { T ) )  - S[w) e tu,+u < zti,,,. 

Se eliniinamos o arco ( u, ti) ein T e.iii:â;o se.parniii<ra T em duas siil>arljoresc&icias de 

D. TM e TV? onde ríi, P uma. i*-arborescência de T que satisfaz d,, = x !  e T,: é uma 

j-arborescência de T ,  

Como k E (& U ( 9 . ) )  - Si%) então k E T, (de outra maneira, a 

existênc.ia de (k, 2;) em D implicaria, k E Sjv)) a logo Tt  = 7' - {(q 'li)) u {(k, v) )  é: 

Lima .r-arboresceilcia de Stei11e.r em D com zu(T') = w(T) - tuu,: + i ~ .  Por 1Jpótesq 

i u ~ ~ ,  - w, < O irnplica xu(T') < u(T)  negando o fato cpe T A niíriinia. a 

É interesemte notar que se no TVP não fcme exigi& n condi<& 

k 4 Si??) então! no caso particular 1,' = i,;, ve.ri6carimms que uma. estrategia gulosa 

resolveria o problema de encont.ra.r tuma w-trborescência geradora nhi r in  em D, o 

cli1a.l saberrim i i k  é ve.rdade, ver E.dm0nd.s [16]. 

Figura 111.14: Instâncii~ do PSD para iliistrar o TVP. 

A figura 111.15 ilustra uma seqi12nciri de eIiniiliaç&o c k  arcos aplicando 

o TYP. O bse~vamas do ctígr aio final que as  duas soluções c5 timas TI e T2 podem ser 

obtidas. Ela~s si% apresenl:da na figura III.16. 



Dígrafo depois da eliminação 

Figiira 111.15: E2iminaGão de arcos pelo TVP. 



111.3 Complexidade Cornputacional dos Testes 

.Lndisaremm a cornplexiclde computacional dou TCM! TVP e T1:C. A im- 

plementaçb dos oritms testes é trivial. 

No caso do teste TCM, precisama3 da niatria [dut:fu,vEv! dos cani~ihos . 

mais cmtw entre todos m pares de vértices com respeita à matriz de pesos originais 

[ul,,,,],,,fv. O conhecido dgoritmo de Floyd [19] resolve est.e prolhna em t-empo 

0 ( 1  L- 1 3j. O t;tabalBo pcst.eDor é de zsyeilas uma cornpar+io por arco(&, < G,,), 

logo O TCM tem con~plexidade botd Ofj V 1" + 1 E / )  = O(] F' 19). 

Para o TVC faremos a seguinte iinpleinentqao. Fa.ra o arco ju; r,) 

eliminamos toclos os arcos E entrando no v&ic.e z fazeiiclo u;,, = w. Depois cal- 

c.uliun06 a distância de r a 11 e eliniiriamm o arca (u, v) se rl,, = ca . Fiimhnentc, 

&~udimnm 03 c u u t . ~  tuzc,, para estudar rim novo arco. Se o calculo da. ctist~âricia de . . 

r a i é calculda aplicando o algorit-mo de Dijkstra 11'21 que é cla ordem 011 V* 1') . 

eni.ão a complexidade total r lo teate é O(] V 1') E 1). 

Portado! fica provado que os testes p d c m  s ~ r  i r r ip l iment ;~  em 

tempo polinomid, 

111.4 Resultados PJurnéricos e Conclusões 



e L$. 30 inicio, V i  = r e Vi = V - VI, depois escolhemos aleatLoriamente dois 

e1eineiit.m u, v ,  u E V ' ,  L! f I;;; os vértices u e v definem o arco [ z r ,  LI), Os c.onjuntos 

arcos adicionais até que o número drrsejulo de cacos seja obticdo. Os pesos dos mco-s 

rti,,, foram inteiros deatoriamente gerados c\e c\& tamanhos clisth.os de inttervalos, 

2 4  = [l, 101 e wq = [I, 501. 

Para cada instamia aleat-orirurrcnte gerada n a  forma ji. descri-ta? 

camas repetidamente (salvo o T'R) os 5 teatea de.finidm ant.eriornient-e, na. ordeni 

dada> st4 qiie nenhuma recliiçan adicional fosse obtida. Foram progimmclas sSries 

í1e 10 problemas de cada tamanho de pesos u : ~  e ~ 3 .  A Tabela 111.1 na página* 38 

d i  os resultados obtidos d a  e,xperiênc.ia. comput4ac.ional; estes rem1 tadou Gs médias 

sobre os 10 problemas axrecluiidaclou rt vdo~es iriteiros e rcão aminiilativou, ou seja, 

definem a re.cluç5o do teste pnra a instknc.ia resultaante depois da  ajAicaçh clus testes 

anteriores. iis r e c l u ~ ~  obtidas st&o ~ignificat~ivas e Ais~iit~irenlos detalharlarnente a 

suas c~(l~~tribi~ç6es individuais. 

O pocler de poda do TR.. como é 1ijgic.0~ depende apenas da qn+miti- 

da.de de arcos na inntâ-iicia dada e podernas obsermr que eliniiria da ordeni de 1% 

dos arcos. 

Para o teste TGZ acontece o contrário, o ~ r  seja, quando aumenta a 

densiclade do dígdo clecrexe o poder cle poda:, clara,mente mim digraio c\cnm a. 

probabilidade de enc.oiitrar um v&t.ice com d+(zi) = O é nluit.o pequeiia. 

Com resy>eit.o ao TCM ohervatnos que o teste aumenta. o pocler de 

pocla com a clensídade do ctlgraio: &a relaçk se justifica pelo fato c k  existir mais 

caminhos entxe cada par de ví.rt.ices num dígrafo corn m&i- nl imro de arcos. 
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com baixa densidade e se recomenda XIS&-10 apenas neuse caso. 

Tsl-zela 111.1: Resultados: Num6ricrn dos Testes de Redução. rol = [I, 101, w2 = 
[i, 501. 

I V ( I / I G /  
I 

De nma forma geral, pode-mos afirmar que ci conjunta de tmtes de: 

reduç5.o dado oferece uma efetiva etapa de prep~ocessanliinto do cugra.fo ainda no 

c.aso de ilistihcias espar-sas. 

Paxa futuras pesc~iisac; sugeriinm fazer expcriinentm com rim niímero 

rriaior de intervalos p a a  os pesos C\OS ~ ~ Z C O S .  Tim~ilb&rn parece importante estudar 

t.estes efet-iws para eliminar virtices facult.a.t.ivos 

] E /  TR 
Wl Wt 

7 8 
15 13 
'33 16 
19 16 
12 13 
13 15 
'L5 17 
43 18 
34 35 
&i 37 
27 20 
39 16 
12 14 

5 8 1 G 1 T O  
29 20 
57 25 
27 34 
17 16 
34 31 
82 25 
21i 38 
19 2 
30 29 
72 23 

10 

TC4 Z 
W l  Wl 

9 11 
1 I 
O 0 
O O 
1 (5 
O 1 
O I3 
O O 
2 2 
O 1 
O O 
O O 
24 20 

2 
O O 
O 0 
14 1.4 
2 3 
O O 
O O 
8 G 
1 1 
O O 
O O 

1 2 
4 5 
11 10 
30 31 

100 
190 
500 
1500 

50 

SZM 
W l  W3 

23 18 
2 4 
0 1 
O O 

1 2 
26 34 
171 '343 
997 1183 

25 

TVP 
W1 W3 

500 10 10 O O 176 236 

TVC! 
W1 'C03 

100 
250 

1500 

2 1 
3 6 

28 51 

40 . 

18 13 
1 2 

0 O 

1 2 
27 42 

972 1179 
100 
250 
500 
1500 

1 
5 3 
8 8 
31 28 

25 
200 
500 
1000 
4000 

2 2 
3 6 
10 11 
36 39 

1 6  5 2  
1 3 
O O 
O O 

100 .50 

1 
22 47 
167 251 
9'79 1195 

40 34 
2 1 
O 1 
O O 

1 1 
39 
268 118 
3669 3361 

300 
500 
3000 
$000 

-- 
i a  

1 3 
32 66 
271 431 
2659 3250 

2 1 
5 4 
12 8 
4 -21 

200 
500 

29 7 
2 3 
O O 
O 0 

1000 
I 4000 

2 2 
32 55 

1 14 

269 424 
2661 3258 

5 4 
10 9 
38 41 

2 O 
O O 
O O 



Capítulo IV 

Um Algoritmo Exato para s 
Problema 

IV.1 IdBia do Algoritmo 

A i&ia central do algoritmo proposta cotisiste em soliiciorins uma formrdaçao de 

ar borecência geradora. rnínirna. ratxit a para. o PSD. %ta icl4ia foi origi11alment.e 

sugerida, mas não t.eutadrt coniput.acionalrnent.e, pma o PSC; por Rdakrishiian e Pa- 

t.el [2]. Tál for~x~ulaçãa foi explici tada atrasés de. Progrmiq.ão Li~iear Inteira ( PLI) 

por Eeaslley [5]. Ele aplica a. ia-l programa inteiro iitn procedimelito de Rthxa~ão 

La.gramgeana que gera lirnitts inferiores num algoritmo Brmch m d  Boiind obtenilo 

resultados niiitnéricos bons para instâncias de tmmho pancle. 6 o en tanta. a for- 

rniilaqio niio precisa de tal explicitaçk; é possível soli.icianar a, fc)~iiiiilaçGa at.rav6s de 

um esqiierna que identifica a m bmescenc.ia írtima h t a i d o  ar  borescclic-ires geraduras 

cie um clígrafo aiimentado na ordem crescent c de pesos, O esquema. se f~indament a, 

no fato qrie qiidquer problema dc atborwchcia geradora rdnima reutrita pode scr 

resolviclo Iktancla arborescênciiu do digrafo na ordem crcscerit.e Qc pc~c?s, ai.& icten- 

ti ficar a ar boresc,êilcia. nnnin-in que satisfu as restxiçks a.ciiciunak 



IV.2 Algoritmo de Ranking para Arborescências 
Geradoras 

O algaritmo clc imking de arboresc&nuas geradoras para um dígrdo punder'do 

D = [ s / ,  E,  tu ) ,  cpe descreveremos aqui é: aquele de Cameririi, Fratta e Mafioli [TI. 

Faremos apenas leves mociificac;ões para adaptar tal dgoritmu ao nosso caso de um 

problenia de míniino. 

Seguindo o tra.bdlio [TI, deiiotaremos uim rede R = (1- E, u:) por 

R = (V,  E-!, a, r, t u ) ,  onde cr e 7 ~ã.0 a? fuiiições de iiicidência de R.; Para E. = (u, v) E E' 

rlm~t.areiims a (e.) = nr e ~ ( e )  = v. Especificnrenm~ $- por 1.- = {I,&. . . r n) e 

mporemofi que I E I= m. UIII Branchhg B de R 6 uma. siihrede de R que nAo 

contém circ.uiitm e no máximo um azco wt6 cfiiireciunado a cada vértice. - O vkticx 

c E 1;' está exposto com respeito a B se nenhum arco c k  B está direcimncio pHra 

v. Se ( . i r ,  v) representa uni cniniirlio C com ape.zi;~s iiin RICO eiitgo clizexno~ que zr & o ' 

pai de 1; e. qiie I ;  é. o filho de u., Unia. a-rboreac6ncia geradora de urna rede podl'; ser 

t m b i m  clefiiiida como iini bra.ricliing com uma única. raiz, Suporemos que R na,o 

tem 1 ~ 0 s  e que contFm no mínimo unia mborescê~rcia~ geradora c o m  raiz no viirtice 

1, Tíina n~elhor arburescêiicia pradura (M-iG) parzt R ser6 iima arborescPlncia 

geradora (AG) de. peso niinimo com raia e m  1, 

Seja I.' um brancliing arbitrário de R sem arcos direcioiiados para 

1 e suponhamos que Y 6 um siibconjiinta de urna AG de K,, Seja 2 E tal qiie 

Z n E' = B. G i m  nubrede Rjzz de R i5 de.finida da eeguiiite maneira: 

Uma propriedade diret..a de RyZ 6 cpe A 6 uma (M)AG de R sujeita 

as restrisões 1' C -4 C E - 2 se e ~u~mrite  se A é unia. (M)AG de R.yz. Porta-rito, 

o poblana de enc-ont.rax urna MAG si:j:jeita ?LS rmt.rições anteriores 6 equivalente 

Aquele de mcont ru  uma IIAC: sem reutdqões. 

S u ~ o i i l i i ~ n ~ ~  agora cpe. existe iiin circuito C dc. R, onde C = (I'' = 



de vértice de a. corre~pondeiite. a C .  Seja E, = E - {e E E I a(e), r ( e )  E V'). Para 

acla e f Ec clefinimos: 

t.+j -~ ,<+,j  +) E I - '  
%(e) = 

u! (e) , caso contrário 

onde. e/, é o íinico arco de C que satisfaz ~ ( e . ~ )  = .r(e>. 

Seja -4 unia. AG de R%: e e u único arco de A tal que r ( e )  E I,:-'. 

Suponhamos que dicionarnas a ,4 tsoc\os os arcos c k  C! eexceto c&. O resultaia é 

mna AG de R a qual podeinoa chamar de A(1: expaidida de A (coni respeito a C) 

e aerá denotada X,{-1). 

O segtinclo lema, diz, em partliciilas ! que se A d, tima MAG de R. então 

ela ne.cee~aria.ment;e deve ser expandida por uina AG A' de &. 

Lema IV.2. Seja -4 uma, AG de Ri Então existe lima AG A' de R, t;d qtre 

Z ! ( - Y ~ [ X ~ )  5 w(A) .  

Leina IY.3. Seja Ã sina S14C4 de &. EirtZo &(A) é unia MAG de R. 



O seguinte procedimento melhor implementa os lemas anteriores e 

dá como resiiltaclo iuna MAG A de R sujeita as restrições I= - C A C - E - 2. 

Procedure Melhm(Y,Zj 

Begin 

O procedimento mellior pode ser diviclido em duas fases. íi primeira 



atad e a ati~alização de B são feitas al.6 que o iínico vértice expost.0 de hf respeito 

de B seja o vértice 1, de maneira qiie B resii1t.a ser ama. MilG de ,V. 

A segunda fase, Fase de ExpanL&o é feita nas linhas 13 (z t i  18. 

Xeuta fase, o lema últ.imo é aplicado i terativamentk para obter umna kL4G ,.i de PLYZ 

a pnrtir de 3, 

As estrriturau C e $ contém as informqõeu necesskias para expimsaa 

recolhidas n a  frise de contrqão. Detalhes de anlbrw estruturas pmlem ser obtidos 

de [7]. 

A complexidade eni tempo da  ,fase de coritzn$io é O(lnloyn.) e da fase . 

expansão 6 O(n)!  de maneira tal qrie o procedimento ineíhor pode ser inlple~nentado 

em tempo O( ~rdryn) ,  

O algoritmo ctau k melhores a,rboresc.êncim gerdoras precisa cle urna 

subrotiiia para e.~icontrar iima seguint.e iiie.lhor ar1~orescê.ilci.a geradora (MAG) a 

.prurtir de uma artrborescência~ dada, 

Seja 3 iinia MXC: da d e  A sujeita as restrições Y Ç Ã 5 E - Z. O 

problema consist.e ern enc,ontr(i.r iirna seguinte melhor arboresc.ència geradora si1jeit.a 

às mesmas reut.riç&s. 

Infeli~rnent~e, não é possível alcançar este objetiva t . k  f d r n e ~ i t e  

cmmo no casa análago rk Arvores em gcafos. Nesse caso, uma t~ocii, &irna. de ascst*as 

é suficiente pam enc0nt.r ar uma seguinte melhor Arvore. 

Co1~4iderenios a rede D = (V, E, zu) com raiz 1 ilust.rada n a  figura 

EY.1. A h4AG de R, que é1 Ã, 'e mostrada na. figura IV.2 e a SAG & rriostracla lia 

figiirn IV.3, tendo esta. última doi8 arcos ctistiintw da. IdvIhG. Portanto! em gcral, n 

idéia de troca &irna. de ascos nãx, serve. 



Figura IV.2: MAQ. 

Figura. IV.3: ÇAG, 



Zj = Z u { e ' j ' }  (IV.3) 

As~inl ,  uma. MAG Aj de peso rninimo nece-asita de O(72.) C ~ J C . U I O S  de 

A importimia. do seguinte trabdilho está na maneira eficien1.r de cal- 

h iderzt.ificaqáo eficiente de um arco pertencendo a, WAG mas n k  pert.enceiiclo 

SAG. 

Cin arco f de A.f & chmiado de arco seguinte a B se. dc  satidaz: 

a(b) 11âu 6 predecessor de c( f ) em Ã (IV.5) 

roJr ( j j  é. inínirno e.iit.re t-odos os ;trc.os de M que ijai..iafa.zern W.4 e IY.5  (IV.6) 

No caso que tal arco exista, seja 



ECb) = W - ~ ~ { B )  - 2uX( f); C . ~ W  c.mitrário E = $-ma 

O teorema seguinte dá uma progrieclade iinport.a.n-te relati ra. aos arcos 

seguintes a unia MAG definida eni (IV.l),  (IV.2) e (IV*3),  

Teorema N.1. Seznpre é pcxsdvei indesar os wcw de Ã de znaneira t a l  que, para 

cada E 3 - I.'. ou existe .Aj e w ( Ã )  - .&(,Aj) = 5(&)), . . ou nenhum arco seguinte 

Corolário IV.1. Se RFz não tem SAG então d = +I=, srtniio: 

(a) -4' = melhur(Y, Z -I- e) é. lima SAG de. de. R y Z ,  

O corolirio IV.1 irriplica o seguinte mét:ndo para cakulax ?rruma SAG 

A', m&or(Y,S) é execiit.ado saiucioniuido enipaies iia liiiha 5 em fmor dos arcos 

de Tf, cpanda seja possível. Assim, sendo A uma MAG de Ryz t o d a  os arcos cle Ã 
4 

devem ser ewnt tialmente escolhidos na linha 5.  Cada vez qqiie um arco b E -4 - Y & 

escolliido, um arc.0 f i?egiiinte a 6 é psociirado e 61 6) 6 obtido. 

Portanto. podenms cdc~ilar d e e. Pelo curolário IV.1 se d < +ix, 

24Ã) - d é n peso de -4' e melhor(Y,Z+e) dá unia SAG A' de Ria. Se d = +s 

d.k -4' l i k  e ~ s t t ? .  

O pracecliixientr:, seguinte implerneilt ao as ir{& as teriores. O proce- 

dimento a.iixi1ia.r procura biisca e retosiia (se. existej, uni arco seguinte a b. Se 

b níLO tcrn atos seguiiit.es er i th  procura rcturiia iim arco xt.ificial c;: de pcuo 

willfaj = -sc-. Depois do t.érniiiio de seguinte as variáveis e, d ideiitificani no 

senticlo mencioiiack) urna SA4G de R-y2. 





Ead 

Ehld 

End 

Observam& que. o yrocedinieritu seguinte siinif iu ao meihur, sendo 

as linhas 8 até I1 distintas. Como agora? A é conhecida, n a.tluajizaqão de C, ;3 e 

a. fase de expa~isk  iião 8% neces&ias. Assim. seguinte pude aer eficientemente 

im.plement.ado u-tilizaado ay memas es tni t m  as de dados ocilipwlgs para melhor. 

Tais estrutura podem ser eilcont-radas no a.rtigo de Tajan [1753. X complexidade de 

Lawler 1281 dá u m  esquema geral de rim king para prn1ilema.r de 0t.i- 

de pesos. Siiponhamos que o algoritmo gerou A(1), A'", . . . , .i(j-'], ;j > 1. As AG 



u; 4 o peso de uma SAG A' di? H.+-z. O arco e identifica A' no sentido 

que u m a  SAG -4' de Ryz pude. ser obtida por nrdhor(y, Z + e).  Assim, o passo 

geral do dg~rit~rna de ranking é o seguinte: 

Identificar a tiipla para a qiial zli é. nii'nimo, exec.utar melhor jY, !Z + e) 
b> para aI>ter .4ij); forniar iunn nova pnrtir;ão Ph , 1 < h < j ,  aiil>dii*idiudo f l j - " ,  o 

conjunto representado pela. ti+ escolliida. P; - {--lGj} 4 particioriado em dois 

~hconjunt~os: um coniposto de arboresçênciau contado o xrco e !  e aut-rb co~npost~o 

de a~brir~c&~i:im não coii t ~ d õ  e.  Duas eseciit$ea do proceilimenta seguinte yo- 

demfazer o trabalho necessário. segui,uinte(ilG). Y +e,  Z) e se&ite(~"~. Y-) Z+ e). 

EYcrevarnas agora, o algoritmo de ranking. 



Cada iteração da lirilsa 4 a 11 ne.ce&ta tempo O{-inlognjl ~nais a 

t.enipcr neceauá~io para iiiaiiipular Y ,  onde Q(-rnlrsg.ra) 6 a coniplesidade para melhor 

e aegr-iinte. O tempo para. nia.nipular P é O(rn) ji. que P pode se-r rnexnorizacia 

usando uma estxritnra heap. O heap contém no rnckiino k element30s e assim iiiri 

demelitu pdtt aer eliminado e adic.iuna.do em tempo O{lc:igk),  Coxno k < 2", Oinz) . . 

6 0 tenipo nec.e~á.rio para inaiiiyul'nr P e luao a t m ~ p  total é O ( k m l o p )  para 

rmking. 

IV.3 Formulação do Problema como um Pro- 
blema de Arborescência Geradora Restrita 

Seja D = (V, SE, 20) mia rede. com raiz 7. = I. Para formular o PSD c.oirio uiii . 

prablerna de arborescEncia geradora. reutxita precisamos constmir a paxtir da rede 

D lima nova rede .D* = (V', E', ~ u ' )  qiie cba~~~axenio~ de rede anrumtada e que é 

con~iraidn: 

3. Para a raiz 3' adiciolia.rrioõ um a.rco ( s ,  r )  com p e ~ o  u:,, = O. 

Conm I(T) = 0 em D, [s, i * )  per te.iice a. cp;tkluer r-arboreacência gera- 

dora de D'. Se eliniirianicís, i s ,  r) eni tal arborescênc.ia obterenios duas componentes 

cone-KU cle D'; elas são a.rboresciiinciaa e~~raizad,is em r. e S .  



I 

Seja TI a r-arbres&ncia1 geradora Otima de D, E simples observar 

que v.:(Tl) .( z c i ( P ) .  Se aplicamos o riigori tino de rrtnking, já. estudado na sqão a.nt.e-. 

rior, de Canierini. Fratt.a e. Maffidi [TI, para cdciilar as k nielhorea s-arborescênc-ia3 

geradoras de D' obterelaos: 

Ilii~t~ranlos este dgoritm iit.illzrtnc\o o cligrafo inicial da  figiiri~ I\:.4- 

lias figuras IV.3-IV.12 podemos temos as 7 melhores 19-arlorescências gcracloras de 

D senclo que na figura. IV.12 tenios T*. 

Figura W.4: ~ h r a f o  Aumentado 



Figura IV.6: 1u{T2) = 13. 

Figura. I\I'.í: 2ti(T3) = 13, 

Figura IV.8: zti(T4) = 14. 



Figura lV.10: 2uZU(T6) = 14, 

Figura IKll: w(T7) = 15. 

Figura TV. 12: Saliição Ót,ima. v:(.?-') = wiTr) = 13. 



IV.4 Resultados Computacionais e Conclusões 

Di~xre~~m aqui os rem1 tadas niiméricou obt.idw na. implermntaqio cornpu t.acianal da 

formulação do PSD como um problema de arbcirescêricia geradora restrita. 

O esquema de t~rabnlho foi o segiunte. Primeiro, f o r m  criadas &&s 

de instlâncias geradas deatoriimentel iza mesma forma que fizemos com os n~ét~oclou 

de recluçio. Depais, aplicamas repetidamente os testes de redii~ão at4 que nenhrna 

rediiç-50 aslicioria1 f m ~  01~t.ida; os pwm estão no intermlo [1,1Oj, Fiiialmente E? dgrr 

rit-mo de rmiking foi aplicado ao dígrafo aaiinientado (constriiido depois dc processo 

de rediiçãoj listapio arbarescê.aciar; geradoras ai4 encontrar a solução Ótima. 

Uamx nmTt séria dc 10 problemas gerados aleatoriamxtc pam cada. 

coiifigiirac;ão de I I -  1, 1 I'j e I c 1. A tabela IV.l dá um resumo da eqzeri6ncia 

conip~it~acional; os resultados são médias sobre os 10 problenias asrecluricladoh a 

valores imiteiros, A última coluna iizclica o desviii padrão i ~ 3 ~ o c i ~ l c )  ao 115mer0 de 

ar'ti~reac~ênc~iaa geradoras cle P' liit d a s .  

Este algoritmo ascenclerite pucleria ser útil quando estiverriios intc- 

ressados em t.ncc:,nt.raz taclas as solriq.6t.s ótimas pa.ra iim problema. 

Valor- Iniciais 

l v I  I r ; /  ] E 1  

Depois da. obt.enq5o de rirna salitçiio &irna com peso k, u algoritmo de 

rnn king pode entregar t.oclas as outras a;rboresc~ncias com o mesmo peso. Qualquer 

outra aaborescêxicia 6t.ima. deve e s i m  neatc conjunta cle arboresc6ncias com peso A:. 

Desvia Depais dm R e d i i ~ O e ~  

VI I I ' d  / E ]  

N úmero de Arhresc&ncias 
Geradoras de G' 

Listadas 
L0 10 O0 
30 15 60 
40 20 C0 

244 
178.5 
882 

8 2 17 
11 4 20 
9 9 a 17 

343 
1742 
1255 



Finalmente, rriencionamos uma proprieclade int.eressant.e do algo ri arno 

de rmking. Em cada passo do algoritmo ele 65 iuna solizçãx, quase viável e assim 

poderia servir de base para um procedimento heurístico. Lemlxamos que, eni cada 

P~LRSO, O dgoritmo identifica. o melhor si~cessor em cada pa.rtiç&. A parte Tp, de 

cada sucessor Tp h uma iolu<ão parcial pua a PSD. Kcsta clheqào foi srigericlo u m  

esquema que combina, o dgoritmo de ranking para enc.ont,rar limnibcos irifericires e a. 

heuríst.ica de Pdina-Pac heco E331 para encontrar limites superiores, ver [31] para 

de t.d hes .a2 



Capítulo V 

Conclusões 

O Problema de Steiner em Dígrafas 6 um problema de Otimiza~ão Combinat&a 

que tem interessantes aplicaç6es na área de Desenho Ótimo de Redes. 

Para este problema construírnw iim conjunt-r) de te.stm de reclucjio, 

m quak foram implelnc~iltactus em tempo polinomid, e que reduzem o espap clde 

soluçtie,q pua u prublema fixanclo variríveis. No nosso casa, a fixa450 de  mriáveis 

~igliifica yrincipaimentt a. eiinlinaçh de arcos do dígrarfo q1i.e n*k p0dcn.l perkencer 

k solução átima. 

A experiência c.anlput.aciond rriostroii que o conjunto de t.t?st.es per- 

mite climniniiir fortemente o talnanho do dígrafo dida no cmo de redes euparsns. 

Sugerirrios criar novos testes que sejam capazes c k  detetu vért.ices fmiilt.a;tivoe que 

nw.essa.riament~ c1eva.m paxticipar da. soln~ão 6t.imn e tarnb6m aqueles qric nib pos- 

sam pristkipar da. solução &irna. 

'i'auG,ni irnplementw-nos um algoritmo esat.0 de eemimera&o de ar- 

bozescênciw p u a  o problema, Pasa iast.âncias aaleat.oriamente geradas, aplic.amos 

pinieiro os testes de reclus.h e depois aplicamos o algori trilo de ra.nking p ~ a  en- 

contrar a solução ótima. 

Os resultadas crbtidm foram bons nu aenticlo que o algoritmo i? qdiciivel 

a instcbcias rriainioreu e a perfornance do dtlgoritnla pode ser aincla rrielhorda. 

O algoritma pmece yarficiilasnlente Util para redes espamzs: e even- 



t udment.e poderia ser c3~1tpEUlo para. gerar boas soluções heurísticas. 

Fili;tlrnentte, notamos o fato que o a3goriti.no de enitrnerqk poderia 

também ser usado para solucionar outros problemas cle ii.rboreucênciau gerraxloras 

nlínirnas restritas, ainda lia caso que eutas restxiçõeu &;o estejam representnrla;.i 

nlimri forrna. matem8.t.ic.a explícita 
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