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necessbios para abtençb da grau de Doutar em Biihias (D.Sc.) 

UTILIZAÇÃO DE ALGORITMOS DE PONTOS INTERIORES 

NA METODOLOGIA DE PLANOS CORTAEJTES 

Angel Rambn Shnchez Delgado 

Julho de 1991 

Orientadar: Qlovjs Caesm Gonaaga 

Programa: Engedmia de Sistemas e Computação 

Nesta dissert a ç h  resolvemos o problema que qualquer dgoritmo de 

pontas interiores enfrenta em uma rnetodohgia de planos cart antes p u a  resolver 

problemws de programação linear inteira, Se 8.6 relaxaçóes do problema inteiro 

síbú resdvid~bs pr31' um alg~sitrila de 'firmtas interiares, e n t k  cada vez que im 

novo corte é encontrado a iteraçgo presente se faz inviA.vel e uma inicialização 

&ciente da dgoritma de pontas interiores resulta muita camnplicada. Neste 

trabalho descrevemos um Ei;lgoritmo de pontos interiores que segue a trajetbria 

central com baixa cmnplexidcbc~e para seinicialiaar a prablema. O m& ado começa 

desde a solução invik~d de baixo custo gerada na iteração prévia do metodo de 

planas cortantes e tem cama sdda uma saluçh vikvel com propriedades 

especids (quase centrd} que faz este um bom ponto inicid pma a seguinte 

it eraç8a. O algoritina i aplicada na resalriçk do prablem a de Mat ching P erfeit a. 
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Abstract af thesis presented ta CQPPE/UFRJ as patial fulfillment nf the 

requirements for the degpee of Doctord of Science (D.Sc.) 

TKE USE OF INTERIOR POINT ALGORITHMS IN 

CUTTING PLANE METHODOLOGY 

Thesis Supervisam: Glovis C~besas Gonzaga 

Departrnent: Engenharia de Sistemas e Camput wçAo 

In this dissertatian we salve a prablem that must be faced by an interior 

pãint a.lgorithln when used ia R cutting plsne method for solving integer limar 

prappmming methads. If relmatian af the iilteger yrogrm-imiiig problema are 

solved by ari interior point dgo-Pithin, then esch time a. new cut is fou~id, the 

present it erate becames infeasible, and an efficient initializatiun af the interinr 

poiiit algorithm is very diEcuit. We here describes w low cainplexity path 

fallowing ii-iteriar puii-it algarithn fm the intialia;atian prublein. The methad 

stwrt from a. low-cost infewsible sdiition generated in the psevims iteration of 

the ciitting plane method and generates a feasible snlutian with specid 

properties (nem ceak~lity) that m&e it R good iiutid point for tBe next 

iteratian, The resiilting algarithm is then applied ta the solutinn af the Pwfect 

Mat ching Problem. 
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1.1- PROGRAMAÇAO LINEAR E A REVOLUDIQN~RIA 

METQWLQGIA - PONTOS - INTERIORES 

Nesta dissertaçh consideramos o problema de programação linear no 

formato dual: 

Sujeito a: Ax 5 b 

Mesmo que o problema (P) pode ser visto c m o  um problema de 

programaçiao não linear (PNL); dura te  as últimas décadas sua resolução foi por 

um caminho muito diferente ao conhecido em PNL. Muito dos trabalhos na 

bibliografia consideram o problema de progrmaç8o linear no frrrmato prinlal, 

isto é, o conjunto de soluções vitiveis estb definido por um sistema de equaç8es e 

restriçgo de não neg~tividde sobre as vmikveis. A relaçh entre ambos fomatos 

pode ser vista em GONZAGA f19]. 

E bem sabido que as soluções Ltimas de (P) est8o nos vértices do poliedro 

descrito pelo sistema de desiguddades: Ax _( h. 

TrEbdíciondmente o problema (P) se resolve usando o corihecido m6todo 



Simplex de DANTZIG [8]. Neste, a busca de uma soluçih 6tima se concreta em 

umria visita aos vértices do poliedro de forma ordenada. No pior caso, o Simplex 6 

exponencial na dimensih do problema., mas na priitica este tende a requerer um 

n h e r o  linear de iteraç8es na dimensih do problema; mais ainda, existem 

muitas implementações eficientes do método. Outra. forma de resolver (P) 

aproximtdamente é com métodos que atravessam o interior do polieclro, 

(mponha que este tem interior nSto vazio), isto & conhecido como pontos 

interiores. 

Desde 1947 pesquisadores como Von Neumam, Hoffman, etc., 

apresentartio métodos que ge'ermiio pontos no interior do po1iedi.o para. evitm as 

complexidades combinatbriw dos métodos que v80 de ~Srtice em ~Srtice; mas 

isso ntio foi melhor na prhtica que o 3implex. 

O método Simplex reinou como tinico merecedor de atenção para resolver 

(P) até 1978, quando veio 6 luz o Algoritmo de ElipsBides de KHACHIYAN 

[38]. Este método de pontos interiores resolvia um problema tebrico importante: 

medrava que o problema (P) podia ser resolvido com um número de operaçíres 

aritméticas limitado por iam polinbmiõ mio "tamanho do problema", mw 

rapidamente se ~ferif ic_~~ que embora tivesse propriedades te6rictss muito 

bonitas, o método de Elipsbides era irremediavehente lento em problemas rettis. 

Devemos declwar que o tamanho do problema é d d o  por 

L = BT + n + 1, onde BT é o nfimero total de bits utilizados pela entrada de 

dados da problema e n 6 a dirnensb do espaço. Por virios anos, convivemos com 

a existihcia de duas técfucw: o m4todo Simplex tinha uma complexidade 

expõnencial (péssima) e um desempenho excelente em problemas do mundo real; 

e o método de Elipsbides. 



Durante este tempo a pergunta mais importante foi: é poss2~el construir 

um dgoritmo tipo ponto interior que resolva a (P) em tempo polinomia1 e que 

na prktica seja também melhor que o Simplex ? Em 1984 N, KARMARKAR 

1371 publicou seu algoritmo, b&ixando muito a complexidade tebrica em relaçiio 

ino método de ElipsSides. Ele obteve um limite para o n6mero de iterações de 

O(nL), e um limite para o nbmero de operações de o ( N ~ * ~ L ) .  Ao mesmo tempo 

munciou resultados computaciontnis superiores aos obtidos com o mitodo 

Simplex, A maior dificuldade está na projeç6o de iam iretor em cada itaaçIo. 

Este i um clBssico problema da andise numérica. Os avmços maitis importantes 

abertos ao pessoal deve-se a um grupo de pesquis~dwes brasileiros: M. Resende, 

G. Ve ig  e M. Carvalho liderados por I. ADLER [I] da Universidade de 

Berkeley . 

0 dgoritmo original de Karmakar utilizava um formato especial par& o 

problema, hipbteses muito restritivas e era muito diffcil. 

Em 1985 viirias pessoas introdu~iram melhoramentos ao mdtodo e 

desenvolveram varimtes pma o problema em formato p d r k ,  incluindo os 

seguintes peequieadores (ver bibliografia): Anstreicher, Gsy, de (3 hellinck e Vial, 

Gonzaga, Todd e Burmll, Ye. Ao mesmo tempo uma simplificaç&o radical do 

dgori-tmo gerou o método afim-escdh que se acredita nEio polinomial. Esse 

dgoritmo já. existia havia vinte anos, publicado por Dikin ns Uníibo Soviética e 

era desconhecido, foi  descoberto simultaneamente por Vid, Barnes, por 

Vanderbei, Meketon e Freedrnan, Cavalier e 5oyster, mins antes desses, jk era 

certamente conhecido e utilizdo por Kamarkar, que n k  o publicou. 

O método de Karmarkar dependia da utili~açibo de uma t r~ns fomaçh  



nZio linear conhecida corno: "Trmsfom~sç% Projetiva", que se mostrou 

equivalente b zitilizaçb do cone gerrndo pelo conjunto ~ihvful (ver BONSAGA 

[26]), tsmbem, GONSAGA (281 mostmu que esss tmnsformação nEo é necessiiria 

para obter o comportmento polinomid. 

Em gerd, tu metodologias de pontos interiores podem ser classificados em 

quatro grandes mamo-cat egorias: 

1.1.1 MÉtodos Projetivos 

1.1.2 Miitodos Afim-Escda 

1.1.3 Metodos de Trajetbria Centrd 

1.1.4 Metodos de Reduçaio Potencid 

Os &lgoritmos projetivos podem ser remriidos como segue: em c d a  

itemçk tem-se um ponto viiivel sobre o qual se faz uma mudmça de escda do 

problema, depais é chamado iam algoritmo interno que conistroi w a ~  função 

homogEnea de p a u  zero e otimiaa esta sobre o cone gerado pelo conjunto de 

soluç6es viheis. YE-KOJIMA 1561 prop&s um dgoritmo projetivo primd 

usando vari~veis duais. TODD-Y E [52] prop8s um pro jetivo primal-dud 

usando uma cltuse de h ç & s  potenciais para prima1 e par& dual. 

L1.2 - Métodos Afim-Eecala 

Nesta categoria ngo se conhecem dgmitmos polinomiais que resolvam o 

problema, MEGIDDO-SHUB [42] mostmu que estes métodos podem requerer 

um n.iimero exyonencial de iteraçaes se partirmos de um ponto muito perto da 
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fronteira do conjunto de soluçúes viáveis, VANDERBEI [ 

que estes métodos podem ter dificuldades para reconhecer soluçúes duais e para 

provar otimdidwde. No caso de degeneração. Curioso é que estes metodos 

funcionam muito bem na prática. MONTEIRO [45] apresei~tou um mBtodù dim 

primal-dual polinomid; também, GON Z AG A-TO DD [%I obtém um dgoritmo 

polinomi d "passos longos " afim primal-duaL 

O nome Eifim deve-se a que os pontos interiore~ gerados est& no conjunto 

de soluções viáveis, em contraste com os métodos projetivos que gerariio pontos 

an luma região maior. Todos os a.lgoritmos usam mudanc;a~ de er;cala (i& 

equivale a UGW regiões de coafimça Elipsoidais) e depois se faz uma busca na 

direçAr, de mhximo declive sobre o conjunto de 6oluçBes viáveis. Em gerd os 

métodos afim-escala tem um problema muito grave: não poder e9ita.r a 

proximidade a fronteira da região em questão; existem exemplos onde os 

elipsbides ficam muito compridos e imposshd poder evitax a proximidade .i 

pontos cia. fronteira da região. 

A pergunta natural agora é: porque isto não é bom ? A resposta é porque 

se quer siniultaneamente andas o mais longe posslvel e reduzir o curto o mais 

rápido possível; sb longe da fronteira é que se consegue mbas  as coisas. fi 
evidente que com o tempo temos que apiutximar-nos da fronteira, o mais 

perigoso é a redução de muitas variáveis que ao final serão diferentes de zero 

(vw;rik~~eis bhsicas na solução btimR). 

1.1.3 - Métodos de Trajetlia Central 

Result~dos essencialmente novos foram obtidos a partir de 1386, com o 

estudo de métodos de trajetbria. central. Um ponto B centrd se m&.ximim o 



produto das vmiirueis em um. cojunto de pontos viiveis com o custo constante. 

Para cada valor do custo, obtém-se um ponto central; e esses pontos compiSem 
r-- 

urna curva conhecida como trajetbria central. A trajetbria foi inicialmente 

estudada por BAYER-LAGARIAS [SI, e por MEGIDDO [43]. 

RENEGAR [48] desenvolveu um algoritmo do tipo mitadã de centros que 

segue it trajetbria central, obtendo pela primeira vez um limite de complexidade 

de o(&L) iteragõer, mas com complaidade em número de operaçsles 

rcritm6tica.s i p d  à de Karmmkar. Em 1987, VAIDYA [53], seguindo a 

metodología de Renegar, reduau este limite para O(aaL). Por wn catmulho 

independente GONZAGA [27] obteve o mesmo limite sirnultmeamente, 

utilizando um dgoritmo de tipo penalidades. Novos algoritmos foram gerados a 

partir destes, incluindo os de KOJIMA, MIZUNO e YOSHISE [39], de 

MONTEIRO-ADLER [45]. Fizeram-se extensões para programação qudriitica 

convexa, obtendo-se os mesmos limites de complexidade. Entre os anos 1989 e 

1990 a atividade neste cmpo foi miuto grande, surgem novos algoritmos que 

procuram acompanhar a trajetbria central por "pssos longos" aõ invbs dos 

'Lgassoe curtosi' cpe sSio essenciais para as demármstrações de complexidade da 

mdem de +/ n L. 

Quase todos os dgoritmos existentes nesta categoria seguem de perto a 

trajetbria central. Nesses algoritmos, cada iter&ç& gera um ponto muito 

prbximo B trajetiltria centrd, e cada ponto esti prbximo do ponto seguinte. Dessa 

forma, todos os passos do dgoritmo estar& limitados a disthncia da ordem de 

0,l (passos curtos). Resulta que estes algoritmos são ineficientes na prktica. Pma 

&vim td dificuldade, surgem nesta categoria os dgoritmoe que seguem a 

trajetbria com passos aumentados (passos longos); permite-se que a seqüência 



de pmtos afmte-se da trajetbria, voltando a ela de maneira controlada. Os 

dgoritmos de passos longos tem a mesma estrutura dos algoritmos de passos 

curtos, varia-se o valor do padmetro que parmetriert $ trajetbria centrd e 

usa-se o método de Newton para reduzir o valor da funçÃo auxiliar associada &o 

problema. A diferença estit em que as vwisções do paskmetro são muito m~iores 

e permitem-se várias iterações Newton entre cada duas atu&l;ações do 

p a r h  etrá. 

MbiI'Lhitos dos algoritmos desta categoria podem ser vistos como algoritmos 

de trajetbria centrd passos longos, Entre eles está: o método de redução 

potencid primal-dual de YE [57] e FREUD [l3]. Estes algoritmos es tk  

baseados em reduçBes da f u ç &  potencid primal-dud dada por: 

onde q é um real positivo. As varikveis duais são recdculadas se o ponto da 

iteração primal está perto da trajet6ria central. Os métodos de redução potencid 

prima1 trabalham com a funçzo potericid primal, definida por: 

onde v É um limitsnte inferior do custo otimd do problema em fornlato prima1 

dado por: 



T Minimizm c x 

sujeito a Ax = b 

x g  

O primeiro método de reduçib potencial primsl é o algoritmo de 

Karmatrkar; com uma atudizaçSo TODD-EWRELL [51] do limitasite inferior 

0btt.m-se um algoritmo que não segue a trajetbria central. GONZAGA [21] 

prop8s um dgoritmo de kajetSria centrd passos longos baseado na funçSo 

potencial primal. Em ceda iteraçiio se incrmenta o vdor de v e se toma um 

passo pma reduzir a funçBo potencial. Devemos declwar que o procedimento de 

tatualizaçh de limitantes Todd-Burell est 6 baseado em argumentos prim d-dual 

e s6 é aplicado em algoritmos pmjetivos. GOHZAGA 1221 provou que a mesms 

complexidade dos algoritmos tipo Karmwkm pode ser d c m ç d a  usando 

q > n + -6, q = ~(n) na h& potencial primal. No algoritmo de GONZAGA 

[22] se atualiza o limitasite inferior quaucia o ponto esta perto da trajetbria 

central; neste caso, existe uma variável de folga dual com a qual 6 posslvel fazer 

a atudizaçRo do limitante inferior, 

A diferença entre os métodos de reduçEIú potencial primal-dud e primal 

não 6 tão clara, posto que em ambos os casos a atu&zaç& do limitente inferior 

está baseada diretamente em um argumento primal-d-ud, tmto  os 

procedimentos de atualizaçh de Todd-Burell c m o  os de Gonzsga. Os 

algoritmos de Ye usiio variáveis duais explicitamente, mas elas são simples 

f e r r m e n t ~  para germ limitantes inferiores e para o desenvolvimento das p r o v ~  

de cmplexidads. Em [22], Gonzaga chama de métodos primBis a todos aqueles 

que n8o guarda em rnembria variibveis duais entre uma iteraçso e outra. Em 

contraste com isto, ele chama de mitodos prjmd-dual à aqueles que trabalham 

tanto no espaço p h á l  como no espaço dual, isto tem um passo primal e um 



- .  

passo dual; por exemplo, o dgùritmo de KQJIMA-MIZUWO-YOSHISE 1391, 

GONZAGA-TODD [25]. 

Sm dtivida que uma das aplicações rn i s  importantes dca programaç% 

linem (e portmto de pontos interiores) apresenta-se nos problemas 

combinat6rios. Existem problemas, tais como o Problema de Matchiq Perfeito 

(PMF) (o qual estuduemos no Capítulo IV), que podem ser completaunente 

descritos &traves de um sistema finito (mais muito grande) de desigualdades 

iinemes. Fazendo uso de t6cníca sofisticadas de poliedros combimthios 6 

possfvel identificar e gerar "planos cortmtes". 

Os métodos de planos cortantes (ver 1.2.3) s h  muito usados para resolver 

problemas de programaçlrto inteira. Na estrutura básica da metodologia tem-se 

que re~oluer uma seqüCncia de problemas de programaçih linear correspondentes 

as relaxaçbes do problema origind. Classícmente estes PL silo resolvidos 

usando o conhecido Simplex. 

O problema centrd nesta dissei.tação 4 sobre o uso dos mitodos pontos 

interiores em a metodologia de planos cortantes para resolver o PMP. 

MITCHELL-TODD 1441 resolvem o PMP fazendo uso de uma variante do 

dgmitmo de Kar-makm na det eminação de soluções dos problema relaxados, 

mas eles apresentam sérias dificuldades: cada vez que um novo corte é 
+ 

encontrado, o ponto da iteraçãa presente se faz inviável e uma inicidizwção 

eficiente do algoritmo ponto interior 5 dificultuso. No Dapítido 111 n6s divimos 



tal &ficuldade, esta. 4 a maior contsibuiçk na dissertaç8o. 

Outra a.plicaçh de pontos interiores a problemrts combinat6rios, e com 

m a  vis80 totalmente diferentes a nossa, 4 dada. por KARMARKAR, RESENDE 

& RAMAKRISHMAN [36], eles apresentam um metodo de regi80 de confimça 

aplicado a uma funçtio potencial associada ao problema. de viabilida.de 0-1. 

Seguidamente daremos um conjunto de conceitos b&icos da aniilise 

convexa, Nossa6 referências 6%: ROCKAFELLAR [49] e SCHRIJVER [50], 

1.2.2.1 - Um sub-conjunto M 5 iRn se diz afím se (1 - A) x t Ãy E Mt para cada 

x, y E M e A E IR. Um conjunto M se diz paralielo a um conjunto dim L se 

M:= L +  ~~pwawlg i~m ~ L E I R ~ .  

A &medo  de um comjunte stim é definida como a dimensiío do bmiico 

sub-espaço pasalelú a este. Os conjuntos afim de dimensk 0, 1 e 2 &o 

chamados pontos, linhas e planos. O6 conjuntos afim de dimenstio (n-1) sLo 

ch~mados hiperplanm. 

1.2.2.2 - A envoltwa afim de um conjunto S em IRn 4 a interseçtio cte todos os 

conjuntos &fim que contém a S; isto é denotdo com AFF(S). Um conjunto de 

(11 + 1) pontos, WJ, VI, ..., vn se Bjz d%m kndgendcntgmr se AFF(vs VI, ..., vn) 

tem dimensk n. 

Note que qualquer hiperplmo contém n pontos afim independentes e mi 

pontos afim independentes definem um hipesplano (drtico). 



1.2.23 - Um su5conjunto C de Rn se diz convtr;ro se os pontos Ãx $ ( 1 4 )  y E C; 

sempre que x, y E C e O < À < 1. Para qualquer a E Rn (não-nulo) e qualquer 

/? E R, o conjunto: 

é chamado semi-espaço fechado. Note que este conjunto é convexo, 

A interseçiio de um ntimeso fiaito & semi-espaços fechados se denomina 

pSedpO, Um polierZ1~1 limitado se denomina politopo. 

O vetor suma À 1  yi $ ... $ 2, yn é chamado combim&i emvexa dos 

n 
pontos (~1 ,  ..., yn) se todos os coeficientes À; s b  nb-negativos c E À i  - 1. 

i=1 

Um pmtú y se diz ext;m9mo do conjunto cnnvexo C, se g E C e y não i 

combinação convexa de pontos em C, 

1.2.2.4 - Dado um conjunto de pontos S em iR", a. ernvo1Burs convexa de S estR 

definida como a interseção de todos os conjuntos convexos que contém a S. Isto 

sesi denotada. com CONVIS). 

A envoltura convexa de S C iRn é o conjunto convexo mais pequeno que 

contém a S. Note que este 6 8nico. A envoltura convexa de um subconjunto 

finito (vi, ..., V,) 6 o conjunto de todos os pontos da forma: A i  v1 $ ... t A n  Vn 

n 
com f: A ; = 1 e todos os A; são não-negativos, i = 1, ..., n. 

i = l  



O conjunto de pontos extre~nos desta envoltwa. convexa é iun 

silbcnnjmtn de {VI, ..., v,), e B envnltura c~nvextb deste é um pnliecbn. 

1.2.2.5 - Seja Ax ( b um sistema vikvel de detiguddades lineares e definida 

P := {x : Ax ( B) ; de aí que P é um poliedro. Seja c im vetor nb-nulo e defina.: 

T E a t h  o liiperpbao (x : c x = 6) é chamado hiperpho suporte de P. 

Ums facetã (facet) de P é lima face prbpria maximal (rnsximal relativa à 

inclusk) . 

1.2.3 - Método de Planas Cortantes 

O problema geral clie prngramaçEa rnatemitica pacle ser escrito cnma: 

Miniini~ar $(x) 

sujeito a x E X 

onde X é um conjmto e $ : X -+ W. Para os problemas de otimierrçb 

combinatbaia n conjunta 3C de soluções vihais é finitn; pnr exempln, X pade ser 

T se segue, +J ser& tuna funçEio linem dn tipo $(x) = c x ,  ande c é um vetnr de 



custo dado sobre os elementos de X. 

Se X é uma coleçk de subconjuntos de um conjunto dado E, enttio X 

pode ser envolvido no espaço euclideano R I  E I ao considerar os vetores incidentes 

destes subconjuntos. Em geral, os eleanea~tos de X rGo si% coiitlecidos 

explicitmeate, in& eles E& as so1uçSies vikeis de um conjunto de restriç8es. 

Um problema de gmgrmaç& linear inteira é um problema de prúgaana$io 

linear com a restriçk de que as vmik~eis (ou dgwnm delas) sejam inteiras, isto 

é: 

sujeito a Ax 5 b 

x; inteira, i E I 

onde I é um conjunta de indices das variáveis. Se todas as variáveis são inteiras, 

o problema anterior 6 um problema combinaB6rio. 

Considere o problema combiawtbrio dado por: 

sujeito a: x E X Ç: R" 

onde X é uill conjunto fiaito. Considere ttl,mbirn o problema de: 

T Minirnizw c x 

sujeito a: x E COWV(X) 



Note que como X é um conjunto finito, então CONV(X) 4 um politopo e 

o problema anterior é um problema de progra.mação linear. Segue-se que se é 

uma solução btima do problema (1) então este 6 também uma solução Btima de 

(2); ao contrário, se é uma soluçb btima do problema (2) então existe uma 

soluçiio vitive1 do pmblema (1) com o mesmo valor. Portanto em principio, o 

problema (1) pode ser resolvido, resolvendo-se o problema (2). . . A maior 

dificuldades i4 que o pisliedro CONV(X) n& esti descrito em termos & eyuq3es 

e decligualdades liaeaes. 

Em r n ~ d m  casos, o niunero de equaçães e desigualdades lineares 

necessh i~  para uma descrição completa de CONV(X) é exponencid no 

tamaanho do problema. 

Uma forma, de atacar o problema 6 considerando relaxaç5es do problema 

(2). Usualmente, estas relax~ges são pmblemas de p~ugramação linear p a a  os 

quis  tem-se wna descriçik completa em termos de mb-espaços fechados; a 

relaxaçk tem a forma: 

sujeito a x E P 

onde C O W ( X )  5 P e P é um polieho. 

Note que ne uma soluçb 6tima de (3) está no conjunto X, en th  L é 

uma soluçb btima de (1). Se P B uma boa aproximação de COWV(X) na 

vizinhança de uma soluçiiù btima do problema (I), então este ponto deve ser 



tambim uma solução btima do problema (3). Isto tltirno sugere um 

procedimento iterativo bwselbdo em planos cortixnte~. 

Prmcdimenfa Plmos Cmt;ants (GOMORY [I?]) 

Passo O 

Escolher um goliedrú P" X 

Fseerk := O 

Bncoilltm uma soluçgo btima X do problema: 
T Minimizar c x 

sujeito a: x E Pk 

Encwlirar r E Rn e no E W td que: o semi espaço fechado Hk := {x E R"; 
T s x ( ro) satisfaz: 

i) X 5 Hk 

ii) T * i #  @F.e., r x > r,) 



Paser k := k + 1 e voltar ao Pesso 1. 

O procedimento começa com um poliedro inicial P C descrito por 

Atjx i: btj. 

I' Restrições novas no problema inicial da forma r x 5 TO sto agregadas, e 

depois de k-iteraçóes temos o poliedro Plt dado por Akx 5 bk. No pasm 1 

resolvemos: 

sujeito e: A i c ~  5 ba 

Considere agora o critério de pmada do Passo 2, se o método Simplex é 

usado para resolver o problema relaxada, e n t b  o ponto ; i um ponto extremo 

de Pk e portanto se este pertence a CONV(XJ en tk  este deve ser um elemento 

de X. 

Se algum mitodo pontos interiores e usado para resolver o problema 

relaxado entZo o ponto pode n k  pertencer a X mesmo que X E CONV(X). Em 
21 

tal situaçk, existem pontos em X que tem o mesmo valor que x, e existem 

formas de "arredondar" (Capitulo IV) o ponto i para encontres tal ponto em X. 



Os procedimentos tipo Gomory mostram a açgo de uma rotina de 
Ci 

sepmaçiio. Ta1 rotha tem como entrada um ponto x e um conjunto de pontos X; 

como saia4 este confirma que ; pertence a CONV(X), ou encontra um 

hiperplano que s e p m  de CONV(X). O polieho PO estg descrito por 

desigualdades lineares, portanto que a atual iz~~ão do poliedm no paseo 4 é 

ixirrial, somente agegamos uma nova desigualdade. 

GOMORY [I?] sugere uma forma particular de escolher os semi-espaços 

fechados no passo 3 com o qual garante a convergência em um número finito de 

it eraç Be s . 

Na priitica o procedimento de Gomosy ngo 6 eficiente, isto pmque os 

cortes &regados niio são "profundos"; melhores cortes resultam hiperplmos 

mipcrrtes de CQNV(X). Mos últimos ma se conhecem muitos trabalhos que 

encontram facetas (estes sEo os melhoses cortes) do po l i eh  associado ao 

problema combinat6rio em questão. Estas pesquisas podem ser usada na 

rnetoddogia de planos cortantes; mas para que tal conhecimento possa ser 

incorporado em um algoritmo eficiente, 6 necess&rio que a rotina do seyw&çlh 

setorne facetas como hiperplanos de separação se o ponto niiü estib em 

CONV(X). Em muitos casos, as rotinas de separação s"a heurfsticws (nosso caso 

para o problema de mçitchiag perfeito, ver Capítulo IV) e por isso nãa existe 

garmtia de que estas retomem hiperplmos de sepesaç%, mesmo que uma das 

facetas conhecida seja tal hiperplano. Neste caso, para re~olrrer ü problema 6 

necesshrio u s a  um branch and bound. Este envolve a parrtiçgo em dois da região 

de soluç6es viheis, e o encontro do melhor ponto em cds uma das su&regi5es, 

a melhor entre as duas ser6 a melhor do probleme geral. Existem rnuitss 

descriç8es de branch md bound, este método foi desenvolvido por LAMD-DOIG 

[40], para mais informação recente do método ver 



PAPADIMITRIOU-STEIGLITZ [4'7] e SCHRI JVER [50]. 

1.3 - ORGANIZAÇÃO DA TESE 

A orgmizaçk desta dissertaçb i como segue: 

Mo Uapftulo I1 consideramos o problema de progrmaçLo linear no 

fmmato dud como o problema inicid. A eleiç8o deste formato deve-se em 

primeiro lugar a facilitw a geometria desenvolvida no Capftulo 111 para resolver 

o problema centrd (reiniciaçk); em segundo lugar, permite mmtermos 

compatlvel com o formato do problema relaxado do problema de matching 

perfeito no Capftulo IV; sobre ele szo aplicdos todoe os resuitaclos dgoritmicos 

do Capitulo 111. 

Q problema inicid i resolvido com um algoritmo de trajetbria centrd de 

passos longos; este resulta uma vwiante do algoritmo de 

HERTOG-RQOS-TERLAKY [10]. A teoria desenvolvids associa ao problema 

uma f&mflia de problemas ficeis de resolver. As soluç6ee btimws destes 

problemas convergem a uma solução &ime do problema inicial. A função 

auxiliar associada ao problema 4 do tipo centro, ver [48]. 

Uma caracterizsçiio da trajetbria centrd (parmetrizmda com limitmte 

superior do custo otimal) 6 dada, e propriedades importantes primais-duais e& 

apresent adas . 

- - 
O caaceito de proximidade ã trajetbria central 4 tambim ddo ,  e um 

conjunto- de propriedades ligadas ã complexidade do dgmitmo para pontos 

suficientemente pertos da trajetbria central são mostrdas. 



O Capítulo I1 termina mostrando como obter o ponto inicial do algoritmo 

que resolve o problema original. 

O Capítulo 111 é o capítulo mais impostarite da tese; nele resolvemos o 

problema que qualquer algositnio de pontos interiores enfrenta dentro de um 

nzétoda de planos cortantes que procura resolver detesminado problema de 

proganiaçio inteira; isto e, se o problema relaxado do problema iateilrr 6 

resolvido usmdo um algoritmo tipo ponto inteaor; q~lando novos cortes sejam 

agregados i selaxaçk, o ponto interior que era soluçk 6tima aproximada do 

problema, já nBcl será um ponto interior da Iiova regi&, e urri praceclimento 

polinomid que ni-iiicialize eficientemente ao algoritmo deve ser ap~se&do.  

Neste capitulo de reotimização com metodologia pontos interiores 

começamos considerando em primeiro l q a r  o caso de agmgaçh de uma restriçãu 

ao problema original. 

Para recuperar informações valiosas, relaxamos a restrição agsegda e 

coasiderarnos esta com um riizrnero conveniente de c6pias. De af temos 

propriedades importantes da tmjetbsia central associda ao problema com 

determinacio nçimero de c6pias. Para este caso também damos o conceito de 

proximidade A trajet6sia central, e baixo certas condiçóes provamos qiie o ponto 

que inicialmente resolvia a relaxação inicial do problema inteiro está prbximo da 

nova trajet6ria central. 

Como ao final desejamos obter um ponto interior perto da trajetbria 

central associada ao problema perturbado com exatamente uma cdpia, 116s 

estudamos a tsajet6ria central cnssociada i relaxação do problema. perturbado 



com uma cbpia. De d obtemos um resultado muito importante que relaciona o 

conceito de proximidade com m a  e mwis cbpiss da restrição relaxds. Um 

resultdo central deste capftulo 6 dado na seçk 111.2.3; onde provamos que para 

cada ponto primsl vihvel com proximidade baixa existe uma soluçiio dual viivel 

de gap baixo. Este resultado É aplicado depois na seçiio 111.6. 

Na seçwo 111.2.4 estudamos o dcmce a regi% pertmbda e a con&çRo de 

pa rda  do algoritmo pcrlinomid que reinicializa o problema O dcance é definido 

como uma distiincis ia. região perturbada desde o pmto em questão. Mais ainda, 

seu chlculo no algoritmo reiuicializaçiio permite a tomada de decisk pma a 

atudizaçk da liinitante superior do custo. 

Na seçFmú 111.3 apresentamos o algoritmo reinicidizaçfh c m  suas 

caracteristicas gerais, dsdos e procedimentos. Ma seçi8o 111.4 se fiu todo o 

referente com a complexidde do algoritmo reinicialização. Finalmente na seção 

111.5 resolve-se o pirrblema de reinicializaçiio com ar~i'egaçih de um conjunto de 

restrjçtks, e na seção 111.6 o caso de agegrtçiio de novas va r i h i s  ao problema. 

O Capftialo IV 6 o capftulo de aplicaçh dos resultsdùs dados nos 

Capftulús I1 e 111. Ó bem conhecido problema combinatiirio de matching perfeito 

6 o escolhido. Este problema 6 um dos problemas &damentais da otimiaação 

combinatbriria., e Jack Edmonds foi o primeiro em provar que o problema 6 

polinomid; mostrmdo um algoritmo ccrmbjnatbrio de ordem c6bica para. ma 

resolução. 

Uma outra metodologia para resolver o problema de rnatching perfeito 

(PMP) b planos cortantes. Neste capftulo nbs apresentamos um algoritmo de 

planos cortantes para resoher o PMP, o qual use uma variante tipo bajetbria 



central passos longos para resolver o problema relaxado. 

Na seção N.2 formulamos o groblenla, como um problema em gmfos 

rGo4irigidoe e como um problema de prog~amaçiio linear fazendo uso da 

caract eriatiçh da eavaltifria convexa dada y or J. Ed~uands. Seguidainent e 

eaur~ciaanos o problema de separaçãú pma o PMP como tasnbim o algoritmo 

polinuruid de P adberg e Rao para sua resduçiio. 

Na seção IV.3 deserwolve-se a obtençãa de urna sdução viável inicial da 

PMP, a r~ lmt i çh  inicid do problema, o ~;t'redandamslzi;o de eolu#ks, as rotiaae 

de sepaxaç& e w deecriçiio eeyuemiitica do algoritmo. 



UMA VARIANTE DO ALGORITMO DE HERTOG-ROOS-TERLAKY 

PARA RESOLVER O PROBLEMA INICIAL 

Neste capítulo ~ayresentamos um algoritmo polinomial tipo ponto interior 

pma resolves o problema de Programação Linear (PL). O algoritmo é uma 

variante do algoritmo de HERTOG-ROOS-TERLAKY [lu],  este pode ser 

classificado como um algoritmo de trajet&ria central passos longos (ver 

GOWZAGA [29)). O problema a considerar 4 um PL no formato c l d ,  isto 4: 

T EblIinirniza.r c x 

(P) 

Sujeito w: Ax 5 b 

O d t o d o  associa a (P) a funçKo tipo centro dada por: 

T onde q é um inteiro positivo, q m, e k > c r, Ax < b. 

Se q = m, fk(.) é a mesma f~inçibo que considera J. RENEGAR [48]. 



Baseados nesta função centro, o dgwitmo realiza  busca^ lineeses ao largo 

de direç8es Mewton. 

O ciiphlo esti. orgariizado como segue: 

Primeiro considermos o PL e olhamos este como um problema de 

programação niio-linear. A obtenção de uma direção Newton e o conceito de 

proximidade d o  dados. Finalmente, apresentamos o algoritmo inicio com sua 

complexidack e A, obtenção do ponto inicid, 

11.2 - Q PROBLEMA INICIAL 

Considere o gmblema de progrtiunação linear: 

Sujeito a: Ax 5 b 

onde c E Rn, A E IRm, b E Rm, m > n. 

hiuponha que A 6 de rank completo. Note que (P) pode ser escrito como: 

Sujeito a: 

2; denomina-se folga primal. 



Notas;Bo 

Seja S := (x E Rn: Aã 5 b) e SO o interior de S. 

Seja S- := {(x, z) E Rn x R"; AX $ z = b, z ) O) e S o  - o interior reltl.tii 

de S-. - 

O problema dual associado a (P) é: 

T Maximizar - b y 

(1)) 

Sujeito a: T A y t c - O  

aote qne: dados X, z viáveis em (F) e y viivel p r a  (D). 

Associe a (P) R função tipo centro: 



T fk( .) corresponde a fiinçiio baneira com c x ( k repetida cpwzes, onde k 6 ;me, 

cota. superior do custo otimal dada, q um inteiro gositivo, q 2 m e a; .= 

- (ai& ..., ain), i ...! m, 

Mote que 6(.) é estritamente convexa sobre si. 

Associe B (P) a, fmflis de problemas: 

Sujeito a: x E 3: 

E bem sabido que a sequhcia de soluçoes dos problemas (Rc) com um 

decrkscimo de k tende a uma solu~ão Stirria de (P); mais ainda, para cada k, 

(Pk) tem m a  finica so1'11çh que denotamos com x(kJ; . . igto é: 

11.2.2 - Definição 

A ciipva, k E R -il x(k) é a trajetkia centrd mociada 8.0 probleme, de 

programação linear (P ). x(k) denomina-se ponto central. 



A curva é suave e tem propriedades importantes. 

Dada k E R, se x = x(k) satisfaz (11.1) en tk :  

Pela condições de Kmush-Kuhn-Tucker, sc x=x(k) satisfaz (11.1) então 

m 7 r T J - - c $  2 - &; - 0 
T k-c x i= 1 bi-six 

x E s; 

De (11.3) tem-se que: 



Fazendo y; = 011, Yz = 
(k-cTx) e, onde 

q(2-a i x) ci 

Y = diagonal(yl, ..., y.) e e" = (1, ..., 1) E Rm; temos que (11.5) podc ser escrita 

como: 

" T E a i  y i +  c = O, ou, 
i=1 

Finalmente, se x =: x(k) satisfaz (11.1) então x =: x(kj satisf~z (11.2). 

O gradiente e a matriz hessima da função fk(.) são dadcrs por: 

Itt 
g = g(x, k) := Ofk(x) = -L- c + I: T 

T 
"i 

k-c x i z l  bi-a;~ 

T 1 H - H(x, k) :- Vgfk(x) = A cc + a ;  T a; 
T (k-c x):! i= i (bi-aix? 

Note que H é definida positiva. 



11.3.2 - Direção 

O mitodo Neviton para resolver (Pi,) considera R série de Tq lo r  do 

gradiente de fk(x) no mhiimo x(k) em twnu a x, isto i: 

g(x, k)  $ H(x, k) (x" - X) = 0; ou, 

Em seguida. faz-se uma Busca linear ao longo da C~XC$&J Newtoa definidit 

por: 

Dado x E Rn a H-nmma de I denotada por 1 1 ~ 1 1 ~  4 definida como: 

Note que esta norina estk bem definida posto que H é definida p ~ s i t j v ~ .  



Dado k E R e x E 3:. A proximidade de x em relaç8o a x(k)  B 

caract erizada, por: 

O ponto serim considerado aprmimado centrd se $x, k) ( c, t- E (&I). 

Neste c ~ o  diz-se que x está pr6ximo da .&raj&ikia csnbd. 

Mote que b(x, k) = O se e somente se x = x(k). 

11.4 - O ALCORITMO INI~IO 

O algoritmo início que resolve o problema (P) é uma variante do 

algoritmo de HERTQG-ROOS-TERLAKY [ l ~ ]  este começa com uin ponto 

pzGximo da trajetbria cemitral (=ta suposiçb ser6 d iv ida  mais tarde). Em uma, 

iteraçiaú qualquer se wtuaiiza o limitante mperim k do custo 5timo s se r e d k  

um procedimento interno composto de uma, dkeçtío Newton e uma busca, l ine~r. 

O procedimento é repetido até que um novo ponto prbximo ciw trajetbria central 

6 encontrado. 

O procedimento geral B repetido até que algum critirio de parada é 

eatisfeito. A atualizaçtí~r do limitate superior k é como segue: 



Note que k' E uma. cota superior c10 vdor 6timo V*; i ~ t o  i iniec1iti.t~ posto 

que: 

* -  T Portanto temos que V 5 c x < kl. 

11.4.2 - Dados 

,@ E (0,l)  fator cle reduçiio de k. 

Nota: O algoritrno pode parm antes, quando d g m a  kewfstica gemr uix 

i~ovo cai-te, = 0.34 to1erRncia. da. groxiiniclade, kO E R cota superior 
L do custo Stirno V* td que k"V* ( 2 . 



11.5 - COMPLEXIDADE DO ALGORITMO 

II.5.1 - Prupriedades Primd-Dud 

11.5.1.1 - Prupo~íção 

z E Rm é folga prima1 viitvel ee e 

i> z $ O  



ii) P Tz i==P 
A 

T onde P é a matriz projeçâo mbre o e8paço nulo de A . 
A 

Seja z 2 0, entito z 6 u n a  folga prima1 viável se e somente se, b - z = Ax 

pa.ra ~t.lgwn x E Rn, MB.B, b - z pode ser decomposto de uma imica fülmã: 

b - a = P T(b - z) + Ax; 
A 

comparando temos que: 

Considere o problema dual: 

T Seja. T := (y E I"; A y 4- c = O, y 2 O) 

Sup~nifia que o interior relativo de T, TO # 4. 



Amiogamente ao feito para (P), associamos a (D) . . a funç&o tipo centro: 

T T rn 
y E To, p ) b y + f (yf - - q Ln[p - 5 y) - E L.n y;; B .  i= 1 

e para cada p E I o problema: 

Minimizar f ( y )  
P 

T mde T = T 17 {y C: b y 5 p) ;  $ d 4. 
P 

As condições de Karush-Kuhn-Tucker aplicada a (D ) sBo exatamente 
P 

ae rnesmas qxle descrevemos em 11.2.3 para (Pk). 

II.5.1.3 - Proposição 

Seja y - y(p) urn ponto centra3 para algum p E R. Entiilo 

m ,  T uraa folga prirrlccl viivel e o GAP(p) . . = - y-b g) 



Prova: 

Se y = y(p) é lut~ ponto central entiia pelas condições de 

Rarush-Kuhn-Tucker ~tplicacTas a (D ) temos yne: 
P 

Z(p) i folga prirna.1 ~~igvc l ;  mais ainda: 

Considere a função tipo centro Ík(.) com g 2 rn e o ponto central x = xxfk) 

para k > V* (o valor otimd de (P)). Seja 



O lema seguiate 6 um resumo  da^ propriedades R G E Y C ~ R . ~ R S  80 c o n c ~ i t o  de 

proximiclade; a prova 6 análoga is feita por  HERTOG-ROOS-TERLAKY [10], 

o u  GOMZAGA !29]. 



iii) Proximidade e função centro 

Se 6 5 E < 1 então ikfx)  - fkf x(k)) ( E" 

~(1-E ) (I-@) 

No lema mterior, i e iv &o os mais importantes. i diz que o p a m  Newton 

decresce em proporçk quahittica desde qualquer ponto x tal qne 6(x, k) < 1. 

Isto significa que os algoritmos Wevdon reduzem a proximidade em uma 

~eq i i ik i a  de ~ a l o r e ~  dada por: 

ii e iii mosBa,rn clue o conceito de prríximida.de sstk bem definido do ponto 

de ~ i ~ t a  geúm4tScú. 

iv da a informação para os pontos que n9,o sZ.o pr6ximos ti trajet6ria 

central. Se b(x, k) 6 grande, ent%o uma iteraçao Newton garante um decriscirno 

da fiinçih objetivo. 



11.5.2.4 - Proposição 



T cj c c  T c T x-c T x(li))" 
= (x-x(k)) (x-x(k)) - 4( 

(k-cTx (k))' (k-cTx / k))Q 

Portanto que 

F3 -- T 'I: T A T 
(k-c x(k)) 5 c x - c x(k) 5 - (k-c ~ ( k ) ) ;  r r 

T T B T (1 - -B) (k-c xb)) 5 k-c x 5 (1 -i- -) F &-c x(k)). 

i) Se o critirio de proximidade nRo 4 satisfat6rio2 entgo: 

ii) Seocriteriodeproximidade4satisfeito,entk: 



(ver ii e iii em 11.5.2.1). 

iii) Pa.ra 8 = I. temos que: 

T T T 
(.i - &-c x(k)) 5 k - c x 5 (1 t L) (k-c x(k)) 

r 

O algoritmo idcio requer i - #(L L) itera@es externas quando é usado 
1tB 

para encontrar xnna solução exata de (P) . 

Prova 

Seja ki a cota superior na i-5sima ii;era@o, e xi o joato obtido ao final de 

i itervrwções externas. 

Por i de 11.5.1.4, temos que: 

Depois de i-itera@es externas tem-se: 

T c xg - V* ( - ki+l -V* (ver 11.4.1) 



e daí, 

L Agora por 11.4.2; ko - V* ( 2 e finalmer~ttc que: 



Seja 3 o rrlirnero de passos iatesaos crn uma iteração do algositrno início, 

então: 

Prova 

Denotemos a cata sixperior de tuna. itesa~Eo externa qualquer com k I ,  e a 

cota snpesisr da iteraçao anterior com k. 

. - 3 
Denote com ro, x J  ..., x os pontos geradae durante esta itera@o externa, 

x" o ponta obtido no começo da iterac;Ra exterior. 

De i em lI.5.3.1 ternos que: 

Como a cota sq~esios 6 atua'lizai-a AO comep da iteração externa, então 

por 11.5.2.3 temos qge: 



=ais ainda, 

i' T ,i3 J 
$,(xJ) - q x J j  = - q L,(k7&++!l + c 

-x 

(k-c x ) (k-cTxT) 

T 
- fk,(xJ) 5 - fk(XJj + q Ln (B@++p + 

(k-c x ) 

9v.bstituincio (11.3) e (11.8) em (II,6) tem-se: 

T - -  pf 'k-c xU1 + q ~4%- + 1) 
(k-C x ) 

T 1 T K - c x" ((1 + -) (Ir - c x(k)) r 

Alem disso, 

T J k - çTxJ = (k' - c  x ) t (k - k l )  



e daí: 

portanto: 



O r~firnero total de iteraç8e.s cio ~.lgoritmo ini'cio é: 

i. (3 $ L+ 2zq (-- I?) O+ L) 
C&) 80-83 1 +8 

1 fi claro que se tomamos q = ~ ( m )  então se ,8 = O(-) o algoritmo 
r- 

J rn-1 

requer 0 ( ' + L  L) iteraç8es. 

U primeiro caso corresponde a iim fhtor ole reduç8o 8 pequeno. Neste c8.m 

cota superior deve ser atualimda em O(& L) vezes. 

0 segundo caso corresponde A iun fator de  reduçiio grande. Neste caso 

voltamos a urna vizinhança da tr~jethrif'ia. central em 0jlnL) . . buscas íineare~ e a 

cata. mpesior deve s e .  atualizada ern O(L) vezes. 

11.6 - O B T E N Ç ~ ~  DO PONTO INICIAL 

Nos dados do dgwitrno início tem-se que o ponto inicial está perto d~ 



trajetiiria central. Esta s i l p ~ ~ i @ ~  pode ser aliviaria com: 

no prirnciro caso, c 

IUI segundo caso. 

Hote que pedir isto a b  afeta o 116mero de itcr@es do algoritmo (ver 

11.5.2). Para o segundo caso (g - ~( l ) )  td alfvio implica que podcmrjs começar 

t:liiatx de qualquer pontu interior; sx~poiha. somente que o ponto ir2icid v i k d  e 

inieri w ~ a t i ~ f a ~  : 

e a cota superior satisfaz: 





REOTIMIZAÇÃU COM METODOLOGIA 

PONTOS INTERIORES 

Este 4 o capitulo mais impai.tante da tese, nele resohenios o problema 

que qualquer algoritmo pontos interiores enfrenta em unia rnetoddogia de pianos 

cortantes, isto 4, se o problema relaxado do problema de pro~rwaçBù inteira 4 

resolvido com um algoritmo pontos interiores, quando novos cortes se jaln 

agregados i rehxação, o ponto interior que era solução &ima aproximada do 

problema mt erior, já não ser4 um ponto interior na região perturbada. 

Suponha que a relaxaçh do problema é dada por: 

Sujeito a: Ax 5 b 

onde c E Rn, A E R=, b E Rm, m > n, RANK(A) mkimo. 

Suponha que o algoritmo inicio (Capitulo II) é aplicado para resolver (P) 

e ao final temos um ponto x E (k E R) tal que: 

Tmbérn suponha que agora perturbamos (P) ao agregar o conjunto de 



ande II E R P ~ ,  TO E RP; o novo problema a resolver 8: 

Sujeito a: 

O problema central que agora atacâ;lienios é a construção de um dgoritmo 

polinornid que inicialize eficientemente o algoritmo inlcio pma resolver (P). O 

termo eficiente ser& entendido aqui por um ponto perto da tmjethia central 

~sociada  ao problema (P) e com um gap compar8vel ao gap de início. O 

primeiro t6pico a considerm será o problema perturbado que se obtem depois de 

agregas uma restriçh ao problema (P). 

111.2 - AGREGAÇAO DE UMA R E S T R I Ç ~  AO PROBLEMA ORIGINAL 

líI.2.I - Trajetibis Central A~sociadib ao Pmblma 

IIiS.i.1- IntduçãO 

Considere de novo o problema (P): 



Sujeito B: Ax 5 b 

e suponha que depois de  um^ ãplicsç2io do algoritmo inlcio (Capitulo 11) 

obtemos um pcmto E 3; (algum k E R) tal que: 

Suponha que agora perturbamos o problelx~a (P) depois de agregar uma 

nova restriçk dada por: 

onde a E Rn, ao E R. 

O novo problema que se deseja. resolver é: 

Sujeito a: 

Suponha que o ponto que satisfaz (111.1) i tal que: 

senão wna simples centrsliiyão desde resolve o objetivo proposto (ver 1301). 



11l3.1.2 - Objetivo Central 

A 

Para recuperar a x como dado no problema de reotirnização, consideremos 

a seguinte idaxação do problema P(R, a,): 

Sujeito a: 

onde E um nfirnero red. 

TA E claro que se 7 2 s x, então 5 4 viável para P(n, 71, mas isso n h  é 
A 

suíiciente, porque se quer também que o ponto x esteja perto da trajetória 

central associada a P(R, 7) ai;rwis de urna funçLo tipo centro. 

T Para isto é necesskio dar um cesio peso (!I B, restriçãa relaxada .n x ( 

na funçro centro associada ao sistema, então consideramos a restriçiia com 

&&pias em P(n, 71, isto i: 

Sujeito cr: 



ou simplesmente, 

Sujeito a: Ax 5 b 
T s x 5 7 (!-vezes) 

Note que P(n, 7) e P1(n, 7) representam o mesmo probkmti. 

T Seja S(k, 7) = Sk n fx E Rn: n x ( 7).  SO(k, 7 )  denota o interior de 

S(k, 7) que por hipbtese não é vazio. Como no Capftulo I1 associe a Pda ,  7) a 

9' f u n ç k  centro: x E SB&, 7 )  4 %,?(x) = fkb) - fin(7 - r x); onde &inteiro 

positivo, i! > m +- q. 

Como im Capitulo I1 associe a P[T, 7) a iarnilia de pmblemas: 

Minimizar y l ~  (x) 
i r 

O g r d e n t e  e a matriz hessiana da função y, (.) estão dados por: 
k , r  - 



H = H(x, k, 7) = 02qJx) := 12k(x) + t nrT = H + a 2 r n  T 
(7-*Txp 

Note que H é definida positiva. 

Pele, f6rmulh de SHERMAN-MQRRISQN-WOO BBURY [44] 

T Fwendo 8 = r H-IR > 0, temos que: 

111.2.1.4 - Dkç& N&on e Proximidade 

m.2.1.4.1 - Definição 

Dados h, r E R (fixo) a direçk Ncwton definida desde x E Xqk, 7) estii 

dada por: 

Seja: 

- 
I = ;(k, 7) := ARCIMIN{i, (x): x E P(k, 7)) 

r 7 



Dada x E P(k, r!). A proximidade de r em relaçiío a = ;(k, r) 4 

cçwaccf erizada por: 

O ponto ser i  considerado tqxwimadmente central se: 

Para simples cálculos, temos qve: 



ande 

Prova 

Pela definiçíba de &(x, k, 7): 

T Pois ;t := l / y r  x 



Dado k, .g. E R, se x t Syk, .p) então 

onde: T 8 - n  H - ~ T > o  
T X = l f y - a  x 

Prova 

Dest a forma que: 



DOS dois lemas anteriores segue-se o seguinte resULtdo: 

Note que 7 estri bem definido, posto que: 



III.2.1.%.8 - Observação 

O resultado mterior pode ser representado graiicment e em R"orrio 

segue : 

Figura 11 I, 1 

III.2.2 - Tr~jethirã Centr~1 al~tmciada aù Problema Perturbado com 2-C@ia 

i 
III.2.2.1 - Obsem~@ 

O teorema 111.2.1.4.7 garante que se temos um ponto x E S: tal que 



T &(x, k) 5 0.1; en th  existe 7 := x + t a lque  @ , k , ~ ) < 0 . 2 .  
J25F+U-51 

Desta maneirw, é possfvel rodar um algoritmo de trajetbria central a partir deste 

ponto; o problema é que terminarfamos com um ponto perto da trajetbria 
T central associada ao problema com a restrição R x 5 7 !-vezes, e lembre que nbs 
T desejamos resolver o problema com a restriçgo R x íro satisfeita s6 uma vez. 

Nesta seçb apresentamos algumas relaç8es existentes (e de muita utilidade) 

entre a trajetbria central associada ao problema peri,urbado com &c6pias e 

l-cbpia respcctivament e. 

Considere a fismllia de problemas: 

T Note que: cq: (x) - 4 (x) = (!-I) Ln(7-r x) 
r 7 i T  

E fácil ver que o vetor gradiente e a matria hessiana associada a $ (.) ir 
são dados por: 



Sejam k, E I e x E P(k, 7). 

Seja xl = xi(k,y) := A R C M I N ~ ~  (x): x E SO(k,7)) a proximidade de x 
- $7 

em rdqiio a x&7) é caracterizada por: 

onde hl/x,k,y) := - H? gi 

O ponto ser8 considerado apnmimardsmente central se: 

Dado k, 7 E W e x E Sd(k,q). Eiitibo 

Prova 

Pclw definição de 7 tem-sc que: 



- T I  T 
"i x = - (7-a x); ou 

e 

1 --- I ; portanto, 

finalmente: 

Do resultwdo anterior segue-se que: 

- 1 1 T Se b(xjkj7) = 0.1 en tb  &(x,k,i) = 0.1 para 7 = - r +  (1 --) r x. 
E E 

O resultado anterior pode ser representado em 183 como segue: 



III.2.3 - Propriedade D d  de Pontos PrSxlmus a Trrrjetitlia. Central do 

Problema 



Sejam k, 7 E R e x E SO(k, 7 )  entiiã 

Imediata de 111.2.3.1. 



Note que pela proposição anterior, o paso Newtan pode ser determinado 

por: 

Este vetar sew impùrtaiite a seguir: 

Note que: 

'I' T T /Ivll2 = h BB h = h Hh = Ilhllh = B 

Portanto que se 6 < 1 então: 

Ei.2.3.4 - Lema 

Considere w = v $ e e x E 2;. Se b < 1 então: 

(i = 1, ,.., m) i dual viivel. 



Pela hipdtese S < 1 então par (111.7); c~ 2 O, e de portanto y; > 0, 

i = 1, ..., M. 

Agora de (111.4) e (I11 .$) temos que: 

Da definição 13e I3 tem-se: 

m 
p S ~ T = - ( ~ ~ , , ~ ;  1 

i= l  ~i T ir-c x 

porque todos os M,+; sAo igiiais, i = I, ,.., q. Definindo: 

T ternos que, A y $ c = O e portanto que y é Cfi ld  vikvel. 

Seja. x E 3f. Se 6 =  $x,k) ( 1 e y definido gor (111.8) entso o gap de 

dualidde satisfaz: 



De (111.8) temos que: 

portanto: 

onde: 

Note que x ( A  w )  = A x ( w )  para tocio A > O. A seguir procuram06 uma cota 

mperior pma ~ ( d ~ i ) .  

Note que: 



T T Ilhlli = h Hh = h (-Be) (por (31.4)) 

T T T T = - (Be) h = - e I3 h = - e v (por (111.5)) 

Portanto, 

Mas, 

Desta maneira w  e ~ t á  sobe a esfera: 

De (111.10) e (111.11) segue-se que w  pertence a esfera 

(mtq-I )-dimensional com centro oc c raio 6 & onde o - 1 - c, isto é: 

Para obter uma cota superior de ~ ( w ) ,  maxiinizamos ~ ( w )  sujeito EC 

(111.12). Este máximo é certamente menor que o máximo de ~ ( w )  sujeito a: 



Este último 6 ficil encontrar (condiçóes de Kmush-Kuhn-Tucker) e 

chegar que: 

Da mesma forma pode-se chegar a: 

Ent ãõ 

T T c x-v* < E ( k - c  X ) S  



onde v* é o valor 6tinio de (P). 

Sujeito a: Ax 5 b 
T c x 5 k (q-vezes) 

- - 
onde d =  1 - P f m t q t L  

Note que pela definiçgo dc c A($), $ < 1; A(h).s mtqft. 

No que segue elegemos A($) = mtqfl; portanto que: 



Pelos resultados c~btidos ate agora pode~nos supor que S cc~nhecicto mi 
T- / T- ponto x~S@&,ry); ke!R ta.1 que c; x . k  e y =  r ã $ O ( d )  com 

- - 
Q(x, k, y) ( 0.25; ver Figura (111.3). 



Sujeito a: 
T c x 5 k (q-vezes) 

T e baixa decréscimos de 7 (que é uma cata superior de r x) obter um. ponto x* 
T &imo do probhma anterior com valor 6tirno u* = s xe (ver Figura 111,s). 

O problema é que o ponto x* não pertence B, região perturbada: 

e portanto representa um ponto não-desejado. Neste caso a mais natural rt fazer 
T (tomando em conta que ao final deseja-se minimizw c x) é aumentar o valor do 

Pa.ra decidir guarida fazer isto, necessário estimar o dcance máximo 8 

regiao perturbada desde i definido como: 

(ver Figura 111.3). Note que por (111.13) 



T- Portanto que se (i + m) (7-ír x) < 7-íro ou equivalente a: 
i! 

E a t b  uma mudança. de k deve ser feita. A mnilaqa de k por um k' deve 
T- T ser tal r;IlIe f:kl - c x) m~nente em re1a~B0 e. ('k - C I), por erempb, faaemmi 

T- 1 T- (k' - C  x) = - (k - c  x) 
P 



isto 4, (111.14) n b  6 satisfeita. 

Na situação da Figura IIL4 podemos iniciar um decr&scimo de 7; 
1 I T y' = - 7 + (1 - -) r x e realizar um passo tipo Renegar. 
P P 

A pergunta natural que agora surge 4 :  Quando pmar ? Para x E So(k, 7) 

existe 31 d d o  por 

Tal que: 61(x, k, 7) -. L@, k, 7); entiio uma vez que um passo tipo 

Renegar é tomado, cdculanm 7 e determinamos se este é menor que Te. Se for 

paramos, senb repetimos [I passo Renegar. Note que se na iteraçb j, 4 5 no, 

ent ;b  Tj-1 ) no e um algoritmo tipo biseçk pode ser aplicado sobre o intervalo 

que definem 73-1 e 73 respectivamente para encontrar um 7 que seja quase no; 

ver Fígnra 111.5. 



Figura 111.5 

96 faltaria ~ c h a r  a condiçib sobre B re~hf;Fio do intervalo que garante que 

o ponto final obtido está perto da trajetbila central associada a (P). Buscamos 

resolver isto consideramto o segiiint e prc3blema: 

"Dwdo x E P(k, y) e tal que $(x, k, y) 5 0.1 encontrw uma. condição 

sobre c E R para que s(x, k, y + t) 5 0.2". 



onde: 

Note que: 

T na definida positiva. := H t 4- - -) 
A (  A I  

Posto que: 

Seja: 

p = 1/22 - l / A p  então: 

(x) := H + p ar  
T 

02?k,T+ t 



ande: 

8 = rTã% > O. 

III.2.4.4 - Lema 

onde: 

llI.2.4.5 - Lema 

onde: 



Prova 

Portanto que: 



s.p.g. Suponha que ilnll = 1; então: 
H 

Portanto que: 



Por 111.2.4.5 e a hip6tese temos que: 

A A Note que se A 2 2Ul e n t k  - 1 1  e e  5 - A 2  e + - -  63 - - (" A); 
20.t 20.t 2010 S O L  

Mo caso em que 20l-A ) O segue-se imediatamente pela escolha de s; 

i.e., (IIIJ6) e (111.17) s8o s~ttisfeitm. 



Dada k, 7 E R definimas P(k,r) cama a praMema de: 

Sujeito a: x E S"k,*p.) 

O afgaritma O composta de duas partes. Na primeira paste a algaritma 

começa com um ponto x' E S~(K$ 70) (k', 7Qados) tal que b(x0, k0, 7" )( 0.25; 

h., um ponta perto da trajethia central associada a P(kb, ~7"). Tambkn ae fas 

s = O; j = O; i = O; e escolhemos ,B E (0~1). A primeira coisa a fazer i! calcular o 

dcance mhiiuo à regitia perturbada detlde este ponto (ver 111.2.4); e enquanto a 

condiçk (111.13) em 111.2.3.7. Se for satisfeita, uma mudmça de k deve ser feita; 

i.e,, rn aumenta do valor de k 4 pravidenciad~ fazenda: 

Seguidamente resolvemos P(ki, 7" e guarda~rtos sua soluçb em xl+l; isto 

S denotado por x5+1 :- SOL P(ki, 7'); s = 3 -+ 1. Isto 6 o que representa o p ~ s o  

mudanqi de h na i-pmt~ do dgoritrno. 

Uma vez que este proccssù 6 esgotado, i.e., cstamos em uma situação 

como a inostrada na Figusa 111.4 (ver III.2.4.1), nm pmso tipo Renegar é 

realizado com urna redução do pazRmetro 3; i.c., fazemos: 



Seguidamente calculamos o parâmetro ;j associado a 71 e xs (ver 

111.2.2.4) e repetimos isto até que i j  < ro. 

Na segunda parte do algoritmo tem-se um Tj ( TO e 73-1 > ro; então um 

algoritmo tipo biseção é aplicado sobre o intervalo que definem $ -  e $ 

r2syectivamente; em cada iteração deve ser resolvido P(k5, y) onde y é o ponto 

médio do intervalo em questão. Agora o processo C. repctido até obter um ponto 

perto da trajetbria central. associada ao problema; isto é comprovado com o uso 

do Lema 111.2.4.6. 

,8 E (0J) fator de aumento de k e reduçk de y. c = 0.1 toleriincia da 

proximidade. 

ko E !R cota superior do custo #timo v* tal que: 

T 
1~ E R., r ~ o  E R t d  que D :== (x E W; a x 5 ao) satisfaz: 



q inteiro positivo; q 2 m; L inteira positivo, i> rn $ q. 

Repita 
T Enquanto +r xs < e (yj-ro) fazer 

&mtq 
Mudança de k 

Repita 

Busca resolver aproximadamente 

X=ARGMIN {%i,ri,7j(p+ xL) : p t ~ 6  E so(ki,$)); 
A > 0  

u := uS1; 

Até que d 5 0.1 





u = u+: 

At& que b _( 0.1 

- 
Se y ( ao então fazer b := r; X* := xS; 

Smão fazer a := 7; 

T C d d w  A := 7 - r xs 

Se A ,20L então faaer p := - A + J- 
4 l  

Scnh fazer p := min{-A t Jx, A} 
4d 20 h-A 

Até quea -b f  p 

Seja P(k, 7 )  o problema: 

Sujeito a: Ax ( b 
T c x ( k (q-vezes) 

rTx < 7 

Note que ao final do procedimento geral temos um ponto X* perto da 

trajetlria central associada a P(ki, $j) (algum i e j) e $ é quase ra; i.e., estk 

muito perto de r,; desta maneira que o processo de reotimização (ver 111.1) pode 

ser agora completado ao fazer Tj = na e rodar o algoritmo inicio desde x* e 



resolver (I?). fC importante notar também que x* é um novo ponto interior em 

Sb(ki, TO) com ge,p cornparivel ixõ gap de inicio. Isto é o que entendemos por 

uma boa forma de inicializar um processa de reatimização ponta interiormente, 

III.4 - COMPLEXIDADE DO ALGORITMO 

III.4.1- Lema 

Seja J a número de passos internos em urna iteraçik do passo mudaqa de 

k (I-Parte), Então: 

Prova 

Denotemos a cota superior de urna iteração externa do passo mudança de 

k par kl, e a cote, ~uperior da iteração anterior por k. 

As iteraçães durante esta itemç8o externa são denotdws por 

xo, xl, ,.., x J ;  onde xO é o iterado ao começo da iteração exterior. 

De 11.6 em 11.5.3.3 e pela definição de <~k,?(.): 



Como a cota superior i atualizada ao começo Cla itcração externa, temos 

rJ11c: 

T 
$'-C x'J 

pk1, ,(x0) - P ~ , ~ ( X ' )  = fkl(x6) - fk(fi6(xO) = - q L%, 
T 

1 
k-c xO 

Mas ttlnda: 

J J 
(%1,$x 1 - %p ? = - P Ln( k'-c'xJ) 

T J  k-c x 

Agora por definição de kl: 

Portra;nto que 



Portanto 

Substituindo (111.1~) e (111.20) em (IILzx), temos que: 

Como xO 6 wproximadmente centrd, então: 

Portanto que: 

E agora temos que: 

Note que por 11.5.2.4 tem-se: 



E portanto: 

Mas ainda, 

T J T J k& (k-cT,o) @'-c x ) - (k-c x ) + (k'-k) - (k-C K ) i- 
B 

De (111.22) c (111.23) tem-se: 

Portanto que (111.21) é: 



O niimero de itera(;ões tipo mudança de k 6- estritamente menor que: 

Mote que no pior caso R condiçWo (111.14) em III.2.4.1 é e8ida até que o 

algoritmo inlcio retorne a seu k inicial. 

O número total de iterações tipo mudança de k f estritamente menor que: 



Mote que o número total de iterações externas desta primeira parte do 

dgoritmo é estritamente menor que o número totd de iterações externas do 

algoritmo início aplicado ao s;isoblema: 

Sujeito a: A x c b  
T c x 5 k (q-vezes) 

Portanto que a niirnero total de iteraçzes externas na primeira parte da 

dgoritrno é menor que 

Note também que irta passo tipo Renegm bl' idêntico a um passo geral do 

algoritmo inicio; por isso, o número total de itcrações tipo passo Renegar é 

estritamente menor que o n h e r o  total de iteraçBes do algoritmo irdcio (ver 

11.5.3.4). 

A segunda parte do algoritmo reiiiiciação gera 1zna s c a h c i a  de 

intervahs Ij, J - 0, 1, 2, ..., tal que: 

.l(Ij) = comprimento de Ij - (a-b)f2 J 

onde: 



Note que esta parte termina se: 

(1) (a-b) < p 
2 

Postsnto que: 

T Agora pela defini& de p, p é de ordem ( y a  x); E .p.g Suponha que 

T y n  x > 2-Ltent~o Ln(p) > -L; OU - Ln(p) < L; finalmente : 

O núinero total de itersçães externw da segunda parte do dgoritrno 

reinicisç(iõ é menor que L, 

Hi.5 - AGREGAÇÃO DE UM CONJUNTO DE RBSTRIFÕES 

Considere de novo o problema: 



Sujeito a: A x  ( b 

Suponha conhecido o ponto xO E Ç! tal que: 

6(xO,k) f 0.1 para algum k E R. 

Também suponha que perturbamos o problema (P) quando agregamos o 

conjunto de restriçBes: 

O problema que agora se quer resolver é: 

Sujeito a: AK 5 b 

Concretamente, desejamos fazer a reinicidização do problema (P). 

Tal reinicializaçEo pode ser realizada fazeli& uso do ~lgoritmo reiaici ação 

como segue: 



Repita 

Sujeito a: Ax 5 b 

Ate que j = p $ 1. 

Note que a complexidade deste procedimento 6 iqual a p vezes a 

complexidade do algoritmo reinicia.ç;iio (ser 111 .3). 

III.6 - AGREG AÇXO DE UMA VARIAVEL 1YO PROBLEMA ORIGINAL 

Consideremos agora o caso de agregar v~riáveio ao problema (P). A r a z b  

desta consideraçib é que em principio estamos interessados na resoluçZo de 

problemas combinatbrios, mais especificamente, no problema de Matching 

Perfeito (PMP). Este problema pode ser formulado com uma variável por cada 

aresta do gafe; para grafos completos com n vértices tem-se O(n2) variáveis. 

Pensando na eficizncia computacional o que se faz 6 consideras s6 um 

sub-conjunto de arestas do grdo (pequeno) e para provar que a solução 6tima 

da relaxaçao é solução btima, do PMP. 



$ necessirio checar que aenhuna da variáveis omitidas aprecem na 

relaxação. Este checamento envolve revisa- o custo das varikeis omitidas. Se o 

custo se reduz entãu é mcessbio agregar a comepondeinte variável ti relaxação. 

De novo considere o problema (P..,-f: - 

T Minimizar c x 

Sujeito a: 

Suponha que perturbamos (P) ao agregar uma nova variável xo E R; i.e., 

considere o novo problema: 

T Minimizar c x 

Sujeita a: Ax $ mo ( b 

onde x E Rm. 

(P) pode ser escrito como: 

Sujeito a: 



Suponha que depois de uma aplicaçfo do dgoritmo início a (P), obtemos 

um ponto i E Sk (algum k) tal que: 

igual que an 111.2. O problema central é a reiniciação eficiente de (P). A vis& 

que n6s apxsentmos aqui para resoher este problema não S hica ,  mas S 

imediata, usando os resultadias de du&da.de dados nas seçBes ani;eriores, 

reduzimos o problema a m1 problema de agregação de restrições a (D) (ver 

111 .a). 

Lembramos que a problema dual (D) msaciadu a (P) 4: 

Sujeito a: T A y + c = O  

e o dual asociado a (P) 4: 

Sujeito a: T A y + c = O  (0) 
T r y = O  



Note que: 

Se (III.24) é válida, então por IIL2.3.4 existe um y viável em (D); mais 
*r ainda, por IiI.2.3.5 o G AP = z g é pequeno. 

s.p.g. Suponha então conhecido um ponto y perto da trajetbria central 

as~ocida  f ~ r  problema: 

T Minirnizax b y 

Sujeito a: Ây < 

onde: 

Agora podcrnos aplicar duas vezes o algoritmo reiniciação a (e) 
T T agregando as restrições: a y 5 O c - a y 5 0 scspectivamente, e asim ter 

resolvido o problema dc reiniciaçâo de (Z>). De novo pelos resultados IIL2.3.4 e 

II1.2,3.5, obtemos o desejado; i.e., um ponto dual vjiivcl (agora ponto viivel de 

(5)) cm um gap pequeno; portanto que o problema inicial de reiniciaçEo fica 



resolvido. Todo o resto do processo de reútimizal;ão, ao igud que a agregação de 

wn çonjuni,~ de vari5~eis % m&logo wrr tratado de 111.2 e 1Ii.S. 



ALGORITMOS DE PLANOS CORTANTEÇ PARA RESOLVER 

O PROBLEMA DE MATCHIMG PERFEITO 

O problema de Matclüng Perfeito (PMP) i um dos problemas 

fut idmeii t~s da otimixaçEio combinathia, J. EUMOMDS [i21 provou em 1965 

que o pro1:tlemn. 6 pt>linomial, ~ i ~ o s t r m d ~  uni e.lgc~Rtillo cmil~inetbri~ de ordem 

cabica.; mais ainda, foi o primeiro a. falas sobre u121 "bom dgoritmo"; lenlhre que 

e ao começo da década dos anos 70 que se dh início a teoria. de complexidade 

computaciomL Ectunoiids encontra uma desaiçk poliécirica do PMP, dmdo 

uma descrição completa e niio rectu~idante das facetas (faces maximaisj do 

goliectro. O n b e r o  de facetas i exponencial 210 nfrnero de vhtices do g r h ;  no 

entanto, Edmond~ usa w estrutura do conjunto das facetas para obter um 

dgoritrno que roda eni tempo polinomid no ~itiinero de v6rtices. 

É bem sabido que m pritica o algoritmo de Edmmids e suas variantes 

resultm pouco aceitkveis; isso devido ii grade complicaçiio dor; mesmos. 

Melhoras neste sentido sgo conliecid~ nos trabdhos de LAWLER [41], 

BALL-DERIGS [3]. 

Unta outra nietodologia para resolver o PMP 6 bsseacla em Prograrfiaçãcr 

Linem (faellclo uso da boa cmacterizaç6o poliecbal dada por EDMONDS 1121). 

O primeiro trabdho deste tipo foi publicado por GR~TSCHELL-HOLLAND 

[35] em 1984. Eles apresentam a imp1erneutaçR.o de um algoritmo de planos 

cortantes que usa o conhecido mitodo $i~nplex. 



Frmdmentdmente, turr algoritmo de planos corta.ntes resdve em cada 

it eraçk uma relmaçiio do problema e um psoblema de separl.açiio. Um algoritmo 

polinomid pam resolver o problems de sepma.çS.o na PMP foi desenvol~ido por 

PADBERG-RAO L461 em 1982. Tal dgoritmo não é bom na prZi.tica e 

Grõtschell-Holland u s m  um conjunto de heudsticas antes de fa.zer uso dele. 

Temos então que o algoritmo de Grõtschell-Hollmd é um algoritino 

i&-poliaomia1 qae resolve o problema rel~xado com o Simplex e o problema de 

separação com boas heurlsticas em lugar CICr algoritmo de Fadbesg-Kao. Na 

prática este metodo funciona muito bem em comparação com os algoritmos 

combinat hios de Ma.% ching . 

Fazendo uso do método dos elipsbides par& resolver a relarisrti;ão do 

problema e do dgoritmo de Padberg-Ra.o para resolver o lmblema de 

sepm~çIEo, obtém-se um algoritmo p olinomial de tipo planos cortantes que 

i~solve o PMP. 

Infelizmente na prktica tal algoritmo é ruim. E importante notar que em 

cada iterixçiio de uma inetodologia de plai~os cortmtes tem-se um l3roga.n~ 

linear que é a relwação do Problem de Otiinização CJomiiinatbria (POU). A 

maneira standard de resdver estes programas lineares 4 usando o método 

Simylex. Cada ponto que é vi&vel no POB é vihvel na ~ l ~ a ç ã o .  

Geralmente entre uma iteraç8o e outra siio agregados planos cortantes; e 

e, soluçk viável dessa itesaçk, G o  é mais viável na seguilite relamção; mas 

como a agregação de restsiç6es significa a agregaç"ã de variiiveis no problema 

dud associsdo a. td relaxaçiio; se %ora dmos  o valor zero a tais v~riáveis, 



ent6o obtemos um novo ponto h a l  vikel e podemos resolver o problema 

fazendo uso do SIMPLEX-DUAL [6]. Depois da auge dos métodos de pantos 

interiores na resoluç~o do problema de progi.maçEa linear, 6 natural a seguinte 

pergunta: possfvel cmstnùr urna boa metoddagia de planos cmtmtes pesa 

resolver o PMP que use um algoritmo polinonlial tipo ponto interior para 

resolver as problemas relaxdos ? 

Mate que a maior dificuldade da aplicação de pontos interiares n ima 

metodologia de planos cortmtes está no processo de reotimizaççWo, isto é, depois 

de agvfregar im corte; no dual, nossa solução é viivel mas n h  B interior (i.e., n@ 

S estritamente positim), portanto k necessário desenvolver uma metodologia 

para obter um nova pmzta interior dual viksel qumda um corte é agregada. 

As respostas da pergunta aatesior começam carn a trabalho de 

3. MITCHELL 1441; ele usa uma variante KARMARKAR. [3?] pma re~olver o 

problema d u d  associada B relaxaç&o do POC. Tambám ~presentct uma 

metodcrlogis pa.ra obter um ponto interior depois de agrega.r novas restrições a.o 

problema relaxado. 

Neste crtpftulo apresentamos urna metodalogia de planos cortantes para 

resolver o PMP rrsando im algoritmo de pontos interiores que segue a tmjetbis 

cenlzal (algaritmo inicia no Capitula 11) gma rircalver u problema relaxadu, e a 

dgoritnio reiniciaçwo (Capitulo 111) pwa o problema de reotimizaçk. 



W.2 - O PROBLEMA DE MATCHING PERFEITO 

Ir6.2.1- Formd-;~o da Problema 

Considere um #safo n b  dirigido G = (V, E) e imi conjunto de mestas 

M - C E, diz-se que M S um Matching em G se náo existem em M dnas arestas 

comum extremo coiniirn. Sejam = IVI e n =  IEJ ,  m-paz. Umm&tclringM - C E 

de cardinalidde m/3 se ciiz m~tching perfeito em G . 

Note que se M é iini matcliiag perfeito entáo cada vértice em V S extrema 

de ex~tamente uma aresta de M. 

Seja c: E -+ iR ama fuaçBo de custo sobse W.IS arestm do gmfo G. Pa.ra UM 

m~ttrtcling M, o custo de M estk dado por: 

O Problema de Matching Perfeito (PMP) consiste em ~ c h m  um matching 

perfeito em G com custo infuimo. 

Seja A E lilm a li-~~ta~ de incidincia associada a Q ,  Seja, c E Rn um custo 

dado sobre as aretas de G, e e = I 1 I E Rm. 

O problema de matching sobre G pode ser fo~inulado como: 



Sujeito a: Ax ( e 

x E f 0,l)" 

Para o PMP basta consideras o sistema: 

Note que o problema relaxado associado a fPM) B dado por: 

'I' Minimizaz c x 

Sujeito a: AY 5 e 

x ) O  

Se u grafo 4 bipmtida entE2a A é totah~ante mimodubr e os pontos 

extremos do po1iedi.o 

Para p&s em geral, isto n8o é verdade, como mostra o seguinte 

exempia: 



Considere o grafo completo ka: 

A relaxação do PM i: 

A tmica snlugãa Mima deste problema 6 :  

IV.2.3 - Cmcterieaçflo da Envolt6ria canvexa d a  L;duçZerr da Problema 

Considere 



Existe uma bijeçãa entre os v&rtices de P(G) e (PM(G)) os matchings 

perfeitas (rnatchings) em G. 

O tearema central de J. EDMQNDS [ia] pnàe Ger enunciada camn segue: 

Teorema (J. Edmands, 1965) 

Para cada grafo C = (V, E), P(G) é o conjuntn de sol11çÍ5es do sistema: 

= 0 caso contrário, 

Analogamente Edmonds provou que PDA(G) 1 o conjunto de soluçaes do 



A restrição (2) é equivalente a restrição: 

onde 

)I := 1 se j E E: j = (v, v'); v E w, v1 E V - VJ. ( ~ v - w  J 

Ma literatura as res t r içh  (2) EBO conhecidas COMO re~triçóes de cortes 

fmgwes e (4) cozno restriçtíes clique~. 

Agora. podemos escrever o PMP como: 



ou eqriiva[lente ao problema: 

Sujeito a 

T x - 1, tiw C V: I w 1-hnpari: "v-w - - 

Sujeito a: Ax 5 e 

o u  equivalente ao problema: 

Mote que fazendo Ã = [-I] e b = [:I o PM pede ser escrito coino: 



Sujeita a: Ax 5 b 

Lema (Relação entre o PMP e o PM) 

L 
Seja B  uma cota mperior da fuação objetivo do PMP; i.e., c x 5 B, 

Yx E P(G) ddina C. = I3 - c., Ve E E. Então qualquer soluçao ótima do 

problema: 

Minirnieas cTx 

Sujeito a: x E PM(G) 

6 solução 6tima do problema: 

Sujeito a: x E F(G) 

Prova 

-T T T cTx c x = B e  x - c  x==I3--  



porta 

-T T m 
- C  x = c  X - B -  

2 

ato qualquer solução Btima do psoblem 

Sujeito a: x E P(G) 

4 uma soluçtio 6tirna do problema: 

-'r Minimizar - c x 

Sujeito a: x E P(G) 

e vice-versa. 

Se mr 6 uma tal soluç8o btima, então: 

-T T. m m m - c  x - c  x - B - ( B - B - - B ( 1 - - )  

Pela hipbtese . 

Seja xM o vetor incidente de um matehing M em C. 

entk 

Se M ntio 6 perfeito 

h4 e portanto x pode nÃo ser &timo cto problema: 



-T Minimizar- c x 

Sujeito a: x E PM(G) 

Agora todos os pontos extremos de Py(G) sã0 vetores incidentes de 

-9' Minimizars - c x 

Sujeito a: x E PM(C) 

matclsings; portanto, qualquer soluçáo ótima de 

nci dente i imn. combinaçBo co~~vexa de vetares i 

portanto é uma súlu(;k 6 t i m  de: 

Sujeito a: x E P(G). 

Problema 

Dado um vetor x E i@ decidir se x E P(G). 

Se x não esti em P(G), encontrar um hiperplano que separe x de P(G). 

P(G) consiste de todos os x E C que satisfazem (1Hz)-(3). E muito 

ficil verificar se x s a t i d ~ i  (1 1) e (3). Se x náo satisfaz (1) e (3) en tk  diretamente 

temoc: n higerplmu ~eparador. 



Note que o número de restriçães tipo (2) (ou tipo (4)) 6 expnnencial em 

I E1 = n; portanto é proibido se ri fica.^ todaas uma a uma. Mo entanto, o 

prnblema de separa& pma (4) pode ser encaixada niun problema de otimiaaçih 

e pode ser resolvido ern tempo polinomid. 

Suponha que x satisfax (I) e (3) Considere cls valores Xe (e E E) como M 

cap~b~idades dos arcos de G e agora encontre um w* C V, I w* 1 -ímpar que 

T T T T minimiza T ~ - ~ x ;  é claro que se rV-w*~ ,1 entiio como ~ ~ - ~ x  2 rVmw*x 2 1 

para todo w - t_ V, Iwj-hpéirr, x satisfaz todas as ctesigu~ldades (4); caso 

T eontririo R ~ - ~ * x  t 1 deve ser - agregada - como restriçiio. 

Este algoritmo de Padberg-Rao pma resolver o problema de corte Impw 

(odd cut problem) é uma v~ir imte  da algoritmo de GQMQRY-HU 1161 para 

determinar um corte mhimo num #r&. A ordem deste aJgoritino e I V 1 4. 

W.3 - ALGORITMO PARA O PROBLEMA DE MATCHING PERFEITO 

Considere G = (V, E) um grafo niio-dirigido dado e IVI par. Seja c uma 

fmç& de custa sobre as arestas de a. Suponha que a Grafa G B completo, senão 

complete com arestas de custo zero. 

Em cada iterfação do dgoritmo, se i.esol~e um programa linem usando um 

dgmitma polinamia1 tipo trajetbria centrd, o qud é uma vmiante do algoritmo 

de He t  og-Ross-Terlaky (ver Cagftiilo 11); depois, é an&.lisada a solução obtida 

e novas cortes au naves varihveis são apegadas. A anirlise se faz cam a saluçãa 

do problema relaxado e m a  soluçRo conhecida do PMP. 



Uma salução vihvel inicial do PMP pode ser encontrada usando iuna 

heushtica tipo Greedy (mo mostraremos diante). 

E claro que os novos cortes serão agregados quando R soluçk do 

problema relaxada não for inteira; no algaritino, chainainas as rotinas de cortes 

se as soluções do relaxecb e cã PMP siia diferentes. A necessidade de agregar 

novas variáveis pode acontecer, pais não se trabalha com toda o cúnjunto de 

variheis. A restaç8o de um subconjmto de vari6veis È computaciondmeíIte 

necessária aos pmblemm grw1~des. A relaxaçãa inicial envolve sb iun siibconjiuit a 

t: E de westas. Para cade v4rtice ?r E V achamos o subconjunto forirido pelos 

N mcos (1 ( M ( n-i) de menor custa incidente w v; entãa é a un ib  desses 

Para garantir que existe um matching perfeito no grafcr modificado, 

fazemos E = Ê U M ande M é a conjunto de arcas de um matching perfeito 

encontrado com um procedimento tipo Greedy. 

Em [35], Gretschel e Holland escolhem 5 5 N 5 10. A otimalidade global 

da problema 6 testada através da critério de custas reduzirlos. Se temos uma 

soluçiio 6tima do problema relaxado, então fmemús uma revisão dos custos das 

vmiixéis amitidw. Se a função abjetivo se redu~, i n t k  é necessário agsegaz a~ls 

~arihveis correspondent es ti, l.ela;lraçãoo. 

A determinação de cortes 4 feita com duas heurístices de 

Crtitschel-Hdlmd; a algaritmo de Padberg-Raa sb é iwada na caso em que 

mbas  heubsticss falham (isto gsrante a converg~ncia finite), 



Note também que por e s t a  t rabdhmdo com rnetodologia de pontos 

interiores, cada. vez que agegamos novos cortes ou novas vari6veis ao problema 

relaxado devemos fazer uma reiuliciaçíio do problema (encontrar um nova e bom 

ponto interior) antes de aplicw de novo o algoritmo inicio (ver Capitulo I1 e 111). 

Usamos um procedimento tipo Greedy para. encontrm um matching 

perfeito na subgrafo (V, 8) como segue: 

1) Encontrar u m a  ordenação (crescente) das arestas em E com respeito aos 

custoe. (Use por exemplo o algoritmo Quicksart). 

2) Encontrar um matching M - C È usendo a ordenação como segue: 

2.1 E~colher uma ordenação O. dos virtices, 

2.2 Mtirrcar todos os vértices como não-casados M := 4. 

Se i 4 r&-casadas então 

Encontre j com: 

cij = min(c--,: jl siio niio-casados) 
13 

Agregm (i, j) a M; M = M U ((i,j)). 

Mmm i e j como cmadoe 

i = i + l .  



Se M 118.0 é perfeito &"ao 

Para cada par de v6rtices i, j E V tal que: 

(i,j) E E - É e i, j sBo nao-caeados 

Farrer M := M U ((i,j)). 

2.6 (Viabilidade gmmtida) 

Para garantir a viabilidade do sub-prolrilerna definido sobre E, 
~BZWE=EUM. 

Note que ao fim1 deste prãcedimento ternos u m  matching perfeito 
M M sobre o subpfo  (V, E). No que segue, denotamos com x o 



vetor incidente de M. 

W.3.3 - &i~;gas;ão Inicial do PMP 

Seja M - C 2 - C E o matching perfeito inicial e xM seu vetor incidente. Note 

que cTxM dá uma cota superior do valor de: 

Sujeita a: A x = e  

-T Seja B = cTxM e defina a fun~ão objetivo modificada c x onde 
- 
c. = B - c. (e E É); então pela relação entre o PMP e PM, qualquer solu~ão 

6tima do problema: 

Sujeito a: Ax ( e 

é soluçh htirna da PMP. 

Na que segue, procura-se resolver o problema anterior. 

Nate que a problema pode ser escrito como: 



Sujeito a: Ax ( 5 

onde: 

e o problema relaxado que consideramos 6 :  

Sujeito a: Ãx 5 5 

O ponto inicial para resolver este problema com o algoritmo inicio 6 

escolhido como no Capltulo 11. 

O algoritmo melhora a solução xM do problema combinatbrio com um 

mredondamento da solução titima do problema relaxado x a uma solução vizinha 

do problema cambimtSrio. 

Com o medondan-iento das soluçães, temos que: 

i) Como a soluçk titima do problema relaxado pode nk corresponder a urn 

ponto vikvel do problema combinatbrio, o arredondamento assegura que a 



sduçIo obtida ao fina1 do algoritmo é urna soluçEo ijtims do pmblems 

combinstbtbrio e ngo uzn ponto gr6Xirno na emuolt6ria convexa perto desta. 

(ii) As rotinm de separaçk podem não ter que se chmdas ,  

- T M  T M  m M fi claro que kM:=-c  x = e  x -E-=B-E-=F@-m)/z é 
2 2 

wna cata superior do valor de 

M Se x # x entiio ar~edõlidmcrs x para encontrar um matching perfeito M 

M cujo valor camparamos com kM. Seka x o veto* de incidhcia de M. Seja 
- 

kM := - cTxM. Se kM < kM então atualisamos r* com xM e kM com kM. Se 

M M M k < z e n t S o f ~ e m o s x = x  , z  = k  , 



. Para cada pai de v4rticee i, j E V tal que: (i, j) E E - (E ü I$) e i, j sao 

não-casados 

Fsser hd = M U {(i, j)} . 

IV.3.5 - Rotinas de &pms&-i 

Suponha no que segue que a soluçiiú btima do problema relmado x 4 

fracionki~. Agora construlmos um grafo cwp~citado Gx o cwl represente a 

solução do PL. Clx ser& a entra.da dw fase de reconhecimento de cortes (ou plams 

cortantes) no algoritmo cia forma seguinte: 

Seja- Gx = (V, Ex) 

onde: 

Ex : = ( e €  É;x. > O) 

Defina as cwpacidades dos arcos como: 

p : E. -+ R+ 



tal que 

A salução Irtima da PL x i: fracim8ria e pastanto iliCo pertence a P(G). 

Desta forma temos que achar um plmo cortante. 

As rotinas cie seyaraç?io envolvem trgs estados: 

1) Defina. Ex como antes e use DFS (Depth First Search) para encontrar as 

campoiíentes dn grda (V, E*). Se qudquer das componeiítes fmpares 

(componente com um nfimero Impar de n6s) viola a correspo~~dente 

restriçh de corte finpas entfia agregar esta restrição i farmulaçãa. 

2) Se no primeiro passa nFia encontrmos nenhuma restriçãa violada, então 

definimos E: := {e E I?; x. > 0.3). Ueamos DFS para achar as 

cmpanentes da gi.afo (V, EX). Se qudciiier das componentes fmpares 

viola E\. correspondente restriçb de corte Impa.r en tk  agegamos esta 

restriçk R. formulaç%. 

3) Se nenhuma i-estrição de corte fmpar i: encúntrda nas dois passas 

anteriores. Entibo chmnm o procedimento de PADBERG-RAO [46]. 

Agora temos todas as condiçães para apresentar uma descrição 

esquemhtica da dgùritrna, As possfveis variaç ões da esquema geral dependem 



da6 implementa@es do mesmo. 



Em dgiins problemas o trato cam o nbmero de varikveis e/ou restriçães é 

proibido. I?, por ido que se faa, necessário tirar os valores de a l m a s  delas entes 

de formar o PL relaxada inicial. Mo casa da problerrla de matching pmfeitct 

temos urnrt saxihel por cada mesta do grafo; no grafo completo com m sirtices 

temos então Q(ma) varikveis. Mas é claro que muitas destas arestas não 

apmecem ao mat ching perfeito Stimo e portanto que s u u  cmspondmt e6 

vasiivei~ podem tom= vdor  zero. 

O PL inicial que se escolhe envdve um subconjunto de  restas E - C E 

formado por exemplo da seguinte forma: pma cada nb, enconimr ar; W aresta de 

menor custo que tem R. ele como extremof; . 2 é R. união destes ~ubcanjutitas. 

O N q w  escolhem Crãtschel-Hdlwd é 

5 ( N ( 1 0  

note que em gerd 1 5 N 5 n-i. 

M Usamos urn dgo~i t rno Greedy para determinar uma solução vikvel (x ) 

do PMP (ver IV,3.2). 



Caixa 3 

Usamo o dgmitmo início (Capitulo 11) para atualizar a soluçk do 

problema relaxado (x). 

Caixa i 

Se r # xM entao fazemos o arredondarnento de x para melhorar xM (ver 

IV.3.4). 

Caixa 5 

Caixa 6 

Ver IV.3.5, 

Caixa 7 

se encontramos plmos cortantes na caixa 6 então vamos caixa 8, caso 

contrhio vamos B caixa 12. 

Agregamas as restrições encontradas na caixa 6 e aplicamog o ~lgoritmu 

reiiiciaç% generalizado. Ao fin8.l deste, teinos um bom ponto interior desde o 

qud podemús aplicar o algoritmo inicia paxa atual i~w a aoluçãa da PL daxado.  



Caixa 9 

Nesta caixa checamos se o GAP E suficientemente pequeno. Se E assim 

vamos à caixa 10, caso contrtirio vamos iL caixa 3. 

Aplicamos ú critério de ci~stos reduzidas e determinamas se existem novas 

v~.riheis a serem agregadas. Se E assim, vamos i caixa 11, seniio paramos, 

Caixa. 11 

Agregamos as variáveis obtida na caixa 10 e obtemos um bom ponto 

interior (como no Clapltula 111) desde o qual podemos aplicar o aigaritrno início 

para atudizar a soluçibo do PL relaxado. 

Caixa. 12 

A soluçgo do PL relaxado é titudizãda. Se chegarme a ela desde a caixa 5 

aia 7, então calci~lmús um nova ponta. Nate que o algoritino idcin (Capl'tulo 11) 

pode ser aplicado neste caso, posto que o ponto x = xM satisfaz as condições 

dadas em 11.6. A folga a associada a x pode ser escrita cama cambinaçãa convexa 

das fdgm associadas WE sduções bãsica vikveis, i.e., B = I; Ák zh, Ai, I O, 
k 

ZI Àk = 1; e as coordendas de cada zk satisfaz: 
k 



Portanto que, para cada j = 1, ..., i1 



Depois do auge dos mÉtodos pontos interiores pwa resolver o problema de 

progamaç8.o linear, foi na.t.tuz.d o plaatean~ento sobre R aplicaçZo desta 

metùdologia. em 4zea.s como: otimizaçk cornbintitbria, programaçii;o quaclriti ca, 

complm ent miedade linear, pmoguatnaçiio convexa, et c. A ap1icaçã.o das id6ias de 

pontos interiores A. problemas combinat brios é limihda. 1st o deve-se 

fiilidment dmtvate as &fias dificuldadee do pr.úbleis~a de ~einida$o que tem que 

ser 1.esolvido numa metoclolo@a de planos cortantes paza. resolver o problema 

inteiro. 

Cada vez que um novo corte S encontrado, o ponto dessa iteração se faz 

não-viid e uma inicialização "eficiente" do dgoritmo ponto interior que seja 

usado 8 cijflcil. Nest a clíssertação t a.is ciificuld~des foram resolvidas, 0 s 

resdtdos obtidos tmto  a nhel tebrico como a. nhel de algoritmos, devem-se as 

reflexões sobre uma inicializaçX.o eficiente. Na classe dos algoritmos de trajetbria. 

central (usados aqui) uma. ini8aiizaç~o eficiente significa a obtmçgo de um 

ponto interior perto da. trajetbria centrd associada ao problema com gap baixo. 

Até agora. (julho de 1991) não conhecemos outro trabdho a nãci ser o de 

J. MITUHELL 1441 (tese de dmtwado defenclida em 1988 na Universidade de 

Cornell (USA)) que iacursione no problema da introduçtio dos algorjtmos de 

pontos interiores na rnetodologia, de planos cortmtes pwa resolver problemas 

coltllúinat6rios. Nesse trabdho apresenta-ee uma variante Kar~narkm para 

resolver o problema dud associado à relmaçb do problema combií~a.tbrio. Era 

geral, a maneira dele pensar no problema de reotimizaçk S a seguinte: a 



agregação de planos cmtantes na relaxação significa a agegaçãn de vasiheis ao 

problema dual, as quais com valor igual a zero permitem obter um ponto duai 

viável rrlesino que não seja interior; depois desde este ponto ele mostra como 

obter uma direção para achar um novo ponto ini;el.ior dual viável; mesmo que 

este ponta possa estas muito longe da solução btima da problema perturbado, o 

qual n h  6 nada bom. 

Pela nossa parte podemos dizer que os objetivos centrais da tese foram 

todos pknmente ~u~upsidos. 

Primeira 

Levantamos uma teoria consistente sobe o processo de reotimizsçãa na 

metoddogia de plams cortmtes com uso de pontos intesiores. 

Apresentamos gela primeira vez um algoritmo de pontos interiores tipo 

trajetória central de O(& L) (rn -número de restrições do PL e L o tamanho 

do PL) p arra a reiaiciação do problema. 

Descrevemos em detdhe uma aplicaçk de todos os resultados obtidos, 

atravis de um algoritmo de planos cortantes que usa pontos intcriorcs para 

resolver o bem codmido ymblerna de matching perfeito. 

Os resultados obtidos sobre reotirnização fazendo uso de métodos pontos 
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