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O problema Bin—Packing é um problema combinatério de grande importincia
tedrica e pratica. Surgido no inicio da décgmda de 70, tem sido tratado por varios cientistas e
pesquisadores € uma quantidade consideravel de artigos em revistas importantes vem sendo
publicada. Porém quase nada ainda foi escrito em lingua portuguesa sobre o referido
problema. Aqui, o problema Bin—Packing é analisado.

Inicialmente este problema é enquadrado no contexto mais amplo de Cutting &
Packing e uma abordagem exata do problema é apresentada. Por se tratar de um i)roblema
NP—arduo, uma atengao especial aos algoritmos aproximativos e suas performances, nio
poderia ser omitida. Como resultado, uma classe de algoritmos aproximativos decrescentes
off—line foi desenvolvida e suas performances avaliadas com relagio as heuristicas famosas,
como First Fit Decreasing e Next Fit Decreasing. Uma extensio natural para o caso
bi—dimensional do algoritmo chave dessa classe, denominado Maiores e Menores Decrescente
foi também desenvolvida. Tais a,lgoritnios apresentaram—se eficientes com o crescente
nimero de itens. Por dltimo, foi sugerida algumas idéias para aplicacdo dos algoritmos a

uma situagio particular de empacotamento de caixas na industria textil.
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This dissertation deals with the Biﬁ——Packing a combinatorial optimization
problem of great practical and theoretical importance. This problem has been brought to
light in the early 70°s and despite the huge amount of published papers found in the
literature almost nothing has been written in Portuguese.

The problem is characterized in' the wide context of the Cutting & Packing and
exact algorithmic approach is given. Since it is an }\IP—hard problem special attention is
given to the design and analysis of heuristics. This results in the research of a class of
decreasing aproximative algorithms off-line and their performance compared to famous
heuristcs such as First Fit Decreasing and Next Fit Decreasing. A natural extention to
bi—dimensional of this class’ key algorithm, named Maiores e Menores Decrescentes. This
algorithms are quite eficient when the number of items is increased. Finally, we introduce

some ideas for the use of this algorhtms to parti.cula,r situation of packing Textil Industry

boxes.



vii

INDICE

I. INTRODUGAO

II. 0 PROBLEMA BIN- PACKING : UMA ABORDAGEM EXATA
2.1 - Problema de 0timizagdo
2.2 - 0Bin-Packing Classico
2.2.1 - Enquadramento dentro do Contexto de Problemas
de Cutting e Packing
2.2.2 - Formulagdo Matematica do Problema Classico
2.2.2.1 - Formulagdo de Eilon e Christofides
2.2.2.2 - Formulagdo de Hung erBrown
2.2.3 - Formulagio de Problemas Relacionados
Uni- dimensionais [Variantes)

2.2.4 - 0 problema Dual

2.3 - 0 Bin-Packing Generalizado
2.3.1- Programagio Linear de Grande Porte
2.3.2 - 0 Programa Mestre
2.3.3 - 0 Procedimento de Geragdo de Colunas
2.3.4 - 0 Gap de Dualidade

2.3.5 - 0 esquema Branch- and- Bound

III. 0 PROBLEMA BIN- PACKING : ALGORITMOS APROXIMATIVOS

3.1 - Algumas Definigbes

3.1.1 - Algoritmos Aproximativos
3.1.2 - Garantia de Performance

3.1.3 - Medidas de Performance

3.1.4 - Esquema de Aproximagdo

3.1.5 - Algoritmos Pseudo-Polinomiais

01

05
05
07

09
12
13
23

25
28

30
32
34
36
37
37

42
42
42
43
43
45
46



viii

3.1.6 - Um Exemplo Completo: 0 Algoritmo NEXT FIT
3.1.6.1 - Performance de Next Fit
3.2 - Algoritmos Aproximativos Bidsicos Primais
3.2.1 - Garantia de Performance
3.3 - (Classes Gerais de Algoritmos Heuristicos
de empacotamento
3.4 - Histérico de performance do pior-caso
3.5 - Variantes do Problema Classico
3.5.1 - Mudanga nas Regras Basicas

3.5.2 - Mudanca na Funcéo Objetivo

IV. UMA CLASSE DE ALGORITMOS APROXIMATIVOS DECRESCENTES
4.1 - A Classe Proposta
4.1.2 - Complexidade Computacional

4.1.3 - Performance do Algoritmo Base

sem Refinamento
4.1.4 - Uma Melhoria em Maiores e Menores
Decrescente (MMDat)
4.1.5 - Algoritmos Refinados
4.1.6 - Resultados Computacionais
4.1.7 - Uma aplicagio pratica: 0 Programa COPYPLUS
4.2 - 0 Algoritmo IMMD para Maximizar o nimero de itens
Empacotados

4.3 - Detalhes de Implementagdo dos Algoritmos Propostos

V. ALGORITMOS APROXIMATIVOS MULTI- DIMENSTONAIS .
5.1 - 0 problema Bin- Packing Multi-Dimensional
5.1.1 - 0 empacotamento de Vetores

5.1.2 - 0 empacotamento de Hiper- Retdngulos

47
48
50
52

62
68
72
72
7

80
80
83

86

91
95
96
111

113
118

130
130
131
132



ix

5.2- 0 problema Bin-Packing Bi-Dimensional
5.2.1 - Algoritmos Aproximativos off-line 2D e
Performance
5.2.2 - 0 Algoritmo MMD Bi-Dimensional
5.3 - 0 estudo de um caso Tri-Dimensional
5.3.1 - 0 Procedimento Geral
5.3.2 - Fluxograma de execugdo do sistema
5.3.3 - Descrigdo da aplicaclo de Bin- Packing
uni- dimensional
VI. CONCLUSOES E SUGESTOES
VII. BIBLIOGRAFIA
VIII. APENDICE

133

134
138
148
149
150

151
153
157
162



CariTuro I
INTRODUGAO

Desde o inicio da década de 70 tem ha;vido um grande interesse na andlise de
modelos combinatoriais de problemas BIN-PACKING [42,43,44] e uma impressionante
quantidade de pesquisa sobre este assunto tem sido publicada na literatura desde entdo
quase todas tratando de algoritmos heuristicos (Cf. survey de COFFMAN, GAREY &
Jonnsox [14], o qual inclui uma bibliografia de mais do que uma centena de titulos
publicados somente até 1984). Originalmente o problema classico, uni—dimensional,
objetiva minimizar o niimero de "bins" (i.e., regides bem definidas, como: caixas, vagoes,
trilhas de um disco rigido, etc) de igual capacidade C necessirios para o acomodamento
de uma dada lista L de objetos, de magnitudes (e.g., de dimvenséo espacial: tamanho,
espessura, etc; de dimensdo ndo—espacial: tempo, palavra de computador, etc) nunca
superiores a C. Este problema, ou mais precisamente o problema de decisio "Dados C e
L, e um namero inteiro k, pode L ser empaéotado dentro de k ou menos bins de
capacidade C ?" é NP—4rduo no sentido forte (veja GAREY & JoHNSON [28], p. 124), e
assim é pouco provavel que exista até mesmo um algoritmo de otimizacio em tempo
pseudo—polinomial para ele, a nio ser que 7P = JNP. Por isso varios algoritmos
aproximativos simples e rdpidos que constroem empacotamentos préoximos do 6timo tém
sido propostos e estudados. Uma variante consiste em fixar o ntimero de bins e
maximizar a quantidade de objetos empacotados. Muitas outras variantes e
generalizacdes foram obtidas para este problema ampliando consideravelmente o escopo
de aplicacdes. Algoritmos Aproximativos tém sido construidos e analisados também para
as seguintes quatro modificacdes basicas: (1) Empacotamentos nos quais um limite é
fixado a priori no namero de itens que podem ser empacotados num bin; (2)
Empacotamentos nos quais uma ordem parcial é associada com o conjunto de itens a ser
empacotado e restringe a maneira pela qual os itens podem ser empacotados; (3)

Empacotamentos nos quais restrigdes sdo colocadas nos itens que podem ser colocados



num mesmo bin, e (4) Empacotamentos nos quais os itens podem entrar e sair num bin
dindmicamente.

O interesse por este problema aparece por sua aplicagio em diversas situacdes
praticas, como alocagio de dados em computagio (p. ex., alocagio de arquivos de dados
em trilhas de um disco rigido; prepaging — Efragées de uma pigina representando
segmentos de programas dentro de piginas de memoria; table formatting —
empacotamento de "strings" de comprimento varidvel dentro de palavras de
comprimento fixado, etc.); em cutting—stock (p. ex., cortes de vergalhdes usados na
construgio civil; de pedagos de canos ou tubos; de tecidos; de vidros, etc) e programagio
de eventos (ordenagio de tarefas independentes, para minimizar o nimero de maquinas
neceésérias para completar todas as tarefas satisfazendo um dado limite de tempo
"deadline", em um sistema de processadores paralelos — computagdo paralela — vizando
minimizar o nimero de processadores ou minimizar o "makespan", etc). Tantas outras
aplicagbes comerciais (como carregamento de caminhdes, designagio de programas em
estacdes de televisdo, etc.) podem ser-encontradas em Browx [6].

Esta dissertacio é organizada como segue: O Capitulo I, contém uma breve
introdu¢do sobre o desenvolvimento e interésse pelo problema. No Capitulo II,
resumidamente fazemos uma revisio de conceitos sobre a terminologia associada ao
estudo de modelos combinatoriais mostrando em seguida a posi¢io deste problema
dentro do contexto da classe geral de problemas de Cutting & Packing. A partir dai,
uma abordagem exata do problema classico de Bin—Packing é iniciada pelos primeiros
modelos desenvolvidos e culminando com um modelo matematico generalizado de bin
packing, baseado no trabalho de Lewis [53]. Diversas técnicas exatas conhecidas na
literatura sdo abordadas, tais como Programac¢io Linear Generalizada, o método
Branch—and—Bound e Relaxagio Lagrangeana que emprega a teoria de funcdes
nao—diferencidveis no problema dual Lagrangeano semelhantemente como ji ocorreu
com outros problemas de otimizacio combinatéria. Isto se justifica aqui, porque muito
pouco se tem escrito sobre a obtencio da solug?ao% exata. De nosso conhecimento, somente

os trabalhos de E1LoN & CHRISTOFIDES [22], HuNG & Brown [38] € MARTELLO & ToTH [58]



para o problema Cléssico, e LEwIS & PARK [54] ;para o modelo generalizado atendendo
algumas variantes, fornecem procedimentos exatos.

No Capitulo III, fazemos uma revisio da terminologia empregada no estudo de
algoritmos heuristicos para problemas NP—completo, definindo o que significam termos
como "algoritmos aproximativos", "garantia de performance", "comportamento no
pior—caso", "esquema de aproximagio", etc. Em seguida, fixamos inicialmente a atengéo
no problema clissico e nas heuristicas basicas, desenvolvidas por D. S. JOunsox et al.
[44], que serviram de suporte para a consolidagio e validade do emprego de algorimos
aproximativos polinomiais em problemas de otimizacio NP—4rduos. A prova do limite
de performance do pior—caso para o conhecido algoritmo First—Fit usa como suporte
uma fungio de peso e possui um conteido matematico um tanto complexo, e assim uma
melhoria de entendimento, pela consulta em divérsos artigos que tratam deste assunto, é
apresentada, pois conforme cita COFFMAN [11] "é comum escutar reclamagdes que,
embora as fungoes de peso sejam capazes de verificar a corre¢do na prova de limites
assintoOticos, suas origens como também a idéia das provas, ficam envolvidas em
mistério...". Menciona—se ao final do capitulo, os resultados mais recentes na anAlise de
pior—caso para o0 problema uni—dimensional; as classes gerais de problemas de
empacotamento e suas variantes visando mostrar o desenvolvimento do estudo deste
problema para o caso unidimensional.

A grande maioria dos algoritmos aproximativos de bin—packing, com raras
excegbes (e.g., algoritmo Next Fit Decreasing, First Fit Increasing), trabalham
considerando um preenchimento simultineo dos bins, ou seja os bins somente sdo
considerados completos quando nio existir mais nenhum elemento na lista para ser
alocado. As vezes, no entanto, principalmente em produgio em série, torna—se preferivel
que o empacotamento seja on—line em rela¢io aos bins, isto porque enquanto um novo
bin estd sendo preenchido, o anterior ji estd tomando outro destino (p. ex., sendo
armazenado). No Capitulo IV, propomos uma classe de algoritmos aproximativos, do
tipo off-line em relagio a lista de entrada e on—line em relacio aos bins, para o

problema classico, originada de um algoritmo mais simples o qual denominamos de



MMD (Maiores e Menores Decrescente). Um algoritmo Iterativo MMD é construido e
seu desempenho estudado, para atender a variante do problema que fixa os bins e
maximiza 0 niimero de elementos empacotados. Ao final do mesmo comentamos a
respeito de um software desenvolvido para copias eficientes de disquetes a partir de um
disco rigido.

O Capitulo V é uma pequena revisdo do problema Multi—Dimensional, sendo
grande parte relacionada com o caso Bi—Dimensional, especificamente aos algoritmos 2D
off-line. Neste, um algoritmo BI-MMD ¢ desenvolvido como extensio natural do
mesmo algoritmo uni—dimensional, sendo idealizado para aplica¢des onde possam ou nio
ser permitidas uma rotagio de 90° nos itens retangulares. Os resultados da qualidade do
algoritmo é feito empiricamente sobre dados gerados aleatoriamente. Por ltimo,
abordamos uma aplicagdo pratica 3D para empilhamento de caixas em cima de lastros
de caminhdes (modelo aplicado & Industria Textil).

O Capitulo VI faz a conclusio do trabalho, oferecendo em adigiio sugestdes
para futuras pesquisas. Em Anexo, a demonstracio das propriedades da fung¢io de peso

w(z) apresentadas na prova do teorema 2.



Carituro 11
O ProBLEMA BiN PACKING : UMA ABORDAGEM EXATA

2.1 Problema de Otimiza-ga'o

Um problema de otimizagdo combinatoria P é um problema de maximizagio

ou de minimizagio caracterizado por uma terna P = (E 25 I P), onde:

EP ¢ um conjunto de instincias de P;
SP ¢ um mapeamento sobrejetor que associa a uma instincia IEEP um

conjunto finito SP(I ) de todas as candidatas a solugdo (i.e., solugdes

vidveis) para I,

m ¢ uma func¢io que atribui a cada instdncia IEEP e cada candidato a
solugdo 0€S,(I) um niimero racional positivo my(Le) chamado valor

solugdo para o.
Para cada IcE pO valor 6timo m; ¢ definido por
*
m, = MELHOR { m (L) : 0€S (1) }

onde MELHOR pode ser MAX ou MIN dependendo se o problema é de maximizacio ou
de minimizag¢io. Dado que SP(I) é finito, deve existir a0 menos uma solugio O'*ESP(I)
tal que m P(I,cr* ) = m* , e tal solucio é chamada solugdo Gtima. Denominaremos, no
restante do trabalho, OPT(I) a mP(I,cr*).

Constitui um problema combinatorial, qualquer problema de programagio

inteira com a seguinte formulagio:



(PPI) Minimizar z = ¢x
8.a.
Ax<b
Dx=e

x e {0,1}"

onde A é uma matriz mxn, D é uma matriz kxn e ¢, b e e sdo vetores de
dimensdes compativeis. Assim dada uma instincia I de (PPI) a todo elemento de Sp(I)
corresponde uma solucdo inteira.

Para a maioria dos problemas combinatoriais formulados desta maneira ndo
existe, ou nio se conhece, algoritmé limitado polinomialmente que ache uma solugdo

oeS, com valor objetivo z(c) tal que tenhamos para todas as instdncias do problema

%
Z

%
u(gl‘«;, Veso0

(Saxxr & GonzALES [65]). Tais problemas sdo denominados NP—4rduos (Fig. II.1), i.e, o

esforco computacional que o algoritmo faz para encontrar a solugdo exata nio é menor

do que uma exponencial no tempo.

Indecidiveis NP-Completo

Exponencizis

NEzxzdiuo NE

F1e. I1.1: Classes de Problemas.



2.2 O Bin Packing Classico

Formalmente o problema classico uni—dimensional pode ser estabelecido, como

um problema de otimizagio, da seguinte maneira: Dado um conjunto finito ou lista de

itens L = {a .,an} juntamente com uma fungiio s a qual associa a cada a,€L um

g
valor (p. ex., tamanho do ftem) s(a) obdecendo 0 < s(a) < C, e B, B,,..., uma
seqiiéncia infinita de bins ("mochilas") de capacidade comum igual a C. Determinar o
menor inteiro k tal que exista uma particio B = {6‘1,6‘2,...,Ck} de L, i.e.,
L= C1U02U"'Uok’ Cian = ( Vi#j, satisfazendo Eaec,]s(a,) < C paracada j, 1<j<
k. Cada conjunto CJ.‘ é pensado como sendo o conteiido de um bin BJ. , € como se vé a
intencdo é minimizar o niimero de bins necessarios para acomodar os n itens de L, sem
sobreposicio.

Como um Problema de Decisio: Dado L e um inteiro %k Pode L ser

empacotado dentro de k£ ou menos bins ?

= a,'l,a,z,...,a,n}

Fie. I1.2: O Problema Bin—Packing Classico

Em termos abstratos, e para fins de analise matematica, o problema pode ser
estabelecido com o seguinte enunciado:

Dada uma lista L de n nameros reais ém (0,1], colocar os elementos de L em
um nimero minimo L* de "bins" de tal forma que nenhum bin contenha niimeros cuja
soma exceda 1.

Neste trabalho, como é usual, simplificaremos o formalismo usando sempre os

mesmos simbolos para itens e seus tamanhos.



O problema Bin—Packing modela uma variedade de situagdes do mundo real.

Alguns exemplos comumente citados sio:

Em ciéncia da computagio (D. S. Jouxsox et al. [44]):

e Table formatting. Os bins sio palavras de computador de tamanho fixado
em k bits. Supondo que existam itens de dados (p ex., bit de string de comprimento 6,
caracter de string de comprimento 3 bytes, inteiro de meia—palavra) requerendo ka 7
ka PRy ka,n bits, respectivamente. Deseja—se colocar os dados no menor niimero possivel
de palavras.

e Prepaging. Os bins, agora, representam paginas e os niimeros na lista L

representam fracoes de uma pigina requerida por segmentos de programas 0s quais

deveriam aparecer numa inica pagina, p. ex., loops internos, arrays, etc.

e Alocacio de arquivos. Arquivos inteiros de varios tamanhos sdo colocados,

sem quebra, no minimo possivel de trilhas de um disco rigido.

Na Indiistria (BRowN [6], CHVATAL [9]3:

e cutting stock uni—dimensional, p. ex., cortes de canos, tubos, tibuas, papel,
tecidos, etc.). Suponha, por exemplo, que um cliente necessite de canos de tamanhos

diferentes L = {a .,a,n} e o armazém local sé dispée de canos de tamanho padrio

g
- (i.e., bins). A encomenda seria comprar o menor niimero possivel de canos padrdes para

cortd—los a fim de atender a demanda L (veja Fig. I1.3).

e Ordenagio de tarefas independentes (scheduling). Os bins representam
méaquinas ou processadores (computacdo paralela) e C é o limite miximo de tempo pelo
qual todas as tarefas devem ser completadas. s(a,z.) é o tempo de processamento
requerido pela tarefa a, . O problema é determinar o menor nimero de processadores

necessarios para executi—las dentro de um tempo limite estabelecido (deadline).

o Carregamento de veiculos (determinag¢io do niimero) com um dado limite



de peso e designagao de comerciais para intervalos em estacdo de televisdo.
Todas estas situagdes podem ser igualmente vistas pelo exemplo da Fig. I1.3:

Corte de barras de ferro na construcido civil

( 0
( : : o  bins = estoque de barras
( 0o (em metros)
10
=0
—_0 (—0 ( 0 )
-0 (—o ( : —0 L = barras menores (itens)
=0 (=0 e ( —0 requeridas
0.5 0.6 5
Processo de Corte:
(0 (0« 0 (T 0 0
0.5 0.6 1.1 3.2 4.6
(C———0 (C—————0 (——— 0 (—o0
2.5 2.5 4.6 4
N— . ~ : V]
Combinacoes Possiveis Trim loss

Fi6. I1.3: Cutting—stock

Infelizmente, o problema Bin—Packing (BP) é NP—arduo no sentido forte
(transformagdo de 3—PARTITION, cf. GAREY & Jounson [28]) o que significa que nem
mesmo um algoritmo de otimizacio em tempo pseudo—polinomial pode ser achado a

menos que 7 = AP.

2.2.1 Enquadramento dentro do Contexto de Problemas de Cutting e Packing

O termo bin packing foi introduzido, por D. S. JouNSON em [43], em

substituicio a loading, para tratar da designacio de arquivos de dados de determinados
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comprimentos &s trilhas de um disco rigido. A partir dai tornou—se moda usar este
termo para varios outros problemas relacionados al packing, principalmente quando se
faz um estudo de heuristicas. Por exemplo, varios artigos sobre BP tratam de assuntos
da 4rea de scheduling, assembly line balancing, memory allocation e cutting—stock, e
devido a forte relagdo entre eles, quando sdo vistos sob a 6tica de empacotamento, sdo
rotulados como bin packing, variantes ou generaliza¢des do mesmo.

Mais recentemente DYCKHOFF [22],. fez um diagrama relacional (Fig. I1.4) de
problemas de cutting e packing (C&P), que sdo bastante usados na literatura sob
diferentes nomes, embora possuam a mesma estrutura légica (Tabela 1). Este estudo
procura integrar as varias espécies de problemas e unificar o uso de conceitos que sdo
empregados indistintamente. Enquadra—se neste contexto o problema de Bin Packing

também referido como dual bin packing, strip packing, vetor packing e knapsack

(packing).
CLp
dimensoes dimensoes
espaciais n—espaciais
+ dualidade -
cutting Packing de pP. ex. p. €X. p. €X.
(stock) de:| |bins: e carregament o
e papel e plataforma de veiculos e 1ine balancing| |e memory alloca—
e madeira e containers e carregament o e mu ltiprocessor tion for data
e metal e caixas de mochilas s ¢ heduling storage
e vidro e vagoes '
® couro e veiculos
e tecido e mochilas
e etc o etc
Trim 1 .
B F1¢. I1.4: Diagrama de CE&P

Para mostrar resumidamente, a forte relagio existente entre alguns problemas
de C&P, sejam as seguintes 4 caracteristicas principais com seus respectivos tipos mais

comumente citados denotados com os simbolos indicados:
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1. Dimensionalidade
1) Uni—dimensional.
2) Bi—dimensional.
3) Tri—dimensional.
N) N—dimensional com N>3.

2. Espeme de designagido
Todos os objetos maiores (bins) e uma selegio de pedagos menores (itens)
S Uma selecio de objetos maiores e todos os pedagos menores

3. Classifica¢io de objetos maiores
U) Um objeto

I) Formatos idénticos

D) Formatos diferentes

4. Classificagio de pequenos itens

P) Poucos itens (de formatos diferentes)

M) Muitos itens de muitos formatos diferentes

R) Muitos itens de relativamentes poucos formatos diferentes (nfo—congruentes)

C) Formatos congruentes
onde formatos congruentes sio figuras geométricas de mesma forma e tamanho diferindo
no miximo com respeito a orientagdo (e posi¢io), somente no caso multidimensional.

Combinando estes tipos de caracteristicas obtem—se 96 diferentes tipos de

problemas C&P abreviadamente denotados pela quadrupla «/f/7v/6. Qualquer auséncia

de simbolo para uma caracteristica significa que qualquer uma das possibilidades ¢

possivel.

TABELA 1
Alguns problemas de C&P e tipos combinados correspondentes
Nome . Pertence ao tipo
Knapsack Classico 1/T/U/
Bin Packing Classico 1/S/I/M
Cutting Stock Classico 1/S/1/R
Pallet % lataforma) loading 2/T/U/C
Knapsack multi—dimensional T/U
Dual Bin—Packing 1/T/I/M
Vehicle loading 1/S/1/P, ou1/S/I/M
Container loading : 3 /S / I ou 3/T/U/
Bin Packing bi—dimensional
Cutting Stock bi—dimensional (comum) 2 / S / I /R
Cutting Stock Geral ou Trim Loss : 1,2,3//
Assembly line balancing 1 / S/I/M
Multiprocessor scheduling 1/S/I/M
Memory allocation 1/8/1/M
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Como torna—se aparente pela notagio empregada, os problemas classicos
bin—packing, cutting—stock e vehicle loading pertencem ao mesmo tipo combinado
considerando as 3 primeiras caracteristicas. O que muda essencialmente entre eles ¢ a
classificacio dos itens. Considera—se, p. ex., CHVATAL [9, p. 198], que no problema de
cutting—stock a lista de demanda possui muitos itens, porém relativamente poucos deles
tém tamanhos diferentes. Para o problema bin—packing, ao contrario, considera—se que
existam muitos itens a serem manuseados, onde muitos deles possuem diferentes
tamanhos. Em vehicle loading somente poucos itens sdo considerados. Mas, sdo conceitos
relativos sem um limite definindo _quando usar um ou outro termo para o mesmo
problema.

Por outro lado, como citamos no ‘inicio, line balancing, multiprocessor
scheduling e memory allocation pertencem ao mesmo tipo combinado como o classico
bin—packing. A diferenga entre eles refere—se a caracteristicas outras além destas
basicas. Por exemplo, em line balancing, além destas caracteristicas existe uma ordem

de precedéncia para os itens.

Embora os termos tenham sido usados indistintamente na literatura, o que nos
parece mais apropriado para distingiiir bin—packing (ou cutting—stock) de loading (ou
multiplas—mochilas) é que no primeiro todos os itens devem ser empacotados (ou
cortados) objetivando minimizar o nimero de bins (ou pedagos de estoque), enquanto
que no segundo nem todos os itené, necessariamente, precisam ser empacotados e o

objetivo é minimizar (ou maximizar) o valor dos:itens carregados.

2.2.2 Formula¢io Matematica do Problema Classico

Na literatura, pelo que temos pesquisado, somente quatro formulacdes do
problema bin—packing classico sio apresentadas com algoritmos exatos. Uma estd no

trabalho de EiLov & CurISTOFIDES ([22], 1971) sob o titulo de "Loading Problem", a



13

outra no trabalho de Huxe & Browy [38] e também no de MARTELLO & Toth [58], a
quarta no trabalho de LEwS & PARKER [54] para um modelo matematico generalizado de

bin packing.

2.2.2.1 Formulagio de Eilon e Christofides ([22], 1971).

Neste trabalho foram propostas varias formulag¢ées do problema bin—packing,
algumas com restri¢des, e também algumas generalizagOes, assim como formulagoes de
outros problemas relacionados. Alguns objetivos e situagdes, mostrados naquele
trabalho, consideram que existem vetores do tipo (ai,ui), onde 2. e u, (i=1,...,n) sio,
respectivamente, as magnitudes e os valores dos itens ; e do tipo ( CJ.,VJ.), onde CJ. e v,

(7=1,2,...,n) sdo, respectivamente, as capacidades e os valores das caixas.

Objetivos:
[O,] Objetivo baseado em caixas
(a) Minimizar o niimero de caixas usadas;
(b) Minimizar o valor das caixas usadas;
(c) Minimizar o espago nio usado (ou seu valor) das caixas

parcialmente usadas.

[0,] Objetivo baseado em itens

Minimizar o niimero (ou valor) dos itens nio acomodados nas caixas
[O,] Objetivo Combinado

Minimizar conjuntamente o valor das caixas escolhidas e valor

dos itens nido acomodados.
Situagoes:

2 C.> Ea. e todos os itens podem ser acomodados nas n caixas;

ou EC > 2&2. mas nem todos os itens podem ser acomodados, ou

20<2
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Destas consideragdes, a seguinte matriz de problemas pode ser formada (veja

0

1
0. @
a|blec 2 3
81123——
Sz——-4-=56

Fie. I1.5: Matriz de Problemas de CéP

Os Problemas:

(1) é o bin—packing clissico com capacidades diferentes;

(2) é uma variante do Problema 1,

(3) é o Problema 1 (ou 2), com imposi¢io de folga minima;

)
)
(4) é um problema de loading, com imposi¢io de folga minima,;
(5) € o problema de miltiplos—knapsacks

)

(6) é um problema mixto de loading e miltiplos—knapsacks;

(a) Carregamento (loading) de Caixas de mesma Capacidade

Entretanto, naquele trabalho, somente a formulagio sobre o problema classico

(CJ. = (), apresentada a seguir (no caso, com preprocessamento de itens) foi resolvida

por um procedimento exato:

¢ n
(BPC1l) Minz = 2 p.z x..
j i
j=1 1=1

S.a.

n
2 57X, < CJ j=1,..4
i=1
{
2,. x.=1 i=1,.,n
ij
j=1

(IL1)

(IL2)

(IL.3)
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onde: { limite no ntimero de bins para ndo sobrar itens (p. ex., {=n,
como no texto original, ou algum valor encontrado por um
algoritmo aproximativo primal). :

P. peso atribuido aos bins, tais que Pj+ > Pj >0 (p. ex,
Pj+1 = a.Pj sendo Pj =1 e o o menor numero de itens que
pode ser empacotados em um bin).

s. 6o tamanho dos itens i.
C. capacidade do bin j.

x.. varidvel binaria igual a 1 se o item i é designado ao bin j,
e 0 no caso contrario.

As restrigdes de knapsacks (IL.1), expressam que o conteido total de todos os
itens i (i=1,...,n) designados para um bin j (j=1,...,{) nio deve exceder a capacidade
comum C dos bins. As restri¢des de miultipla escolha (II.2), assegura que cada item é
designado a um e somente um bin, e além dissc; nio deve sobrar nenhum item sem ser

empacotado; e (I.3) sdo as restri¢des de integralidade.

E interessante notar nesta formulacio a atribui¢io de pesos em cada bin, de
maneira que quanto maior o indice do bin maior o peso. Isto elimina a necessidade de
usar outras varidveis para indicar o uso de um bin, pois, fica assegurado que o menor
ntmero de bins serd usado. O procedimento exato apresentado para resolver este

problema é uma variagio do algoritmo de enumeragio implicita de Balas [5].

Outras técnicas de solugio:

(i) Relaxagdo Lagrangeana
A formulacio de (BPC1) se assemelha com a do GAP — GENERALIZED
ASSIGMENT PROBLEM (cf. Mivoux [62]), com a particularidade que os pesos dados

aos bins indexados estio em ordem decrescentes de valor e suas capacidades de



16

armazenagem sio todas iguais (ou seja, C = C Vj).

Isto sugere que uma outra maneira de resolver este modelo é através de
Relaxacdo Lagrangeana sugerida por GEOFFRION [31], que passaremos a aplicar
teoricamente. A relaxagdo Lagrangeana forte para o GAP §é obtida (cf. GuigNARD &

ROSENWEIN [34]) relaxando as restrigdes (II.2). O problema Lagrangeano é como segue:

{ n
(PR,) Minw = 22(Pj—,\i)xij+ i,\i
i-1

j=1i=1
s.a.
n
2 sx..< C . j=1,..,¢
Y
i=1
X, € {0,1} Vi, j

Dado um valor para cada A (PR)\) se decompde numa colecio de £

problemas de mochila 0—1, um para cada bin j. Isto &

n 3
7). = Y £ — problemas tipo
(PR): 1124{”& Wi = 2()‘2' PJx: < Yochila 01
== i=1
§.a.
n
ZSX.. <C
1 Yy
i=1
X; 5 € {0,1} Vi, j

O valor da fungdo objetivo do problema Lagrangeano para este valor de ) é:

I n
v(PRs) = - EV(PRJ) ; Ef\i
i-1

j=1
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Para achar o A 6timo, é necessario resolver o problema dual Lagrangeano, o que pode ser

feito através de algum método de subgradiente. O dual Lagrangeano é dado por:

Dual Lagrangeano: Max { Min w }.

irrestrito

Usualmente, para resolver problemas deste tipo, trabalha—se com o método de

subgradiente de HELD, WOLFE & CROWDER [35].

O valor da solugio 6tima do problema Lagrangeano fornece um limite melhor,

no valor da fun¢io objetivo quando usado no método branch—and—bound (em cada nd de

enumeracio), do que o problema primal continuo conforme mostra a rela¢do abaixo:

V4

rel. linear

< v(PRy*) <z

*

< v(heuristica)

A figura a seguir ilustra o funcionamento do método subgradiente:

Iteracio k> o0— |

Se |v(PR)) - Z| < TOL. Pare, PRI

l

v(PR,*)

F16. I1.6: Resolucdo do Dual Lagrangeano

PRI
/ N\,
k
i D ij
U
A N
L k_y EZ o
i~ j=1"1j
/\k+1 _/\k+ Bk '
A4 TN T %Y
k+1
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O que o esquema acima diz é o seguinte: Na iteracio k>0, defina o vetor

subgradiente ((‘311() como
l
F=1- 2 X1, )
1 1]
j=1

onde x;‘j é a solucio de PR’ baseada em /\li(. Entdo, o préximo vetor A é, para cada
componente
k+1 kK, ¢
A =max {A; + aka’;, 0},

onde oy ¢ o passo determinado da mesma forma como em [35] e 611( é uma dire¢do do
subgradiente de V(PR/\) em A = X Uma vez A\**! tenha sido calculado voltamos a
calcular os £ problemas da mochila. O procedimento gera limites na fungio objetivo que
se alternam (i.e., nio sio melhorados monotonicamente) e frequentemente termina
quando atinge um ntimero de iteracdes arbitrdrio ou alguma tolerincia é satisfeita (p.
ex.,, dif = |V(PR,k+1) — Z| < TOL , onde TOL é um pseudo—salto de dualidade

méaximo admissivel); ou, o que é o ideal, se | 6k|| = 0.

Recentemente, GUIGNARD & ROSENWEIN [34] sugeriram que a resolugio do dual
Lagrangeano do GAP fosse feita por um algoritmo dual ascendente Lagrangeano ao invés
de otimizagio por subgradiente, pois, em cada iteragio deste método hd uma melhoria
monotdnica no limite obtido i.e., v(PRA) aumenta. Esta técnica possibilita ajustar
somente alguns poucos multipliéadores ou varidveis duais em cada n6 da enumeragio se
implantada dentro de um esquema branch—and—bound e, portanto, traz uma vantagem
computacional, tanto em termos de meméria como em melhor desempenho no
processamento. O namero de passos ascendentes por nd de enumeragio €
significativamente menor do que o nimero de iteragdes subgradientes requeridas para
resolver um idéntico dual Lagrangeano. Funciona basicamente, da seguinte maneira: Se

uma soluc¢io Lagrangeana viola uma restricio necessaria para viabilidade primal, entdo o
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multiplicador Lagrangeano associado com aquela restricdo é ajustado no problema dual,
resultando num melhoramento do limite Lagrangeano. Os multiplicadores sdo ajustados
pela regra:

)\k+1 _ )\k n O‘k'dk’
onde d* 6 uma, direcdo de subida avaliada pela troca de multiplicadores correspondentes

as restri¢des violadas. Como efeito do ajustamento hi um aumento em V(PR )‘) através

do termo

{

;)\i[l— z exij].

j=

Desde que a solugio x fique inalterada, V(PR)\) continua a ser aumentado pelo ajuste
dos multiplicadores, sendo um problema especifico a determinagio de um ajuste 6timo.
O problema Lagrangeano (PRA) ¢ resolvido para determinar o valor de AX -, para
alguma restri¢do s violada que resulte numzi mudanga da solugio 6tima x. Na verdade,
os passos ascendentes criam solugbes Otimas alternativas. Apds término de subida na

direcdo
A {
1-— z X ..,
s]
=1 .

nova iteracio é iniciada. Quando nfio h4 mais dire¢Ges ascendentes o processo termina

mesmo que uma solugio dtima dual nfo tenha sido encontrada.
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(ii) Decomposigdo Lagrangeana

Se as restricbes x =y e Vi = 0 ou 1, Vi,j, sdo adicionadas a (BPC1) e as

{
varidveis nas restricbes X X = 1 s3o renomeadas de x para y, a decomposi¢do

j=1
Lagrangeana para um multiplicador Lagrangeano p arbitrario, é obtida e dada por:

(ORL)  Minw =ZZ(P -1 +ZZ%J i

j=1i=1 j=1i=1
s.a.
n
Z SIXIJS_ C.. i=1..,¢
i=1
X € {0,1} Vi, j
{
2 y;=1 i=1,..n
j=1
yije {0,1} Vi,j

(BPC1) se decompde nos problemas:

(D1) Min w ZZ(P Bo)%

j=1i=1
S.4a.
n
Z 5%, C, =10
i =
izl
x,. € {0,1} Vi,j
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{ n
(D2) Minw = zvzuﬁyﬁ

j=1i=1

S.4a.

, ;
:z: i=1..n
o
Yy

e {0,1} Vi,

O dual Lagrangeano, neste caso, é:

Mﬁx V(DRL#) = Mﬁx v(P1) + MI%X v(P2)

Entretanto, ndo ha nenhuma vantagem em se trabalhar com este problema dual, porque

os problemas envolvidos nfo sio faceis de serem resolvidos.

(b) Carregamento (loading) para Caixas de Capacidades Diferentes

E dado um ntmero grande N de bins (caixas grandes) de diferentes
capacidades e um conjunto de 7 itens (caixas pequenas), onde apenas uma dimensdo as
diferencia. O que se deseja é determinar o menor nimero de caixas grandes que absorva

todos as n caixas pequenas, ou seja, atender o objetivo Ol(a,).
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CAIXAS
MATIORES
DIFERENTES

I

CAIXAS
MENORES 8

, [ 1 ] 2 T 3 4 5 6 !

i 7 7 7

A formulagio mateméatica deste problema foi apresentada como segue:

N
(BPC2) Minz = z Yy

VARG

j=1
5.a.
n
Zs:c..gC j=1,...N
7=

i=1

N

V z.. =1 1=1,...,n

hmad 7]
=

n

< Dy. j=1,...,N 4

z z,; < ﬁy] i=1,.., (I1.4)
i=1

Y;» 2 €{0,1) Vi, j

1 se a caixa j é carregada com qualquer item,
onde: Y. =
J 0 se a caixa j estd completamente vazia.
3 >> n.

A restrigio (I1.4) garante que nenhum item seja alocado numa caixa cujo Y= 0.
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A introducio das varidveis yj deve—se ao fato que as caixas agora nio podem ser
penalizadas como antes e o limite superior £ # N para o nfimero de caixas nio pode ser

considerado.

O problema de bin—packing para este caso, como proposto por FRIESEN &
LANGSTON [27], considera ainda a possibilidade de se atribuir ao bin custos proporcionais

ao seu tamanho, o objetivo corresponde a minimizar o custo total de empacotamento.

2.2.2.2. Formulacio de Hung e Brown ([38], 1978).

E uma modificacio da formulagio anterior do problema cléssico admitindo—se
ainda que os bins possam ter ou nio diferentes capacidades C] (j = 1,.,0. A

formulagio é apresentada como segue:

¢
(BPC2)  Minz :Ey

VARG
j=1
s.a.
n
2 5% = Y J= 1yt
i=1
{
z.. =1 1=1,....n
i
j=1
yj) "'BZJ € {0) 1} VZ,]

Quanto ao algoritmo desenvolvido e método de solugio usa basicamente
enumeracio implicita juntamente com uma caracterizacdo de matrizes de alocagdo e
varias regras que evitam redundancias nas alocglgées. £ feita uma anilise comparativa
em termos de tempo de solucio com a heuristica apresentada por Eilon e Christofides
em [22] para bins de mesma capacidade e também para capacidades diferentes

uniformemente distribuidas em um intervalo previamente estabelecido.
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Utilizou—se ainda, para melhorar a eficiéncia do algoritmo, a Relaxacdo Lagrangeana. O

problema dual Lagrangeano foi estabelecido como:

{ n {
Max Min Ey. + 2,\.[1 _ 2 z.]
3 - ) J ) 1 y 1]
j=1 i=1 j=1
S.a.
I]. i
< =1,...
2 83, < ij. j=1,..0
i=1
z,. € {0,1}, y; € {0,1} Vi,

Assim, dado um valor para cada A (PR /\) se decompbe numa colegio de L problemas

de mochila 0—1, um para cada bin j. Isto é, para cada 75, tem—se que resolver:

n
1. y 3 { - problemas tipo
(PRY): Max w’ = 2 A% Hochila 01
=
5.a.
n .
< O =1,..
281% - CJ =Lyt
i=1 : -;
z, € {o0,1} Vi,

n
* s %k e sy ,ye 1
Tomando—se Ty © v = 2 /\imij , como a solugio 6tima e o valor 6timo em (PRY),
i=1

respectivamente. Obteve—se, para cada 7

* .
yj— 1 e mz.j— mij para i=1,..,n, se 'yj> 1, .

y; = 1le z, = 0 Vi, caso contrario.

Para encontrar /\*, resolveu—se o problema dual Lagrangeano pelo método de HELD,
WoLrE & CROWDER [35]. Porém, a experiéncia computacional obtida naquele trabalho

ndo recomenda a utilizacdo desta técnica neste tipo de formulacio do problema.



25

Recentemente MARTELO & ToTH ([58],1990) publicaram um livro que traz o assunto de
bin—packing como um capitulo especifico (capitulo 8), inclusive fornecendo um software
desenvolvido em FORTRAN de um algoritmo branch—and—bound por eles desenvolvido,
para a resolucdo desta formulagio matemética exposta em Hune & Browx ([38],1978). O
algoritmo, denominado MTP, faz uso na estratégia de branching, do algoritmo "first—it

decreasing”.

2.2.3 Formulagio de Problemas Relacionados Uni—dimensionais [Variantes).

Em 1975, INgARGIOLA & KORSH [40], apresentaram um algoritmo enumerativo
para resolver o problema relacionado de loading com mualtiplas mochilas 0—1, o qual
admitia a possibilidade de sobra de itens na solucio étima. A formulagio do problema

considerado aparece como:

L

. _ n
Min 2z = 2j:12z‘:1pi :vz.j
$.a.:
El:_s.z.. < C. 1 =1,...,n
J=1"7"1%] J
n :
¥ T < 1 j=1,.,¢ (IL.5)
1= 1,...,n
v, € {0,1) iz 2%
onde: P, é o custo de alocagdo de um item 1.

A restricdo (I1.5) diz que cada item s, pode ser alocado a um finico bin, mas
pode haver itens que sejam rejeitados (i.e., ndo seja alocado a nenhum bin).

O algoritmo considerado faz, anteé de uma busca ser tentada, uma avalia¢do
de todas as possibilidades de inclusdo ou exclusio de itens nas mochilas. A partir dai,
estabelece—se uma relagio de ordem entre os itens a qual gera aqueles superfluos que
serdo excluidos em uma solugdo 6tima se um dado item é incluido na mochila.

Fazendo ¢ = 1, o problema reduz—se ao bem conhecido "Problema com um

anico knapsack 0-1":



26

3 _ n
Min z = Zz.:lpz.yz.

sa: 2" sy . < C
1=1"1"1
y, €{0,1} i=1,..,n

Este problema (e portanto a variante acima) é NP—arduo [28]; isto é, o tempo requerido
para uma solu¢io exata pode ser exponencial no tamanho da entrada. O problema da
Mochila 0—1 é da ordem de 0(5.2Z ).

Em 1978, Huxe & Fisx [39] apresentaram um algoritmo branch—and—bound
para resolver o mesmo probléma de INGARGIOLA & KORrSH. O esquema usou duas
alternativas: Relaxagdo Lagrangeana e Relaxacdo Surrogate. Na relaxacio Lagrangeana
o segundo conjunto das restricbes sdo relaxados pelo uso dos multiplicadores duais
6timos calculados no problema linear continuo, sendo o problema resultante dividido em
problemas da mochila para cada bin. Na relaxagio substituta ("surrogate") o primeiro
conjunto das restri¢des de mochila é combinado dentro de uma t{nica restri¢io, e o
segundo conjunto de restricbes é substituido dentro desta restri¢do, reduzindo o
problema inicial a um problema com uma tinica mochila.

Em seguida, 1980, MARTELLO & ToTi [59] desenvolveram um esquema

branch—and—bound para a solugio do problema de Miltiplas Mochilas 0—1, formulado

como:
vl n
Moz z = X, _ X, /1. o,
S .a.:
nt s.z.. < C. 1 =1,..,n
j=1"j"1j J
n . _

2z‘:1 T, <1 j=1,..,4
1 =1,...,n
vy € {01} {j: Lot

Supondo que um lucro lz. = 1 seja dado para cada o, e que C']. = (' para todo j,
a funcdo objetivo quando todas as alocacGes forem feitas serd esgotar ao miximo a lista
de itens a serem empacotados, usando o menor niimero de bins possivel. Por isso, este

modelo representa para nds uma variante para o problema de Bin—Packing Classico.
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A Fig. IL.7 d4& uma ilustragio desta formulagio e mostra uma solucio

aproximada com sobra de um item e uma solugio 6tima.
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=

Fig. I1.7: Um exemplo de packing

O esquema de MARTELLO & TOTH origina varios algoritmos pela utilizacdo de
diferentes estratégias de branching e procedimentos de bounding. Os resultados
computacionais obtidos, em seu trabalho, foram comparados aos obtidos por Hune &
Fisk. Em 1985, MARTELLO & ToTH [60] propuseram um algoritmo mais aperfei¢oado com
melhor desempenho do que qualquer outro método para achar solucgdes exatas até aquela

data. Sugeriram que este algoritmo poderia ser usado interrompendo—se a execugio apos
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um nfimero especificado de iteracdes e utilizando a melhor solugio até aquele ponto
como uma heuristica. No entanto, o objetivo principal naquele modelo geral é maximizar
o lucro e nfo esgotar a0 maximo a lista de itens a serem empacotados. Porém, este
algoritmo pode ser empregado (i.e., tomando—se lj = 1 Vj) para resolver esta variante do
problema bin—packing classico. Inclusive, extendida a hipétese quando os bins tém

capacidades diferentes.

2.2.4. O Problema Dual.

Existem diversos artigos publicados considerando como o problema Dual de
Bin Packing (DBP) a variante do modelo classico onde sio dados m bins de capacidade
unitaria e n>m itens com tamanhos em (0,1]. O objetivo é maximizar o niimero de itens
que podem ser empacotados nos m bins. A dualidade estd em que maximizar o niimero
de itens empacotados implica em minimizar o nimero de itens ndo—empacotados.

Algumas aplicagdes envolvem programar n tarefas dentro de n processadores
paralelos idénticos; arquivos de varios comprimentos dentro de um disco rigido com m
cilindros de igual capacidade, etc.

A outra versio de DBP, que nos parece a mais apropriada, foi primeiro
estudada por ASSMANY et al. [1]. A versdo é a seguinte: Existe uma lista de niimeros reais

positivos L = {a .,a,n} e uma constante positiva, T (teto), T > max a. O objetivo é

plg
empacotar os elementos de L dentro de um nimero miximo de bins de capacidade
C > T tal que a soma dos niimeros em qualquer dos bins seja no minimo T; i.e., tem—se
que completar tantos bins quanto possivel. Obviamente, espera—se para isto que todos os
bins sejam preenchidos o mais préximo possivel do seu limiar T. (O nome "dual"
origina—se do "classico" problema Bin Packing, onde os elementos tém que ser
empacotados dentro de um nﬁmerd minimo de bins de tal modo que a soma dos

elementos em qualquer bin seja a0 menos C).

Este problema modela uma variedade de situagbes encontradas na inddstria e
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no comércio, desde empacotamentos de pedagos de frutas dentro de latas tal que cada
enlatado possua no minimo seu peso liquido ou outras especificagdes (veja ilustragio na

Fig. I1.8), até situagdes complexas como quebra de monopdlios dentro de companhias.

B 1 B 2 - - . B HAX
Peso Liq. - 500 gr
N e S~

Fi¢. I1.8: O Problema Dual

Como no problema classico, pergunta—se por uma parti¢io de L dentro de um
nimero maximo de bins, nenhum dos quais sendo preenchido abaixo de um teto T. Fica

clara a relagdo

Viabilidade Primal & Inviabilidade Dual
Inviabilidade Primal & Viabilidade Dual

A formulagio matematica poderia ser:

!
(DBP) Maz 2 = Y;
j=1
s.a.
n
zijz.jz Ty-7 j=1,..,¢
i=1
!
2 :z;ij =1 1=1,...,n



30

onde as varidveis sdo definidas como nos modelos anteriores e T>0 é o teto estabelecido

para minimo preenchimento.

2.3 O Bin Packing Generalizado

Em 1980, Lewis [53] formulou o que seria para o seu estudo "O problema Bin

Packing Generalizado":

o :
(BPQG) Min Z = Ej:1 (pjyj + djuj)

§.a.:
7;:13“2:2.]. +uJ = ij] j=1,...,¢
zfzi =1 i=1,..n
Tpi T < 1, (k,h)ERJ., 1 £5<¢
Vi oy € 104 {;iﬁj :TZL
onde: CJ € a capacidade do bin j.
i é 0 desgaste do item i se designado ao bin ;.
U € a capacidade ndo usada do bin j.
» é um custo de uso do bin ;.
dj é o custo da capacidade ndo usada do bin ;.
R. conjunto de restricdes de empacotamento a serem obedecidas para

quaisquer par de itens dentro de um mesmo bin 7.

As varidveis binarias Tie Y relacionam—se a designacgfo do item i ao bin je o uso do
bin j, respectivamente. Neste caso, quando p;= 1, dj =0, CJ =(C para j=1,.,1L ¢ Sy
=s, paratodoi=1,..,m j=1,.4¢ e RJ. =0 para todo j, o problema se reduz ao
Bin—Packing Classico. Da mesma forma, isto acontece se tomarmos p; = Oe dj = 1 para

Jj = 1,...,4 , pois minimizamos a capacidade nio utilizada dos bins no empacotamento



31

global. Logo, bin packing classico é um caso especial deste modelo generalizado.
Mais recentemente (1982), LEwWIS & PARKER [54] consideraram RJ. =0 para
todo 4 E apresentaram varias metodologias de resolugio a este modelo generalizado,

mais modesto:

: _ vl
(BPG1) Min 7 = %;_, (pjyj + djuj)
§.a.:
n _ .
Eizlsij:vij + vy = ijj j=1,..,¢
Eli z.. =1 1 =1,.,n
j=1"4j
1 =1,...,n
yj oo € {0, 1} {j =1

Um exemplo de utilizagio deste modelo aparece na determinagio de schedule
para processadores paralelos, i.e., a aﬂocagﬁo de tarefas a um conjunto de processadores
paralelos para minimizar o tempo de término (denominado makespan) de todas as
tarefas. Admitindo—se um limite inferior de tempo para que todas as tarefas estejam
concluidas, o problema é encontrar um empacotamento das tarefas dentro de [ bins
visando minizar o tempo de processamento das tarefas como um todo, onde cada bin tem
capacidade ndo maior do que o tempo de processamento do limite estipulado. Quando os
processadores ndo sdo idénticos, o peso do item em cada bin que ele satisfaz reflete a
interpretacdo desejada. O custo total de cada bin, corresponde ao prego de utilizagdo do
processador e o custo do tempo que o processador fica ocioso quando um dos
processadores ji tem completado sua designagio. Surge, portanto, a penalidade pela
capacidade ndo utilizada. O uso de penalizagio, contudo, traz uma dificuldade adicional,
onde uma solugio usando bins mais caros pode ter um custo final menor do que uma
solucio usando bins mais baratos.

Embora este modelo seja uma generalizagdo de Bin Packing, o tradicional para
0 problema é minimizar o nimero de bins, independente de se atribuir pesos aos bins ou
pesos aos itens para diferentes alocagbes aos bins. Pois assim sio considerados, na
literatura (ver COFFMAN et al. [14]), a maioria dos algoritmos aproximativos sobre este

problema.
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Apresentamos a seguir, de maneira mais simples, uma parte daquele trabalho:
Fazendo—se a substituigio de varidveis z, = 1 - Yo podemos reconstruir
(BPG1) a partir de (BPG2), onde u, 1O primeiro conjunto de restrigdes de (BPG1) é

uma, variavel de folga. O modelo de partida é, entdo, como segue:

. 1 = é —
(BPG2): MinT= 23’:1 (pj + dej)

.oyl { «n
Max: Ej:1 (pj + dej)zj + 2j:12i:1 dJsija;ij
§ .a.
n ’ .
Ei:13ijmij + Cjzj < C]- j=1,.,4
L _ -
Ej:1 :I)Z.j =1 1 = 1,...,n
: 1 = 1,...,m
mij,zje{o,l} { j:I,.:

2.3.1 Programacio Linear de Grande Porte

Ignorando as restri¢des de alocacdo, a relaxagio Lagrangeana de (BPG2) para

um dado vetor A, irrestrito em sinal, é:

. l n
(RL): 2, (b, +dC)—%7_)

1

R [ «n
Max: Ej:1 (pj + dej)zj + 2_7':121':1(dj3ij ’\i)wij
S .a.
n Y —
Ei:1sijmij + Cjzj < Cj j=1,...,1¢
' 1 =1,...,n
7.0 %€ 10,1} { =14

O problema dual lagrangeano é resolvido determinando—se os multiplicadores duais ’\i’

1 <1< n, os quais satisfazem:
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. { n
(DL1) Min: -— Ej:J (pj + dJ.C’J.) +30_A 4

{ { «n
Max {3 (o, +d.C)n + BO_ 3T (ds.~M)s,; |
" < = 1,...
DI i =15 —,L(Jz_7 C] j=1,..,¢,
R {0,1} j=1,...,0 ¢ z':l,...,n}

s.a: )\Z. irrestrito Vi.

Porém, se 2, 7" é a solugdo Gtima de (DL1) para algum dado A, entdo
% n % .
. . .—AJT. . > (. C), 1<j5<1 .
(pJ + dJC’J)z_7 + Ezzl(dfgzg )\J)zu > (p_7 + dJC])’ <j<li (I1.6)
Com efeito, suponha o contrério, i.e., que esta inequagio (IL.6) seja violada para algum
bin j. Entdo, z’; =0 e z’:j = 1 para um ou mais itens designados a este bin. Mas, o

valor desta solucio pode ser aumentado fazendo z’; =1e :c";j = 0 para todo item ¢ no

bin j, os quais contradizem a suposi¢io de otimalidade, causando uma situacio absurda.
Temos assim que,

* n * .

. S..— AJT.. — (D. .C.) 2> <5< .
(pj + dJC])zJ + EZZI(dJSZJ )\J)z” (p_7 + dJC]) >0, 1<j<l (I1.7)

Quando o bin jestd ativo, (II.7) reduz—se a:

n * .

— - > <9<
Ez:J(djSij )‘j)zz‘j (pj4+ dej) >0, 1<j<lI
Isto permite reescrever (DL1) como:
. n {

(DL2) Min: X7_ A+ Ej:J q;

S.a.:

¥ A+¢=23X ds—(p—/—dC’]) 1
1eI J 1eI

IA
e
IA
=

~
IA
.
IA

g >0, 1<£35L1; )\Z. irrestrito Vi,

onde Ijk é o conjunto de itens no k—ésimo empacotamento viavel para o bin j (o que

engloba a restrigdo de empacotamentos de DL1) e N_7 é o ntimero de empacotamentos
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vidveis para o bin j. (Deve ser notado que foi adicionado e subtraido em DL1 o termo
(pj + dJ.C].), o que possibilita o cancelamento de igual termo em DL1).
Observe que estamos agora com um problema de programagio linear de grande porte &

variaveis continuas.

2.3.2 O Programa Mestre
O Dual__PL deste problema é:

(DPL) Min: ij pJ.+(dJ.C’J.— Y ds

BI2
iel JZJ) ik
ik

- s

N
custo da capacidade
ndo usada do bin j no
k—ésimo packing vidyel

S.ad..
b Ujk =1 1<2<n - (associadaa )\Z. irrestrito)
kel
i
by vjk <1 1<ji<1
k
0, 20, ISESN, 1<j<l

onde Uik ¢ o multiplicador dual associado com cada restrigio de (DL2) e
I. = {(jk)/ item iEIJ.k}. Cada Uy pode ser pensado como uma varidvel que seleciona um
packing IJ.]c ou alguma parte dele, assim Dual PL é o problema de selecionar um
conjunto de empacotamentos, para os bins, tal que o custo seja minimizado, cada item é
empacotado uma vez apenas, € no méximo um empacotamento é selecionado para cada
bin. O custo de um empacotamento é o custo:do bin j, p; mais o custo de qualquer
capacidade no usada no bin j.

Resumindo, a relaxacio das restri¢es de designagio levou a uma relaxagio
Lagrangeana para o qual a determinagio do valor 6timo equivale a resolver um
problema de Programag¢io Linear de Grande Porte nas varidveis duais. Este

desenvolvimento analitico é classico e, segue dos resultados de FiSHER, NORTHUP &

SHAPIRO [25].
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Este problema Dual_PL considerado tem a forma habitual de apresentacdo:

El
Min Euk.f(xk) s.a:
k=1
El
(D) Euk.gi(xk) <b (i=1,... ,m)
k=1
[S] |
Euk= 1, u 20 (k=t,..,8])
k=1

onde f(xk) ¢ um funcio real, g(xk) é uma funcio de R" em [Rl, S é um conjunto de
elementos discretos, e x é um elemento no conjunto S das solugdes vidveis de todos os
subproblemas de mochila referentes a cada bin. O problema Dual_PL compreende uma
combinagdo linear convexa dos vértices de cada submodelo das restigc")eé de
empacotamento para cada bin j. Esta formulagio, por sua vez, possui I+1 linhas e o
nimero de variiveis ("colunas") quantas forem os elementos de S. Obviamente, na
pratica, trabalha—se com um problema mestre restrito e usa—se a técnica de "geragio de
colunas" para criar colunas para entrar na base quando elas sio necessérgas. Para ver
como isto é feito ver LASDON [52], também MACULAN, CAMPELLO & RODRIGUES [56]. Um
detalhe que deve ser notado é que se a varidvel u for inteira 0-1 este problema é

semelhante ao problema inicial (BPG2).

O problema Dual PL foi reduzido por uma restri¢io que limita o niimero de
empacotamentos que poderiam ser selecionados, através da limita¢io no niimero de bins
requerido (resultado facil e rapidamente obtido por um método heuristico aproximativo

quase—0timo). O problema mestre restrito é o seguinte:
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(DPL1) Min: Ejk pj+(dj0j_i§[ dfsij) Uiy

ik
5.a.:
pX 'uk=1 1<i<n
jkEI.J
[
%vjk<l 1<j<l
'ukzl,e'uijO 1<k<Nj)1<j<l

onde

I élimite inferior no nimero de bins requerido.

2.3.3 O Procedimento de Geragio de Colunas

1) Introduza uma varidvel de folga para cada bin. Determine um valor para LI Se uma
solucdo vidvel de (BPG2) é conhecida, gere os empacotamentos para esta solugdo e

adicione essas colunas ao problema.

2) Resolva o programa mestre restrito obtendo um conjunto de multiplicadores duais,
correspondentes as suas restri¢oes. Seja A* o vetor de multiplicadores correspondente ao

conjunto das primeiras restrigées.

3) Para cada bin j (5 = 1,...,£), resolva os problemas satélites, i.e., os problemas da

mochila do tipo:

Max: Eli_ (ds..+ A*)z.
j=1""j% VY]

. n

s.a.: Ez.:lsijmz.j < Cj

3) Para cada bin j teste se a coluna gerada, pela solu¢do 6tima do passo (2), é uma
coluna que melhora o valor do problema restrito. Em caso positivo esta coluna é

introduzida ao problema.
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4) Se ao menos uma coluna gerada produz uma melhoria, v ao passo 1. Caso contrério,
a solucdo atual do problema mestre restrito é 6tima. Se a solugdo atual contém variaveis

artificiais, entdo nio existe solugio viavel para o problema primal (BPG2).

2.3.4 O Gap de Dualidade

Desde que o problema de Programagio Linear (DPL) resulta de uma relaxacao
Lagrangeana das restri¢gdes de designacio, pode ser que que o valor de sua solugdo 6tima
seja menor do que o valor da solu¢io 6tima de (BPG2) produzindo uma folga ou GAP
de dualidade. Mesmo que ndo exista o gap pode acontecer que a solugio de Dual_PL
seja fraciondria. Uma forma de contornar esta diferenga que possa existir entre o valor

da solugio primal e o valor da solugio dual é através do método Branch—and—Bound.

2.3.5 O Esquema Branch—and—Bound

O problema Primal de partida, no qual serd usado relaxa¢io Lagrangeana, foi

derivado de BPG1, fazendo—se U = WY, - )3 —1 % O problema resultante é:
. : n
(BPG3): Minz= (p +d, CJ) )JJ DI 3%
5.2.:
n —
Sy ; j=1,.,¢
nt 1 i=1..n
j=1"14j
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A ralaxacfio Lagrangeana deste novo problema para um dado A é:

n Z
(RLBB)  %._ A + Min: 2 (p +d. CJ)y (djsz] Az z
s.a.:
n y
Z)Z.:isijmij < C].yj j=1,.,1¢
1= 1,...,n
z,;%€1{0,1} {j =1,.,4

Como, nesta formulacio, ndo hi restricdes no niimero de bins que sio requeridos para
_ resolver o problema, a relaxacio foi aumentada com a introducdo da seguinte restri¢do

de capacidades dos bins:

{

2_1 y>

onde Ej ¢ o nimero maximo de objetos que podem ser empacotados no bin 7. Qualquer
solugio vidvel deve permitir que n itens sejam empacotados. O problema, ent#o,

torna—se:

n - { «n
(RLBB1) X._ A + Min: 2].:1 b+ dej)yj— 2j:12i:1(dj3ij— )‘i)mz’j

§.a.:

n : y —
2i:1sijzij < ijj j=1,.,1
Z)Z_JEy > n
ey e 01 (i<t

177 75 ! j=1,.,¢

O procedimento para solugio deste problema consiste de:

(1) Resolver para cada bin e um dado A, o seguinte problema de knapsack:

Maximizar: 2 (ds —)\)
8.a.:

s..z.. < C.
1=1 1] 13 J

T €{0,1}

——
Y
ol
\f\\§
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Seja x*a solucio 4tima deste problema para cada bin je seja
=p. +dC.—%" =)
U= P, + d]C] Z:I(dfsz] )\Z):t;Z-7
(2) Para cada bin jresolver:

" r.=Ta
i=11%j J

S.a.:
n

, s.z..<C.
1t =145 1] J

7 . . binario
ij

Sejam z.’a solugdo étima e ¢, =%"__z’ .
J J 1=1"1]

(3) Resolver o seguinte problema de knapsack:

Min: Zle vjyj
$.a.:
. a.y. >
J=1 aJyJ ="
Y € {0,1} j=1,..,¢

Sejam 3" a solugio Gtima para este problema e v(RL) = 27;: At 2§: 1 vjyj o valor da

relaxagio Lagrangeana.

O procedimento Branch—and—Bound para resolucdo exata de (BPG2) ¢

sugerido como segue:

Passo (0): Resolver o (DPL1). Se a solugio for inteira, pare. Faga a lista de
subproblemas vazia, e p = 0. Seja B* um bound canditado de valor positivo grande.

Execute os Passos de 1 a 4 e depois v ao Passo 5.

Passo (1): Usando os multiplicadores Lagrangeanos do Passo 0, resolva (RLBBI)
encontrando o bound corrente e a correspondente solugdo (x,y). Se B > B* v4 ao

Passo 4.
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Passo (2): Se para a corrente solugio Eje 7% #1 Vi,onde J={ j/yj = 1}, entdo v ao

Passo 3.

Atualize o bound candidato e a solugio (x*,y*) com o corrente bound e
solu¢do correspondente, e remova todos os subproblemas, da lista de subproblemas, com

um bound igual ou maior do que o bound candidato. V& ao Passo 4.
Passo (3): Sejam I, = {i/zjesz.jz 1] e I,= {i/EjEsz.jz 0} :

Se I, = 0, v4 ao Passo 3.1. Faca J. = {j/ jJ, iel e X = 1}

i

Selecione para branching as variavel X tal que

g =max{max{(d.s..+ )\*)/s}}
K iel \ jeJ I Y v

i
Adicione o subproblema a lista de subproblema e va para 4.

(3.1) Sejam J! = { j/ j€J e o objeto iel, pode ser alocado ao bin j}. Se 3= 0 Viel,, vé
para o Passo 3.2. Selecione para branching a varidvel
X, tal que
_ *
0,, = max { max { (djsz'j + %) /sz.j } } .

. .
y 6I2 ]EJZ.

Adicione o subproblema a lista de subproblemas e v ao Passo 4.

(3.2) Sejam J = {j/ i¢J e o objeto iel,, pode ser alocado ao bin j}. Se J'i' ={ Vi, uma
solucdo vidvel ndo existe, v4 para o Passo 4. Selecione para branching a varidvel X, tal

que



41

0,, = min { n_1in”{ 'uj/a,j} } .
zeI2 ]er.

Adicione o subproblema a lista de subproblema e v ao Passo 4.
Passo (4): Faca p+p+ 1.

Passo (5): Selecione da lista de subproblemas o subproblema com o menor bound

inferior. Se a lista estd vazia, PARE.

Passo (6): Seja X = 0 e execute o Passo de 1 até 4. Faga X = 1e ¥, = 1, e execute

Passos de 1 a3 4. V4 ao Passo 5.

Resumo: Para resolver (BPG2) pelo esquema B—B exposto, primeiro determina—se os
multiplicadores duais 6timos através de um procedimento de geragdo de colunas. Em

seguida, o esquema B—B é chamado para encontrar a solugdo 6tima primal.
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Carituro III
O ProBLEMA BIN-PACKING : ALGORITMOS APROXIMATIVOS

3.1 Algumas defini¢Ges

Esta secio faz uma rapida explanacio da terminologia usada em estudos de
problema$ combinatoriais, definindo—se o que significam termos como "algoritmos

aproximativos" ou "comportamento do pior—caso".

3.1.1 Algoritmo Aproximativo

Um algoritmo A para um problema de otimizagio P=(E

P,SP,mP) é dito um

algoritmo aproximativo se, dado qualquer instancia I€ EP, A encontra uma candidata
a solugio ¢ € S (I). E denota—se A(I) = my(I,g). Se A(I) = OPT(I) para todo

IeE, entdo A é dito um algoritmo exato.

Na literatura sobre Bin—Packing, heuristicas ripidas (i.e., de tempo
polinomial) que produzem solugbes vidveis proximas do O6timo sdo referidas, quase
sempre, como algoritmos aproximativos. Doravante estaremos levando em conta este

conceito.

Uma solugio vidvel aproximada de BIN PACKING ¢é qualquer
empacotamento dos itens dados dentro dos bins, o qual ndo excede a capacidade dos
bins. Uma solugio dual vidvel é, ao contrario, uma solucio que ultrapassa a capacidade
ou um limite pré—estabelecido do bin. Consequentemente, tal empacotamento fornece

menor ou igual quantidade de bins do que a solugdo 6tima primal.
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3.1.2 Garantia de Performance de Algoritmos Aproximativos

Basicamente, uma garantia de performance para um algoritmo aproximativo é
estabelecida por um teorema que traz embutido uma fungéo que limita o comportamento
do algoritmo no pior—caso, para qualquer instancia. Para o problema de Bin—Packing o
teorema é descrito pelo enunciado: "Para todas as instincias I, A(I) < r-OPT(I) +d",
onde r > 1 e d sdo constantes especificadas. Em geral, a constante d &
assintoticamente desprezada e o fator dominante é a razéo r.

Ao se analisar um algoritmo aproximativo é de interesse determinar a melhor
garantia possivel, i.e., o menor r para .o qual um teorema dessa forma pode ser
provado. Pode—se mostrar que nenhum limite melhor pode existir construindo instincias
do problema na qual o algoritmo comporta—se tdo ruim quanto o limite 7. Mais
precisamente, se pudermos mostrar que para alguma constante d’ e todo N>0 existe
instancias I do problema com OPT(I) > N e A(I) > r’.OPT(I) — d’, entdo nenhum
limite de performance pode ser provado com r < r’. Diz—se que temos determinado o
comportamento do pior—caso de um algoritmo quando a razio r da garantia for igual a
razdo r’ das instincias exemplo. Este valor comum é a menor razdo que pode ser
garantida pelo algoritmo, e é denominada de razdo de performance do pior—caso ou
simplesmente razdo de performance para o algoritmo.

Para um problemz;,‘de maximizagio, uma garantia de performance pode ser
colocada na forma OPT(I) < r.A(I) + d. A(I) e OPT(I) sio trocados para que o
dominio de valores possiveis de r fique 1 < r < o. Com isso, as razdes de performance
para ambos problemas de minimizacio e maximizagio podem ser vistas dentro de uma
mesma, escala de valores; e portanto a performance de algoritmos aproximativos para

ambos problemas podem ser comparadas.

3.1.3 Medidas de performance de Algoritmos Aproximativos

Algoritmos heuristicos para o problema de bin packing sio geralmente
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avaliados através de sua performance no pior—caso. Sejam P um problema de
minimiza¢io (ou maximizagio), e I uma instincia qualquer de P, a razio R A(I),

definida por

A(l
RA(D) = 5pHely
[R A(I) = % , 1o caso de maximizagao}

d4 uma medida de performance do algoritmo aproximativo A, i.e., expressa, de uma
maneira razodvel, a proximidade de sua solugio & otimalidade. Assim, as seguintes

medidas de performance formalizam a andlise do pior—caso:

(1) razdo de performance absoluta

R, = inf{r>1: RA(I) < r para toda instincia I}

(2) razdo de performance assintdtica

R, = inf{r>1: para algum N>0, R ,(I) < r para todo I com OPT(I)> N}

A melhor performance assintética atingivel para um problema de otimizacdo P

é dada por:

RMIN(P) = inf{r>1: existe um algoritmo aproximativo A, para P,
com R;’ =1}

Neste caso, A é o melhor algoritmo aproximativo possivel para P.
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3.1.4 Esquema de Aproximagio

Dado um problema de otimizagio combinatéria P, um esquema de
aproximacdo é um algoritmo aproximativo A tal que se dado um requerimento de
exatiddo €>0 (i.e., uma exigéncia de performance minima) e uma instidncia I€E,, A

deriva um algoritmo aproximativo Ae tal que

R, ()< 1+e
€

O termo esquema de aproximagio é usado porque para cada ¢ é derivado um algoritmo
Ae‘ Em outras palavras, um esquema de aproximagio é um conjunto de tais algoritmos
{4 e>0}.

Entretanto, sucessivamente melhores aproximacgdes sio obtidas a custo de
maior complexidade de tempo. Deseja—se, naturalmente, que o tempo requerido pelos
algoritmos sucessivos seja polinomial no tamanho do problema e nio cresga tao
rapidamente quando ¢ decresce. Dai porque impor que o tempo seja polinomial em
1/e.

Um esquema de aproximagio é dito polinomial se para cada ¢>0, o algoritmo
derivado Ae é de complexidade de tempo polinbmial no tamanho de I Porém, se Ae
tem complexidade de tempo polinomial no tamanho de I e de %, entdo A é dito um

esquema de aproximacio de tempo totalmente polinomial.

Em FeRrNANDES DE LA VEGA & LUEKER [23] é apresentado um esquema de
aproximagdo para o problema bin—packing classico, o qual para qualquer ¢>0, produz
um algoritmo aproximativo Ae com razdo de performance 14e€. Mais precisamente, a
garantia provada € que A _(I) < (1+¢)-OPT(I) + 0(6_2). O esquema tem

complexidade de tempo polinomial em 7, o niimero de itens, mas exponencial em %

KARMARKAR & KARP [46] extenderam este esquema de aproximag¢do para um
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com complexidade de tempo polinomial em n e % Apresentaram, portanto, um
esquema de aproximacio totalmente polinomial e um algoritmo A, off-line, de tempo
polinomial foi derivado, que garante um empacotamento usando ndo mais do que
.OPT(I) + O(logg( OPT(I))) bins e portanto tem R;’ = 1. Contudo, este algoritmo além
de exigir uma complicada programacio tem um complexidade computacional da ordem
de O (n‘glog3n)). O algoritmo usa o método elipsdide de KHACHIAN [48] e GROTSCHEL et
al. [33] como uma subrotina, como também subrotinas para achar solugdes proximas do
4timo para o "problema da mochila NP—arduo.

Vé—se, portanto,v que embora Rj = 1 continuamos com a questdo
P=NP?

Os resultados acima, sdo interessantes do ponto de vista tebrico, mas
improvaveis de ter qualquer colocacio em aplicacdes praticas de BP, justificando a nossa
pesquisa por mnovos algoritmos aproximativos de muito menos complexidade
computacional do que o esquema acima e comportamento do pior—caso semelhante a

FFD.

3.1.5 Algoritmos pseudo—polinomiais

I sabido que a complexidade de um algoritmo é calculada em fungfo do
tamanho da entrada de sua codificacio. No sistema binirio um nimero & &
representado por

[log,k + 1] , k € 1\{0}
A

digitos e esta codificagio é usualmente aceita. Um algoritmo cuja complexidade ¢
polinomial ou exponencial levando em conta esta codificacio na base 2, ndo tem sua
complexidade alterada quando a entrada é codificada numa base maior. Entretanto, o
resultado nio é o mesmo, se for utilizada uma representagio unaria (Toscint &

SZWARCFITER [69)]).
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Um algoritmo A é dito de complexidade pseudo—polinomial, quando sua
complexidade é polinomial para o tamanho da entrada, quando a entrada é codificada no
sistema unario.

Um problema NP—completo que admite algoritmo pseudo—polinomial é dito
NP—completo fraco. Problemas cuja possivel existéncia de algoritmo pseudo—polinomial
implica na igualdade P = NP , sio chamados de NP—completo forte. O problema de
Bin—Packing é NP—completo forte ( cf. GAREY & Jounsox [28]).

Para um estudo mais completo a respeito de anilise do pior—caso de

algoritmos aproximativos, ver [20,24,28], em portugués TOSCANI & SZWARCFITER [69].

3.1.6 Um Exemplo Completo — O Algoritmo NEXT FIT

O problema bin—packing foi um dos primeiros trabalhos que contribuiram para
provar que algoritmos aproximativos rapidos poderiam realmente garantir solugbes
préximas do 6timo ou subdtimas, para qualquer instincia de entrada (veja JOHNSON
[40]). Isto é importante porque facilita a decisdo se é melhor ou nio pagar por algoritmos

exatos que consomem mais tempo de computacio.

Considere o seguinte procedimento heuristico chamado, NEXT FIT:

Empacotar os itens de L = {a .,a,n} um de cada vez, iniciando com 4, o qual é

70g+
colocado no bin B r Suponha agora que o, seja o proximo a ser empacotado, e seja BJ.
o bin néo vazio de maior indice. Se a. couber em BJ. (a soma dos tamanhos dos itens
ngo excederda C — s(a) ), onde s(a) € o tamanho doitem a, e C ¢ a capacidade
comum dos bins, entido colocar a, 10 bin BJ.. Caso contrario, iniciar o bin BJ.+ p
colocando a, dentro dele (veja Fig. IIL1).
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Fie. I11.1: A estratégia Next—Fit.

Como se pode notar, pela forma como os itens sio empacotados, este é um

algoritmo muito rapido (de tempo linear).

3.1.5.1 Performance do Algoritmo NEXT—FIT

Teorema 1 (Garantia de Performance). Dado um problema BIN-PACKING, seja NF(L)

a solugiio encontrada pelo algoritmo NEXT—FIT e OPT(L) a solugio 6tima. Entéo,

NF(L) < 2.0PT(L)

Demonstragio: A demonstragio é simples. Seja

c(B].) = contetido do bin Bj (j=1,...,m).
Para qualquer bin Bj (j= 1,...,m—1), temos
c(B].) + C(Bj+1) >C

sendo o8 objetos de Bj+ 1 deveriam ser colocados em Bj. Sem perda de generalidade,

admite—se que a capacidade de qualquer bin é 1.

Somando—se todos os conteados dos bins ndo vazios, temos

¢(B,) + ¢(By) +...+¢(B__ ) +¢(B_)> % p/ m par

[e(B,) +c(By) +..+ ¢(B__ ) +c(B__)]+c(B )>TZL o/ mimpar
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Como cada bin tem capacidade 1, o empacotamento 6timo necessita de ao menos

oPT(L) >™2L 5 m<2.0PT(L) + 1

ou melhor
NF(L)< 2.0PT(L) -

Para saber se 7= 2 é o menor valor possivel para o qual o teorema pode ser provado,

seja L a seguinte familia de instidncias para P:

1 11 1 1 .
L = {?)W?,W)g} - com 4N -1 Objetos

Isto requer N bins para 2N itens de tamanho 1/2 e todos os itens de tamanho 1/2N

dentro de um tnico bin desde que (2N-1) x 7]1V < 1

Neste caso,

OPT(L)= N+ 1 bins 3 N= OPT(L)— 1
NF(L) = 2N bins 3 NF(L) = 2-OPT(L) — 2

A Fig. II1.2 abaixo ilustra o exemplo.

1/2

1/2

%f_./
OPT(L)= N+1

2.X :-,1 bins

Fie. II1.2: Ezemplo de wma lista L com NF(L) > 2.0PT(L) — 8
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Portanto, como para alguma constante & = 8§ e todo N>0 existe instdncias L com
OPT(L) > N e NF(L)> 2-OPT(L) — 3, entdo r= 2 é a melhor razdo de performance
para o pior—caso deste . Pois, para L~ w , OPT(L) o 3 R}':,F(L) = 2. Isto significa
100% de erro, o que ndo pode ser tolerado. Para melhorar este limite foram criadas

outras heuristicas, que serio mostradas na segdo 3.2.

3.2 — Algoritmos Aproximativos Basicos Primais

Como os algoritmos exatos para problemas NP—arduo requerem uma pesquisa
combinatorial exaustiva, uma alternativa é usar algoritmos heuristicos rdpidos que
constroem solugbes vidveis proximas do Otimo em tempo polinomial. O problema
bin—packing como formulado no modelo classico é um sistema de independéncia, o que
significa que admite algoritmos miopes para obtencio de uma solu¢do aproximada
préxima do 6timo. D. S. JounsoN! apresentou quatro algoritmos heuristicos miopes
basicos, além de NEXT FIT, e provou resultados interessantes com respeito aos limites do
pior—caso. |

Estes algoritmos sdo transcritos a seguir juntamente com as medidas de

performance no pior—caso:

Heuristica First Fit [FF]

Passo 0. Sejam os bins indexados com B 7 B2,..., faga ¢+ 1.

Passo 1. Ache o menor j tal que BJ. estd no nivel f§ < 1 — a, e
coloque a, em Bj. Se ele nio satisfaz em qualquer bin Bj
aberto, abra um novo bin.

Passo 2. Faca i+ ¢ + 1. Se i < n, repita o Passo 1. Caso contrario,

pare e retorne o miximo j.

IDAVID S. JOHNSON é pionmeiro no desenvolvimento de algoritmos heuristicos répidos para o
problemas bin—packing. Em 1973, defendeu sua tese de Ph.D. intitulada "Near—optimal
bin—packing algorithms" onde apresentou, para este problema, vidrios algoritmos heuristicos
simples com provas de razado de performance bem definidas.
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Passo 0.
Passo 1.
Passo 2.
2q
Passo (7.

o1

a
3 a,5
a,2 -
a1 a,4
B1 B2 B3

B

Fig. I11.3: Exzemplo de First Fit

Heuristica Best Fit [BF]

Sejam os bins indexados com B p By faga i 1.

Ache o menor j tal que B]. estd no nivel f < 1 — @, onde

B é o maior possivel, e coloque a, em B].. Se ele nio

satisfaz em qualquer bin BJ. aberto, abra um novo bin.

Faga i+ i + 1. Se i < n, repita o Passo 1. Caso contrario,

pare e retorne o maximo j.

]

a
3 a,
a
a4 3y
B, B B,

F16. 111.4: Fzemplo de Best Fit

Heuristica First Fit Decreasing [FFD]

Ordene os itens- por tamanhos nio—crescentes e aplique

First (Best) Fit a lista obtida.



52

Heuristica Best Fit Decreasing [BFD]
Passo (. Ordene os itens por tamanhos ndo—crescentes e aplique

Best Fit 3 lista obtida.

Heuristica Next Fit Decreasing [NFD]
Passo 0. Ordene os itens por tamanhos ndo—crescentes e aplique

Next Fit a lista obtida.

=

F16. II1.5: Ezemplo de Next Fit Decreasing

3.2.1 Garantia de Performance (Heuristicas Bésicas)

g

Utilizando—se a notagdo FF(L), BF(L), FFD(L), BFD(L) e NFD(L) para
denotar o niimero de bins usados ao aplicar—se cada um dos algoritmos acima,
respectivamente, para a lista L, as seguintes medidas do pior—caso foram obtidas quando

L-ow:

o _ pw 11
RFFD - RBFD =—9= 1.22

0]
RY % 1.69
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Todos estes limites, assim como ligeiras variacdes dos mesmos, podem ser
construidos, particularmente, para pequenos valores de k (Fig. II1.6). De sorte, que
resultados mais gerais foram obtidos para quaisquer que sejam as listas L. Estes
resultados sdo expressos através de teoremas, o primeiro dos quais abordaremos com
algum detalhe por ter servido de modelo para a garantia de performance de outros
algoritmos aproximativos posteriores para este problema. Procuramos melhorar o
esclarecimento do uso de fun¢des de peso, com ilustragdes graficas e algumas provas de
propriedades das mesmas, pois conforme cita COFFMAN [11] "embora as fun¢Oes de peso
sejam capazes de verificar a corretividade na prova de limites assintOticos, suas origens,
como também a idéia das provas, s3o envolvidas em mistério..." . O segundo teorema
possui demonstra¢gio de uma dificuldade consideravel e demanda muitas paginas
(originalmente, acima de 100 pigs.), por isso esta nfo serd apresentada. Um esbogo da
prova se encontra em [44]. Para o terceiro, serd apenas comentado como foi provada a

sua garantia de performance.

i) [ [ [
12 20 20 12
16 ¢ = 100

38 31 38 37
39 33 39 33
. J/ . e

N N
OPT(L) = 2 FFD = BFD = 3

Fie. I1I1.6: Ezemplo de lista L com FFD(L)/OPT(L) v 1.5

Teorema 2 [Jonhson, Demers, Ullman, Garey & Graham,1974]

Para qualquer que seja a lista L:

{BF(L)}  FF(L) < 3% OPT(L) + & bins

A demonstragio do teorema necessita de uma preparacio matematica inicial:
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14+ [
1
Lol
1/5__
l | I I
0 1/6 1/3 1/2 1

Fie. IIL.7: A funcdo w(z)

Seja. w: [0,1] - [0,1] uma fungio definida como segue (veja Fig. IIL.7):

%x se 05:1:5%
9 1 1 1
3.’17—1—0' se —6-<£IIS§
w(z) =
6 1 1 1
(_5-$+W' se -55<.'BS§
1
| se §<w51

Entdo, a fungiio w possui as seguintes propriedades (transcrito de CHVATAL &

ArmsTrONG [10]):

1) Se 1/2 < z< 1, entdo w(z) =1

2) Se k2> 2, T, 28y2 . 28, a:1+a:2+...+a:k§1
e w(z,) +w(s,) + ... +w(z)=1-s para s>,
entdo

5
a:1+a:2+...+a:k§1—a:k—§s

3)Se g, +5,+ ... +2 <1, entdo

w(z,) + w(z,) + ... +w(z,) 5%.
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Entenda w(mz) como o peso do i—ésimo objeto. De forma que o peso do compartimento

inteiro serd a soma dos pesos dos objetos nele contido.

Prova:

A verificacio destas propriedades encontra—se no Apéndice A.

A idéia da construgio desta funcio e o porqué do nimero maégico % , ho
teorema, é mostrada em GAREY et al. [29] onde é feita a seguinte conjectura
numérico—tedrica:

Se L = {al, 02,...,an} ¢ uma lista ordenada de itens com tamanhos s(az.)
obedecendo 0 < S(Gi) < 1. Seja FF(L) o nimero de bins de tamanho 1 requerido pelo

algoritmo "First Fit" para empacotar L. Sejam

R(;,F[a]z lim sup[(1/N) -max{FF(L): L pode ser empacotado dentro de N bins de tamanho a}

N-w
e
w(a) = max {w(I_J) P ¢ -uma particao de a}.
Entéo,
®
RFF[a] = w(a)
onde:

o é um nimero racional positivo.
Uma partigdo (ou decomposicdo viavel) de o é qualquer sequéncia
P= (P, Py,...) de inteiros maiores do que um, 2 <P, < P,<..., dos quais
ao menos dois deles # 2, tal que a = 2]" , 'Pl (k é finito).

i=1" 1

T k 1 , . - =
w(P) = E T =7 é o peso de uma parti¢io P de a.
1=I\ 1 1

Para um exemplo, seja o = 1. Entdo, P1 = 2, P2 =3 e P3 = 6. ngé 2 para ndo

violar a condi¢io de ao menos 2 dos PZ. # 2. O procedimento termina apOs P3 ser
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1 —1/2 — 1/3 — 1/6 = 0. Portanto, w(l)=1+1/2+ 1/5 =1L &

10

conhecido de [29] que BT /1]= -% também.

Um contra—exemplo para esta conjectura foi apresentado em SHEARER [66]. Entretanto,

seu trabalho confirmou, quando a é um racional, que se na expansio de a = E]i‘: 1 /Pi

encontrando w(o) os P. aumentam suficientemente ripido entdo R(o) = wa).

Segue da decomposicio de «, parte da construcio da fungio w(z) apresentada

acima (ver Fig. IIL.8).

f(x)
L1
1 p -1
1
q -1
1
p -1
Fie. I11.8:

Demonstra¢io do Teorema 2

Sejam

I
1
= +
p

a2 | =
I
Q

A funcio penalidade f(0,0] - (0,u(c)]

L = (:1:1,:1:2,...,:1:”) e B;, BZ,..., B:; compartimentos cujos

empacotamentos por FIRST—FIT (BEST-FIT) tem um peso menor que I, digamos

1—31,1—3

5 respectivamente.

Denotando:

Ei = capacidade ndo utilizada do bin B,

ol

0

Entéo,
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*
Com efeito, z € B, é tal que ¢ < é, pois para% <z <1, wi) =1 (pela

proposi¢do 1). Logo Ei < é , Senio T € B; teria sido colocado num dos B";,

(i =1,..., m—1) ao invés de B:L . Portanto, cada B’;,...,B*

i deve conter pelo menos

dois objetos.

Seja B"; com I < 7 < m—-1I e admitamos que Ty
T, 2T, .2 (k > 2). Pela propriedade 2,

7] . ]
g, +.+g<1-z —gs, .5 +458<1 - (z, +..+ z,)

ou

— 5 5 —
ci2—93.+m >§si+ci

pois z > ¢, (porque sendo z, deveria ter sido colocado em B:_ Pl

Com isto, temos que

-1 9 ~1 - 9-
xm s<3-2m (c,—¢c,_)=%c¢ <

1=1 "%

e mais ainda,

m 9
Agora temos:
Para B’; — w(z)+. . +ulz)= 1-s,
* e —

B, — w(mk+1)+...+ w(z) = 1-s,
até

B:; ——  com peso 1- s
Para B*  em diante w(z) = 1.

m+1
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Logo,

2”:110(3;].):71,—(51 + 8, + .. +8 )2n—-22FF()-2

o

N/
Em

i1 5 < 2

Por outro lado, aplicando a proposi¢do 3 aos bins de um packing 6timo de L, obtemos
w(m J) <17 OPT(L )
Entao,
FF(L) - 2< 2” w(zz; J) <17 OPT(L )

ou melhor

Fr(L) <3

S

OPT(L) + 2 bins

concluindo a prova do teorema. g

Para a comprovagio de que % é a melhor razio de performance do pior—caso
para FF [BF], basta agora mostrarmos uma familia de instancias L na qual
FF(L) > > OPT(L ) — d’, onde &’ é uma constante. Em JoNuSoN et al. [44] é mostrado
um exemplo de tais listas, porém elas sio de exposi¢do longa para ser mostrada neste
trabalho. Dessa forma, a Figura 5 ilustra exemplos mais simples (também apresentado
naquele trabalho, mas com uma pequena mudanca na quantidade dos elementos em cada

regido) os quais aproximam—se daquela razio.
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n

EXEMPLO 2: Para qualquer N € IT e 0<§ < B_é , seja a lista L = {ai,ag,...,a }

definida por

~25 1<i<6N

+6, 6N<i<I12N

ol Sy

+6, 12N<i< 18N

L 2
Claramente OPT(L) = 6N, pois cada um dos elementos das trés regides distintas de L,

conjuntamente, podem ser empacotados perfeitamente num bin. Portanto, usando—se a

regra first—fit ou best—fit obtém—se o empacotamento, o qual consiste de:

N bins contendo cada um, 6 elementos de tamanho —é — 26;
3N bins contendo cada um, 2 elementos de tamanho é + §;

6N bins contendo cada um, I elemento de tamanho é + 6.

Os dois empacotamentos sdo mostrados na Fig. II1.9:

1/6 — 24
1
§+6
1
-i-+5
6N bins
OPT(L) = 6N
126 ¢ 1/4
s /
W22/ 7
1/6 — 26
1/3 + &
1
)
176 — 26 1/3 + 6, 2
N bins 3N bins 6N bins
FF(L) = 10N

Col

Fie. I11.9: Exemplos de listas L com FF(L) =% OPT(L).
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Portanto, temos

FF(L) __BF(L) N + (8N) + (6N) 5 _ , ccc
OPT(L) ~ OPT(L) ~ 6N I
Teorema 3. [Johnson, 1973]
Para qualquer que seja a lista L:
[BFD(L)]  FFD(L) < 1—§ OPT(L) + 4 bins

Demonstragio: A demonstragio completa envolve uma anllise extremamente detalhada
e ocupa mais de 100 pAginas [43]. Existe em [44, pp. 308—324] uma indicacio de como

foi realizada a prova deste teorema. g

O exemplo a seguir mostra uma situagio na qual o limite assintético do

teorema 3 é atingido para a regra FFD.

Exemplo 3: Sejam C =60 e L = {31(x6),17(x6),16(x6),13(x12)},
entdo (veja Fig. I1.10) FFD(L) =1L . oPT(L).

13 13
16 13
17
31 .
(x 6) (x 3)
. ~ 7
0PT(L) = 9

o x6) (31c22) (jicg?») )

——
FFD(L) = 11

FFD(L) _ 11

Fi¢. II1.10: Ezemplo de uma lista L com SPTIL = §°
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Uma razdo para a demonstragio do teorema 2 ser muito longa, e
consequentemente de complexidade surpreendente, segundo CHVATAL & ARMSTRONG [10],
é que o algoritmo First Fit, consequenterﬁente FFD, apresenta um comportamento
ndo—intuitivo (veja Figs. II1.11 4 II1.13). Isto é, se por exemplo, L = {7,9,1,6,2,4,3} e
C=13, entdo FF(L)=4. Porém, se o objeto de tamanho 1 é retirado da lista L,
FFD(L) = { bins. Por outro, se L = {760,395,395,379,379,241,200,105,105,40} e
C = 1000, entdo FFD(L) = 3, mas, se os tamanhos dos objetos na lista forem todos

diminuidos de uma unidade, temos FFD(L) = 4.
ANOMALIAS

FIRST FIT: L={7,9,16,2,4,3} e C=13

FF(L) = 3 = OPT(L) FF(L) = 4

3 s || )

2 4

-5

Fie. III.11

FIRST FIT DECREASING

L = {760, 395, 395, 379, 379, 241, 200, 105, 105, 40} e C=1000

FFD(L) = 3 = OPT(L)

200 105 241
395 379
760
395 379
By By By

Fie. TI1.12
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L = {759, 394, 394, 378, 378, 240, 199, 104, 104, 39}

FF(L) = 3 = OPT(L)

gEE

3.2 Classes Gerais de algoritmos Heuristicos de Empacotamento

Em Jonnson [42], as regras de empacdtamento FIRST FIT e BEST FIT sio
mostradas pertencerem a uma classe mais geral de regras de empacotamento todas tendo
0 mesmo comportamento no pior—caso. Se as listas de entrada estio em ordem
decrescente, o comportamento do pior—caso destas regras de empacotamento, na classe,
é consideravelmente melhorado e, se nido for o0 mesmo para todas, ao menos é restrita a
um campo reduzido de possibilidades. £ ainda mostrado que qualquer implementacdo de
uma regra de empacotamento na classe requer ao menos O (nlogn) comparagdes. Sao
apresentados outros algoritmos de tempo polinomial de baixa ordem (tempo—linear)

para obter solugdes "préoximas do 6timo" para o problema de bin—packing.

Os algoritmos sdo divididos segundo satisfagam as seguintes duas restricdes:

(1) Restrigio ANY FIT : Se o bin BJ. estd vazio, ele ndo pode ser escolhido a
menos que o objeto a; (préximo da lista a ser designado) nio satisfaga em qualquer bin &
esquerda de Bj Isto é, somente se utiliza um novo bin quando um item n#o satisfaz em

qualquer bin ji aberto.

(2) Restricio ALMOST ANY FIT : Se o bin Bj é o0 linico cuja folga é a maior
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dentre aquelas de todos os outros bins, entio ele ndo pode ser escolhido a menos que a,
nio satisfaca em qualquer bin & esquerda de Bj Ou seja, evitar sempre que possivel

colocar itens em bins de maior folga.

Assim foram denominados de:

AF — o conjunto de todas as regras de empacotamento que
obedecem a primeira restri¢io; e,
AAF — o conjunto, mais restrito, de todas as regras que

obedecem ambas as restrigdes.

Os membros de AF e AAF sio chamados de algoritmos ANY FIT e ALMOST
ANY FIT, respectivamente. Os algoritmos FIRST FIT e BEST FIT se enquadram
dentro da segunda classificacio, e portanto s30 algoritmos

ALMOST ANY FIT [ ¢ ANY FIT ].

Como medida do pior—caso para um S, usa—se a quantidade

RZ(t) =inf{r> 1: }Z L < r, VL tal que 26 L e 0<z<t<1}

significando que nenhum nimero de todas as listas L é maior do que 0 << 1.

Esta medida é importante em situagdes onde o maior item esperado é significativamente

menor do que a capacidade do bin.

Note—se que se t, > ¢, uma lista sem ntmeros maiores do que ¢ 1 ¢ também uma lista
sem nimeros maiores do que ty € assim Rg(t) ¢ uma fungio crescente em £, com o

méximo valor sendo RZ:RZ( 1).
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Foi mostrado em [44] que, para os dois algoritmos FIRST FIT e BEST FIT ¢ ¢ > 1

27
m —
Rs(t)— 1.7
e, para m = | 1/t] > 2,
o _ 1
Re(t) =1+

Estes resultados sdo mostrados em [42] serem extendidos para as classe dos algoritmos

ALMOST ANY FIT (AAF). Além disso, se L estd em ordem decrescente, mostra—se 14

também que resultados como

11/9< R < 5/4

valem para uma classe mais geral de algoritmos, os ANY FIT (AF).

Os valores precisos de R%( t) como uma fungio de t foram obtidos para muitos

dos algoritmos [42,44]. Exceto para os algoritmos WORST FIT e NEXT FIT, os quais

produzem a funcio continua Rg(t) =1+ 71_f7’ esses tendem a ser fungdes degraus
determinadas por | 1/t| (veja Fig. II1.14).

w
RE(t)
[11]
Ry ()
5 | WF
R‘;’(t),SeAF
10
Ads
Rg(t),SeAAF
/5
1 ! | | ] |
0 11 1 1 1 1 1
76 b5 4 3 2
Fie.

II1.14: Rg(t) como uma func¢do do algoritmo S e te(0,1].

A Tabela 2 a seguir, realga uma série de resultados que tém sido encontrados

para o problema bin—packing classico (cf. Jonnson [42]).
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TABELA 2
Bounds do pior—caso assintotico para problemas bin—packing

Algoritmo Complexidade Rg(t),%<t§1 Rg(t),m:Ll/tJ > 2
1. VWorst Fit 0(nlogn) 2.0
1
Yrgg 1
2. Next Fit 0(n) 2.0
. 3
3. Next k-Fit 0(n) [1.T+:7,2.0]
k> 2 10k
4. Group-X Fit 0(n) [1.7,2.0]
1
1+ ﬁ
5. First Fit 0(nlogn)
6. Best Fit 0(nlogn) 1.7
7. Almost Any Fit 0(nlogn)
8. 5 € AAF > 0(nlogn)
9. Group-X Fit 0(n) 1.5
Group d
1+ 1
m+ 1
10. S-X Grouped > 0(nlogn) % = 1.333...
S € AF
11. FF Decreasing| 0(nlogn) [1+ 1 5 -
= 1.222.. .
12. BF Decreasing 0(nlogn) n(m+l) (m+2) ?
1
L n+ 2 ]
13. S Decreasing | > 0(nlogn)

SD € AF

[11/9,5/4]




A seguir apresentamos as defini¢des dos algoritmos, conhecidos desde 1973

[42,43,44], destacados na Tabela 2:

WORST FIT (WF): coloca a; 10 bin ndo—vazio com a maior sobra (gap), com

empate quebrado a favor do bin de indice mais baixo.

B

1 B

3

F1e. 111.15: Ezemplo de Worst Fit

NEXT—k FIT, k>1: é como NEXT FIT exceto que coloca a; NUM NOvo bin

somente se ele ndo satisfaz em qualquer dos {iltimos k bins ndo—vazios.

GROUP—X—FIT: A idéia basica é substituir as comparagdes diretas entre
objetos e gap de bins ou entre gap de bins e gap de bins por comparagdes contra algum

padrdo fixado o qual serve para classificar os objetos e gaps dentro de grupos cujos

membros tém tamanhos similares. Para isso, seja uma escala de intervalos um conjunto

X = {zz,...,a:k}, onde g, =0z, =1ezg <z 1< i<k Assim X é uma parti¢io do

+1’
intervalo unitario [0,1] dentro de subintervalos

[2,,30), (20T 0), s[5, . 13 ) {1}
[z, 1 ) € chamado intervalo X, com intervalo X , sendo {1}.

A regra de empacotamento GROUP—X—FIT faz o seguinte: para designar um
objeto a, seja i’ = min{i: z, > s(a) e para algum j, 1<5<n, gap(Bj)eXz.}. Escolher BJ. tal

que gap(Bj)eXi, sujeito a restri¢io que se BJ. =0, j=min{j" nivel(B J) = 0}.
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ALMOST ANY FIT (AWF): tenta o segundo maior gap primeiro, e entéo

processa como WORST FIT —isto faz uma diferenca (ver Jounson [42]).

GROUP—X—GROUPED (GXFG): Faz um preprocessamento dos elementos
de L de acordo com a regra GROUPING—X, definida logo a seguir, e entdo empacota os

elementos segundo GROUP—X FIT.

A regra GROUPING—X ordena os elementos de L de maneira que para todo
zEX, se s(a) > z, s(b) < z. entdo pos(a) < pos(b) (onde, pos(a) = posi¢io do

elemento o em L).

Conclusdo: Os resultados para ALMOST ANY FIT sio os mesmos como aqueles para
ALMOST WORST FIT (todos dos quais obedecem a regra béasica AAF), enquanto os
resultados de ANY FIT sido os mesmos como aqueles para WORST FIT, o qual
essencialmente faz a pior escolha permitida sob a regra bésica AF. ANY FIT
DECREASING e todos os algoritmos DECREASING obdecem a regra basica ANY FIT
tendo em vista que atingem o mesmo bound como FFD, embora o melhor que tenha sido
provado para qualquer desses (outros do que FFD e BFD) é que
Re, < 5/4=1.25 [42,43].

Uma outra classe de algoritmos que mereceu atengio especial consiste dos
algoritmos on—line, os quais designam itens para bins na ordem em que eles chegam para
processamentd, sem conhecimento a cerca dos itens subsequentes na lista. FIRST FIT
DECREASING, por exemplo, nio é um algoritmo on—line, desde que ele primeiro re-
ordena a lista. Estes algoritmos sdo importantes porque eles podem ser os inicos a serem
utilizados em certas situagdes, onde os itens tém que ser designados para os bins tao logo
cheguem. A procura de um melhor limite de performance do pior—caso para um desta
classe foi alvo de muitas pesquisas. YA0 [70] baseado na andlise de exemplos do

pior—caso para o FIRST FIT, deduziu um novo, o0 REVISED FIRST FIT (RFF), com
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R;FF =5/8~ 1.666..., o qual é melhor quando comparado a R‘;,F = 1.7, limite este até
o trabalho de YA0 o melhor desta classe. Além disso, seu trabalho mostrou que para

qualquer algoritmo on—line S, devemos ter R‘z, > 1.5.

3.4 Historico do melhor limite de performance do pior—caso:

O algoritmo FIRST FIT DECREASING para o problema bin—packing foi por
longo tempo, década de 70, o campedo dos algoritmos aproximativos por sua garantia
que nenhum empacotamento que ele gera usa mais do que (11/9)OPT(L) + 4 bins. Por
muitos anos uma variedade de tentativas para melhorar o limite assintético de 11/9
foram feitas. Muitos dos progressos alcancados foram teéricos ao contrario de praticos. O
primeiro deles foi deduzido em 1978 e publicado em 1980, Y40 [70], chamado REFINED
FIRST FIT DECREASING (RFFD) o qual roda em tempo O(n'’logn) e proporcionou
uma garantia que

RFFD(L) < [%—m] OPT(L) + 8 bins.

Em seguida (1981), FERNANDEZ DE LA VEGA & LUEKER [23] mostrou, de um ponto de
vista tedrico, um resultado muito melhor do que este: Para qualquer £>0, existe um
algoritmo A8 de tempo linear que tem uma razio de pior—caso assintética ndo maior do
que 1+e. Mais precisamente, a garantia provada é que 4_ < (14+€)OPT(L) + 0(8_2).
Infelizmente o tempo de execugdo para este esquema de aproximagio é exponencial em
1/e. Este obstaculo foi depois superado por KAMARKAR & KARP [46,1982]. Eles deduziram
versoes modificadas de A8 com tempo de execugdo crescendo somente polinomialmente
com 1/e. Na verdade, o esquema faz uso de técnicas avangadas como o método elipséide
de KHACHIYAN [48,1979] e GROTSCHEL et al. [33,1981], assim como subrotinas do
"problema de knapsack". Um algoritmo A foi gerado cuja garantia de performance usa
ndo mais do que OPT(L) + O(logzOPT(L)) bins e portanto tem RZ =1, mas a

complexidade computacional foi aumentada para O(ngloggn). Esse avanco, entretanto, é
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considerado sem efeito em aplicacles praticas de bin packing, porque o esquema de
aproximacio é complicado para programar € caro para usar.

O mais recente algoritmo, com ainda um potencial pratico, é uma versio
modificada do FIRST FIT DECREASING (MFFD) apresentada em JOHNSON & GAREY
[45,1985], o qual melhora o comportamento do pior—caso de FFD, sem um aumento
significativo no tempo de execucgio e complexidade de programacdo. A garantia de

performance é que para todas as listas L,

MMFD(L) < (71/60 = 1.18333...)OPT(L) + (31/6) bins

m —
Ry op = 71/60.
Em [45], h4 uma exposicio longa da analise deste resultado de performance para MFFD.

De um modo geral, MFFD explora as situagdes no qual o empacotamento por
FFD torna—se pobre; os dois algoritmos compartilham o mesmo bound de 71/60 quando

os itens nio excedem 1/2.

Descrigio do Algoritmo:

Primeiramente a lista L = {a .8 } é ordenada em ordem decrescente de

g
tamanhos, s(a ) > s(a 2) >..>8 a,n), como em FFD, e os seus itens classificados como:

A= {x:s(x)€(1/2,1]} itens—A tipo(x) = 1
B={x:s(x)e(1/3,1/2]} itens—B tipo(x) = 2
C={x:s(x)e(1/4,1/3]} itens—C tipo(x) = 3
D= {x:s(x) € (1/5,1/4]} itens—D  tipo(x) = 4
E={x:s(x)e(1/6,1/5]} itens—E tipo(x) = 5
F={x:s(x)e (11/71,1/6]} itens—F tipo(x) = 6

G ={x:s(x) € (0,11/71]} itens—G
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Em seguida, o algoritmo atua dentro de 5 fases distintas:

(1)  Designa os itens—A aos primeiros |A| bins em sequencia, tal que os
niveis dos bins forme wuma sequencia ndo—crescente. Esses bins sdo

chamados de bins—A,;

(2)  Procede através dos bins—A da esquerda para a direita (i.e., do bin X p
até o bin X | AI)’ tratando o corrente bin X. como segue: Se qualquer
item—B ndo empacotado satisfizer em .Xi’ coloque dentro dele o maior de tais
item—B que satisfaga. (Neste caso, s6 pode existir lugar para no maximo um

deles)

(3)  Proceda através dos bins—A da direita para a esquerda (i.e., do bin

X |4 até o bin X ), tratando o corrente bin X, como segue:

Se XZ. contém um item—B, nada faga.

Se os dois menores itens nio empacotados de C U D U E n#o satisfizer
conjuntamente em XZ. (ou se existe somente um de tais itens), nada
faca.

Caso contrario, coloque o menor item nio empacotado de C U D U E

em Xz., conjuntamente com o maior item nio empacotado restante de

C U D U E que satisfaga,;

(4)  Proceda através dos bins—A uma tltima vez da esquerda para a direita,
tratando o corrente bin Xz. como segue: Se qualquer item nio empacotado
satisfizer em Xz., coloque dentro dele o maior de tais itens que satisfaca,

repetindo este passo até que nenhum item nfo empacotado nio satisfaga.
(5) Use FFD para empacotar os itens restantes nos bins iniciando com

X|A|+1'
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As Figuras II1.16 € 17, mostram situagdes nos quais um e outro algoritmo sio superados

e vice—versa.

*

L = 9N = MFFD(L) FFD(L) = 11N
[ Crmmmn]

1 2¢ 1 2¢ 7437 | |/4-3€7| | 4—2¢
ive 1-2¢e $+2¢€ $+€ 1—2¢€
1 1+2€ ; $+€ 1-2¢
Z + € ~ + €

? $+2€ 2 1+€ 1-2¢

6N 3N 6N 2N 3N

Fig. I11.16: Um empacotamento para o qual FFD(L)/MFFD(L) = 11/9.

FFD(L) = 8N HFFD (L) = 9N

$-3¢ $+-2¢ % 1+€ 1-—2¢
i+ € 1-3¢ i-2¢

3 3 ;

7 +3€ 1 . e 1 +3€ 1 . e 1—2€
2 2 12e

4N 4N 4N 4N N

Fie. II1.17: Um empacotamento para o qual MFFD(L)/FFD(L) = 9/8.

Porém, ainda nos dias de hoje, o algoritmo FFD é o mais utilizado em testes
comparativos de algoritmos, porque ji existe um considerdvel estudo sobre anilise
probabilistica consolidando a eficiéncia desse algoritmo e mesmo, observe, na auséncia de
bins do tipo A os dois algoritmos sdo equivalentes. Além do que a complexidade de

programagio de MFFD é maior.
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3.5 Variantes do Problema Classico

Na literatura existem dois tipos de variantes, uma na qual a regra basica de
empacotamento ndo segue o padrdo inicial e a outra seguindo a mesma estrutura
classica, porém mudando a fung¢io objetivo do modelo. Véarias heuristicas foram
desenvolvidas especificamente para cada tipo de variante, juntamente com o estudo de
performance do pior—caso da maioria delas. Existindo, portanto, uma grande quantidade
de material na literatura. Nosso intuito, neste capitulo, serd apresentar uma coletinea
de muitas destas variantes para o caso uni—dimensional, procurando ser o mais
abrangente possivel. Muitos dos resultados de performance do pior—caso serdo apenas

citados.

3.5.1 Mudanca nas regras basicas

Nesta se¢io abordaremos os resultados obtidos para as variantes do problema
classico uni—dimensional no qual o objetivo é ainda minimizar o ntimero de bins usado,
porém as regras basicas para o empacotamento sdo alteradas. Serio considerados trés

modificagdes do problema original:

(1) [KrAUSE, SHEN and SCHWETMAN, 50] Empacotamentos no qual limites sdo

colocados a priori no niimero de itens que podem ser empacotado num bin;

(2) [MAgAazINE and WEE, 57] Empacotamentos no qual uma ordem parcial é
associada com o conjunto de itens a serem empacotados e restritos a maneira no qual os

itens podem ser empacotados;

(3) [CorrMAN, GAREY and Jonnsox, 13] Empacotamentos no qual itens podem

chegar e deixar um bin dinamicamente.

A primeira modificagdo é tomada sobre um modelo para scheduling de

multiprocessadores sob uma fnica restricio de recurso quando o namero %k de



73

processadores é fixado. Neste caso os itens representam tarefas a serem executadas, com
o tamanho de um item sendo a quantidade de recurso que ele consome de uma
quantidade total C. Admitindo que todas as tarefas tenham todas a mesma unidade de
comprimento de tempo de execuglo, entio a schedule corresponde a designacdo de
tarefas para tempos de inicio integral (bem definidos), tal que em nenhum instante
existam mais do que % tarefas sendo execﬁtadas ou mais do que C quantidades do
recurso sendo utilizadas. O objetivo é minimizar o tempo de inicio mais tarde. Isto
corresponde ao bin—packing onde os tempos de inicio representam bins, cada um dos

quais podendo conter no maximo % itens.

Trés algoritmos foram analisados para este problema, dois dos quais j&
conhecidos FIRST FIT e FIRST FIT DECREASING cujos limites no pior caso foram

estabelecidos para o ntimero de itens por bin. Os resultados sio:

27 37 ® 27 24, ® 5
T()_IVJTO%WSRFFSTO”I%' Rppp = 2

RG]

Quando £ - w , os limites ficam piores do que quando o ntimero de itens por bin nio é

restrito (2.7 versus 1.7 e 2 versus 11/9).

O outro algoritmo, de autoria dos pesquisadores logo acima mencionados, é o
ITERATED LOWEST FIT DECREASING (ILFD), o qual primeiro coloca os itens em
ordem ndo—crescente por tamanho, como em FFD, e entio inicia escolhendo algum
limite inferior ébvio, digamos q, sobre OPT(L). E supondo que tem—se ¢ bins vazios, B 7

B,,..., Bq , coloca ¢, em B ;€ procede através da lista de itens, empacotando a, num bin

2 1
cujo contetido presente tem tamanho total minimo (empate sendo resolvido pelo indice
do bin, quando necessirio). Uma iteragio é terminada se sempre se atinge um ponto
onde a, ndo satisfaz em qualquei dos ¢ bins (ou porque a capacidade C foi ultrapassada
ou porque o limite k foi excedido). Neste caso, ¢ é aumentado de I e nova iteragio é

tomada. Eventualmente o empacotamento completo sera gerado para algum valor de g, €

isto é a saida.
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Foi mostrado que este algoritmo é mais lento embora atinja assintoticamente o
limite de 4/8 = 1.333... (préximo do de FFD) quando n#o existe restricio no niimero de
itens por bin. O tempo de execucgio é de O (nloggn) e o limite de performance provado
foi RO? Fp < 2, sem determinagio exata mas existindo conjectura de proximidade para
4/ 8.

O segundo tipo de modificagio adiciona uma ordem parcial ao conjunto L de
itens. B tomado sobre um modelo de "balanceamento de linha de montagem". Os itens
representam tarefas a serem executadas num dnico produto que se moverd ao longo de
uma linha de montagem. Cada tarefa sé pode ser excecutada em uma de uma seqiiéncia
de estagOes de trabalho B 7 Bg, ...etc (bins), e os tamanhos dos {tens corresponde aos
tempos requeridos para execucdo das tarefas. Cada estagio de trabalho dispde de um
periodo de tempo C para processamento de um produto, ndo podendo ser ultrapassado.
Portanto um conjunto de tarefas pode ser designado para uma estagio de trabalho (bin)
se a soma de seus tempos requeridos (soma dos tamanhos dos itens) nio exceda C. O
objetivo é minimizar o ntimero de estagdes de trabalho. Obviamente, numa linha de
montagem existe uma ordem de prioridades de tarefas. Neste caso, uma ordem parcial <
é interpretada como segue: a, < e, significa que em qualquer designacio de tarefas &
estagdes de trabalhos (bins), a, deve ser executado antes de o, (com a possivel inclusio
que ambas as tarefas possam ser executadas na mesma estagio de trabalho, desde que
executando—se a, antes de o, dentro do tempo total C permitido); assim a, pode ou ir

num bin anterior ou no mesmo bin que e, (veja Fig. I11.16).

I I
v

a. pode ir em qualquer
) desses bins.

Fic. I11.16 Interpretacdo de a, < e
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Um algoritmo foi definido para este problema, o ORDERED FIRST FIT
DECREASING (OFFD): Primeiramente, os itens sdo ordenados pelo tempo que eles
requerem em ordem n#o crescente, como em FFD. Entdo, preenche—se os bins em
sequéncia. O bin B, ¢ empacotado colocando o maior item ainda ndo designado nele o
qual a ordem parcial permitird. O processo é repetido até que nenhum item mais possa
ser colocado em B.. A saida é quando todas as tarefas forem executadas para o fnico
produto. '

Foi mostrado, naquele trabalho, que R‘BFFD =2

A terceira modificacio considerada diz respeito ao problema o bin—packing
dindmico, o qual é uma extensio natural do modelo classico uni—dimensional estatico.

Os itens a ser empacotados sio descritos por uma lista L = {a .,a,n}. Cada item

1700+
(ou objeto) ¢, em L corresponde a uma tripla (ci,di,si), onde ¢, é o tempo de chegada
para a, d é o tempo de partida, e s ¢ o seu tamanho. O item o, reside no
empacotamento por um intervalo de tempo [ci,di) e se admite que &, — ¢, > 0 para
todo % Um empacotamento é entdo uma designagio de itens & bins tal que em qualquer
instante t e para qualquer bin B, os itens designados para aquele bin os quais chegaram
no instante t e ainda nfo o deixaram para aquele instante tem contetido total ndo maior
do que a capacidade C. Admite—se, como antes, que cada s satisfaz 0 < 5, < C.

Este modelo é motivado pela aplicagio de alocagio de memérias num
computador, a qual é feita de maneira dindmica. Os bins correspondendo a unidade de
armazenagem, tais como paginas de meméria do computador (ou discos fixos) e os itens
correspondendo a registros (arquivos) os quais devem ser armazenados dentro das
paginas (discos fixos) por certos periodos de tempo especificados; sendo limitado no
aspecto que registros ndo podem ser "sobrepostos" de uma unidade para a préxima. Este
modelo pretende resolver o problema de como distribuir registros entre unidade de
armazenamento tal que a todo tempo cada unidade tenha suficiente espaco para manter
todo os registros designados para ela. Admite—se explicitamente que um registro pode

sempre ser empacotado em qualquer unidade de armazenagem que tenha espaco total
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disponivel suficiente para ele, e portanto nio considerando como os espagos sdo

administrados dentro de uma unidade de armazenamento, evitando com isso que possa

haver fragmentagcio.

O estudo foi restrito a anilise de algoritmos cujas regras de empacotamento
ndo movem itens de um bin para um outro uma vez que eles tenham sido empacotados,
e que operam on—line, i.e., os itens sio empacotados na medida que eles chegam sem
conhecimento de chegadas futuras. O texto em si se concentra nos resultados obtidos
para o FIRST FIT adaptado a esta situagio. Através de argumentos tipo adversério,
i.e., comparando os bounds com os de outros algoritmos on—line é mostrado que nenhum
outro algoritmo on—line pode ter substancialmente melhor performance do que FIRST
FIT. Os resultados foram os seguintes:

Para o caso em que o tamanho dos itens é limitado por 0<s.< C/2, (obtidos

através de meios analiticos)
00

1.75 < R, (1/2) < 1.78
e, para qualquer algoritmo on—line 4

R%)(1/2) > 5/3 = 1.666...
No caso classico, tinhamos

00
RFF(J/Q) =1.5

o que mostra um enfraquecimento na performance deste algoritmo quando aplicado ao
caso dindmico.

Para o caso irrestrito, 0 < 5, < C a anilise é mais complexa. Os limites

encontrados foram menos apertados que antes, com
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1)
2.76 < RFF < 2.897
W
RA > 25

E interessante notar que no caso dinimico o aumento do limite de performance para FF
é de aproximadamente 55%, de cerca de 1.8 4 2.8, o qual é um contraste com o aumento

anilogo de somente 13%, de 1.5 4 1.7, para o caso do bin packing estatico.

3.5.2 Mudanca na Funcio Objetivo

Nesta se¢io abordaremos os resultados obtidos para as variantes do problema
classico uni—dimensional nas quais o objetivo ndo é mais minimizar o nimero de bins

usados. Trés variantes serdo consideradas:

(1) [AssmANN, Jonnso¥, KLEITMAN and LEUNG, 1] Maximizando o niimero de

bins acima de um dado nivel.

(2) [Friesey and LaxgsToN, 27] Minimizando os custos de empacotamento

usando bins de tamanhos variaveis.

(3) [Corrman, LEUNG, and TiNe, 19] Maximizando o nfimero de {tens

empacotados.

A primeira variante considera o problema de empacotar os itens de uma dada
lista dentro de tantos bins quanto possivel, sujeito a restricio que cada bin tenha um
nivel de enchimento de no minimo um dado limiar 7>0. Em outras palavras o objetivo é
encher cada bin a um nivel tio préximo quanto possivel, mas nio menor do que 7. Este
problema modela uma variedade de situacdes encontradas na indastria e comércio. Por
exemplo, o enlatamento de produtos alimenticios satisfazendo um requisito minimo de
peso liquido rotulado na embalagem.

Esta variante é a versio dual do problema bin—packing. Véarios algoritmos
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foram apresentados proporcionando garantia de performance. Nés mencionaremos
apenas um deles, o qual comeca produzindo numa 1a. fase um empacotamento FFD de L
para alguma dada capacidade C > T. Na 2a. fase do algoritmo os itens sio tomados
iterativamente do tltimo bin ndo—vazio e colocados no bin indexado mais baixo tendo
um nivel menor do que T no fim deste estigio o empacotamento estard completo. A
performance para esta regra, chamada FFD(C), depende do valor de C escolhido para a
fase 1. Foi mostrado em AssMAMN et al. [1], usando como medida a razfo invertida

OPT(L)/A(L), que

R;FD(C) > g para todo C> T
e
. w _
é_Z)Zf RFFD(C) =2

A segunda variante diz respeito 20 problema no qual sio dados uma colecio
finita de tamanhos de bins com um suprimento ilimitado de bins de cada tamanho, e um
custo de uso dos bins proporcional ao tamanho do bin. O objetivo sendo empacotar uma
dada lista de itens tal que o custo acumulado dos bins usados seja minimo.

Foi analisado em [27] véirias regras de aproximagdo; para a melhor delas foi

provado um limite assint6tico do pior—caso de 4/ 3.

A dltima variante abordada trata "ainda" de um problema de maximizacio
que fixa o niimero de bins e a sua capacidade. O objetivo, neste caso, é empacotar tantos
itens quantos forem possiveis dentro dos bins. Este problema tem uma ampla aplicacio
em pesquisa operacional, uma véz que podemos imagini—lo como um problema de
"knapsacks miltiplos". Obviamente, trata—se de um problema NP—completo e dai o
interesse em desenvolver e analisar algoritmos heuristicos rapidos para ele.

Formalmente o problema é o seguinte: Dado um conjunto de m iguais bins

BJ”"’Bm e um conjunto de objetos organizados numa lista L = (al,az,...,an), como
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empacotar dentro dos bins um subconjuntd méaximo de L tal que em nenhum bin a
capacidade seja excedida.

E intuitivo pensar, que qualquer algoritmo tendo razoavel performance no
pior—caso relativo a um algoritmo de otimizagio deva tentar empacotar um maximo
subconjunto de pequenos objetos. Um algoritmo em particular, o FIRST FIT
INCREASING (FFI), foi proposto e o limite de performance analisado. Este algoritmo
faz o seguinte: primeiro ordena os itens em ordem nio crecente por tamanho e entdo
aplica a regra FIRST FIT até que um item na sequencia nio satisfaca em qualquer dos
bins; o que implica que nenhum dos itens restante ndo satisfard também. Portanto, com
a regra FFI cada sucessivo objeto é colocado dentro do bin com menor indice no qual ele
satisfaz. A Figura III.18 ilustra este procedimento. Para este foi mostrado que para

qualquer lista, L e qualquer niimero de bins m, tem—se R?‘FI =4/8.

Exemplo 4: Sejam L = {16,16,25,25,88,33,34,84,34,50,50,75,75},

C = 100 e m = numero de bins = 5.

33 |28 L 18 1 95 | 25
34 | 34
33 OPT(L)= 13
75 | 75
54 | 50 | 50

33
25 50 %

o5 | 33 | 34 FFI(L)= 12
16 | 44 | g4 | 50 7
16

By By By B, By

Fie. 111.18: Um ezemplo de empacotamento FFI.
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Carituro IV
UMA CLASSE DE ALGORITMOS APROXIMATIVOS DECRESCENTES

4.1 A Classe proposta.

Uma quantidade grande de algoritmos aproximativos de bin—packing (Cf. [14])
tém sido, até agora, com raras excecdes (e.g., algoritmo Next Fit Decreasing, First Fit
Increasing), propostos e analisados considerando um preenchimento simultineo dos bins,
ou seja, os bins somente 530 considerados completos quando ndo existir mais nenhum
elemento na lista para ser alocado. Isto provoca um efeito de dependéncia entre os bins.
Entretanto, os bins sdo "livres" e cada um deles, em sequéncia, pode ser completado e
descartado em qualquer etapa do empacotamento.

A classe que propomos corresponde a uma série de algoritmos aproximativos
que assim procedem. O mais simples deles, o qual denominaremos de MMD "Maiores e
Menores Decrescente", é um procedimento de alocagio intuitivo e segundo os
experimentos produz solugdes tdo boas quantb as do FFD (First Fit Decreasing),
principalmente quando refinado, apresentando complexidade de tempo no pior—caso de

O(n) se ordenacio é pressuposta.

A estratégia do algoritmo, em sintese, consiste em:

Passo 1. Ordenar a lista de objetos em ordem decrescente dos tamanhos de 5.

i=1,...,n eindexar os bins.

Passo 2. Empacotar os itens, em séquéncia, do maior para o menor, num bin de
indice mais baixo ainda n#o satisfeito, até onde puder ser feito nesta ordem;
atualizando a lista apds cada item empacotado. Se este preenchimento for
parcial, ou seja, se a capacidade restante do bin (i. e., a folga) for maior do

que o tltimo elemento na lista, tomar outras decisdes ef/ou terminar de

encher o bin com os itens menores na sequéncia inversa da ordenacio na

lista, ou seja, do menor para o maior. Ir ao Passo (3).
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Obs.: Tomando outras decisdes antes de completar o bin com os "itens
menores", derivamos novos algoritmos, o qual denominaremos aqui de

refinados.

Passo 3. Se Lista = @, termine contabilizando o nimero de bins usados. Caso

contrario volte ao Passo (2).

Deve ser notado, neste algoritmo que, na maior parte das vezes, a cada
inspecdo (i.e., comparacio da folga resultante de um bin com o menor objeto da lista
restante), os dltimos objetos na lista cabem no espago vazio do bin parcialmente usado,
complementando—o e fazendo assim uma compensacio ou balanco entre itens maiores e
menores. Isto torna o processo bastante rapido e interessante. Além disso, a cada
iteragdo (Passo 2) um bin é finalizado, como pretendiamos, devido a pré—ordenacio dos
itens na lista. Isto faz o algoritmo ser on—line com respeito aos bins. Proporcionando,
portanto, uma vantagem operacional para determinadas situagbes praticas onde uma
outra operacio possa ser iniciada antes qué o empacotamento total esteja concluido.
Neste caso, somente um bin fica ativo de cada vez, o que minimiza o custo total de

utiliza¢io dos bins se existe um custo de permanéncia associado a cada bin aberto.

A descrigio do algoritmo proposto pode ser resumida como segue:

Procedure MMD;
< Defini¢do das varidveis >
begin
< Preordenagdo e Inicializagdo > {+« Quicksort }
Repeat
Ative proximo bin  {ne de mochilas}
While (Espago Sufiente e Lista ndo vazia) do begin
empacote objeto maior;
atualize Lista
end;

< outras decisoes >

While (Espago Suficiente e Lista ndo vazia) do begin
empacote objeto menor;
atualize Lista
end;
until (Lista vazia);
end;
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Exemplo: Sejam C =60 e L = {31(x2),17(x2),16(x3),13(x2),10}, entdo
(veja Fig. IV.1), MMD(L) = - OPT(L).

0PT(L) = 3 HHD (L) = 4
13 10 ) 17 | N
16 16 13 _ _ //
10 17 16 %
17 : 16 13
31 . 31 31 . P
(B,x2) B B, B, B B,

Fi6. IV.1: Um exemplo usando MMD sem refinamento.

A seguir apresentamos trés alternativas, para o Passo (2) do algoritmo,

referente a outras decisdes:

1a) Simplesmente termine de encher o bin, em questdo, com os itens menores
na ordem inversa da ordenacfio na lista e v ao Passo (3) do algoritmo proposto. (Neste
caso, o algoritmo aproximativo é O(n) se ordenagio nfo é considerada, e para
determinadas entradas poderd produzir resultados melhores que os da estratégia FFD.

Como exemplos, observe Fig. IV.5 e Tabelas 10 e 11 na secio 4);

2a) Fazer uma rapida inspe¢io no restante da lista para encontrar algum item
intermediario cujo tamanho complete a folga inteiramente. Se isto acontece,
empacotd—lo, e ir ao Passo (3). Se ndo, proceder como antes, terminando o

preenchimento do bin com os itens menores.

3a) Fazer uma ripida inspe¢io para encontrar o item (ou itens) intermediario
mais préximo que caiba no bin, em questdo. Logicamente, este item satisfaz o melhor
possivel (o processo funciona, neste instante, como um Best—Fit com respeito a lista de
entrada). Se ap6s o empacotamento deste item, a folga resultante é igual ao tamanho do
iltimo objeto da lista, empacote este Gltimo item também, encerrando o bin, € v4 ao

Passo (3) do algoritmo. Se a folga for maior, terminar de encher o bin com os itens
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menores e vi ao Passo (3); se for menor, o bin estid encerrado e a etapa seguinte ¢ ir,
diretamente ao Passo (3) o qual termina o processo global ou segue para nova iteracio.
(Vé—se, naturalmente, que as decisGes 2 e 3, sio um refinamento do procedimento 1, o
que produz resultados melhores, mas como conseqiiéncia aumenta a complexidade
computacional do algoritmo. Com a alternativa (3a) os resultados, raramente, diferem

daqueles apresentados por FFD (veja Tabelas nos Graficos 1 e 2).

Proposicio 1. A familia dos algoritmos MMD é on—line com relagdo aos bins.

Dem: Sejam P um empacotamento de L = {s .,sn}, isto é, uma funcio

P
P:{1,2,...,n} - {1,2,...,n},

tal que Vj, 1<j<n, s,<1 por MMD e, s € L tal que s encerra o BINJ., (1£7<)).

% (3)=;
Seja L’CL, a lista de objetos restantes apds s ter sido designado. Entdo, por definicio
de MMD, isto significa que ou o empacotamento até j = j-1 foi de tal maneira que a
folga (i.e., o espago disponivel) deixada em cada BINJ. , € menor do que dltimo item na
lista L’, ou 3x, x < s em L que n#o tenha sido designado. Portanto, para algum az.eL
ainda néo designado devemos ter a, > s > fo]ga(BINJ.,), 1<j<j. Logo, considerando
que os bins sdo dispostos da esquerda para & direita, o BINJ. que segue imediatamente
a0 BINJ. , €0 escolhido, dado que ele estd vazio e a, proximo item a ser designado, néo

cabe em qualquer bin & sua esquerda; caracterizando, portanto, o algoritmo como

on—line em relacio aos bins.
|

4.1.2. Complexidade Computacional.

Afirmacio 1: Todas as instrugées, excluindo a parte de ordenagio e outras decisoes, sdo
executadas no maximo n vezes.
Dem: Suponha que existam dois apontadores sobre a lista L, apontl e apontF, os

apontadores inicial e final, respectivamente.
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apontF
ay 2y ce a,
apontl

Desta forma obtemos a seguinte estrutura equivalente, bem simples, para o

algoritmo anteriormente proposto:

Algoritmo Maiores__Menores__Decrescente
Entrada: L= {Sl""’sn}’ onde 0 < 5; < 1 para 1<i<nm.
Saida: O niimero do bin dentro do qual s, é colocado.

procedure MMD(S: RealArray; n: integer; var bin: IntegerArray);
var
usado: array[l..n] of real;
{usado[j] é o espago ja ocupado no bin j}
i,j,apontl,apontF: Integer;
begin
§S em ordem decrescente pressuposto}
or j:= 1to n do usado[j] := 0,
Jj:=0; apontl := 1; apontF :=n; {Inicializagio}
Repeat
Inc(j); {no de mochilas}

while usado[j| + sfapontI] < 1 and apontI < apontF do begin
empacote objeto s[apontI];
Inc(apontl)
end;

while usado[j| + s[apontF] < 1 and apontI < apontF do begin
empacote objeto s[apontFJ;
Dec(apontF)
end

until (apontl > apontF);
end

Observando—se o algoritmo agora, nota—se que as duas instrugdes while sdo
complementares, significando que a cada iteragio de j os dois (ou apenas um)
apontadores apontl e apontF caminham em sentido opostos na lista L. Entretanto,
quando eles se ultrapassam, fica determinado um valor j= j, 1< j< n, solugio do
problema e, cada instrugio é executada no méximo |n/k|—vezes, para algum
ke{1,...,n}cN. O caso extremo sendo atingido quando k=1 ou j=1,i.e., apenas uma

mochila é usada.
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Por outro lado, se j =n (i.e., forem usadas n mochilas, cada uma com um
inico objeto) teremos o repeat sendo testado n vezes, ocasionando novamente o niimero
maximo de utilizacdo de uma instrugio. i
Afirmacdo 2: As complexidades de pior e melhor casos para MMD sdo ambas O(n).
Portanto, o algoritmo é o melhor possivel, pois, no minimo $80 necessarias n operagdes
para empacotar n itens.

Dem: Pela afirmacdo 1, cada instrugio é executada no méximo n vezes. A mecinica do

algoritmo se resume ao bloco:

Repeat
Ative préximo bin; {ne de mochilas}

While (Espaco Suficiente e Lista # 0) do begin
empacote objeto maior;
atualize Lista.
end;

While (Espacgo Suficiente e Lista # §) do begin
empacote objeto menor;
atualize Lista
end;

until (Lista = §);

Os dois While referem—se ao preenchimento dos bins com os itens maiores e menores,
respectivamente. Entdo, qualquer que seja a instincia de entrada o 20 while
complementa o 1o while. Assim, se o 1o while for executado k—vezes, k = 1,...,n , 0 20
executard k’—vezes, k’=n—k, fornecendo uma complexidade do algoritmo no pior—caso
da ordem de O(k+k’) = O(n). Por outro lado, como deve ser notado, este algoritmo nio
é sensivel & instincias de entrada, sempre efetuando O(n) comparagdes, mesmo no

melhor caso.

Considerando em outras decisdbes uma busca sequencial para escolher

elementos intermediarios, e usando como estrutura de dados uma lista duplamente
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encadeada, teremos o algoritmo exposto numa forma mais simples, porém funcionando
em O(ng). Por outro lado, usando uma estrutura mais pesada, tipo arvore B—Tree, 0
tempo computacional no pior—caso, dos algoritmos refinados, cai para O(nlogn), uma

vez que a busca 3 cada elemento intermédiario é feita no pior das hipdtese em O(logn).

4.1.3 Performance do Algoritmo Proposto sem Refinamento.

Conforme mostrado no Cap. III, pardgrafo 3.2, se L estd em ordem decrescente
e A é qualquer algoritmo ANY FIT (AF), entio o comportamento do pior—caso
assintético para AD (i.e., o algoritmo decrescente) encontra—se dentro de um limite

estreito dado por:
11/9 < Ry, <5/4.

Note que algoritmos—AFD sempre coloca os itens, um de cada vez, nos bins

tomando—os em ordem sequencial na lista, do maior para o menor.

Os algoritmos FIRST FIT (FF) e BEST FIT (BF), por exemplo, sio
algoritmos ALMOST ANY FIT[ ¢ ANYFIT] e, como j4 é bem conhecido
R*[FFD] = R®[BFD] = 11/9.

O algoritmo WORST FIT (WF) o qual coloca a; num bin aberto com a maior
folga (empate sendo decidido em favor do bin mais & esquerda), é ANY FIT mas nfo

ALMOST ANY FIT. Como exemplo, sejam os seguintes dados:
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L= {al=9,a2=2,a3=8,a4=2,a,5=7,a,6=1} e C=14,

P P | 2

F16. IV.2: Exemplo com a Heuristica Worst—Fit.

Como se pode notar, o item a 4 satisfaz no BIN 4 mas nio é colocado 14, o que quebra a
regra AAF, porém continua sendo AF porque a 4 foi designado a um bin nio—vazio

qualquer com maior folga, dentro do qual ele satisfaz.

A performance do pior—caso de WFD ndo foi explicitamente determinada,
sabendo—se apenas que se encontra dentro da faixa estabelecida anteriormente para os
algoritmos AD.

O algoritmo Next Fit Decreasing (NFD) é um exemplo de um algoritmo que
ndo pertence a classe dos algoritmos ANY FIi‘ DECREASING (AD). Sua performance

absoluta no pior—caso é NFD(L) » 1.691-OPT(L) + 3 bins (Cf. BAKER & COFFMAN JR.
[2])-

Proposi¢io 2. O algoritmo MMD sem pré—ordenacdo, ndo pertence a classe dos
algoritmos ANY FIT.
Dem: Seja o seguinte contra—exemplo? :

L= {a,l:9,3,2:2,33:14,3,4:2,35:7,a,6=1} e b =15
entdo BIN; = {a;,a5a5}, BIN,={as} e BIN,={a, a.}; oitem a, cabe no BIN,
mas é colocado no BIN 3 (naquele momento, o bin vazio mais & esquerda), o que quebra

a regra bésica ANY FIT..

2Aqui admitimos que o comprimento n da lista L é conhecido & priori e os bins estdo dispostos da
esquerda para a direita. Tais algoritmos s&o ditos fechados [12].
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Note que a designagio de "maiores e menores" anteriormente colocada ao
nome do algoritmo perde o seu sentido aqui, € o mais correto agora seria denominar este

ltimo algoritmo de ES (Extremos que Satisfazem ou preenchem um bin).

Proposi¢io 3. MMD(L) < NFD(L) qualquer que seja L.

Dem: Suponha que MMD(L)> NFD(L). Assim, sejam B 1 < j<k os bins

j ]
empacotados pela regra NFD de uma lista L ordenada, e B3. , 1<j<k+l
(1=1,..., n—k), os bins empacotados da mesma lista por MMD. Sem perda de
generalidade, seja a um elemento de Bj 11
1<j<k Isto é, o nio satisfaz em qualquer bin descartado, anterior a Bk

. Por defini¢io de MMD, o > ga,p(B}.),
Rt Por
outro lado, por construgio de MMD (veja Fig. IV.3 (i) e (ii)), em cada iteragao,

[ cont(Bj)

ou
cont(B}) =4 cont(B J) + "itens menores"

ou (I1<j<k

cont(B J) — '"itens menores" deslocados para
- bins anteriores;

Como NFD empacota a mesma lista L, a€ cont(Bj) para algum 1< j< k. Assim

devemos ter também que « € cont(B}-), para 1 <j<k. Uma contradicio !
|

(i) L = {9,8,7,7,3,3,2,1} e C= 14.

NFD(L) = 4 ¥HD (L) = 3
3

8 7

ww§
X

= (N

W

~J
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(ii) L = {8,7,6,5,4,3,2,1} e C = 14.

NFD (L) =4 KED (L) = 3

4

5

L
N

Fie. IV.3 (i) e (ii): Exemplos comparativos entre NFD e MMD.

Para mostrar que os outros algoritmos da classe MMD também satisfazem a
relagdo da proposi¢do 3, usamos o seguinte raciocinio: Para provar um resultado (bound)
sobre um algoritmo mais sofisticado A, primeiro mostramos que o ressultado desejado
vale para um algoritmo menos sofisticado B (e mais ficil de analisar), e entio

mostramos que A(L) < B(L) para todas listas L.

Designaremos por MMDr—k o algoritnio proposto com k refinamentos (i.e., k

elementos intermedidrios).

Proposigio 4. MMDr(L) < NFD(L) para todas listas L.

Dem: Seja MMDs* a versdo restrita de»MMDr. Ela difere de MMDr no fato que, téo
logo um bin receba um item intermediario ele é declarado encerrado e ndo pode receber
mais nenhum item. Obviamente, MMDr"(L) < NFD(L) e, consequentemente,

MMDr(L) < NFD(L) para qualquer que seja L.
-



9

o

(i) L = {9,8,5,4,3,2,1} e C=14.

NFD(L) = 4 , HMDr1*(L) = 3
R S
1
(ii) L = {9,8,7,7,4,3,2,1} e € = 14.
HMD (L) = 3 wri*(L) = 4

7

N

1 2
3

7

3

8 7 8 7

Fi¢. IV.4: Exemplos no qual NFD(L)>MMDr1*(L) e MMDr1*(L)>MMDr1(L).

CONJECTURA. Para a classe dos algoritmos do tipo MMD,

11/9 <Rp <1.691
MMD

A Fig. IV.5 mostra um exemplo de lista assintética no qual o limite inferior para o
pior—caso da classe MMD é quase atingido. Além disso, mostra também que nem sempre

FFD é melhor do que MMD.
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L = { N repetigdes de [(%+ e)x6,(%+ e)x6,(%—2e)x12] },

onde 0<e<2 e n = 30N.

LY = 9N FFD(L) = 11N
VZ
1 2¢ 1-2¢ 7i-3¢7| | 7437 | _i—2¢
iig 1-2¢ 142¢ j+e 1 9¢
1 1+2e 1 3+€ i—2¢
= + E 5 + €
2 1+2€ 2 l+ve i-2¢
6N 3N 6N 2N 3N
¥HD (L) = 10N

%

t-2e | |gi-se)| |Zi-oegl| 4-2e | |Zi-3c]

1-2¢ 1+2¢ $+2¢€ 1—2¢ i+€

1 1 }+2¢€ 1+2€ 1+€

5 + € = + €

2 2 1+2¢€ 3+2¢ $+€

5N 1N 1N 1N 2N

Fi¢. IV.5: Um empacotamento para o qual FFD(L)/L* = 11/9 e MMD(L)/L* = 10/9.

O limite superior na conjectura é valido conforme ficou provado nas

proposigoes 3 e 4, e ilustrado na Fig. IV.4 (i) e (ii). w

4.1.4 Uma Melhoria em Maiores e Menores Decrescentes (MMDat)

Se nés considerarmos que os dados gerados para a Lista L -+ w, sejam de tal
sorte que os seus valores sio independentes e identicamente distribuidos (i.i.d),

produzindo uma distribuicio uniforme U(0,1], apés ordenaco, teremos um grafico

semelhante ao da Fig. IV.6. (A capacidade C dos bins é, essencialmente, um fator de

escala, assim fazemos a normalizagio usual C = 1).



92

No. de Rins &— Min
a3y Cap.=1
T
1/2
2
e
8 Oting —> w2 I Itens

Fie. IV.6: Aplicagdo de MMD para a, = 1.

Quando MMD ¢ executado, os pontos sobre a 4rea sombreada (2) sdo transferidos para a
regido (1), produzindo um empacotamento perfeito de % bins (n -+ w , um inteiro par).
Por outro lado, a fun¢io que determina a reta de distribui¢ido dos tamanhos dos itens é

dada por

fx) = - [+ 3,

n

onde f(n) =0 e f(0) =a,. Logo,

1

* ) 2 n n a1 n n
x zllmZai=J f(x)dx:] (__n—)Xd}H_I adx =73,
=0

L= o 0 0 0

é o0 nimero 6timo de bins. Assim, quando a, =1 e n - w, teremos

1

lim———(—LMMDL -+1

%
L- o X

A aplicagio direta do algoritmo MMD para a, < 1, acarreta como resultado
um maior nimero de bins, pois os pontos sobre a irea hachuriada que sio transferidos,
nfo tém um encaixe perfeito na regiio (1), conforme mostra a Fig. IV.7. E necessério,

entdo, uma correcdo para contornar isto.
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No. de Bins € Min

Cap.=1

agle ®

172

b

a X{ ¥ nz 7 1Z] Itens
apt

Fie. IV.7: Aplicacdo de MMD para a, <1

A Fig. IV.8 mostra uma melhoria de MMD pela utilizacio dos limites X, eX,.

As setas indicam o sentido que o algoritmo atua.

No. de Bins & HMin
Cap. =1
®
~
1/2
__________________________ 1-aq
"~
a Xy 1 w2 xg 1Z] Ttens
opt

Fie. IV.8: Aplicagdo de MMDat para a, < 1.

Tecnicamente, a estrutura do algoritmo passa a ser:

Repeat
While 1 {como antes em MMD}
While 2 {atua entre x [ & Xy, ordem crescente sequencial }
While 8 {como antes}

unt ¢

A complexidade deste algoritmo permanece ainda sendo O(n), desde que cada elemento

necessita ser examinado somente uma vez.
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Os valores de X, € Xq 580, facilmente, obtidos por:
) e a2
X; =1 [ —— € Xo = 2 ——
1 23,1 2 a,

Note ainda que, quando ay = 1,

Este algoritmo, portanto, é uma generaliza¢do do anterior. Quando a, = %, temos x, =

x, = 0. A partir dai, i.e, para a <1 /2 ndo usamos mais X, € X, como limites.

(Cf. resultados na Tabela 4 e Grafico 5, para uma constatagio de melhoria na préatica).

A Figura IV.9 mostra um exemplo tipico de dados gerados aleatoriamente,

através do computador.

Dados gerados aleatoriamente

800

700 [»

600

500

400

300

woTSI M-

200

100

0 5 10 16 20 25 30 36 40 45 50 656

Numero de Itens
+ Cap. dos bins = 1000

* Tamanho maior dos itens = 693
* Tamanho menor dos itens = 16

F16. IV.9
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4.1.5. Algoritmos Refinados.

MMDR~k é o algoritmo proposto com k refinamentos (i.e., k elementos
intermediirios que melhor satisfazem). Obviamente, se k for de tal sorte que nio seja
necessario percorrer a lista na ordem inversa, teremos o algoritmo analogo ao FFD para
esta colocagio do problema, e portanto, com uma razio de performance assintdtica de
11/9. A complexidade de tempo no pior—caso, no entanto, serd de O(nlogn) com ou sem
pré—processamento, usando estrutura de dados tipo drvores B—Tree. Tendo, contudo, o
cuidado de testar, para acelerar o processo em média (principalmente para listas de
entrada de dados muito grandes), se para cada elemento intermediirio introduzido no
bin ativo, a folga resultante desaparece quando adicionalmente a este anexamos o ultimo
item da lista (i.e, previamente fazemos uma inspegio), obteremos um algoritmo o qual
denominaremos de Progressivo Decrescente (PD) que produz empacotamento
semelhante ao algoritmo First—Fit Decreasing (FFD), a menos de alguns elementos
repetidos colocados em bins diferentes. Por exemplo, seja L a seguinte lista ordenada:
s1=12; s2=10; 53=7; s4=5; s5:3; S6:S7:SS=2' Seja a capacidade dos bins igual a 14,
entdo os seguintes empacotamentos seriam produzidos:

l
FFD sjesb.noBINI; 885 noBIN s3,s4,s noBIN e sgnoBIN4

P :s5.es, noBIN ;8 Sy noBIN s3,s4,s noBIN e s noBIN4
T

Ressaltamos, que o mecanismo deste algoritmo heuristico para preenchimento
de um bin é um método guloso e lembra o do classico algoritmo de J. B. KRUSKAL
(1956) para a determinagio da Arvore Geradora Minima (MST). A lembranga com
aquele algoritmo, que pode ser chamado o smallest—edge—first, é como segue: Primeiro
ordenamos todas as linhas (itens) na rede dada por peso (tamanho dos itens), em ordem
crescente (decrescente). Entio uma a uma as linhas (itens) sio examinadas em ordem,
do menor para o maior (do maior para o menor). Se uma linha i (item), sob examinagio,
é achada para formar um ciclo (ultrapassar a capacidade do bin), quando adicionada as

linhas (itens) ja selecionadas, ela é ignorada (deixado para os préximos bins). Caso
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contrario, a linha i é selecionada para ser incluida na MST (bin ativo). Como na Axvore
Geradora Minima, nem todos os itens precisam ser examinados porque a folga do bin,
em cada instante, é sempre comparada com o tltimo item da lista, € quando menor, 0s
itens restantes da lista nio precisam mais ser examinados para aquele bin ativo. Este
processo é repetido, para as linhas restantes na arvore, i.e., uma nova arvore geradora
minima (bin ativo) é procurada (satisfeito) para o grafo restante, até que todas as linhas
(itens) tenham sido designadas (empacotados).

Obviamente, se fosse possivel estabelecermos uma analogia entre estes dois
problemas e tivéssemos uma transformagio polinomial entre eles, estariamos provando
que P = NP. Tendo em vista que o algoritmo de Kruskal determina uma MST em
tempo polinomial.

O que acontece porém, é que o.processo de formagdo da MST, isto é, o
mecanismo de constru¢io da MST pode ser transportado, mas nfo hé ligagio em que
determinar a &rvore geradora minima ou detectar um ciclo signifique satisfazer um bin.
O ciclo no grafo apenas identifica um bin em fase de preenchimento e a MST pode muito

bem significar que a capacidade do bin foi ultrapassada, mesmo sem formar ciclo.

4.1.6. Resultados Computacionais.

Uma bateria de testes computacionais indicam que as solugbes encontradas por
estas novas heuristicas sdo, para muitos problemas, bem préximas do étimo. Isto nos d4,
portanto, suporte para viabilizar os métodos.

Os algoritmos foram implementados em Pascal, num micro—computador IBM
PC/AT(386), e testado em dados gerados aléatoriamente e dados produzidos a partir de
empacotamentos 6timos conhecidos. Este tltimo recurso é mostrado através da
procedure GERADOR mais adiante.

A seguir apresentamos os resultados computacionais dos algoritmos, através de
graficos ilustrativos de performance e tabelas, correspondentes. A notagio empregada

nos algoritmos é:
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FFD —  First Fit Decreasing;

MMD —  Maiores € Menores Decrescente;

MMDat — Maiores e Menores Decrescente atualizado;

MMDri —  MMD com 1 item intermediario que melhor satisfaz o bin;
MMDif — MMD com 1 item intermediario que satisfaz o bin plenamente;
MMDmf—  MMD com 1 item intermediirio que forcosamente deixa uma folga

no bin para ser preenchida pelos itens menores;

NFD  — Next Fit Decreasing.

Obs: Todos estes algoritmos da classe MMD poderiam ser melhorados mais ainda se no
retorno com os itens menores, usissemos uma tabela hashing para verificar se existe
algum item intermedidrio que preencha exatamente o bin. Se n#o, continuariamos
empacotando via itens menores, sendo que a cada item menor empacotado, novamente a
tabela hashing seria consultada, e assim por diz;nte até terminar de encher um bin. O
processo € repetido para os demais bins. Evitamos colocar os resultados referentes a esta
afirmagio porque julgamos que o estudo ficaria por demais longo e cansativo, além do

que a conclusio nfo seria muito diferente.

Os Gréaficos 1 e 2, a seguir, mostram as performances do pior—caso e média dos
algoritmos para 50 testes realizados em cada uma das instincias geradas,

randomicamente, no intervalo (0,1]. A capacidade dos bins foram todas feitas iguais a 1.
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GRAFICO 1

Razao de Performance Maxima

1.4
R
a
z
a
o}
500 600 90 1000
FFD 1.077 1.051 | 1.039 1,064 | 1.035
MMD 1.077 1.064 | 1.053 1.054 | 1.047
MMDat 1.077 1.064 | 1.053 1.064 | 1.047
MMDif 1.077 1.064 | 1.0563 1,054 | 1.047
MMDr1 1.077 1.051 | 1.089 1.054 | 1.035
MMDmf 1.077 1.06 1.053 1.054 | 1.047
NFD 1.326 1.32 1.311 1.314 1.314
Ordem da Instancia
Razao de Performance Media

1.4

1.2

i [}
R
a 0.8
z
a 0.6
o 0.4

0.2

0 d i

600 800 | 900

FFD 1.022 1.017 1.018 | 1.016 | 1.013
MMD XN 1.034 1.029 1.028 { 1.025 | 1.025
MMDat 1.034 1.029 1.028 | 1.025 | 1.0256
MMDif 1.034 1.029 1.028 | 1.0256 | 1.025
MMDr1 1.022 1.017 1.018 1.016 1.013
MMDm f 1.034 1.029 1.028 | 1.025 | 1.0256
NFD 1.284 1.284 1.291 | 1.288 | 1.286

Ordem da Instancia
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Nas Tabelas 3,4,5 e 6, consideramos instincias onde a magnitude dos itens
foram uniformemente distribuidas no intervalo (0,1]. Rodamos 50 testes para cada
tamanho do problema (i.e, n e C fixados). Como o valor 6timo de cada instdncia ndo

estava disponivel, medimos a performance de cada algoritmo calculando a razdo

solugdo heuristica

limite inferior para solugdo Otima

onde o limite inferior ou étimo de referéncia foi obtido por [ ¥ a;/C |. Esta razdo ¢,
obviamente, um limite superior na performance do algoritmo.

Os Graficos 3,4,5,6 e 7, ilustram o desempenho de apenas 3 algoritmos, FFD,
MMD e NFD, por causa do nosso interesse especial em justificar o bom desempenho do
algoritmo MMD. O desempenho mostrado, refere—se as razdes maxima e média de 50
testes realizados. A fim de nfo haver indagagdes de que, poderia ter havido uma
coincidéncia entre FFD ¢ MMD, expomos o Gréfico 4 com razio média dos 50 testes
realizados. H4, como se pode notar, uma uniformidade nos resultados obtidos. No
Grafico 5, fixamos o nimero de itens em 100 (pois foi o que apresentou o pior
desempenho médio para MMD em relagio a FFD) e gradativamente aumentamos o
nimero de testes para 300. O objetivo é mostrar que o nimero de testes é irrelevante,
uma vez que a relagio de proximidade ou afastamento de um algoritmo em relacio ao
outro permanece quase constante.

De outro lado, no Grafico 6, mostramos que & medida que a lista de itens
aumenta, conservando—se o niimero de testes fixado em 50, o afastamento dos resultados
dos algoritmos, MMD e FFD, fica muito préximo, enquanto os de Next Fit Decrescente
(NFD) cresce quase linearmente. Isto mostra o bom desempenho do algoritmo MMD.

O Grafico 7, revela o ajuste do algoritmo MMD quando a capacidade dos bins

é inferior a 1. O algoritmo permanece O(n).
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Grafico 4

Razao de Performance Media
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* Capacidade dos bins igual a 1
+ Tamanhos dos itens uniformes em (0,1]
~ 50 testes p/ cada instancia
TABELA 4
Problemas com tamanhos uniformes em (0,1]
Performance Media: (Cap. dos Bins = 1)
it n FFD MMD MMDat MMDif MMDri MMDmf  NFD
50 100 1.043 1.063 1.063 1.063 1.043 1.062 1.271
200 1.029 1.047 1.047 1.047 1.029 1.047 1.279
300 1.026 1.040 1.040 1.040 1.026 1.040 1.282
400 1.022 1.034 1.034 1.034 1.022 1.034 1.284
500 1.019 1.032 1.032 1.031 1.019 1.031 1.285
600 1.017 1.029 1.029 1.029 1.017 1.029 1.284
700 1.019 1.029 1.029 1.029 1.019 1.029 1.289
800 1.018 1.028 1.028 1.028 1.018 1.028 1.291
900 1.016 1.025 1.025 1.025 1.016 1.025 1.288
1000 1.013 1.025 1.025 1.025 1.013 1.025 1.286
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Grafico
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Razao de Performance Media
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TABELA 5
Problemas com tamanhos uniformes em (0,1]
Performance Media: (Cap. dos Bins = 1)
it n FFD MMD MMDat MMDif MMDri MMDmf  NFD
50 100 1.045 1.064 1.064 1.063 1.046 1.063 1.272
100 1.041 1.064 1.064 1.063 1.041 1.063 1.274
150 1.045 1.063 1.062 1.062 1.045 1.062 1.277
200 1.043 1.065 1.065 1.064 1.043 1.064 1.277
250 1.047 1.067 1.067 1.066 1.047 1.065 1.278
300 1.045 1.064 1.064 1.063 1.045 1.063 1.279
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Grafico 6
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relacao ao limite inferior
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* Capacidade dos bins igual a 1
+ Tamanhos dos ltens uniformes em (0,1}
* 50 testes p/ cada n=100,200,...,1000

TABELA 6

Problemas com tamanhos uniformes em (0,1]
Excesso Maximo de Bins: (Cap. dos Bins = 1)

it n FFD MMD MMDat MMDif MMDr1  MMDmf NFD
50 100 7 7 7 7 7 7 16
200 7 8 8 8 7 8 32

300 12 12 12 12 12 12 47

400 12 12 12 12 12 12 63

500 13 15 15 15 13 14 78

600 12 16 16 16 12 16 92

700 26 26 26 26 26 26 112

800 20 20 20 20 20 20 125

900 25 25 25 25 25 25 139

1000 18 23 23 23 18 23 153




104

Grafico 7
Atualizacao de MMD
Razao de performance media
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+» Capacidade dos bins igual a 1
* Tamanhos dos Itens Uniformes em (0,1]
* 50 testes p/ cada instancia

TABELA 7
Probs.c/ tamanhos uniformes em (0,1]
Performance Media: (50 testes )
Tam. FFD MMD MMDat NFD
0.5 1.000 1.038 1.009 1.158
0.55 1.001 1.088 1.013 1.283
0.6 1.001 1.112 1.014 1.354
0.65 1.001 1.151 1.013 1.393
0.7 1.001 1.164 1.012 1.404
0.75 1.001 1.148 1.012 1.402
0.8 1.001 1.127 1.015 1.388
0.85 1.003 1.089 1.014 1.368
0.9 1.007 1.065 1.018 1.343
0.95 1.016 1.033 1.021 1.316
1 1.013 1.025 1.025 1.286
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Nas Tabelas 8 e 9, consideramos instincias onde o limite inferior usado no
cilculo da performance aproximada dos algoritmos é o préprio valor 6timo. Este valor,
na verdade, foi previamente estabelecido, pois a priori tomamos um ntimero fixo de bins
considerados completamente cheios e através da procedure GERADOR as instancias
foram produzidas pelo fracionamento desses bins. Esta procedure, primeiro
randomicamente seleciona o nimero de itens nj a ser designados para o bin j, entre 2 e
dom + 1, onde dom (dominio) é um pardmetro de entrada. Os tamanhos dos itens sio
entio gerados randomicamente dividindo a capacidade do bin j em B partes (veja

Fig. IV.10).

________ a4 = random(C/nj)

ai+l = C—nivel L
aizrandom(C/nj)

al=random(G/nj)

Fie. IV.10: Particionamento de um bin

Note que o niimero de itens para uma instincia nio é fixado, mas o nimero de itens
esperado é ((dom + 3 )/2) x Ne de BINS, onde dom é uma faixa de valores inteiros

para os quais devemos dividir aleatoriamente cada bin do empacotamento 6timo.

Os Graficos 8 e 9, seguintes, ilustram os resultados contidos naquelas tabelas.
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+ Cap. dos bing =
* Tamanhos obtidos da Procedure GERADOR
*» 50 testes p/ cada instancia

' Grafico 8

Razao de Performance Maxima

1.4
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.
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0 5 10 16 20 25 30

Dominio

1, e otimo = 100 bins

35

TABELA 8

Problemas com tamanhos uniformes em (0,1]

Performance Maxima: (50 testes p/cada dominio)

dom FFD MMD  MMDat MMDif MMDr1 MMDmf  NFD
'2 1.010 1.120 1.120 1.080 1.010 1.030 1.310
3 1.010 1.100 1.100 1.070 1.010 1.020 1.310
4 1.010 1.090 1.090 1.060 1.010 1.020 1.300
5 1.010 1.080 1.070 1.060 1.010 1.010 1.300
10 1.010 1.050 1.030 1.040 1.010 1.010 1.310
15 1.010 1.040 1.020 1.030 1.010 1.010 1.300
20 1.010 1.030 1.020 1.020 1.010 1.010 1.310
25 1.000 1.030 1.010 1.020 1.010 1.010 1.310
30 1.000 1.020 1.010 1.020 1.010 1.010 1.310
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Grafico 9
Razao de Performance Media
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TABELA 9

Problemas com tamanhos uniformes em (0,1]

Performance Media: (50 testes p/cada dominio)
dom FFD MHD MMDat MMDif MMDri MMDmf  NFD
2 1.010 1.092 1.088 1.067 1.010 1.024 1.274
3 1.010 1.091 1.069 1.058 1.010 1.015 1.270
4 1.010 1.080 1.052 1.051 1.010 1.010 1.270
5 1.010 1.067 1.040 1.046 1.010 1.010 1.266
10 1.010 1.041 1.023 1.029 1.010 1.010 1.268
15 1.005 1.031 1.017 1.021 1.010 1.010 1.265
20 1.002 1.026 1.012 1.019 1.010 1.010 1.263
25 1.000 1.020 1.010 1.015 1.010 1.010 1.266
30 1.000 1.020 1.010 1.011 1.010 1.010 1.268
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Finalmente (veja Tabelas 10 e 11), apresentamos varios exemplos onde o8

resultados obtidos sio melhores para as novas heuristicas.

TABELA 10

EXEMPLOS DE LISTAS COM RESULTADOS FAVORAVEIS AS NOVAS HEURfSTICAS (C=100):

1) 57 48 26 26 23 20
2) 57 45 29 26 26 17
3) 73 47 31 22 15 12
4) 67 61 22 20 10 9 4 4 3
5) 71 64 24 12 12 9 8
6) 70 41 33 26 15 7 6 2
7) 61 57 15 15 13 12 2 7 4 3 1
8) 8 41 27 20 12 9 7
9) 60 53 15 15 14 9 9 6 6 6 5 2
10) 74 49 46 9 6 5 5 2 2 2
11) 66 65 26 9 9 7 6 5 5 2
12) 39 36 34 30 11 10 10 9 7 6 5 3
13) 53 48 17 9 9 9 8 8 8 7 7 6 6 4
14) 46 45 28 27 14 13 10 8 6 3
15) 69 63 43 37 29 28 20 11
TABELA 11

RESULTADOS CORRESPONDENTES AS LISTAS:

Problema  FID MMD MMDat MMDif MMDri MMDmf NFD 0PT

1 3 2 3 2 3 3 3 2
2 3 2 3 2 3 3 3 2
3 3 2 3 2 3 3 3 2
4 3 3 2 3 2 3 3 2
o 3 2 3 2 3 3 3 2
6 3 2 3 2 3 2 3 2
7 3 2 2 2 3 2 3 2
8 3 2 3 2 3 3 3 2
9 3 3 2 3 2 3 3 2
10 3 3 3 3 3 3 3 2
11 3 2 3 2 3 2 3 2
12 3 3 3 3 2 3 3 2
13 3 2 3 2 3 2 3 2
14 3 2 2 2 3 3 3 2
15 4 4 4 3 4 4 4 3
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Procedure GERADOR(N,dom,Lista);
<< Defini¢do dos parametros de entrada:

C capacidade dos bins;
j ne de itens selecionados aleatoriamente para o bin j;
ali]  i—ésimo elemento da lista gerado randomicamente dividindo
a capacidade C do bin por nj;
dom dominio de valores para nj;  >>

BEGIN
Para cada BIN faca:
nj := random(dom) + 1;
repita:
Inc(i);
afi] := random(C/nj) e nivel := nivel + afi]
até nivel > C ou no deitens > nj;
Se nivel+ali] > C, entdo faga afi] := C — (nivel);
Se nivel = C, entdoi:=1i— 1;
até o N—ésimo bin;
END;

TABELA 12

Complexidade Computacional dos Algoritmos Propostos
Algoritmo Ordem de Complexidade

FFD 0(nlogn)

MMD O(n)

MMDat 0(n)

MMDif 0(n)

MMDr1 0(nlogn)

MMDmf 0(nlogn)

NFD 0(n)

Obs: Sem considerar a ordenacio.

A seguir mostramos alguns exemplos didaticos, encontrados na literatura.

Coincidentemente, o algoritmo MMD apresentou um resultado superior ao de FFD.
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PROBLEMA 1: (SysLo [23 p.526])

Dados de entrada:

L = {12, 10, 6, 5, 3, 2, 2, 2}
C=14

Resultado:

FFD =4
MMD = 3
solucdo O6tima = 3

PROBLEMA 2: (CuvATAL [3, p.211})

Dados de entrada:

L = {52(x6), 29(x6), 27(x6), 21(x12)}
C = 100

I

Resultado:

FFD = 11
MMD = 10
solucio O6tima = 9

PROBLEMA 3: (FiskEr [10, p.8])

Dados de entrada:
L = {21(x6), 12(x6), 11(x6) 8(x12)}
C =40

Resultado:

FFD = 11
MMD = 10
solugio Otima = 9

PROBLEMA 4: (CuviTaL [4, p.21})

Dados de entrada de FFD:

L = {285,188(x6), 126(x18), 115(x3), 112(x3), 60, 51, 12(x3),
10(x6), 9(x12)} e C = 396

Resultado:
FFD = 13

MMD = 12
solucdo 6tima = 9
Os exemplos acima, de certa forma, indicam que este algoritmo aproximativo também

pode ser considerado um modelo para estudo e aprendizagem de como desenvolver

heuristicas em Otimizagio Combinatoéria.
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4.1.7 Uma aplicagio pratica: O programa COPYPLUS.

Um problema que, geralmente, Ese defronta quem trabalha com
Micro—computadores é a falta de disquetes ou dificuldade para copiar um conjunto de
arquivos de um diretério de um disco rigido em discos flexiveis. Normalmente, isto
ocorre pelo fato da copia ser feita sequencialmente (algoritmo NEXT FIT) arquivo por
arquivo, e ndo visar um melhor aproveitamento do espago do disquete. Talvez, uma das
razdes, seja por Next Fit ser um algoritmo on—line em relagio aos disquetes (bins). Este
procedimento, é feito com comandos do tipo COPY *.* do DOS.

O programa COPYPLUS, por nés desenvolvido, desde 1989, automatiza o
processo de cdpia e procura otimizar o niumero de disquetes usados, como também a
quantidade de espago perdida. Seu principio de funcionamento, é o algoritmo PD
(Progressivo Decrescente), on—line para os bins, que ap6s uma pré—ordenagio seleciona,
os arquivos do maior para o menor, sempre procurando fazer um "best fit" (algoritmo
guloso) em suas buscas. Isto é, o préximo arquivo selecionado é sempre o melhor que
satisfaz o disquete (bin), nesta ordem.

E demonstrado em COFFMAN et al. [15], que o algoritmo First Fit Decreasing —
FFD funciona sempre otimamente, se a lista L de itens para designagio nos bins, forma

uma sequéncia divisivel, i.e., se a sequéncia de elementos distintos

SZ>SZ>'">SZ'>Si+1>"°

(o nimero de itens em cada tamanho é arbitrario) é tal que para todo i > 1, 801
exatamente divide 5. -

Como a capacidade dos dispositivos computacionais (disquetes, disco rigido,
memoria dindmica, etc) e tamanhos dos blocos sg"zo comumente restritos a poténcia de 2,
e o algoritmo PD é um sécia para FFD, para empacotamento dos bins de forma on—line;
entdo, o programa COPYPLUS que utiliza este algoritmo, produzird sempre
empacotamentos perfeitos quando os tamanhos dos arquivos formarem uma instincia

divisivel. Ou seja, a copia dos arquivos, neste caso, serd feita sempre dentro de um

nimero minimo e exato de disquetes. As Figuras IV.11, IV.12 e IV.13, mostram o
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LAY-OUT de entrada, operagio e saida do programa.

opabivs vz 7]

3 BY ? INF 512 24,8386 18: BRO_1589 PRD 160d 27/87,87 18:42
A PIX 1984 783,92 21:41 BRTWDP  PRD 1626 21/85/87 14:39
AF COM 122 26/86,86 17:43 CANON PRD 932 24412786 13:37
AMT PRD 1514 ?/01-87 11:46 CANONJ  PRD 1848 17/86,87 15:12
ANADEX  PRD 1638 20,8187 18:58 CGA BGI 6253 2/85/83 5:58
ARQ2 XT 33 1s81480 2:41 CGa EXE 4832 21/12/88 13:57

ASCIIB  INF 2848 3-84-86 28:53 COMPUTER INF 2816 28-,89/89 12:16
ASCIIL INF 3576 22-87/86 12:088 COPYPLUS PIX 3287 /83,92 22:33
ASCIIZ  INF 4896 3/18/86 2:21 CORDATA PRD 782 7/86.88 21:58
ATT EXE 5168 38-85,89 18:25 Cc_318 PRD 1646 24/12/86 13:37¢
AUTOIN  CoM 142 812,86 19:68 I C_ITOH PRD 1586 11-83-87 B8:13

BIOSFIX CoM 84 24,8887 12:86 D34LQ FRD 1624 21,85/87 14:46
BRZ6824UP PRD 1384 19-05-87 14:35 D630 PRD 2891 308/01-87 16:82
BROTHER PRD 1949 984,87 15:17 1152 25/16-89 16:35

DESKJET PRD

i 1 A juda; 1 Reinicializa « Moven cursor|
i Diretoriok | Marca todos] [PgUp PgDng- Rolan telal
| Mascarajig Marca/Desnarca one End Inicio e fin

Digite F6 para realizar a copia

Fi¢. IV.11: Tela de entrada

opyPlus UZ.B‘ u:\IHSETlV'
Nun. 6tino provavel de disquetes : Drive destino : B:
D=k, Bytes livres Espaso total

1 N 100 © 8 hytes 362496 bytes

Disquete OK!
Troque o disq. e pressione gualquer tecla

I A juda Reinicializa 11 Moven cursor
[ Diretorio Marca todos| [PgUp PgDnjl- Rolan tela)
i

Hiscara Marca/Desmarca one End Inicio e fin

Digite F6 para realizar a cépia

Fie. IV.12: Tela do programa em execu¢do

Algumas caracteristicas de COPYPLUS:

e Quase sempre utiliza o namero exato de disquetes, produzindo
muito frequentemente como resultado nos disquetes, com excecdo do Gltimo,
"0 Dbytes livres";

e Permite copiar todos os arquivos ou selecionar somente os desejaveis;

e Possui apresentagio visual em telas graficas.
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Copy Plus v2.8 Jan 7/ 91

Este utili}érin é de distribuisdo gratuita. Pede-se; porém, a gentileza e
ética de ndo alteraren quaisquer partes sem a pernissio dos awtores.

Responséuveis : Dario Jose Aloise
findre Mauricio Cunha Campos

Sugestbes, favor ligar para ..

a'trw'ﬂ'tru‘u‘u‘ UFRN # CCE - DINAp
(B84) 231-1266 r:257

Nossos agradecinentos a todos aqueles que contribuiram para a sua criasdo,

Fic. IV.13: Tela de Saida

Recentemente (1991), foi divulgadd, num sistema Hot—Line/Rio, um programa
com esta idéia de copia automitica e otimizada de arquivos, sem telas graficas,
idealizado por Marco Paganini.

A idéia, em si, de cépia automitica e otimizada, a nosso ver, é o mais
importante, porque permite a aplicagdo em sistemas robotizados, como numa linha de
montagem, no qual cada maquina (bin) recebe um lote de instrugdes para operagdo em
série. Nesta mesma implementacio de COPYPLUS poderia ter sido utilizados outros
algoritmos, como o Best Fit original, Worst Fit Decreasing, etc, o qual primeiro
temporariamente empilha os resultados e s6 depois de fechar o empacotamento, fornece

a saida automatizada. Preferimos a utilizagio do algoritmo Progressivo Decrescente.

4.7 O Algoritmo IMMD para Maximizar o niimero de itens Empacotados

Nesta variante do Bin Packing Classico, como mencionado anteriormente, sao
dados um ntimero m > 1 de bins e uma capacidade C para cada bin (por conveniéncia
igual a 1); o problema é empacotar tantos itens de L quanto possivel dentro de tais bins.

O conhecido algoritmo  First Fit Increasing (FFI) trabalha em tempo

O(nlogn), aplicando First Fit (FF) a seqiiéncia a ;< a,<..<a_, e pode numa ocasido

2
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produzir empacotamentos que contém 3/4 do ntimero 6timo de itens (veja COFFMAN et al
[19]).

O algoritmo Iterativo Maiores e Menores Decrescente (IMMD): Primeiro
> a

ordena os itens de L tal que a >..> a e define listas Lz. ,1<i<n, onde Lz.é

1= 2
obtido de L deletando o primeiro (maior) i~é8imo item, e entdo executa MMD nas listas
L 1 L g etc., até que uma lista seja encontrada tal que MMD empacote dentro de m ou
menos bins, sendo o niimero de itens empacotados a saida.

A Figura IV.14 mostra um exemplo de empacotamento produzido pelos dois

algoritmos.

L = {17,17,17,31,31,33,33,37(x3) ,50,50} e C = 100

FFI(L) = 11 THHD (L) = 12

% 33 37 37 37 17
. - 37 3 17
1; 37 50 37 22
= 31 33 33 31

Fi¢. IV.14: Exemplo de IMMD(L) > FFI(L); Ya_ > 4 bins e OPT(L) = 12.

Proposigio 4: Seja n (L,m) o numero de itens que o algoritmo IMMD empacota L

IMMD
dentro de m bins. Entdo para todo L e m>1, nIMMD(L,m) > nFFI(L,m).

Prova: Considere que o empacotamento por FFI seja B 1,...,Bm de um prefixo L’ de uma
lista L. Seja B] =Bm_i+1 (1<i<m); i.e., B},..,B’ é o reverso da sequéncia de bins
empacotados por FFI, i.e., é o empacotamento feito por NFD. Seja B;’,...,B 7'7; )
empacotamento por MMD de L’ dentro de m bins. Pela Proposi¢cdo 3, mostramos que
este empacotamento é tal que peEB; implica pEB.']! para algum j<i. Assim IMMD deve

empacotar um subconjunto préprio de L’ em L.



115

Proposi¢io 5: O algoritmo IMMD requer ndo mais do que m iteragles; a complexidade

de tempo no pior—caso de IMMD ¢, portanto, O(m-n).

Prova: O tempo requerido por uma itera¢io do algoritmo IMMD ¢, devido a MMD,
excluindo ordenagiio, O(n). Assim, para a determinagio da complexidade de tempo do
algoritmo é preciso sabermos apenas quantas iteragdes o algoritmo necessita, no

pior—caso, para empacotar dentro de m bins.

Suponha que L = {31,32,...,an} seja uma lista de itens tal que o
empacotamento por IMMD requeira mais do que m iteracdes, para safisfazer os m bins.

Seja t um indice tal que a lista L’ = {a .,at} seja um prefixo maximo da lista L,

g
isto é, E;_ ,2.<m. Da defini¢io de IMMD, o algoritmo deve comecar sua iteragio inicial

com L’, e sucessivamente ir descartando os maiores itens até que os itens restantes

satisfacam um empacotamento por MMD de nio mais do que m bins. Assim, na

m—_ésima  iteragio por MMD, os itens devem ter sidos

_ Bpdy_poRy_(m-1)+1
descartados. Entretanto, mantida a suposi¢io para L, deve existir um item a de L’ que
ndo satisfaz o0 m—ésimo bin de MMD, e consequentemente, nenhum dos m primeiros bins

de MMD. Com isso, os niveis dos m primeiros bins excedem 1-a . Portanto, temos

t—n+l . t—m+1
Y. ,a>m(l—a)+a ou X  a>m-—(m—1l)a

Desde que a, > a_ para [t — (m— 1)+ 1] < i < t (pois, para aplicar IMMD a lista

precisa estar ordenada decrescentemente), temos

t t—m+1 t

Y a.=X% a+X a.>m—(m—1)a + (m—1)a
. ] . ] . ] : r r
i=1 i=1 i=t—m+2

t

Uma contradicio ! , com o fato que % a, <m
i=1 u
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Os Gréficos 10 e 11, correspondentes as Tabelas 13 e 14, ilustram o
desempenho do algoritmo IMMD em relagio ao algoritmo FFI para 50 testes realizados,

em cada dominio, sabendo—se & priori da solugdo 6tima.

Grafico 10
Razao de Performance Maxima
1.3
1.25
1.2
1.15
R
a -~ FFl
Z 1.1 LN
a o o —K- IMMD
O 105
1 %@N
0.95
0.9
0 5 10 15 20 25 30 35
Dominio ’
*» Capacidade dos bins = 1
* Tamanhos obtidos da procedure GERADOR
* 5Q testes p/ cada dominio

TABELA 13

Problemas com tamanhos uniformes em (0,1]
Performance Maxima (Sobra de Itens):
50 testes p/ cada dominio
dom FFI TMMD

2 1.111(27 1.031(7

3 1.095(28 1.021(6

4 1.084(29 1.015(5

5 1.076(24 1.012(4

10 1.047(28 1.005(2

15 1.034(26 1.002(2
20 1.027(29 1.002(2

25 1.023(29 1.002(2
30 1.019(24 1.001(1
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Grafico 11

Razao de Performance Media

1.3
1.25
O 1.2
t
|
1.15
m
? - FFI
1.1
N —K= IMMD
M .
g 1.05
i *%%K\v\ “““““““““““““
1
a
0.85
0.9
0 5 10 15 20 25 30 35
Dominio
* Capacidade dos bins = 1
* Tamanhos obtidos da procedure GERADOR
* 50 testes p/ cada dominio
TABELA 14

Problemas com tamanhos uniformes em (0,1]

Performance Media (Iter. do Algoritmo):
50 testes p/ cada dominio

dom FFI TMMD
2 1.099(1 1.024(8
3 1.086(1 1.017(7
4 1.071(1 1.012(6
5 1.063(1 1.010(5
10 1.040(1 1.004(4
15 1.029(1 1.002(3
20 1.023(1 1.001(3
25 1.019(1 1.001(3
30 1.016(1 1.001(2
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5.8 Detalhes de Implementagio dos Algoritmos Propostos

(a) Algoritmos MMD, MMDat e MMdif.
Estes algoritmos foram implementados com o uso de vetores, e de uma tabela
HASHING, para verificar a existencia de itens intermediirios que eliminavam por

completo a folga, com a seguinte declaragio:

TYPE HASH = Record
IndL, {indice em HASHING }
Freq = Integer {frequéncia do item}
end;
TABELA = Array [1..MAX] of HASH;

Esta estrutura de dados permite um acesso direto ao item procurado, sem
alterar a ordem de complexidade final do algoritmo MMD. Isto é, o acesso é O(1) para
cada item encontrado. Por isso, quando um pré—processamento é pressuposto, MMDif

mantém a complexidade em O(n).

Exemplo: Seja a seguinte lista de itens L = {8,7,6,5,5,4,2,1,1,1}. Entdo, a

tabela HASH armazena os valores na forma abaixo:

IndL Fregq

1 8 3
2 7 1
3 0 0
4 6 1
5 4 2
6 3 1
7 2 1
8 1 1

Quando o item intermediario que completa o bin é achado, por este processo,
sua frequéncia (Freq) é diminuida de 1, e caso continue com Freq > 1 seu indice na lista
(IndL) é aumentado de 1. Assim, se o item 5, na posi¢do 6 da Lista, é encontrado, sua

atualizagdo na tabela hash seria

5[ 6 2] S5[7[1 |
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indicando que somente um 5 na pos(7) se encontra na lista. (Mais detalhes sobre tabela

hash, ver e.g., NYHOFF & LEESTMA [64,p.364] e Horowitz & SAnnI [36]).

(b) Os demais algoritmos

Foram construidos tendo por base a Arvore B—Tree—m—way. A mecénica de

utilizacio foi a seguinte:

A lista de itens é alocada na B—tree—m—way, onde sdo armazenados, em cada
n6, m—1 dados. Também é armazenada a ordem de entrada na B—Tree, como referéncia

na futura alocagio nos "BINS".

Fase 1 — Nio ha pré—ordenacio dos dados de entrada na lista, contudo, eles
sio armazenados de forma decrescente, tendo como base de ordenagio os valores dos
dados. Cada item de entrada é composto de duas informagGes: o valor do item e a ordem
de entrada na arvore. As colisdes, ou seja, valores iguais sdo armazenados numa pilha

simples (LIFO), onde ocorrerem.

Exemplo: Dados de entrada

L = {40,13,28,13,19,40,13,14,5,45} e m=3 (B—Tree—3—way).

Os dados sio armazenados na arvore, de acordo com a seguinte sequéncia de

ilustracdes:
a)40 RAIZ b)13 RAIZ c)28 RAIZ
l | |
M=[40[em ¥-=[40 13[+m 28

! i

J’ M 40 13

= m

[l
i ]

i |
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d)13 RiIZ e)19 RAIZ £)40 RAIZ
28 28
\
M40 132 M40 19 13]® M40 19 13|®
T T i 7 T 5 T T
! ! : [6] .'"
2] [2]
g)12 28« RAIZ h)14 28 14[«RAIZ
\
Klg0 19 13|® Mlg0 19 13(M
T T T T T T
! ; ! ‘:
1 ; ! 1
5] :’ 6] \
(2] [2]
i)5 928 14[cRrATZ j)45 |28 14[cm1z
i i 1 H
¥la0 19 13 5|m Hlas 40 19 13 5|m
T T T L T T T
i § AP
| | Aol
(5] [9]

Observando a arvore final, notamos que o apontador MAIOR indica o nodo onde esti o

maior valor (10a entrada) e que apontador Menor indica o nodo que contém o MENOR

valor (92 entrada). O valor 13 apareceu trés 3 vezes, na 7a, 4a e 22 entradas. Como se

vé, as colisdes sdo identificadas por uma lista (LIFO) simples. Existem trés possiveis

acessos a esta &rvore para fins de remocio de seus elementos: 1) pela raiz, para acessar
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o elemento intermediirio; 2) pelo apontador MAIOR, para ter acesso pelo maior
elemento da lista; e 3) pelo apontador MENOR, para ter acesso pelo menor valor.

O(nlogn) é a complexidade de entrada.

Vamos agora considerar, que os "BINS" tenham todos capacidade 60. Entéo, o

algoritmo PD (Progressivo Decrescente) funciona da seguinte maneira:

la iteracéo
CAP TUTIL

1 60 0 _*‘l.

Na fase inicial, a CAPacidade do bin é igual a 60 e a UTILizacio é nenhuma. A

BIN

FOLGA = CAP — UTIL. Iniciamos pelo apontador MAIOR, recuperamos o elemento
(45,10) = (Valor,ordem de entrada original), porque FOLGA > Valor do item.

Atualizacio:
CAP UTIL
BIN, | 60 | 45 | J—>| 45 | 10 —l|.

Situacio na arvore:

28 14|+1RA1Z

12

40 19

=Hak--—]
[}

1
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FOLGA = CAP - UTIL

e Tentamos o préximo item: Valor = 40 > CAP — UTIL = 15.

e Verificamos o menor valor 3 5 < CAP — UTIL {Entretanto, é possivel que exista um
item de valor melhor}.

o Acessando pela RAIZ, achar o elemento intermediério i, de valor Vi, tal que:

Max VZ.
)

s.a.: 0L ViSFOLGA

Acessando pela RAIZ VZ. = 14 uma solugio vidvel, porém pode existir uma melhor
anterior, a qual deverd estar na sub—arvore a esquerda. Na sub—arvore, Vi =19 >
FOLGA, portanto, nio é vidvel. Assim, usando "back—tracking", V’: = 14. Como
resultado, temos o par (14,8) como o melhor elemento (best—fit) intermediario

satisfazendo ao "BINl".

Atualizagio:

CAP UTIL

BIN

60 | 59 | ——>| 14 | 8 |—>| 45 | 10 4‘[.

Para remover o elemento (14,8), o algoritmo da irvore B—tree—3—way permuta com

outro valor que seja uma folha. Assim, antes de remover, teremos na arvore o que segue:

Situacdo na arvore:
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28 13|« RAIZ

(3]

Ml40 o] B [z s
AR
[5]

Remove—se (14,8) e teremos:
28 13|« RATZ
H
M40 o] & ’E
! ! !
] E |
[9]

FOLGA = 60 — 59 = 1. Como FOLGA = 1 e MENOR. Valor = 5, entdo o BIN1 é
fechado.

2a iteracio

Temos:
CAP UTIL

BIN, | 60 | o —-||.

Iniciamos pelo apontador MAIOR. Recuperamos o elemento (40,6)
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Atualizacio

CAP UTIL

60 | 40 | >| 20 | 6 4‘|.

BIN

Como 40 tem frequencia > 1, seu valor é comparado com a FOLGA. Como nio satisfaz,
visto que FOLGA = 20, testamos o préximo elemento cujo valor = 28 (isto é obtido

através do né_ pai de 40).

Situagio na arvore

12

40

¢ Tentamos o proximo item: Valor = 28 > CAP — UTIL = 20.
o Verificamos o menor valor 3 5 < CAP — UTIL {Entretanto, é possivel que exista um
item de valor melhor}.

o Acessando pela RAIZ, achamos o elemento intermediério i, de valor VZ., tal que: -

Max VZ.
7

s.a.: 0< .VZ.S FOLGA

Temos que, acessando pela RAIZ, v = 13 é uma solugfo vidvel, porém pode existir uma
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melhor anterior, a qual devera estar na sub—arvore a esquerda de 13; achamos Vz. = 19.
Como este n6 é uma folha e de valor < FOLGA, entdo Vj = 19. Como resultado, temos

o par (19,5) como o melhor elemento (best—it) intermediario satisfazendo ao "BIN,".
Atualizacio

CAP UTIL

BIN2 60 59 ——>| 19 5 |—>| 40 6 —{'o

o Removendo—se o elemento (19,5) a &rvore se reduz por "sibling" (ver algoritmo do

HorowiTz & SHANI [35,p.591]) a:

Situagdo na arvore ("sibling")

—_
(V)

~RATZ

[oH=H~T

1=

I EY [9]

Como FOLGA = 60 — 59 = 1 < valor = 5, entdo o BIN,, é fechado.
3a iteracdo

Temos:

CAP UTIL

BIN, | 60 | 0 ——4 B
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o Iniciamos pelo apontador MAIOR. Recuperamos o elemento (40,1)

Atualizacio
CAP UTIL
BIN3 60 | 40 | —+—>1 40 1 ~<|o
Situagiio na arvore
13|+~ RAIZ
Miog

B
8

[ S——

Como 28 > FOLGA, pela RAIZ achamos v’g = 13. O par (13,7) é o "best fit"

intermediario.

Atualizacio

CAP TUTIL

60 | 40 | +—>| 13 | 7 |->| 40 | 1 ~{|.

BIN

Situacio na arvore



127

13|+ RATZ

/

Sy

1B
T8

[:}-_____

o Acessando o proximo elemento de valor = 13, isto é, (13,4) nfo satisfaz, contudo

testamos o préximo elemento # 13.

e (5,9) é obtido e 5 < FOLGA.

Atualizagio

CAP UTIL

60 | 40 | 1> 5| o|>| 13| 7 |>]| 40 1~l|.

BIN

e Eliminando—se o elemento (5,9) haverd novo "sibiling".

Situagdo na arvore

RAIZ
l

MAIOR —=[28 13|+ MENOR

T
T |
! 1
' ]
¥
)
1

4]
3] 2]
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e Como os apontadores MAIOR, MENOR e RAIZ apontam para 0 mesmo NO o
problema se reduz a uma busca numa lista indexada. Como FOLGA < 13 (menor valor)

0 BIN3 é fechado

4a iteracio

Temos:
CAP UTIL

4] 60 | 0 ——’|.

e Iniciamos pelo apontador MAIOR. Recuperamos o elemento (28,3).

BIN

Atualizagio
CAP UTIL
BIN, | 60 | 28 | [ 28 | 3 ~|[.
Situagio na arvore
RAIZ
L
MAIOR =| 13 |~ MENOR

[eH2
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Atualizagio
CAP TUTIL

BIN, | 60 | 41 | >| 13| 4 |->| 28 | 3 —||.

situacdo final na arvore
RAIZ

MAIOR —| 13|+ MENOR

CAP UTIL
BIN4 60 | 41 | > 13 2 (> 13 4 [—>]| 28 3 ~||o

e Em seguida, arvore vazia ! FIM do algoritmo.

A Figura IV.15 exibe o resultado final do empacotamento do algoritmo PD usando

arvore B—Tree—-3—way.

[ty [ozs) [t oz
(40,1)
(28,3)
(45,10) | | (40,6) | |(13,7)
(13,4)
(14,8) (19,5) (5,9) (13,2)
By By By B,

Fie. IV.15: Saida do algoritmo PD através de arvore B—Tree-3—way

Obs: No programa, a pilha dos elementos colocados nos BIN’s ndo tém o valor

armazenado, apenas o indice de ordem da lista de entrada, onde eles podem ser

recuperados.



130

Carituio V
ALGORITMOS APROXIMATIVOS MULTI-DIMENSIONAIS

5.1 O Problema Bin—Packing Multidimensional

O problema de Bin—Packing é, freqiientemente, generalizado para dimensdes
maiores de duas maneiras: através de vector packing (empacotamento de vetores) e
empacotamento de hiper—paralelepipedos. Em cada caso o tamanho do i—€simo item é
especificado por um vetor (ail,az.z,...,a id) de nﬁn}eros reais entre 0 e 1. Uma instancia L
de um problema de empacotamento d—dimensional é especificada por um vetor (a-z.j)nx P
cuja i—€sima linha especifica o tamanho do i—ésimo item. Para qualquer um desses
empacotamentos de itens dentro de bins, pode ser estabelecida uma medida de perda,
representando o espaco total ndo usado nos bins. Se Lm denotar o conjunto de itens

empacotados no m—€simo bin, entdo, no caso de empacotamento de vetores, a medida de

p d
perda € % Ej:1(1 -X.

i az.j). No caso de einpacotamento de paralelepipedos a medida
m

apropriada é

d

Sl =2, ]_[ a:)

j=1

Nos dois casos, considera—se que um empacotamento que miniminize perda também
minimizard o nimero de bins usado. Sejam PerdaV(L) a perda de um empacotamento
6timo de wvetores para uma instancia L, e Perdap(L) para o caso de
hiper—paralelepipedos. Entdo, se AV e AP sdo os algoritmos aproximativos para estes

casos, respectivamente; segue que para qualquer instincia L

A (L) > Perda (L) e Ap(L)?> Perda,(L).
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5.1.1 O Empacotamento de vetores

No vector packing, a condi¢io que um dado conjunto S C {1,2,....n} de itens

possa ser empacotado dentro de um bin é que, para j= 1,2,....d , % a. < 1 Isto é, a
€S

capacidade de cada bin é também um vetor d—dimensional (1,1,...,1), e o objetivo é
empacotar os itens num ntimero minimo de bins, dado que o conteiido de qualquer bin
deve ter uma soma vetorial menor do que ou igual a sua capacidade. Uma interpretacio
usada é que as d coordenadas do vetor representam diferentes recursos, tais como tempo,
espago, energia e custo, € a,; representa a quantidade de recurso j consumida pelo item i.
E requerido que os objetos empacotados conjuntamente num bin nio possam
coletivamente consumir mais do que uma unida:de de qualquer recurso. Este problema
modela scheduling de multiprocessadores de tarefas de comprimentos unitarios no caso
quando existem d recursos, ao invés de um {nico como no caso uni—dimensional.

A Figura V.1, mostra uma versio 2—dimensional do problema. Um vetor
(az. 17aig) poderia ser pensado como representando um retdngulo com comprimento a. e

1

largura a, € um bin de capacidade (1,1) como um quadrado dentro do qual os

2
retdngulos sdo empacotados.

GAREY, GRAHAM, JOHNSON, e YAO [30] analizaram o problema d—dimensional e
fizeram adaptacdes dos algoritmos FF e FFD para este caso (em FFD os {tens sio
ordenados em ordem nio—crescente pela componente de tamanho méxima dos vetores).
Eles mostraram que R;‘F = d + 7/10, o qual reduz—se ao resultado familiar 17/10 do
caso uni—dimensional, e que d< R;, < d+1/3 Yao [70] mostrou que qualquer
algoritmo que tenha um tempo de execugio que é O(nlogn) na arvore de decisio, deve

L))
terRAz d.
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F16. V.1: Bi—dimensional vetor packing

5.1.2 O empacotamento de hiper—paralelepipedos

O problema de empacotar hiper—paralelepipedos tem um sentido mais
geométrico que o anterior. O i—ésimo item representa uma caixa d—dimensional cujos
lados sdo a, gl € pode ser representado como um ponto no (O,I]d, e cada bin é
uma caixa cujos lados, para simpliﬁcar,_ s80 de comprimento unitirio (i.e., um
hipercubo). Os itens alocados a uma dada caixa devem ser acomodados de forma vidvel,
isto é, sem insterse¢io. Existem diversas varia¢des do problema de empacotar
paralelepipedos; dentre essas a permissio de rotacio e deslocamento de posi¢io dos itens
dentro do seu proprio bin.

Este problema para d = 2 e 3 dimensdes, possuem diversas aplicacdes em
Ciéncia da Computacio e Pesquisa Operacional. Por exemplo, alocagio de memoria em
sistemas multiprocessadores onde tarefas (jobs) dividem uma memoéria comum. Neste
caso, os itens retangulares representam tarefas com espago e requerimento de tempo
conhecidos, a dimensio horizontal é a quantidade de memdria contigua e a vertical o
tempo. Aos itens nio sio permitidos rotagio devido a restrigio de tempo.

Um exemplo de empacotamento 3—D é a geragio de padrdes de pallets, p. ex.,

quando carregando um grande container de um navio, ou quando empilhando caixas em

caminhdges.
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5.2 O Problema Bin Packing Bi—Dimensional

Existem, na literatura (cf. COFFMAN et al. [14]) essencialmente dois tipos de
problemas de bin packing 2—D bastante pesquisados. A saber,

Dado uma colegdo ou lista L = {r I} de retingulos:

g

(1) Strip Packing: empacotar os elementos de L dentro de uma faixa F
retangular aberta em uma das extremidades ou néo, de forma a minimizar a extensdo da
faixa necesséria. Os lados dos retdngulos menores (itens) devem ser paralelos aos lados

de F, e quaisquer dois itens retangulares ndo podem ser sobrepostos. A Rotagdo nos itens

de 90° pode ser permita ou nio;

\

' |

r

A\

Fi6¢. V.2: Um strip packing.

(2) Natural 2-D Bin Packing: empacotar os elementos de L dentro de um
niimero minimo de bins retangulares idénticos, R, tal que os lados dos retangulos

menores sejam paralelos aos lados de R, e quaisquer dois itens ndo possam se sobrepor;



134

N

—

~
~3

&\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\Q§\\\

F16. V.3: Exemplo de um empacotamento P em 2 bins.

5.2.1 Algoritmos aproximativos off-line 2—D e performance

Duas regras basicas de empacotamento tém sido empregadas na construc¢io de
algoritmos para estes dois problemas: "BOTTOM UP — left justified" ou
"BOTTOM—-LEFT", ¢ "LEVEL ORIENTED" (i.e., a qual obtém niveis sem permitir
rotagio. Do contrario, diz—se s6 "LEVEL"). Os algoritmos que fazem uso de qualquer
uma dessas regras empacotam os itens na sequéncia em que estes se apresentam
originalmente na lista L.

Na regra BOTTOM—UP os itens (retdngulos) sio empacotados, em sequéncia,

justificados & esquerda tdo proéximo a base da faixa quanto possa satisfazer e tdo distante

da margem esquerda quanto ele possa ser colocado naquele nivel. Na regra
LEVEL-ORIENTED, cada nivel no empacotamento corresponde a um bin e a altura do
empacotamento corresponde ao nimero de bins usado. Os itens retangulares sdo
colocados com sua linha base num nivel e tdo longe da esquerda quanto possivel no bin.
O primeiro nivel num bin é a base do bin. Cada bin subsequente é definido pela altura

do item mais alto colocado no nivel anterior (veja Figura V.3 ).
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Assim, a altura de um nivel é definida como a distincia da base da faixa a base do bin.

O primeiro nivel tendo altura 0 (zero).

——————————— niveis
r r
4 6 N
r r r
4 6 5 R B
1
I‘3 I‘2
0

Fig¢. V.3: Um exemplo para LEVEL ORIENTED

(a) Algoritmos BOTTOM—LEFT

Em BAKER, COFFMAN & RIVEST [4], uma variedade de algoritmos aproximativos
foram desenvolvidos e analisados quanto & performance, obedecendo a regra
BOTTOM-LEFT, de acordo com a ordenagéo inicial dos itens. Assim, usando a notagio
abreviada de Bl para o algoritmo BOTTOM—LEFT sem ordenagio nos itens, e BLIW,
BLIH, BLDW e BLDH para os algoritmos com pré—ordenacio por: largura crescente
(increasing width), altura crescente, largura decrescente e altura decrescente,

respectivamente, entdo foi estabelecido a razio de performance absoluta para cada um

destes algoritmos: RBL = RBLIW = RBLIH = RBLDH = o. Ou seja, sdo arbitrariamente
ruins, e RBL oW = 3. Para o caso particular de empacotamentos de quadrados, este

limite foi melhorado para R = 2. D. J. Browx [7], construiu instdncias na qual o

BLDW
melhor empacotamento por BOTTOM—-LEFT possivel produziu uma faixa cuja altura é
5/4 da 6tima.

Para o caso de retingulos arbitririos, o algoritmo classico FFDH (veja
Figura V.3), o qual usa a regra de "LEVEL" (CorFMAN, GAREY, JOHNSON & TARJAN [16]),
para empacotamento numa faixa vertical sem topo, apresenta uma performance absoluta
de Rpp = 2.7 € 0 algoritmo de SLEATOR [67], reduziu este limite para 2.5 .

Embora os resultados dos algoritmos acima tenham sido obtidos para razdo de
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performance absoluta considerando que a altura da faixa vertical possa ser definida como
um valor arbitrariamente grande, algumas aplicagOes praticas podem impor um limite
superior nesta altura. Neste caso, a anllise assintética fornece um resultado menor e
pode ser uma medida mais significativa. Por exemplo, R;';, oW = 2, uma melhoria de 1
sobre a performance absoluta, porém longe do 6timo.

(b) Algoritmos de Nivel ("level" algorithms)

A procura por algoritmos com melhor performance assintdtica foi primeiro
realizada por COFFMAN et al. [16]. Dois algoritmos basicos foram propostos: O NEXT FIT
DECREASING HEIGHT (NFDH) e o FIRST FIT DECREASING HEIGHT (FFDH).
Estes algoritmos sdo baseados nas idéias dos seus anélogos algoritmos uni—dimensionais.
No algoritmo NFDH os retdngulos sio empacotados justificados & esquerda num nivel
até que o préximo retidngulo nio satisfaga, este entdo passa a iniciar um novo nivel
acima do anterior, e no qual o empacotamento é continuado. No algoritmo FFDH, cada
retdngulo é colocado justificado & esquerda no primeiro (i.e., mais baixo) nivel no qual
satisfaca. Curiosamente, a razio de performace.no pior—caso, foi exata,niente cOmo no
caso uni—dimensional para NF e FF : R;';IFDH = 2 e R;'FDH = 1.7 . Para o caso de
quadrados o limite é reduzido para 1.5 .

Gerou—se, entdo, uma questdo se haveria algum algoritmo de nivel que
atingisse o limite de 11/9 de FFD, no caso bi—dimensional. COFFMAN et al. [16],
apresentaram o algoritmo SPLIT FIT com R‘:,F = 1.5 . Sua estratégia consiste em
particionar o conjunto de retingulos em duas partes, uma delas com larguras dos
retangulos excedendo C/2 e a outra sem, e cada subconjunto é ordenado por altura
ndo—crescente. O empacotamento se di pela combinacio dos dois subconjuntos. Esta
idéia de particionar dentro.de subconjuntos de acordo com a largura dos retangulos foi
aproveitado no trabalho de BAKER, Browy & KATSEFF [3], os quais apresentaram um

algoritmo mais complicado com Ri'; < 5/4, limite este muito préximo de 11/9 .
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Para o natural 2-D bin—packing, do nosso conhecimento, somente o algoritmo
FFDH*FFD de CHuNg, GAREY & JOHNSON [8] ;foi analisado sob o ponto de vista de
performance do pior—caso. A idéia do algoritmo é como segue: Suponha que um bin
tenha largura W e altura H. Primeiro use FFDH para empacotar o conjunto de
retingulos dentro de uma faixa de largura W. Em seguida, decomponha este
empacotamento dentro de blocos correspondentes aos niveis criados por FFDH. Cada
bloco pode ser visto como um retidngulo de largura W e altura igual a altura do nivel.
Portanto, empacotando estes blocos dentro de bins retangulares de largura W torna—se
um problema simples de bin—packing uni—dimensional, onde o tamanho de um item
(bloco) é sua altura. Aplique FFD para este problema uni—dimensional (Observe
Figura V .4). , )

A performance assint6tica deste algoritmo foi estimada em

®
2.022 < RFFDH*FFDH < 2.125....
r8 1= 1 3 bloco4
5 | T6 } bloco 3
Ty T4 r7 1' bloco 2
ry v + bloco 1
3
r8 I }b
— 4 r r
5 1 ] } b3
r b
1 r 1 r r -
3 2 4 r7 } b2

Fi¢. V.4: Um exemplo de FFDH*FFD



138

5.2.2 O Algoritmo MMD Bi—Dimensional

O algoritmo BI-MMD sugerido é uma extensio natural do algoritmo MMD,
para situacdes bi—dimensionais, utilizando que a idéia de compensacio para minimizar a
perda, comegando com itens maiores e depois menores. Analisando a literatura
especializada no assunto de empacotamentos Bi—Dimensionais deve ser observado que
este algoritmo aproveita a idéia do algoritmo de CorFrMAN & LAGARIAS [18,1989], usado
para empacotamento de quadrados numa Faixa (strip) vertical. Naquele trabalho, a
aplicagio da fase decrescente e depois crescente é feita procurando o encaixe dos itens, e
objetivando minimizar a altura da Faixa. Este mesmo raciocinio tem sido aplicado por
CorrMAN & SHOR [12,1990] para o caso mais geral de empacotamentos de retdngulos. Em
ambos, é feita apenas a andlise do caso-médio dos algoritmos apresentados. Os
algoritmos para o natural 2—D bin—packing sio desenvolvidos destes primeiros, através
da aplicagido da regra de niveis.

No nosso estudo, a aplicagio de Maiores (em ordem decrescente) e Menores
(em ordem crescente) é realizada sobre a dimensdo da altura fixa e a dimensdo
horizontal livre. A idéia de encaixe do algoritmo A de COFFMAN & LAGARIAS [18], é entdo
aplicada em retingulos genéricos formando, diferentemente daquele algoritmo, varias
pilhas paralelas consecutivas que tendem a se encaixarem, e no qual determinam o
comprimento horizontal que se deseja minimizar. O tempo de execugio de BI-MMD é
dominado pelo tempo O(nlogn) da ordenagiio dos retingulos. As duas situagdes sdo
mostradas na Fig. V.5. Note, na primeira ilustragio, que se a largura da faixa fosse
varidvel, poderiamos deminui—la imprensando as duas pilhas formadas pelas etapas das
bases crescentes e decrescentes, respectiva e consecutivamente. Este raciocinio €

tranposto para a outra ilustracio a direita.
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(b) ALGORITMO BI-HKD
Fie. V.5: Um exemplo de strip packing dos algoritmos A e BI-MMD.

O Algoritmo BI-MMD:

(1) Empilhe as caixas (retdngulos) maiores de L, BOTTOM—LEFT em
ordem decrescente de largura, ao longo da margem esquerda ou
contorno resultante, enquanto satisfizer altura da faixa.

(2) Empilhe as caixas pequenas de L, BOTTOM-LEFT em ordem
crescente de largura, ao lonéo da margem esquerda ou contorno
resultante, enquanto satisfizer altura da faixa.

(3) O Algoritmo para quando nfo existir mais caixas na lista L para serem

alocadas. Caso contrario, repita sucessivamente os passos (1) e (2).

Como um procedimento computacional:

Procedure BI-MMD;
< Definigdo de Tipos e Variaveis >
begin
< Pré—ordenagio nas bases dos retdngulos e Inicializagdo >
Repeat
Ative Primeira Caixa_da_ Lista;
Whilé (Existe folga suficiente na altura da Pilha) And (Lista # §) Do
Use Progressivo Decrescente
End__While;
Ative_Ultima_ Caixa_da_ Lista;
While (Existe folga suficiente na altura da Pilha) And (Lista # §) Do
Use Progressivo Crescente;
End_ While;
Until (Lista = §);
end;
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Se a faixa é limitada também na horizontal, por digamos x, entfo temos a mudanga:

Repeat
Ative Primeira_Caixa da_ Lista;
While (Existe folga suficiente na altura, da Pilha)
And (Lista # §) Do
If (Ndo ultrapassou limite ) Then
Use Progressivo Decrescente;
End_While;

Ative_Ultima_ Caixa_ da_ Lista;
While (Existe folga suficiente na altura da Pilha)
And (Lista # 9) Do
If (N&o ultrapassou limite z) Then
Use Progressivo Crescente;
End While;
Until (Lista = §) Or (limite z ultrapassado);

A justificagio das caixas é feita por um procedimento que procura por um
grupo de caixas, numa mesma pilha mais préxima, que passam pelo intervalo dos niveis

inferior e superior (yi’ys)’ determinado pela caixa que se quer justificar, selecionando—se,

entdo, aquela caixa mais 3 direita (i.e., a de maior abscissa x). Veja Figura V.6.
| r7] x5 | "%%
T I O R %
T, rg| 3 Yl %

Fie. V.6: A justificagdo de uma caixa.

Nesta figura, as caixas r, e r, se encontram dentro dos niveis (y,y ), mas somente a

caixa r, estd na pilha mais préxima e é, portanto, através dela (a de maior abscissa x),

que a caixa r, é justificada,

4
A rotacdo de 90 graus nos itens é permitida e realizada pela duplicacio da lista
de dados, invertendo—se as coordenadas x e y dos novos itens ficticios.
A performance dos algoritmo é feita experimentalmente, ao invés de
analiticamente. Um conjunto de 100 caixas foram geradas randomicamente, para testes,
fazendo  x = y ~ round(random(F/2))+5, onde x e y sio, respectivamente, as

coordenadas horizontal e vertical das caixas, e F é a largura da faixa tomada com valor

igual a 100. A Tabela 13 exibe os valores gerados, o qual é apenas uma amostra.
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TABELA 13

LISTA BI- BIDIMENSIONAL GERADA ALEATORIAMENTE PARA TESTE (LARG. FAIXA = 100):

5 11) (34 31) (41 22) (40 8) (50 51) (29 21) (29 11) (19 26) (20 16) (23 45
27 28 8 51) (12 48) (46 19) (16 41) (28 31 5 33) (48 48) (33 46) (21 35
49 9) (25 25) (13 37) (11 46) (49 11) (41 7) (40 8) (21 13) (34 31) (18 33
33 19) (13 37) (26 28) (23 36) (52 53) (30 15) (32 28) (11 19) (28 48) (24 24
33 18) (42 21 6 42) (21 8) (35 21) (32 48) (26 34 5 52) (45 24) (16 31
21 20 7 22) (36 39) (19 13) (14 33 5 24) (21 20) (50 21) (32 6 6 13

7 13) (33 32) (34 14) (21 41) (24 23) (33 37) (25 34) (28 26) (33 29) (52 11
25 36 8 38) (45 12) (20 12 7 25) (37 40) (22 6) (24 29) (36 20 9 33
26 24) (35 54) (40 43) (53 39) (39 11) (19 30) (37 49) (28 T7) (15 37) (32 6

8 7) (40 23) (44 13) (32 26) (34 51) (15 37) (32 6) (50 50) (51 48) (50 31

A Tabela 14 mostra os resultados obtidos para as duas situagdes do algoritmo,
sem ¢ com rotacdo das caixas, quando o niimero de caixas é gradativamente aumentado
de 10 em 10 caixas até o limite de 100. O Grafico 12 ilustra o desempenho dos
algoritmos.

A Tabela 15 e Grafico 13, correspondente, mostram o desempenho dos
algoritmos quando a largura da Faixa sofre uma variagio de & 40 e o niimero de caixas é

fixado em 100.

A notagdo empregada foi:

AREAT : area total das caixas

AREAC : area da faixa consumida para empacotamento das caixas
REND = (AREAT/AREAC)* 100%

PERDA = (1 —rEND)*100%

DIST : distancia atingida pelo empacotamento na faixa
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TABELA 14

RESULTADOS CORRESPONDENTES A LISTA DE ENTRADA (LARG. FAIXA = 100):

BI-MMD (sem ROTACAOD) BI-MMD (com ROTACAQ)
ORDEM AREAT AREAC REND PERDA AREAT AREAC REND PERDA
10 7658 10300 74,357 25,65% - 9300 82,347, 17,66}
20 16518 19300 85,597 14,417 - 20100 82,187, 17,82}
30 21638 24600 87,96% 12,047 - . 24700 87,60% 12,407%
40 30533 33500 91,147  8,86% - 34800 87,747 12,267
50 37420 42400 88.25% 11,757, . 44700 83,71% 16,29
60 41967 47600 88,174 11,83% - 45300 92,647 7,36%
70 49331 55200 89,37% 10,637 - 54500 90,527 9,487
80 54815 60600 90,457 9,557 - 61200 89,57} 10,43%
90 64871 73800 87,90% 12,10% - 72800 89,117 10,89}
100 76230 84100 90,64% 9,36% - 86600 88,03% 11,97%
MEDTA 40098 45140 87,38% 12,627 - 45400 87,34% 12,66%
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TABELA 15

RESULTADOS CORRESPONDENTES A LISTA DE ENTRADA

BI-MMD (s/ ROTACAD) BI-MMD (c/ ROTACAQ)
FATXA | AREAC REND PERDA DIST | AREAC REND  PERDA  DIST
60 | 88560 86,31% 13,92% 1476 | 83640 91,14% 8,86% 1394
80 | 82880 91,987 8,02 1036 | 84480 90,237 9.77% 1056
100 | 84100 90,64% 9,367 841 | 86600 88.03% 11.97% 866
120 | 80760 94.39% 5.61% 673 | 83400 91.40% 8.60% 695
140 | 82600 92,207 7.71% 590 | 83440 91.36% 8.64% 596
MEDIA | 83780 91,087 8,927 923 84312 90,437 9,57% 921

Conforme mostra a Tabela 14, & medida que 0 ntimero de retdngulos vai aumentando o
rendimento do algoritmo também vai aumentando (ou taxa de perda diminuindo), o que
de certa forma mostra o bom desempenho do mesmo. Estas experiéncias indicaram
também, que o aproveitamento médio sobre a faixa, com o aumento no ntimero de itens
ficaram acima de 85%; e com a variagdo na altura da faixa, mantendo o niimero de itens

fixado em 100, a média de aproveitamento na faixa continua ainda acima deste valor

(veja Tabela 15 e Grafico 13).
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As Figuras V.9 (a) e (b), ilustram a execugdo do algoritmo BI-MMD para as
10 primeiras caixas da lista de entrada, organizada na Tabela 13. Observe a realizagao

da rotagdo nas caixas 1,4,7—10 e a mudanga nos limites obtidos.

(a) Lnin = 103.00 (sen rotagdo)

(b) Lnin = 93.00 (con rotagdo)

F16. V.9: Um exemplo de utilizac¢do do algoritmo BI-MMD.
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Para o natural 2—D Bin—Packing, nds:-adaptamos o algoritmo BI-MMD para
operar iterativamente, empacotando somente aquelas caixas que satisfacam ao bin ativo,
i.e., que ndo ultrapassarem a largura horizontal do bin em questio. O algoritmo é
aplicado da mesma forma nas caixas restantes para satisfazer um novo bin, e assim por
diante. Existe,entretanto duas maneiras de assim se proceder. A primeira delas opera de
forma a que um novo bin seja requerido somente quando, um dos empilhamentos que
tenha ultrapassado a fronteira horizontal tenha terminado, e os retdngulos que nio
satisfizeram ao bin, sio devolvidos a lista para empacotamento de um novo bin (observe
Figura V.10(a)); a outra maneira, é quando na formagio de uma pilha um retdngulo
atinge a fronteira horizontal, neste caso, aquele retdngulo é devolvido a lista e, entdo, o
bin é encerrado, novo bin é ativado, e assim este processo é repetido, sucessivamente, até

que a lista de retdngulos tenha se esgotado. (Observe Figura V.10(b)).

N IS % ‘%

r r % // %

21,1 6 Z 5 %A %
bin 1 bin 2 e

o

x\\\\\\\\\§
wm
———— O

AN

bin 1 bin 2 e o o

(b) 2a. Alternativa

F1¢. V.10 (a) e (b): Duas maneiras de aplicacdo de BI-MMD em natural 2—D packing.
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Os dados foram gerados aleatoriamente, para testes, através de uma
procedure GERADOR 2—D que fraciona os bins (no caso bins de dimensdes 100x100 uz),
semelhante aquela da segfio 4.1.6, atendendo a mesma finalidade de medida de
performance do algoritmo em relacio a soluc¢do étima.

Uma variagio no 6timo de 10 (oﬁ 5) bins e terminando com 100 (50) bins,
dependendo de suas dimensdes, foi aplicada nas heuristicas desenvolvidas. A Tabela 16,
apresenta uma lista de resultados obtidos para ambas alternativas, sem e com rotacio.

Para estas instidncias, a segunda alternativa de empacotamento mostrou—se
melhor que a primeira. Houve uma quase linearidade nas respostas obtidas, e pelo menos

para estes dados gerados:

BIMMD (L)—0PT (L)

0PT (Z) R 20%
TABELA 16
RESULTADOS CORRESPONDENTES A LISTA DE ENTRADA GERADA
No. BINS (100X100) BINS (200X100) NOMERQ
0TIMO S/ROT. C/ROT. S /ROT. C/ROT. DE
BINS BIMMD PEC  BIMMD PEC | BIMMD PEC BIMMD PEC | CAIXAS
10 (5 12 12 12 12 6 6 6 6 50
20 (10 24 24 24 24 11 12 12 14 96
30 (15 36 36 34 34 17 17 17 18 142
40 (20 50 50 46 46 22 22 23 23 202
50 (25 61 62 60 60 28 29 28 29 280
60 (30 73 73 67 67 34 33 34 34 304
70 (35 87 87 6 6 38 40 39 49 352
80 (40 99 99 88 88 44 45 44 44 400
90 (45) | 111 111 103 103 50 51 52 52 454
100 (50) | 124 124 112 111 55 55 56 56 488

P.E.C. = Pseudo Empacotamento das Caixas ou la alternativa
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Usando os dados e limites estabelecidos pelos bins definidos na Tabela 16,

podemos obter agora a razdo de performance do algoritmo aplicado sobre o problema de

empacotamento numa, faixa. A Tabela 17, expressa os resultados.

TABELA 17
RESULTADOS CORRESPONDENTES A LISTA DE ENTRADA GERADA (%)

LIMITE FAIXA (o X 100) FATXA (o X 100) No.

MENTHO BI-MMD SEM ROTACAD BI-MMD COM ROTACAD DE
FIXADO | REND PERDA DIST  RAZAO | REND PERDA DIST  RAZEO |CAIXAS

500 | 87,62 12,38 570,65 1,141 | 84,36 15,64 529,69 1,185 | 50

1000 | 93,48 6,52 1069,79 1,070 | 83,77 16,23 1193,77 1,194 | 96

1500 | 97,03 2,97 1545,88 1,031 | 93,35 6,65 1606,90 1,071 | 142

2000 | 95,83 4,17 2086,99 1,043 | 91,87 8,13 2176,99 1,088 | 202

2500 | 96,95 3,05 2578,63 1,031 | 91,79 8,21 2723,51 1,089 | 280

MEDIA | 94,18 5,82 - 1,063 | 89,03 10,97 - 1,125 | -

Analisando os resultados podemos notar que a performance do algoritmo

melhora & medida que o nimero de caixas cresce, e que o aproveitamento médio ficou

acima de 89% para os dois casos. O Grafico 14 mostra a evolugio do aproveitamento na

faixa.
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5.3 Estudo de um caso Tri—Dimensional

O problema de alocagio de caixas em containers € um problema tipo
Bin—Packing tri—dimensional, altamente combinatério e de solugio muito complexa.

O que propomos, nesta se¢do, sio algumas idéias para otimizar a alocacdo do
espago em conteiners ou veiculos no transporte de caixas, acondicionadoras de carretéis
de fios, na inddstria téxtil. Mais especificamente, nos limitamos a uma situagdo onde a
variabilidade nos tipos de caixas e veiculos nio é muito grande, embora a relacdo
comprimento de caixa versus comprimento de veiculo seja significativa acarretando um

problema combinatério de grande porte.

O problema em consideragio é:

Dados um conjunto de veiculos V= {'vl(cl,ll,hl,tl),...,(vn,ln,hn,tn)} e um
conjunto de caixas C = {c l{zl,y 2D 1),...,cm(mm,ym,zm,pm)}, otimizar a alocagio das
caixas ¢; € Cem veiculos selecionados, onde ci,li,hi,ti € T,Y.2,D; sdo, respectivamente,

as medidas de comprimento, largura, altura e capacidade do veiculo v e da caixa ¢

A questdo da selegio dos veiculos mais adequados para transporte e da ordem
de prioridade de distribui¢do aos clientes é uma extensio deste problema e estd sendo
tratada em estudos fora deste trabalho.

Os procedimentos aqui sugeridos sio para geracio de faixas e prismas de
caixas que servirio como dados de entrada para rotinas de programacdo linear inteira e
mixta, as quais fornecerio faixas prisméticas e ocupagio final das mesmas nos veiculos

selecionados.
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5.3.1 O Procedimento Geral

Passo 1:

Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

O modelo de aplicagio é:

Para cada veiculo ¢ selecionado gerar faixas a partir das dimensdes das
caixas padronizadas e segundo uma eficiéncia de ocupagdo > uma eficiéncia
pré—estabelecida. Algoritmos aproximativos de bin—packing
uni—dimensionais (programa BIN1.EXE) sio adaptados para gerar tais
faixas. Um banco de arquivos de faixas (ARQ1) é construido para os

veiculos freqiientemente usados, de acordo com as dimensdes dos mesmos.

Inclusio de planos candnicos (se ndo suprido pelo passo 1) e/ou eliminagio
de todos os planos correspondentes as caixas com demanda, do dia, nula

(programa CANONICO.EXE). Criagio do arquivo MPLANORE.

A partir do arquivo MPLANORE, um subconjunto de -caixas
correspondentes a demanda do dia é obtido como lista de entrada para
aplicagdo, novamente, de algoritmos de bin—packing a uma dimensdo. Neste
caso, os algoritmos aproximativos sio adaptados para fazerem uma partigo
nesta lista, de tal forma a compor pilhas de caixas (prismas), onde a base
das menores caixas estejam contidas inteiramente nas bases das caixas
maiores. Os bins tém alturas correspondentes as alturas dos veiculos. A
saida é o arquivo NEWTAB' constituido s6 das caixas que possuem
demandas n3o nulas e com formato apropriado para os dados, ou seja, com
a identificagdo de cada prisma e caixas que o compoem, assim cComo O

volume ocupado.

Utilizando—se do arquivo NEWTAB é formulado um problema de
programagio linear mista (programa OCUPASB.EXE) cuja solugio 6tima

define pardmetros que serdo utilizados no modelo definido no passo 5 (i.e.,
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estabelece o niimero de faixas necessirias para melhor ocupacdo do lastro do

veiculo). Nesse modelo as varidveis inteiras sdo as faixas.

Passo 5: Constitui uma simplificacio do modelo OCUPASB, contemplando somente
as variiveis inteiras, i.e., s6 considera do modelo anterior as faixas.
Introduz um bound para cada variivel (caixa) restringindo o niimero de
caixas por faixa (programa OCUPACB.EXE). A solugio deste novo

modelo define a alocacio 6tima de caixas para o veiculo selecionado.

5.3.2 Fluxograma de execugdo do sistema

O fluxograma abaixo mostra a conexdo dos programas:

BINL : Comprimento do veiculo
i
; ( araQ1 )
CANONICO

,
- { wPLanORE )

BINZ ! filtura do veiculo

; { Nomp )

OCUPASH

¥

INP%ESSRO
RELATORIOS

OCUPACE
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5.3.3 Descrigdo da aplicacio de Bin—Packing uni—dimensional

Como, normalmente, o niimero de caixas padrdes usado nessas indistrias ndo é
grande, os algoritmos de Bin—Packing uni—dimensionais expostos neste trabalho, podem
auxiliar na determinagdo dos diversos planos, tanto das faixas como das pilhas, para
composi¢io do lastro do veiculo (FiguraV.11) Isto é vantajoso porque esta determinagdo
¢ feita de maneira muito ripida, em tempo polinomial. Ao invés de métodos
enumerativos, que sio exatos porém de tempo de execugdo muito demorado, muitas

vezes levando a empresa a utilizar métodos empiricos.

FAIXA n

FIG. V.11: Divisdo do lastro em faizas

Consideramos a seguinte idéia: todas as caixas que irdo compor uma faixa
(bin) tém inicialmente a mesma espessura que aquela caixa maior que determinou a
largura da faixa, o que fica inalterado sdo apenas os seus tamanhos. Entdo, o processo é
imaginar que para cada faixa existe um nimero ilimitado de idénticas faixas ou bins.
Aplica—se, entdo, os algoritmos aproximativos, os quais sdo adaptados para selecionar
aqueles empacotamentos nos quais satisfazem a eficiéncia minima estabelecidade de

ocupacio na faixa. Este aproveitamento pode ser determinado pela relagdo:

_Area consumida pelas caixas
Area real ocupada pelas caixas

x h > eficiéncia estabelecida

O resultado é, portanto, sequencial por faixa, descartando sempre as combinacdes de

baixa eficiéncia.
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O mesmo raciocinio pode ser aplicado na formacéo das pilhas.

Ressaltamos, que todos os algoritmos aproximativos uni—dimensionais,
abordados neste trabalho, tém idéntica importincia aqui uma vez que podem gerar

diferentes combinagdes ou planos de caixas para composi¢io das faixas ou prismas.
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CariTuro VI
CONCLUSOES E SUGESTOES

Apresentamos, neste trabalho, um estudo detalhado sobre o problema
Bin—Packing. Mostramos a evolugdo das pesquisas deste problema tanto pelo lado de
métodos exatos de resolucio quanto da abordagem de algoritmos aproximativos, cujas
solugdes sdo sub—Otimas (ou, bem préximas do 6timo). Nos dois primeiro modelos
exatos, desenvolvemos a parte de relaxagio e decomposi¢gio Lagrangeanas, visando um
procedimento Branch—and—Bound, por nio termos conhecimento de inicio, destas
técnicas aplicadas no Bin Packing Generalizado de LEwis & PARKER [54], o qual
exploraram extensivamente esse assunto. Excluindo a Decomposi¢do Lagrangeana.

Procuramos estabelecer a semelhanga ou diferenca do problema de
Bin—Packing com outros problema de Cutting & Packing. Varias variantes deste
problema foram discutidas e suas formulagbes matematicas apresentadas.

O problema Bin Packing, como um I;roblema, de decisio, estd na classe dos
problemas NP—completos, o que permitiu a nossa concentra¢do pela procura por novos
algoritmos aproximativos de tempo polinomial. Como fruto disto, desenvolvemos uma
classe de algoritmos aproximativos decrescente, com base em um algoritmo chave
denominado Maiores e Menores Decrescente (MMD). A performance e complexidades
computacionais, como é de praxe, na validagio de algoritmos aproximativos foram
analisadas, bem como testes empiricos usando distribui¢des uniformes obtidos através de
geragio aleatéria de dados e, também, pela construcio de listas construidas a partir da
solugio 6tima conhecida & priori. VArios testes comprovam a eficiéncia, na pratica, dos
resultados desta classe de algoritmos off-line uni—dimensionais. Em continuacdo a linha
de trabalho que tragamos, um algoritmo Bi—Dimensional, extensdo natural do algoritmo
Maiores ¢ Menores Decrescente foi desenvolvida, e testes de qualidades de respostas

foram realizados, em uma amostra, simplesmente pela evolugio da taxa de perda ou de
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rendimento de aproveitamento na faixa, quando o nimero de caixas era elevado passo a
passo. O resultado mostrou que a performance assintdtica tende a um valor satisfatério.
Isto é, a taxa de perda, em média decresce, com o aumento no ntimero de caixas. Como
contribuicdo final, abordamos um método heuristico para otimizar a aloca¢do do espago
em containers em veiculos no transporte de fios acondicionados em caixas na indistria
téxtil. Esse método faz uso dos algoritmos aproximativos sobre bin packing desenvolvido
neste trabalho.

Uma forma de eliminar o inconveniente da ordenagdo dos itens em algoritmos
off-line é particionando—os dentro de grupos ou classes de acordo com os seus valores e
elaborar algoritmos que eficientemente combine estas classes formando os
empacotamentos. Um algoritmo que assim procede é o Group—X—Fit Grouped
apresentado por JOHNSON em [42], com uma razio de performance no pior—caso de 1.5.
Porém, outros refinamentos de grupos ou classes podem ser pensados para melhorar
ainda mais este limite de performance de pior—caso, mantendo a complexidade do
algoritmo em O(n). Os esquemas de aproximagio de Fernandez de La Vega & Lueker
[23] e Kamarkar & Karp [46], mostraram que para qualquer € > 0 existe um algoritmo A
tal que A(L) < (1 + )L + C,, e Arodando em tempo de O(n) + D, ,onde C e D,
sdo fungdes que dependem de ¢. No primeiro caso a fungio tem crescimento exponencial,
e no segundo, crescimento polinomial em ¢, mas o polinémio é de ordem muito grande, o
que torna inviavel o uso destes esquemas na pratica.

H4 em andamento um estudo de aproveitamento do algoritmo Bi—MMD em
rotinas de saidas graficas, onde ao terminar o processo de execugio do a,lgoritmb 0
resultado é exposto de forma grifica, mostrando os empacotamentos e permitindo
também que seja possivel, com o uso de mouse ou canetas Oticas, efetuar mudangas
nessa resposta final para melhorar ainda mais as disposigdes dos cortes ou
empacotamentos. O estudo do aproveitamento destes algoritmos se encontra ainda em
fase preliminar. Testes estdo sendo realizados com a idéia de combinar os ganhos obtidos

dos algoritmos sem e com ordenagdo para obtermos um tnico algoritmo que melhor
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aproveite as extensdes da faixa ou bin em cada iteracdo.

Como sugestio aconselhamos a implementagio do método dual ascendente
Lagrangeano, como apresentado em GUIGNARD & ROSENWEIN [34], para obtengdo de um
bound melhorado na aplicagio de um dos métodos de branch—and—bound ji
desenvolvidos e comentados neste trabalho. A implementagio usando o método de
subgradiente normal nio tem até agora justificado a sua utilizacdo, pois exige um
nimero muito grande de iteracdes duais. Um estudo mais completo sobre a analise
probabilistica, area mais recente da investigagio da performance dos algoritmos
aproximativos do problema bin—packing, estd pouco explorada e um survey completo
sobre a mesma nfo foi ainda publicado. Além disso, a anélise probabilistica do algoritmo
MMD ficou em aberto para futuras pesquisas.

Como os algoritmos, na literatura especializada sobre bin—packing, trabalham
‘empacotando os itens na sequéncia em que sdo dados na lista de entrada, acreditamos
que a nossa iniciativa de mudar esta regra para algoritmos off-line, trabalhando com
elementos intermediarios, fugindo ao sequenciamento, abre um caminho para outros
algoritmos aproximativos para a resolu¢do do problema.

A utilizagio de bin—packing a problemas de roteamento de veiculos merece
uma atengdo especial, uma vez que estes problemas estdo relacionados em diversas
situagGes praticas (p. ex., no caso 3—D de escolha de carretas para o transporte de caixas
padronizadas e entrega em diversas localidades de demanda) e o desenvolvimento de
heuristicas envolvendo este casamento poderd trazer bons resultados, o qual ambos
poderiam ndo corresponder ao desejado quando resolvidos separadamente.

O desenvolvimento de algoritmos aproximativos duais bi—dimensionais sdo
ainda desconhecidos. O uso de Teoria dos Grafos em bin—packing tem sido muito
restrito. Existe, portanto, uma série de situaéées a serem exploradas.

Durante o nosso estudo pudemos perceber que a partir da década de 80 grande
parte das pesquisas voltaram-—se para a analise probabilistica. A principio, o interesse

voltou—se para as heuristicas classicas anteriormente analisadas pelo pior—caso. Por
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exemplo, FREDERICKSON [26] e LUEKER [55] analisaram a performance das heuristicas
First—Fit Decreasing e Best—Fit Decreasing sob a distribui¢io uniforme U(0,1]. Eles
mostraram que ambos algoritmos sdo assintéticamente 6timos, no sentido que a razdo do
namero esperado de bins empacotados por qualquer uma destas heuristicas para o
nimero exato de bins que é n/2, converge para 1. COFFMAN et al. [17] analisaram a
performance esperada do algoritmo Next Fit para um nimero infinito de elementos
independentes cujos tamanhos eram uniformemente distribuidos, e concluiram que a
performance esperada da heuristica é limitada por 4/3 do 6timo esperado.
Paralelamente, estudos para obtengio de algoritmos aproximativos de bin—packing
bi—dimensional tiveram inicio, com os trabalhos ja citados no Cap. V, e a perquisa para
a andlise da performance do caso médio dos algoritmos heuristicos bi—dimensionais
tiveram grande impulso. A andlise do pior—caso, de grande parte destes algoritmos estdo
em aberto. Atualmente, a busca se concentra em encontrar algoritmos bi—dimensionais
cada vez melhores com relacio a anilise do caso—médio. No entanto, continuam ainda
surgindo tanto algoritmos uni—dimensionais, analise do pior—caso dos mesmos, como
também, resultados para algoritmos exatos. Neste altimo caso é possivel citar o

algoritmo exato, para o caso uni—dimensional, desenvolvido por MARTELLO & ToTH [58].
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APENDICE A

Demonstracio das propriedades da fun¢io w(x) apresentadas na prova do

teorema 2.

A demonstragio daquelas propriedades é um pouco trabalhosa e se baseia em

algumas proposicoes (ver CivaTAL [CH]):

= 1 1 x 1 1
Proposico 1: Se 3 < x <3 entdo w(z) + w(x — 3) = w(x).

Prova: Desde que a inclinagio de w(x) é a mesma nas regides (0,%] e [%,%], podemos
substituir x pela soma de dois niimeros %— e X — %, de forma que o peso em x € a soma

dos pesos naqueles nimeros.g

Proposigio 2: Se 0 <x,y < % entdo w(x) + w(y) < w(x+y).

Prova: B imediata, pela prépria construgio da funcio.g

Proposicio 3: Se 0 < x < % entdo %x <w(x) < %x.
Prova: No intervalo (O,é], ﬂ%l > g Nos intervalos (%,%] e (%,%], os valores extremos de
Mél sdo atingidos em x = % (valendo %) ex = % (valendo %), respectivamente. Como

830 maiores do que g, a prova estd concluida.g

* *
Proposiciio 4: Se x <x < %—, entdo w(x) < %(x —X).

Prova: O resultado é 6bvio, desde que a inclinagio dos segmentos de retas em cada um

dos trés subintervalos de 0_<_x§-21- nio excede %..

Proposicdo 5: Se k > 2, Xy > o, > .2 X e 1 — X < Xy + Xqo 4.+ Xy < 1, entdo
W(Xl) +...+ w(xk) > 1.
Prova: Merece um pouco mais de atengdo. Se precisamos trabalhar com

1 1 1
Xls-i, X2<§' € que Xk>6‘

Com efeito, se Xy > % entdo o resultado é imediato desde que w(xl) = 1. Portanto,

" 1 1 « 1
admitiremos que x; < 5. Se x, <3 (comx; 2 x), entdo w(x;) + w(xy) > 2w(3) =



163

Se Xy < %, Xy < % mas xj < %, entao Xy ot X >1 — Xy > % e de acordo com a

i 6
proposigio 3, w(x1)+...+w(xk) > S(x1+"'+xk) > 1

| =
¢}

Para k = 2, temos que X T Xy > 1 - X implica em Xy >

Xy 2 (1 —x)/2. Caso contrério; invibializaria x; > x,. Logo,

Consideremos agora o caso k > 3. Se Xy > % entdo desde que X > % e
Xg < %(por hipétese)
w(x,) + +w(x)>6x +—1+gx ———1-+§(x+ +x,) =
1 k/ =52 "10 "52 10"53" Tk

6 3 6 3
= g(x+tx) + 5%, 2 (1 —x) + 5% 2 L

enquanto que se Xy < % entdo
9 1 6
wixg) + .+ w(xy) 2 5(x; +x9) —5 + g(xg + ... + xp) =
6 3 16 6 1
= 5(xp + ot x) T3+ X)) —p 25l -x) + g~ =Lm

Proposicdo 6: Se X+ X9 + .. + X < % , entdo
7
w(x) + ... + w(x,) < 15

Prova: Podemos supor que X; < 1 para todo i, e de acordo com a proposi¢do 1, cada X;

3
pode ser substituido pelo par X! = % e x'i' = xi—% . Podemos supor, pela proposicio 2,
que a0 menos um x, < % , pois Xi’xj < % pode ser reagrupado em x + xj .

Quatro casos agora podem ser distingiiidos:

(i) k=1e xlgé;

(ii) k=2 e %5){25)(15%;

(i) k=2 e x25%5x15%;

(iv) k=3 e x3§%§x2§x15%.



164

. 1 1 7
No caso (i), w(x;) S w(z) =35<17-
s 9 2 7
No caso (ii), temos w(x;) + w(xg) = 5(x; + X9) =7 < 17 -
1 1 7
No caso (iii), temos w(x;) + w(x2) < w(g) + w(g) = 17-
No caso (iv), temos

9
w(xg) + wixg) + wixg) = 2(x) + %) =15+ 5%,

9 2 7
S+ Xy +Xg) — < 75 m
Agora estamos prontos para a demonstragio das propriedades.

Propriedade 1. Se 1/2 < x < 1, entdo w(x) = 1.

Dem: Por definigdo da fungio w(x).

Propriedade 2. Se k > 2 x12x22..._>_xk, x1+x2+...+xk§1 e
w(x )+...+w(x,)=1-s para s>0, entdo
)
X4 +x2+. . .+xk_<_ l—xk—gs.
Dem: Seja t definido por Eli(=lxi =1- x —t. De acordo com proposicio 5,

% %
temos t > 0. Uma vez que Xy + X +t<1 — X < 1, existem X; € X tais que

* 1 * * *
XISXISE, x25x25§, x1+x2:x1+x2+t.
Tomando x: =X, para i=3,4,..,k obtemos pela proposi¢io 5
w(xi) + w(x;) + ..+ w(x;:) >1
logo
* * * *
wixg) + wixy) 2 w(xg) + wixy) + 5.
Ja que a proposi¢do 4 implica em
* * g, * g, * 9
8 Swi(xg) —wixg) + wixg) — w(xg) < (xy—x) + g(x9—x,) = gt,
segue que t > gs . Substituindo esta desigualdade na definicdo de t, a prova fica

completa.g
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Proposi¢ao 3. Se Xy + %ot o+ x5 < 1, entdo

w(xy) + w(xy) + ... + w(xk) < %

Dem: Se xy < % para todo i, entdo a proposi¢do 3 implica em
k 3 21_( 3 17

Do) <73 <3< -
Se por outro lado, um dos x; > % (digamos xl), entio a proposicio 7 se extende a
17

w(x)) + wixy) + .+ w(xy) <5 m



