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Resumo da tese apresentada 3 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios
para a obtengdo do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

Algoritmos Paralelos para Problemas em Grafos
Edson Norberto Caceres
Julho de 1992

Orientador: Prof. Jayme Luiz Szwarcfiter
Programa: Engenharia de Sistemas e Computagio

Apresentamos algoritmos paralelos para os problemas de computagao
de um circuito de Fuler, arvores geradoras e componentes conexos de um grafo, busca
em profundidade irrestrita, cliques maximais de um grafo circulo e determinacdo dos
ciclos elementares de um digrafo utilizando uma CREW PRAM.

O algoritmo para circuito de Fuler evita a computacio de uma arvore
geradora como passo intermedidrio e usa o conceito de esteio para identificar os
vértices onde a operacdo de costura nos circuitos sera efetuada. O algoritmo € 6timo
desde que os vértices do grafo bipartido auziliar estejam convenientemente rotulados.

Os algoritmos para computagao de uma arvore geradora, computagao
dos componentes conexos de um grafo e computagdo dos componentes fracamente
conexos de um digrafo usam esteio e sdo 6timos se o grafo de entrada estiver conve-
nientemente rotulado. Essa rotulagio é facilmente obtida para os grafos st-planares
e série-paralelos.

Os algoritmos para busca irrestrita e caminhos simples maximais
utilizam um kl-caminho. Utilizando o algoritmo para busca irrestrita em digrafos
aciclicos computamos as cliques maximais de um grafo circulo.

Utilizando um kl-caminho apresentamos dois algoritmos para com-
putar os ciclos elementares de um digrafo.



Abstract of thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fullfillment for require-
ments for the degree of Doctor of Sciences (D.Sc.).

Parallel Algorithms for Problems in Graphs
July 1992

Thesis Supervisor: Prof. Jayme Luiz Szwarcfiter.
Department: Computation and Systems Engineering.

We present efficient parallel algorithms for computing an FEuler tour
of a graph, a spanning tree and the connected components, the maximal paths of a
graph, the enumeration of the maximal cliques of a circle graph, and the enumeration
of the elementary cycles of a directed graph.

The algorithm for computing an Fuler tour avoids obtaining a span-
ning tree as an intermediate step. We use a strut to identify the vertices which have
more than one circuit passing through them and perform a stitch on the circuits.
If the vertices of the auziliary bipartite graph are properly labeled, the algorithm is
optimal.

We usc strut for finding a spanning tree, the connected components
of a graph and the weak connected components of a directed graph. The algorithms
are optimal if the graph is properly labeled. The st-planar and serie-parallel graphs
are easily labeled.

We use kl-path for finding the maximal paths of a graph. This algo-
rithm is used for enumerating the maximal cliques of a circle graph

The kl-path is used to present two algorithms for the enumeration of
the elementary cycles of a directed graph.
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Capitulo 1

Introducao

A Computagio paralela tem providenciado & Ciéncia da Computagdo uma série
de problemas instigantes envolvendo projeto e anélise de algoritmos. Dentre esses
problemas, destaca-se a expectativa de melhorar os limites de tempo para problemas
onde a computacdo seqiiencial é quase impraticavel.

Na 4rea de algoritmos paralelos (bem como algoritmos de um modo
geral) a preocupagdo com a complexidade computacional dos processos desenvolvi-
dos é inerente, pois necessitamos de um instrumento que nos permita verificar se um
dado algoritmo é melhor que um outro quando ambos resolvem o mesmo problema,
além do fato de saber se um determinado problema possui um algoritmo razodvel
que o solucione. Essa preocupagdo, por sua vez, implica no objetivo de procurar
elaborar algoritmos que sejam tao eficientes quanto possivel. Conseqientemente,
torna-se imperioso o estabelecimento de critérios que possam avaliar essa eficiéncia.

Uma das formas de se projetar algoritmos paralelos é o de associar
uma arquitetura particular ao problema, fazendo com que sua eficiéncia dependa
diretamente da arquitetura envolvida e tornando dificil sua comparacao com ou-
tros algoritmos que resolvam o mesmo problema mas que foram projetados para
arquiteturas distintas. Para que possamos analisar a eficiéncia de um algoritmo in-
dependentemente de uma mdquina particular, necessitamos adotar um processo que
seja analitico. A tarefa de definir um critério analitico torna-se mais simples se a
eficiéncia a ser avaliada for relativa a um modelo de computador.

Um objetivo da teoria da complexidade é o de encontrar o modelo
mais apropriado de um computador. Modelos diferentes podem levar a diferentes
computacoes e o nimero de passos executados por um mesmo algoritmo pode variar
de acordo com o modelo considerado [78)].



A utilizagao de um modelo abstrato de computador é motivada pelo
fato de que vdrios algoritmos a nivel de méquina sdo refinamentos de algoritmos
que independem de uma méaquina em particular, os quais foram projetados para um
modelo genérico de computagio paralela, além disso, até o momento ndo esta claro
quais modelos de computagdo paralela sdo razoaveis.

Isso faz com que nossa énfase seja dada no projeto de algoritmos para-
lelos que utilizem o menor tempo e ndo dependam de uma linguagem de programagao
de alto nivel nem dos detalhes da arquitetura da maquina. Fssa abordagem esta
concentrada sobre a esséncia da teoria de algoritmos e capta coerentemente o que
existe no momento dentro das atividades de pesquisa. Em fun¢do disso omitiremos
as consideragoes de arquiteturas especificas tais como computadores cube-connected,
perfect-shuffle, etc. Uma abordagem nessa area pode ser vista em [72,68].

Portanto, selecionaremos a corrente da area de computagio paralela
que concentra seu interesse no projeto de algoritmos, aproveitando a natureza ine-
rentemente paralela do problema em estudo.

O desenvolvimento de algoritmos paralelos eficientes para problemas
em grafos esta diretamente condicionado & existéncia de algoritmos paralelos eficien-
tes para os problemas de componentes conexos, arvores geradoras, ciclos de Euler e
busca um um grafo. Neste trabalho apresentamos algoritmos paralelos para grafos
utilizando esteio e kl-caminho. Essas estruturas decompde um grafo e sdo simples
de serem efetuadas em paralelo.

1.1 Notagao e Terminologia

Utilizaremos a notagao padrao de teoria dos grafos [10,30,78]. Um grafo ndo orien-
tado G = (V,E) tem um conjunto de vértices V e um conjunto de arestas E de
pares ordenados de vértices distintos de V. Seja n = |V| e m = |E| o nimero de
vértices e arestas em G, respectivamente. Cada aresta e € F sera denotada pelo par
de vértices e = (u,v) que a forma. Neste caso os vértices u e v sdo os extremos da
aresta e, sendo denominados adjacentes. Vértices adjacentes sao chamados vizinhos.
A aresta e é denominada incidente a ambos u ¢ v. Um grafo H = (V/,E') é um
subgrafo de G'se V! C V e E' C E. O subgrafo de G induzido por V', denotado
por G(V'), é o subgrafo maximal com relagio a arestas de G que contém somente
os vértices de V'.

Um caminho C é um grafo com vértices v, - - -, vy € arestas (v;,v;41)
para 0 <7 < k. C é um caminho de vy a v, e dizemos que o comprimento deste
caminho é k. Se todos os vértices do caminho C forem distintos, C' é denominado
um caminho elementar ou caminho simples. Um ciclo é um caminho onde vy = v



e k > 3. Se o caminho vg,--+,v;_1 for um caminho elementar, o ciclo vg, -, v
é denominado um ciclo elementar. Um grafo que nao possui ciclos elementares é
denominado aciclico. Dois ciclos sao considerados idénticos se um deles puder ser
obtido do outro, através de uma rotagio de seus vértices. Um grafo G é conexo
quando existe um caminho entre cada par de vértices de G. Seja S um conjunto e
5" C S. Dizemos que S’ é mazimal em relagio a uma certa propriedade P, quando 5’
satisfaz a propriedade P e nao existe subconjunto S” O 5’, que também satisfaz P.
Os componentes conezos de G sao os subgrafos conexos maximais de G. Uma drvore
T = (V,E) é um grafo aciclico e conexo. Um conjunto de drvores é denominado
floresta. Um subgrafo gerador do grafo G = (V,E) é o subgrafo H = (V', E’) tal
que V = V'. Se o subgrafo gerador H é uma arvore, o subgrafo H é denominado
uma drvore geradora.

Um grafo G = (V, E) é denominado bipartido se V pode ser particio-
nado em dois conjuntos disjuntos Vi = {vi,vq,- -, vy} € Vo = {ug,ua, -, ypyy )
tal que toda aresta é incidente a exatamente um vértice em cada conjunto. Um
grafo é completo quando existe uma aresta entre cada par de seus vértices. Uma
clique ¢ um subgrafo completo de G e uma cligue mazimal é aquela que nao esteja
propriamente contida em nenhuma outra.

Um grafo orientado (digrafo) D = (V, E) é um conjunto finito nao
vazio V (os vértices), e um conjunto F (as arestas) de pares ordenados distintos.
Portanto, num digrafo cada aresta (u,v) possul uma dnica dire¢io de u para wv.
Definimos caminho, caminho elementar, ciclo e ciclo elementar em um digrafo de
forma analoga a um grafo.

Seja D = (V, E) um digrafo e um vértice v € V. O grau de entrada
de v é o ntimero de arestas que chegam a v. O grau de saida de v é o nimero de
arestas que saem de v. Uma fonte é um vértice com grau de entrada nulo, enquanto
um sumidouro é um vértice com grau de saida nulo.

Um digrafo D = (V, E) é fortemente conezo quando para todo par
de vértices u,v € V existir um caminho em D de u para v e também de v para
u. O digrafo D é chamado fracamente conexo ou desconezo, conforme seu grafo
subjacente seja conexo ou desconexo, respectivamente. Se existir algum caminho
em D de um vértice u para um vértice v, entao diz-se que u alcan¢a v, sendo este
alcancdvel de u. Se v alcanga todos os vértices de D entdo v é chamado raiz do
digrafo.

Um digrafo D é aciclico quando néo possui ciclos. Seja D = (V, E)
um digrafo aciclico. O fechamento transitivo de D é maior digrafo Dy = (V, Ey)
que preserva a alcangabilidade de D. Isto é, para todo u,v € V, se u alcanga v em
D entéo (u,v) € E;. Analogamente, a redugdo transitiva de D é o menor digrafo
D, = (V, E,) que preserva a alcancabilidade de D. Isto é, se (u,v) € E, entdo v néo



alcanca v em D — (u,v).

1.2 Modelo Computacional

O modelo de computagio paralela que utilizaremos é a miquina de acesso aleatério
paralelo (PRAM) proposta por Fortune e Wyllie [33]. Neste modelo de memdria
compartilhada, em uma unidade de tempo cada processador pode ler uma unidade
de informacao, escrevé-la, ou executar uma operacgio aritmética elementar ou uma
operagio l6gica sobre operandos localizados em enderecos de memdria quaisquer.

O modelo PRAM possui diversas variagoes as quais diferem na forma
de resolver os conflitos de escrita e leitura simultaneas a uma mesma posi¢do de
memdria por processadores diferentes.

Vamos apresentar o modelo PRAM com suas variagoes, e relaciona-
lo com os principais modelos utilizados na andlise da complexidade de algoritmos
paralelos. Para defini¢des formais sugerimos [33,89]. A literatura que trata desta
abordagem estd crescendo rapidamente de forma qualitativa [18,40,50,31].

Vamos também apresentar as classes NC (Nick Pippenger’'s Class)
e RNC (Random NC). Os problemas pertencentes a essas classes possuem algo-
ritmos deterministicos e randomicos respectivamente, que sio executados em um
tempo polilogaritmico usando um niimero polinomial de processadores. Os proble-
mas da classe NC sdo altamente paralelizaveis, e consideraremos essa classe como
sendo a dos algoritmos paralelos eficientes. A classe NC, como veremos posterior-
mente, apresenta algumas surpresas, pois alguns problemas que possuem algoritmos
seqilenciais polinomiais eficientes (classe P) parecem ndo admitir paralelizacio efi-
ciente (P-completos).

1.3 Resumo da Tese

O Capitulo 2 contém uma apresentacdo do Modelo PRAM e algumas técnicas para
algoritmos paralelos.

No Capitulo 3 apresentamos um algoritmo para computac¢io de um
circuito de Fuler utilizando esteio. A obtencgdo de algoritmos paralelos eficientes
para a computacio de circuitos de Euler proporcionard melhores algoritmos para
diversos problemas de grafos tais como componentes conexos, arvores geradoras,
emparelhamentos maximais e decomposi¢io orelha.



Em um grafo com n vértices e m arestas, o melhor algoritmo paralelo
existente para determinacio de um circuito de Euler, requer tempo O(logn) utili-
zando m processadotes em uma CRCW PRAM [6,8,50]. Estes algoritmos s8o exe-
cutados em tempo paralelo O(log? n) com m processadores em uma CREW PRAM.

O algoritmo apresentado [15,16] é implementado em tempo paralelo
O(log? n) com Toen Processadores em uma CREW PRAM. O algoritmos pode ser
implementado em tempo paralelo O(logn) com IOL processadores, desde que os

vértices do grafo bipartido auziliar estejam convementemente rotulados.

No Capitulo 4 utilizamos a definicio de esteio para computar uma
4rvore geradora e os componentes conexos de um grafo. A computacdo de uma
arvore geradora e dos componentes conexos de um grafo sdo problemas basicos em
teoria dos grafos e existe uma quantidade considerdvel de pesquisa no projeto de
algoritmos para esses problemas. Os algoritmos paralelos existentes sdo implemen-
tados para uma FREW PRAM [61,53], CREW PRAM [47,20] e CRCW PRAM
[7,21,76]. Os algoritmos mais eficientes admitem implentacdo em uma CRCW
PRAM em tempo paralelo O(logn) com Q(%——%MH processadores, onde a(m,n)

é fungao inversa de Ackermann (cf. [50]). Para uma O’RE W PRAM o algoritmo foi

implementado [20] em tempo paralelo (log?n) com —— g — processadores.

Apresentamos um algoritmo paralelo que utiliza um esteio para com-
putar uma arvore geradora e os componentes conexos de um dado gralo G = (V, E).
A implementacdo utiliza uma CREW PRAM [50]. O algoritmo é executado em
tempo paralelo O(log?n) com fogn Processadores. Se o grafo de entrada estiver
convenientemente rotulado o algorltmo é 6timo e pode ser executado em tempo pa-
ralelo O(log n) com m processadores. Para a classe dos st-grafos planares e grafos
série paralelo, essa rotulagdo pode ser facilmente obtida em tempo Of(logn) com

processadores.

log

No Capitulo 5 descrevemos algoritmos paralelos para efetuar busca
irrestrita em um grafo utilizando kl-caminho. O algoritmo seqiiencial para busca
irrestrita é baseado no algoritmo [82] de busca em profundidade (restrita). O pro-
blema de busca em profundidade paralela ndo parece ter uma solugio simples como
no caso seqiencial, e até o momento, s6 foram obtidas solugées NC para alguns casos
particulares de grafos [39,90]. No caso geral, foi provado que a busca lexicogréfica
em profundidade é um problema P-completo [50].

A busca irrestrita em um grafo gera todos os caminhos maximais
a partir do vértice r, raiz da busca. O problema do caminho maximal esta rela-
cionado ao de busca em profundidade, pois qualquer ramo da arvore de busca em
profundidade é um caminho maximal. O algoritmo para computagio de um caminho
maximal usando o método guloso é P-completo [4]. Um algoritmo RNC de tempo
paralelo O(log®n) com n?M processadores, onde M é o ntimero de processadores



para contruir um emparelhamento méximo, foi apresentado por Anderson [5].

Apresentamos algoritmos paralelos para busca irrestrita para algu-
mas classes de grafos. Para digrafos aciclicos, o algoritmo é executado em tempo
paralelo O(alogn) com m processadores em uma CREW PRAM, onde o é o niimero
de caminhos maximais do grafo a partir de um vértice raiz. O algoritmo é imple-
mentado para grafos gerais em tempo paralelo O(aflog?n) com m processadores
em uma CREW PRAM, onde « é o numero de caminhos maximais do grafo a partir
de um vértice raiz e f € o nimero méximo de ciclos do grafo que pode ocorrer na
computacio de um caminho maximal.

No Capitulo 6 utilizamos o algoritmo paralelo de busca irrestrita para
computar as cliques maximais de um grafe circulo. Os algoritmos de reconhecimento
para grafos circulos [12,34,59] sdo seqiienciais (polinomiais). A existéncia de um
algoritmo paralelo para reconhecimento de grafos circulo esta em aberto.

Vamos descrever um algoritmo paralelo para geragio de todas as
cliques maximais de um grafo circulo em tempo paralelo de O(alog®n) com n®
processadores em uma CREW PRAM, onde n,m e « sio o numero de vértices,
arestas e cliques maximais do grafo, respectivamente. O algoritmo apresentado
é baseado na versdo seqiiencial apresentado por [79]. A versdo seqiiencial é uma
aplicacdo de uma orientacao especial de um grafo denominada localmente transitiva.
Vamos também apresentar um algoritmo paralelo para computar o nimero de cliques
maximais oy de tamanho k, o nimero total de cliques maximais « € uma clique
méxima de um grafo circulo em tempo paralelo O(log?n) com n®, nM(n) e n®
processadores, respectivamente, em uma CREW PRAM, onde M(n) é o nimero de
processadores necessarios para efetuar uma multiplicagdo de duas matrizes n X n.

As cliques maximais de um grafo qualquer podem serem computadas
através do algoritmo [29] em tempo paralelo O(alog®n) com a®n? processadores em

uma CREW PRAM.

O Capitulo 7 descreve os principais algoritmos seqiienciais para de-
terminagdo dos ciclos elementares de um digrafo. Os algoritmos de Tiernan [84] e
Szwarcfiter e Lauer [81] sdo descritos em detalhe.

No Capitulo 8 descrevemos algoritmos paralelos para determinacio
dos ciclos elementares de um digrafo. Para isso necessitamos simular algumas das
estruturas que sao usadas nos algoritmos seqiienciais.

Apresentamos dois algoritmos paralelos, esses algoritmos sédo basea-
dos nos algoritmos de Tiernan [84] e Szwarcfiter e Lauer [81] e utilizam a abordagem
proposta por [81] de reportar os ciclos assim que forem determinados, nos demais
algoritmos os ciclos s6 sdo reportados a partir de um vértice inicial.



Os algoritmos determinam um ciclo elementar em tempo paralelo
O(log® n) com m processadores em uma CREW PRAM. Para a determinagio dos
demais ciclos elementares, os algoritmos utilizam tempo paralelo exponencial na
implementagio da versio de Tiernan [84] e O(anlog®n) com n® processadores na
implementacgao da versdo de Szwarcfiter e Lauer [81] em uma CREW PRAM, onde
a ¢ o numero de ciclos elementares do digrafo.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 O Modelo de Paralelismo

Em funcdo da grande variedade de arquiteturas existentes, e de como o problema
de comunicagao entre os diversos processadores e memorias sao abordados nessas
arquiteturas, surge a necessidade de idealizar um modelo onde a anélise do desempe-
nho de um algoritmo paralelo ndo dependa das particularidades de cada maquina.
Necessitamos de um modelo formal semelhante ao modelo RAM para algoritmos
seqilienciais. Varios modelos formais de computacao paralela aparecem na litera-
tura, mas nao existe um consenso de qual deles é o melhor.

Neste trabalho faremos uso de um computador paralelo idealizado,
conhecido como PRAM (Parallel Random-Access Machine). Esse modelo essencial-
mente despreza restrigoes de hardware que uma especificagao de arquitetura pode
impor (existem todas as possiveis conexoes entre os processadores e os enderegos
de memdria, sendo que o niimero de processadores e o tamanho da memoria global
sao arbitrarios). O modelo d4 a liberdade na apresentagéo dos algoritmos, pois ndo
impoe restricoes no paralelismo, o que ndo ocorre com um hardware especifico.

O modelo PRAM, em funcao de sua simplicidade e universalidade,
tem motivado sua utilizagdo pelos cientistas da computagdo tedrica, sendo um ponto
inicial para uma metodologia de computagdo paralela, Contudo esse modelo ainda
ndo é fisicamente realizavel com a atual tecnologia.

A utilizagdo do modelo PRAM possibilita a anélise de algoritmos
projetados para outros modelos, mesmo que esses modelos nao utilizem memoria
compartilhada. Isso pode ser efetuado através da simulagido entre modelos de com-
putagio distintos [56,87,49,70,45], além disso, o0 modelo PRAM pode ser simulado



em um computador mais factivel em tempo polilogaritmico [23].

Isso faz com que o modelo PRAM seja extremamente utilizado para o
estudo da estrutura légica da computagio paralela em um contexto que nao aborda
problemas de comunicacao. Algoritmos desenvolvidos para outros modelos mais rea-
listas, sdo muitas vezes baseados em algoritmos projetados para o modelo PRAM.
Visto que o custo de simulacgdo de uma PRAM em modelos mais factiveis é poli-
logaritmico, as classes NC' e RNC nio se alteram se passarmos de um computador
idealizado para um mais realistico. Contudo o grau de dificuldade da especificagao
do algoritmo pode aumentar consideravelmente. Deste ponto de vista, o modelo
PRAM se adapta perfeitamente as nossas necessidades para a concepgao de algorit-
mos ¢ para justificar a inclusido de problemas em NC ou RNC.

2.1.1 O Modelo PRAM

O modelo PRAM (Parallel Random-Access Machine) de computagdo paralela que
abordaremos é o modelo proposto por [33,41,75]. Este modelo é andlogo ao da RAM
seqiiencial [24] e € um modelo de memdria compartilhada.

Uma PRAM consiste de uma colecdo arbitraria de processadores
seqlienciais independentes. Cada processador possui sua prépria memoria parti-
cular. Os processadores se comunicam entre si através de uma memdria global de
tamanho arbitrario. Os processadores trabalham sincronizadamente e em uma uni-
dade de tempo cada processador pode acessar (executando uma leitura ou escrita)
qualquer enderego de memoria local ou global. Cada processador pode ser conside-
rado como uma RAM de custo uniforme com as operagdes e instrugoes usuais. O
custo de operagdes aritméticas, de atribuicdo ou de comparagdo é constante.

A entrada para um algoritmo PRAM é assumida como sendo pre-
viamente atribuida aos enderegos de meméria. Supomos que cada processador tem
conhecimento do tamanho de uma dada entrada de uma insténcia (a qual pode ser
representada por mais de um parametro; por exemplo os ntimeros de vértices e ares-
tas de um grafo). O ndmero de processadores usados pode variar com o tamanho
da entrada, mas nao varia ao longo da execucdo nem com o conteido da entrada.
O programa é Unico, nao variando com o tamanho da entrada.

Os processadores sdo arbitrariamente indexados por nimeros natu-
rais Py, P, --, P, os quais podem ser armazenados em um simples endereco de
memoria. Esses processadores sincronizadamente executam o mesmo . programa
(através de uma central principal de controle). Embora executando as mesmas
instrugdes, os processadores podem estar trabalhando com dados distintos (dispos-
tos em diferentes enderegos de meméria). O modelo PRAM é classificado como um
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PROGRAMA/ALGORITMO

P1 P2 Pn

MEMORIA COMUM

Figura 2.1: Modelo PRAM

modelo single-instruction, multiple-data stream (SIM D). A Figura 2.1 descreve o
modelo PRAM.

A motivagdo tedrica para a utilizagio deste modelo é baseada em
um outro modelo, o modelo de circuitos. Um algoritmo no modelo de circuitos
consiste de uma familia de circuitos booleanos, tais que cada circuito da familia
resolve instadncias de um mesmo tamanho (existe um circuito para cada tamanho
da entrada). A saida do algoritmo corresponde ao resultado do circuito. Para
corresponder com os requisitos do modelo PRAM de possuir um tnico programa
para todos os tamanhos de entrada, é usualmente exigido que a familia de circuitos
satisfaca a condi¢do de uniformidade [74].

Essa condigdo estabelece que deve existir um algoritmo satisfazendo
certas condigbes, (por exemplo, utilizando tempo polinomial ou sendo executado
em espago logaritmico), e que possui como entrada um certo nimero m e produz
como saida um circuito booleano que computa uma fun¢do cuja entrada possui
tamanho m. A saida do algoritmo para uma dada instancia m de um problema
consiste do resultado do circuito de tamanho m. As duas medidas da complexidade
do algoritmo neste modelo s&o o tamanho e a profundidade do circuito, ambas em
fun¢io do tamanho da entrada.

Modelos de circuitos sdo bons para produzir limites inferiores na com-
plexidade do problema, pois uma porta em um circuito booleano é mais simples que
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um processador em um computador paralelo, e porque a maior parte dos demais
modelos de paralelismo pode ser descrita através de circuitos. Por outro lado é ex-
tremamente dificil a construgéo de algoritmos para o modelo de circuitos exatamente
em funcdo de sua simplicidade.

Temos que todo circuito booleano uniforme pode ser simulado em um
modelo PRAM, através da associagdo de cada porta do circuito com um processa-
dor do PRAM. O ntimero de processadores usado é proprocional & profundidade do
circuito. Reciprocamente todo algoritmo PRAM pode ser simulado por uma familia
de circuitos de tamanho proporcional ao nimero total de operagoes PRAM, de pro-
fundidade proporcional ao tempo paralelo. Nesse caso, porém, um fator logaritmico
deve ser adicionado a complexidade do circuito, para exprimir o fato de que circuitos
booleanos operam com bits, enquanto algoritmos PRAM manipulam inteiros.

Portanto se um problema pode ser solucionado por um algoritmo
PRAM com um ntmero polinomial de processadores no tamanho da entrada, e um
tempo polinomial em logaritmo do tamanho da entrada, ele pode ser resolvido por
um circuito de tamanho polinomial com profundidade polilogaritmica, e vice versa.

Na utilizagdo de um modelo para a analise da complexidade para al-
goritmos paralelos, surgem varias diferencas com relacio aos algoritmos seqitencias.
Nos algoritmos seqiienciais, nossa anélise é direcionada na solu¢io em tempo polino-
mial e completude para NP. Para algoritmos paralelos varios conceitos de comple-
xidade tem sido estudados [52,64,63]. Vamos restringir nossa anélise na solucio de
um problema P em tempo polilog (i.e., o tempo de computacdo paralela é limitado
por uma poténcia fixa do logaritmo do tamanho da entrada), usando um nimero
polinomial de processadores.

2.2 Algoritmos Paralelos Eficientes

Da mesma forma que no caso seqiiencial, onde existe a preocupacao de determinar a
que tipo de classe pertence um determinado problema, P, N P, etc., no caso paralelo
é importante identificar quais problemas podem ser eficientemente resolvidos em
paralelo.

A eficiéncia de um algoritmo PRAM ¢é medida por dois critérios, to-
mados como fungdes do tamanho da entrada: o nimero de processadores usados
para executar a computacdo, € a quantidade de tempo paralelo usado pelos proces-
sadores na computacdo. Em ambos os casos, considera-se o pior caso tomados em
relagdo ao tamanho de todas as entradas. Podemos ilustrar com o seguinte exemplo:
O algoritmo X ¢ executado em tempo paralelo de O(log n) com n? processadores.
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Definimos um algoritmo paralelo eficiente como sendo o algoritmo
que utiliza tempo paralelo polilogaritmico (O(log® n) para alguma constante k, onde
n é o tamanho da entrada), com um ndmero polinomial de processadores. Os proble-
mas que podem ser resolvidos dentro dessas restrigdes sao considerados como tendo
solugles paralelas eficientes e sdo definidos como pertencentes a classe NC. Logo a
classe NC consiste dos problemas que podem ser resolvidos em tempo polilog com
um nimero limitado (polinomialmente) de dispositivos de computagio (processado-
res,ou portas) por algoritmos deterministicos.

" Uma subclasse de problemas de particular interesse € aquela com-
posta pelos problemas que admitem algoritmos paralelos dtimos. Um algoritmo
paralelo dtimo é um algoritmo para o qual o produto do tempo paralelo ¢ com
o numero de processadores utilizados p é linear no tamanho do problema, isto é,
pt = O(n). Otimalidade também pode significar que o produto pt é da mesma or-
dem do tempo de computagao do algoritmo seqiiencial mais eficiente conhecido para
o problema.

A otimalidade em paralelismo depende do modelo especifico que uti-
lizaremos, pois veremos posteriormente que a simulagdo de um algoritmo projetado
para um particular modelo, quando analisado em um outro modelo pode perder um
fator polilogaritmico no produto pt. Como exemplo de um algoritmo étimo, temos o
algoritmo de ordenacéo paralela de Ajtai, Komlds e Szemerédi [2,3] que é executado
em tempo paralelo O(logn) com n processadores.

Para apresentar os algoritmos paralelos utilizaremos uma linguagem
tipo ALGOL adicionada de instrugGes inerentemente paralelas, e a essa linguagem

denominaremos PALGOL.

Os comandos adicionais do PALGOL seré&o descritos como a seguinte
mstrucao:

para todo z € X em paralelo faga
instrugdes (A)

A execucdo desse comando consiste de: 1) Um processador é alocado
para cada ¢ € X; 2) Os elementos de X sdo inteiros ou podem ser codificados por
inteiros. Entdo a cada z € X é associado um processador Py,4e(;) onde code(z) é
um inteiro correspondente a x. Supomos que o processador ¢ é enderegado para
trabalhar para £ = code™' (i) em tempo constante; 3) Todas as instrugdes (A) sdo
executadas em paralelo pelos processadores alocados a cada z € X.

Em certas ocasides, considera-se que ha necessidade de ativar os pro-
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Figura 2.2: Algoritmo Paralelo para Soma

cessadores requisitados. Se esse for o caso, serdo necessarios O(log p) passos para se
ativarem os p processadores.

procedimento Ativa
ativa-se um processador
enquanto existir um processador nao ativado faga
cada processador ativo procura um inativo e ativa-o

A execucdo termina quando todos os processadores envolvidos ter-
minam a sua computacgéo (individual). A Figura 2.2 ilustra o funcionamento de um
algoritmo paralelo que efetua a soma de n ndimeros. A complexidade é de tempo
paralelo O(logn) com n processadores.

Todos os logaritmos nesse trabalho serdo assumidos como sendo de
base 2 a nio ser que outra base seja explicitamente estabelecida.

Para qualquer problema para o qual n&o exista uma solugdo seqiien-
cial em tempo polinomial conhecida (por exemplo, qualquer problema NP-completo)
nao é de se esperar a existéncia de uma solu¢io paralela eficiente, utilizando um
niimero polinomial de processadores, pois em fungdo da defini¢io de algoritmo pa-
ralelo eficiente, também existiria um algoritmo seqiiencial polinomial para o mesmo
problema. Contudo, a nossa expectativa é a de encontrar uma solucéo paralela efi-
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ciente para um problema que possua um algoritmo seqiiencial em tempo polinomial
(i.e., um problema da classe P).

Existem, contudo, varios problemas pertencentes a classe P, os quais
parecem ndo admitir, num primeiro instante uma paralelizagio eficiente. Esses
problemas formam a classe dos problemas P-completos. Usando a técnica de reduti-
bilidade andloga a utilizada na teoria de NP-completude, é possivel identificar quais
problemas sdo P-completos. Tais problemas sdo solucionéveis seqiiencialmente em
tempo polinomial, mas ndo pertencem a classe NC.

Da mesma forma como ocorre com a classe NP, se uma solu¢do
paralela eficiente puder ser encontrada para qualquer problema P-completo entao
uma solucao similar eficiente existira para qualquer outro problema dessa classe. Nao
existe prova, mas uma grande quantidade de evidéncias circunstanciais indicam que

P+ NC.

Uma importante conexdo entre computacao seqliencial e paralela é
ilustrada pela tese da computagdo paralela [11,19,33,41,65,67,89]. A tese da com-
putacao paralela estabelece que em alguns modelos de computagao paralela, o tempo
paralelo é polinomialmente equivalente ao espago seqiiencial. Podemos descrever isso
da seguinte forma, seja F' uma fun¢do qualquer de tamanho n do problema. A tese
da computacdo paralela estabelece que a classe dos problemas que podem ser resol-
vidos com paralelismo ilimitado em tempo F(n)°® & igual a classe dos problemas
que podem ser resolvidos por um algoritmo seqiiencial em espago F'(n)°() sendo F
um polinémio no tamanho do problema. O modelo PRAM est4 entre os modelos de
computacao paralela para os quais a tese da computagao é vélida.

No projeto de algoritmos paralelos utilizando o modelo PRAM, existe
a possibilidade de se projetar algoritmos que possuam conflitos de leitura e escrita,
na qual dois ou mais processadores tentem ler ou escrever concorrentemente em
uma mesma posi¢do de memdria. As maneiras distintas de como esses problemas
sao abordados conduzem a diferentes variantes do modelo PRAM.

2.3 Detalhamento do Modelo PRAM

Vamos agora abordar a questao de como resolver os conflitos originados por acessos
simultaneos dos processadores a um mesmo endereco de memoria. Na solugio desse
problema adotam-se politicas diferentes, mas isso néo significa que o algoritmo ir4
funcionar apenas para a politica especifica adotada, pois veremos posteriormente
que existem simulagdes que fazem com que um algoritmo projetado para uma par-
ticular escolha possa ser executado em maquinas que utilizem uma forma diferente
de resolver os conflitos de acesso simultaneo & memdria.
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As vérias formas de solucionar esses conflitos, possibilitam uma clas-
sificagao das variagdes do modelo PRAM [31]. As PRAM podem ser classificadas
de acordo com as restrigbes ao acesso a memoria global.

A primeira escolha é simplesmente nao permitir tais acessos simulta-
neamente, e deixar indefinido o comportamento de um programa que tente efetuar
tais acessos. Uma mdaquina com essas caracteristicas é denominada FREW PRAM
(EBzclusive-Read Erclusive- Write), na qual o acesso simultdneo a qualquer posicdo
de memdria é proibido tanto para escrita como para leitura. Fste modelo é o mo-
delo mais fraco dentre os varios tipos de PRAM, e um algoritmo executavel nesse
modelo em tempo e ntimero de processadores dados é preferivel a outro algoritmo
que funcione sobre as mesmas condi¢des de tempo e nimero de processadores em
um modelo mais forte.

O segundo tipo de PRAM é denominado CREW PRAM (Concurrent-
Read Exclusive-Write), esse modelo permite que diversos processadores efetuem a
leitura simultaneamente em um mesmo endere¢o de memoria. Novamente, o com-
portamento do programa que viola essas restrigoes € indefinido. Por um longo tempo
este parece ter sido o tnico tipo de PRAM usado [54]; esse modelo aparece na lite-

ratura desde 1976 [26,46,33].

A terceira e mais forte versdo do modelo PRAM, é denominado como
CRCW PRAM (Concurrent-Read Concurrent-Write), esse modelo permite que di-
versos processadores efetuem leituras e escritas simultaneas em um mesmo enderego
de memoria.

Necessitamos definir 0o que acontece quando diversos processadores
escrevem simultaneamente em um mesmo enderego de memoria valores diferentes.
Diversas variedades de CRCW PRAM foram definidas; elas diferem no seu método
de resolver os conflitos de escrita. Nesse caso temos que especificar como resolver
esses conflitos de escrita.

CRCW FRACO: Neste modelo as escritas simultaneas sé sdo permi-
tidas se todos os processadores que estiverem executando uma escrita concorrente
estiverem escrevendo o valor 1 (ou 0) no enderego correspondente. Além disso, por
vezes ha a restricdo adicional de que os enderegos que recebem a escrita simultanea
s6 podem conter os valores 0 (ou 1) ao longo de todo processo. Contudo, pode-se
provar que o submodelo decorrente dessa restri¢do adicional é equivalente ao outro.
Esse modelo foi introduzido por [54], que mostrou que certos problemas podem ser
resolvidos mais rapidamente neste modelo do que nos outros modelos CRCW que
usualmente eram utilizados anteriormente, e que problemas que sdo resolvidos em
um dado tempo em qualquer versdo CRC'W podem ser solucionados dentro de um
fator constante do tempo nessa versio (possivelmente com um nimero maior de
processadores).
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CRCW COMUM: Neste modelo nio existemn restrigoes nos valores a
serem escritos simultdneamente; contudo a escrita simultinea s6 é permitida quando
todos os valores a serem escritos num mesmo endereco forem idénticos.

CRCW ARBITRARIO: Processadores podem escrever diferentes va-
lores simultdncamente em um mesmo endereco; ¢ um desses valores escritos serd o
valor que o enderego contera no final da operagdo. Mas o processador que escreveu
o valor final é arbitrario, dentre os processadores que desejam escrever os diferentes
valores; em particular o resultado pode ser diferente se 0 mesmo passo for executado
uma nova vez, € o algoritmo trabalhard corretamente sem levar em conta qual dos
processadores obteve éxito. Esta versao de CRCW é uma das mais usadas pelos
pesquisadores da area de algoritmos paralelos.

CRCW PRIORIDA DF: Existe uma ordenagio linear dos ntumeros de
identificacao dos processadores, e o valor escrito em uma escrita simultanea corres-
ponde ao processador de maior identificagio entre aqueles que desejavam escrever.
Temos que esses identificadores podem ser escolhidos arbitrariamente, logo como no
modelo CRCW ARBITRARIO nio é claro a priori qual processador sera aquele para
ter seu valor como resultado da escrita. Contudo, diferentemente do modelo CRCW
ARBITRARIO a repeticdo da mesma escrita concorrente dard o mesmo resultado.

CRCW FORTE: Este modelo é menos utilizado que os anteriores,
mas ele tem aparecido na literatura [35,21]. Neste modelo o valor escrito em qualquer
escrita simultdnea é o maior (ou o menor) dentre os valores que os processadores
desejavam escrever.

Embora exista uma variedade de modelos CRCW, eles ndo diferem
muito em seu poder computacional, pois veremos posteriormente que podemos si-

mular cada passo de um modelo CRCW FORTE em um modelo CRCW FRACO.

Notamos que cada um dos modelos é pelo menos tao forte quanto seu
antecessor, dessa forma os modelos listados acima estdo em ordem crescente de forg¢a.
Logo, um algoritmo projetado para um determinado modelo, possivelmente utilizara
mais tempo ou recursos computacionais, quando executado em modelo hierarquica-
mente menos forte. Existem outros modelos CRCW, [42] que s&o intermediarios em
forca entre os listados acima, mas nao obdecem uma hierarquia entre eles.

Existe um substancial campo da literatura que explora os limites in-
feriores de tempo requeridos pelas EREW, CREW ¢ CRCW PRAM para executar
simples tarefas computacionais. Com o propésito de provar tais limites inferiores é
usual adotar um modelo chamado PRAM IDEAL [50]. Limites inferiores provados
com um modelo poderoso de computagdo tem grande generalizagdo porque eles nao
dependem de suposi¢bes sobre o conjunto de instrugdes ou estrutura interna dos
processadores. Tais limites inferiores captam as limitages intrinsecas da memoria
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global com os recursos de comunicacao entre os processadores e evidencia diferencas
no poder entre os varios mecanismos de arbitragem das leituras concorrentes e es-
critas concorrentes.

Uma PRAM IDFEAL consiste de processadores os quais se comuni-
cam através de uma memdria global dividida em posigdes de memdria de capacidade
de armazenagem ilimitada. Cada processador tem uma memoria particular de ta-
manho ilimitado e a capacidade para computar em tempo unitario, qualquer fungao
do contetido de sua memdria particular. Assume-se que os dados de entrada serdo
armazenados nas posi¢des My, .-+, M,, da memoéria global, e a computagdo é reque-
rida para terminar sua saida na posi¢io M;. A computagao procede em passos, com
cada passo consistindo de uma fase de leitura, uma fase de computacio e uma fase
de escrita. Na fase de leitura, cada processador 1& para sua memdria particular o
conteddo de uma posigdo na memoria global. Na fase de computagao, cada proces-
sador computa alguma funcdo do conteido de sua meméria particular. Na fase de
escrita, cada processador armazena um valor no contetido de sua memdria particular
em alguma posi¢do da memoria global.

Uma PRAM IDEAL é denominada como EREW, CREW ou CRCW
de acordo com as concorréncias de leitura e escrita que forem permitidas, e uma
CRCW PRAM IDEAL é classificada como COMUM, ARBITRARIO, etc., de acordo

com o método de resolugiao do conflito de escrita.

A dltima distingdo que deve ser feita entre os modelos PRAM é se
eles sdio deterministicos ou ndo deterministicos (randémicos). Se permitirmos ran-
domizagdo na computagio paralela, ela serd realizada de acordo com algumas regras
basicas. Cada processador possui seu préprio gerador de numeros aleatérios, com
o qual esse processador pode gerar em tempo constante um niumero extraido de
uma distribuicdo uniforme sobre os nimeros contidos em um endereco de memdria.
Esses nimeros sao proprios, se um processador desejar compartilhar seu ndmero
aleatorio com outro processador ele deve escreve-lo em um endereco de meméria. A
distribui¢do dos ntmeros extraidos em um processador qualquer é usualmente to-
mada como sendo independente dos numeros extraidos pelos outros processadores,
embora alguns algoritmos tenham requisitos de independéncia fracos.

(Quando um algoritmo paralelo utiliza ntimeros aleatorios, continua-
se a exigir que o numero de processadores seja uma funcio definida no tamanho
da entrada; isto é, somente o tempo de execugao pode variar aleatoriamente. Os
algoritmos que utilizam ndmeros aleatorios sao divididos em duas classes, Monte
Carlo e Las Vegas. O algoritmo Monte Carlo sempre chega a alguma resposta, e
com grande probabilidade de ter obtido uma resposta correta. O algoritmo Las
Vegas termina com uma resposta com grande probabilidade de estar correta ou com
uma mensagem falha. Os algoritmos devem ser capazes de detectar quando devem
encerrar sua propria execugdo. O tempo a ser medido num algoritmo aleatério é
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tomado como o tempo do pior caso esperado de execugdo sobre todas as instancias
de um dado tamanho.

Numeros aleatérios sio utilizados em um grande nimero de algorit-
mos paralelos para os quais existem solugbes seqiienciais deterministicas eficientes.
Uma importante utilizacdo dos algoritmos paralelos randémicos, conhecida como
breaking symmetry, é quando temos um grafo na qual varios nds tém vizinhancas
locais semelhantes, mas apds o término da execucao do algoritmo, nés diferentes
devem possuir valores diferentes. Um desses problemas é o da coloracao de um
grafo.

Existem diversas maneiras em que a randomizac¢ido pode melhorar
o tempo paralelo e os limites dos processadores em um algoritmo. Um algoritmo
paralelo randomico pode resolver em tempo polilogaritmo um problema para o qual
ndo existe um algoritmo NC conhecido. A classe dos problemas resolvidos por tais
algoritmos é denominada RNC (Random NC). Pertencem a essa classe os problemas
de matching [51,36,58], construcbes de caminhos maximais [5] e drvores de busca
em profundidade [1]. Também um algoritmo paralelo randdmico pode executar uma
tarefa que pode ser feita por um algoritmo deterministico, mas o algoritmo paralelo
randomico pode ser mais eficiente que o melhor algoritmo paralelo deterministico
conhecido, ou pode funcionar em algum modelo mais fraco de paralelismo, e que
também pode ser de mais simples implementacao.

2.4 Simulacao entre Modelos

Um dos principais motivos no projeto de algoritmos paralelos é o de encontrar
algoritmos étimos e eficientes com tempo paralelo tdo pequeno quanto possivel.
Claramente é mais facil projetar algoritmos 6timos em uma PRAM que admita
conflitos de leitura que em uma PRAM que nao admita esses conflitos. Contudo as
simulagOes entre os varios modelos PRAM induzem a nogdo de que um algoritmo
eficiente é invariante com respeito a um modelo particular de PRAM utilizada.
Desta forma esta defini¢do é mais robusta.

Consideremos uma computagdo que possa ser feita em ¢ passos para-
lelos com m; operacOes primitivas no passo ¢ Se implementarmos esta computagao
diretamente em uma PRAM para executa-la em ¢ passos paralelos, o nimero de pro-
cessadores requeridos ¢ n = max m;. Se dispormos de p < n processadores, ainda
podemos efetivamente simular esta computagio observando que o i-ésimo passo pode
ser simulado em tempo [m;/p] < (m;/p)+1, e portanto o tempo paralelo total para
simular a computagdo com p ndo é maior que |m/p| + ¢, onde m = 3¢, m;. Pode-
mos entdo simular um certo modelo (qualquer) nele mesmo, diminuindo o nimero
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de processadores as custas de um aumento de tempo.

Teorema 2.4.1 (Brent) Um certo algoritmo A requer t passos paralelos para ser
executado. Suponha que A efetue um total de m operacées. Entdo A pode ser
executado utilizando p processadores e tempo O(t + %)

Demostragao: Seja m;, o niimero de operagdes no passo 2, 1 <1 < t. O passo 7
pode ser executado com p processadores, se dividirmos essas operagdes em blocos
de tamanho no méaximo p, conforme indicado

iE—:[oo---oo|P|oo---oo|P---|oo---oo|P|o---o|SP

NO NOVO esquUEIna S0 NECEsSarios I_mpi-l passos para executar o passo z. Entao o tempo
total para do novo algoritmo é:

Logo A pode ser executado em O(t + 7). O

Este Teorema, conhecido como principio de scheduling de Brent [13],
€ muitas vezes usado no projeto de algoritmos paralelos eficientes. Pode ser notado
que esta simulagdo assume que o processo de aloca¢ao nao é um problema, i.e., que
é possivel a cada um dos p processadores determinar no momento de cada execugao,
08 Passos necessarios para a simulagao, contudo, isto algumas vezes nio é uma tarefa
trivial.

O préximo teorema simula o modelo CRCW FORTE no EREW.
Esse algoritmo resolve o problema de simulagio geral entre qualquer par de modelos
PRAM, tendo em vista que qualquer algoritmo elaborado para um certo modelo
da hierarquia funciona para qualquer outro modelo mais forte dentro da mesma

complexidade [60,86].

Teorema 2.4.2 (Nassimi e Sahni) Suponha que um algoritmo CRCW FORTE re-
queira tempo O(t) e O(p) processadores. Entdo esse algoritmo pode ser executado
num tempo O(tlogp) com O(p) processadores, num modelo EREW.

Demostragao: Cada passo no modelo CRCW FORTE serd simulado em O(log p)
passos do modelo EREW. Vamos efetuar a demostracio em duas partes: a) Si-
mulagdo da Escrita e b) Simulacio da Leitura.
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a) - Simulagio da Escrita: Suponha que os p processadores py,-- -, p,
queiram escrever nos enderegos oy, @y, + * =, @, respectivamente, os valores vy, -+, v,.

1) - Inicialmente, os p processadores escrevem, simultaneamente,
cada qual uma tripla de valores (p;, o, v;).

2) - Em seguida ordena-se essas triplas por enderego-valor formando
entdo uma lista L ordenada.

P1|011|'01 |P2|012|02| cee |Pp|01p|Up

3) - Em seguida, cada processador p; 1é a sua tripla em paralelo.

procedimento Le
se i = p entao escreva v; em o
se1 < pe o # a;p1 entao escreva v; em o;

Complexidade da Simulagao da escrita.

passo tempo # processadores

1 o) O(p)
2 O(logp) O(p)
3 O(1) O(p)

Logo a escrita pode ser simulada em tempo O(log p) com O(p) pro-
cessadores.

b) Simulacdo da Leitura: Supde-se que p processadores p;, 1 <2 < p,
desejam efetuar a leitura. O processador p; deseja ler o contetido do endereco ;. A
idéia é criar uma célula v; onde o enderego «; serd armazenado.

1) - Inicialmente os p processadores escrevem, simultaneamente, cada
qual uma tripla de valores (p;, o, v;) sendo v; = 0.

2) - Em seguida ordena-se essas triplas por endereco, formando uma
lista ordenada.

P1|C¥1IOIP2|C¥2|0| s lpplaplo
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3)- Em seguida cada processador p; examina sua tripla em paralelo.

procedimento Examina
se 7 = 1 entao p; lé oy e armazena esse valor em vy
sei>1e o; # oy entao p; 1€ a; e armazena o valor lido em v;

4) - Cada v; armazenado pode ser propagado nas células v;yq,---
utilizando-se a idéia de propagacdo em arvore binaria.

5) - Para efetuar a leitura propriamente, basta cada processador p;,

ler em paralelo o valor de v;.

Complexidade da Leitura

passo tempo # processadores

1 O(1) O(p)
2 O(logp) O(p)
3 O(1) O(p)
4 O(logp) O(p)
5 O(1) O(p)

Temos que o algoritmo é executado num tempo O(tlog p) com O(p)
processadores. O

Podemos também simular um modelo CRCW FORTE num CRCW
FRACO, e manter o tempo paralelo de processamento, neste caso, devemos aumen-
tar o ntimero de processadores, de p para O(p?) [54].

Existem vérias outras simulagbes, para uma analise mais completa,
sugerimos [31].

Além do modelo PRAM, existem diversos outros modelos de com-
putacio paralela, os modelos Clircuitos Uniformes, Mdquinas de Turing Alternadas
e Mdquinas Vetoriais estao entre os mais utilizados. Todos esses modelos sao equi-
valentes com relacio a complexidade dos algoritmos O(log®n), ¥ € N, com um
numero polinomial de recursos de hardware. Para uma PRAM a quantidade de
recursos de hardware é medida pelo ntimero de processadores, para os modelos de
Clircuitos Uniformes e Mdquinas de Touring Alternadas esses recursos sao medidos
com a utilizagdo do nimero de circuitos e do nimero de configuracoes possiveis,
respectivamente [50].
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2.5 Algumas Técnicas Gerais para Algoritmos
Paralelos

Como observamos anteriormente, para projetar algoritmos paralelos, devemos tomar
uma abordagem diferente da utilizada no desenvolvimento de algoritmos seqiienciais.
Por outro lado, no desenvolvimento de algoritmos paralelos, encontramos varias
subrotinas que sdo utilizadas freqlientemente nos mais diversos algoritmos parale-
los. Vamos descrever aqui algumas técnicas e principios gerais de uso comum para
projetar algoritmos paralelos.

Uma das estruturas béasicas utilizadas em algoritmos paralelos é a
estrutura de 4rvore. Em computacio paralela esta estrutura aparece de varias ma-
neiras tais como, estrutura da computagio, estrutura de dados ou na estrutura dos
processadores.

2.5.1 A Técnica da Arvore Binaria Balanceada

Este método faz uso de uma arvore bindria balanceada. Cada né interno corresponde
a computacdo de um subproblema com a raiz correspondendo o problema global.
Os problemas sio resolvidos em uma estratégia de baizo para cima, de forma que os
subproblemas que pertencerem & mesma profundidade na arvore serdo computados
em paralelo. Um exemplo tipico é o de encontrar o méximo de n elementos. Uma tal
computacio é mostrada na Figura 2.3, onde n elementos sdo colocados nas folhas da
drvore (nds externos) e a computagio se processa de maneira ébvia. Supomos que
nesse tipo de computagdo n é poténcia de 2. Se isto ndo ocorrer, entdo um nimero
(minimo) de elementos virtuais podem ser adicionados para satisfazer esse requisito.
A profundidade da arvore serd limitada por [logn| e a complexidade desse algoritmo
serd de tempo paralelo O(logn) com um maximo de n/2 processadores.

Para implementarmos esse algoritmo em PALGOL consideraremos
n = 2™ e A um vetor de dimensao 2n. Os n valores os quais pretendemos determinar
o méximo serdo armazenados nas posicées An|, A[n +1],---,A[2n — 1]. E no final
da computagdo A[l] armazenaré o resultado.

procedimento MAX
para k «— m — 1 ate 0 passo —1 faga
para j,2* < j < 25! em paralelo faca
Alj] « max{A[2j], A[2] + 1]}
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max=9

max==_8 max=9

max=8 max="7 max=9 max=2

Figura 2.3: Maximo de n Nimeros

O algoritmo ¢ executado em uma EREW PRAM em tempo paralelo
O(logn) com n processadores.

2.5.2 A Técnica da Duplicacao Recursiva

Esta técnica é normalmente aplicada em um vetor ou uma lista de elementos. A
computagao processa-se por uma aplicagdo recursiva do calculo de todos elementos
a uma determinada distdncia (na estrutura de dados) de cada elemento individual-
mente. Essa distancia duplica-se a cada passo. Desta forma apds k passos a com-
putacdo terd sido executada (para cada elemento) sobre todos elementos dentro de
uma distancia de 2%.

Vamos utilizar essa técnica na solu¢io do seguite problema: Deter-
minar em paralelo a posi¢do de cada elemento em uma lista L de n elementos, isto
é, associar um nimero postolk] a cada elemento 1 < k < n onde posto[k] é o nimero
de ordem do elemento k na lista. Vamos tomar este niimero como sendo a distancia
do elemento k ao final da lista. A lista é fornecida como um conjunto de elementos,
cada um com um ponteiro para o préximo elemento da lista. O ponteiro do elemento
k é prézimolk]. Se k é o elemento final na lista entdo prézimolk] = k. O algoritmo
é entao descrito como segue.
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Algoritmo Posto
para todo k£ € L em paralelo faga
Plk] « prézimolk]
se P[k] # k entao distancialk] « 1
sendo distancialk] « 0
repita [logn| vezes
para todo k € I, em paralelo faga
se P[k] # P[P[k]] entao
distancialk] « distancialk] + distancia P[k]]
Plk] « P[PIk]]
para todo k£ € L em paralelo faga
posto[k] « distancialk]

E f4cil observar que o algoritmo computa a posi¢ao de cada elemento
da lista em tempo paralelo O(logn) com n processadores. A complexidade decorre
do numero de reatribuicées requeridas por cada um dos P[k], antes de se tornarem o
dltimo elemento da lista. Visto que P[k] é duplicado recursivamente pela atribuicdo
P[k] « P[P[k]], temos que P[k] (+# do tiltimo elemento) estd a uma distancia 2¢ de
k ap6s efetuadas ¢ duplicagées. Desta forma um nimero logaritmo de reatribuigtes
é suficiente.

A Figura 2.4 ilustra o algoritmo para uma lista de sete elementos.
Cada ponteiro P[k] é denotado como um arco de um elemento para outro e o arco
de um elemento k é rotulado com o valor corrente da distancia[k].

Podemos usar a técnica da duplica¢do recursiva para determinar
varios tipos diferentes de calculos sobre um conjunto de elementos armazenados
em uma lista ou um vetor.

2.5.3 A Técnica da Conquista por Divisao

Dentro desta técnica, um dado problema é dividido em um nimero de subproblemas
independentes os quais sado recursivamente resolvidos. O tempo de computacio
paralela para o problema todo é proporcional & profundidade da recursdo. A solucio
para um problema em um nivel de recursdo deve ser composto da solugio de seus
subproblemas. Se a cada nivel de recursdo os subproblemas tem um tamanho que
nao seja superior a uma proporg¢ao fixa do tamanho de seu problema pai, entao
a profundidade da recursao sera logaritmica. A técnica de conquista por divisdo é
amplamente utilizada em computacdo seqiiencial. Na computacgido paralela, a técnica
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requer que os subproblemas em um mesmo nivel de recursio devem ser computados
independentemente.

A técnica da drvore bindria pode ser visto como um caso especial de
conquista por divisdao, embora conquista por divisio seja uma estratégia de cima
para baizo. Utilizaremos o mesmo exemplo que foi usado para ilustrar a técnica da
arvore binaria, o de computar o maximo de n nimeros armazenados em um vetor.
Este problema pode ser dividido em dois subproblemas, o primeiro é o de encontrar
o méximo dos primeiros n/2 elementos e o segundo é o de encontrar o maximo
dos tltimos n/2 elementos. A solugido para o problema original é simplesmente o
maximo entre os resultados dos dois subproblemas.

Existem diversos outros exemplos onde a técnica de conquista por
divisdo é utilizada em algoritmos paralelos para problemas envolvendo grafos.

2.5.4 A Técnica de Compressao

Vamos ilustrar a Técnica de Compressdo considerando novamente o problema de en-
contrar o mdximo entre n elementos armazenados em um vetor X. Por conveniéncia,
consideraremos n como sendo poténcia de 2 (se necessario podemos sempre adicio-
nar, em tempo paralelo constante, um nimero minimo de elementos virtuais para
satisfazer esse caso). Recursivamente, para cada valor impar de z, em paralelo,
comprimimos as duas entradas X[i] e X[i + 1] em uma tnica entrada com o valor
méximo de (X[z], X[t + 1]). O comprimento de X é reduzido & metade de um nivel
de recursio para o outro. Desta forma X serd reduzido até ser composto de um
Unico elemento apds um nidmero logaritmo de passos. O seguinte exemplo ilustra
essa técnica no caso de encontrar o maximo de um conjunto:

3,7,8,3,9,2,3,1] — [7,8,9,3] — [8,9] — [9]

Notamos que nesse exemplo, a técnica de compressao é similar ao da
arvore bindria. As vérias técnicas até aqui apresentadas ndo sao necessariamente
disjuntas. Contudo, a técnica de compressao é bastante aplicada. Por exemplo, em
algoritmos paralelos para grafos podemos usar essa técnica para comprimir um grafo
recursivamente em um tdnico (super) vértice.

2.5.5 A Técnica da Computagao de Prefixos

Seja x uma operagio em um dominio D. Dado um vetor [z, -, z,] de n elementos
pertencentes a D, o problema da computagdo de prefixos é o de calcular as n somas
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Si=Ty ke oxx; = E§=1 zj, 1 = 1-.-n. Este problema modela diversas aplicagoes.
Por exemplo, considere o problema de compactar um vetor esparso: dado um vetor
com n elementos, muitos dos quais iguais a zero em sua ordem original. Podemos
computar a posicao de cada elemento diferente de zero no novo vetor através da
atribuicao do valor 1 aos elementos diferentes de zero, e efetuar o calculo da soma
dos prefixos utilizando * como adigéo.

Existe um algoritmo seqiiencial bastante simples para resolver o pro-
blema da soma de prefixos usando n — 1 operagdes, onde o céalculo de S; é efetuado
incrementando-se S;_1, para ¢ = 2,---,n. Infelizmente esse algoritmo néo pode ser
paralelizado pois um de seus dois operandos na i-ésima computagio depende do
resultado da 7z — 1 operagéo.

O algoritmo paralelo que descreveremos para efetuar o calculo da
soma de prefixos em paralelo foi proposto por [55]. Sem perda de generalidade,
supomos que n € poténcia de 2. Os n nimeros serdo armazenados em um vetor A

nas posigoes A[n], Aln +1],---, A[2n —1].

Algoritmo Soma de Prefixos
para k «— m — 1 passo —1 ate 0 faga
para todo 7,2 < j <2k _1 em paralelo faca
Alj] — A[25] + A[25 + 1]
B[1] « A[1]
para k + 1 ate m faga
para todo 7,2 < j < 2¥'! _1 em paralelo faca
se j = 2p+ 1 entao B[j] — B[(j —1)/2]
sendo B[j] « B[j/2] — A[j + 1]

Ao final da computagéo os valores de A[n] + --- + A[n + j], para
0 < j < n—1 estardo armazenados nas posicées B[n + j]. O algoritmo pode ser
executado em uma EREW PRAM em tempo paralelo O(log n) com n processadores.
O numero de processadores pode ser reduzido para n/logn usando o mesmo tempo
de computagdo, através de modificacGes convenientes na entrada do algoritmo [40].
A mesma estrutura desse algoritmo pode ser utilizada para qualquer outra operacao
associativa.



Capitulo 3

Circuitos de Euler

3.1 Introducgao

A obtencdo de algoritmos paralelos eficientes para a computagio de circuitos de
FEuler proporcionara melhores algoritmos para diversos problemas de grafos tais
como componentes conexos, arvores geradoras, emparelhamentos maximais e de-
composicao orelha.

Em um grafo com n vértices e m arestas, os melhores algoritmos para-
lelos existentes para determinagio de um circuito de Fuler, requerem tempo paralelo
O(logn) com m processadores em uma CRCW PRAM [6,8,50]. Estes algoritmos
requerem O(log®n) em uma CREW PRAM e todos sdo baseados na determinacio
de uma arvore geradora de um grafo bipartido derivado do grafo de entrada. Vamos
descrever um algoritmo de simples implementagdo para computar um circuito de
FEuler em um grafo. O primeiro passo do algoritmo é a particdo das arestas do grafo
de entrada em um conjunto de circuitos disjuntos nas arestas. Ao invés de computar
uma drvore geradora [6], a implementacdo proposta computa um esteio do grafo e
diretamente identifica os vértices onde a operacio denominada costura é executada.
A operagao costura transforma dois ou mais circuitos disjuntos passando através
de um vértice em um tnico circuito. Visto que qualquer grafo euleriano pode ser
decomposto em uma colecdo de circuitos arestas disjuntos [30], costurando esses
circuitos em determinados vértices obteremos um circuito de Euler.

A implementacdo [15,16] é efetuada em um modelo CREW PRAM,
em tempo paralelo O(log?n) com g Processadores. O algoritmo é baseado em
operag¢Oes padroes de uma lista tais como ordenagio, compressdo e parti¢io [22,31,
40,43,50]. Utilizamos ordenagdo inteira [43] e a técnica de posto dtimo [22]. Com

isso podemos efetuar as operaces nas listas em tempo paralelo O(logn) com lngn

28
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processadores.

Os tnicos algoritmos paralelos 6timos conhecidos para ordenacéao in-
teira sdo algoritmos randémicos ou nio conservativos. Um algoritmo é denominado
conservativo quando opera com uma palavra de tamanho maior que O(logn), onde
n é o tamanho do problema. Ordenagio inteira deterministica pode ser efetuada em
tempo paralelo O(logn) com @ processadores em uma EREW PRAM cuja pala-
vra tem o comprimento de O(nlogn) bits [43]. Reif e Rajasckaran apresentaram
um algoritmo paralelo randémico étimo de tempo O(logn) [69].

O algoritmo apresentado pode ser implementado em uma CREW
PRAM em tempo paralelo O(logn) com i({’g’“—n processadores, desde que os vértices
do grafo bipartido auziliar estejam convenientemente rotulados.

Na proxima secdo apresentaremos as definigdes utilizadas. A des-
cricdo preliminar, detalhes da implementacdo e dois exemplos sdo descritos nas
secOes seguintes.

3.2 Notacao e Terminologia

Ilustramos as defini¢des e o algoritmo utilizando o grafo dirigido da Figura 3.1. Seja
G = (V, E) um grafo dirigido finito com um conjunto de vértices V e um conjunto
de arestas E. Um circuito de Euler de G é um circuito que percorre cada aresta
exatamente uma vez, embora o circuito possa passar por um vértice mais de uma vez.
Um grafo dirigido fracamente conexo contento um circuito de Euler é denominado
um digrafo euleriano. Temos que todo digrafo euleriano pode ser decomposto em
uma colegdo de um ou mais circuitos arestas disjuntos, denominada uma particdo
de FEuler de G. Nesta se¢do, um determinado vértice pode aparecer mais de uma
vez em um circuito.

Seja G = (V,E) um digrafo euleriano e C = {C},Cy,---,Ci} a
decomposicdo de G em um conjunto de circuitos disjuntos na arestas, onde C; re-
presenta o z-ésimo circuito. Para o nosso exemplo, C' é mostrado na figura 3.1. Seja
Vi C V o subconjunto de vértices de GG pelos quais passam mais de um circuito de
C'. Seja C' um conjunto em uma correspondéncia um a um com C. Construimos um
grafo bipartido H = (V4,C", Ey) denominado grafo bipartido auziliar de G tal que as
arestas em [y conectam um vértice v; € V| com os vértices de C’ que correspondem
os circuitos que passam por v;. Identificamos os circuitos com a menor aresta de

cada circuito. Note que V; pode ser vazio. Neste caso C = {C;} e temos um circuito
de Euler.

Se v € um vértice de um grafo H, entdo dy(v) denota o grau de v em
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1 2

Cr = {(1,3),(3,2),(2,1)}, C2 = {(1,7),(7,3),(3,6),(6,7),(7,8),(8,1)} e

Cs = {(2’7))(7’5)?(5?3)7(334)’(472)}'
Figura 3.1: Grafo G = (V, E) e uma particio de Euler de G.

H.

Definimos um esteio S em V; como uma floresta geradora de H, tal
que cada ¢; € (' é incidente em S com exatamente uma aresta de E, e se (vj,c})
é uma aresta de S implica que ndo existe uma aresta (vi,ci) € H, vy € V; e

dH(’Uk) > dH(’Uj).

Note que um esteio é essencialmente uma colecao de estrelas cujos
. s . . s e ~
centros sdo os vértices em V. Um esteio admite vértices isolados em V; mas nao em

C'. Veja Figura 3.2.

3 3 3@

1 (1)3) 1@ (173) 1.<:(1)3)

) SO wy (1,7)
(2,7) (2,7) (2,7)

7 () ™ (o

Figura 3.2: (a) Grafo Bipartido Auxiliar H, (b) um Esteio S em H e (c¢) um ndo
Esteio em H.
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(a) antes da costura (b) depois da costura

Figura 3.3: Uma costura em v;

Para um esteio em C’, as regras para os conjuntos Vi e C’, na de-
finicdo acima sao trocadas.

Um vértice v € V; é denominado zero diferenga em S se dp(v) —

ds(’l)) = 0.

Sejam ey, ez, -+, €5, k > 2, as arestas de (7, entrando em um mesmo
vértice v; € V, cada e; pertencendo a um circuito disjunto diferente C; na decom-
posicio de Euler C. Uma costura em v; é uma operagio que junta todos os circuitos
que passam através de v; em um unico circuito. A Figura 3.3 mostra uma costura
em v;.

3.3 Algoritmo para Determinagao de um Cir-
cuito de Euler

Nesta se¢io descrevemos um algoritmo para determinacdo de um circuito de Euler
em digrafos eulerianos que é executado em tempo O(log®n) utilizando fogn PrOCes-
sadores em uma CREW PRAM. O algoritmo pode ser executado em tempo paralelo
O(logn) com % processadores, desde que os vértices do grafo bipartido auxiliar
estejam rotulados obdecendo a seguinte ordem: (z) para todo v; € V,1 <1 < n, v;
tem pelo menos um adjacente v; tal que j < 7; ou (42) para todo v; € V,1 < ¢ < n,
v; tem pelo menos um adjacente v; tal que j > ¢. Utilizamos o exemplo da figura

3.1 para ilustrar os passos do algoritmo.

Caso a entrada seja um grafo euleriano ndo orientado, podemos efe-
tuar uma orientagdo das arestas a fim de obter um digrafo euleriano em tempo

paralelo O(logn) com - processadores em uma CREW PRAM [6,40].
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3.3.1 Descricao Preliminar do Algoritmo

Algoritmo: Circuito de Euler

1. Particionar as arestas do digrafo de entrada G = (V, F) em um conjunto de
circuitos disjuntos nas arestas C' = {C1,Ca,---,Ck}.

2. Computar os vértices Vi em G pelos quais passam mais de um circuito de C.
Computar o grafo bipartite auxiliar H = (V4,C", Ey) onde C’ é o conjunto de
vértices correspondendo a cada circuito de C.

3. Computar um esteio S em V) para H. Acrescentar a S uma aresta de By — S
para cada um dos vértices ndo zero diferenca de V;. Efetuar uma costura nos
vértices v; € V; que possuam mais de uma aresta em S unido com as arestas
adicionadas.

4. Aplicar os passos 2 e 3 até que um circuito de Euler seja encontrado.

3.3.2 O Algoritmo e um Exemplo

Nesta segdo, apresentamos o algoritmo para computacio de um circuito de Euler,
em detalhe, com um exemplo. Os vetores EDGE, EDGE', SUCC, CYCREP e
STITCH contém m elementos, cada elemento armazena uma aresta representada
por (vérticel,vértice2). O vetor POS contém m elementos, cada POS[i] dando o
indice de SUCC[j] onde j é o indice em FEDGE da aresta armazenada em SUCCIi).
Quando o algoritmo termina, SUCC|i] contém o sucessor de EDGE][:] no circuito
de Euler. Os vetores BEDGE e BEDGE' contém m elementos onde cada elemento
é um par, um vértice e uma aresta. Cada um desses pares corresponde a uma aresta
do grafo bipartite auxiliar H. Os vetores Dg, Dy, Dy, Ds e Dg sao vetores de
inteiros utilizados para armazenar valores temporarios.

Agora descrevemos o algoritmo. A entrada é G = (V, F), um digrafo
euleriano. A lista das arestas £ é armazenada em FDGE. Para nosso exemplo, o
vetor EDGFE é

(2,1)(8,1)(7,8)(6,7)(3,2)(4,2)(1,3)(5,3)(7,3)(3,4)(7,5)(3,6)(1,7)(2,7)

Passo 1

Neste passo encontramos uma particio de Euler para G = (V, E).
Podemos efetuar essa parti¢io executando uma ordenacio em EDGE na ordem
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definida por: Dadas duas arestas (z,7) e (k,[) entdo (3,5) < (k,I) se (j < I) ou
(=10 e (i <k)). O vetor EDGE fica

(2,1)(8,1)(3,2)(4,2)(1,3)(5,3)(7,3)(3,4)(7,5)(3,6) (1,7)(2,7)(6,7)(7,8)

Efetuamos uma cépia do vetor EDGFE em SUCC e reordenados os
elementos na ordem definida por (3,5) < (k,{) se (: < k) ou ((z = k) e (j < 1)).
Entao o vetor SUCC fica

(1,3)(1,71)(2,1)(2,7)(3,2)(3,4)(3,6)(4,2)(5,3)(6,7)(7,3)(7,5)(7,8)(8,1)

Com a defini¢do do sucessor de cada e; € EDGE como sendo a aresta
e; € SUCC, 1 <1< n,os vetores EDGFE ¢ SUCC decompde o digrafo G em uma
colecao de circuitos aresta disjuntos. Os circuitos sao computados com a utilizacao
de duplicacao recursiva.

Cr ={(2,1)(1,3)(3,2)}, C2 = {(8,1)(1,7)(7,3)(3,6)(6,7)(7,8)} e
Cs = {(4,2)(2)7)(7’5)(573)(374)}

Para a computagio dos representantes de cada um dos circuitos C;,
necessitamos conhecer a posi¢do j em EDGE na qual SUCC|[:] estd armazenada.
Para isso, durante a ordenacdo que foi efetuada cada aresta leva com ela um registro
de sua posigao original (POS[i]) no vetor ordenado EDGE. Para nosso exemplo,

POS fica
(5,11,1,12,3,8,10,4,6,13,7,9,14,2).

Utilizando ordenacdo paralela inteira [43] e a técnica 6tima de deter-
minagao do posto de uma lista em paralelo [22], este passo pode ser executado em
tempo paralelo O(logn) com Togn processadores em uma CREW PRAM.

Passo 2

Neste passo, construimos um grafo bipartido auxiliar H = (V4,C", E)
como foi definido na se¢do 2. O conjunto de vértices C’ corresponde aos circuitos
encontrados no final do passo 1. Por esta razdo representamos cada circuito pela
sua aresta lexicograficamente menor. O conjunto V; é o subconjunto de vértices em
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(G 0s quais tém mais de um circuito passando através deles. Ao final desse passo,
BEDGE contera o conjunto de arestas £, do grafo H.

Primeiro determinamos os representantes dos circuitos para cada
aresta e, que é a aresta que representa o circuito contendo e. O vetor CYCRE PJi]
contém o representante do circuito da arvesta SUCC|:]. Para o nosso exemplo, o

vetor CYCREP computado é:

(1,3)(1,7)(1,3)(2,7)(1,3)(2,7)(1,7)(2,7)(2,7)(1,7)(1,7)(2,7) (1, 7) (1,7)

Usando a técnica 6tima de determinagao do posto de uma lista em
paralelo [22] isto pode ser efetuado em tempo paralelo O(logn) com Togn PrOCessa-
dores em uma CREW PRAM.

Usando o representante de cada um dos circuitos, computamos o
nimero de circuitos que passam por um dado vértice. Isso pode ser efetuado da
seguinte maneira. Copiar FDGE em EDGE' e particionar EDGE’ em sublistas
disjuntas, uma para cada vértice. Para nosso exemplo, apds efetuar a particao do
vetor EDGFE' temos

(2,1)(8,1)1(3,2)(4,2)1(1,3)(5,3)(7,3)[(3,4)(7,5)|(3,6)| (1,7)(2,7)(6,7)[(7,8)

Contudo, em cada sublista podemos ter arestas que pertencem ao
mesmo circuito. No nosso exemplo (1,7) e (6,7) pertencem ao mesmo circuito.
Para a construgdo do grafo bipartite auxiliar, todas as sublistas devem ter uma
unica aresta para cada circuito. Retiramos as arestas duplicadas efetuando em
paralelo uma compressdo em cada sublista. A cardinalidade de cada uma dessas
sublistas obtidas apds a compressdao dara o numero de circuitos que passam por
cada vértice. Computamos a cardinalidade da sublista j e armazenamos em Dg|j].
No nosso exemplo, apds a compressiao o vetor EDGE' com CYCREP e Dg séo

(2,1)(8,1)[(3,2)(4,2)[(1,3)(5,3)(7,3)|(3,4)I(7,5)(3,6)[ (1,7)(2,7)[(7,8)

(1,3)(1,7)(1,3)(2,7)1(1,3)(2,7)(L,N)](2,1)|(2,0)|(1,N)] (1,7)(2,7)](1,7)
De =(2,2,3,1,1,1,2,1)

Visto que somente estamos interessados em vértices tendo pelo menos
dois circuitos passando por eles, retiramos as sublistas de EDGE’ que possuem um
unico elemento. Para o nosso exemplo CYCREP fica



3

. (1,3)
0 (1,7)
y (2,7)

Figura 3.4: Grafo Bipartido Auxiliar H(V;,C’, Ey).

(2,1)(8,1)1(3,2)(4,2)](1,3)(5,3)(7,3)[(1,7)(2,7)
(1,3)(1,D1(1,3)(2,D)1(1,3)(2,7)(1,1)|(1,7)(2,7)

O conjunto dos vértices V; e C’ podem ser facilmente obtidos de
EDGE' e CYCREP. No nosso exemplo V; = {1,2,3,7} e C' = {(1,3),(1,7),(2,7)}.

Podemos computar o conjunto das arestas F; da seguinte forma

para todo ¢ € V; em paralelo faga
BEDGE[t] « (EDGE'[i][vértice2], CY C REP[i])

Computamos a cardinalidade de cada vértice v; € V3 em Dylj]. Para
o nosso exemplo, H = (W4, C’, Ey) é mostrado na Figura 3.4 e o vetor BEDGE que
representa Ky e Dy sao

(1,(1,3))(1,(1,7))(2,(1,8))(2,(2,7))(3,(1,3))(3,(2,7)) (3,(1,7)) (7,(1,1))(7,(2,7))
Dy =(2,2,3,2)

Usando a técnica 6tima de determinagao do posto de uma lista em
paralelo [22] e ordenagdo inteira paralela [43] o passo 2 pode ser executado em tempo
paralelo O(logn) com e Processadores em uma CREW PRAM.

Passo 3

Neste passo transformamos grupos de dois ou mais circuitos de C' em
um circuito para cada grupo. Para isso necessitamos determinar os vértices onde
efetuaremos a costura nos circuitos. Ao final deste passo a lista STITCH contera
as arestas cujos sucessores devem ser mudados para efetuar a operacao costura e

EDGE e SUCC conterdo uma nova particdo de Euler para G = (V, E).
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Agora computamos um esteio S em V; no grafo bipartite auxiliar H =
(V1,C', Ey). TInicialmente efetuamos uma cdpia do vetor BEDGE em BEDGE'.
Apbs isso, particionamos BEDGE' em um conjunto de sublistas, uma para cada
representante dos circuitos. Para isso efetuamos uma ordenacio em BEDGE' na
ordem definida como segue: Dadas duas arestas (v;, C;) e (vg, C1) entdo (vi,C;) <
(vk, C) se v; < vy ou ((v; = v;) e (v; < v;)). Para nosso exemplo BEDGE' fica

(1,(1,3))(2,(1,3))(3,(1,3)) (1,(1,7)) (3,(1,7))(7,(1,7))(2,(2,7)) (3,(2,7))(75(2,7))

Para cada uma das sublistas escolhemos uma aresta (v;, C;) tal que o
grau de v; seja o maior na sublista. Armazenamos as arestas escolhidas em BEDGE'
e a cardinalidade de cada vétice v; em Dg[v;]. Para o nosso exemplo BEDGE' e
Dg ficam

(3,(1,3))(3,(1,7)(3,(2,7))
Ds =(0,0,3,0)

Note que o vetor BEDGE' acima representa um esteio S em V) para
o grafo bipartite auxiliar H = (V4,C’", Ey).

Agora para cada vértice néo zero diferenca (relembramos que um

vértice v; € V; é denominado zero diferenga se Dg[v;] — Dglv;] = 0, em nosso
, e s ,

exemplo os vértices vy, vy € vy 530 ndo zero diferenca), adicionamos a BEDGE' uma

aresta arbitrdria que pertence a BEDGE mas que nio foi selecionada no esteio S.

Armazenamos a cardinalidade de cada vértice v; das arestas (v;,C;) € BEDGE' em

Dgi[vj]. Entéo os vetores BEDGE' e Dgi ficam

(1,(1,3))(2,(1,3))(3,(1,3))(3,(L,7)) (3,(2,7))(7,(1,7))
Dg = (1,1,3,1)

Temos que Dg[v;] informa o nimero de circuitos que serdo unidos
por meio de uma costura no vértice v; para formar um unico circuito. Pelo fato
de termos um tnico vértice zero diferenga, o vetor BEDGE' acima representa uma
arvore geradora para H = (V;,C", Ey).

O vetor STITCH é formado pelas arestas incidentes ao vértice v; e
pertencem ao circuito Cj, tais que (v;,C;) € BEDGE' e Dgi[v;] > 1. Isto pode ser
efetuado com a utilizagio de um ponteiro para cada endereco EDGE'[i], e trans-
portando esse ponteiro na construcio do vetor BEDGE. Para o nosso exemplo, o

vetor STITCH fica
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(1,3)(7,3)(5,3)

Para cada aresta em STITC H, modificamos o sucessor em SUCC
como segue:

para todo e € STITCH em paralelo faga
SUCC[STITCH[i]] « SUCC[STITCH][(i + 1) mod k]

onde k é Dg/[STITCH|[i][vértice2]]

A nova parti¢do de Euler (circuito de Euler) é

EDGE

(2,1)(8,1)(3,2)(4,2)(1,3)(5,3)(7,3)(3,4)(7,5)(3,6) (1,7)(2,7)(6,7)(7,8)

SUCC

(1,3)(1,7)(2,1)(2,7)(3,6)(3,2)(3,4) (4,2)(5,3)(6,7)(7,3)(7,5)(7,8) (8,1)

Usando a técnica 6tima de determinacdo do posto de uma lista em
paralelo [22] e ordenagdo inteira paralela [43] o passo 3 pode ser executado em tempo
paralelo O(logn) com - processadores em uma CREW PRAM.

Passo 4

Usando os vetores EDGE e SUCC determinados no final do passo
3 como enfrada, aplicamos os passos 2 e 3 até que um circuito de Euler para G
seja encontrado. O nimero méaximo de interacdes é da ordem de O(logn). A
demonstracao é apresentada na préoxima subsegao.

3.4 Corregao e Analise

Lema 3.4.1 Seja H = (V1,C’, Ey) um grafo bipartite ¢ S um esteio em V;. Seja H'
o grafo obtido de H adicionando precisamente a S uma aresta de E, — S incidente
a cada vértice ndo zero diferenga de V. Entdo H' € aciclico. Além disso, se V;
contém exatamente um vértice zero diferenca entdo H' € uma drvore geradora de

H.
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Demonstragao: S é essencialmente uma colecio de estrelas cujos centros sao
vértices em V;. Adicionando precisamente uma aresta de F; — S incidente a cada
vértice néo zero diferenca de V;, cada estrela cujo centro é um vértice ndo zero dife-
renga v; serd conectada com no miximo uma estrela distinta cujo centro é v;. Entéo
H' é aciclico.

Visto que, pela definigio de esteio, o grau de cada ¢, é exatamente
1, existem exatamente |C’| arestas em S. V) contém exatamente um vértice zero
diferenca, entdo o nimero de arestas adicionadas é |V;| — 1. Portanto H' tem |V;|+
|C'| — 1 arestas, e H' é uma arvore geradora de H.O

E facil ver que se V| contém exatamente k vértices zero diferenca e
em F; — H' existem precisamente k — 1 arestas que conectam circuitos distintos
entdo H' juntamente com essas k — 1 arestas forma uma arvore geradora de H.

Teorema 3.4.1 O numero de circuitos arestas disjuntos que restam apos o Passo
3, € pelo menos dividido por 2 em cada iteragdo.

Demonstragao: O grafo H' é uma floresta geradora com k arvores, onde k € o
numero de vértices zero diferenga em V;. Seja v; um vértice zero diferenca. Visto
que todos os vértices em V; tem mais que um circuito passando por eles entio,
Dgi[v;] > 1. Apds a operagdo de costura o nimero de circuitos da particao de Euler
passando por v; é um. O resultado segue. O

Portanto, no Passo 4, o algoritmo itera no maximo O(log n) vezes no
pior caso.

Teorema 3.4.2 O algoritmo determina um circuito de Fuler para um grafo em
tempo paralelo O(log®n) com % processadores em uma CREW PRAM.

Lema 3.4.2 Seja H = (V4,C’, Ey) um grafo bipartite tal que os vértices de G estdo
rotulados de acordo com uma das duas condigées: (i) para todo vertice v; € Vi,
1 < ¢ < n, v estd conectado a um vértice v; € V4, j < 1, através de um caminho
passando por um Unico vértice em C'; (ii) para todo vértice v; € Vi, 1 <1 < n, v;
estd conectado a um vértice v; € Vi, § > ¢, através de um caminho passando por um
unico vértice de C'. Entdo H possui apenas um vértice zero diferenca.

Demonstragao: Vamos considerar o caso (2), o (¢2) pode ser demonstrado de forma
analoga. Na computacao de um esteio para o grafo bipartite auxiliar ', como vimos
na demonstracdo do lema 3.4.1, ndo necessitamos escolher os vértices de maior
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Cr = {(1>2)a(2,3),(371)}7 Cy = {(4’1)7(1a6))(674)}’ Cs = {(6a7))(7,5)a(576)}
eCy= {(875)a(579),(978)}'

Figura 3.5: Gy e uma particdo de Euler.

grau. Para cada um dos vértices que representam os circuitos, podemos selecionar
as arestas incidentes com os vértices de maior rétulo. Logo as arestas que saem
do vértice de maior rétulo v, sdo todas selecionadas. Em fungdo de que para todo
vértice v; # vy tem pelo menos um um caminho que o conecta a v;, j > ¢, pelo
menos uma aresta saindo de v; que ndo serd selecionada. Logo, apenas o vértice vy
sera um vértice zero diferenca.Od

Portando, nesse caso em uma tnica iteragdo o algoritmo computa
um circuito de Euler.

Teorema 3.4.3 Se os vértices do grafo bipartite auxiliar estiverem rotulados de
acordo com o lema anterior, o algoritmo computa um circuito de Fuler em tempo

paralelo O(logn) com == processadores em uma CREW PRAM.

logn

3.5 Um Exemplo Nao Otimo

Para ilustrar as iteragGes no Passo 4 mais claramente, consideremos o exemplo dado

pela Figura 3.5. Os vetores EDGE e SUCC séo

(3,1)(4,1)(1,2)(2,3)(6,4)(7,5)(8,5)(1,6)(5,6) (6,7)(9,8)(5,9)
(1,2)(1,6)(2,3)(3,1)(4,1)(5,6)(5,9)(6,4)(6,7)(7,5)(8,5)(9,8)
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1 (1,2) , (1,2)
. (1,6) : (1,6)
. (5,6) ) (5,6)

(a) *(59 (b) *G9)

Figura 3.6: (a) Grafo Bipartido Auxiliar H; e (b) Esteio S em H; com uma aresta
adicionada a cada vértice nao zero diferenca.

O grafo bipartite auxiliar e o esteio S em V; com as arestas adiciona-
das aos vértices ndo zero diferenga sdo mostrados Figura 3.6. O esteio determinado
no passo 3 da primeira itera¢do tem dois vértices zero diferenga. Portanto a adigao
de mais uma aresta no Passo 3 ndo determina uma arvore geradora. Os vetores

BEDGE, BEDGE' e STITCH tornam-se

(1,(1,2))(1,(1,6))(5,(5,6))(5,(5,9)) (6,(1,6))(6,(5,6))
(1,(1,2)) (1,(1,6))(5,(5,6)) (5,(5,9))
(3,1)(4,1)(7,5)(8,5)

Ao final da primeira iteragio, os vetores EDGE e SUCC séo

(3,1)(4,1)(1,2)(2,3)(6,4)(7,5)(8,5)(1,6)(5,6)(6,7)(9,8)(5,9)
(1,6)(1,2)(2,3)(3,1)(4,1)(5,9)(5,6)(6,4) (6,7)(7,5)(8,5)(9,8)

Agora restam apenas dois circuitos arestas disjuntos,

C1 = {(1,2),(2,3),(3,1),(1,6),(6,4),(4,1)} e C = {(6,7),(7,5),(5,9),(9,8),(8,5),(5,6) }.

Repetindo os passos 2 e 3, o grafo bipartido resultante é mostrado
na Figura 3.7.

Apés a segunda iteragdo, a nova partigao de Euler (Circuito de Euler)
para Gy €

EDGE
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(1,2)

(5,6)

Figura 3.7: Grafo Bipartido Auxiliar H; na segunda iteragio.

(3,1)(4,1)(1,2)(2,3)(6,4)(7,5)(8,5)(1,6) (5,6)(6,7)(9,8)(5,9)

SUCC

(1,6)(1,2)(2,3)(3,1)(4,1)(5,9)(5,6)(6,7) (6,4)(7,5)(8,5)(9,8)

3.6 Uma Simplificacao do Algoritmo

O algoritmo para computacao de um circuito de Euler para um digrafo euleriano
G = (V, E) pode ser bastante simplificado. Essa simplificagio é no sentido de evitar
as ordenagoes que sdo efetuadas nos passos do algoritmo.

Inicialmente, consideramos a entrada do algoritmo dada pelas listas
de adjacéncias de entrada e saida de seus vértices. Computamos o posto das listas e
emparelhamos as arestas de saida com as arestas de entrada que possuam o mesmo
posto. Esse emparelhamento da os sucessores para cada uma das arestas de G. Logo
computamos uma particao de Fuler para G sem efetuar ordenacao.

Ao computarmos o esteio no grafo bipartite auxiliar H = (V,C’, Ey),
nio necessitamos ordenar os vértices. Podemos selecionar para cada uma das arestas
saindo dos vértices v € C’, a aresta que chegue ao vértice de maior grau de V4. Ao
escolhermos os vértices de maior grau para selecionar as arestas, estamos apenas
diminuindo o ntimero de iteragdes necessarias para a computacdo de um circuito
de FEuler. Neste caso, podemos tomar uma aresta qualquer saindo de cada um dos
vértices que representam os circuitos.



Capitulo 4

Arvores (Geradoras e
Componentes Conexos

4.1 Introducao

A computagao de uma arvore geradora e dos componentes conexos de um grafo sao
problemas bésicos em teoria dos grafos e existe uma quantidade consideravel de pes-
quisa no projeto de algoritmos para esses problemas. Os algoritmos seqiienciais usam
busca em profundidade ou em largura para resolver eficientemente esses problemas.
Os algoritmos paralelos existentes para a computagio de uma arvore geradora e
dos componentes conexos de um grafo evitam esses procedimentos, visto que nao
sao conhecidos algoritmos paralelos eficientes para busca em profundidade e em lar-
gura. Esses algoritmos utilizam a abordagem proposta por Hirschberg et al. [47],
onde supervértices do grafo sdo continuamente combinados em supervértices maio-
res. Esta abordagem foi implementada para uma EREW PRAM [61,53], CREW
PRAM [47,20] e CRCW PRAM [7,21,76]. O mais eficiente desses algoritmos ad-
mite uma implementagdo em uma CRCW PRAM em tempo paralelo O(logn) com
_%ﬂilggk;i(mll processadores, onde a(m,n) é funcdo inversa de Ackermann (cf. [50]).

Como vimos no capitulo anterior, um esteio [15,16] ¢ uma floresta
geradora especial para um grafo bipartido G. Apresentamos um algoritmo paralelo
que utiliza um esteio para computar uma arvore geradora e os componentes conexos
de um dado grafo G = (V, E) [17,14]. Na computacio de uma arvore geradora,
o algoritmo tem como entrada um grafo bipartido conexo. No caso de termos um
grafo geral, fazemos uma subdivisdo de cada uma das arestas do grafo para que
o grafo fique bipartido. Se o grafo bipartido obtido ndo for conexo, o algoritmo
computara uma arvore geradora para cada componente. A implementacao utiliza
uma CREW PRAM [50]. O algoritmo é executado em tempo paralelo O(log® n) com
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™_ processadores, e é de simples implementagao visto que € baseado em operagdes
logn )

padroes em uma lista, tais como ordenacio, compressio e parti¢do, que sdo descritas

em [31,40,43,50].

Se o grafo de entrada estiver rotulado de forma conveniente o algo-

. 2 g m "
ritmo é étimo e pode ser executado em tempo paralelo O(logn) com Togn PrOCES-

sadores. Para a classe dos st-grafos planares e grafos série-paralelo, essa rotulacido

pode ser facilmente obtida em tempo O(logn) com E’g—n processadores.

Na préxima secao apresentaremos as definigées utilizadas. A des-
cricdo preliminar, detalhes de implementacdo e exemplos sdo descritos nas segoes
seguintes.

4.2 Notagao e Terminologia

Um st-grafo planar G é um grafo orientado aciclico com exatamente um vértice
fonte s e exatamente um vértice sumidouro ¢, que admite uma representagio plana
tal que s e t estdo na fronteira da face externa.

Seja G = (V, E) um grafo. Dizemos que duas arestas e; = (u,w) e
ez = (w,v) de G cstio cm série se o vértice comum as arestas w tem grau 2. Duas
arestas e; e e, estao em paralelo se elas possuem o mesmo conjunto de vértices finais.
Definimos uma composi¢do em série de uma aresta e = (u,v) como a substituigao
de e por duas arestas em série, i.e., por (u,w) e (w,v), onde w é um novo vértice.
Definimos uma composi¢io em paralelo de uma aresta ¢ = (u,v) como a substituigdo
de e por duas arestas e; e e; que possuam u € v como vértices finais. Uma redug¢do
em série de duas arestas em série e; = (u, w) e e; = (w,v) é a substitui¢do de e; e ez
por uma nova aresta e = (u,v). Uma redu¢do em paralelo de duas arestas paralelas
e1 = (u, ) e ey é a substituicdo de e; e e; por uma nova aresta e = (u,v).

Sejam s e t dois vértices de G. Se G pode ser obtido por uma
seqiiéncia de composicdes em série e em paralelo a partir de uma aresta (s,t), G é
denominado um grafo série paralelo dois terminal (SPDT) com respeito a s e t. Da
mesma forma, G é um grafo SPDT com respeito a s e t se G pode ser reduzido a
uma dnica aresta (s,t) por uma seqiiéncia de reduges em série e em paralelo. Um
grafo G é um grafo série-paralelo (SP) se existem dois vérices s e ¢ tal que G é um
grafo SPDT com respeito a s e t.

As arestas de um grafo SP podem ser orientadas, bastando para isso
orientar inicialmente (s,t), e quando nas composigdes, manter a orientagéo. O grafo
orientado obtido é aciclico [44].
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Relembramos algumas definigbes do capitulo anterior.

Seja H = (V4, Vs, E) um grafo bipartido. Se v é um vértice de um
subgrafo H' de H, entdo dg:(v) denota o grau de v em H'. Consideremos os vértices
de V; ordenados em ordem nao crescente com relagao a seus graus (em H) e rotulados
Uty o, U Seja {vr,: -+, v} 0s Vértices de V5.

Definimos um esteio S em V; como uma floresta geradora de H tal
que cada v; € V, é incidente em S com exatamente uma aresta de E, e (uj,v;) é
uma aresta de S implica que (uy,v;) ndo é uma aresta de H, para qualquer u; € V;,
k<j.

Para um esteio em V,, as regras para os conjuntos V; e V,, na definicao
acima sao trocadas.

Um vértice u € V; é denominado zero diferenga em S se dy(u) —

ds(u) = 0.

4.3 Algoritmo para Determinacao de uma Arvo-
re Geradora

Nesta secao descrevemos um algoritmo para computagdo de uma arvore geradora
de um grafo bipartido que é implementado em tempo paralelo O(log?n) com lo?n
processadores em uma CREW PRAM. Caso o grafo esteja rotulado tal que todo
vértice v; € V tem um adjacente v; tal que § > ¢ (§ < 1), o algoritmo é 6timo e pode
ser executado em tempo paralelo O(logn) com l‘ng'E processadores em uma CREW
PRAM. Os grafos st-planares e série-paralelo podem ser facilmente rotulados dessa
forma em tempo paralelo O(logn) com Togn processadores em uma CREW PRAM.

Usamos o exemplo da Figura 4.1 para ilustrar os passos do algoritmo.

4.3.1 Descricao Preliminar do Algoritmo
Algoritmo: Arvore Geradora

1. Computar uma floresta geradora para H = (V;, V,, E), obtida com a deter-
minacgio de um esteio S em H e com a adi¢io de uma aresta arbitraria de
H — S a todos vértices ndo zero diferenca de S.

2. Computar um novo grafo bipartido Hy = (V{, V3, E') para representar as co-
nexdes existentes entre as diferentes drvores da floresta geradora.
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i ={1,2,38,4,5}, Vo, = {1',2,3,4',5",6'}

B ={(1,1')(1,2')(1,3')(2,2')(2,4)(3,1')(4, 5")(4,6')(5,4)(5,5") }
Figura 4.1: Grafo H = (V3,V,, E)

3. Aplicar os passos 1 e 2 até que o nimero de vértices zero diferenga seja igual
a um.

4.3.2 O Algoritmo e um Exemplo

Nesta segdo apresentamos o algoritmo para determinac¢do de uma arvore geradora
em detalhes juntamente com um exemplo. Os vetores EDGE, EDGE', BEDGE
e SPTREF contém m elementos, cada elemento é uma aresta representada por
(vérticel, vértice2).

Vamos agora descrever o algoritmo. A entrada é o grafo bipartido
H = (V},Va, E). A lista de arestas £ é armazenada em EDGE. Para o nosso
exemplo o vetor EDGE é

(1,1)(1,2(1,3')(2, 2')(2,4)(3, 1) (4,5)(4, 6') (5, 4')(5, 5')

Passo 1

Neste passo utilizando um esteio S em V;, determinamos uma, floresta,
geradora de H. Para a obten¢do dos vértices zero diferenca e nao zero diferenga do
esteio S, determinamos os graus de cada um dos vértices em V] e armazenamos em
Dy. Para o nosso exemplo Dy é
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(3,2,1,2,2)

Agora determinamos o esteio S em V;. Inicialmente efetuamos uma

cépia de EDGE em EDGE'.
EDGE' — EDGE

Efetuamos uma ordenac¢io em FDGE' da seguinte formas: Dadas
duas arestas (4,7) e (k,!) entdo (z,7) < (k,!) quando j <lou ((j=1)e (i <k)). O
vetor EDGF' fica

(1,11)(3,1)(1,2')(2,2)(1, 3')(2,4')(5,4)(4,5')(5, 5')(4, 6')

Agora comprimimos FDGE' a fim de que nenhum vértice de V;
apareca mais de uma vez em EDGE'. O vetor EDGE' representa S e para o
nosso exemplo fica

(1, 1')(1,2)(1,3")(2,4') (4, 5')(4, 6")

Cada uma das sublistas de EDGE’ formadas pelas arestas (u,v),u =
u; forma uma arvore. Rotulamos cada uma dessas arvores por EDGE, .. Vamos
agora determinar quais vértices de V; sdo zero diferenga. Para isso, determinamos
em paralelo o grau de cada um dos vértices de V; em EDGE’ e armazenamos em
Dyg. Para o nosso exemplo

(3,1,0,2,0,0)

Logo, os vértices zero diferenga sao

{1,4}

e os ndo zero diferenga sdo

{2,3,5}
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Agora adicionamos uma aresta arbitraria pertencente a EDGE — §
a cada um dos vértices ndo zero diferenga ao vetor EDGE'. Para o nosso exemplo

EDGE! fica

(1,19(1,2)(1,3)(2, 2)(2,4)(3,1) (4, 5) (4, 6') (5, 4)

Essas arestas adicionadas, conectam as diferentes arvores EDGE,,
da floresta geradora obtida em S em um nova floresta geradora. Para os vértices
néo zero diferenga u; € Vi, as drvores EDGE, estdo agora conectadas a alguma
arvore EDGE,, onde u;, é um vértice zero diferenga.

m
logn

O Passo 1 pode ser executado em tempo paralelo O(logn) com

processadores em uma CREW PRAM.

Passo 2

Neste passo construimos um novo grafo bipartido Hy = (V{, V), E').
O grafo H; representa as conexoes existentes entre as diferentes arvores da floresta
geradora representada em EDGE'. O grafo H; é formado pelas arestas (uj,v) €
EDGE — § tal que (uj,v) conecte diferentes arvores LDGE,., onde u; é um vértice
zero diferenca.

Vamos agora determinar a quais arvores EDGUE' ., u; um vértice zero
ui?
diferenca, as arvores EDGE! | u; um vértice nao zero diferenca, estao conectadas.
? uj ? 7 ?
Como demonstraremos posteriormente, a aresta (u;,v) adicionada apds o esteio
pode conectar diretamente as arvores, ou fazer parte de um caminho que conecta as
arvores.

Para o nosso exemplo, as arestas (u,v) tal que u = 2,3 e 5 estao
conectadas & arvore EDGE].

Vamos agora determinar a que arvores EDGE,,, u; um vértice zero
diferenca, as arestas e € EDGFE — S pertencem. Para o nosso exemplo, as arestas

(2,2")(3,1")(5,4")

estdo conectadas a arvore EDGE] e a aresta

(5,5
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esta conectada a arvore EDGE].

Vamos agora construir o grafo bipartido Hy = (V{,VJ,E'). H; é
formado pelas arestas que conectam diferentes arvores em EDGE'. lLogo E' é
formado pelas arestas (uj,v;) e (u;,vg), u; um vértice ndo zero diferenca, tal que
essas arestas conectem diferentes arvores. Os conjuntos V{ e V; séo formados pelos
vértice pertencentes as arestas descritas acima. A lista das arestas E’ é armazenada

no vetor BEDGUE. Para o nosso exemplo BEDGE é

(5,4')(5,5)

m
log

O passo 2 pode ser executado em tempo paralelo O(logn) com
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 3

Neste passo aplicamos os passos 1 e 2 até que o ntimero de vértices
zero diferenca (numzerodif) seja igual a 1. Isso pode ser efetuado da seguinte ma-
neira.

repita
SPTREE «— SPTREFE + EDGE'
EDGE «— BEDGE

ate [numzerodif| =1

Apos isso, retiramos as arestas duplicadas em SPTREE.

Como veremos, o nimero de vértices zero diferenca ao final do Passo
2, € pelo menos dividido por dois a cada iteragao. Portanto no Passo 3, o algoritmo
executa no maximo [logn| iteragdes.

4.4 Grafos Nao Orientados

Para grafos néo orientados usamos o mesmo algoritmo, efetuando o seguinte passo
adicional. Realizamos a subdivisdo de cada aresta, e com isso colocamos um vértice
adicional em cada aresta. Com isso, o grafo ndo orientado resultante é um grafo
bipartido. Podemos considerar apenas uma das arestas (u, v) ou (v,u), v € V', visto
que com a subdivisdo, todos os vértices adicionados serdo considerados no conjunto
de vértices V.
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77? ?67

4 L5 4 g, 5
Figura 4.2: Grafo G = (V,E)e H= (V,V', E')

Dessa forma, dado um grafo néo orientado G = (V, E), substituimos
as arestas (¢,7) € E por duas arestas (z,k) e (k,j), & € V'. O grafo obtido H =
(V,V', E’) é um grafo bipartido. Logo podemos aplicar o algoritmo da secao 2 para
obter uma arvore geradora para H.

Ilustramos os passos principais do algoritmo com relacao ao grafo da

Figura 4.2. O vetor EDGE' é

(1,1)(1,2)(1,4)(2,1)(2,3)(2, 7)(3,3')(3,4)(3, 6') (4, 2) (4, 5') (4, ') (5, 5') (5, 6)

Aplicamos o algoritmo em H e obtemos uma arvore geradora. Ao
final do algoritmo SPT REE armazena a arvore geradora de H. Vamos agora com-
putar a arvore geradora de G = (V, E). Isso pode ser feito através da computagéo
do grau de cada um dos vértices v; € V'. Seja SPI'REFE’ as arestas de SPT'REE
tal que grau(v;) = 2. Temos que SPTREE' é uma arvore geradora de G. Para o
nosso exemplo, temos que SPTREFE é

(100, 2)(L 1), 1)(2,3)2,7)3,3)(3,6),2)(4,5)(5,5)

e SPTREFE' é

(1,2)(1,4)(2,3)(4,5)
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4.5 Componentes Conexos

Nesta secio descreveremos brevemente como o algoritmo para a computacao de
uma arvore geradora pode ser aplicado para determinar os componentes conexos
de um grafo e os componentes fracamente conexos de um grafo orientado. Estes
. 2
problemas podem ser resolvidos em tempo paralelo O(log” n) com ;7 processadores
ogn
e em tempo paralelo O(logn) com lm processadores quando os vértices do grafo
O

estiverem convenientemente 1otu1ados

O algoritmo para determinagao de uma arvore geradora conecta a
cada iteragéo as arvores EDGE,, . Ao final do algoritmo, representamos cada drvore
com o menor vértice. Cada um dos diferentes vértices representa um componente
conexo do grafo.

Os componentes fracamente conexos do grafo orientado podem ser
obtidos com a desconsideracio das orientagdes das arestas e com a remogdo das
arestas duplicadas.

4.6 Uma Simplificacao do Algoritmo

Da mesma forma que no algoritmo de Circuito de Euler, o algoritmo para a com-
putacao de uma arvore geradora pode ser simplificado com o intuito de evitar a
utilizacado de ordenagao.

Uma outra abordagem para determinacio de uma arvore geradora
do grafo pode ser efetuada através da construgio da floresta geradora formada por
um elemento de cada uma das listas de adjacéncia de tal forma que em cada aresta
(u,v) escolhida, u < v, ou de forma andloga u > v. Caso o grafo esteja numerado
de acordo com o lema abaixo, a floresta serd composta de apenas uma arvore. No
caso geral, basta verificar as arestas que conectam as diferentes arvores da floresta
geradora e aplicar o algoritmo para essas arestas. Em no méximo [logn] iteragoes
a floresta geradora torna-se uma unica arvore.

4.7 Correcao e Analise

Lema 4.7.1 Seja A o conjunto das arestas que foram adicionadas aos vértices nao

zero diference u;, EDGE' = SUA e EDGE,. a sublista das arestas (u,v) €
EDGE' tal que w = u;. Fntdo a aresta e € A unida a EDG’E;]_ conecta a drvore
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EDGE]. com a drvore EDGE,,, u; um vértice zero diferenca ou existe um caminho

(uj,vk),f- *, (v, u;) ligando EDGE, a EDGE,,.
Demonstragao: Utilizagido de duplicagdo recursiva. O

Lema 4.7.2 Seja H = (V4,V,, E) um grafo bipartido conexo e S um esteio em
Vi. Seja H' = (V1,Va, Ey) o grafo obtido de H adicionando precisamente a S uma
aresta de E — S incidente a cada vértice ndo zero diferenga de V. Entdo H' €

aciclico. Além disso, se V| contém exatamente k vértices zero diferenca entdo H' €
uma floresta geradora de H com k drvores.

Demonstragao: S é essencialmente uma colecdo de estrelas cujos centros sao
vértices em V;. Adicionando precisamente uma aresta de F — § incidente a cada
vértice nao zero diferenca de V}, cada estrela cujo centro é um vértice nao zero dife-
renga v; sera conectada com no maximo uma estrela distinta cujo centro é v;. Entdo
H' é aciclico.

Utilizando o lema acima, todas estrelas cujo centro é um vértice nao
zero diferenga estariao conectadas por uma aresta ou por um caminho a uma estrela
cujo centro € um vértice zero diferenca. Logo para cada um dos k vértices zero
diferenca teremos uma arvore.Ol

Teorema 4.7.1 Seja Hy = (V{,VJ,E') um grafo bipartido representando as co-
nexoes existentes enire as diferentes drvores da floresta geradora obtida ao final do
passo 2. O nimero de vértices zero diferenca de Hy é no mdzimo [l—‘;z—‘] .

Demonstragao: Temos que o esteio seleciona uma tnica aresta saindo de v; € V3,

esta aresta conecta v; a um vértice u; € V/, tal que o grau de u; é o maior entre os
‘s ~ s , .

vértices que estao conectados a v;. Logo o grau de um vértice u; € V] zero diferenga

) . . . Vi rd . VI
é pelo menos dois, e o nimero de vértices zero diferenga é no méximo |'|—2LI] .0

Portanto, no Passo 3, o algoritmo itera no maximo O(logn) vezes no
pior caso.

Teorema 4.7.2 O algoritmo determina uma drvore geradora pare um grafo em
tempo paralelo O(log®n) com o= processadores em uma CREW PRAM.

logn

Vamos agora demonstrar os resultados que sao obtidos caso o grafo
esteja convenientemente rotulado.
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Lema 4.7.3 Seja G = (V, E) um grafo tal que os vértices de G estio rotulados de
acordo com uma das duas condigdes: (1) para todo 1 < v; < n, v; tem um adjacente
v; tal que § < i; (42) para todo 1 < v; < n, v; tem um adjacente v; tal que j > 1.
Entdo o grafo bipartido H possui apenas um vértice zero diferenca.

Demonstragao: Vamos considerar o caso (2), o (1z) pode ser demonstrado de forma,
analoga. Na computacio de um esteio para o grafo bipartido obtido de GG, para cada
um dos vértices obtidos com a subdivisao, selecionamos as arestas incidentes com
os vértices de maior rétulo. Logo as arestas que saem do vértice de maior rétulo
v; sdo selecionadas. Em fungio de que para todo vértice v; # v, tem pelo menos
um vértice adjacente v;, j > ¢, pelo menos uma aresta saindo de v; que nio seré
selecionada. Logo, apenas o vértice vy serd um vértice zero diferenca.O

Portando, nesse caso em uma tinica iteragao o algoritmo computa

uma arvore geradora.

Teorema 4.7.3 Se os vértices do grafo G estiverem rotulados de acordo com o lema
anterior, o algoritmo computa uma drvore geradora em tempo paralelo O(logn) com

Teorema 4.7.4 Seja G = (V, E) um grafo e uma orientagdo aciclica de G. Se o
digrafo resultante da orientagdo contiver exzatamente uma fonle ou exatamente um
sumidouro entdo o algoritmo computa uma drvore geradora de G em tempo paralelo

O(logn) com fogn Processadores em uma CREW PRAM.

Demonstragao: Vamos considerar o caso de obtermos uma orientagio com apenas
uma fonte. Podemos efetuar uma ordenacdo dos vértices de acordo com a orientacdo
e rotular os vértices de acordo com a ordenagao resultante. Logo para todo vértice
1 < v; < n, v; tem um adjacente v; tal que j < 7. Isso faz com que o algoritmo
computa uma arvore geradora de G em tempo paralelo O(logn) com

]og n'

Teorema 4.7.5 Seja G = (V,E) um grafo st-planar, entio o algoritmo computa
uma drvore geradora para G em tempo paralelo O(logn) com =~ processadores em

uma CREW PRAM.

Teorema 4.7.6 Seja G = (V, E) um grafo série paralelo, entdo o algoritmo com-

puta uma drvore geradora para G em tempo paralelo O(log n) com = processadores
em umae CREW PRAM.



Capitulo 5

Busca em Profundidade Irrestrita

5.1 Introducgao

Os problemas de busca em profundidade e busca em largura em um grafo G = (V, E)
a partir de um vértice v € V determinam uma arvore que corresponde a execugao da
busca correspondente. Nesses casos, cada aresta € percorrida um ndmero constante
de vezes. Utilizamos o termo busca restrita para identificar uma busca com essa
caracteristica.

Definimos uma busca irrestrita [78] em um grafo G = (V, E) a partir
de um vértice v € V um processo sistematico de se percorrer GG de tal modo que
cada aresta seja visitada um ndmero finito (qualquer) de vezes. Note que segundo
a definigdo, a tnica restri¢io ao processo ¢ que ele deve terminar.

O algoritmo seqiiencial para busca irrestrita ¢ baseado no algoritmo
[82] de busca em profundidade (restrita). O problema de busca em profundidade pa-
ralela nao parece ter uma solugdo simples como no caso seqiiencial, e até o momento,
s6 foram obtidas solugdes NC' para alguns casos particulares de grafos [39,90]. No
caso geral, foi provado que a busca lexicografica em profundidade é um problema

P-completo [50].

Para desenvolver um algoritmo paralelo para busca irrestrita, temos
que evitar os problemas que ocorrem quando o caminho encontra um ciclo no grafo.
Além disso, precisamos saber em que parte do grafo o caminho se encontra a cada
passo do algoritmo. Para efetuar isso, utilizamos uma decomposi¢do do grafo deno-
minada kl-caminho.

A busca irrestrita em um grafo gera todos os caminhos maximais a

33
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partir do vértice r, raiz da busca. O problema do caminho maximal é&: Dado um
grafo G = (V, E) e um vértice r € V, determinar um caminho simples C iniciando
em r tal que C n&o possa ser estendido sem encontrar um vértice que ja pertence a

C.

O problema do caminho maximal estd relacionado ao de busca em
profundidade, pois qualquer ramo da &rvore de busca em profundidade € um caminho
maximal. O algoritmo para computac¢ao de um caminho maximal usando o método
guloso ndo possui uma paralelizacio eficiente [4]. Um algoritmo RNC de tempo
paralelo O(log®n) com n2M processadores, onde M é o niimero de processadores
para contruir um emparelhamento maximo, foi apresentado por Anderson [5].

Vamos apresentar algoritmos para busca irrestrita para algumas clas-
ses de grafos. Dentre essas classes, a dos digrafos aciclicos possui uma versao simpli-
ficada do algoritmo, pois nao precisamos nos preocupar com a extensao dos caminhos
maximais entre os diferentes ciclos. Para digrafos aciclicos, o algoritmo é executado
em tempo paralelo O(alogn) com m processadores em uma CREW PRAM, onde
«a é o numero de caminhos maximais do grafo a partir de um vértice raiz. O al-
goritmo é implementado para grafos gerais em tempo paralelo O(afBlog?n) com m
processadores em uma CREW PRAM, onde « é o numero de caminhos maximais
do grafo a partir de um vértice raiz e  é o niimero méximo de ciclos do grafo que
pode ocorrer na computac¢do de um caminho maximal.

5.2 Notagao e Terminologia

Dado um digrafo G = (V, E), para cada cada vértice v € V, definimos o sucessor
de v (sucfv]) como sendo um elemento fixo da lista de adjacéncias de v. Seja e =
(u,v) € F, definimos o sucessor de e como sendo a aresta (v, suc[v]). Um kl-caminho
¢ um caminho C em G com aresta inicial e = (k,!). Uma aresta e € E pertence ao
kl-caminho C se e é sucessor de alguma aresta do caminho C, e ¢ ¢ C. Uma aresta
(u,v) pode pertencer a mais de um kl-caminho.

Para um grafo G néo orientado, consideramos cada aresta (u,v),
como duas arestas orientadas distintas (u,v) e (v, u).

Pelo fato do sucessor de cada vértice ser fixo, todas as arestas em um
kl-caminho incidentes a um vértice v possuem um mesmo sucessor (v, suc[v]). Um
kl-caminho pode ser um caminho simples, um ciclo, um caminho unido a um ciclo
ou a unido de dois ciclos.

No caso em que G = (V, E) é um digrafo aciclico, os kl-caminhos sdo
formados por caminhos simples, com um vértice inicial k£ e um vértice final ¢.
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Figura 5.1: Grafo G = (V, E)

5.3 Algoritmo para Busca Irrestrita em Digrafos
Aciclicos

Nesta secio apresentamos um algoritmo para busca em profundidade irrestrita para
digrafos aciclicos. O algoritmo computa todos os caminhos simples maximais a partir
de uma dada raiz r. O algoritmo é executado em tempo paralelo O(alogn) com m
processadores em uma CREW PRAM, onde a é o niimero de caminhos maximais
existentes na busca. O exemplo da Figura 5.1 € utilizada para ilustrar as idéias.

O algoritmo inicialmente decompée o digrafo G = (V, E) em um
conjunto de kl-caminhos. Fssa decomposicdo é obtida através da definicdo dos
sucessores para os vértices e arestas de G. O algoritmo inicializa o sucessor de cada
um dos vértices v € V' com o primeiro elemento da lista de adjacéncia de v. Apds
a decomposicio o algoritmo explora as arestas do kl-caminho tal que & = r, onde
r & a raiz da busca e | = suc|[r]. As arestas visitadas formam um caminho simples
maximal C'. Uma vez determinado um caminho simples maximal C' = {vg,--*,v,},
para r = vg no kl-caminho, podemos obter (caso exista) um novo caminho simples
maximal. Para isso, determinamos o ultimo vértice v; € C, que possua algum
vértice em sua lista de adjacéncia que ainda nao tenha sido visitado. Os sucessores
dos vértices v; € {vo,:-,v;} sdo modificados para o primeiro elemento da lista
de adjacéncia de cada v;, e o sucessor de v; ¢ alterado para o elemento da lista
de adjacéncias de v; imediatamente posterior a suc[v;]. Os sucessores dos vértices
{vo, "+, v;_1} permanecem inalterados. Essa nova defini¢do de sucessores determina
uma nova decomposi¢do do digrafo em um conjunto de kl-caminhos. Determinamos
um caminho simples C' = {v;,- -+, v;} em um kl-caminho na nova decomposi¢io, com

= v; e | = suc[v;]. O caminho C = {vg,--,v;,---, v} formado pela unido dos
caminhos {vo,---,v;} € {v;,--+,v:} é um novo caminho simples maximal. Os demais
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caminhos simples maximais (caso existam) sdo computados de maneira analoga.

Todos os vértices w; que ndo sio alcancaveis a partir do vértice raiz
r ndo sdo incluidos na busca.

5.3.1 Descricao Preliminar do Algoritmo

Algoritmo: Busca Irrestrita

1. Definir uma raiz r, contruir as listas de adjacéncias de (G e inicializar o caminho
simples maximal C'M.

2. Decompor o digrafo G em um conjunto de kl-caminhos.

3. Determinar um caminho simples C' a partir de r no kl-caminho, com k =r e
l = suc]r].

4. Computar o caminho simples maximal CM = CM U C. Verificar a existéncia
de algum vértice v; € CM que possua na sua lista de adjacéncias um vértice
que ainda ndo tenha sido visitado.

5. Caso v; exista, CM = {vg,--+,v;—1}. Alterar os sucessores dos vértices v; &
CM, e desmarcar as arestas e € G que nao pertencem ao caminho C'M.

6. Aplicar os passos 2, 3, 4 ¢ 5 ao conjunto de arestas desmarcadas de G para
r = v; até que todos os possiveis caminhos simples maximais a partir de vy
possam ser explorados.

5.3.2 O Algoritmo e um Exemplo

Nesta se¢do, discutimos o algoritmo paralelo para determinar uma busca irres-
trita, em detalhe, juntamente com um exemplo. Os vetores EDGE, BEDGE
e SUC contém m elementos, cada elemento sendo uma aresta representada por
e = (vérticel,vértice2). O vetor ADJ é um vetor de vetores, sendo que ADJ[v;][k]
representa o k-ésimo elemento da lista de adjacéncias do vértice v;, e a posicdo de
cada aresta SUC[e] em EDGE é dada pelo vetor POS. O vetor AEDGE contém m
elementos, cada AEDGE[e] é do tipo (grau[v;]—1,rank(v;,v;)—1) onde rank(v;, v;)
indica a posi¢do do vértice v; na lista de adjacéncias de v;. O vetor INFO contém
m elementos, cada INFO[e] é do tipo (infol,info2), onde infol informa em que
passo a aresta e foi selecionada, e ¢nfo2 informa a posigdo de e no caminho ¢. Os
vetores C'l e C M, contém n elementos, sdo utilizados para armazenar cada caminho
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que esta sendo computado. O vetor AC contém n elementos. Os vetores K e D sao
vetores de inteiros utilizados para armazenar valores temporarios.

Agora descreveremos o algoritmo. A entrada é o digrafo aciclico
G = (V, E) da figura 5.1. Consideramos a lista de arestas F ordenada, tal que duas
arestas (¢,7) e (k,1), (¢,5) < (k,])se (1 < k) ou ((z = k) e (j < 1)). A lista de arestas
FE é armazenada em KEDGE. Para nosso exemplo, o vetor EDGE é

(1,2)(1,5)(2,3)(2,4)(2,5)(3,4)(3,5)(3,8)(5,9)(6,7)(6,8)(7,8)(7,9)(8,9)

Passo 1

Neste passo, definimos uma raiz r, inicializamos o caminho simples
maximal, contruimos as listas de adjacéncias de cada um dos vértices v; € V e
inicializamos uma estrutura auxiliar para computagao dos caminhos C' e do caminho
simples maximal.

Primeiramente copiamos o vetor EDGE em BEDGUE, e particiona-
mos BEDGE em um conjunto de sublistas, uma para cada v; € V. Apds a particio,
computamos o posto (rank(v;, v;)) para cada uma dessas sublistas. Isso nos informa
que o vértice vj é o k-ésimo elemento da lista de adjacéncias de v;, k = rank(v;, v;).
O ndmero de elementos de cada uma das sublistas v; é armazenado em grau(v;).
Na construgido de ADJ, que representa as listas de adjacéncias de cada v;, conside-
ramos o primeiro elemento de cada lista de adjacéncias como sendo de indice zero
(0), e acrescentamos o vértice 0 apds o tltimo elemento em cada uma das listas para
denotar o final da lista.

Além disso, computamos o vetor AEDGFE para auxilar na obtengao
do vértice no caminho simples maximal que é o mais distante da raiz da busca r e
que possui pelo menos um vértice na lista de adjacéncias que ainda nao foi explorado

e inicializamos os vetores INFO, K, C1l e CM.

O grau de cada vértice, bem como a divisio em sublistas e a com-
putacao do posto podem ser efetuados utilizando duplicagdo recursiva na lista de

arestas EDGE em tempo paralelo O(log n) com m processadores em uma CREW
PRAM.

r + raiz da busca

m 1

BEDGE «— EDGE

para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
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ADJ[v][rank(vi,v;) — 1] « v;
ADJ[v;][grau(v;)] < 0
AEDGE][e] « (grau[v;] — 1,rank(v;, v;) — 1)
INFO[e] « (*,%)

para todo v; € V em paralelo faca

para todo 0 <t < n em paralelo faca
Cl1[t] « 0
CM[t] « 0

A inicializagdo do vetor INFO desmarca todas as arestas e €
BEDGE e a do vetor K, que informa qual vértice estd sendo utilizado em cada
uma das listas de adjacéncia.

O passo 1 pode ser executado em tempo paralelo O(logn) com m
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 2

Neste passo determinamos uma decomposicio do digrafo em um con-
junto de kl-caminhos. Para isso computamos o vetor SUC que armazena os suces-
sores de cada e = (v;,v;) € BEDGE. Utilizamos o vetor POS para armazenar a
posicio de SUCle] em BEDGE e que serd utilizado na obtencdo de wm caminho C'
no kl-caminho, k = r.

para todo ¢ = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
SUCe] « (vi, ADJ[v][K[vi]])
POS[e] « posicéo de (v;, ADJ[v;]K[v;]) em BEDGE

Para nosso exemplo, os vetores BEDGE e SUC sao

(1,2)(1,5)(2,3)(2,4)(2,5)(3,4)(3,5)(3,8)(5,9)(6,7)(6,8)(7,8)(7,9)(8,9)
(2,3)(5,9)(3,4)(0,0)(5,9)(0,0)(5,9)(8,9)(0,0)(7,8)(8,9)(8,9)(0,0)(0,0)

Os vetores BEDGE e SUC juntos definem um conjunto de kl-
caminhos no digrafo G. Em qualquer kl-caminho, a aresta seguinte 3 aresta e =
(vi,v;) € BEDGE estéd em SUC[e]. Cabe lembrar que uma aresta pode pertencer
a kl-caminhos distintos.
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O passo 2 pode ser executado em tempo paralelo O(1) como m pro-
cessadores em uma CREW PRAM.

Passo 3

Neste passo, determinamos um caminho simples C' no kl-caminho,
onde k = r e | = suc[r]. Isto pode ser efetuado utilizando duplicagdo recursiva
no kl-caminho a partir da aresta (r, ADJ[r][K[r]]). Na iteracio 0, selecionamos a
aresta fixada na adjacéncia inicial a partir do vértice v; = r.

itera «— 0
e — (r, ADJ[r][K][r]])
INFOle] « (itera,m)

Apés a selecdo de uma aresta e = (v;,v;) (INFO[e] # (*,%)), e é
considerada marcada. Uma vez selecionada a primeira aresta, vamos computar um
caminho C no kl-caminho, k = r. A cada iteragao, com a utilizagdo de duplicagéo
recursiva, selecionamos as arestas que sdo sucessoras das arestas marcadas do kl-
caminho na iteracio anterior. Isso pode ser efetuado da seguinte forma

repita

itera « ttera + 1

para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
para INFOle] = (s,1) faga

se INFOle] # (%,*%) et > m entéo
INFO[SUCe]] + (itera,2%re=1 4 ¢)

para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
SUCle] «— SUC|BEDGE[POS|e]]]
POS[e] «— POS|BEDGE[POS|¢]]]

O caminho C pode ser computado em [logn| iteracdes, cada iteragdo
é executada em tempo paralelo O(1) com m processadores em uma CREW PRAM.

Para nosso exemplo, os vetores BEDGE ¢ INFO sao

(1,2)(1,5)(2,3)(2,:4)(2,5)(3:4)(3,5)(3,8)(5,9)(6,7)(6,8)(7,8)(7,9)(8,9)
(0,0)(* )LD ), @2) ()55 55 ) ) ) %) (%)
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Vamos agora armazenar os vértices do caminho simples que foram en-
contrados no caminho C. Utilizamos para isso o vetor C1. Armazenamos também as
informacoes referentes as arestas que foram percorridas na determinacéo do caminho

C no vetor AC.

para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
para INFOle] = (s,t) faga
se INFOle] # (*,%) e t > m entéo
Ol[t] — V;
AC[t] «— AEDGE|e]

O caminho simples no 12-caminho é armazenado no vetor C, e é
formado pelos vértices

O passo 3 pode ser executado em tempo paralelo O(logn) com m

processadores em uma CREW PRAM.
Passo 4

Neste passo vamos computar um caminho simples maximal e deter-
minar se esse caminho possui algum vértice com alguma adjacéncia que ainda ndo
tenha sido explorada.

Para obter um caminho simples maximal, adicionamos o caminho
C1 ao vetor CM. O indice m indica a posigdo a partir da qual o caminho C1 é
adicionado em CM.

para todo m <t <n em paralelo faga
CM[t] « C1[¢]
ACMIt) « ACIH]

Vamos agora determinar se algum vértice do caminho simples maxi-
mal C'M possui alguma adjacéncia que ainda ndo tenha sido explorada. Para isso,
utilizamos as informacoes das arestas que pertencem ao caminho C'M.
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para todo i,1 <i < n em paralelo faga
para ACM[i] = (s,t) faga
D[i] «s—t
max «— Maxi<icp{t, D[t] # 0}

O maéximo de um conjunto pode ser facilmente computado com a
utilizac8o de uma arvore bindria, em tempo paralelo O(logn) com n processadores

em uma CREW PRAM.

Caso maz # 0, o caminho CM possui pelo menos um vértice v; =
CM[maz], tal que o caminho {vy,---,v;} pode ser estendido a um novo caminho
simples maximal a partir de v;, e visitando um vértice da lista de adjacéncia de v;
que ainda nao tenha sido explorado.

O passo 4 pode ser executado em tempo paralelo O(logn) com m

processadores em uma CREW PRAM.
Passo 5

Se maz # 0, temos que alterar os sucessores dos vértices v € V, para
determinar um novo caminho simples a partir do vértice v; = CM[maz]. Além disso
temos que atualizar o vetor C'M, que juntamente com o vetor C1, a ser determinado,
formardo o novo caminho maximal.

m «— max
para ACM[m] = (s,t) faga
K[CMm]] «—t+1
B[CM[m]] « 1
para todo v; ¢ {CM][0],---,CM[m]} em paralelo faga
I([’Uj] — 0
para todo i,m < : < n em paralelo faga
ACME) & (5,3)
CM[i] 0

Vamos também desmarcar as arestas que ndo fazem parte do caminho
simples maximal CM = {CM]l],---,CM[m]} e reinicializar os vetores C1 e AC.

para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
para INFOle] = (s,t) faca
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se t > m entao
INFOle] « (*,%)
para todo ¢,1 <i < n em paralelo faga
C1Ji] « 0
AC[E] « (*,%)

O passo 5 pode ser executado em tempo paralelo O(logn) com m
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 6

Usando as arestas desmarcadas de BEDGE, definimos uma nova
raiz r = v; e aplicamos os passos 2, 3, 4 € 5 até que todos os possiveis caminhos
maximais em @, com raiz v = CM|[1], sejam determinados.

Cada caminho simples maximal C' pode ser computado em tempo
paralelo O(logn) com m processadores em uma CREW PRAM. O nimero de ca-
minhos simples maximais a partir de uma raiz r em um digrafo aciclico pode ser
exponencial. A complexidade total do algoritmo é de tempo paralelo O« log n) com
m processadores em uma CREW PRAM, onde « é o numero de caminhos a partir
da raiz até um vértice sumidouro no digrafo aciclico.

5.4 Algoritmo para Busca Irrestrita

Nesta segdo, apresentamos um algoritmo para busca em profundidade irrestrita para
digrafos. O algoritmo computa todos os caminhos simples maximais de um digrafo,
e & executado em tempo paralelo O(af logn) com m processadores em uma CREW
PRAM, onde « é o nimero de caminhos simples maximais, e 8 é o niimero maximo
de ciclos do digrafo que podem ocorrer na computagdo de um caminho simples
maximal.

O algoritmo utiliza a mesma idéia do algoritmo para digrafos aci-
clicos. O digrafo é decomposto em um conjunto de kl-caminhos e um caminho C
é determinado no kl-caminho, onde k = r, e [ = suc|r]. Em fun¢do dos ciclos
do digrafo, necessitamos verificar quando ocorre um ciclo no caminho C. Caso
ocorra um ciclo no caminho C', computamos um caminho simples ¢’ C C. Uma vez
computado o caminho simples C’ no kl-caminho, verificamos se o caminho simples
C' é maximal.

Caso o caminho C' ndo seja maximal, podemos estendé-lo até obter
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um caminho simples maximal. Para isso, utilizamos a mesma abordagem da ob-
tencdo de novos caminhos maximais descrito no algoritmo para digrafos aciclicos,
ou seja, alterando os sucessores dos vértices que ndo pertencem ao caminho simples
C’. Uma vez obtido um caminho simples maximal, determinamos um novo caminho
simples maximal (caso exista) de maneira andloga.

Da mesma forma que no digrafo aciclico, todos os vértices w; que ndo
sao alcancaveis a partir do vértice raiz r ndo sao incluidos na busca.

5.4.1 Descrigao Preliminar do Algoritmo

Algoritmo: Busca Irrestrita

1. Definir uma raiz r, contruir as listas de adjacéncias de ( e inicializar o caminho
simples maximal CM.

2. Decompor o digrafo G em um conjunto de kl-caminhos.

3. Determinar um caminho simples C' a partir de r no kl-caminho, com k =r e
[ = suc[r).

4. Computar o caminho simples maximal CM = CM U C'. Verificar a existéncia
de algum vértice v; € CM que possua na sua lista de adjacéncias um vértice
que ainda nao tenha sido visitado.

5. Caso v; exista, CM = {vg,---,v;_1}. Alterar os sucessores dos vértices v; &
CM, e desmarcar as arestas e € G que nao pertencem ao caminho CM.

6. Aplicar os passos 2, 3, 4 e b ao conjunto de arestas desmarcadas de G para
r = v; até que todos os possiveis caminhos simples maximais a partir de vg
possam ser explorados.

5.4.2 O Algoritmo e um Exemplo

Nesta secgio, discutimos o algoritmo para determinar uma busca paralela irrestrita
em um digrafo, em detalhe, juntamente com um exemplo. Utilizaremos a mesma
estrutura de dados que a usada na busca paralela irrestrita em digrafos aciclicos
adicionada do vetor B, com n elementos. O vetor B armazenara o numero de vezes
que cada vértice v aparece no caminho.

Agora descreveremos o algoritmo. A entrada é o digrafo G = (V, E)
da Figura 5.2. Consideramos a lista de arestas E ordenada, tal que duas arestas
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1 3 QL 7

Figura 5.2: Grafo G = (V, F)

(2,5) e (k, 1), (4,5) < (k, 1) se (1 < k) ou ((z = k)e(j < [)). A lista de arestas F é
armazenada em EDGE. Para nosso exemplo, o vetor EDGE é

(1,2)(2,3)(2,5) (3.4)(3,5)(3,8) (4,2)(5,1) (6,1)(7,9)(8,6)(8,7)(9,5)(9,8)

Passo 1

Nesse passo, efetuamos as mesmas operagdes que no passo 1 do al-
goritmo para digrafos aciclicos, adicionada da inicializagio do vetor B. O vetor B
contém n elementos, cada B[v;] indica o niimero de vezes que o vértice v; aparece
no caminho C.

para todo v; € V em paralelo faga

O passo 1 pode ser executado em tempo paralelo O(logn) com m
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 2

O passo 2, tem as mesmas operagdes do passo 2 do algoritmo para,
digrafos aciclicos.
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Para nosso exemplo, os vetores BEDGE e SUC sao

(1,2)(2,3)(2,5)(3,4)(3,5)(3,8)(4,2)(5,1)(6,7)(7,9)(8,6)(8,7) (9,5)(9,8)
(2,3)(3,4)(5,1)(4,2)(5,1)(8,6)(2,3)(1,2)(7,9)(9,5)(6,7)(7,9)(5,1)(8,6)

O passo 2 pode ser executado em tempo paralelo O(1) com m pro-

cessadores em uma CREW PRAM.
Passo 3

Neste passo, determinamos um caminho simples C' no kl-caminho,
onde k =, e | = suc|r]. O caminho que obtemos aplicando duplicagdo recursiva no
kl-caminho ndo é necessariamente simples, pois o digrafo pode ter ciclos. Portanto,
necessitamos verificar quando um ciclo é encontrado no kl-caminho que esta sendo
explorado. Para efetuar isso utilizamos o vetor B.

itera «— 0

e — (r,ADJ[r][K][r]])
INFOle] « (itera,1)
Blr] « Blr]+1

No algoritmo para digrafos aciclicos, efetuamos a selecdo das arestas
em [logn| iteragdes. No caso de digrafos gerais, necessitamos verificar também se
a selecao de arestas a cada iteracdo nao acarretou nenhum ciclo. Isto pode ser feito
com a marcagao dos vértices que sao visitados a cada iteracao.

enquanto Bfy;] < 2,v; € V faga
tlera «— stera + 1
para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faca
para INFOle] = (s,t) faga
se INFOle] # (x,%) et > m entdo
se INFO[SUCle] = (*,*) entao
INFO[SUCe]] + (itera, 271 +¢)
se s = itera entao
B['U,'] e B[Uz] + 1
para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
SUCle] « SUC[BEDGE[POS]|e]]|
POS[e] « POS[BEDGE[POS|e]]]
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Na computacao de cada um dos B[v;], pode ocorrer que o vértice v;
seja visitado por mais de uma aresta em uma mesma iteragio. Como nao estamos
trabalhando com escrita concorrente, essa operacio pode ser efetuada em tempo
paralelo O(logn) com n processadores em uma CREW PRAM.

Temos que caso G tenha ciclos, um ciclo é determinado em G em
pelo menos [logn] iteracdes. Portanto, o nimero de iteragdes é no méximo [logn].
Em fungio de necessitarmos tempo paralelo O(logn) para computar o vetor B, a
computagio de um caminho no digrafo G' é de tempo paralelo O(log®n) com m

processadores em uma CREW PRAM.

Para nosso exemplo, os vetores BEDGE, INFO e B sao

(1,2)(2,3)(2,5)(3,4)(3,5)(3,8)(4,2)(5,1)(6,7)(7,9)(8,6)(8,7)(9,5)(9,8)
(0,1)(1,2)(*,*)(2,3)(* ) (* )24 ) ) 5% 4,5 (4, 5) (%) (%,%)
1,2,1,1,0,0,0,0,0

Caso ocorra um ciclo, (existe pelo menos um v; tal que Blv;] > 2),
necessitamos retirar as arestas do caminho C' no kl-caminho que ocorrem apds a
determinacio do ciclo. Podemos fazer isso da seguinte maneira

para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
para INFOle] = (s,t) faga
se s = itera e Blv;] > 1 entao
s «—lera+1
min — minj<i<m {INFO[e] = (s,1),s = ttera + 1}
para todo e € BEDGE em paralelo faga
para INFOle] = (s,t) faga
se ¢ > men entao

INFO[e] = (x, %)

O minimo de um conjunto pode ser computado com a utilizagio de
uma arvore binaria em tempo paralelo O(log n) com n processadores em uma CREW

PRAM.

Vamos agora armazenar os vértices do caminho simples que foi en-
contrado no caminho C'. Utilizamos para isso o vetor C'1. Armazenamos também as
informagoes referentes as arestas que foram percorridas na determinacao do caminho

C no vetor AC.
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para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
para INFO[e] = (s,t) faga
se INFOle] # (x,%) e t > m entao
Cl[t] — U;
AC[t] +— AEDGE]e]

O passo 3 pode ser executado em tempo paralelo O(log? n) com m
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 4

Neste passo, vamos computar um caminho simples maximal. No
caso dos digrafos aciclicos, todo caminho simples C1 adicionado a CM dava um
novo caminho simples maximal. Pelo fato de podermos ter encontrado um ciclo, o
caminho simples obtido na adicio de C1 a CM pode nao ser um caminho simples
maximal. Uma vez determinado se C1UCM é um caminho maximal, a abordagem
para a obtencio de um novo caminho simples maximal ou para estender o caminho
simples existente em CM U C1 a um caminho simples maximal, é idéntica.

Vamos agora adicionar o caminho contido no vetor C'l ao caminho
contido no vetor CM. O vetor C M armazenara o caminho simples a partir da raiz
inicial da busca.

para todo m < ¢ < n em paralelo faca
CM[t] — C1[t]
ACMIt] — ACt

Vamos agora verificar a existéncia de alguma adjacéncia que ainda
nao tenha sido explorada no caminho simples obtido no passo anterior. Além disso,
vamos verificar se o caminho contido em C'M é maximal.

para todo 7,1 <z < n em paralelo faga
para ACM[i] = (s,t) faca
D] «—s—1
max «— maxi<i<nit, D[E] # 0}

Caso maz # 0, podemos obter um novo caminho, diferente do arma-
zenado em C M. O novo caminho serd formado da raiz inicial da busca até o vértice
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v; = CM|[maz], unido ao novo caminho a ser obtido a partir da exploracao da nova
adjacéncia de v;.

Vamos agora verificar se o caminho contido em CM é maximal. Isso
pode ser facilmente verificado através da posi¢do que o vértice v; ocupa em CM.
Caso v; seja o ultimo vértice de C' M, temos que o caminho simples contido em CM
nao é maximal.

O passo 4 pode ser executado em tempo paralelo O(logn) com m

processadores em uma CREW PRAM.
Passo 5

Se maz # 0, temos que alterar os sucessores dos vértices v & {CM[1],
CM][2]---,CM|maz — 1]} para determinar um novo caminho simples a partir do
vértice v; = C M[maz]. Além disso, temos que atualizar o vetor C M, que juntamente
com o vetor C1 a ser determinado formardo um novo caminho.

m — max
para ACM[m] = (s,t) faga
K[CM[m]] «t+1
para todo v; ¢ {CM[1],---,CM[m]} em paralelo faga
Kv;] + 0
para todo ¢z, m < : < n em paralelo faga
ACMI] < (+,)
CM[i] «0

Vamos também desmarcar as arestas que nao fazem parte do caminho

simples CM = {CM]1},---,CM[|m]} e reinicializar os vetores C1 e AC.

para todo ¢ = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
para INFOle] = (s,t) faca
se t > m entao
INFOle] « (*,%)
para todo ¢,1 < : < n em paralelo faca
Cllf] <0
ACT] — (%, %)

O passo 5 pode ser executado em tempo paralelo O(1) com m pro-
cessadores em uma CREW PRAM.
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Passo 6

Usando as arestas desmarcadas de BEDGE, definimos uma nova
raiz r = vy e aplicamos os passos 2, 3, 4 e 5 até que todos os possiveis caminhos
maximais em G com raiz v = CM|[1] sejam determinados.

Cada caminho simples maximal C' pode ser computado em tempo pa-
ralelo O(Blogn) com m processadores em uma CREW PRAM, onde 5 é o ntumero de
ciclos que podem ocorrer na determinacio de um caminho simples maximal. Como
observamos anteriormente, o nimero de caminhos simples maximais em um digrafo
a partir de uma raiz r pode ser exponencial. A complexidade total do algoritmo é de
tempo paralelo O(aflogn) com m processadores em uma CREW PRAM, onde « é
o nimero de caminhos no digrafo aciclico a partir da raiz até um vértice sumidouro,
e 8 é o nimero maximo de ciclos que pode ocorrer na determinacgao de um caminho
maximal.

5.5 Correcao e Analise

Lema 5.5.1 Seja G = (V,E) um digrafo fracamente conezo. Seja v € V e um
kl-caminho em G tal que k = v el = suc[v]. Enldo o kl-caminho é: (¢) um caminho
stmples; (i1) um ciclo; ou (13) um caminho unido a um ciclo.

Demonstracao: Seja C = {vy,--,v;} um caminho simples no kl-caminho, k = v;
e | = vy. Vamos estender o caminho C' até o sucessor w de v;. Caso w € C,
obtemos um ciclo e pelo fato de que os sucessores séo fixos, suc[w] € C,w = sucfv;].
Se w # vy, temos que o kl-caminho é um caminho simples unido de um ciclo. Se
pudermos estender C' e ndo obtivermos um ciclo, como o nimero de vértices é finito,
existirda um sumidouro no kl-caminho. Nesse caso obtemos um caminho simples.O

Lema 5.5.2 Seja G = (V,E) um digrafo aciclico fracamente conexo. Cada kl-
caminho é um caminho simples maximal.

Demonstragao: Pelo fato de que o digrafo é aciclico, o caminho determinado é
simples. Seja v, o Gltimo vértice do caminho determinado no £l-caminho. Temos que
v;, é um sumidouro, pois caso contrario existiria um elemento na lista de adjacéncia
de vy, € essa nova aresta faria parte do caminho.O

Lema 5.5.3 Seja G = (V, E) um grafo ndo orientado conezo, aplicado ao algoritmo
de busca irrestrita. Seja v € V incluido ¢ vezes no vetor C durante o processo.
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Denote por C; a configuracio de C que antecede C|j] = v, apds a inclusdo de v em
C pela 1-€ésima vez. Entdo necessariamente:

(2) A configuragio de C, quando v for excluido pela i-ésima vez de
C, ¢ também igual a C;.

(i) i # j = Cs # ;.

Demonstragao: O vetor C simula uma pilha no algoritmo de busca irrestrita. Um
vértice v 56 é inclu”ido em C se estiver desmarcado. Logo a configuracdo de C' quando
v for excluido pela i-ésima vez é igual a C;. Um vértice v sé serd reexplorado, caso
exista um caminho de um vértice u que antecede v em C, e os vértices do caminho
ndo pertencem a C. Logo, temos que se ¢ # j entdo C; # C;.0

O lema acima garante que o algoritmo termina, pois se um vértice
v for inserido em C mais de uma vez, entao necessariamente a configuracdo em C,
abaixo de v, é diferente em cada caso. Como existe um nimero finito de modos de se
arranjar essas configuragoes, o algoritmo necessariamente chega ao final. Ressalte-se
que esta propriedade depende fortemente do fato de que qualquer vértice nao pode
ser reexplorado, enquanto estiver marcado. A reexploracio de um vértice marcado
pode causar ciclicidade.

Teorema 5.5.1 Seja G = (V, E) um grafo conexo. Todo caminho C enconirado

pelo algoritmo em G a partir do vértice raiz r em um kl-caminho com k = r €
mazimal.

Demonstragao: A exploragdo de um kl-caminho com k& = r termina quando um
ciclo é detectado. Os vértices do caminho simples encontrado no kl-caminho sao
armazenados em C. O algoritmo determina o vértice mais distante de r em C' que
possui alguma adjacéncia que possa ser explorada.

Caso o vértice com alguma adjacéncia que possa ser explorada for o
dltimo vértice de C, o algoritmo altera as adjacéncias dos vértices que ndo pertencem
a C e o algoritmo estende o caminho C até que um novo ciclo seja detectado.

Caso o vértice com alguma adjacéncia que possa ser explorada seja

diferente do 1ltimo vértice em C, entao C é um caminho maximal.O

Teorema 5.5.2 Seja G = (V, E) um grafo conezo. Todo caminho mazimal de G a
partir do vértice raiz r serd determinado pelo algoritmo pelo menos uma vez.
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Demonstragao: Uma vez obtido um caminho maximal C, a partir de r, o algoritmo
determina o vértice v; em C mais distante de r. Todos os vértices apds v; em C
sdo retirados de C' e todas as adjacéncias dos vértices que ndo pertencem a C' sao
reinicializadas. A adjacéncia do vértice v; é aumentada em 1, e o grafo é decomposto
em um novo conjunto de kl-caminhos, com k = r.

O caminho C' obtido no novo kl-caminho é diferente do anterior, pois
o vértice a ser incluido em C apods v; é diferente do vértice anteriormente em C.

Pelo fato de explorarmos todas as possiveis adjacéncias de cada ca-
minho C, temos que todos os caminhos simples maximais sdo computados. O

Teorema 5.5.3 Seja G = (V, E) um grafo conexo. Nenhum caminho mazimal a
partir do vértice raiz r serd encontrado mais de uma vez pelo algoritmo.

Demonstragao: Pelo lema anterior, temos que se um vértice v é incluido em um
caminho mais de uma vez, a configuracdo dos vértices que antecedem v sdo diferentes.
Logo o algoritmo nao computa um mesmo caminho mais de uma vez.0O



Capitulo 6

Cliques Maximais em Grafos
Circulo

6.1 Introducao

O problema do reconhecimento de grafos circulo de maneira eficiente ficou aberto
por varios anos e foi solucionado independente por [12,34,59]. Esses algoritmos
basicamente fazem o uso de uma decomposicio do grafo [28,27]. Os algoritmos
apresentados sdo seqiienciais (polinomiais). A existéncia de um algoritmo paralelo
para reconhecimento de grafos circulo estd em aberto. Um algoritmo paralelo para
a decomposigao utilizada no algoritmo seqiiencial é apresentada em [62]. Nesse
trabalho é sugerido que as idéias da paralelizagio da decomposigao sejam utilizadas
na tentativa de se obter um possivel algoritmo paralelo para reconhecimento de
grafos circulo. Os problemas de clique méximo ponderado e conjunto independente
maéximo ponderado em grafos circulo podem ser resolvidos em tempo polinomial
[38]. Contudo, os problemas de coloragio minima e cobertura por cliques em grafos
circulo sdo NP-completos [37].

Vamos descrever um algoritmo para geragao de todas as cliques ma-
ximais, de um grafo circulo em tempo paralelo de O(alog®n) com n® processadores
em uma CREW PRAM, onde n,m e a sdo o niimero de vértices, arestas e cliques
maximais do grafo, respectivamente. O algoritmo apresentado é baseado na versio
seqiiencial apresentado por Szwarcfiter e Barroso [79]. A versio seqiiencial é uma
aplicacdo de uma orientagdo especial de um grafo denominada localmente transitiva.
Essa orientagdo ¢ uma generalizagao de uma orientagdo transitiva de um grafo. Va-
mos também apresentar um algoritmo paralelo para computar o niimero de cliques
maximais oy, de tamanho &, o nimero total de cliques maximais « e a clique maxima
de um grafo circulo em tempo paralelo O(log? n) com n®, nM(n) e n® processadores,

72
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4 3
Figura 6.1: Grafo G = (V, E)

respectivamente, em uma CREW PRAM, onde M(n) é o niimero de processadores
necessarios para efetuar uma multiplicacao de duas matrizes n X n.

O ntmero de cliques maximais « de um grafo circulo pode ser ex-
ponencial [57]. Isso faz com que seja altamente ineficiente computar o através da
geracdo de todas as cliques maximais e contd-las, sendo importante o célculo do
nimero de cliques maximais independente de computa-las. Cabe salientar que o
problema de determinar o nimero de cliques maximais de um grafo qualquer é um
problema #P-completo [85].

As cliques maximais de um grafo qualquer podem serem computadas
através do algoritmo [29] em tempo paralelo O(alog® n) com a®n? processadores em

uma CREW PRAM, onde « é o nimero de cliques.

6.2 Notagao e Terminologia

Grafos Circulo sdo os grafos de intersegdo de uma familia de cordas em um circulo
C. A Figura 6.1 ilustra um exemplo. Ao invés de usarmos um circulo, podemos
usar um retangulo. Assumimos que na nossa defini¢do de grafo circulo duas cordas
nao possuem um ponto em comum em C. Uma seqiéncia circular S de G é a
seqiiéncia dos 2n pontos finais distintos das cordas em C' que obtemos ao percorrer
C' em uma direcao fixada, comegando de um ponto escolhido em C. Denotamos
por Sy(v) e Sy(v) respectivamente a primeira e a segunda instancias em S da corda
correspondente a v € V em C. Denotamos S;(v) < S;(w) quando S;(v) precede
Sj(w) em S. Temos que S1(v) < S3(v).

— — -
G denota uma. orientacéo aciclica de G. A,(G) e A;(G) séo respec-
tivamentes os subconjuntos dos vértices saindo e entrando em v. Para v,w € V, v
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Figura 6.2: Digrafo G = (V, E) localmente transitivo

é um ancestral de w em G se o digrafo contiver um caminho v — w. Neste caso, w é
um descendente de v. Denotamos por Dv(é) o conjunto dos descendentes de v. Se
we D (@) e v # w, entdo v é um ancestral préprio de w e w um descendente proprio
de v. G é denominado transitivo com relagdo a arestas quando (v, v),(w,2) € E
implica (v,z) € E. A redug¢do transitiva Gr é o subgrafo de @G formado exatamente
pelas arestas as quais nao sdo motivadas pela transitividade.

Seja @ = (V, E) um grafo ndo orientado, |V| > 1 e G uma orientagio
aciclica de G. Seja v,w € V e denotamos por Z(v,w) C V o subconjunto de vértices
os quais sdo simultaneamente decendentes de v e ancestrais de w em G. Uma aresta
(v,w) € E induz wma transitividade local quando G( (v,w)) é um digrafo transitivo.
Claramente, neste caso os vértices de qualquer caminho de v a w induzem uma clique
em (. Além disso, (v,w) induz uma transitividade local mazimal quando ndo existe
(v',w') € E diferente de (v, w) tal que v’ é simultaneamente um ancestral de v e w'
um descendente de w em G. A orientagao G & localmente transitiva quando cada
uma de suas arestas induz transitividade local. A Figura 6.2 mostra um exemplo de
uma orientacio localmente transitiva.

A aplicagio de orientagoes localmente transitivas para a enumeragao
de cliques maximais é baseada no seguinte teorema.

Teorema 6.2.1 Seja G = (V E) um grafo nio orientado, G ¢ uma orientagio
localmente transitiva de G e GR a redugdo transitiva de G. Entio existe uma cor-
respondéncia um a um entre as cligues mazimais de G e caminhos v — w em Gr,
para todas arestas mazimais (v,w) € E.

Demonstragao: [79)].
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6.3 Grafos Circulo

O Teorema 1 sugere um método para a enumeracao das cliques maximais de um
grafo GG, desde que uma orientacdo localmente transitiva seja dada. Descreveremos
abaixo como Szwarcfiter e Barroso [79] mostram que isso pode ser obtido de maneira,
bastante simples para grafos circulo.

Lema 6.3.1 Seja G = (V,E) um grafo circulo, S a seqiéncia circular de G e
vy, v € V satisfazendo Si(v;) < S1(vig), 1 < ¢ < k. Entdo {vq,---,v;} induz
uma clique em G se e somente se S1(vg) < Sa(vi) < -+ < Sa(vg).

Demonstragio: [79]

Seja G = (V, E) um grafo circulo e S a seqliéncia circular de G. Uma
Si-orientagcdo G de G é uma orientacio na qual toda aresta dirigida (v,w) € F
satisfaz S1(v) < S1(w).

Lema 6.3.2 Se (vi,vx) € uma aresta de uma Sy-orientagio G entio cada caminho
Vi, -,V tnduz uma clique em G.

Demonstragio: [79]
Teorema 6.3.1 S;-orientagées sio localmente transitivas.

Demonstragao: [79]

Logo, pelo fato de que as Sy —orientacdes G sio localmente transiti-
vas, podemos facilmente computar as clique maximais de G.

6.4 Algoritmo Seqiiencial

Apresentamos o algoritmo seqiliencial desenvolvido por Szwarcfiter e Barroso [79]
para determinagdo de todas cliques maximais de um grafo circulo. Além disso, o
algoritmo efetua a computacio do numero de cliques maximais.
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4 3 ) Y %3
Figura 6.3: (a) Grafo G e (b) Grafo Gy

6.4.1 Descricao Preliminar do Algoritmo

Algoritmo: Cliques Maximais

1. Construir uma S;-orientacio G de G = (V, E).
2. Construir a redugdo transitiva Gr.
3. Determinar todas as arestas maximais de G.

4. Para cada aresta maximal (v,w) € E, determinar todos os caminhos v —w em

Gr.

6.4.2 O Algoritmo

Vamos descrever de maneira sucinta como esses passos podem ser implementados
seqilencialmente.

A Si-orientagio G de um dado grafo circulo pode ser facilmente ob-
tida através de sua seqiiéncia circular. Em fungdo disso, o algoritmo assume que
seqiiéncia é dada como entrada do algoritmo. O tempo utilizado para computar
(i & menor que O(mn). O passo 3 pode ser implementado observando que se Gé
localmente transitivo, entdo (v, w) € F é uma aresta maximal se e somente se

AG) N Ay(G) = ASHE)N AZHE) = D

A condicao acima pode ser verificada facilmente e portanto obtemos
todas as arestas maximais em tempo O(nm). Para implementar o passo 4, para cada
v € V definimos W(v) como sendo o subconjunto de vértices w tal que (v, w) é uma
aresta maximal. Seja I o subgrafo de Gr induzido pelos vértices simultaneamente
descendentes de v e ancestrais de qualquer w € W(v). Temos que os caminhos v —w
a serem determinados em G R a partir de um determinado vértice v sdo exatamente
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os caminhos fonte-sumidouro em H. Cada um desses caminhos pode ser obtido em
tempo O(n), usando busca em profundidade irrestrita em H, a partir de uma fonte
v. Logo a complexidade total é O(n(m + «)).

O algoritmo Cliques Maximais e o digrafo H sio utilizados para com-
putar o numero de Cliques maximais.

Algoritmo: Nimero de Cliques Maximais

1. Aplicar os passos 1,2, e 3 do algoritmo Cliques Maximais.

2. Pra cada v € V, construir H como descrito acima e computar o nimero de
caminhos fonte sumidouro de H de acordo com a seguinte computacao. Para
cada vértice v € H atribua um rétulo L(u). Defina L(u) = 1 se u for um

sumidouro de H. Caso contrario,
L(u) = ¥ L(t) para t € A,(H)

L(v) é igual ao nimero de caminhos fonte sumidouro de H.

3. a= Y L(v).

Como foi observado anteriormente, o passo 1 pode ser implementado
em tempo O(nm). Para cada digrafo H, L(v) é obtido em tempo O(m), bastando
para isso calcular L(u) dos sumidouros para a fonte v. Logo a complexidade total é

O(nm).

A corregdo do algoritmo segue diretamente da correspondéncia um
—
a um entre as cliques maximais e os caminhos fonte sumidouro em H, para cada

vEeV.

6.5 Algoritmo para Determinacao das Cliques
Maximais em um Grafo Circulo

Nesta sec¢ao, descrevemos um algoritmo paralelo para geracdo de todas as cliques
maximais de um grafo circulo que é executado em tempo paralelo O{alog?n) com
n® processadores em uma CREW PRAM. Utilizamos o exemplo da figura 6.1 para
ilustrar os passos do algoritmo.

O algoritmo paralelo para geragio de todas as cliques maximais usa os
mesmos passos basicos descritos no algoritmo seqiiencial. O que difere do algoritmo
seqliencial sdo as implementacoes dos passos.
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6.5.1 Descricao Preliminar do Algoritmo

Algoritmo: Cliques Maximais

.
1. Construir a reducao transitiva Gg.

-
2. Determinar todas as arestas maximais de G.

3. Para cada aresta maximal (v, w) € F, determinar todos os caminhos v —w em

Gr.

6.5.2 O Algoritmo e um Exemplo

Vamos agora descrever como os passos do algoritmo podem ser paralelisados. A
entrada é a Sj-orientagdo G' de um grafo G = (V, E). Para o nosso exemplo da
figura 6.1 as arestas s@o

(1,2)(1,3)(1,4)(1,5)(1,6)(2,3)(2,4)(2,6)(4,6)(5, 6)

Passo 1

— —
Neste passo, determinamos a redugao transitiva Gg de GG. Para isso,
—
inicialmente determinamos as listas de adjacéncias A;'(G) para todos os vértices de
—

G.

Podemos facilmente obter as listas A;1(G) através da partigio da
lista de arestas em sublistas, uma para cada vértice v. Essa particdo em sublistas
pode ser efetuada em tempo paralelo O(logn) com m processadores em uma CREW

PRAM.

Utilizamos o vetor de vetores ADJ para armazenar as listas de ad-
jacéncias. ADJ[v;] contém a lista dos vértices v; que chegam a v;. Utilizando du-
plicacdo recursiva, retiramos de cada lista de adjacéncia ADJ[v;] todos os vértices
constantes nas listas de adjacéncias ADJ[v;], para todo v; € ADJ[v;]. Isso pode ser
efetuado da seguinte maneira

para todo v; € V em paralelo faga
ADJ[v)] — A7YG)
BADJ[’U,] — UvjEADJ[u,-]ADJ['Uj]
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repita [logn]| vezes
para todo v; € V em paralelo fa¢a
BADJ[vl] — BADJ[’UZ] U {UvjEBADJ[U,']BADJ[vj] }
para todo v; € V em paralelo faga
ADJ[v;] «— ADJ[v;] — BADJ[v;]

As listas de adjacéncias A;l.l(G? r) sdo dadas por ADJ{v;].

Cada lista de adjacéncias pode ter no méximo n vértices. A cada
passo fazemos a compressdo de cada lista de adjacéncias para retirar os vértices re-
petidos. Logo as operagdes acima podem ser executadas em tempo paralelo O(log? n)

com n® processadores em uma CREW PRAM.

-
Para o nosso exemplo Gy é

(1,2)(1,5)(2,3)(2,4)(4,6)(5,6)

O passo 1 pode ser executado em tempo paralelo O(log®n) com n®
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 2

~
Nesse passo, determinamos as arestas maximais de G. Para isso utili-
—
zamos o mesmo argumento usado no algoritmo seqiiencial, de que se G é localmente
transitivo entdo (v, w) € E é uma aresta maximal se e somente se

A (BN Ay(G) = A7Y(G) N AZYG) = 0

Como no passo anterior, caso as listas de adjacéncias de entrada
e saida de G ndo facam parte da entrada, elas podem ser facilmente computadas
através de G. Obselva,mos que, neste caso, temos que efetuar duas partigoes distintas
na lista de arestas de G.

-

2,3,4,5,61 ATY(G)

Il
I

{ )
3,46 ANO ={1)
0 As_l(G) = {1,2}
{6

{6

)

L

471(6) = {1,2}
A7(6) = {1)
4:1(0) = {1,2,4,5)

Eﬁﬁlﬁﬁﬁ

N N’ N N N
i

Il
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Com as listas de adjacéncias de entrada e saida de cada um dos
vértices calculamos as arestas maximais. As arestas maximais para o nosso exemplo
sao

(1,3)(1,6)

O passo 2 pode ser executado em tempo paralelo O(logn) com m
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 3

Neste passo, construimos para cada v € V os subconjuntos W (v)
formados pelos vértices w tal que (v,w) é uma aresta maximal. Isso pode ser
efetuado com a ordenacdo da lista de arestas maximais (v, w) determinadas no passo
anterior ¢ pela divisdo dessa lista em sublistas, uma para cada v. No nosso exemplo
temos

W(l) = {3,6} W(2)=
W(3) =0 W(4)
W(5) =0 W(6) =

0
)
0

Construimos agora o subgrafo H de Gr induzido pelos vértices si-
multaneamente descendentes de v ¢ ancestrais de qualquer w € W(v). Isso pode ser
efetuado através da determinacdo do fecho transitivo [50] GRr e a com a interseciio
dos vértices que saem de v com os que chegam em cada um dos w € W(v). Temos
que os caminhos v — w em Gr tomados a partir de um determinado vértice v sdo
exatamente os caminhos-fonte sumidouro em H. Esses caminhos podem ser obtidos
através do algoritmo paralelo para busca em profundidade irrestrita.

O grafo H pode ser construido em tempo paralelo O(log®n) com
M (n) processadores em uma CREW PRAM, onde M(n) é o nimero de processa-
dores necessarios para efetuar uma multiplica¢do de duas matrizes n X n em uma
CREW PRAM. Em [25] M(n) é O(n®3™), Para o nosso exemplo, o subgrafo H é

formado por

(1,2)(1,5)(2,3)(2,4)(4,6)(5,6)

Vamos agora efetuar uma busca irrestrita no digrafo H. Observamos
que o digrafo H é aciclico. Com a utilizacio do algoritmo paralelo para busca
irrestrita apresentado no capitulo anterior, determinamos os caminhos maximais de
H. Para o nosso exemplo, os caminhos maximais em H sao
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4 3
Figura 6.4: Grafo H

Cy = {1,2,3}
Cy = {1,2,4,6)
Cs = {1,5,6}

O passo 3 pode ser executado em tempo O(log?n) com M(n) pro-
cessadores em uma CREW PRAM.

.
Os caminhos fonte-sumidouro de H obtidos no passo anterior formam
as cliques maximais de G.

A complexidade total do algoritmo de determinacao das cliques ma-
ximais de um grafo circulo é de tempo paralelo O(alog®n) com n® processadores
em uma CREW PRAM, onde « é o nimero de cliques maximais.

6.6 Algoritmo para Determinagao do Niimero de
Cliques Maximais de um Grafo Circulo

Nesta se¢io, descrevemos um algoritmo paralelo para determinagdo do nimero de
cliques maximais «; de tamanho k e o ntmero total de cliques maximais « de
um grafo circulo que é executado em tempo paralelo O(alog®n) com n® e nM(n)
processadores em uma CREW PRAM, onde M(n) é o nimero de processadores
necessarios para efetuar uma multiplicacdo de duas matrizes n X n. Vamos também
determinar uma clique méxima em tempo paralelo O(log?n) com n® processadores
em uma CREW PRAM. Utilizamos o exemplo da figura 6.1 para ilustrar os passos
do algoritmo.

Para determinar o numero de cliques maximais em paralelo utiliza-
mos uma idéia diferente da proposta para o algoritmo seqiiencial. Isso é motivado
pelo fato de no algoritmo seqiiencial, inicialmente rotula-se os vértices sumidouro de
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H com 1. A seguir, quando todos os vértices adjacentes a um vértice v; estiverem
rotulados, rotula-se v; com a soma dos rétulos de seus vértices adjacentes. Esse
procedimento é efetuado até que todas os vértices fontes estejam rotulados. Essa
estratégia parece ser inerentemente seqiiencial.

6.6.1 Descrigao Preliminar do Algoritmo

Algoritmo: Niumero de Cliques Maximais

1. Aplicar os passos 1 e 2 do algoritmo Cliques Maximais.

2. Construir o subgrafo H de G induzido pelos vértices simultaneamente des-
cendentes de v e ancestrais de qualquer w € W (v), onde W (v) é o subconjunto
de vértices w tal que (v, w) é uma aresta maximal.

3. Computar A*, onde A é a matriz de adjacéncias do grafo H.

6.6.2 O Algoritmo e um Exemplo

Passo 1
Neste passo, executamos as mesmas operacoes do algoritmo anterior.
Passo 2
-
Neste passo, computamos apenas o grafo H
Passo 3

Neste passo, vamos calcular o nimero de cliques maximais de tama-
nho k& e o numero de cliques maximais de G.

Motivados pelo fato de que a multiplicacdo de matrizes booleanas
é um problema com solugio em NC, e considerando que a matriz A como sendo
a matriz de adjacéncia do digrafo H, temos que A? corresponde aos caminhos de
comprimento 2 existentes no digrafo. Logo basta examinarmos a linha da matriz
referente aos vértices fontes com as colunas referentes aos vértices sumidouro para
obter o nimero de cliques de tamanho 3 no grafo. De uma forma geral, temos que
AF fornece o ntimero de cliques de tamanho k + 1. Para o nosso exemplo temos
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010010T
001100
000000
A=109 00001
0000071
000000,
(00110 17
0000071
p_|000000
000000
000000
000000,

Logo, temos dois caminhos de comprimento 2 um entre os vértices 1
e 3 e outro entre os vértices 1 e 6.

A3

fi
coocooco
coocoocoo
coococoo
coocooo
coococoo
coocoo -

A matriz A3 indica a existéncia de um caminho de comprimento 3
entre os vértices 1 e 6.

A computagdo de cada uma das matrizes A*¥ pode ser efetuada em
tempo paralelo O(log n) com M (n) processadores em uma CREW PRAM [50]. Logo,
para computar o numero total de cliques maximais necessitamos efetuar cada uma
das AF em paralelo. Isso pode ser efetuado em tempo paralelo O(log® n) com nM (n)
processadores em uma CREW PRAM [50]. Para computar uma clique méxima,
basta verificar o valor de k na obtencdo de A*.

A complexidade total do algoritmo de determinac¢io do niimero de
cliques maximais de tamanho k e do nimero de cliques maximais de um grafo circulo
é de tempo paralelo O(log® n) utilizando n® e nM (n) processadores em uma CREW
PRAM respectivamente. A complexidade total para computar uma clique maxima
de um grafo circulo é de tempo paralelo O(log?n) com n® processadores em uma

CREW PRAM.
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6.7 Correcao e Analise

Lema 6.7.1 O grafo Gr obtido ao final do Passo 1 do algoritmo paralelo é a redugdo
transitiva de G.

Demonstragao: A cada iteragio i, computamos para cada vértice v o conjunto L,
formado pela uniao das listas de adjacéncias dos vértices que chegam a v. O conjunto
L, contém os vértices para os quais existe pelo menos um caminho de comprimento
> 2" av. A cada iteracio %, para cada vértice v, retiramos da lista de adjacéncias dos
vértices que chegam a v, os vértices pertencentes a L,. Como utilizamos duplicacdo
recursiva, apos [log n] iteragdes, todos os vértices que sdo ancestrais de v pertencem
a L,. Como retiramos de cada lista de adjacéncias dos vértices que chegam a v os
vértices pertencentes a L,, as listas de adjacéncias conterdo apenas os vértices v;,
para os quais ndo existe um caminho ligando u; a v diferente de (uj,v).0

Teorema 6.7.1 O algoritmo paralelo computa corretamente todas as cliques maxi-
mais de um grafo circulo em tempo paralelo O(alog®n) com n® processadores em
uma CREW PRAM, onde o € o niumero de cliques mazimats.

Demonstracgao: Pelo lema anterior, a redugdo transitiva é computada correta-
mente. Com a utilizagdo do algoritmo de busca em um digrafo aciclico, determina-
mos todos os caminhos maximais no digrafo H. Pelo fato de que a Sy—orientacao
G é localmente transitiva, o resultado segue-se. O

Teorema 6.7.2 O algoritmo paralelo computa corretamente o nimero de cliques
mazimais de tamanho k e o nimero de cliqgues mazimais de um grafo circulo em
tempo paralelo O(log®) com n® e nM(n) processadores em uma CREW PRAM,
respectivamente.

Teorema 6.7.3 O algoritmo paralelo computa corretamente a cligue mdzima de
um grafo circulo em tempo paralelo O(log?) com n® processadores em uma CREW

PRAM.



Capitulo 7

Algoritmos Seqiuienciais para
Determinacao de Ciclos em um
Digrafo

7.1 Introducgao

Existe uma classe de problemas na qual o objetivo é a enumeragdo de um conjunto
de objetos associados a um determinado grafo. Exemplos incluem a enumeracao
de ciclos elementares, enumeracao de arvores geradoras e a enumeracao das cliques
de um grafo. Para cada destes trés problemas, podemos construir grafos com |V|
vértices que possuem 2! ou mais objetos para serem enumerados. Desta forma, em
geral, algoritmos para resolver esses problemas possuem tempo de execugdo expo-
nencial com relagdo ao tamanho do grafo. Para tais problemas, um dado algoritmo
pode ser adicionalmente caracterizado pela introducio de um limite de tempo por
objeto obtido, e dois algoritmos podem ser comparados de acordo com seus limites
por objeto. Desta forma, é de grande utilidade o desenvolvimento de algoritmos para
a enumeragcao cujo tempo de execu¢do seja polinomial no numero de objetos gerados.
O problema da determinacao de todos os ciclos elementares de um digrafo cai nesta
categoria. Dentre o grande numero de algoritmos para determinagido de todos os
ciclos descritos por [84,83,66,48,81,71], os algoritmos propostos por [48,71,81}, apre-
sentam o melhor limite de tempo, um limite linear em relacao ao tamanho do grafo,
por ciclo. Esses algoritmos foram obtidos através da imposi¢io de restrigées adi-
cionais ao backtracking (com restrigdes) executado no algoritmo proposto por [83].
O algoritmo proposto por Szwarcfiter e Lauer [81] utiliza uma abordagem diferente
do algoritmo de Jonhson [48] e o algoritmo de Read e Tarjan [71] utiliza busca em
profundidade no digrafo. Vamos agora descrever alguns dos principais algoritmos

85
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4

Figura 7.1: Grafo G = (V, E)

seqilenciais para enumerar todos os ciclos elementares de um dado digrafo.

7.2 Notacao e Terminologia

Um digrafo G € fortemente conexo quando para todo par de vértices u,v € V existir
um caminho em G de u para v e também de v para u.

7.3 Ciclos Elementares em Digrafos

Vamos descrever os principais algoritmos seqiienciais para a geragdo de todos os ci-
clos elementares de um digrafo. O algoritmo de Tiernan [84] essencialmente utiliza
um procedimento de backtraking irrestrito o qual explora todos os caminhos elemen-
tares do digrafo e verifica se eles possuem ciclos. Se os vértices do digrafo sdo nume-
rados de 1 a |V, o algoritmo ird gerar todos caminhos elementares p = {vy,---,v;}
com vy < v; para 2 < ¢ < k, iniciado em algum vértice vy, escolhendo uma aresta
para algum vértice vy, vy > vy, € continuando dessa maneira. Quando nenhum
novo vértice pode ser visitado, o procedimento efetua uma operacio de retrocesso
e escolhe um caminho diferente para percorrer. Se v; é adjacente a v, o algoritmo
tem como saida um ciclo elementar (vy,- -, vg,v;). O algoritmo enumera cada ciclo
elementar exatamente uma vez, visto que cada ciclo contém o menor vértice v; uma
unica vez e desta forma corresponde a um tnico caminho elementar com vértice
inicial v;. Contudo, o pior caso do algoritmo tem tempo exponencial no tamanho
de sua saida; o algoritmo pode explorar muito mais caminhos elementares que o
necessario. O exemplo da Figura 7.1 contém 3n + 1 vértices, 5n arestas e 2n ciclos
elementares. Entretanto, G' contém 2™ caminhos elementares do vértice 1 ao vértice
3n + 1, os quais sdo gerados pelo algoritmo de Tiernan.

A abordagem utilizada por Tiernan [84] foi utilizada anteriormente
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por [9,32,73] que apresentaram versdes ndo deterministicas para esse algoritmo.
Weinblatt [88] também apresenta um algorimo para determinagio dos ciclos ele-
mentares de um digrafo, e melhora o tempo de execucao do algoritmo proposto por
[84], pois o algoritmo armazena os ciclos que foram encontrados e constréi os novos a
partir destes. Tarjan [83] d& exemplos ilustrando o fato de que os algoritmos [84,88]
podem levar tempo exponencial no nimero de ciclos enumerados.

O algoritmo proposto por Tarjan [83] é baseado no método de busca
em profundidade de Tiernan [84]. O algoritmo utiliza um procedimento de ba-
cktraking, com a restricio de que somente caminhos viaveis serdo explorados. O
algoritmo assume que os vértices do digrafo sio numerados de 1 a |V|, e que o
digrafo é representado pelas suas listas de adjacéncias, uma para cada vértice. A
lista de adjacéncia do vértice v, A[v], contém todos os vértices w tal que (v,w) é
uma aresta do digrafo. O algoritmo faz uso de duas pilhas, a pilha point e a pilha
mark, além de um vetor booleano denominado vetor mark. A pilha point é usada
para armazenar o caminho p que esta sendo examinado; o caminho elementar tem
vértice inicial s. A pilha mark é utilizada como um conjunto de ponteiros para o
vetor mark.

Para cada vértice s, o algoritmo gera caminhos elementares que
comecgam em 8 e ndo contém nenhum vértice menor que s. Uma vez que um vértice
tenha sido utilizado em um caminho, este vértice somente pode ser utilizado para
um novo caminho quando tiver sido retirado da pilha e quando estiver desmarcado.
Se nenhum ciclo foi determinado envolvendo um vértice, ele sera retirado da pilha
point, mas continuara marcado. Um vértice é desmarcado quando puder pertencer a
um ciclo elementar que ¢é a extensdo do caminho elementar que esta sendo explorado.
Quando o ultimo vértice de um caminho elementar é adjacente ao vértice inicial s,
o caminho elementar corresponde a um ciclo elementar que é enumerado. Quando
um novo ciclo é determinado, todos os vértices da pilha point serdo desmarcados
quando retirados da pilha.

O procedimento de marcagio ¢€ a idéia bdsica de evitar buscas desne-
cessarias as quais podem ocorrer na utilizagao do algoritmo de Tiernan [84], pois um
vértice sé pode ser incluido na pilha point se estiver desmarcado. Contudo existem
dois pontos onde o algoritmo proposto por Tarjan [83] continua a efetuar buscas
desnecessarias. O primeiro é quando um vértice v vai ser desmarcado porque um
ciclo envolvendo v foi encontrado, todos os vértices que estao acima de v na pilha
mark serdo desmarcados, mesmo se alguns deles ndo s&o relacionados com o ciclo. O
segundo € o fato de que Tarjan segue a abordagem de Tiernan de s6 procurar ciclos
elementares v;,---,v; com v; < v;, 1 < ¢ < k, onde v; é o vértice na base da pilha,
denominado vértice inicial. O algoritmo proposto por [83] tem tempo de execugao

O(nm(C + 1)).

Read e Tarjan [71] apresentam um algoritmo de tempo de execugio
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O(n + m(C + 1)). Este algorimo utiliza busca em profundidade no digrafo.

O algoritmo proposto por Johnson [48] também utiliza a abordagem
de construir caminhos elementares a partir do vértice inicial da pilha. Para cada
componente fortemente conexo, o menor vértice do componente torna-se o vértice
inicial. Para cada vértice inicial s, um procedimento recursivo de backtracking é
chamado e sua computagio é semelhante ao do algoritmo de Tarjan com exce¢do do
sistema de marcagdo, que é consideravelmente ampliado.

Um vértice v é marcado cada vez que é incluido na pilha. Ao sair da
pilha, se um ciclo elementar foi determinado envolvendo v e o vértice inicial s, entao
v € desmarcado. Caso contrario, o vértice permanece marcado até que outro vértice
u seja retirado da pilha e tal que um ciclo elementar envolvendo u e s foi encontrado
e existe um caminho de v a u consistindo de vértices que estio marcados e ndo estao
na pilha. Johnson implementa esta abordagem eficientemente usando um conjunto
de listas B, uma lista B[v] para cada vértice v. Em um dado momento, B[v] contém
os vértices u tais que (u,v) € E e u estd marcado e nao estd na pilha. A desmarcagio
de um vértice ¢é efetuada pelo procedimento UNBLOC K (u), se u € B[v]. O tempo
de execugdo do algoritmo de Johnson é O(n + m(C + 1)).

O algoritmo de Szwarcfiter e Lauer sera descrito, em detalhe, na
secgao 7.5.

7.4 Algoritmo de Tiernan

Nesta segdo, apresentamos o algoritmo seqiiencial desenvolvido por Tiernan [84]
para determinac¢do de todos os ciclos elementares em um digrafo. O algoritmo
ignora os ciclos encontrados durante uma iteragdo cujo vértice final seja diferente do
vértice inicial do caminho que estd sendo construido. Uma vez determinados todos
os possiveis ciclos a partir do vértice inicial, o sucessor desse vértice em alguma
ordem inicialmente fixada é definido como novo vértice inicial. O algoritmo nfo é
eficiente, uma vez que néo gera todos os ciclos elementares do digrafo em um tempo
polinomial por ciclo.

7.4.1 Descricao preliminar do algoritmo

Algoritmo: Ciclos Elementares

1. Iniciar a constru¢ao do caminho P a partir do vértice inicial 1.
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Estender o caminho P e verificar a existéncia de ciclo elementar.
Verificar se todos os ciclos contendo o vértice inicial foram obtidos.

Alterar o vértice inicial.

ool W N

Aplicar os passos 2, 3 e 4 até que todos os vértices sejam percorridos e todos
os ciclos elementares forem determinados.

7.4.2 O Algoritmo

Nesta se¢do, discutimos o algoritmo seqiiencial para determinar todos os ciclos ele-
mentares de um digrafo proposto por Tiernan [84] em detalhe juntamente com um
exemplo. O algoritmo necessita que os vértices de GG sejam rotulados, em alguma
ordem, por inteiros 1,---,n. O algoritmo utiliza o vetor ADJ contendo as listas de
adjacéncias de G, o vetor H que auxilia na verificagao de que todos os caminhos a
partir do vértice inicial foram explorados e o vetor P que armazena os vértices do
caminho elementar que esta sendo construido. O primeiro caminho inicia no vértice

1.

Agora descreveremos o algoritmo. A entrada é o digrafo G = (V, E).
A lista de adjacéncias rotuladas com inteiros de 1,---,n é armazenada em ADJ.

Passo 1

Neste passo, inicializamos os vetores ADJ, H e P, iniciando a de-
terminacdo dos ciclos a partir do vértice 1. Primeiramente determinamos o grau de
cada uma das listas de adjacéncias ADJ. O primeiro elemento de cada listas serd
considerado como sendo de indice zero (0), e o nimero de elementos de cada uma
dessas listas serd armazenado em grau[v;]. Acrescentamos para cada uma das listas
o vértice 0 que informa que toda a lista j4 foi percorrida.

k<1
paraz,1 <: < n faga
para 7,0 < j < graufv;] — 1 faga
ADJ[i][j] < j — éstmo elemento da sublista v;
HE) < 0
ADJ[i][grau(v;)] < 0
Hi][grau(v;)] < 0
parai,1 <1 <n faga
P[] <0
Pll] «1
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Passo 2

Neste passo, estendemos o caminho P, em uma aresta a cada iteragio.
A extensao deve obedecer a trés critérios. O vértice a ser visitado nao pode pertencer
a P, além disso deve ser maior que o vértice inicial e ndo pode ser fechado com relagio
ao ultimo vértice visitado.

A primeira condigio assegura que um caminho elementar esta sendo
construido, a segunda garante que cada circuito ira ser considerado apenas uma vez
e a terceira impede de que um caminho elementar seja considerado mais de uma
vez.

Quando o caminho P n&o puder ser mais estendido, verificamos se
existe um ciclo em P.

Primeiramente, descrevemos como podemos estender o caminho P.

para j,0 < j < grau(P[k]) — 1 faga
se ADJ[P[k]][s] > P[1] entao
visita «— verdadeiro
caminho «— verdadeiro
para:,1 <: < n faga
se ADJ[P[k]][j] # P[¢] entédo
visita «— visitaA verdadeiro
para t,0 <t < grau(P[k]) — 1 faga
se ADJ[P[k]|[7] # H[P[k]][t] entao
caminho «+ caminhoA verdadeiro
senao
visita « falso
caminho « falso
se visita e caminho entao
k+—k+1
Plk] « ADJ[P[k — 1]][s]

Aplicamos o procedimento acima até que o caminho ndo possa ser
mais estendido. Agora vamos verificar a existéncia de um ciclo em P. Podemos
descrever isso da seguinte maneira

para 7,0 < j < grau(P[k] — 1) faga
se P[1] # ADJ[P[k]|[j] entao

nao existe aresta ligando P[1] a j
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senao
P[1] contem um circuito elementar

Passo 3

Neste passo, verificamos se todos os ciclos contendo o vértice inicial
foram determinamos.

se k = 1 entao

todos os ciclos elementares contendo P[1] foram determinados
senao

para t,0 <t < grau(P[k] — 1) faga

H[P[E]][{] « O

m «— minogtggmu(P[k])~1{t, H[P[k — 1]][t] = 0}

H[P[k — 1]][m] « P[k]

Plk] <0

k—Fk—1

Caso todos os ciclos elementares nao tenham sido determinados, apli-
camos 0s passos 2 e 3 novamente.

Passo 4

Neste passo, alteramos o vértice inicial, e verificamos a existéncia de
ciclos elementares a partir desse novo vértice inicial.

se P[i] = n entao

todos os ciclos elementares de GG foram determinados
senao

P[l] « P[1]+1

k1

H«0

Passo 5

Aplicamos os passos 2,3 e 4 até que todos os possiveis ciclos elemen-
tares de GG sejam determinados.



92

7.5 Algoritmo de Szwarcfiter e Lauer

Nesta secio apresentamos o algoritmo seqliencial desenvolvido por Szwarcfiter e
Lauer [81] para determinagao de todos os ciclos elementares em um digrafo. O algo-
ritmo de Szwarcfiter e Lauer também faz uso de um procedimento de backtracking,
mas utiliza um sistema mais eficiente para determinar ciclos elementares. Essa de-
terminagdo ocorre t&o logo o ciclo elementar é gerado, qualquer que seja a parte do
caminho elementar que estd sendo explorado. Para que o algoritmo fique eficiente
uma estratégia de marcacio de vértices evita regides do digrafo onde a busca ndo de-
terminou novos ciclos. O algoritmo apresentado tem complexidade O(n+m(C +1)),
onde n, m e C sdo o ntimero de vértices, arestas e ciclos elementares do digrafo res-
pectivamente.

7.5.1 Descricao Preliminar do Algoritmo

Algoritmo: Ciclos Elementares

1. Determinar os componentes fortemente conexos do digrafo G. Para cada um
dos componentes, determinar o vértice de maior grau de saida v;. Iniciar a
construcao do caminho P a partir do vértice inicial v;.

9. Estender o caminho P e verificar a existéncia de um novo ciclo elementar.

3. Efetuar um backtraking até o vértice mais distante do caminho P que possua
alguma adjacéncia que ainda néo tenha sido explorada.

4. Aplicar os passos 2 e 3 até que todos os ciclos elementares de cada componente
conexo forem determinados.

7.5.2 O Algoritmo

O digrafo é representado por um conjunto de listas de adjacéncias com uma lista
Alv] para cada vértice v. Uma computagio inicial é efetuada para determinar os
componentes fortemente conexo do digrafo. Para cada componente fortemente co-
nexo um vértice inicial é escolhido. Esse vértice é o que tem o maior grau de entrada
do componente. O algoritmo assegura que quando o vértice inicial é retirado da pi-
Iha todos os ciclos elementares deste componente terdao sido determinados. Logo
apenas um vértice inicial por componente € utilizado. O algoritmo também pode
ser executado para um vértice arbitrario ou independentemente da computacgao dos
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componentes conexos, para isso, bastam que sejam efetuadas pequenas alteragoes
no algoritmo. O algoritmo modificado possui a mesma complexidade.

A idéia basica do algoritmo é semelhante aos algoritmos anterior-
mente descritos, ou seja a cada passo tenta-se estender o caminho elementar que
esta sendo explorado. Consideremos o caso onde o contetido da pilha é vivg - -+ vg_q
e a aresta (vg—_1,v;) € percorrida:

(i) Se vx ndo estd marcado entdo necessariamente vx ndo estd na
pilha, o caminho elementar sera estendido até v, e uma aresta saindo de v serd
explorada.

(ii) Se vy estd marcado e nido estd na pilha entdo, necessariamente,
ndo pode existir nenhum novo ciclo elementar a partir do caminho v;,vy,---,v; €
portando v ndo sera explorado neste passo. O vértice vgy_q é incluido na lista Blv]
e vy € retirado de Afvg_q].

(iil) Se vy, estd marcado e pertence & pilha entdo um ciclo elementar
foi encontrado, e este ciclo é armazenado pelo menos uma vez.

Para considerarmos a determinagdo de um ciclo quando vy # vy,
necessitamos determinar quando encontramos um ciclo anteriormente computado.
Para isto, basta observar que um ciclo é um nowvo ciclo quando pelo menos um de
seus vértices nunca foi retirado da pilha.

Nos casos em que v estd marcado, o caminho elementar nao é es-
tendido, e uma nova aresta a partir de vy_; serd explorada. Se um determinado
caminho elementar nao pode mais ser estendido, o algoritmo retrocede para um
vértice a partir do qual o caminho possa ser estendido. Quando o vértice inicial
é retirado da pilha, um novo componente fortemente conexo é explorado. Isso é
efetuado até que todos os componentes fortemente conexos sejam computados.

O caminho que esta sendo explorado é mantido em uma pilha (pilha
point no algoritmo de Tarjan [83]). Da mesma forma que no algoritmo de Tarjan
[83], o vetor booleano é utilizado, mas nio é utilizada a pilha mark. Ao invés dessa
pilha, o algoritmo utiliza uma versao levemente modificada do sistema de marcagao
do algoritmo de Johnson [48], usando uma lista B[v] para cada vértice v. Um vértice
u € inserido na lista B(v] se (u,v) € E e a exploragio da aresta (u,v) ndo ocasionou
um novo ciclo elementar. Em adi¢do a estas estruturas, o algoritmo utiliza um vetor
position e um vetor booleano reach. Se um vértice v é o j-ésimo vértice a partir do
vértice da base da pilha, entdo POSITION|[v] = j; quando v é retirado da pilha
entdo POSITION|[v] = n+ 1. Se um vértice v ainda nao foi retirado da pilha pela
primeira vez, entdo REAC H[v] =falso, caso contrdrio REAC H[v] = verdadeiro.
Um vértice v é marcado quando ¢ inserido na pilha, e esse vértice é considerado
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marcado pelo menos enquanto pertencer a pilha. Ao ser retirado da pilha, v é
desmarcado somente se um novo ciclo elementar contendo v foi encontrado, mas
que o vértice na base da pilha nao pertence necessariamente a esse caminho. Se v
é retirado da pilha e estiver marcado, v sé serd desmarcado quando um vértice 2z
é retidado da pilha de tal maneira que um novo ciclo elementar foi encontrado com
7y, e existe um caminho 2,21, -+, 21, (2 = v) tal que z;41 € Blz], k < <1,
naquele passo.

Algoritmo Determinacio dos ciclos elementares de um digrafo
inicio
procedimento CICLO(inteirov, ¢;logicalf);
inicio
procedimento NOCICLO(inteiroz,y);
inicio
inserir  em Bly];
retirar y de Alz]
fim NOCICLO,;
procedimento DESM ARQU E(inteiroz);
inicio
MARK|z] « falso;
para y € Blz] faga
inicio
inserir ¢ em Alyl;
se MARK[y] entao DESMARQUE
fim;
esvaziar B[z]
fim DESMARQUE;
logical g;
MARK|[v] «+ verdadeiro
[+ falso;
inserir v na pilha;
t «+ numero de vertices da pilha;
POSITION[v] « t;
se "REACH|v] entdo q « t;
para w € Afv| faga;
se "M ARK[w] entao
inicio
CICLO(w,q,9);
se g entdo [ « verdadeiro
sendo NOCICLO(v,w)
fim;
senao

se POSITION|w] < ¢ entao
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inicio
escrever o ciclo de w a v da pilha;
f « verdadeiro;
fim;
senao
NOCICLO(v,w);
retirar v da pilha;
se f entao DESMARQU E[v);
REAC H[v] « verdadeiro;
POSITION[] «n+1
fim CICLO
ler o digrafo D;
A « lista de adjacéncias dos componentes fortemente conexos de D;
para 1 < j < n faca
inicio
M ARK[j] « falso;
REACH][j] « falso;
fim
para cada componente fortemente conexo nao trivial faga
inicio
s « vertice com o maior grau de entrada do componente;
CICLO(s, dummy,dummy);
fim,;
fim;

7.6 Correcao e Analise

Nesta secio, vamos apresentar as demonstragoes referentes aos algoritmos apresen-
tados acima.

7.6.1 Algoritmo de Tiernan

Teorema 7.6.1 O algoritmo de Tiernan para determinagdo de todos os ciclos ele-
mentares de um digrafo termina.

Teorema 7.6.2 Todo ciclo elementar da forma {vy,---,vc}, v1 < Vg,v3, "+, Vg,
k < n serd determinado pelo algoritmo.

Corolério 7.6.1 Todo ciclo elementar serd determinado pelo algoritmo.



96

Teorema 7.6.3 Nenhum ciclo elementar € determinado mais de uma vez pelo al-
goritmo.

As demonstracées podem ser encontradas em [84].

7.6.2 Algoritmo de Szwarcfiter e Lauer

Seja D = (V, E) o digrafo de entrada sem componentes triviais.
Lema 7.6.1 Todo vértice enira na pilha pelo menos uma vez.

Lema 7.6.2 Se em um dado momento vy,---,vr estdo na pilha e um novo ciclo
elementar é encontrado com vy, entdo todos vértices vy, - - 1, sGo desmarcados quando
forem retirados da pilha.

Lema 7.6.3 Seja vy, -+, v, v1 um caminho elementar tal que os vértices vy, ---,vg
ou uma permutacdo ciclica desses vértices jd tenha aparecido nas k primeiras posigdes
do topo da pilha em algum tempo anterior, e pelo menos um desses vértices tenha
sido retirado da pilha anteriormente. Se vy,---,v; agora ocupam as k primeiras
posi¢coes do topo da pilha, entdo todos vértices vy, - -+, v foram anteriormente reti-
rados da pilha.

Lema 7.6.4 Sejam zy,---,2z; um caminho elementar e (z,v) uma aresta de D,
onde v € um vértice da pilha que nunca foi retirado anteriormente da pilha. Entdo
se os vértices zy,- -+, 2, ndo pertencem a pilha, z, estd desmarcado.

Lema 7.6.5 Seja vq,-: -, v, v; uma permutagdo ciclica conveniente para um ciclo
elementar, tal que vy foi o primeiro vértice entre os vj,1 < j < k a ser incluido na
pilha. Entdo existe uma configurag¢io da pilha viv2---vj,1 < 7 < k que aparece nas
J primeiras posigdes do topo da pilha antes de vy ser retirado da pilha pela primeira
vez.

Lema 7.6.6 Se um vértice estd na pilha, esse vértice estd marcado.

Lema 7.6.7 Cada ciclo elementar de D ¢ listado pelo menos uma vez.
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Lema 7.6.8 Cada ciclo elementar de D é listado no mdzimo uma vez.

Teorema 7.6.4 O algoritmo proposto para determinagdo dos ciclos elementares de
D estd correto.

Lema 7.6.9 Se um vértice muda de marcado para desmarcado duas vezes, um novo
ciclo € enumerado.

Teorema 7.6.5 O algoritmo requer tempo O(n-+m(C +1)) e espago O(n+m) para
enumerar C ciclos elementares.

Coroldrio 7.6.2 Cada ciclo elementar é determinado em O(m) excelo o primeiro
ciclo que € determinado em O(n + m).

As demonstragoes podem ser encontradas em [77,80].



Capitulo 8

Algoritmos Paralelos para
Determinacao de Ciclos em um
Digrafo

8.1 Introducao

Como vimos no capitulo anterior, a enumeracao dos ciclos elementares de um digrafo
sdo efetuados basicamente com a utilizagdo de backtracking e para que a enumeracao
seja eficiente, necessitamos evitar determinados vértices.

Uma das abordagens no desenvolvimento de algoritmos paralelos para
determinagdo dos ciclos elementares em um digrafo, é a de simular algumas das
estruturas que sdo usadas nos algoritmos seqiienciais. Nos algoritmos seqiienciais, o
backtracking ¢é efetuado com a utilizagdo de uma pilha. A cada passo, os algoritmos
utilizam o vértice que esta no topo da pilha e procuram explorar as suas adjacéncias.
No caso de algoritmos paralelos, trabalhamos com um conjunto de vértices ao mesmo
tempo. Como numa pilha sé podemos acessar o vértice do topo, substituimos a pitha
por um vetor. Além disso utilizamos algumas estruturas de dados para auxiliar na
simulacao de passos dos algoritmos seqiienciais.

Vamos apresentar dois algoritmos paralelos, esses algoritmos sdo ba-
seados nos algoritmos de Tiernan [84] e Szwarcfiter e Lauer [81] e utilizam a abor-
dagem proposta por [81] de reportar os ciclos assim que forem determinados, nos
demais algoritmos os ciclos s6 sdo reportados a partir de um vértice inicial.

Os algoritmos determinam um ciclo elementar em tempo paralelo
O(log?n) com m processadores em uma CREW PRAM. Para a determinacéo dos
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demais ciclos elementares, os algoritmos utilizam tempo paralelo exponencial na
implementagdo da versdo de Tiernan [84] ¢ O(anlog®n) com n® processadores na,
implementacio da versdo de Szwarcfiter e Lauer [81] em uma CREW PRAM, onde
o € o numero de ciclos elementares do digrafo.

8.2 Notagao e Terminologia

Relembramos algumas defini¢gdes do capitulo 5.

Dado um digrafo G = (V, E), para cada cada vértice v € V, definimos
o sucessor de v (suc[v]) como sendo um elemento fixo da lista de adjacéncias de v.
Seja e = (u,v) € E, definimos o sucessor de e como sendo a aresta (v, sucv]). Um
kl-caminho é um caminho C em G com aresta inicial e = (k,!). Uma aresta e € E
pertence ao kl-caminho C se e é sucessor de alguma aresta do caminho C, e e & C.
Uma aresta (u,v) pode pertencer a mais de um kl-caminho.

Como demonstraremos posteriormente, se G é um digrafo fortemente
conexo, entao todo kl-caminho, | = suc[k] de G' contém um ciclo.

8.3 Algoritmo Paralelo de Tiernan

Nesta secao, apresentamos um algoritmo paralelo para determinacido de todos os
ciclos elementares em um digrafo. O algoritmo apresentado nesta segiao é baseado
no algoritmo seqiiencial proposto por Tiernan [84]. O algoritmo computa um ciclo
elementar de um digrafo G em tempo paralelo O(log?n) com m processadores em
uma CREW PRAM. Como no algoritmo de Tiernan [84], para determinar todos os
ciclos elementares do digrafo o algoritmo pode computar um nimero muito grande
de ciclos elementares que ja foram enumerados previamente. O exemplo da Figura
8.1 é utilizado para ilustrar as idéias.

Para desenvolver um algoritmo paralelo para determinacao dos ciclos
elementares em um digrafo, utilizando a abordagem proposta por Tiernan [84], temos
que alterar alguns passos. O passo referente a extensio do caminho verifica se o
vértice a ser adicionado ao caminho esta marcado. Além disso, o vértice sé é visitado
se o seu rétulo for maior que o vértice inicial do caminho. Seguindo essa idéia,
teriamos 4,1 <4 < n vértices iniciais, e o algoritmo seria aplicado em paralelo para
cada um desses vértices. Isso levaria a um ntimero muito grande de processadores.
Por outro lado, teriamos que verificar se um ciclo elementar ocorre com o vértice
inicial, e pode ocorrer que o ntiimero de ciclos elementares encontrados e que nio
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Figura 8.1: Grafo G = (V, E)

possuam o vértice inicial seja polinomial com rela¢do a entrada do algoritmo. Em
funcdo disso, utilizaremos a abordagem proposta por Szwarcfiter e Lauer [81] para
enumeracao dos ciclos elementares assim que os mesmos forem computados.

Uma das caracteristicas dos algoritmos paralelos é o da divisdo do
grafo em um conjunto de objetos. Cada um desses objetos é definido de tal forma
que possam ser aplicadas técnicas paralelas para visitar os vértices ou arestas de
cada um desses objetos. No nosso caso, utilizaremos o algoritmo paralelo de busca
irrestrita. Como vimos anteriormente, inicialmente definimos os sucessores de cada
um dos vértices e arestas do digrafo G. Essa defini¢do divide o digrafo em um
conjunto de kl-caminhos. Com a utilizacdo de duplicacao recursiva, visitamos as
arestas de um kl-caminho a partir de uma raiz r.

Como demonstraremos, todo caminho C' em um kl-caminho, k =r e
[ = SUC|r] termina em um ciclo elementar. Uma vez computado um ciclo elementar
C = {v1,**,Vk,Vkt1}, tal que vgyq éigual aum dos v; € C,1 < j < k—1, utilizamos
a mesma abordagem do algoritmo de paralelo de busca irrestrita, e determinamos
qual ¢ o vértice v; mais distante da raiz de busca no caminho C' = {v1,--, vt} que
possui alguma adjacéncia que ainda nao foi explorada. Alteramos os sucessores dos
vértices que nao pertencem ao caminho vy, -+ ,v;_;. Com a altera¢do dos sucessores,
determinamos um ciclo elementar C' no subgrafo formado {vy, - - - v;_1 } unido ao novo
kl—caminho. Esse procedimento é efetuado até que todos os ciclos elementares sejam
enumerados.
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8.3.1 Descricao Preliminar do Algoritmo

Algoritmo: Ciclos Elementares em um Digrafo

1. Definir uma raiz r = vy, contruir as listas de adjacéncias de GG e inicializar o
caminho simples CM.

2. Decompor o digrafo G em um conjunto de kl-caminhos.

3. Determinar um ciclo elementar C' no subgrafo formado pela unido de CM e o
kl-caminho, com k = r e [ = suc][r].

4. Verificar se o ciclo C é um novo ciclo.

5. Computar o maior caminho simples contido no subgrafo formado pela unizo
de CM com o kl-caminho considerado. Armazenar esse caminho em C'M.
Verificar a existéncia de algum vértice v; € CM que possua na sua lista de
adjacéncias um vértice que ainda néo tenha sido visitado.

6. Caso v; exista, CM = {vo,---,v;—1}. Alterar os sucessores dos vértices v; &
C'M, e desmarcar as arestas e € G que nao pertencem ao caminho C'M.

7. Aplicar os passos 2, 3, 4, 5 e 6 ao conjunto de arestas desmarcadas de G para
r = v; até que todos os possiveis ciclos elementares a partir de vg possam ser
explorados.

8.3.2 O Algoritmo e um Exemplo

Nesta se¢do, discutimos o algoritmo para determinar os ciclos elementares de um
digrafo, em detalhe, juntamente com um exemplo. Os vetores EDGE, BEDGE
e SUC contém m elementos, cada elemento sendo uma aresta representada por
e = (vérticel, vértice2). O vetor ADJ é um vetor de vetores, sendo que ADJ[v;][k]
representa o k-ésimo elemento da lista de adjacéncias do vértice v;, e a posigdo de
cada aresta SUC[e] em EDGE é dada pelo vetor POS. O vetor AEDGE contém m
elementos, cada AEDGE[e] é do tipo (grau[v;]—1, rank(v;,v;)—1) onde rank(v;, v;)
indica a posi¢ao do vértice v; na lista de adjacéncias de v;. O vetor INFO contém
m elementos, cada INFOle] é do tipo (infol,info2), onde infol informa em que
passo a aresta e foi selecionada, e info2 informa a posi¢do de e no caminho C. Os
vetores C'1 e C M, contém n elementos, sdo utilizados para armazenar cada caminho
que esta sendo computado. Os vetores AC e B contém n elementos. Os vetores K
e D sdo vetores de inteiros utilizados para armazenar valores temporarios.
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Agora descreveremos o algoritmo. A entrada é o digrafo G = (V, F)
da figura 8.1. Consideramos a lista de arestas F ordenada, tal que duas arestas
(2,7) e (k,1), (3,5) < (k1) se (i < k) ou ((z = k)e(j < 1)). A lista de arestas E é
armazenada em EDGE. Para nosso exemplo, o vetor EDGE é

(1,2)(2,3)(2,5)(3,4)(3,5)(3,8)(4,2)(5,1)(6,7)(7,9)(8,6)(8,7)(9,5)(9,8)

Passo 1

Neste passo, definimos uma raiz r, inicializamos o caminho simples
CM, contruimos as listas de adjacéncias de cada um dos vértices v; € V e uma
estrutura auxiliar para computagido dos ciclos elementares C e do caminho simples

CM.

Primeiramente copiamos o vetor EDGE em BEDGE, e particiona-
mos BEDGE em um conjunto sublistas, uma para cada v; € V. Apds a partigio,
computamos o posto (ranklv;,v;]) em cada uma dessas sublistas. Isso nos informa
que o vértice v; é k-ésimo elemento da lista de adjacéncias de v;, k£ = rank[v;, v;]. O
ntimero de elementos de cada uma das sublistas v; é armazenado em grau[v;]. Na
construcdo de ADJ, que representa as listas de adjacéncias de cada v;, considera-
mos o primeiro elemento de cada lista de adjacéncias como sendo de indice zero (0),
e acrescentamos o vértice 0 apds o ultimo elemento em cada uma das listas para
denotar o final da lista.

Para particionar o vetor BEDGE em sublistas, efetuamos uma or-
denacio paralela de BEDGE, e com a utilizagao de duplicagao recursiva computa-
mos o posto das sublistas. Isso pode ser efetuado em tempo paralelo O(logn) com
m processadores.

Vamos computar o vetor AEDGF para auxilar na obtengao do vértice
mais distante da raiz r no caminho simples C M e que possui pelo menos um vértice
na lista de adjacéncias que ainda ndo foi explorado. Além disso inicializamos os
vetores INFO, B, K, Cl e CM. O vetor B contém n elementos, cada B[v;] indica
o numero de vezes que o vértice v; aparece no ciclo elementar C. Os vetores MV e
‘MV1 serao utilizados para verificar se o ciclo elementar C' é um nowvo ciclo.

r « raiz da busca

m 1

BEDGE « EDGE

para todo e = (v;,v;) € BEDGE paralelo faga
ADJv|[rank(v;,v;) — 1] « v;



103

ADJv;|[grau(v;)] « 0
AEDGE][e] « (grau[v;] — 1,rank(v;, v;) — 1)
INFO[e] < (+,%)
para todo v; € V em paralelo faga
Kv;] <0
B[’Uz] «— 0
MV « 1
para todo 0 <t < n em paralelo faca
ClJt] « 0
CM[t] « 0

A inicializacao do vetor INFQO desmarca todas as arestas e €
BEDGE e a do vetor K, que informa qual vértice estd sendo utilizado em cada
uma das listas de adjacéncia.

O Passo 1 pode ser efetuado em tempo paralelo O(logn) com m

processadores em uma CREW PRAM.
Passo 2

Neste passo, determinamos uma decomposi¢do do digrafo em um
conjunto de kl-caminhos. Para isso computamos o vetor SUC' que armazena os
sucessores de cada e = (v;,v;) € BEDGE. Utilizamos o vetor POS para armazenar
a posicao de SUC[e] em BEDGE e que serd utilizado na obtengdo de um caminho
C no kl-caminho, k = r.

para todo ¢ = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
SUCle] « (v, ADJ[v;][K[vs]])
POS]e] « posigao de (v;, ADJ[v;]1K[v;]) em BEDGE

Para nosso exemplo, os vetores BEDGE e SUC sao

(1,2)(2,3)(2,5)(3,4)(3,5)(3,8)(4,2)(5,1)(6,7)(7,9)(8,6)(8,7) (9,5)(9,8)
(2,3)(3,4)(5,1)(4,2)(5,1)(8,6)(2,3)(1,2)(7,9)(9,5)(6,7)(7,9)(5,1)(8,6)

Os vetores BEDGE e SUC juntos definem um conjunto de kl-
caminhos no digrafo G. Em qualquer kl-caminho, a aresta seguinte a aresta e =

(vi,v;) € BEDGE estd em SUC|e].
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O Passo 2 pode ser executado em tempo paralelo O(1) com m pro-

cessadores em uma CREW PRAM.
Passo 3

Neste passo, utilizando duplicagao recursiva, determinamos um ciclo
C' no subgrafo formado pelo caminho CM unido ao kl-caminho, onde k = r, €
| = suc[r]. Para isso utilizamos o vetor B, para computar o nimero de vezes que
um vértice v; € V aparece no subgrafo.

Vamos agora selecionar a primeira aresta do caminho a ser determi-
nado no kl-caminho, k =r e [ = suc[r].

itera « 0

e — (r, ADJ[r][K|r]])

INFOle] « (itera,m)

B[r] « B[r]+1

B[ADJ[r][K|[r]]] « B[ADJ[r][K[r]]] +1

Vamos agora determinar quando obtemos um ciclo elementar no kl-
caminho que estamos explorando. Temos que se um vértice v; € C M, entdo Blv;] =
1. Logo quando obtivermos B[v;] > 1, determinamos um ciclo no subgrafo formado
pela unido de CM com o kl-caminho considerado. Pelo fato de estarmos aplicando
o algoritmo para os componentes fortemente conexos do digrafo G, em no maximo
[log n] iteracoes, determinamos pelo menos um ciclo.

enquanto max,,cy {Blv;] < 2} faga
itera «— stera + 1
para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
para INFOle] = (s,t) faga
se INFOle] # (*,%) e t > m entdo
se INFO[SUC|e]] = (,*) entdo
INFO[SUCe]] « (itera,2%ere=1 4 t)
se s = ilera entao
Blv;] < Blv;]+1
para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faca
SUC[e] « SUC[BEDGE[POS|e]]]
POS[e] « POS[BEDGE[POS|e]]]

Para computar o vetor B, necessitamos evitar escritas concorrentes
e isso pode ser efetuado em tempo paralelo O(logn) com m processadores em uma
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CREW PRAM. Pelo fato de termos no méaximo [logn] itera¢des, determinamos um
ciclo elementar em tempo paralelo O(log®n) com m processadores em uma CREW

PRAM.

Vamos agora armazenar os vértices do caminho que foi encontrado.
Utilizamos para isso o vetor C1. Armazenamos também as informagoes referentes
as arestas que foram percorridas na determinagao do caminho C no vetor AC.

para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
para INFOl[e] = (s,t) faga
se INFOle] # (x,%) e t > m entdo
C1[t] « v
AC[t] « AEDGE]e]

Para nosso exemplo, os vetores BEDGE e INFO sao

(1,2)(2,3)(2,5)(3,4)(3,5)(3,8)(4,2)(5,1)(6,7)(7,9)(8,6)(8,7)(9,5)(9,8)
(0,0) (LD, F)(2.2)(*,*)(**)(2,3) (%) )55 ™)) 5% (*5%)

O vetor B é

1,2,1,1,0,0,0,0,0

O Passo 3 pode ser efetuado em tempo paralelo O(log®n) com m
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 4

Neste passo, vamos computar o ciclo elementar ' determinado no
passo anterior e verificar se C' é um novo ciclo.

Inicialmente adicionamos o caminho contido no vetor C'1 ao caminho
contido no vetor CM. O vetor C M armazenard o caminho a partir da raiz inicial
da busca vg.

para todo m <t < n em paralelo faga
CM[t] — C1[t]
ACMt] — ACTt]
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Utilizando C'M, vamos computar o ciclo elementar €. Para isso,
temos que determinar a posicio do vértice v; tal que Blv;] > 1 em CM. Além disso,
vamos calcular qual a Ultima posi¢do ndo nula de CM. Isso pode ser efetuado da
seguinte maneira

para todo 1 <t < n em paralelo faga
se B[CM[t]] > 1 entao vi — ¢
vf «— maxi<<.{t, CM[t] # 0}

Podemos efetuar a operagio acima usando duplicagdo recursiva e
drvore bindria em tempo paralelo O(logn) com m processadores em uma CREW

PRAM.

O ciclo elementar C' é formado por CM[vi], CM[vi+1],---,CMvf].
Uma vez determinado o ciclo elementar C, temos que vefificar se C, ou alguma de
suas permutacoes ciclicas nao foi enumerada anteriormente. Para isso, utilizamos a
abordagem proposta por Szwarcfiter e Lauer [81]. Um ciclo C' é um novo ciclo se e
somente se pelo menos um de seus vértices nao foi retirado de CM. O vetor MV
contém n elementos, cada M V[v;] indica se o vértice v; foi retirado de C M.

para todo {,vi <t < vf em paralelo faga
MV1[t] —« MV[CM]t]]
ne E’U‘iﬁtf’l)f MV]_[t]

Isso pode ser efetuado usando uma arvore binaria em tempo paralelo
O(logn) com m processadores em uma CREW PRAM.

Se nc # 0 temos que o ciclo elementar C' néo foi enumerado anterior-
mente.

O Passo 4 pode ser efetuado em tempo paralelo O(logn) com m
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 5

Neste passo, vamos computar o maior caminho simples contido em
C' M e verificar a existéncia de alguma adjacéncia que ainda nao tenha sido explorada
nos vértices pertencentes a esse caminho.

Para obtermos o maior caminho simples contido em C' M, basta reti-
rarmos o ultimo vértice de C M.
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Vamos agora determinar a existéncia de algum vértice v; € CM que
possui alguma adjacéncia que ainda nao foi explorada.

para todo 7,1 <7 < n em paralelo faga
para ACM|[i] = (s,t) faga
Dlf] «s—t
maz — Maxo<i<n{t, D[i] # 0}

Podemos efetuar as operacbes acima utilizando drvore bindria em
tempo paralelo O(logn) com m processadores em uma CREW PRAM.

Caso maz # 0, podemos estender o caminho CM[1}],---,CM[maz]
a partir de CM[maz] com a exploracio da nova adjacéncia de CM[maz] e tentar
obter um novo ciclo elementar.

O Passo 5 pode ser efetuado em tempo paralelo O(logn) com m
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 6

Neste passo, caso maz # 0, atualizamos CM e alteramos os suces-
sores dos vértices que nédo pertencem a {vo,: -, Vmaz—1}. Além disso, atualizamos
todas as estruturas de dados usadas.

Inicialmente vamos alterar os sucessores dos vértices que nao perten-
cem ao caminho {vg, -+, VUpnae_1}. Além disso, vamos atualizar o vetor B, ACM e
CM. Vamos também marcar os vértices que serao retirados de C M.

m < max
para ACM[m] = (s,t) faga
K[CM[m]] «—t+1
para todo v; ¢ {CM|0],---,CM[m]} em paralelo faca
Klv;] « 0
para todo z,m < < n em paralelo faca
ACMI] — (x,%)
CM]Ji] « 0
para todo maz < t < vf em paralelo faga

MV[CM]t]] « 0
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Vamos agora desmarcar as arestas que nao fazem parte do caminho

CM = {CM]|1],---,CM[m]} e reinicializar os vetores C1 e AC.

para todo e = (v;,v;) € BEDGE em paralelo faga
para INFOl[e] = (s,t) faga
se { > m entao
INFOle] « (x,%)
para todo 7,1 <7 < n em paralelo faga
C1[i] « 0
ACT) e (#,3)

Com a alteracao dos sucessores e a desmarcagao das arestas, obtemos
uma nova decomposi¢io das arestas desmarcadas do digrafo em um conjunto de kl-
caminhos.

O Passo 6 pode ser efetuado em tempo paralelo O(logn) com m
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 7

Usando as arestas desmarcadas de BEDGE, definimos uma nova
raiz r = v e aplicamos os passos 2, 3, 4, 5 € 6 até que todos os possiveis ciclos
elementares de G com raiz v = C M([1] sejam determinados.

Um ciclo elementar é computado em tempo paralelo O(log? n) com
m processadores em uma CREW PRAM. O fato de podermos computar um mesmo
ciclo um nimero muito de grande vezes, faz com que o tempo paralelo para deter-
minagdo de um novo ciclo pode ser exponencial.

8.4 Algoritmo Paralelo de Szwarcfiter e Lauer

Nesta segdo, apresentamos um algoritmo paralelo para determinagio de todos os
ciclos elementares em um digrafo. O algoritmo apresentado nesta se¢do é baseado
no algoritmo seqiliencial proposto por Szwarcfiter e Lauer [81]. O algoritmo com-
puta todos os ciclos elementares de um digrafo e é executado em tempo paralelo
O(anlogn) com m processadores em uma CREW PRAM, onde « é o numero de
ciclos elementares do digrafo G.

O algoritmo utiliza as mesmas idéias do algoritmo anterior. Para
evitar que o algoritmo gerasse um mesmo ciclo um nidmero muito grande de vezes,
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utilizaremos o critério para marcagdo dos vértices apresentado por Szwarcfiter e
Lauer [81]. Esse critério consite da construgido de um subgrafo de vértices marcados
onde uma busca ndo determinou novos ciclos. Para implementar essa abordagem
utilizamos uma lista LB[v] para cada vértice v. Um vértice u é inserido na lista
LB[v] se (u,v) € FE e a exploragio da aresta (u,v) ndo determinou um novo ciclo
elementar. Um vértice v é considerado marcado enquanto v pertencer ao caminho
CM. Se o vértice v for retirado do caminho C'M, v serd desmarcado somente se
um novo ciclo elementar foi computado contendo v. Se v é retirado de CM sem
que um novo ciclo elementar contendo v tenha sido determinado, v permanecerd
marcado até que um vértice z; seja retirado de C M tal que um novo ciclo elementar
tenha sido determinado em z, e existe um caminnho zg, zx—1,- - -, 21, (2 = v) tal
que z;41 € LB[z)],k <1< 1.

8.4.1 Descricao Preliminar do Algoritmo

Algoritmo: Ciclos Elementares em um Digrafo

1. Definir uma raiz r = vg, contruir as listas de adjacéncias de G e inicializar o
caminho simples CM.

2. Decompor o digrafo G em um conjunto de kl-caminhos.

3. Determinar um ciclo elementar C' no subgrafo formado pela unido de CM e o
kl-caminho, com k =r e [ = suc][r].

4. Verificar se o ciclo C' é um novo ciclo. Caso o ciclo ja tenha sido enumerado,
para cada aresta (u,v) do ciclo inserir v na lista LB[v].

5. Computar o maior caminho simples contido no subgrafo formado pela unido
de CM com o kl-caminho considerado. Armazenar esse caminho em C'M.
Verificar a existéncia de algum vértice v; € CM que possua na sua lista de
adjacéncias um vértice que ainda nédo tenha sido visitado.

6. Caso v; exista, CM = {vg,--,v;_1}. Alterar os sucessores dos vértices v; ¢
CM. Caso tenhamos computado um novo ciclo, desmarcar todos os vértices
do ciclo e os caminhos formados pelos vértices estao marcados e chegam aos
vértices do novo ciclo. Desmarcar as arestas e € G que nido pertencem ao

caminho C M.

7. Aplicar os passos 2, 3, 4, 5 e 6 ao conjunto de arestas desmarcadas de GG para
r = v; até que todos os possiveis ciclos elementares a partir de vy possam ser
explorados.
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8.4.2 O Algoritmo

Nesta secdo, discutimos o algoritmo para determinar os ciclos elementares de um
digrafo em detalhe juntamente com um exemplo. Utilizaremos a mesma estrutura
de dados do algoritmo anterior, adicionada de um mecanismo para a marcagao
dos vértices (arestas). O vetor booleano VM de n elementos serd utilizado para
marcagdo do vértices. Uma aresta (u,v) sé sera incluida em CM se Blv] < 2 e
VM][v] = falso. As listas LB[v],v € V conterdo os vértices que chegam a v e
cuja explora¢do ndo determinou um novo ciclo. O vetor booleano NC contém m
elementos. Para e = (u,v), NC|e] indica se a exploragio da aresta e levou a um novo
ciclo elementar. Além disso, incluiremos um campo no vetor ADJ[v] para indicar
se o vértice v; € ADJ[v] estd sendo utilizado.

Agora descreveremos o algoritmo. A entrada é um digrafo G =
(V,E). Consideramos a lista de arestas E ordenada, tal que duas arestas (z,7)
e (k, 1), (¢,5) < (k1) se (1 < k) ou ((2 = k)e(j < I)). A lista de arestas E é
armazenada em EDGE.

Passo 1

Neste passo, além das operagdes do algoritmo anterior, inicializamos

o vetor VM e as listas LB[v].

para todo v € V em paralelo faga
V M|v] «+ falso
LBJv] « (0,0)

O Passo 1 pode ser efetuado em tempo paralelo O(logn) com m
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 2

Neste passo, utilizando o subgrafo de G, tal que todos os vértices do
subgrafo estdo desmarcados, efetuamos as mesmas operagdes do algoritmo anterior.

O Passo 2 pode ser efetuado em tempo paralelo O(1) com m proces-

sadores em uma CREW PRAM.
Passo 3

Neste passo, como no algoritmo anterior, utilizando duplicacio re-
cursiva, determinamos um ciclo C' no subgrafo formado pelo caminho C'M unido ao
kl-caminho, onde k = r, e | = suc|r].
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O Passo 3 pode ser efetuado em tempo paralelo O(log?n) com m

processadores em uma CREW PRAM.
Passo 4

Neste passo, vamos computar um ciclo elementar e verificar se o ciclo
elementar determinado ja foi enumerado. Além disso, atualizar o vetor NC. Caso
tenhamos computado um novo ciclo, temos que NC|e] recebera verdadeiro para as
arestas e no ciclo elementar. Para o caso em que o ciclo j& tenha sido determinado,
NCe] recebera falso para as arestas e pertencentes ao kl-caminho.

Temos que o caminho CM adicionado do caminho C'1 forma um ciclo.
Vamos agora adicionar o caminho contido no vetor C'1 ao caminho contido no vetor
CM. O vetor CM armazenara o caminho a partir da raiz inicial da busca.

para todo m <t <n em paralelo faga
CMI[t] « C1]t]
ACM]|t] — ACt]

Utilizando C'M, vamos computar o ciclo elementar C. Para isso,
temos que determinar a posigdo do vértice v; tal que Bly;] > 1 em CM. Além disso,
vamos calcular qual a tltima posigdo nao nula de CM. Isso pode ser efetuado da
seguinte maneira

para todo 1 <t < n em paralelo faga
se B[CM[t]] > 1 entéao vi «— ¢
vf «— maxi<i<n{t, CM[t] # 0}

As operagoes acima podem ser feitas usando duplicagido recursiva e
drvore bindria em tempo paralelo O(logn) com m processadores em uma CREW

PRAM.

O ciclo elementar C é formado por CM[vi],CM[vi+1],---,CM[vf],
C M[vi]. Vamos marcar os vértices que fazem parte do caminho C'M no kl-caminho.

para todo t,v <t < vf em paralelo faca
V M[CM][t]] «— verdadeiro

Como no algoritmo anterior, uma vez determinado o ciclo elementar
C, temos que vefificar se C, ou alguma de suas permutagdes ciclicas nao foi enume-
rada anteriormente. Temos que C' é um novo ciclo se e somente se pelo menos um
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de seus vértices nao foi retirado de CM. O vetor MV contém n elementos, cada
MVv;] indica se o vértice v; foi retirado de CM.

para todo t,vi <{¢ < vf em paralelo faga
MV1[t] « MV[CM]t]]
novociclo «— Y <1<oy MV [t]

Isso pode ser efetuado usando arvore binaria em tempo paralelo

O(logn) com m processadores em uma CREW PRAM.

Se novociclo # 0 temos que o ciclo elementar €' ndo foi enumerado
anteriormente. Caso tenhamos computado um novo ciclo elementar, temos que
atualizar o vetor NC, pois ao retirarmos um vértice C M[t] do caminho C' M, temos
que verificar se a exploragio da aresta (CM[t — 1], CM|[t]) levou a um novo ciclo.

se novociclo # 0 entao
para todo t,vi <t <vf em paralelo faga
NC[(CMTt),CM[t + 1])] « verdadeiro
senao
para todo t,m < { < vf em paralelo faga
NC[(CM|t],CM[t + 1])] « falso

O Passo 4 pode ser efetuado em tempo paralelo O(logn) com m
processadores em uma CREW PRAM.

Passo b

Neste passo, vamos computar o maior caminho simples contido em
C'M e verificar a existéncia de alguma adjacéncia que ainda nao tenha sido explorada
nos vértices pertencentes a esse caminho.

Para obtermos o maior caminho simples contido em C'M, basta reti-
rarmos o 1ltimo vértice de CM.

Vamos agora determinar a existéncia de algum vértice v; € CM que

possui alguma adjacéncia que ainda nado foi explorada.

para todo 2,1 <2 < n em paralelo faga
para ACM[i] = (s,t) faga
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D[i] & s—1t
max — MmaXo<i<nit, D[t] # 0}

Isso pode ser efetuado usando arvore biniria em tempo paralelo

O(logn) com m processadores em uma CREW PRAM.

Caso maz # 0, podemos estender o caminho CM[1],- «~, C M [max]
a partir da exploragdo da nova adjacéncia de C M |[maz] e tentar obter um novo ciclo
elementar.

Os vértices a partir de maz serdo retirados de CM. Antes é ne-
cessario marcar ou desmarcar os vértices CM][t],t > maz em fungio de termos
encontrado um novo ciclo.

O Passo 5 pode ser efetuado em tempo paralelo O(logn) com m
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 6

Neste passo, vamos desmarcar ou marcar os vértices do ciclo de-
terminado. No caso em que o ciclo computado seja um novo ciclo, vamos des-
marcar os vértices do ciclo elementar e os vértices v tal que exista um caminho
Zky Zk-1," " = 21, (zk = v) tal que zy1 € LB[z],k < i < 1, e z; pertencga ao ciclo
elementar determinado.

O procedimento CICLO(u,v) marca o vértice v na lista ADJ[u]
e inclui o vértice u na lista LB[v]. Esse procedimento é utilizado sempre que a
exploragao da aresta (u,v) néo levou a um novo ciclo.

procedimento CI/CLO(u,v)
inicio
inserir v em LB[v]
marcar v em ADJ[u]

fim

O procedimento CICLO pode ser efetuado usando duplicacdo recur-
siva em tempo paralelo O(logn) com m processadores em uma CREW PRAM.

O procedimento DESMARCAR(v) desmarca o vértice v em VM
e todos os vértices u tal que exista um caminho v = 2, 2;_1,--+,2; = v tal que
zi41 € LB[z],k <1 < 1. Além disso, caso exista algum v; € LB[v], o procedimento
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desmarca v dalista ADJ[v;], e se v; é um vértice marcado, o procedimento é aplicado
a v;. Apds isso, o procedimento reinicializa a lista L B[v]. Esse procedimento é
utilizado quando o vértice v vai ser retirado de CM e v pertence a um novo ciclo
elementar que foi enumerado.

procedimento DESMARCAR(v)
inicio
V M[v] « falso
para todo v; € LB[v] em paralelo faga
desmarcar v em ADJ[v;
se VM|v;] entdo DESM ARCAR]v;]
reinicializar L B[v]
fim

O procedimento DESM ARC AR pode ser efetuado usando duplica-
¢do recursiva em tempo paralelo O(log®n) com n® processadores em uma CREW

PRAM.

Vamos agora desmarcar ou marcar os vértices que serdo retirados de

CM.

m — mazx
para todo t,m <t < vf em paralelo faga
se NC[(CM][t],CM][t + 1])] entao
CICLO(CMIt],CM[t + 1))
para todo t,m <t < vf em paralelo faga
se NC[(CM[t —1],CM][t])] entao
DESMARCAR(CM][t))

As operagdes acima podem ser efetuadas em tempo paralelo O(log n)
com m processadores em uma CREW PRAM.

Agora, como no algoritmo anterior, caso maz # 0, atualizamos C M
e alteramos os sucessores dos vértices que ndo pertencem a {vg, -+, Vpmap_1}. Os
sucessores serao tomados entre os vértices de ADJ que nao estio marcados. Além
disso, atualizamos todas as estruturas de dados usadas.

Com a alteragao dos sucessores e a desmarcagao das arestas, obtemos
uma nova decomposicao das arestas desmarcadas do digrafo em um conjunto de kl-
caminhos.
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O Passo 6 pode ser efetuado em tempo paralelo O(log®n) com n®
processadores em uma CREW PRAM.

Passo 7

Usando as arestas desmarcadas de BEDGE, definimos uma nova
raiz r = v e aplicamos os passos 2, 3, 4, 5 e 6 até que todos os possiveis ciclos
elementares de GG com raiz v = C M[1] sejam determinados.

O primeiro ciclo elementar é computado em tempo paralelo O(log? n)
com n processadores. Em funcio da desmarcacio das arestas, a computagdo dos
demais ciclos pode utilizar um nimero maior de processadores. Isso faz com que os
demais ciclos sejam computado em tempo paralelo O(log? n) com n® processadores.

Temos que o algoritmo s6 marca os vértices de um ciclo C' quando C
for computado novamente. Pode ocorrer, em situagoes muito particulares, de termos
que marcar um numero O(n) de vértices antes de obtermos um novo ciclo e esses
vértices estarem distribuidos por um nimero polinomial de ciclos.

Logo a complexidade total do algoritmo paralelo de determinagio de
todos os ciclos elementares de um digrafo, em alguns casos particulares, é de tempo
paralelo O(an log®n) com n® processadores em uma CREW PRAM.

8.5 Corregao e Analise

Lema 8.5.1 Seja G = (V, E) um digrafo fortemente conezxo, entdo todo kl-caminho
de G contém em um ciclo.

Demonstragao: Consideremos o caminho simples maximal C' = {v;,---, vz} em
um kl-caminho de G. Pelo fato de que G é fortemente conexo existe suclvg]. Como
C é um caminho maximal no kl-caminho, sucfvg] € C.O

Lema 8.5.2 Seja G um digrafo fortemente conexo. Dado um ciclo elementar C em
G, existe um kl-caminho de G contendo C.

Demonstragao: Seja C = {v;, -, v, v;} um ciclo elementar de G. Temos que
existe um kl-caminho contendo C, pois basta definir os sucessores dos vértices v,
pertencentes ao kl-caminho da mesma forma como aparecem no ciclo.0

Teorema 8.5.1 Todo ciclo elementar do digrafo G serd enconirado pelos algoritmos
paralelos para determinag¢do dos ciclos elementares.
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Demonstragao: Temos que o algoritmo gera todos os possiveis kl-
caminhos a partir de um vértice raiz r. Como todo kl-caminho contém um ciclo
elementar, todos os ciclos elementares sao determinados. O

Teorema 8.5.2 Nenhum ciclo elementar serd enumerado mais de uma vez pelos
algoritmos paralelos para determinagdo de ciclos elementares.

Demonstracao: Pelo fato de que um ciclo s6 é enumerado se pelo
menos um de seus elementos nunca foi retirado do caminho C' M, temos que nenhuma
permutagio de um ciclo elementar j& computado serd novamente enumerada.d

Teorema 8.5.3 O algoritmo paralelo computa corretamente todos os ciclos elemen-
tares de um digrafo em tempo paralelo O(anlog®n) com n® processadores em uma

CREW PRAM, onde a € o nimero de ciclos elementares do digrafo.



Capitulo 9

Conclusoes

Apresentamos uma implementacao simples do algoritmo paralelo para computagao
de um circuito de Euler de um grafo em tempo paralelo O(log®n) com fogn Dro-
cessadores em uma CREW PRAM. O algoritmo pode ser implementado em tempo

paralelo O(logn) com g processadores, desde que os vértices do grafo bipartido

auziliar estejam convenientemente rotulados.

Utilizando esteio, apresentamos um algoritmo paralelo de simples im-
plementacdo para a computacao de uma arvore geradora e dos componentes conexos
de um grafo. A implementagio utiliza uma CREW PRAM. O algoritmo é executado
em tempo paralelo O(log? n) com 10% processadores. Se o grafo de entrada estiver
rotulado convenientemente algoritmo é 6timo e pode ser executado em tempo para-
lelo O(logn) com IS%Z processadores. Para a classe dos st-grafos planares e grafos
série-paralelo, essa rotulagdo pode ser facilmente obtida em tempo O(logn) com
10—”;; processadores.

Acreditamos que outras classes de grafos possuem algoritmos para-
lelos 6timos. Para isso, basta que os vértices do grafo possam ser convenientemente
rotulados, ou que possuam uma orienta¢do com uma tnica fonte ou com um unico
sumidouro, e que a rotulacao e a orientagido possam ser efetuadas em tempo paralelo

menor que O(log®n) em uma CREW PRAM.

Podemos também utilizar esteio para obter em tempo paralelo 6timo
a coloracgao das arestas e vértices de uma 4rvore. Esse algoritmo pode ser utilizado
na tentativa de obter a coloracdo das arestas e vértices de outras classes de grafos.

Uma variagdo de esteio pode ser utilizado na tentativa de obter um
algoritmo paralelo para matching maximal em grafos bipartidos que nao possuam o

subgrafo Kss.

117
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Descrevemos algoritmos paralelos para efetuar busca trrestita em um
grafo utilizando kl-caminho. A busca irrestrita em um grafo gera todos os caminhos
maximais a partir do vértice r, raiz da busca. O problema do caminho maximal esta
relacionado ao de busca em profundidade, pois qualquer ramo da arvore de busca
em profundidade é um caminho maximal.

Para digrafos aciclicos, o algoritmo é executado em tempo paralelo
O(alogn) com m processadores em uma CREW PRAM, onde « é o nimero de
caminhos maximais do grafo a partir de um vértice raiz. O algoritmo é implementado
para grafos gerais em tempo paralelo O(aflog®n) com m processadores em uma,
CREW PRAM, onde a é o ntmero de caminhos maximais do grafo a partir de
um vértice raiz, e f é o nimero maximo de ciclos do grafo que pode ocorrer na
computag¢ao de um caminho maximal.

Continua em aberto a existéncia de um algoritmo NC para deter-
minagao de um caminho maximal de um grafo em geral. A utilizagio de kl-caminho,
de tal forma que uma aresta ndo possa pertencer a mais de um kl-caminho, pode le-
var a obtencdo de algoritmos NC para o problema do caminho maximal para outras
classes de grafos.

Apresentamos um algoritmo para geracio de todas as cliques maxi-
mais de um grafo circulo em tempo paralelo de O(alog?n) com n® processadores em
uma CREW PRAM, onde n,m e « sdo o niimero de vértices, arestas e cliques maxi-
mais do grafo respectivamente. Apresentamos também um algoritmo paralelo para
computar o nimero de cliques maximais oy, de tamanho k, o niimero total de cliques
maximais & e uma clique méxima de um grafo circulo em tempo paralelo O(log® n)
com n®, nM(n) e n® processadores, respectivamente, em uma CREW PRAM, onde
M (n) é o nimero de processadores necessarios para efetuar uma multiplica¢io de
duas matrizes n X n.

Esses algoritmos podem ser utilizados para outras classes de grafos,
desde que o grafo possua uma orientagao localmente transitiva.

Apresentamos dois algoritmos paralelos para determinagio dos ciclos
elementares de um digrafo, esses algoritmos sdo baseados nos algoritmos de Tiernan
[84] e Szwarcfiter e Lauer [81] e utilizam a abordagem proposta por [81] de reportar
os ciclos assim que forem determinados. Nos demais algoritmos os ciclos s6 sdo
reportados a partir de um vértice inicial.

Os algoritmos determinam um ciclo elementar em tempo paralelo
O(log®n) com m processadores em uma CREW PRAM. Para a determinagao dos
demais ciclos elementares, a implementagdo da versido de Szwarcfiter e Lauer [81]
utiliza tempo paralelo O(an log®n) com n® processadores em uma CREW PRAM,
onde a é o numero de ciclos elementares do digrafo.
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Na implementacao dos algoritmos, apresentamos algumas técnicas
para simular algumas das estruturas que sdo usadas nos algoritmos seqiienciais. A
utilizacao de kl-caminhos de tal forma que uma aresta ndo possa pertencer a mais de
um kl-caminho, auxiliada por uma outra estratégia de marcacdo dos vértices pode
levar a um algoritmo para computacio de todos os ciclos elementares de um digrafo
em tempo paralelo polilogaritmico por ciclo.
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