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requisitos necessários para a obtenção do grau de Doutor em 
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UM ALGORITMO PARAMETRIZADO DE BARREIRA LOGARITMICA 

Bryon Richard Hall 

JUNHO, 1 9 9 2  

Orientador: Prof. Paulo Roberto Oliveira 

Programa : Engenharia de Sistemas e Computação 

Dois métodos clássicos de otimização, o método da 

barreira logarítmica e o método quadrático sequencial, são 

combinados no Algoritmo Parametrizado de Barreira Logarít- 

mica com auxílio do conceito de autoconcordância. O algo- 

ritmo combina idealmente convergência global e convergência 

superlinear para problemas (P) min {f (x) : gi (x) 5 O 1 , 
f, gi convexas, de classe c3 e (P) não-degenerado, se o 
conjunto ativo da solução é conhecida. O conceito de idea- 

lização de parâmetros é apresentado, onde um parâmetro que 

normalmente se comporta lrpassivamenterr em algoritmos 

distintos é utilizado como um parâmetro de transição entre 

fases de um algoritmo híbrido. Os conceitos se estendem a 

variações do método sequencial quadrático. 

Algumas variações do algoritmo básico são implementa- 

das e testadas em três problemas-teste. 



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partia1 ful- 

fillment of the requirements for the degree of Doctor of 

Science (D. Sc.) 

IDEALIZATION OP PARAMETERS 

AND 

A PARAMETERIZED LOGARITHMIC BARRIER ALGORITHM 

Bryon  R i c h a r d  H a l l  

JUNE, 1 9 9 2  

Thesis Supervisor: Paulo Roberto Oliveira 

Department: System and Computational Engineering 

Two classical optimization methods, the logari- 

thmic barrier method and the sequential quadratic method, 

are combined in the Parametrized Logarithmic Barrier Algor- 

ithm with the aid of the concept of self-concordance. The 

algorithm combines ideally global convergence and 

superlinear convergence for problems (P) min {f (x) S. t . 
g. (x) 5 O} with f, gi convex, c3-class functions and (P) 

non-degenerate, if the active solution set is known. The 

concept of idealization of parameters is presented so that 

a normally ltpassivelt parameter that acts as a limiting 

factor in real problems is used to optimize its use and 

guide the transition between phases in a hybrid algorithm. 

The concepts extend to variations of the sequential 

quadratic rnethod. 

A few variations of the basic algorithm are implemen- 

ted and tested on three test problems. 
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CAP; TULO O INTRODUCÃO 

Nos últimos anos, novos conceitos de otimização têm 

despertado muito interesse, primeiro pela possibilidade de 

formular algoritmos de complexidade polinomial e, segundo, 

pelo seu valor real enquanto bases de métodos novos e 

eficazes. Depois de Karmarkar [16], muitos novos resultados 

surgiram daquilo que se chama de "métodos de pontos 

interioresw. Primeiro Gonzaga [10], Renegar [29] e outros 

reformularam e estenderam a proposta de Karmarkar em 

programação linear. Numa segunda fase, tentativas de gene- 

ralizar os conceitos para programação convexa foram feitas 

por Kortanek Potra e Ye [17], Monteiro e Adler [22], 

Mehrotra e Sun [21] e outros. 

0s métodos de barreira para problemas 

f , gi convexas , de classe c2, despertaram novo interesse 
pelo fato de alguns algoritmos de pontos interiores fazerem 

uso de funções-objetivo essencialmente idênticas às de 

métodos de barreira. Entre estes métodos, examinamos prin- 

cipalmente a barreira logarítmica. Esta reúne propriedades 

interessantes, como o trabalho de Gonzaga [ll], Lootsma 

[19] e Den Hertog, Roos e Terlacky [4] vêm a confirmar. No 

contexto tradicional os métodos demonstraram problemas de 

convergência devido ao fato da matriz hessiana se tornar 

progressivamente pior condicionada quando a seqüência de 
* 

iteraçóes {xk] converge para uma solução x . 
A barreira logarítrnica foi restabelecida formalmente 

enquanto instrumento teórico por Nesterov e Nemirovsky 

[26]. A barreira logarítmica exibe uma propriedade chamada 



de autoconcordância pelos autores e por isto certos algo- 

ritmos fazendo uso da barreira logarítmica e a trajetória 

central (vide Jahrre [15]) para problemas convexos têm 

c-convergência garantida em O (p (L) ln ( 2 )  ) , onde p (L) é um 

polinômio em L, o tamanho do problema em aritmética de 

ponto flutuante. O método ainda mantém a vantagem de ter 

convergência global garantida em condições gerais (Vide 

Lootsma, [19]). 

Apesar de ressurgimento do método de barreira logarít- 

mica, os métodos mais usados hoje continuam sendo os 

lagrangeanos, em particular os métodos quadráticos sequên- 

ciais. (MQS) Pesquisadores como Han [13] e outros têm 

obtido bons resultados de convergência local e garantias de 

convergência global. Entretanto continua presente a poten- 

cialmente lenta convergência quando suficientemente 
* 

afastado de x . 
Frente à dificuldade de encontrar um único método que 

reúne todas as vantagens desejadas sem incorporar qualquer 

defeito, uma opção é de formular algoritmos híbridos nos 

quais vários procedimentos alternativos são disponíveis, 

sendo acionado aquele que for mais apropriado nas condições 

dadas. O tipo que visamos é de barreira logarítmica enquan- 

to as iterações {xk) estiverem distante da região de con- 

vergência superlinear exibido pelo MQS. Ao entrar nesta 

região o MQS passa a ser executado. A dificuldade está em 

como monitorar a transição de uma fase à outra. Acreditamos 

que o conceito de autoconcordância pode servir para tal 

finalidade. Seu uso implica que consideraremos problemas 

(P) limitados a f, g, convexas e de classe c3 tais que a 
família {F (x) : r>O ) seja autoconcordante. Este conceito 

é discutido no capítulo 2. Antes disso resumimos diversos 

resultados que serão necessários no desenvolvimento 

posterior. 

No capítulo 3 reabordamos os métodos quadráticos 

sequenciais e uma combinação destes com a barreira logarít- 

mica e no capítulo 4 a noção de idealização de parâmetros é 

desenvolvida. Em essência, ao parâmetro r da família de 

funções 



é atribuído um valor que facilita a convergência das itera- 

çóes (xk~. 

O algoritmo apresentado no capítulo 5 não pretende ser 

definitivo, mas ilustrativo do tipo de desenvolvimento 

possível com o uso 88ativo88 de um parâmetro no processo 

decisório de efetivar ou não uma dada iteração. No capítu- 

lo 6 serão relatados alguns exemplos numéricos, mais a 

título de exemplificação de que de comprovação prática. 

0.1 Notação 

Não existe uma notação inteiramente uniforme neste 

campo de estudos, sendo talvez a maior dificuldade tratar 

dos inúmeros índices. Procuramos usar a notação mais con- 

vencional e ainda ressaltamos os seguintes pormenores. 

Índices serão padronizados: superíndices indicam ve- 

tores e ainda são empregados para as matrizes hessianas v2f 

e v ~ ~ ~ ;  sub-índices indicam escalares e outras matrizes. 
k Assim, o gradiente da função f:Rn + R nos pontos x, x , * * 

x e x(r) é representado, respectivamente, por 

Vf (x) vfk 

Esta prática é usada 

que for necessário a 

O multiplicador 

L(X,P) = 

quando avaliado no 

também com outras funções, mas sempre 

expressão será escrita por extenso. 

de Lagrange na Lagrangeana 

ponto xk k é representado por y . 
Escrevemos L (x) para um representante da família L(x,y), 

P 
y fixo 

A aplicação g:Rn + representa m restrições gi :Rn 
k + R. A matriz jacobiana avaliada no ponto x é escrita 

Vgk 
Se atribuímos 

este será indicado 

a métrica euclidiana ao espaço IRn , 
por E". Para um conjunto S, o fecho 



de S é escrito 8 e sua fronteira indicada por as. 

Usamos com freqüência as funções de barreira 

Br (x) = f (x) + rF(x) 
onde 



Os métodos de penalidade contam-se entre os primeiros 

usados na resolução de problemas não-lineares de minimiza- 

ção. Toda a classe de métodos consiste da definição de uma 

nova função @(x;p) a ser minimizada sem restrições. O 

parâmetro p possui um certo valor crítico e no qual @ 

pode ser indefinido mas tal que 

(1.1) 
* * 

lim (argmin @(x;p) ) = x E S  
P* F X 

* 
sendo S conjunto-solução do problema inicial. 

No caso de problemas não-lineares com condições de 

igualdade (PNLI), o método mais tradicional provém da 

função-objetivo 

Pode ser provado que, para um valor de p suficientemente 

grande, já que neste caso é igual a +m, o ponto minimal 
* 

da função @ é arbitrariamente próximo de x . Resultados 

análogos são válidos para outros métodos de penalidade. 

As dificuldades inerentes ao uso deste método são bem 

documentadas (eg. Fletcher [6]) e se devem principalmente 

ao mau condicionamento da matriz hessiana de @(x;p) para - 
valores de p próximos de p. Este fato não invalida por 

inteiro os métodos mas motivou certo indeferimento dos 

mesmos por parte de usuários pragmáticos. Contudo, acredi- 

tamos que ainda há muito a ser aproveitado dos conceitos 

germinais. 



diato de contornar em parte o mau condicionamento é por 

sequenciação. p é gradativamente aproximado a p e @(x;p) * 
é minimizado iterativamente. Denotamos por x(p) o mínimo * 

@(x;p) numa vizinhança de x . O algoritmo modelo é local de 

o o * Inicializar com x = x(p) . k =  1 
A 

Conferir condicões de convergencia adequada . 
Escolher pk no intervalo aberto contido 

entre pk-l e p a Minimizar @(x;~*) a partir 

de xk-l. 
k Denotar a solucão por x . k:=k+l. Voltar 

para (1). 

Um problema não-linear com condições de desigualdade 

(PNLD) pode ser resolvido por outro método semelhante. 

Considere o problema 

min f (x) 

s.a. gi(x) 5 0 l s i s m  

onde f e cada gi são funções de classe c2 e tais que 

S = {x: gi(x) < O, 1 = i 5 m ) seja não-vazio. Em par- 

ticular, tomaremos f, gt como funções convexas. 

Sejam 

O * Dado certo x := x(r) E S e supondo os passos bem 

definidos, o algoritmo-modelo proposto acima gera uma 

seqüência de pontos {xk> todos estritamente viáveis, usando 

por a ,  entre outras, qualquer uma das funções E ou F. Se 

o conjunto ativo for não-vazio, então para todo r > O 

fixo, escolhido um ponto arbitrário x E a ( 6 )  , tem-se 



lim - @(x;r) = 01 

XJX 

Esta característica motiva a distinção destes métodos 

de outros de penalidade, sendo eles conhecidos como métodos 

de barreira. Mais adiante detalharemos outra característica 

comum a todos, a de ser também progressivamente pior * * 
condicionado na medida em que r c O e x(r) + x . Antes 

disto, consideramos outras propriedades do caso que 

usaremos neste trabalho - a barreira logarítmica (1.2). 

Em princípio é possível a função logarítmica ser ili- 

mitada por baixo, se S for conjunto ilimitado. Powell 

[28] apresentou o exemplo 

min - s.a. x = l  1 

x2 + 1 

sendo Fr (x) := F(x;r) ilimitado inferiormente V r > 0. 
Repare entretanto que f(x) é não-convexa neste exemplo. 

Fiacco e Mc~ormick [5] mostram que se f , gi , (i = 1 , . . . , m) 
são convexas, se o conjunto de soluções de (P) é compacto e 

se (P) tem a propriedade de complementaridade estrita então * 
F (x) terá ponto minimal x(r) V r > 0. 

Denotamos por Vg(x) a matriz jacobiana m x n das res 

trições gi (x) s O. Como é comum na literatura, chamamos 

de Z(x) uma matriz cujas colunas formam uma base do espaço 

nulo de Vg(x) . 

Proposição 1.1 Seja dado um problema viável (P) , sendo * 
Vg(x ) de posto máximo e toda restrição gi suposta ativa * * 
em x . Suponha que existe um vetor p tal que 

* T *  
i) vi(x*) = vg(x ) p 

* T 2  
ii) Z (x ) V ~ ( x *  , p*) z (x*) é positiva definida 

* 
iii) p > O 

Então existe um intervalo (0, R) e uma trajetória T con- * 
tinuamente diferenciável de pontos x(r) tal que 



* * 
lim x(r) = x 
.*o 

Demo. 0s detalhes se encontram em ~iacco e ~cCormick [5]. 

* 
Em geral nem toda restrição gi é ativa em x , mas 

esta pequena generalização não altera em nada a proposição: * 
simplesmente destacamos as restrições que são ativas em x 

e a condição iii) se torna a de complementariedade estrita. 

Os pontos de minimização irrestrita de F (x), que em 

conjunto chamamos de trajetória central T, possuem 

propriedades interessantes. Se existir pelo menos uma 
* 

restrição gi ativa em x , por continuidade da função * 
barreira, existe uma vizinhança relativa V de x em S 

tal que 

Isto é verdade mesmo quando {g.) contém restrições não-ati- * 
vas em x . A proposição a seguir dependerá de existir r > O * 
tal que x(r) E V se r > r > 0, O que é garantido pela 

proposição 1, mas que é frequentemente satisfeito mesmo * 
existindo certa gi não-ativa em x . 

* 
Por definição de x(r) tem-se V rl, r2 > O 

Somamos e rearranjamos (1.3) e (1.4) , rendendo 

ou seja 



Este resultado, aplicado a qualquer uma das desigualdades 

(1.3) e (1.4), implica ainda que 

Em resumo, tanto f (x(r) *) como 1 wgi(x(r)*)) 
i 

são funções não-decrescentes de r dentro da vizinhança 

v. 
- 

Repare que se S for compacto, então existirá um 

mínimo absoluto de - l i  (x) ) , cujo argumento é 

chamado de centro analítico. Por outro lado, a substituição 

de restrições gi(x) 5 O por múltiplos cgi (x) 5 O em 

nada altera o problema. Mas 

e portanto é possível encontrar E suficientemente pequeno 

de forma que -1 h(-cgi (x)) > O V x E S. Daí decorre a 
i 

seguinte proposição. 

Proposição 1.2 : Seja {r} sequência estritamente 

decrescente e lim rk = O. Então existe uma vizinhança 
k+W * 

(relativa) V de x na qual 

{ C ln(-gi(x(rk)*)) } - 
são não-decrescentes. Se S for 

i 

compacto, isso se verificará para todo rk. 

Se o conjunto ativo A de restrições g. (x) é conheci- 

do, tem-se uma caracterização mais forte: cada seqüência 

{g.(xk)} é crescente, possivelmente em outra vizinhança 
* 

relativa V de x . Isso revela uma propriedade muito útil da 



trajetória central TI que é sua pequena curvatura ou Itrela- 

tiva retilinearidadeN. dT1dr está contido na interseção 
* 

de m+l semi-espaços: {v E : vTvf (r) r O) e 

* 
{v E : vTvgi (r) S O )  para I = i = m 

para todo r suficientemente pequeno. Esta propriedade 

viabilizará o uso de "passos longosw nos algoritmos que 

desenvolvemos nos capítulos 4 e 5. 

O método de barreira logarítmica enfrenta dois pro- 

blemas computacionais comuns a esta classe de métodos. Em 

primeiro lugar, é necessário um controle explícito da 

satisfação das restrições gi(x) 5 O pois, com o crescente 
k * mau condicionamento do subproblema quando x + x , é 

perfeitamente possível um passo discreto para fora de S tal 
1 que ; f )  - 1 - g x )  seja avaliado como decrescente. 

Relacionado à anterior complicação é o fato de muitos 

algoritmos clássicos de busca unidimensional somente 

funcionarem bem na medida em que os termos lineares quadrá- 

ticos e cúbicos dominam na expressão polinomial da função- 

objetivo. Fr(x) é singular ao longo da fronteira do 

conjunto S e pouco tratável por estes métodos. 

Por definição tem-se 

* r * 
V f (r) - V gi(r) = 0 

* 
Se g, não for ativa em x , na medida em que r é 

r reduzido para zero, o coeficiente - - tende para 
g: (x) * I 

zero; se g, for ativa em x , tende para o coeficiente * * 
p i , caso Vg(x ) seja de posto máximo. Convém definir 



Para discutir o mau condicionamento do problema, uti- 

lizamos outra função-objetivo: 

* 
cuja hessiana no ponto x(r) i5 dada por 

Quando r tende para O, os primeiros dois termos de (1.6) 

convergem para 

(1.7) é uma matriz positiva definida e limitada. No ter- 

ceiro termo de (1.6) tem-se no limite 

que é uma matriz de posto menor ou igual a com autova- 

lores v , . . . , v} que tendem para infinito e autoveto- 

res no espaço-imagem da aplicação 

vg (x) : IRm+ tRn 

No limite r c O tem-se 

e portanto os autovalores vi têm entre si a relação 



Entretanto, não usaremos o método barreira-logarítmica 

aqui, mas um algoritmo que evita este mau condicionamento e * * 
cuja hessiana converge para V ~ L  (X , p ) . 

Proposição 1.3 : Considere o problema (P) tendo * 
{g ) como conjunto de restrições ativas em x . Seja 

i * 
Vg(x ) de posto máximo. Então a trajetória central T não * 
incide em x assintoticamente a qualquer hiperfície 

{x E úin: gi(x) = O , 1 = i 5 m. 

Demo. Pela proposição 1, existe uma trajetória central 

definida num intervalo (0, r ) .  A expansão de Taylor de 
* 

sua expressão em torno de x é dada por 

* 
(1.8) x(r)* = x + ry + 0(r2) 

* 
Em x = x(r) E T tem-se 

No limite r $ O sabe-se que 

Derivamos (1.9) em relação a r, obtendo 

Substituindo (1.10) em (1.11) , 

- lim C H . (  r2 1 .y + * T *  + 

, + o  gi (r)* 
2 Vg(x CL 



o que implica 

onde e = (1, 1, . . . , 1 )  Sendo vg(x*) de posto 

máximo, decorre que 

De (1.12) segue 

(1.13) V.* Y = - { i*) 
Considerando o significado de ~ g ( x * ) ~  e a hipótese * 
p > 0, tem-se em conclusão a proposição. 

Supondo conhecido o conjunto de restrições ativas em * 
x tem-se 

O produto escalar dos dois lados de (1.14) com o vetor * * 
x(r) - x e uso da expansão de Taylor de primeira ordem 

levam a 

No caso do problema (P) ser convexo, pode ser mostrado 

que 

(1.15) pode ser usado como critério de convergência ou fa- 



zer parte de um tal critério, conforme o caso. 

Vale a pena ressaltar a natureza muito proveitosa da 

trajetória central na maioria dos casos encontrados. As 

propriedades da função logarítmica faz com que a trajetória 

central seja imune a comportamento como de se desdobrar 

repetidamente. Exemplos de comportamento mais atípico 

podem ser construidos apenas ao usar funções f, gi, que 

não admitem boas aproximações em expressões polinomiais de - 
ordem pequena, e para valores maiores de r. 



2.1 Funções Autoconcordantes 

0s pesquisadores da CIE Yu. E. Nesterov e A. S. Nemi- 

rovsky enunciaram um conceito que ajuda significativamente 

na compreensão in loco dos algoritmos que se baseiam na 

funçãobarreira. Este conceito, autoconcordância de funções 

e famílias de funções, é essencialmente geométrico em 

conteúdo, e serve na detecção de diversas regiões em S com 

suas respectivas garantias de taxa de convergência ao longo 

da trajetória central. Procedemos para as definições 

básicas. Para maiores detalhes, consulte [26]. 

Def. Seja S um subconjunto aberto, convexo e não-vazio de 

E". A função f :S + R é dita autoconcordante sobre S com 

parâmetro a > O ( f E Aa (S, E") ) se f é convexa, de 

classe c3 e se para todo x E S e todo h E E" tem-se 

1 03f (x) [h, h, h] I 5 2 a-''' (02f (x) [h , h] ) 3/2 

Geometricamente, entendemos autoconcordância como um 

limite imposto nas terceiras derivadas unidirecisnais, 

visando garantir que a aproximação de f por uma função 

quadrática seja proveitosa. 

Numa vizinhança de um ponto mínimo local degenerado 

encontramos exemplos de não-autoconcordância: considere 

{x2*} em s = (-ck, ck), k E IN - (1). No contexto de 

função-barreira, examinemos para x > O 

f (x) = X+ k ~ l N  

g(x) = -1n x 

A condição (2.1) se traduz respectivamente em 



(2.3) 2 x - ~  = 2 a-1/2x-3 

Enquanto (2.3) se satisfaz para todo x > O com 

a = 1, a desigualdade (2.2) não é válida fora de certo 

intervalo (0, b(a,k)] para todo a > O e k 2 1, ié. 

para todo f convexa. 

Quanto maior for o parâmetro a, melhor será a aproxi- 

mação (global) de f por uma função quadrática. Algumas 

estimativas do valor de a serão discutidas no capítulo 6. 

O conceito de autoconcordância se aplica através da 

definição de uma função associada. 

(2.4) h(f,x) = inf h : ~vf(x)~hl 5 ~a'/~(h~v~f(x)h)''~ { 

com A(f,x) = w no caso de não existir nenhum valor A 

que torne válida a desigualdade. 

Suponhamos 2 função estritamente convexa. Se 

definirmos a aproximação quadrática de f em torno do 

ponto x por 

Q (y) atinge mínimo num ponto y = x - v2f (x)% (x) O que 
X 

implica que 

Definimos o vetor h = - v2f (x) -%f (x) e lembramos que 



2 -1 

- I vfT(x)v f Vf(x) l 2  
- = vf (x) T~2f -lvf (x) 

Vf (x) Tv2f - lv2fv2f - lvf (x) 

Considerando o significado do h usado, temos demon- 

strado 

Proposição 2.1: Dado x E S onde f: S + R é função 

a-autoconcordante, considere a aproximação quadrática 

Qx(y) de f. Tem-se 

ou seja, ah2/2 é supremo do decréscimo esperado no valor 

de f por um passo no algoritmo de Newton. 

* 
A(f ,x) O quando x 4 x e seu valor possui um 

significado absoluto se supusermos a determinado por 

a = inf { a(x) : X E  S } para certa função f 
X 

com 

a(x) = sup { a > O : a satisfaz (2.1) em x E S no 

papel de a } 

Repare que, ao tratar de funções-barreira Fr(x), r 

fixo, sempre se tem A (Fr,x) < m . Nemirovsky e Nesterov * 
mostram que isto implica na existência de um ponto x(r) 

* 
onde F tem valor mínimo e VF (x(r) ) = O. Resumimos a 

seguir os resultados principais sobre funções autocon- 

cordantes em S. 

1) Se A(f,x) < m para algum X E  S, então A(f,x) é 

finita e continua em todo S. 

2) Seja {y E s : f(y) f(x) } fechado em R" para 

certo X E  S fixo e seja A(f,x) < m 

2.1) se A(f,x) < 1 então f tem ponto de mínimo 

no conjunto S. 

2.2) existe A r  E [A, , 1) , onde A, = 2 - d-3 = 

= 0,2679 ... com as seguintes características. Supo- 



nhamos que a partir do ponto x seja aplicado o algo- 

ritmo de Newton na busca de min f(x), definido por 

o onde pi é passo de Newton, x = x e c é o compri 

mento relativo do passo definido por 

i+l Estes passos são bem-definidos (i. x E S). Designando 

por Ai o valor de h(f,xi) , tem-se respectivamente nos 
três casos de (2.6) as seguintes relações: 

2 (1 - Ai) (5 - A') / 4  

Repare que no primeiro caso (A > A), garante-se 

apenas a redução de 1, enquanto no terceiro caso (A < A,), 
tem-se assegurada uma forte redução do valor Ai. Em 

interpretação mais sintética, verifica-se o uso de A(f,x) 

enquanto parâmetro que mede o possível erro num passo puro 

de Newton, erro este induzido pela derivada terceira 

~jf(x). A novidade está no uso apenas das derivadas tercei- 

ras unidirecionais enquanto expressão de cotas superiores 

do erro em questão. Assim, o algoritmo de Newton se divide 

em três partes: 



1) (A > A') o número de iterações nesta fase é 

menor ou igual a 

f (x) - min f (x) + ã 

2) (Ar A A*) nesta fase intermediária, A 
i 

decresce de forma progressivamente mais acelerada. O número 

de iterações é menor ou igual a 

3 )  (A < A,) a fase final é de convergência 
quadrática. Repare que nesta fase não existe dependência de 

A'. 

2.2 Famílias Autoconcordantes 

Ao se tratar de uma família de funções {Fr:S + R , 
r > O } precisamos levar em conta a variação dos 

parâmetros envolvidos na definição de autoconcordância. 

Nesterov e ~emirovsky definem-na por 

sendo cada conjunto S aberto, convexo e não-vazio e cada 

função F convexa e de classe c3. A definição da condição 

de autoconcordância exige a associação a de um conjunto 

de seis parâmetros a (r) , (r) , p (r) , (r) , ( r )  e K. Cada 

função F é a(r) -autoconcordante. Uma métrica p, do 

conjunto 0 f) é definida, onde K E (O, A*) . O resul- 

tado principal é o seguinte. 

Teorema. Seja 8 = {SI F E ~ }  ' uma família autocon- 

cordante. Suponha que para (r, x) E (O, f) x S tem- 

se 



para certo r E 0 ) Então podemos concluir que 

(rf,x) E (O, E) x s 
r' 

A(F,,, x) 5 K. e que 

2.3 Função-Barreira Logarítmica 

Nemirovsky e Nesterov desenvolvem o conceito de 

autoconcordância visando o enquadramento de algoritmos 

  clássico^^^ de barreira, com potencial de aceleração. Re- 

sumimos brevemente esta abordagem. 

Uma função f se diz fortemente autoconcordante em S 

(i E A:( SI E ~ )  se f é a-autoconcordante em S e se 

todo conjunto {x E S : f(x) 5 t ) é fechado. 

Se F E A:( SI E ~ )  é uma função definida sobre S tal 

que sup{ A(F, x) : x E S ) = =  . u"'(F) então F é dita 

uma barreira v-autoconcordante ( F E B( 3, v)). Dize- 

mos da função f:X 2 3 + R que ela é 6-compatível com F 

E B( 3,  v )  se f é convexa, de classe c3, inferiormente 

semi-contínua no conjunto S e se 

Notacionalmente escrevemos f E Eí (F, 6) . A seguinte pro- 

posição detalha quatro propriedades importantes de funções 

6-compatíveis com barreiras v-autoconcordantes. 



~roposição 2.2 Sejam f E a(F, @ )  , F E B (3, v) 

i Seja T:E + lRn uma transformação afim de forma 
que T(E) n S 0. Definimos 

S+ = T-'(S) 

F+(~) = F(Ty) : S+ + R 

f+(y) = f(TY): s+* iR 
+ Então F E B( s+, v) e f+ E B(F+, @ )  , isso é, v 

e são preservados. 

ii) sejam fi E B(F, Bi), pi + O i  i = 1, 2- Então 

Plfl + p2f2 E a(F1 max (B1 1 6,) 1 

iii) Sejam Si conjuntos abertos não-vazios em R" I 

1 5 i 5 m, tais que 

iv) Seja x E SI h E e qx(h) = sup {t : x f th E S) 

Então (hTvF (x) h) -1/2 ' qx(h) 
-1/2 

5 (1 + 3v) (hTvF(x) h) e 

Repare que a chamada condição (relativa) de Lipschitz 

se assemelha à @-compatibilidade. Den Herzog, Roos e Terla- 

ky [4] definem esta condição pela existência de L > O tal 

que 

para todo h, p E Rn e todo i, O 5 j 5 m. f. correspon 
J 

de a gj , 1 5 j 5 m, e fo a f, na nossa formulação. H é a 
A 

matriz hessiana de Fr (x) , onde 



com a função-objetivo, se não-linear, incorporada ao con- 

junto {gi (x) 1. 
Nesterov e Nemirovsky enquadram uma versão do método 

clássico de barreira logarátmica na linguagem de autocon- 

cordância. Com isso, eles mostram que o algoritmo toma 

lugar em até três etapas. Na primeira, preliminar, uma 
o aproximação x do centro analítico x(F) é obtida, sob a 

condição 

onde A2 é uma dada constante menor que h ,  e que satisfaz 

outras condições relacionadas à função-barreira F. 

A seguir, uma etapa de minimização da função-objetivo 

f é iniciada. Para tal, a função F é minimizada 

aproximadamente por uma seqüência de valores de r c O. No 

caso particular de f E S(F, 0) - o que significa que f 

é uma forma quadrática - são obtidos resultados sobre o 
número de iterações necessário para obter uma 

* 
E-aproximação de x . 

Prosseguimos com resultados mais próximos ao uso dos 

conceitos de barreiras v-autoconcordantes nos capítulos 4 e 

5. 

Proposição 2.3 Sejam convexas e de classe c3 as funções 

gi:S + IR, 1 5  i 5 m, onde S = {x E R" : gi(x) < O V i ) e  

sejam fortemente autoconcordantes sobre SI com parâmetros 

a = 1, as funções Fi(x) = -ln(-gi(x)), 1  5 i 5 m. 
i 

Então 

F(x) - 2 ln(-gi(x)) 
i 

é barreira v-autoconcordante com O 5 v 5 m. 



Demo. Considere a função Fi(x). Tem-se 

vg i Th 
Wil x) = max 

hssn-' [ (vgfh) - gihT~2gih]1'2 

(todas as funções avaliadas em x E S). Já que gi(x) < O 
e v2g. (x) é positiva semi-definida, decorre que Fi:S + R 

é barreira v-autoconcordante com O i v I 1. 
A proposição 2.2, (iii), completa a demonstração. 

A-Razão e Regiões de Confiança 

0s resultados de Nemirovsky e Nesterov sugerem o uso 

da família { A(Fr,x) : S + R+ Ir como meio de definição 

de uma "região de confiança1'. Considere um dado par 

(f ,F) r f E ~ ( F , P ) ,  F EB(S, v). T C S  é a trajetória 
central e 

Uma vez que seja dado o conjunto C, os valores a(x) e 

A (Fr, x) , x I C, não desempenham mais nenhum papel no 

decorrer dos algoritmos que desenvolvemos mais adiante. 

Isso contribui com certa simplificação; assim dividiremos 

o trabalho em duas etapas. Na primeira, partindo de y E S 
o arbitrário, encontramos um ponto x próximo de T. Na 

segunda, todas as iterações (xk,r) são contidas em C. 
- 

Pela definição (2.4) , dado x E S, r E (O, r) , existe 
h E E ~ ,  h unitário, tal que 



* 
Seja vl o menor autovalor da hessiana V'F (x(r) ) e vl 

um autovetor unitário correspondente. A autoconcordância 

de Fr(x) limita a variação dos autovalores de v'F~(x) 
* 

numa vizinhança N1(&) de x(r) , de forma que escrevemos 

para x E N1 (c) . 
Já que 

* 
VFr (x) = V'F (~(r) (X - x(r)*) + O(llx - x(r)*l~)~ 

* 
tem-se 11 VFr (x) 11 = k (r) llx - x (r) 11 + 6 numa vizi- * 
nhança N2(S) de x(r) . Definimos 

Chamamos esta razão R(r) da A-razão em r do par (f, F) . 
Por definição, R(r) > O e mede a relação entre h (Fr, x) 

e IIVF,(x) 11 para x E N1(c) N2(6) 

* 
Em x = x(r) tem-se 

Partindo de 

(2.15) r -V2F (x) = V2f (x) + 1 r - 
i s2 (x) 



* 
já que lim - = pi , tem-se para r pequeno 

rJ .0  '3, 

(2.14) implica que 

de onde decorre, para r pequeno 

Posto que o conteúdo dos parênteses do termo à direita * * 
possui limite finito quando x = x(r) e x , e  * * 
lembrando que x (r) - x varia linearmente com r numa 



* 
vizinhança de x , resulta a seguinte proposição. 

Proposição 2.4 Dado o par (f, F), f E U(F, p ) ,  
F E B(S, v), com a = inf(a(x) : x E C c S) > O, a A- 

razão R(r) é diretamente proporcional a r - 1 para 

valores de r suficientemente pequenos. 

Examinemos o comportamento de h(Fr, x) para um certo 
- 

ponto fixo x(~) * e variação de r. Para r' := ar - 
suficientemente próximo de r 

Por outro lado 

- 1 - a  1 - J( 
- * - - * - vf (x(r) ) + - Vf (x (r) ) + VF @(r) ) - 

ar r 

Para valores pequenos de r onde rR = k (constante) 

* 
o que mostra que A(Far,x(r) ) varia linearmente em - * 
a := 1-a numa vizinhança de x(r) . 

Normalmente, a terá valores (iniciais) no intervalo 

(0.5, 1) na segunda etapa dos algoritmos. 

Os resultados expostos permitem que se enuncie um 

conceito idealizado de algoritmo. Suponhamos dado xk E S 

tal que para dado r E (0, r )  



Da desigualdade triangular tem-se 

Escolhemos um valor de a E (0, 1) tal que 

implicando em 

A desigualdade (2.21) se verifica pela aplicação de 

(2.9) à desigualdade (2.20). 

Assim garante-se a existência de uma seqüência {xk) * 
convergente para x e contida em C. Obviamente este resul- 

tado não é, em si, de alguma forma novo. A novidade reside, 

ao contrário, na possibilidade de llmonitorarlt a seqüência 

usando o valor do gradiente I~VF~(X) 11. Por outro lado o 

conjunto C e o monitoramento da seqüência são independentes 

de como são calculadas as iterações {xk), sendo aplicáveis 

mesmo num processo algorítmico acelerado, como será 

discutido em capítulo 4. 



> J 

3.1 O Metodo Classico 

Podemos distinguir duas classes de métodos para a 

resolução de 

(P) min f (x) 
s.a. gi(x) 5 O 

2 no caso de f, gi serem convexas e de classe C . Uma 

abordagem penaliza o não-cumprimento das restrições; outra * 
trata de procurar um ponto (x , p*) que satisfaz as con- 

dições Karush-Kuhn-Tucker. 0s métodos quadráticos sequen- 

ciais pertencem a esta segunda classe. Este tipo de método 

foi proposto primeiro por Wilson [31] e é conhecido também 

como método de métrica variável. 

Suponhamos Vg de posto máximo, que todas as restri- * J( 
ções g. sejam ativas na solução x e que p > O. A reso- * 
iução d: (P) equivale encontrar uma raiz (x , p*) E R" x R' 

do sistema 

Vf (x) + ~g(x)~p = O 

g(x) = 0 

k Dado um ponto (x , pk) , o método de Newton para 

a resolução de (3.1) consiste de resolver o sistema 

onde L(x, P = f (x) i- E Pigi (x) . (3.2) pode ser re- 
escrito como 



onde Hk é a matriz hessiana da lagrangeana 
k k (xk,p). Já que ~p~ = pk+l - p ,  (3.3) pode 

da forma 

avaliada em 

ser escrito 

onde A X ~  é substituído pelo mais familiar passo pk. O 

sistema (3.4) consiste das condições KKT do problema 

1 min pT~fk + I p T ~ k  p 

Ou seja, ao resolver o problema (3.5), obtemos um passo pk * 
e uma nova aproximação pk+' do multiplicador p . 

A convergência do processo é garantida localmente pelo 

teorema sobre a convergência do método de Newton. (Vide 

Bertsekas [2]) 

Teorema 3.1 Seja dado o sistema (3.1) com f, g de * * 
classe c2 com so1ução (X , p*) e a matriz v2~(x , p*) * * 
inversivel. Existe 6 > O tal que se, (xO, pO) E BO (X ,p ) , 
então a seqüência {(xk, pk)) gerada pela resolução reite- 

rada de (3.2) (e portanto de (3.5) ) é bem definida, con- * * 
verge para (x , p*) e satisfaz (xk, pk) E B ~ ( X  , p*) 

* * 
para todo k. A não ser que (xk, pk) = (X , p ) para * 
todo k r k , a seqüência { (xk, pk)} exibe convergência 

Q-superlinear. Se também verifica-se que VL:IRnx IRm + 
* * 

IRn x R' possui constante de Lipshitz M > O em B6(x , p ) 

e se 

11 V~L(X, p))-' 11 s M < m 

* * 
V (x, p) E BO(x , p ) ,  então a seqüência {(xk, pk)} exibe 

convergência Q-superlinear de ordem pelo menos dois. 

Na sua forma wclássicatt este método pode trazer pro- 

blemas, pois a região de convergência Q-superlinear pode 



ser muito reduzida e a de convergência em si pouco maior. 

Outra dificuldade é a possível inconsistência da restrição 

vgk P = - gk em certos pontos. Em geral estes pro- 
blemas têm sido contornados eficientemente pelo uso de 

funções de mérito (vide Han [13]) Proporemos um método de 

natureza distinta da destes no capítulo 4. 

A grande vantagem do uso dos métodos MQS é a transfor- 

mação de um problema geral não-linear ( f unção-ob j etivo e 

restrições) num problema quadrático com restrições linea- 

res. Observe que grande número de problemas práticos 

contém algumas restrições lineares e que há grande economia 

computacional em reduzir todas as restrições a esta forma. 

Por outro lado a resolução de problemas quadráticos com 

restrições lineares é relativamente fácil com software 

empregado hoje. 

Resumimos a técnica utilizada na resolução de um 

subproblema da forma (3.5) . Seja Zk uma matriz n x (n-m) 
cujas colunas geram o subespaço ortogonal àquele gerado 

pelas linhas de Vgk. Todo vetor e possui expressão única 

com componentes destes dois subespaços. Escrevemos a 
k solução de (3.5) , p , na forma 

Por definipão, VgkPk = - gk e portanto 

A equação (vgkvgkT) Py = - gk determina unicamente 
PY 

Substituímos (3.6) na função-objetivo de (3.5) , com o 
valor de p já determinado, obtendo um novo problema, 

Y 
reduzido, de minimização irrestrita: 



Igualamos o gradiente da função (3.7) a zero e resolvemos 

O multiplicador pk+' é computado da relação 

É comum referir-se a zkTvfk como O gradiente projetado e 

a zkTH Z como a hessiana projetada da função lagrange- 
k k 

ana. Obviamente, a resolução do problema de cima depende 

da matriz zkTHkzk ser positiva definida. Já que Zk é de 

posto máximo, isso decorre de Hk ser positiva definida. 

Como 

f, gi são convexas e pk 2 O, neste caso Hk é positiva 

definida para todo xk E S. 

Considere um subproblema da forma 

(3-9) 
1 min pT~fk + ; p T ~ k p  

s.a. k k 
WkP = - g  - c  (ck 2 O) 

(3.9) é uma iteração MQS, a partir de (xk, pk) , na reso- 
lução do problema 

(3.10) min f (x) 
k s.a. gl (x) = - .c 
i 



Figura 1 

A resolução de (3.9) providencia um passo pk em * 
direção a x 

- g k > E k  
(vide Fig. 1) . Outro modo de 

entender o significado da resolução de (3.9) decorre da 

seguinte proposição. 

~roposição 3.1 Seja dado o problema (P) e correspondente 
k k trajetória central T. Seja x E T, x = argmin { F (x) : * r k r = rk) = X(L) , r > O. Seja E* = -  

k 
- g . Para va- 
rk 

lores de rr E (rk - 'I: , rk + 'I:), 'I: suficientemente pe- 
k+l queno, verifica-se que existe a solução x do problema 

(3.9) e 

Demo. Sabemos que 



Por outro lado, o problema (3.9) implica que 

Substituímos (3.12) e (3.13) no termo à esquerda de 

(3.ll), obtendo 

k 
"g, 

~á que vfk - r 1 = O, tem-se que para p sufi- 
k 

4, (xk) 
cientemente pequeno, (3.11) se verifica, com o erro 

diretamente proporcional a lpll. O tamanho do passo p , 
entretanto, é diretamente proporcional a z, completando a 

demonstração. 

I 

Concluímos com uma observação. Em primeiro lugar, se * 
gi é restrição ativa em x , a norma do gradiente 11 vgikll 

k * é não-decrescente para {x : xk = x(rk) , rk J, O). Isto 

k implica que o hiperplano (x - xk)T~gik = - gi(x ) (cor- 

respondente à restrição gi(x) c O no passo MQS) em geral 

não intercepta a região viável S. 

Formalmente isso é mostrado considerando um ponto ge- - 
nérico x que pertença à interseção dos hiperplanos 

Tem-se 



V i ,  l = i = m  

Ir este motivo, um passo do algoritmo MQS wpuroll 

tende a gerar a iteração xk+l fora de S. O MQS-deslocado 
k+l reduz este passo, de forma que x continue viável e mais * 

próximo de x de que seria o caso da iteração MQS. 

A 

3.3 Convergencia Superlinear do MQS 

Dado um problema (P), f, gi convexas de classe C', o 

teorema 3.1 garante a existência de uma região de conver- * 
gência superlinear em torno de x . O conceito de autocon- 
cordância serve para a detecção desta região. Supomos 

inicialmente que uma aproximação muito boa do valor do * 
multiplicador p seja conhecida. Em xk E S tem-se 

I ~'VL~* (xk) I 
s 

11 VLP* ( xk) II 
(3.14) h (LM*, xk) = max 

hesn-l (ahTv2~ * (xk) h) 'I2 
I.L 

onde <r é o menor autovalor da hessiana v ~ L ~ *  e q é o 

parâmetro de autoconcordância da função L *(x) - e que de 
P 

fato precisa ser conhecido apenas numa vizinhança convexa * k 
de x que inclui x . 



3.4 Sobre Restrições de Igualdade e o Conjunto Ativo 

Para maior clareza de exposição nos capítulos 4 e 5, 

adiantamos algumas observações sobre um assunto que será 

abordado no final do capítulo 5. ~onsideramos nesta seção 

idealizações de algoritmos de barreira logarítmica (ABL) e 

do método quadrática sequencial deslocado (MQSD). Em 

geral, dado um problema (P), não é conhecido de antemão o * 
conjunto ativo A na solução x . Assim, torna-se necessária 
a inclusão, anterior à aplicação do MQSD, de um ttprocessott 

capaz de indicar A corretamente. 

Seja indicado um incorreto conjunto ativo Ar. Se * 
A c A r ,  o ABL continua convergindo para a solução x , 
deixando as restrições excedentes não-ativas. O MQSD leva a * 
uma resposta errada, ao exigir gi (x ) = O V i. Se, ao 

contrário, A não está contido em Ar, então tanto o ABL 

como o MQSD levam a respostas erradas, acompanhado de 

violação das restrições gi E A\At. 

Estes mesmos problemas existem para o algoritmo que 

desenvolvemos neste trabalho. Há necessidade de 

determinação do conjunto ativo A. 

Um problema comum é do tipo 

(P' 
min f (x) 

com f r gi hj funções convexas de classe C,. Nestas 
condições é tentador simplesmente incluir hj(x) 5 O como 

* 
restrições supostas ativas em x . De fato o MQSD leva a 

uma resposta correta caso seja acertado o conjunto ativo A 

na sua totalidade. O ABL leva a uma resposta incorreta -* 
sempre que existe x E SI h (x*) < 0 para algum j e * j 
f (x*)  < < f (x ) .  Estas observações nos levam a omitir o 



problema geral (P/) de consideração. 

Entretanto há um subcaso importante que pode ser 

incluído: h função linear if j. Já que neste caso tanto h 
3 1 

como -hi é convexa, podemos incluir uma das duas como 
' - * 

restrição hj (x) 5 O suposta ativa em x e garantir * 
que o ABL e o MQSD convirjam para x e 



A proposição 3.1 demonstrou a existência de uma corres 

pendência fraca entre o algoritmo da barreira logarftmica e 

o método quadrático sequencial deslocado, indicada abaixo. 

ABL MQSD * 
Em xk = ~ ( r )  , resolva v rnin pT~fk + pT~kp 

min Far(x) s.a. vgkp = (a - llgk 

O método MQS-deslocado tem sido pouco explorado, 

talvez por motivo desta correspondência ser fraca. 

Exemplificamos. Seja a E (0, 1) o fator de redução e 

dados o problema com n > 1 

min xn 

s.a. x - a - O  (a > 0) 

e o ponto x0 > a. Assim 

( 4  1) 
1 V F ~  ( X) = - nxn-' - 1 

x - a  

(4.1) mostra que há uma correspondência biunívoca entre os 
* 

conjuntos (x(r) :r > O } e (a, m ) dada por 

O subproblema MQS-deslocado é 

n-1 1 n-2 2 rnin nx p + -n(n-l)x p. 
2 

s.a. p = ( a -  l)(x-a) 



o que implica que o passo é sempre fixo de forma que 

Repare agora que, partindo de xo, com ra A r(xJ = 

= n(xo - a)xbl, alvejamos x com rcxi) = ar(xo). Es- 
1 

crevemos 

O ponto xl, entretanto, é tal que 

k Em geral, na k-ésima iteração, r (x,) = a rO e 
pr 

A expressão (4.3) implica que, exceto no caso n = 1 (li- 

near), o MQS-deslocado terá um erro de estimativa grande e 

crescente com k do I1valor verdadeirog' de r(q). Este 

fato motiva a convergência apenas linear neste exemplo. 

Repare que quanto maior o expoente n, maior será a superes- 
timaçáo de r(xk) ; isso torna rpr(xk) essencialmente 

inútil. 



4.2 R-Ideal: Conceito e Propriedades 

Num problema geral (P) definimos para x E S 

(4.4a) 

(4.4b) 

(leia-s e r ideal de x) As seqüências { rid 
k 

{ rid(Brf x ) ) convergem para o mesmo valor 
Vrf xk) I e * 
a y  {x(r) 1 

* 
para {xk} convergente para x(r) E T. Após indicar qual 

das duas versões rid (Frf X) , rid (Br , X) está sendo usada 

em dado momento, indicaremos o valor por rid(x). 

Proposição 4.1 Numa vizinhança da trajetória central T, 

rid (Fr I X) e rid (Br , X) são funções bem dei inidas , 
estritamente convexas e estritamente positivas. 

Demo. consideremos primeiro o caso de rid (x) = rid (Fr , X) . * 
Para x = x(r) E T tem-se rid(x) = r > O. 
Definimos 

U = {x: rid(x) > O ) n S 

* 
Tem-se T \ x c U . Dagora em diante rid será consi- 

derado como função definida apenas em U. Fixo x E U, 

I I v F ~  (x) 1l2 é função quadrática de r, com 

Se no ponto x E U tem-se r = r (x) então 
i d 



* 
e numa vizinhança de x(r) a expressão (4.6) é bem 

definida. Examinemos a segunda derivada. 

Para rid(x) em (4.5) 

* 
Perto de x(r) esta segunda derivada é maior que zero e 

cresce rapidamente quando r O. 

No caso de rid(x) r. (B ,x) os mesmos resultados 
id r 

seguem ainda mais facilmente, pois neste caso 

é bem definido. A segunda derivada 

garante a convexidade estrita de Br(x). 

I 

Experiências com o conceito mostram que U é 



* 
comumente quase igual a S numa vizinhança V de x com 

V = {x E s : rid(x) < m )  

tanto para rid (Fr, X) como para rld (Br,x) . 

Figura 2 

NO caso de rid (Br , X) , 

(4 .7 )  lim rid(x) = O 
x + as 

e a situação é ilustrada na figura 2. 

No caso rid(FrIx) , O limite é indeterminado quando x 
se aproxima à fronteira de S, porém em geral é f inito e 

maior que zero. Ao determinar rid(x) próximo de T usamos 

sempre rid(Fr,x). Na fase preliminar do algoritmo de seção 

5.1, x às vezes distante de TI usamos rid(B ,x) 

O cálculo de rid(x) para x E U é relativamente 

simples por ser o mínimo de uma função estritamente convexa 

de uma variável. Além disso, tem-se uma estimativa inicial 

de seu valor: rpr (x) . 



* 
Proposição 4.2 Sejam dados o problema (P) e x0 = x(ro) , 

> O. Para dado a E (0, 1) seja efetivada uma iteração 
1 de MQSD ou ABL, obtendo x . Então para a suficientemente 

grande 

Demo. Para a suf icientemente grande temos rid(xl) > O 
1 bem definido. Provamos que rid(x) C aro . As iterações 

pelo MQSD implicam em passos pk que satifazem vgkPk = 

- (1 - , ou seja, tal que seja I1previstol1 gi (xk + Pk) 
= a.gi (xk) i( i. Sendo g. convexa e crescente ao longo 

de T para r < r , tem-se 

Para a suficientemente grande xk+l := xk + pk é próximo 

de T e portanto (4.9a) implica que rid (xk") < a.rid(xk) , 
pois as hiperfícies V = { x s U  : rid(x) = r 3 são trans- 

versais a T. 

As iterações pelo ABL para resolução do problema 

(P), não-degenerado, são localmente equivalentes à geração 

de uma seqüência fyk) , soluções aproximadas de 

(4.9b) min ( Fr(y) i f(y) - m.ln(-y) ) 

por passos de Newton ou Quasi-Newton, para valores sucessi- 

vos decrescentes de r. Formalmente, efetuamos uma mudança 

de variáveis @:x + y, diferenciável, e com det(af(x)) ;t: O 

V x E U, com 

Já que T não incide assintoticamente em nenhum 
* 

hiperplano tangente {v E R" : vTvgl= O 3 , existe aplica- 
ção @ tal que todas as imagens {@(xk)) são arbitrariamen- 



te próximos do eixo yl negativo, para a suficientemente 

próximo de 1. T ser ao longo do eixo y, implica * 
(F ) : IRn + [R pode ser descrito por (4.9b) . 

* 1 O o 
consideremos y0 = y(ro) e y = y + h , 

(Vide Figura 3, onde 

esta proposição 

provar 

dF 
Cir - (Y1) 

Por Taylor 

dF 
Cir - (Y1) 
dY 

* 
yi e y(aro) são ilustrados como se 

fosse correta) Vê-se que (4.8) equivale 

> O 

Basta mostrar 
- 

d " ~  
(4.10) Cir 1 d3f - (yO) = - - ar O tYO> - - 

dY o dy3 (Y013 

Por hipótese 1 d3f 
I = -  o dy3 (YO> 1 

suficientemente próximo de zero, 

(4.10) é satisfeita. 

k V y. Para y 

y < O, a desigualdade 

Observação: (4.8) implica que ri,(xl) é, além de ttidealtt 

enquanto quantificação do próximo subproblema, ainda tem a 

vantagem de ser menor de que r = aro. Isto, de fato, 
Pr 

constitui a grande vantagem oferecida pelo uso do conceito 



Resta observar que, na prática, este fenômeno é 

constatado para quase todo a E (O, 1) , em todas as 

terações. 

Figura 3 

4.3 Elementos para um Algoritmo Parametrizado de Barreira 

Logarítmica 

Na seção 2.4 foi enunciado um algoritmo que agora 

reenunciamos em termos de MQSD. 

k Dado (xk, rk) E U, onde rk = rid(x ) , tal que 

tomamos a E (0,l) tal que 



Obtemos de (2.19) 

k o que implica, por definição, que A (Far ,x ) < A, . De 
k 

k (2.9) é garantido um passo pk tal que em xk+' = x + pk 
tem-se 

para a suficientemente grande. De (4.8) tem-se 

e concluímos um passo no algoritmo. 

Já que na prática (4.11) pode ser uma desigualdade 

I1fortel1, devido à diferença entre rk+' e ark , temos se- 
guramente a possibilidade de dar um passo mais longo de que 

aquele apresentado acima. Ao usar a norma do gradiente 

I I V F  (xk) 11 como medida indireta de A (Fr , xk) , reduzimos 
rk k 

em muito o trabalho computacional da avaliação do valor do 

passo dado. 

Seguiremos a tática de não I1desperdiçarl1 o passo pk 

uma vez efetuada sua computação, sem aproveitá-lo o máximo 

possível na determinação de um passo longo. Como será 

indicado nos testes computacionais (vide cap. 6 ) ,  há 

considerável potencial nesta idéia simples, devido ao fato 

da trajetória central T ser relativamente retilínea em re- 

giões razoavelmente grandes. Este algoritmo será for- 

malizado em seção 5.2 e constitui a etapa principal do 

APBL. 



5.1 Fase 1: Preliminar 

Já aludimos a um algoritmo parametrizado barreira 

logarítmica em seção 4.3. A etapa apresentada exige x0 E S 

próximo da trajetória central T. Desenvolvemos a seguir uma 

fase preliminar do algoritmo, que visa encontrar x0 nestas 

condições a partir de y E S arbitrário. 

Nesterov e Nemirovsky [26] encontram dificuldades se- 

melhantes. A etapa preliminar destes autores consiste de 

supor S compacto. Existe um centro analítico Único e 

Nesterov e Nemirovsky propõem uma família 

r t o )  

que, ao reduzir r para 0, converge em mínimo para o cen- 

tro analítico. r inicial é tomado como 1 ; rk = A-'< 

onde A é uma constante para a qual é demonstrada conver- 

gência da etapa preliminar do algoritmo. Repare que para 
F"' não faz sentido falar em r ideal, pois a Vrajetó- 
r 

ria central1I na etapa preliminar inclui todo o conjunto S I  

devido ao fato de F") depender de n+l parâmetros 

(r,xk) e não de um parâmetro só como no caso de F . 
Nesterov e Nemirovsky propõem que os sucessivos míni- 

mos sejam encontrados usando método de Newton ou Quase- 

Newton. Vale a pena frisar que A formalmente permitido 

em [26] é frequentemente muito próximo de 1 e, consequen- 

temente, de convergência lenta. Além disso, a combinação 

da etapa preliminar citada com a etapa da seção 4.3 impli- 

caria, em geral, em inicialmente incorporar uma restrição 

g,+' (x) 5 O no problema (P) para tornar S um conjunto 



limitado e, na etapa seguinte, descartar esta restrição 

artificial. 

Quanto à extensão do método quadrático sequencial des- 

locado à primeira etapa do algoritmo, na seção 3.2 foi 

mostrada a fraca equivalência entre MQSD e o ABL. Isso 

faz com que o MQSD seja inteiramente inadequado para a lo- 

calização de x0 próximo de T. A restrição 

tenta reduzir os valores de gi (x) , linearmente, por um 

fator fixo. Se y0 E S for próximo de as, (5.2) tende a 

manter y1 tão ou mais próximo, dificultando, em muito, 

progresso em direção a T. 

Há ainda outra dificuldade na aplicação do MQSD à fase 

preliminar do algoritmo: a quase impossibilidade de usar r 

ideal em substituição a r e cu fixos. (4.6a) mostra que 

lim rid(F/) indeterminado 
 as 

lim rid(Br,x) = O 
x+a s 

Nos dois casos o uso de rid é pouco eficiente, pois 

seu valor significa pouco quanto à proximidade entre y0 e * 
x(rid) , e por isto a estimativa do multiplicador de Lagran 
ge p0 perde seu valor. 

Na ausência de um método geral pela localização de * 
x(r) E T, propomos duas alternativas a serem usadas em 

casos diferentes. Se f, gi são convexas um passo pk de 
Newton ou Quase-Newton é direção de descida de F e B . Em 
casos mais gerais o método de descida máxima com salva- 

guardas é apropriado. Sabe-se que T normalmente se encontra 

longe de aS para valores de r suficientemente grandes, e 

portanto qualquer passo pk deve ter monitoramento de forma 



;y tal que gi(yk + pk) = f gi(yk) V i 

ISSO é, o ponto ykfl está contido no conjunto Sâ := { x : 
k 

gi (x) 6 i V i , onde ã i  := E gi(y). Sg é um conjun- 
9 

to que contém os pontos x E T em que rid(x) 2 6 > O 

(vide Fig. 4) 

Quanto à função-objetivo da fase 1, testamos duas 

alternativas: Br (x) , r fixo e 

(5-4) Br (x) : rk = max {rid(yk'l), C > 
k 

para prefixado C > O, sendo o propósito de (5.4) usar como 
função-objetivo a melhor alternativa possível - mas 

evitando valores de rk excessivamente pequenos 

Figura 4 

Resumimos a Fase 1 (Preliminar) 

O y E S. k := 0. 

(5.5) Escolha r 

Calcule cota superior h 2 h ( F , ~ ~ )  



O se A c A,/ 2 , ponha x = y k  

Calcule o passo p de Newton ou Quase-Newton para 

min Br (x) 
Seja yk+l = yk + pk onde pk = a. p -k é calcu- 

lado via busca unidimensional 

k := k+l. Vá para (5.5) 

5.2 Algoritmo Parametrizado de Barreira Logaritmica (APBL) 

(Versões la e lb) 

Continuamos o algoritmo com a fase 2 

Fixe a E (O, 1) inicial. (v ide  observacso i) 

(5.6) Estime R(r) = (avl) 'I2 

(5.7) Calcule o passo Gk do MQSD (em 3.9) 

Calcule r := rid(xk + Ek) 
(5.8) Estime o valor de h = A(F , xk + Fk) 

- 
(5.9) 

A se A > *I2 , majore a evápara (5.7) 
- 

(5.10) A se A *I2 , teste para c-convergência. 

caso não haja convergência: j := O 

(5.11) Ponha x k+l 
(j) 

= xk + qjpk 

calcule r := r,, (x:;) Novamente, há duas 

possibilidades: 

vá para (5.11) 



- h* 
se A(F~J rx::; > 2 

, ponha j := j - 1 e 

continue 

Com o passo CS ik determinado, há duas possibilidades. 

Versão la: k+l k x := x + <SEL. k := k + 1 e vá para 

(5.6) 

Versão lb: Resolva o novo sistema 

min 1 pT~fk + 2 - pT~kp 

s.a. vglp = ( ej(1 - a) - llgk 
k+l - para pk e tome x - xk + Pk. Calcule 

k+l r := rid(x ) .  Teste para &-convergência e 
h-* 

averigue que A (Fr, xk+l) < 2 -  k := k+l 

e vá para (5.6) 

Observações: 

i) O parâmetro de inicialização a E (0,l) é uma garan 

tia da convergência do subproblema MQSD. Se (P) convexo, o 

menor valor possível de a é estritamente menor que 1 e tem 
k * limite igual a zero quando (x) + x . Este valor depende 

do problema e não pode ser calculado anteriormente à solu- 

ção do problema, no caso geral. Usamos valores heurísticos 

nos casos apresentados no Cap. 6. Gonzaga [ll] obteve 

redução linear de r para programação linear, mas há pouca 

informação para o caso geral. 
- 

ii) O valor de A (5.8) 

lação 

e normalmente será menor que 

é facilmente estimada pela re- 

A *I2 , anãoserque a seja 



excessivamente pequeno. a inicial é dado um valor mediano 

e será majorado ou não conforme seu desempenho seja falho 

ou promissor, respectivamente. As estimativas de R(r) e 

rid 
são, em nosso caso, feitas em simples subrotinas. Para 

detalhes, consulte o início do Cap. 6. 

iii) Este algoritmo tem convergência garantida mas na 

prática é lenta. A versão 2 do algoritmo inclui uma 

terceira fase que assegura convergência super-linear. 

iv) A seqüência 

forma apropriada a 

longo. Nos testes 

Lembremos que 

dor de Lagrange. Há 

15, Ij.r.4 é crescente e modulada de 

detectar a possibilidade de um passo 

computacionais do capítulo 6 usaremos 

rk p k = - -  é estimativa do multiplica- 
qk 

vários meios de estimar uma cota supe- 
k * rior para I p - 1 , 1 s i = m. No decorrer do algo- 

ritmo, uma vez que se tem certeza desta cota ser pequena, 

torna-se atrativa 

das fases iniciais 

(5.12) min 

Propomos como 

a alternativa de substituir o problema 

Por 

LH* (x) 

fase 3 do APBL (Versões 2a e 2b) a sub- 

stituição de (5.10) por 

- r 
Ponha p = - e estime 

g(xk + Fk) 
onde 

à fase 3. 

Fase 3 
1 min pT~fk + - 2 pT~kp 

A 

Se A < h,, vá 

onde agora a tem um valor fixo e pequeno. 

52 



A 

5.3 condições de Convergencia do APBL 

A proposição que segue formaliza as diversas avalia- 

ções feitas ao longo das últimas seções. 

Proposição 5.1 Seja dado um problema (P) com f, gi 

convexas e de classe c3 com f @-compatível com a barreira 

m-autoconcordante F (x) = -1 ln (-gi (x) ) . Suponha que existe 
i 

um conjunto não-vazio S = { x: gi(x) < O V i } e seja a * * 
solução única de (P) um ponto x com multiplicador p tal * 
que p ,  > O V i. Então para qualquer E > O e qualquer 
X O E  S o algoritmo APBL produzirá uma seqüência finita de 

pontos ( xk} C S com as seguintes características. 
k 
1 i) Numa primeira fase levará a um ponto x tal que 

k 

para certo r > 0, tem-se A (Fr,x ' ) < i* e 

k ii) Numa segunda fase levará a um ponto x 2 numa 

sucessão de iterações para as quais h(Fr , xkitl) < ^* e 
2 

1 

onde ( r } é uma sucessão de reais positivos decrescente 
1 

A por pelo menos um fator linear a e tal que h (L *,xk2) < z*.  
I-L 

k iii) Numa terceira fase levará a um ponto x3 numa su- 

cessão de iterações onde 

e tal que 

Demo. A afirmação i) decorre como corolário do teorema 

3.1 e a iii) de (2.9) . ii) é comprovado ao observar que 

k +1 x +1 há garantia de rid (X i ) := rl L rpr (X i ) = alrk 
1 

onde a < 1 é o fator de redução do parâmetro r. Já que a 



k + 1  * sucessão ( x I } tem convergência linear para x , está 
garantida a ocorrência de um ponto xk2 com h(L *,xk2) < h, 

I-I 

Observação. A proposição 5.1 garante muito pouco, 

menos que de fato ocorre com a aplicação do APBL. Isso 

decorre da natureza parcialmente heurística do algoritmo. 

Por este motivo não tentamos colocar cotas superiores no 

número de iterações. 



Um algoritmo pode ser teoricamente muito correto mas 

ineficiente na resolução de problemas reais. No caso do 

APBL confronta-se com um número de parâmetros que, conforme 

os valores realmente estabelecidos, podem implicar que o 

algoritmo tem pouco mérito prático. 

Foi implementado uma versão bastante extensa (em torno 

de 2500 linhas de FORTRAN 77) visando testar diversos as- 

pectos do APBL. Três problemas-teste foram usados: 

Problema 1 min x: + 3x: + 0.1~: 

* * 
sendo x = (0.5, 0.5, 0.5) /J = (1, 2.5) 

* 
f(x ) = 1.00625 

Cinco pontos iniciais distintos foram usados. A tabela 

A-1 no Apêndice contém informação a respeito destes pontos. 

Problema 2 (no 43 em [14], Rosen-Suzuki) 

2 min x + x: + 2x; + xi - 5x1 - 5x2 -21x3 +7x4 
1 

s.a. -8 + x: + xS + x; + x: + xl - x2 + x 3 - x 4 5 0  

(6.1) -5 + 2~~~ + x: + x; + 2x1 - X2 - X4 o 
2 2 2. -10 + x; + 2x2 + X3 + 2X4 - X1 - X 4 5 0  

* * 
sendo x = (O, 1, 2, -1) /J = (1, 2, 0) 

* 
f(x ) = - 4 4  

O Ponto inicial: x = (0, 0, 0, O) 



Problema 3 (Não-convexo) 

min x:x: 

p é um parâmetro, ié. o problema 3 é uma familia de 

problemas. Tem-se resultados distintos para cada valor do 

parâmetro usado. 

* 
Caso 3.1 p = 2.5 x = (2.4325, 1.6764) * 

I-( = 12.048 f* = 16.63330 

* 
Caso 3.2 p = 1.5 x = (2.8199, 0.5164) * * 

I-( = 4.1738 f = 2.12011 

* 
Caso 3.3 p =  1.1 x = (2.9661, 0.10057) * 

I-( = 0.8852 f* = 0.088999 

Observação 1. O valor do parâmetro a de autoconcor- 
dância é de difícil avaliação e constitui a nosso ver um as 

sunto ainda a ser tratado satisfatoriamente. Uma subrotina 

em nossa implementação faz uma estimativa de uma cota infe- 

rior de seu valor. No problema 3 o parâmetro a não existe 
formalmente, mas é usado a(U), onde U é uma região em torno 

dos pontos da seqüência {xk}. Para maiores informações 

sobre a, consulte a seção 6.5. 

Observação 2. O problema 2 é um problema-teste clás- 

sico. Por ser quadrático e convexas as funções f, gi , o 
verdadeiro problema é claramente a identificação do conjun- 

to ativo A. Testamos as duas alternativas de previamente 

i) conhecer A e ii) não conhecer A. 

O algoritmo parametrizado em suas várias versões exi- 

giu programação relativamente extensa. Tendo como prioritá- 

rio a obtenção de diversos tipos de informação sobre o 



APBL, abrimos mão de medir o performance em tempo de CPU. 

Diversas subrotinas heurísticas foram usadas na implementa- 

ção atual que poderiam afetar negativamente os resultados 

computacionais. Em particular, mencionamos duas destas. 

i) Subrotina RDBU. Razão Dourada Busca unidimensional. 

Após estabelecer um intervalo conveniente, o método da 

razão dourada é usada até reduzir a 10-~ seu comprimento 

relativo. Este método foi escolhido por sua transparência. 

ii) Subrotina XLAMBDA. A obtenção de estimativas dos 

valores de X (Fr , xk) e R (r) não encontraram precedentes. 

Foi utilizado um método relativamente I1carott de maximização 

da função 

I hTvF I 
A(h) = 

T 2 k  (ah V F h) 

sobre a esfera unitária s"-' = {h E R" : h = 1 por 

maximização unidimensional em direções V A ( ~ ~ )  até os 

passos dados serem pequenos. 

A idealização do parâmetro r traz em seu bojo a pos- 

sibilidade de introduzir um viés sistemático nos dados do 

problema em cada iteração. Tentamos nos certificar quanto à 

ocorrência deste fenômeno. Um parâmetro chamado MULT deter- 
k mina se R(r) é para ser avaliado no ponto x , próximo de * 

x(rid) , OU num ponto mais afastado de T. Também foram 
calculados os valores de X(Fr,x) e R(r) em pontos 

escolhidos e não ocorrentes em seqüências de iterações. 

6.1 Uso de r-ideal na fase 1 

Passamos a descrever os diversos testes realizados. 
O 

rid (Br , x ) foi avaliado em diversos pontos para problemas 

1 e 2. Usamos como alternativa mais viável para a primeira 

fase: 



com C = 10 para evitar uma redução indevida do parâmetro 

r, e ainda C = 100 no caso de um ponto "difícilf1. Para os 

pontos iniciais escolhidos temos os seguintes resultados, 

onde N representa o número de iterações até atingir 

IIvB, (xk) 11 = O. Ol/rid O critério para esta escolha foi de 
A simplesmente estabelecer A (I? ,xO) << *I2 para iniciar a 

segunda fase. A tabela 6.1 contém informações a respeito de 

problema 1. As tabelas 6.2 e 6.3 se referem ao problema 2, 

sendo respectivamente o caso i) de conhecer previamente o 

conjunto ativo A, e ii) de ignorar o conjunto A. 

Tabela 6.1 

Tabela 6.2 



Tabela 6.3 

É evidente que o processo de idealização na fase 1 

providencia informação que frequentemente não será utiliza- 

da , como por exemplo ocorre ao revelar que rid(Br,xO) é 

negativo. Mas a informação é muito facilmente obtida e 

servirá nestes casos apenas de desqualificar rid enquanto 

parâmetro confiável. De todo modo, métodos heurísticos 

servem bem para aproximação inicial a T, e a ocorrência de 

casos como o do ponto (5, 17, -4) no problema 1, de 

convergência lenta para um ponto próximo de T, nos parece 

vinculado mais a limitações específicas da implementação da 

fase 1 de que a uma dificuldade inerente ao ponto e ao 

problema. 

6.2 APBL sem passos longos 

O uso de rid(Fr, X) permite medir melhor o progresso 

ao longo da trajetória central T mesmo sem usá-lo na 

detecção de possíveis passos longos. Comparamos aqui a nor- 

ma I ~ v F ~  (xk) 11, r prefixado e r-ideal. Já que a determinação 

do conjunto ativo constitui uma questão à parte, supômo-10 

conhecido no caso do problema 2. Neste sentido escolheu-se 

pontos iniciais próximos de T e os valores de diversos 



parâmetros. 

Todas as buscas unidimensionais foram realizadas com 

precisão relativa c = I O - ~  em todos os problemas-testes. 
o No problema 1, x0 foi estabelecido com rid (x ) = 50 e 

h (F~~,XO) 0.001 NO problema 2 usou-se um ponto x o 

obtido da execução da fase 1 ã partir do ponto de 

referência (0, 0, 0, 0) . Uma redução uniforme DRED = 0.95 

foi executada em cada iteração. Os resultados para os prob- 

lemas 1 e 2 estão nas tabelas A-2 e A-4. 

0s três casos do problema 3 são apresentados nas tabe- 

las A-6, A-7 e A-8. Aqui o fator de redução DRED de 

utilizado foi 0.90 . * 
A determinação de uma aproximação de /L é necessária 

para a passagem à terceira fase do algoritmo. Uma estima- 

tiva fácil é 

* 
Previsões lineares extrapolativas podendo pk (r) = ckr i- dk 

e computando ck e dk das últimas duas iterações também são 

de cálculo muito fácil. As tabelas A-3 e A-5 mostram es- 

tas estimativas para Problema 1 e 2 respectivamente. 

As tabelas mostram a crescente disparidade entre 
k r reduzido por um parâmetro fixo. A razão entre ri,(X e - 

as normas dos gradientes de Fr e Fr cresce linearmente 
id Pr 

ao longo da Fase 2. Isso ocorre de maneira marcante no 

último caso do Problema 3. 

6.3 APBL versões la e lb 

Todas as versões do APBL foram testados nos três 

problemas-testes com vários valores dos parâmetros. 

Testamos as versões la e lb do APBL no problema 1 de 

forma ilustrar vários aspectos dos algoritmos. A partir do 



ponto y0 = (5, 17, -4) iniciou-se aproximação de T, termi- 

nando a Fase 1 no ponto xO = (2.4095, 2.0953, 0.6317) em 

ambos os casos, com r-ideal igual a 15.00. 0s fatores de 

redução DRED usados foram 0.90 e 0.95 respectivamente. Im- 

pediu-se que A(Fr,xk) ultrapassasse A,/2 neste e nos 

outros problemas-testes, 

No problema 2 as versões la e lb do APBL foram testa- 

dos a partir de y0 = (0, 0, 0, 0) como especificado em 

[14]. A primeira fase em ambas as versões termina no ponto 
O x = (-0.1711, 0.8235, 1.3190, -0.2966) com r-ideal igual 

a 10.28 . A partir deste ponto inicial de Fase 2 as duas 

versões foram testados com fator de redução DRED igual a 

.84. Na tabela 6-4 tem-se os resultados da versão la e na 

tabela 6-5 os da versão lb. Indica-se por Extens. o 

múltiplo do passo padrão que é dado e por Reaprox. O 

passo de reaproximação à trajetória central T. 

r-ideal 

Tabela 6-4 (primeira p a r t e )  



1.414 
1.414 
1.000 
1.000 
reaprox. 
4.000 
4.000 
1.414 
2.828 
1.000 
1.000 
1.000 
reaprox. 
8.000 
8.000 
1.000 
8.000 
8.000 
5.657 
1.000 
reaprox. 

Tabela 6-4 (segunda parte) 

Posição Final: .O00811 .998783 1.993243 -.983531 

Versão lb 



1.000 
reaprox. 
4.000 
1.000 
reaprox. 

8.000 
8.000 
5.657 
1.000 
reaprox. 

16.000 
16.000 
16.000 
16.000 
16.000 
16.000 
16.000 
16.000 
16.000 
16.000 
16.000 

Tabela 6-5 

Posição Final: -.O00096 .999915 

A partir das tabelas de cima 

realização de extensões às vezes 

e do Apêndice vê-se a 

consideráveis. Com os 

valores do fator de redução DRED = 0.92, DRED = 0.96 e 

DRED = 0.98 houve extensões linearmente equivalentes a 0.68 

(previsto) e que de fato resultaram em reduções de até 0.51. 

A versão lb parece à primeira vista ser superior à 

versão la, mas deve lembrar que cada iteração de lb equiva- 

le duas iterações de la. Neste sentido, a versão lb não 

parece demonstrar nenhuma vantagem em relação a la. 
-1 A proporcionalidade entre R(r) e rid é revalidada e 

isto poderia proporcionar meios de tornar menos oneroso o 

cálculo de alguns parâmetros. Diversas reaproximações a T 

após passos excessivamente longos se tornaram necessárias, 

e apenas a fixação de valores conservativos de parâmetros 

impediria isso. Mesmo assim, passos longos foram dados após 



reaproximações, não servindo de contra-indicação ao método. 

Problema 2 Caso do conjunto Ativo não ser conhecido. 

Existem diversos meios de identificar o conjunto ativo 

de um problema (P) e não aprofundaremos o assunto aqui. A- 

penas ressaltamos a relativa facilidade deste trabalho ao 

usar uma das versões do APBL. A equivalência de ordem O 

entre o ABL e o MQS-deslocado depende do acerto na escolha 

de conjunto ativo. Assim, a correpondência entre os passos 

é perdida no caso de erro na determinação de A. 

Exemplificamos abaixo, tomando inicialmente todo o con 

junto (6.1) do problema 2 como conjunto supostamente ativo. 

Obviamente, a Fase 1 não é afetada e a Fase 2 é iniciada em * 
x0 próximo de x(11.78) e 

Os resultados são claros. Apesar de usarmos um fator 

de redução de 0.92, maior de que o valor de 0.84 usado no 

caso anterior de conhecer A, o valor limite de h (F ,xk) é 

logo ligeiramente violado e uma reaproximação a T é efeti- 

vada. Nas vinte iterações tabeladas, seis reaproximações e 

revalorizações do fator de redução DRED são realizadas, 

tornando DRED = 0.99875 sem melhorar muito sua precisão na 

determinação de pontos sucessivos que acompanham a 

trajetória central. 

Observe que o valor de g3(xk) diminui ao invés de 

aumentar, por cinco vezes. Extrapolações lineares de valo- 

res gi(x) fazendo uso de rid ou de Vgi indicam que, das 

três restrições, g3(x) é muito menos provavelmente ativo em * 
x de que gl (x) ou g, (x) . Ao modificar o conjunto ativo a 
convergência se torna imediatamente vigorosa, podendo fixar 

DRED = 0.84 e obtendo longos passos. Utiliza-se 



Problema 3 

Apresentamos os três casos (p = 2.5, 1.5 e 1.1) do 

problema 3 na versão la do algoritmo. Como este caso é 

ilustrativo, porém não formalmente sob inspeção, omitimos 

testagem extensiva. Em particular, omitimos a versão lb. 

Esta versão foi testada e se comporta de forma muito 

parecida com a versão la. O valor artificial a = 1.0 do 

parâmetro a de autoconcordância foi usado. A convexidade 
local de F próximo de T (i. com valor apropriado de r) 
torna factível o uso de um parâmetro de autoconcordância, 

mas nenhuma tentativa de estimar o valor foi realizada. 

Os pontos iniciais usados são próximos dos pontos * 
x(10) E T dos respectivos valores de p: 

Em todos os três casos foram usados como critério de 

convergência da subrotina de busca unidimensional e = IO-~. 

Um controle da grandeza de h(Fr, xk) foi mantido como nos 

outros problemas. Passos longos de até quatro vezes a 

magnitude do passo padrão foram permitidos. Já que o fator 

de redução do parâmetro usado foi 0.9, isso significa que 

reduções llprevistasll de até 0.6 eram contempladas. A en- 

trada Red R das tabelas indica por quanto foi ultrapassado 

a redução llprevistall, e Extens. indica o múltiplo efeti- 

vado do passo padrão. 



Caso p = 1.5 

k r-ideal IvFr (k) 11 f ( x k )  C! (xk llxk - 1 1  x* 
O 10.00000 . 00056 7.48075 -. 68659 .45431 

2.51131 
1.46786 
1.03039 
.75538 
.54732 
.40816 
.29777 
,22092 
.I7894 
,12249 
.O8989 
.O7412 
.O5770 . O4507 
.O3478 
.O2682 . O2033 
,01528 
.O1258 . O0990 

Extens . 

-11749 
.27193 
-31172 
.38673 
.46257 
.59636 
.73830 
.98650 
.45921 

1.21202 
1.57264 
.80113 

1.00625 
1.29175 
1.64326 
2.14358 
2.78309 
3.73158 
1.84623 
2.35245 

Red R 

Tabela 



6 . 4  APBL versões 2a e 2b 

O resultado de maior valor prático seria a implemen- 

tação eficiente do APBL em sua versão mais completa. Este 

valor seria consagrado ao mostrar a resolução efetiva de 

problemas difíceis e mais gerais de que os da estreita 

classe de problemas convexos. Aqui levamos à conclusão 

nossos exemplos apenas para tornar concretas algumas obser- 

vações, e a resolução l8eficientew pelo APBL, Versão 2a e 

2b, nada tem de surpreendente. As tabelas A-14 e A-15 

exemplificam o processo para problemas 1 e 2 respectiva- 

mente. A convergência no problema 2 é tão rápida que logo 

na nona iteraçáo é alterado o subproblema para 

min pT~fk + SpT~kp 
k s.a. Vg,p = -0.8g 

No problema 1 a passagem da segunda à terceira fase do 

algoritmo é adiada para a 1 6 ~  iteração. Nenhuma tentativa 

de obter estimativas de ordem superior dos multiplicadores 

2 foi realizada, ié foi aplicado a versão mais simples 
possível do algoritmo MQS-deslocado. O fator 0.8 foi 

escolhido sem muita deliberação; a sua escolha se basearia 

em considerações inerentes aos problemas-objetos a serem 

resolvidos. Nos casos destes dois problemas, um passo 

unitário de Newton pode ser tomado e convergência quadráti- 

ca obtida, por serem problemas relativamente fáceis. 

A versão 2b é a ilustrada nas tabelas, sem mostrar 

diferença significativa da versão 2a além das já mencio- 

nadas acima. 



A 

6.5 Sobre o Parametro a 

O valor de a(x) , cuja definição repetimos aqui por 
conveniência 

2a-'I2 ( D ~ F ~  (x) [h, h] ) 3'2) 

foi calculado em vários pontos de S nos casos dos problemas 

1 e 2, para diferentes valores de g em F . Os resultados 
estão nas tabelas 6.8 e 6.9, respectivamente. 0s pontos 

escolhidos são de dois tipos: pontos selecionados próximo 

da trajetória central T (a e b) e pontos **representati- 
vos1* , ié. aleatórios e bem-distribuídos por S (c - q) . 
Para problema 1, estes pontos já foram usados e são lista- 

dos na tabela A-1. Para problema 2, os pontos em questão 

são dados abaixo. 

Ponto 

min 

Tabela 6-8 



Ponto 

min 

Tabela 6-9 

0s valores encontrados motivaram o uso de - a = 1.0 

em ambos os problemas. Observa-se uma relativa uniformida- 

de de valores e em ambos os casos valores crescentes de 

a(x) na medida em que r é reduzido. Em termos gerais, isso 

deve ser tributado ao fato de, com redução de r, o termo 
F(x) em F (x) = If (x) + F(x) , fonte do mau condicionamento 
de Fr(x), é progressivamente mais dominado numa vizinhança 

de xk pelo outro termo. Pontos mais distantes da barreira 

logarítmica têm também valores mais altos de a(x), r fixo. 



7.1 ~xtensões do APBL 

Abordamos algumas extensões do APBL. Quanto à aplica- 

bilidade do APBL, do seu alcance, já nos referimos em seção 

3.4 à inclusão de restrições lineares de igualdade Ax = b. 

De maior significado é o fato da trajetória central T da 

função barreira logarítmica ser bem definida em qualquer 

domínio convexo se a função-objetivo f(x) for semi-convexa 

numa vizinhança de T, ou seja, com os autovalores { p(x) ) 

não-negativos da matriz hessiana V ~ F  (x) em todo ponto x 

de S. Portanto, o problema (P) pode ser estendido para 

incluir gi(x) quasiconvexas assim que for estendido o 

conceito de autoconcordância para este caso. De fato, seja 

problema (P') 

min f (x) 

onde existe uma região não-vazia S = {x: g. (x) C O V i), 
* * 

com solução (x ,p ) não-degenerada e seja V uma vizinhança * 
relativa de x onde o MQS demonstra convergência super- 

linear. O algoritmo APBL pode ser estendido a (Pf ) se for 

possível obter um conceito análogo ao de autoconcordância. 

Lembremos que este conceito é essencialmente local e pode 

ser definido para uma função F(x) dentro de uma região onde 

F é convexa. 

Neste sentido há a opção de usar o parâmetro a local- 

mente e estimá-lo por métodos iterativos. A determinação 

exata das derivadas terceiras é muito dispendiosa, mas elas 

podem ser estimadas por métodos de diferença finita a 



partir da seqüência de matrizes hessianas { v ~ F ~  (xk) ) . Estas 
matrizes, por sua vez, podem ser ou estimadas por métodos 

Quasi-Newton ou calculadas exatamente, 

Todos os exemplos examinados demonstram suave variação 

de a(xk) ao longo do algoritmo, decrescente em direção S 

trajetória T (exceto em casos extremos com passos muito 

longos) e novamente decrescente ao longo de T em direção a * 
x (sem exceção) . Por outro lado, usando funções gi (x) que 

são de classe c3 mas não de classe c4, é fácil fabricar 

exemplos nos quais a(x) varia de forma arbitrariamente rá- 

pida por variação de x E S em torno de subvariedades de 

codimensão maior ou igual a um. 

A extensão mais promissora parece ser o uso de 

h ( L ~ ,  xk) mencionado na seção 3.3. A extensão não é 

imediata pois o parâmetro a varia conforme o valor de p e 

a família {L ) não é geralmente convexa em p. Enquanto as 
'lk iterações {x) da Fase 2 do APBL estiver convergindo * 

linearmente para x , as estimativas {p*lk do multiplica- * 
dor p também convergem linearmente. 

Uma vez que se determina como calcular com precisão 

conhecida o valor de h(L *,xk) um passo do seguinte tipo 
E.c 

parece atrativo: 

Em xk, resolva-se pT~fk + SpT~kp 

e teste apk tal que a = argsup gi(xk + apk) s -c \I i) 
a 



7.2 ~uestoes em aberto 

Todo algoritmo parcialmente heurístico deixa uma 

miriade de questões em aberto. A primeira destas talvez 

seja o uso do parâmetro r-ideal na primeira fase do algo- 

ritmo. Não temos evidência segura para atestar nossa 

opinião de que o uso é sempre benéfico ié. existência de um 
o valor C tal que se rld(Br,x ) C então a solução de 

argmin{ Fr(x) } será encontrada mais rapidamente usando r 
X . - O 

- rid (X de que mediante a prefixação de - r. A 
necessidade de se âproximar inicialmente à trajetória 

central TI no caso do APBL, deixa dúvidas quanto à 

comparação geral dele com algoritmos MQS clássicos, como o 

de Han [13]. 

Uma condição possivelmente muito crítica - a de de- * 
terminar o mais cedo possível o conjunto ativo em x , isso 
é, antes de iniciar a Fase 2 do APBL - ainda não possui 

classificação quantitativa. Por este e outros motivos cita- 

dos nos capítulos 4 e 5, não podemos por enquanto assegurar 

convergência polinomial a não ser em casos triviais que 

nada demonstram para o caso geral. 

Finalmente, frisamos a necessidade de estender e quan- 

tificar o conceito de autoconcordância. Sua determinação 

prática é não-trivial, apesar de não ter apresentado difi- 

culdade em nenhum caso examinado por nós. Não há garantia 

ainda de não existirem problemas (P) para os quais a ou até 
{a(x): x próximo de T} tais que a seja muito pequeno, e 
sendo também este fato de averiguação não-trivial. 

Problemas que detêm o mesmo papel em programação não-linear 

como aquele demonstrado pelo problema Klee-Minty em relação 

ao simplex, são mais numerosos que este, porém simultanea- 

mente mais I1anormaisw que o Klee-Minty. Ainda não há como 

concluir muito a respeito de sua relevância na programação 

não-linear. 



7.3 ~onclusões Gerais 

Consideramos demonstrada a superioridade do APBL em 

relação ao ABL clássico. Mesmo com extensões como as propos 

tas por Lasdon, Fox e Ratner [18] que contornam parcial- 

mente o mau condicionamento da matriz hessiana de Br, um 

algoritmo que providencia a passagem a um algoritmo (fase 

de algoritmo) de convergência superlinear num momento 

adequado é intrinsecamente superior a um algoritmo I1purow 

de barreira logarítmica. 

A crítica pode ser levantada a respeito do fato do 

APBL ser parcialmente heurístico. ~onsideramos que, 

descontada a perda de elegância e simplicidade em relação a 

algoritmos llpurosl' como os de Nesterov e Nemirovsky, o 

ganho em eficiência e aplicabilidade serve como justifica- 

tiva mais de que suficiente. Além disso, o APBL representa 

uma tentativa de ulotimizarlu a integração de algoritmos 

distintos. O uso de parâmetros idealizados possibilita a 

passagem de um método "purou1 a outro mais indicado sob 

condições de garantia de convergência linear e superlinear 

nas fases distintas do algoritmo. 

Acreditamos ter demonstrado ser definitiva a reabili- 

tação do uso da barreira logarítmica iniciada principal e 

rigorosamente por Nesterov e Nemirovsky em [26]. Pelas pro- 

priedades analíticas desta família de funções, há motivo de 

acreditar que seu uso é quase sempre efetivo na resolução 

de problemas bastante gerais que demonstram boas condições 

de convergência superlinear apenas numa vizinhança restrita * * 
de (x , P  ) .  
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T a b e l a  A-1 

Problema 1 

I te r  . 
r i  d II V F r  II r pr II V F r  II 

id  Pr 
IIX* - x* 11 

T a b e l a  A-2 



Tabela A-3 

p é a estimativa -rid/g ; é a extrapolação linear. 

Problema 2 

Tabela A-4 
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Tabela A-5 

1-1 é a estimativa r ; i é a extrapolação linear. 

Problema 3 ( p  = 2 . 5 )  

Iteração 

Tabela A-6 



Problema 3 ( p  = 1.5) 

Iteração 5d II OF, 
i d 

II 

T a b e l a  A-7 

Problema 3 ( p  = 1.1) 

Iteração 

.O00952 10.00000 . 007149 9.00000 . 006753 8.10000 . 004898 7.29000 

.O03492 6.56100 

.O02595 5.90490 

.O02009 5.31441 . 001603 4.78297 . 001307 4.30467 

.O01083 3.87420 

.O00909 3.48678 

.O00769 3.13811 . 000656 2.82430 . 000562 2.54187 

.O00485 2.28768 

.O00421 2.05891 

.O00217 1.21577 . 000118 0.71790 

.O00067 O. 42391 

T a b e l a  A-8 



Versão la 

* 
k r-ideal 1 1 0 ~ ~  (k) 1 f (xk)  gl (xk)  g 2 ( x k )  bk - x 11 

Extens. Red R 

1 2.828 
2 2.828 
3 1.000 
4 2.828 
5 2.828 
6 2.828 
7 2.828 
8 2.828 
9 2.828 
10 1.000 
11 reaprox 
12 2.828 
13 2.828 
14 2.828 
15 2.828 
16 2.828 
17 2.828 
18 2.828 
19 2.828 
20 2.828 
25 2.828 
30 2.828 
35 2.828 

.O30066 

.O32531 . O98940 

.O27648 

.O47144 

.O61707 

.O77303 . O98771 

.I06542 

.224015 

.248877 

.O01437 

.I00599 . O99033 

.I04064 

.I02384 

.I06518 

.I05637 

.I06943 

.I09986 

.I11264 

.I15330 

.I07788 
Tabela A- 

Posição F i n a l :  ( 0.5177370 0.5029644 0.4972724 ) 
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Problema 1 Versão lb 

k r-ideal I ~ V F ~  (k) 11 f (xk) g1 (xk g2 (xk) 1lxk - X*~I 

. O30066 . O04576 . O07941 

.O19673 

.O30409 

.O40373 

.O49503 

.O57790 

.O65247 

.O71914 

.O77847 

.O83119 

.O87778 

.O91900 

.O95544 

.O98758 

.101600 

.I04115 
-106335 
.I08296 
.I11526 
.I15446 
.I17683 
Tabela A- 

posição Final: ( 0.5106097 0.5097900 0.5011028 ) 



Problema 2 Caso m = 3 

x0 = ( -.O6554662 .55942341 1.13168937 -.O5112715 ) 

k r-ideal g1 (xk) 

k f (xk Extens . Red R 

posição Final: 

1.000 . O00 
reaprox - 
2.000 - 
1.000 2.058 

reaprox - 
4.000 - 
1.000 1.791 
1.000 1.648 

reaprox - 
8.000 - 
2.828 1.620 
1.000 1.480 

reaprox - 
16.000 - 
4.000 1.503 
1.000 1.307 

reaprox - 
32.000 - 
5.657 1.426 
1.000 1.095 

reaprox - 
64.000 - 

Tabela A-11 



Caso p = 2.5 

k r-ideal  1 1 ~ ~ ~  (k)  11 f (xk g (xk IIX* - 1 1  X* 

Tabela A-12 



Caso p = 1.1 

k r-ideal 1 1 ~ ~ ~  (k) 11 

10.00000 
1.10394 
,68033 
.43401 
-29333 
.20010 
-14206 
-10098 
.O7395 
.O5394 
.O4022 
.O2972 
.O2228 
.O1646 . O1223 
.O0997 
.O0683 
.O0562 
.O0389 
.O0322 
.O0224 

Extens . 

.O0267 
0 25535 
.26509 
.27515 
.30782 
-33946 
.39666 
-45619 
.55090 
-65494 
.81306 
-99476 

1.26794 
1.59720 
2.10025 
l.00039 
2.62364 
1.26769 
3.32428 
1.61995 
4.24595 

Red R 

Tabela A-13 



Problema 1 Versão 2b 

O X = (2.409551, 2.095300, 0.631738 ) 

Tabela A-14 

Posição Final: ( 0.5000107 0.5000097 0.5000011 ) 
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Problema 2 Versão 2b 

r-ideal 

1.000 
reaprox 
4.000 
1.000 

reaprox 
8.000 
8.000 
5.657 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

Posição Final: -.O000001 

Tabela A-15 
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