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Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos
requisitos necessérios para a obtencdo do grau de Doutor em
Ciéncias (D. Sc.)

IDEALIZACAO DE PARAMETROS
E
UM ALGORITMO PARAMETRIZADO DE BARREIRA LOGARITMICA

Bryon Richard Hall
JUNHO, 1992

Orientador: Prof. Paulo Roberto 0Oliveira

Programa: Engenharia de Sistemas e Computacgio

Dois métodos cléassicos de otimizacdo, o método da
barreira logaritmica e o método quadratico seqiliencial, sé&o
combinados no Algoritmo Parametrizado de Barreira Logarit-
mica com auxilio do conceito de autoconcorddncia. O algo-
ritmo combina idealmente convergéncia global e convergéncia
superlinear para problemas (P) min {f(x) : gi(x) =0 } ,
£, g, convexas, de classe C3 e (P) ndo-degenerado, se o

P

conjunto ativo da solugdo & conhecida. O conceito de idea-
lizagcdo de parametros & apresentado, onde um parédmetro que
normalmente se comporta '"passivamente" em algoritmos
distintos & utilizado como um pardmetro de transicdo entre
fases de um algoritmo hibrido. Os conceitos se estendem a
variagdes do método seqiiencial quadratico.

Algumas variagdes do algoritmo b&dsico sdo implementa-

das e testadas em trés problemas-teste.



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial ful-
fillment of the requirements for the degree of Doctor of
Science (D. Sc.)

IDEALIZATION OF PARAMETERS
AND
A PARAMETERIZED LOGARITHMIC BARRIER ALGORITHM

Bryon Richard Hall
JUNE, 1992

Thesis Supervisor: Paulo Roberto Oliveira

Department: System and Computational Engineering

Two classical optimization methods, the 1logari-
thmic barrier method and the sequential quadratic method,
are combined in the Parametrized Logarithmic Barrier Algor-
ithm with the aid of the concept of self-concordance. The
algorithm combines ideally global convergence and
superlinear convergence for problems (P) min {f(x) s.t.
gi(x) = 0} with £, g, convex, C3-class functions and (P)
non-degenerate, if the active solution set is known. The
concept of idealization of parameters is presented so that
a normally "passive" parameter that acts as a limiting
factor in real problems is used to optimize its use and
guide the transition between phases in a hybrid algorithm.
The concepts extend to variations of the sequential
gquadratic method.

A few variations of the basic algorithm are implemen-
ted and tested on three test problems.
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CarPiTULO O INTRODU(I:XO

Nos dltimos anos, novos conceitos de otimizagdo tém
despertado muito interesse, primeiro pela possibilidade de
formular algoritmos de complexidade polinomial e, segundo,
pelo seu valor real enquanto bases de métodos novos e
eficazes. Depois de Karmarkar [16], muitos novos resultados
surgiram daquilo gque se chama de "métodos de pontos
interiores". Primeiro Gonzaga [10)], Renegar [29] e outros
reformularam e estenderam a proposta de Karmarkar enm
programagdo linear. Numa segunda fase, tentativas de gene-
ralizar os conceitos para programacdo convexa foram feitas
por Kortanek Potra e Ye [17], Monteiro e Adler [22],

Mehrotra e Sun [21] e outros.

Os métodos de barreira para problemas

(P) min f£(x)
s.a. gi(x) =0

£, g, convexas, de classe Cz, despertaram novo interesse
pelo fato de alguns algoritmos de pontos interiores fazerem
uso de fungdes-objetivo essencialmente idénticas &s de
métodos de barreira. Entre estes métodos, examinamos prin-
cipalmente a barreira logaritmica. Esta reline propriedades
interessantes, como o trabalho de Gonzaga [11], Lootsma
[19] e Den Hertog, Roos e Terlacky [4] vém a confirmar. No
contexto tradicional os métodos demonstraram problemas de
convergéncia devido ao fato da matriz hessiana se tornar
progressivamente pior condicionada quando a seqgiiéncia de
iteracgdes {xk} converge para uma solug¢ao x*

A Dbarreira logaritmica foi restabelecida formalmente
enquanto instrumento tebrico por Nesterov e Nemirovsky

[26]. A barreira logaritmica exibe uma propriedade chamada



de autoconcorddncia pelos autores e por isto certos algo-
ritmos fazendo uso da barreira logaritmica e a trajetéria
central (vide Jahrre [15]) para problemas convexos tém
e-convergéncia garantida em O(p(L)ln(é)), onde p(L) & um
polindémio em L, o tamanho do problema em aritmética de
ponto flutuante. O método ainda mantém a vantagem de ter
convergéncia global garantida em condig¢des gerais (Vide
Lootsma, [19]).

Apesar de ressurgimento do método de barreira logarit-
mica, os métodos mais wusados hoje continuam sendo os
lagrangeanos, em particular os métodos quadraticos seqiién-
ciais. (MQS) Pesdquisadores como Han [13] e outros tém
obtido bons resultados de convergéncia local e garantias de
convergéncia global. Entretanto continua presente a poten-
cialmente lenta convergéncia guando suficientemente
afastado de x*.

Frente & dificuldade de encontrar um Gnico método que
reGine todas as vantagens desejadas sem incorporar qualquer
defeito, uma opgdo & de formular algoritmos hibridos nos
quais véarios procedimentos alternativos sdo disponiveis,
sendo acionado aquele que for mais apropriado nas condigdes
dadas. O tipo que visamos & de barreira logaritmica enquan-
to as iteracdes {xk} estiverem distante da regido de con-
vergéncia superlinear exibido pelo MQS. Ao entrar nesta
regido o MQS passa a ser executado. A dificuldade estd em
como monitorar a transicdo de uma fase & outra. Acreditamos
gque o conceito de autoconcordancia pode servir para tal
finalidade. Seu uso implica que consideraremos problemas
(P) limitados a £, g, convexas e de classe C3 tais que a
familia {Fr(x) : r>0 } seja autoconcordante. Este conceito
é discutido no capitulo 2. Antes disso resumimos diversos
resultados dque serdo necessarios no desenvolvimento
posterior.

No capitulo 3 reabordamos os métodos guadraticos
seglienciais e uma combinagdo destes com a barreira logarit-
mica e no capitulo 4 a nogdo de idealiza¢do de pardmetros é
desenvolvida. Em esséncia, ao pardmetro r da familia de

funcgdes



F (x) := 2 £(x) — ) 1n(-g,(x))

é atribuido um valor que facilita a convergéncia das itera-
¢coes {xk}.

O algoritmo apresentado no capitulo 5 ndo pretende ser
definitivo, mas ilustrativo do tipo de desenvolvimento
possivel com o uso "ativo" de um parametro no processo
decisdério de efetivar ou ndo uma dada iteracdo. No capitu-
lo 6 serdo relatados alguns exemplos numéricos, mais a

titulo de exemplificagdo de que de comprovacdo pratica.

0.1 Notacao

Ndo existe wuma notagdo inteiramente uniforme neste
campo de estudos, sendo talvez a maior dificuldade tratar
dos inGmeros indices. Procuramos usar a notagdo mais con-
vencional e ainda ressaltamos os seguintes pormenores.

Indices serdo padronizados: superindices indicam ve-
tores e ainda sdo empregados para as matrizes hessianas VeE
e Vzgi,' sub-indices indicam escalares e outras matrizes.
Assim, o gradiente da fungdo f:R' » R nos pontos x, xk,

% * \
X e xX(r) & representado, respectivamente, por

k

%* %
VE (%) VE VE VE(r)

-

Esta pratica & usada também com outras funcgdes, mas sempre
que for necessdrio a expressdo sera escrita por extenso.

O multiplicador de Lagrange na Lagrangeana

L(x,u) = £(x) +) g ()
i

quando avaliado no ponto X~ é representado por uk.

Escrevemos Lu(x) para um representante da familia L(x,u),

u fixo

A aplicagdo g:R" » R" representa m restrigdes gi:IRn
» R. A matriz Jjacobiana avaliada no ponto x* & escrita
vg-

k
n

Se atribuimos a métrica euclidiana ao espago R ,

este serad indicado por E'. Para um conjunto S, o fecho



de S & escrito S e sua fronteira indicada por 4S.

Usamos com freqiiéncia as fungdes de barreira

1

Fr(x) = = f(x) + F(x)

Br(x) = £f(x) + rF(x)
onde

F(x) = - ) In(-g, (x))

i



CAP]TULO 1 FUNgBEs DE PENALIDADE E BARREIRA

Os métodos de penalidade contam-se entre os primeiros
usados na resolucgcdo de problemas ndo-lineares de minimiza-
¢do. Toda a classe de métodos consiste da definig¢do de uma

nova fungédo ®(x;p) a ser minimizada sem restrigdes. o

parametro p possui um certo valor critico p no qual &

pode ser indefinido mas tal que

(1.1) lim_ (argmin &(x;p)) = x e 8"

P> P X

* o s
sendo S conjunto-solugdo do problema inicial.
No caso de problemas ndo-lineares com condig¢des de
igualdade (PNLI), o método mais tradicional provém da

fungdo-objetivo

2(xjp) = £(x) +p} Igibdlz

Pode ser provado que, para um valor de p suficientemente
grande, Jj& que p neste caso & igual a +», o ponto minimal
da fungcdo ¢ & arbitrariamente préximo de x*. Resultados
andlogos sdo validos para outros métodos de penalidade.

As dificuldades inerentes ao uso deste método sdo bem
documentadas (eg. Fletcher [6]) e se devem principalmente
ao mau condicionamento da matriz hessiana de & (x;p) para
valores de p préximos de p. Este fato ndo invalida por
inteiro os métodos mas motivou certo indeferimento dos
mesmos por parte de usuérios pragmdticos. Contudo, acredi-
tamos que ainda had muito a ser aproveitado dos conceitos

germinais.



diato de contornar em parte o mau condicionamento & por
seqlienciagdo. p & gradativamente aproximado a p e d(x;p)
2 s . . * o s

€ minimizado iterativamente. Denotamos por x(p) o minimo

local de ®(x;p) numa vizinhanca de x*. 0 algoritmo modelo é

*
(0) Inicializar com x° = x(po) . k=1
(1) Conferir condicoes de convergéncia adequada .
(2) Escolher pk no intervalo aberto contido
entre pk"1 ep Minimizar @(x;pk) a partir
de x*7'.
(3) Denotar a solucao por x* . k:=k+1. Voltar
para (1).

Um problema n&o-linear com condi¢des de desigualdade
(PNLD) pode ser resolvido por outro método semelhante.

Considere o problema

(P) min f(x)
s.a. g&(x) =0 1

IA
=
A
=

onde f e cada g, sdo fungdes de classe 02 e tais que

s = {x: g,(x) <0, 1 =1i=m} seja ndo-vazio. Em par-
ticular, tomaremos f, g, como fungbes convexas.
Sejam
. = 1 - _1
E(x;r) = I £(x) Zgi(X>
. _ 1
(1.2) F(xjr) = I £(x) - ) ln(-g (x))
Dado certo x° := x(r)* € S e supondo os passos bem

definidos, o algoritmo-modelo proposto acima gera uma
seqiiéncia de pontos {xk} todos estritamente vi&dveis, usando
por @, entre outras, qualquer uma das fungdes E ou F. Se
o conjunto ativo for n&o-vazio, entdo para todo r > 0

fixo, escolhido um ponto arbitrario x e 8(S), tem-se



lim &(x;r) = o
X=X

Esta caracteristica motiva a distingdo destes métodos
de outros de penalidade, sendo eles conhecidos como métodos
de barreira. Mais adiante detalharemos outra caracteristica
comum a todos, a de ser também progressivamente pior
condicionado na medida em que r ¥ 0 e x(r)* 5> x°. Antes
disto, consideramos outras propriedades do caso due
usaremos neste trabalho - a barreira logaritmica (1.2).

Em principio & possivel a funcdo logaritmica ser ili-
mitada por baixo, se S for conjunto ilimitado. Powell

[28] apresentou o exemplo

nin e — s.a. x =z 1

sendo F (x) := F(xjr) ilimitado inferiormente Y r > 0.
Repare entretanto que f(x) & ndo-convexa neste exemplo.
Fiacco e McCormick [5] mostram que se f, d, ,(i=1,..., m)
sdo convexas, se o conjunto de solug¢des de (P) & compacto e
se (P) tem a propriedade de complementaridade estrita entéo
F (%) tera ponto minimal x(r)* Yr >o0.

Denotamos por Vg(x) a matriz jacobiana m x n das res
tricdes gi(x) = 0. Como & comum na literatura, chamamos
de Z(x) uma matriz cujas colunas formam uma base do espago

nulo de Vg(x).

Proposigdo 1.1 Seja dado um problema vidvel (P), sendo
Vg(x*) de posto maximo e toda restrigédo g, suposta ativa
em x*. Suponha que existe um vetor u* tal que

i) vE(x") = vg(x) "
. * T 2 * * * . . .
ii) Z(x )VL(x , o) Z2(x) é positiva definida
*
iii) g >0

Entdo existe um intervalo (0, R) e uma trajetdéria T con-

tinuamente diferencidvel de pontos X(r)* tal que



. %
lim x(r) = X
r‘l’o

Demo. Os detalhes se encontram em Fiacco e McCormick [5].

Em geral nem toda restrigédo d, é ativa em x*, mas
esta pequena generalizacgdo ndo altera em nada a proposicgdo:
simplesmente destacamos as restrigdes que sdo ativas em x*
e a condigdo iii) se torna a de complementariedade estrita.

Os pontos de minimizacdo irrestrita de F;(x), gue en
conjunto chamamos de trajetéria <central T, possuen
propriedades interessantes. Se existir pelo menos uma
restricédo g, ativa em x*, por continuidade da fungéo
barreira, existe uma vizinhanca relativa V de x* em S

tal que
=) In(-g (x)) > 0 V X eV
i

-

Isto é verdade mesmo quando {g } contém restrig¢des ndo-ati-
vas em x . A propos1gao a seguir dependeré de existir r > 0
tal que x(r) eV se r>r >0, o0 que & garantido pela
proposicdo 1, mas que & freqﬁentemente satisfeito mesmo

existindo certa g, nao—atlva em x".

Por deflnlgao de x(r)" tem-se V r,r, >0
(1.3) %lf(x(rg*) - Zln(-qi(xwl)*)) =
%,1f<x(r2>*> - Zln('gi“‘(rz)*))
(1.4) %,Zf(x<r2>*) - Zln(-gioc(rz)*)) =
l%zf<x(r1>*) aELICENCICR DY

Somamos e rearranjamos (1.3) e (1.4) , rendendo

[%.1- %,Z][f(x(rl)*) - f(x(rz)*)] < 0

ou seja



1 1 . . % *
-z <0 implica que f(x(r)) ) = £(x(r)) )

Este resultado, aplicado a gqualquer uma das desigualdades

(1.3) e (1.4), implica ainda que

=Y In(-g,(x(x)™)) = =Y In(-g (x(r,))™))
i i

*
Em resumo, tanto f(x(r) ) como z ln(-gi(x(r)*))
i
sdo fun¢gbes n8o-decrescentes de r dentro da vizinhanga

V.

Repare que se s for compacto, entdo existira um
minimo absoluto de - ¥ ln(-gi(x)), cujo argumento &
chamado de centro analitico. Por outro lado, a substituicgdo
de restricgodes g&(x) = 0 por midltiplos egi(x) = 0 em
nada altera o problema. Mas

=) 1n(-egi(x)) = -m.ln € - Y} ln(—gi(x))
i i

e portanto & possivel encontrar e suficientemente pequeno

de forma que -y ln(—egi(x)) >0 V x € S. Dai decorre a
i

seguinte proposicgéo.

Proposigdo 1.2 : Seja {r} seqiiéncia estritamente
decrescente e lim r = 0. Entdo existe uma vizinhanca
k=0
. * *
(relativa) V de x na gqual {f(x(rk) ) } e

-{ Y ln(—g&(x(rk)*)) } sdo n&o-decrescentes. Se S for
i

compacto, isso se verificara para todo r -

Se o conjunto ativo A de restricdes g, (%) & conheci-
do, tem-se uma caracterizagdo mais forte: cada seqiiéncia
K - . o
{gi(x )} & crescente, possivelmente em outra vizinhanga

. * . . p s
relativa V de x . Isso revela uma propriedade muito dtil da

10



trajetdéria central T, que & sua pequena curvatura ou "rela-

tiva retilinearidade". dT/dr estd contido na intersegéao
. *

de m+1l semi-espagos: {V € E : \FVf(r) z 0} e

n T * .
{v e E \7Vg}(r) =0 } para 1 =1 =m

para todo r suficientemente pequeno. Esta propriedade
viabilizard o uso de "passos 1longos" nos algoritmos que
desenvolvemos nos capitulos 4 e 5.

O método de barreira logaritmica enfrenta dois pro-
blemas computacionais comuns a esta classe de métodos. Em
primeiro 1lugar, & necessario um controle explicito da
satisfacdo das restricgdes gé(x) = 0 pois, com o crescente
mau condicionamento do subproblema quando X s x* , &
perfeitamente possivel um passo discreto para fora de S tal

que % f(x) - % ln(-gi(x)) seja avaliado como decrescente.

Relacionado a anterior complicagdo & o fato de muitos
algoritmos classicos de busca unidimensional somente
funcionarem bem na medida em que os termos lineares quadréa-
ticos e clibicos dominam na expressdo polinomial da funcgdo-
objetivo. Fr(x) & singular ao 1longo da fronteira do
conjunto S e pouco tratavel por estes métodos.

Por definicdo tem-se

*
V g (r)
VFr(x(r)*) - %_Vf(r)* - Z_ng* =0
i
i

= v f(r)* — Za—%: Vgi(r)* = 0

-

= . * .
Se g, nao for ativa em x , na medida em que r @&

reduzido para zero, o coeficiente - ai%a- tende para
* i
zero; se g, for ativa em x , tende para o coeficiente
* * . - ‘o
M, . caso Vg(x ) seja de posto mdximo. Convém definir
r
1.5 r = - ——
(1.5) u, (x) R



Para discutir o mau condicionamento do problema, uti-

lizamos outra fung¢do-objetivo:
B (x) = £(x) —r ) ln(-9)))
1

cuja hessiana no ponto x(r)* é dada por

2 % r 2 %
(1.6)» VE(r) - ZWVgi(r) +
r ¥ vy () (v, () )"
' g(r),

Quando r tende para 0, os primeiros dois termos de (1.6)

convergem para
* * *
(1.7) Ve - T vy

(L.7) & uma matriz positiva definida e limitada. No ter-

ceiro termo de (1.6) tem-se no limite
* T* 1
L V9, V9, u g
i i

que & uma matriz de posto menor ou igual a m com autova-

lores {v,r «e.y vV} que tendem para infinito e autoveto-

res no espago-imagem da aplicagédo

Vg (x) :R"— R

No limite r ¥ 0 tem-se

%
Ky 79,
— = 1lim

% Yo r
u i 79;

e portanto os autovalores v, tém entre si a relagdo
1

*
r/ g4 T

<

<

12



Entretanto, ndo usaremos o método barreira-logaritmica
aqui, mas um algoritmo que evita este mau condicionamento e

. . * *
cuja hessiana converge para V%L(x Jl) .

Proposigdo 1.3 : Considere o problema (P) tendo
{gi}*como conjunto de restrigdes ativas em x*. Seja
Vg(x ) de posto maximo. Entdo a trajetdédria central T ndo
incide em x" assintoticamente a qualquer hiperficie
{x ¢ R": g, (x) =01}, 1=1is=m.

Demo. Pela proposigcdo 1, existe uma trajetdria central
definida num intervalo (0, r). A expansdo de Taylor de

= *
sua expressidao em torno de x & dada por

(1.8) x(r)° = x* + ry +0(d

*
Em x = x(r) € T tem-se

T r? _
(1.9) r VE(x) — Vg(x) {EZTQT } = 0
No limite r ¥ 0 sabe-se que
* _ R % T r - _ . T %
(1.10) VvE = iilg(Vg(r) ) {——-gi(r)* } (Vg ) u

Derivamos (1.9) em relacdo a r, obtendo

2
VE(x) + r sz(x) Yy -— z Hi[§;%§7] y -— 2Vg(x)T{ L }
i i

g9, (x)
(1.11) T 2
+ Vg(x) [Diag ] Vg(x) Y = 0
g, (x)
Substituindo (1.10) em (1.11),
- (Vg*)Tu* + lim r sz* y -—
r v [0)
— lim YT H ( r’ ) + 2V(x*)T* +
R i gi(r)* Y g u
* T, *17r % *
+ Vg(x ) [Dlag ui] [Dlag ui]Vg(x ) ¥ = 0

13



o que implica
T T
*OT| L. * * 1] .. * . * *
(Vg ) [Dlag ”1] e + (Vg ) [Dlag ui] [Dlag ui]Vg y = 0

onde e = (1, 1, ... , 1)T. Sendo Vg(x*) de posto

maximo, decorre que

. * *
(1.12) — [Dlag “1] Vg vy = e
De (1.12) segue
* 1
(1.13) Vg y = — { —*}
i}
Considerando o significado de Vg(x*)y e a hipbétese

* = -
L > 0, tem-se em conclusdo a proposigdo.

Supondo conhecido o conjunto de restricdes ativas em

*
X tem-se

(1.14)  VE((D)) = - u (2)Vq (x(r)")

O produto escalar dos dois lados de (1.14) com o vetor
* *
x(r) - x e uso da expansdo de Taylor de primeira ordem

levam a

£(x(r)”) - £1(x) =- Y w @ (x(x)¥) + 0

i

No caso do problema (P) ser convexo, pode ser mostrado

que
(1.15)  £(x()") - £(x") =-Y u (r)g, (x(r)")
i
= mr
. = r
ja que K, (T) 5:(;7;7* .

(1.15) pode ser usado como critério de convergéncia ou fa-

14



zer parte de um tal critério, conforme o caso.

Vale a pena ressaltar a natureza muito proveitosa da
trajetdria central na maioria dos casos encontrados. As
propriedades da fungdo logaritmica faz com que a trajetdria
central seja imune a comportamento como de se desdobrar
repetidamente. Exemplos de comportamento mais atipico
podem ser construlidos apenas ao usar fungdes £, g,r que
ndo admitem boas aproximagdes em expressdes polinomiais de

ordem pequena, e para valores maiores de r.
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CAPITULO 2 AUTOCONCORDANCIA

2.1 Fungdes Autoconcordantes

Os pesquisadores da CIE Yu. E. Nesterov e A. S. Nemi-
rovsky enunciaram um conceito que ajuda significativamente
na compreensdo in loco dos algoritmos que se baseiam na
fungdobarreira. Este conceito, autoconcordéncia de fungdes
e familias de fungdes, & essencialmente geométrico em
contelido, e serve na detecgdo de diversas regides em S com
suas respectivas garantias de taxa de convergéncia ao longo
da trajetdéria central. Procedemos para as definigdes

basicas. Para maiores detalhes, consulte [26].

Def. Seja S um subconjunto aberto, convexo e ndo-vazio de
n

E .
parametro a > 0 ( £ ea(s, E') ) se f & convexa, de

A funcdo f:8S » R & dita autoconcordante sobre S com
classe C° e se para todo x € S e todo h € E' tem-se

(2.1) |D°f (%) [h,h,h]]| = 2 a ?(D°f(x)[h,h])*?

Geometricamente, entendemos autoconcordincia como um
limite imposto nas terceiras derivadas unidirecionais,
visando garantir que a aproximagdo de f ©por uma funcdo

quadratica seja proveitosa.

Numa vizinhangca de um ponto minimo local degenerado
encontramos exemplos de ndo-autoconcorddncia: considere
{XZk} em S = (—ek, ek), keN - {1}. No contexto de
fungdo-barreira, examinemos para x > 0

-k

£ (%) X kel

g(x) -ln x

A condigdo (2.1) se traduz respectivamente em

16



(2.2)  -k(k+1) (k+2)x =% = 2 aVF(k(k+1)x ©?)¥?

(2.3) 2 x° = 2 aV%3

Enquanto (2.3) se satisfaz para todo x > O conm
a = 1, a desigualdade (2.2) ndo é& valida fora de certo
intervalo (0, b(a,k)] para todo a >0 e k = 1, ié.
para todo £ convexa.

Quanto maior for o pardmetro a, melhor serd a aproxi-
magdo (global) de f por uma fungdo quadratica. Algumas
estimativas do valor de a serdo discutidas no capitulo 6.

O conceito de autoconcorddncia se aplica através da

definigdo de uma fungdo associada.

(2.4) A(f,x) = inf { A s |vE(x)™h| = aa'?(n'VPf(x)n) 2
vV hekE }
com A(f,Xx) = o no caso de ndo existir nenhum valor A
que torne valida a desigualdade.
Suponhamos £ funcéao estritamente convexa. Se

definirmos a aproximacdo gquadratica de f em torno do

ponto x por

Q(y) = £(x) +VE(X) (Y = X) + 3 (v = X) VE(x) (Y = X)

Q (v) atinge minimo num ponto y = x - V°f(x) 'VE(x) o que
implica que

Q(x) - inf{ Q(y): y e K"} =  VE(x)VE(x) VE(x)
Definimos o vetor h = - sz(x)4Vf(x) e lembramos que

2

| VE(x) v |

ar® = — Vv veE

vV E(x)Vv

| ve(x)'h |?

h'v2f(x)h

17



2o-1

| ve' (x)VPEIVE (%) | 2 s
= — = Vf(x)VPEVE (%)
VE (x) TVAE T TOPEVRE T TV E (%)

Considerando o significado do h usado, temos demon-

strado

Proposig¢do 2.1: Dado x € S onde f:S - R é funcédo
a-autoconcordante, considere a aproximagdo quadratica
Qx(y) de f. Tem-se

2
Eil = Q(x) -inf { Q(y) : Yy eR }

-

. 2 2 .
ou seja, aA /2 & supremo do decréscimo esperado no valor

de f por um passo no algoritmo de Newton.

*
A(E,x) Yo quando X » X e seu valor possui um

significado absoluto se supusermos a determinado por

a = inf { a(x) : x e S} para certa fungdo f
X
com
a(x) = sup { « > 0 : «a satisfaz (2.1) em X € S no

papel de a }

Repare que, ao tratar de fungdes-barreira F;(x), r
fixo, sempre se tem A(Fr,x) < @ ., Nemirovsky e Nestero:
mostram que isto implica na existéncia de um ponto x(r)
onde F_ tem valor minimo e VFP(x(r)*) = 0. Resumimos a
seguir os resultados principais sobre fungdes autocon-
cordantes em S.

1) Se A(f,x) < o para algum x € S, entdo A(f,x) é
finita e continua em todo S.

2) Seja {y e S: f(y) = f(x) } fechado em R" para

certo x € 8 fixo e seja A(f,X) < o
2.1) se A(f,x) <1 entdo f tem ponto de minimo
no conjunto S.
2.2) existe A’ e [A, , 1) ,onde A, =2 -V 3 =

= 0,2679... com as seguintes caracteristicas. Supo-
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nhamos que a partir do ponto x seja aplicado o algo-
ritmo de Newton na busca de min f(x), definido por

i+l

(2.5) ¥ = %'+ c(a(f,xY)) P

S ) - .
onde p € passo de Newton, xXx = x e ¢ & o compri
mento relativo do passo definido por

(1 + A)'fl 3 se A > Af
(2.6) c(r) = (L - A)A7 (3 - A) R LR
1 " A< Ay
Estes passos sdo bem-definidos (ié. x* e S) . Designando

por Ai o valor de A(f,x” , tem-se respectivamente nos

trés casos de (2.6) as seguintes relacgdes:

i+1

(2.7) F(x')y = £(x) - a {r - 1n(1 +2a) }

= £(x') - a {A' - 1n(1 + A’) }

i+1 i

{A_ = (62, —Af—l)/zx < A
(2.8)

-2, = (1 =-2)(5-2)/4 =

= (1 -2a)(5-2)/4

(2.9) A = A% (1 -2aA)?% <
1 1 .

i+l

NI~
1

Repare que no primeiro caso (A > A’), garante-se
apenas a redugdo de f, enquanto no terceiro caso (A < AL)
tem-se assegurada uma forte reducdo do valor Ai. Em
interpretagdo mais sintética, verifica~se o uso de A(f,Xx)
enquanto pardmetro que mede o possivel erro num passO pPuro
de Newton, erro este induzido pela derivada terceira
D3f(x). A novidade estd no uso apenas das derivadas tercei-
ras unidirecionais enquanto expressdo de cotas superiores
do erro em questdo. Assim, o algoritmo de Newton se divide

em trés partes:
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1) (A > A7) o nlimero de itera¢des nesta fase é

menor ou igual a

f(x) - m%n f(x)
a (A — In(1 + 7))

2) (A" =z a =z a,) nesta fase intermediéria, A,

1

decresce de forma progressivamente mais acelerada. O ndmero
de iterag¢des & menor ou igual a

1n(1 - a,) — 1ln(1 - a’)
In((5 = 27)/4) o
3) (A < Ay) a fase final & de convergéncia

quadréatica. Repare que nesta fase ndo existe dependéncia de
Al

2.2 Familias Autoconcordantes

Ao se tratar de uma familia de fungdes {F}:S > R ,
r > 0 }, precisamos levar em conta a variagdo dos
pardmetros envolvidos na definigdo de autoconcordéancia.

Nesterov e Nemirovsky definem-na por

}

r r € (0, )

sendo cada conjunto Sr aberto, convexo e ndo-vazio e cada
funcéo F_ convexa e de classe C°. A definicdo da condigédo
de autoconcordancia exige a associagcdo a J de um conjunto
de seis parémetros oa(r), ¥(r), u(r), &(r), n(r) e K. Cada
funcéo FP & o(r)-autoconcordante. Uma métrica Py do
conjunto (0, r) & definida, onde K € (0, a,). O resul-
tado principal & o seguinte.

Teorema. Seja § = {S, F, E'} uma familia autocon-

cordante. Suponha que para (r, x) e (0, E) x SP tem-

se
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A(FP, X) < K

e que -1
d p(r, ¥') = K (K - A(F, X))
para certo r’ € (0, f). Ent8o podemos concluir que
(r’,x) e (0, Tr) x s,
e que A(Fw' x) = K.
23 Funcdo-Barreira Logaritmica

Nemirovsky e Nesterov desenvolvem o conceito de
autoconcordidncia visando o enquadramento de algoritmos
"classicos" de barreira, com potencial de aceleragdo. Re-
sumimos brevemente esta abordagem.

Uma fungdo f se diz fortemente autoconcordante em S

(f € A:( s, E" se f & a-autoconcordante em S e se
todo conjunto {x e€ S : f(x) =t } & fechado.

Se F e AI( S, E') @& uma funcdo definida sobre S tal
que sup{ A(F, %X) : Xx € § } =: UMQ(F) entdo F & dita
uma barreira v-autoconcordante ( FeB(S, v)). Dize-
mos da fungdo £f:X 2 S s R que ela & pB-compativel com F
€e B( S, v) se f & convexa, de classe C3, inferiormente

semi-continua no conjunto S e se
(2.10)

| D’£(x) [h,h,h] | = @ (3D°€(x) [h,h]) -(3D°F(x) [h,h])"?

Notacionalmente escrevemos f e d&(F, B). A seguinte pro-
posigdo detalha quatro propriedades importantes de fungdes

B-compativeis com barreiras v-autoconcordantes.
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Proposigdo 2.2 Sejam f e A(F, B), F € B(S, v)

i) Seja T:E » R" uma transformacdo afim de forma

que T(E) nS =# @. Definimos
+ -1

st = 1lsg)
F (y) = P(Ty): s™ s R
£ (y)y = f£(ry): st - R

Entdo F' e B( §+, V) e £f e H(F+, B), 1isso &, v

e [ s&8o preservados.
ii) Sejam fi e 4(F, Bi), p, 20, i=1, 2. Entdo
p,t, + p,f, € HE(F, max(B, B)))

iii) Sejam S, conjuntos abertos ndo-vazios em R,
1=1i=m tais que
+ m
s =) s, * @.
. . + - +
Sejam F e B( S vi), l=1i=m e F = 7} F: 8> R

m
Entdo F' e B(S, ¥ v) e A(F, B) c A(F', ) v i.
iv) Seja x €S, heE e q (h) = sup {t : x * th e 8}

Entdo (h'VF(x)h)™? = g (h) =
-1/2

< (1 + 3v) (h'vF(X)h) 2,

Repare que a chamada condig¢do (relativa) de Lipschitz
se assemelha & B-compatibilidade. Den Herzog, Roos e Terla-
ky [4] definem esta condigdo pela existéncia de L > 0 tal

que

1/2D2fj(h,h)

3 T

|[D°f (h,h,p)| = L(pHp)
para todo h, pe R e todo i, 0 =3 = m. £, correspon
de a 9, 1 =<3j=m, e f, a f, na nossa formulagdo. H & a
matriz hessiana de F (x), onde

m

F(x) := -Ib'x - Y 1n(-g (x))
i=1
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com a fungdo-objetivo, se ndo-linear, incorporada ao con-
Junto {g (x)}.

Nesterov e Nemirovsky enquadram uma versdo do método
classico de barreira logaritmica na linguagem de autocon-
cordancia. Com isso, eles mostram que o algoritmo toma
lugar em até trés etapas. Na primeira, preliminar, uma
aproximagdo x° do centro analitico X (F) & obtida, sob a
condicgéo

A(F, x°) = 2,

onde Az é uma dada constante menor que A, e que satisfaz
outras condigdes relacionadas & func¢do-barreira F.

A seguir, uma etapa de minimizagdo da funcgdo-objetivo
£ é iniciada. Para tal, a funcgédo F é minimizada
aproximadamente por uma seqiiéncia de valores de r Vv 0. No
caso particular de f € (F, 0) — o que significa que f
& uma forma quadrédtica — s&o obtidos resultados sobre o
ndmero de iteracgdes necessario para obter uma
e—-aproximagdo de x".

Prosseguimos com resultados mais prdéximos ao uso dos
conceitos de barreiras v-autoconcordantes nos capitulos 4 e

5.

Proposigdo 2.3 Sejam convexas e de classe c® as fungdes
9:$=>R, 1=1i=m onde S = {xeR : g (x) <0 Vi}e
sejam fortemente autoconcordantes sobre S, com paré&metros
a, = 1, as fungdes F}(x) = —ln(-gg(x)), 1 =i = m.

Entéo

F(x) = - ) In(-g,(x))

& barreira v-autoconcordante com 0 =v = nmn.
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Demo. Considere a funcgédo Fi(x). Tem-se

VgiTh
AF, x) = max
i hESn_1 [(ngh) 2 _ githzgih]llz
(todas as fungdes avaliadas em x € S). Ja que gi(x) < 0

2 P . . . . .
e V'giOQ é positiva semi-definida, decorre dgue Fi:S = R
é barreira v-autoconcordante com 0 = v = 1.

A proposigdo 2.2, (iii), completa a demonstracgédo.

2.4 A-Razdo e Regides de Confianca

Os resultados de Nemirovsky e Nesterov sugerem o uso

da familia { A(F ,x) = 8 = rRT }, como meio de definigédo
de uma "regido de confiancga'. Considere um dado par
(f,F), f e g4(F,B), F e B(S, v). TcS & a trajetdria

central e

C = { (x, r) : A(Fr,x) < A, }

Uma vez que seja dado o conjunto C, os valores a(x) e
A(Fr,x), x ¢ C, ndo desempenham mais nenhum papel no
decorrer dos algoritmos que desenvolvemos mais adiante.
Isso contribui com certa simplificagdo; assim dividiremos
o trabalho em duas etapas. Na primeira, partindo de y e€ S
arbitrédrio, encontramos um ponto x° préximo de T. Na
sequnda, todas as iteracgdes (xk,r) sdo contidas em C.
Pela definig8o (2.4), dado x € S, r € (0, r), existe

h € E°, h unitéario, tal que
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(2.11) | VF_(x)"h | | vF_(x) |
A(F, x) = =

(a hTVZFr (x)h) 2 (a hTVZFr (x)h)'?

R %*
Seja v, © menor autovalor da hessiana Vﬁi(x(r) ) e v,
um autovetor unit&rio correspondente. A autoconcordéncia
de Fr(x) limita a variag¢do dos autovalores de VzFr(x)

. s *
numa vizinhanga Nl(e) de x(r) , de forma gue escrevemos

(2.12) | vF, () | | vF, (%) |
A(Fr,x) = T 2 * 1/2 te = 1/2
(av1 v Fp(x(rﬁ ) V1) (avl)
para X € Nl(e).
Ja que
2 * * %, .2
VFr(x) =V Fr(x(r) (x - x(r) ) + 0(|x - x(x) )
tem-se || VF (x) | = k(r)|[x - x(r)*" + 8 numa vizi-

*
nhanga N2(6) de x(r) . Definimos

(2.13) R(r):= (av,)

Chamamos esta razdo R(r) da A-razdo em r do par (f, F).
Por definigdo, R(r) > 0 e mede a relagdo entre A(Fr, X)
e "VFP(X) | para x € N (e) n N_(8)

*
Em x = x(r) tem-se

Vg, (x)

g, (%)

(2.14) % VE(x) = )

Partindo de
Vg, (x)Vg (x)"
VPE (%) + z r [ ! 5 - -
i gi(X)

(2.15) r "VZFP(X)

Vg, (x)
g9, (x) ]

25



. < . *

ja que 1lim - L = M, tem-se para r pequeno
v
rVvo i

r--VZFP(x) &« VPE(x) +

)

Vg, (x)Vg (x)’
[r ‘ ‘ + ol --qui(X)]

2
i g, (x)
(2.14) 1implica que
T
(2.16) Lovex) vex)" = y V9, (x)ve, (1)
i g2 (x)
T
+ Vgi(X)ng(X)

i, X (x
1:#; g, (x)g, (x)

de onde decorre, para Y pequeno

r® VF (x) =r VE(x) +7r LU Vg (x) + VE(x)VE(x)' -
i

2 Vgi(X)ng(X)T

i3 9, (x)g (x)
1%

- r

2 v Vg, (%)Vg (%)

3 9, (%), (x)
1%

~  VE(x)VE(x)T — r

ou seja

(2.17) V°F (x) = 12 VE(x)VE(x)T —

r

1 * % T
- Zzizj”i M, Vg, (x)9g (%)

i#]
e

(ahTVZFP (x)h)}? =

al”2 . T * % T 1/2
el [ h [Vf(x)Vf(x) - ¥ uiuJVgngj]h]
i,]

1%

-~

Posto que o conteldo dos parénteses do termo & direita
. . . * %
possui limite finito dquando X = x(r) = X , €

* * . .
lembrando que x(r) - X varia linearmente com r numa
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. * . .~
vizinhanca de x , resulta a seguinte proposicgdo.

Proposigdo 2.4 Dado o par (£, F), f € U(rF, B,
F e B(S, v), com a = inf{a(x) : x e Cc 8} > 0, a A-
razdo R(r) & diretamente proporcional a rt para

valores de r suficientemente pequenos.

Examinemos o comportamento de A(Fr, X) para um certo
. =, * . = -
ponto fixo x(r) e variacgdo de r. Para r’ := ar

suficientemente préximo de r

| vE, (x(D)") |

v

A(F, , x(T) ")

R(T)

Por outro lado

- % - % - %
VF;(x(r) ) = = VE(x(r) ) + VF(x(r) ) = 0
vE L (x(D)) = lvexm) + vE(x(E)
= Lo %yrx@®) ¢ Lvex@®®) + vrx@ ™)
oY T
= 1 %urx(md™)
oY
=
(2.18) AP, x(B)) = 2% vex(®)™) |
oTrR

Para valores pequenos de r onde rR = k (constante)

* 1 -~ o 1 *
AF,, x(r)) = =——= ¢ | VE(x(®)") |
* .
0 dque mostra dque A(Far,x(r) ) varia linearmente en
o := 1-o numa vizinhanca de x(r)*.

Normalmente, « terd valores (iniciais) no intervalo
(0.5, 1) na segunda etapa dos algoritmos.

Os resultados expostos permitem que se enuncie unm
conceito idealizado de algoritmo. Suponhamos dado ¥ e s

tal que para dado r € (0, T)
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Vg# A

1 k i * . *
) | = R(r) := 5 R

k
g.

1

Da desigualdade triangular tem-se

ng A
(2.19) | =ve* - YL s 2-r + 1-“
i
gi

olr 2 ar

Escolhemos um valor de o € (0, 1) tal que

1 k Vgi
(2.20) || —VE° - Y —— | = A,R
1 i
implicando em
k+1
Vg A
1 k+1 i *
(2.21) | V€ - Y — | < —R
i g

i

A desigualdade (2.21) se verifica pela aplicacdo de
(2.9) a desigualdade (2.20).

Assim garante-se a existéncia de uma seqiiéncia {x*}
convergente para x* e contida em C. Obviamente este resul-
tado ndo &, em si, de alguma forma novo. A novidade reside,
ao contrario, na possibilidade de "monitorar" a seqiiéncia
usando o valor do gradiente [VF (x)|. Por outro lado o
conjunto C e o monitoramento da seqiiéncia sdo independentes
de como sdo calculadas as iteracgdes {xk}, sendo aplicaveis
mesmo num processo algoritmico acelerado, como seréa

discutido em capitulo 4.
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CAPITULO 3: METODOS QUADRATICOS SEQUENCIAIS

3.1 0 Metodo Classico

Podemos distinguir duas classes de métodos para a
resolucgdo de

(P) min f£(x)
s.a. gi(x) = 0

no caso de £, g, serem convexas e de classe Cz. Una
abordagem penaliza o ndo-cumprimento das restrigdes; outra
trata de procurar um ponto (x*, u*) que satisfaz as con-
digbes Karush-Kuhn-Tucker. Os métodos quadréaticos seqilien-
ciais pertencem a esta segunda classe. Este tipo de método
fol proposto primeiro por Wilson [31] e & conhecido também
como método de métrica variavel.

Suponhamos Vg de posto maximo, que todas as restri-
c¢cdes g, sejam ativas na solucgdo x* e que f* >;O. A reso-
lucdo de (P) equivale encontrar uma raiz (x , u ) € R® x R"

do sistena

VE(X) + Vg(x)u = 0
3.1
(3.1) g(x) = 0
Dado um ponto (xk, uk), o método de Newton para

a resolucdo de (3.1) consiste de resolver o sistema

k
(3.2) vt [ 2] = et W
Au
onde L(x, 4) = £(x) + ZlﬂgiUQ- (3.2) pode ser re-
escrito como <
HkAxk + ngAuk = — vE" — ng u.k
(3.3) { ngAxk - gk
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onde H é a matriz hessiana da lagrangeana avaliada em

(x*,1%). Ja que Ap* = ' — U5, (3.3) pode ser escrito
da forma
vek 4+ Hp* + ng ut o= o
3.4 k k
( ) { ngp + g = 0
onde Ax® & substituido pelo mais familiar passo pk. o

sistema (3.4) consiste das condigdes KKT do problema

T

min pTka + pH

N =

« P

(3.5) s.a. Vg p = - gk

Ou seja, ao resolver o problema (3.5), obtemos um passo pk
. ~ k+1 . . *
e uma nova aproximag¢do [ do multiplicador u .
A convergéncia do processo & garantida localmente pelo
teorema sobre a convergéncia do método de Newton. (Vide
Bertsekas [2])

Teorema 3.1 Seja dado o sistema (3.1) com f, g de
classe C° com solugao (x*, u*) e a matriz V%L(x*, u*)
inversivel. Existe 8 > 0 tal que se, (x°, uo) € Ba(x*,u*),
entdo a seqiiéncia {(xk, uk)} gerada pela resolugdo reite-
rada de (3.2) (e portanto de (3.5)) & bem definida, con-
verge para (x*, u*) e satisfaz (xk, uk) € Ba(x*, u*)
para todo k. A ndo ser dque (xk, uk) = (x*, u*) para
todo k = k*, a seqiiéncia {(xk, uk)} exibe convergéncia
Q-superlinear. Se também verifica-se que VIL:R"x R" —
R" x R" possui constante de Lipshitz M > 0 em Ba(x*, u™)
e se

I VL(x, )" | = M < w

* * ) ,
V (x, M) € Ba(x , &), entdo a seqiiéncia {(xk, uk)} exibe
convergéncia Q-superlinear de ordem pelo menos dois.

Na sua forma "classica" este método pode trazer pro-

blemas, pois a regido de convergéncia Q-superlinear pode
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ser muito reduzida e a de convergéncia em si pouco maior.
Outra dificuldade & a possivel inconsisténcia da restrigéo
ng p = — gk em certos pontos. Em geral estes pro-
blemas tém sido contornados eficientemente pelo uso de
fungbes de mérito (vide Han [13]) Proporemos um método de
natureza distinta da destes no capitulo 4.

A grande vantagem do uso dos métodos MQS & a transfor-
magdo de um problema geral ndo-linear (funcdo-objetivo e
restrigdes) num problema quadratico com restrigcdes linea-
res. Observe dque grande nimero de problemas praticos
contém algumas restrig¢des lineares e que ha grande economia
computacional em reduzir todas as restricbes a esta forma.
Por outro lado a resolugdo de problemas dquadraticos com
restrigcdes lineares & relativamente facil com software

empregado hoje.

Resumimos a técnica utilizada na resolugdo de um
subproblema da forma (3.5). Seja Z uma matriz n x (n-m)
cujas colunas geram o subespago ortogonal &aquele gerado
pelas linhas de vg, - Todo vetor p possui expressdo Gnica
com componentes destes dois subespacgos. Escrevemos a
solugdo de (3.5), pk, na forma

Kk T
(3.6) jol = ngpy + kaz
Por definigéo, ngpk = — qk e portanto
Vg | vg'p + Z = Vg Vg "
9| V9P, WP = 9.9, |P,
K
= —9g
A equacao (qungT)py = — gk determina unicamente P,
Substituimos (3.6) na fung¢do-objetivo de (3.5), com o

valor de py ja determinado, obtendo um novo problema,

reduzido, de minimizagdo irrestrita:

k, T T 1 T, T
(3.7) ( (VE) Z, + p V9 HZ )pz + -p Z HZD,
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Igualamos o gradiente da fungdo (3.7) a zero e resolvemos

T _ _ oT k T
zZ HZp = zZ [ Ve + HVg P ]

1

O multiplicador utt s computado da relacgéao

(3.8) veEr o+ Hkpk = - ngT kel

E comum referir-se a ZkTka como o gradiente projetado e
a ZkTHka como a hessiana projetada da funcdo lagrange-
ana. Obviamente, a resolucdo do problema de cima depende
da matriz ZkTHka ser positiva definida. J&a que zZ, é de
posto maximo, isso decorre de H ser positiva definida.
Como

k.2 _k

_ 2 .k
Hk = V£t +§1:ungjL
k

£, g, sdo convexas e U = 0, neste caso Hk é positiva

definida para todo x* e S.

3.2 MQS~Deslocado

Considere um subproblema da forma

(3.9) min pTka + % pTHkp
S.a. ngp = - qk _— (t:k z 0)
(3.9) é uma iteracdo MQS, a partir de (xk, uk), na reso-

lugdo do problema

(3.10) min f(x)
S.a. gi(x) = — ¢



Figura 1

A resolugdo de (3.9) providencia um passo pk em
direcdo a x* caso - 9, > € (vide Fig. 1). Outro modo de
entender o significado da resolugdo de (3.9) decorre da
seguinte proposicédo.

Proposigdo 3.1 Seja dado o problema (P) e correspondente

trajetdéria central T. Seja X e T, ¥ = argmin { Fr(x) :
_ _ * . k _ r’ x _
r = rk} = x(rk) I e 0. Seja & = —  9- Para va

k
lores de r’ e (rk - T, r +7T), T suficientemente pe-

c o . ~ k+1
queno, verifica-se que existe a solucao x " do problemna

(3.9) e
k+1

1 k+1 Vgi
(3.11) Z,ve* - E—T = 0(7)
rg (x)
Demo. Sabemos que

ve¥t = ve* . P+ O(p|?)

(3.12)
k L
vg " = Vg » Vg (x)p +0(|p|®) 1=ism
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Por outro lado, o problema (3.9) implica que

k+1 r’ k 2
(3.13) g = =9 + 0dp]%
k
Substituimos (3.12) e (3.13) no termo & esquerda de
(3.11), obtendo
Kk 2 Kk
r (Vg.” + Vg (x)p)
1 k 2.k k
=, (VE° + VEp) - 7 ) —— — =
T g, (x°)
k
Vg
_ 1 k i 1 2_k
ig, (x°)
2 Kk
Vgi(x) ]
k
T g, (x)
Kk Vgik .
Ja que V£ - r, — = 0, tem-se que para p sufi-
T g, (x)
cientemente pequeno, (3.11) se verifica, com o erro
diretamente proporcional a |p|. O tamanho do passo p ,

entretanto, & diretamente proporcional a T, completando a

demonstracgdo.
[
Concluimos com uma observagdo. Em primeiro lugar, se
g, & restricdo ativa em x*, a norma do gradiente | ng”
& ndo-decrescente para {xk: X = x(rk)*, r J 0} Isto
implica gque o hiperplano (x - xk)TVgik = - gi(xk) (cor-

respondente & restricdo g&(x) = 0 no passo MQS) enm geral
ndo intercepta a regido viavel S.

-

Formalmente isso & mostrado considerando um ponto ge-

=~

nérico X que pertenca & intersecio dos hiperplanos
{x: (x-xk)TVgl:=-gli‘ }, 1 =3i=m

Tem~-se
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5, = gf+ (- 4D (& - T E - ¢

+0(]% - X7 )

1 ,= k, T2 k ,= k = ky3
= (X -x) Vg (x-x) + 0(x=x]")
> 0 Vi, 1l1=41i=mn
Por este motivo, um passo do algoritmo MQS "puro'
tende a gerar a iteracédo %! fora de s. O MQS-deslocado

k+1 . ‘< .
reduz este passo, de forma que X continue vidvel e mais

P * . . =
proximo de x de ¢ue seria o caso da iteracdo MQS.

A
3.3 Convergencia Superlinear do MQS

Dado um problema (P), £, g, convexas de classe C3, o
teorema 3.1 garante a existéncia de uma regido de conver-
géncia superlinear em torno de x*. O conceito de autocon-
corddncia serve para a detecgdo desta regido. Supomos
inicialmente que uma aproximagdo muito boa do valor do
multiplicador u* seja conhecida. Em ¥ € 5 tem-se
|h'vL, () | oy () |

(3.14) A(Lu*, xk) = max

heSn_l(ahTVZLu*(xk)h)llz (acj)1/2

onde Cj é o menor autovalor da hessiana VzLu* ea éo
parametro de autoconcordancia da fungéo Lu*(x) — e dque de
fato precisa ser conhecido apenas numa vizinhanga convexa
de %" gue inclui x*.
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3.4 Sobre Restri¢des de Igualdade e o Conjunto Ativo

Para maior clareza de exposi¢do nos capitulos 4 e 5,
adiantamos algumas observagdes sobre um assunto que seréa
abordado no final do capitulo 5. Consideramos nesta secdo
idealizagdes de algoritmos de barreira logaritmica (ABL) e
do método quadréatica seqliencial deslocado (MQSD). Em
geral, dado um problema (P), ndo & conhecido de antemdo o
conjunto ativo A na solugdo x. Assim, torna-se necesséria
a inclusé@o, anterior & aplicagdo do MQSD, de um "processo"
capaz de indicar A corretamente.

Seja indicado um incorreto conjunto ativo A’. Se
A c¢ A’, o ABL continua convergindo para a solugdo x*,
deixando as restrigdes excedentes ndo-ativas. O MQSD leva a
uma resposta errada, ao exigir g&(x*) =0 VvV 1i. Se, ao
contréario, A ndo estd contido em A’, entdo tanto o ABL
como o MQSD levam a respostas erradas, acompanhado de
violagdo das restricdes g, € A\A’,

Estes mesmos problemas existem para o algoritmo gque
desenvolvemos neste trabalho. Ha necessidade de
determinagdo do conjunto ativo A.

Um problema comum & do tipo

(P7) min f(x)

s.a. gi(x) = =1=m
hj(x) = 0 =J =m
com £, g9, hj fungdes convexas de classe c®. Nestas

condigdes é& tentador simplesmente incluir hj(x) = 0 como
restrigbes supostas ativas em x*. De fato o MQSD leva a
uma resposta correta caso seja acertado o conjunto ativo A
na sua totalidade. O ABL leva a uma resposta incorreta
sempre due existe e S, hj()_c*) < 0 para algum 3j e

—% * .
f(x') < < f(x ). Estas observagdes nos levam a omitir o
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problema geral (P’) de consideragéo.
Entretanto had um subcaso importante gque pode ser
incluido: hj fungdo linear VvV j. J& dque neste caso tanto hj

como -45 é convexa, podemos incluir uma das duas como

. - . * .
restricgao hj(x) = 0 suposta ativa em x e garantir

. *
que o ABL e o MQSD convirjam para X .
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CAPITULO 4 R-IDEAL

4.1 Introduggo

A proposigdo 3.1 demonstrou a existéncia de uma corres
pondéncia fraca entre o algoritmo da barreira logaritmica e

o método quadratico seqiliencial deslocado, indicada abaixo.

ABL MQSD
k * . T ok 1 _T
Em x = x(r) , resolva — min p VE + 5 P Hkp
. - _ k
nin Far(x) s.a. Vggp = («a 1)g

O método MQS-deslocado tem sido pouco explorado,
talvez por motivo desta correspondéncia ser fraca.
Exemplificamos. Seja o € (0, 1) o fator de redugdo e

dados o problema com n > 1

. n
min Xx
s.a. X -az=z2o0 (a > 0)

0 .
e o ponto X > a. Assin

F(x) =:x - 1n(x - a)

e

1 -1
! - 1
r X = a

(4.1) VF_(x)

(4.1) mostra que h& uma correspondéncia biunivoca entre os

conjuntos {x(r)*:r >0} e (a, » ) dada por

r(x) = n(x - a)x" '

O subproblema MQS-deslocado é

' - - 2
min nx"'p + é n(n-1)x"?p?

s.a. p = (aa-1)(x - a)
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o que implica que o passo é sempre fixo de forma que

(xk+1 - a) — o
= - a
Repare agora que, partindo de X,r com r, = r(xo) =
= n(x0 - a)x:;_l, alvejamos X, com erl) = ar(xo). Es-
crevemos
(4 -2 ) rprevisto (xl) = rpr (xl) = o‘r()
O ponto X entretanto, & tal que
_ _ n-1
r(xl) = n(x1 a)x1
= na(x, - a)(a - aa + oc:):o)’“'1
e
r(x. ) 1
1 = 2
rpr(xl) 1
[o]
Em geral, na k-é&sima iteracgdo, rmjxk) = aH% e
r(x, ) %"
(4.3) — k= kK
r (X ) n-1
pr k X

A expressdo (4.3) implica que, exceto nocaso n =1 (li-
near), o MQS-deslocado terd um erro de estimativa grande e
crescente com k do "valor verdadeiro® de r(xk) . Este
fato motiva a convergéncia apenas linear neste exemplo.
Repare que quanto maior o expoente n, maior serd a superes-

timacdo de r(xk); isso torna rpr(xk) essencialmente
inatil.



4.2 R-Ideal: Conceito e Propriedades

Num problema geral (P) definimos para x € S

° . 2
(4.4a) r (F,x) = argmin {] VFr(x)" }
o . 2
(4.4Db) r (B ,x) = argmin {] VBr(x)u }
(leia=-se r ideal de x) As seqliéncias { rkJF},xk)} e
%
{ rm(Brng)} convergem para O mesmo valor arg {x(r) }
para {xk} convergente para x(r)* e T. Apbs indicar gual
das duas versdes rm(FPﬂQ, rm(Brﬂq estd sendo usada

em dado momento, indicaremos o valor por rm(x).

Proposigédo 4.1 Numa vizinhanga da trajetdria central T,
r (F %) e r, (B ,X) sdo fungdes bem definidas,

estritamente convexas e estritamente positivas.

Demo. Consideremos primeiro o caso de rm(x) = rw(Fr,x).

%
Para X =x(r) €T tem-se rm(x) =r > 0.
Definimos

u = {x: rm(x) >013}nsS

* . - .
Tem-se T \ x ¢ U . Dagora em diante r, Sera consi-
derado como fungdo definida apenas em U. Fixo x € U,

HVFP(x)"2 é fungdo quadratica de r, com

8 2 2 Y
(4.5) 3z ( |VF_(x) 1> = - —3VfTVf + —2VfT Z %i
r r i i

Se no ponto x € U tem-se r = rm(x) entédo
VE'vE

ve' ) %gi

i

(4.6a) r =

40



. s * = =
e numa vizinhanga de x(r) a expressdo (4.6) é& ben

definida. Examinemos a segunda derivada.

2

8 2 _ 1 T _ T Vg
— (IVF () [T = 4[ 6 VEVE 4r VE ¥} 5! ]
or r i i

4

[ 6( vE've - rve' ¥ Y9y + 2rve’ ¥ -V-ﬁi]
i gi i gi

= 1
r
Para rkd(x) em (4.5)

r i

2

a8 2 1
(e ) = =, 2rve
ar

* . - .
Perto de x(r) esta segunda derivada & maior dque zero e

cresce rapidamente quando r | O.
'rm(Br,x) os mesmos resultados

No caso de rid(x) =
seguem ainda mais facilmente, pois neste caso
vg 'vg
a 2 Vv i
= (B (x) %) = -2ve(x)"y -—gi + 2r zgq—j
i 17 ]
i i,]

eem r =r (X)
id

ve(x)" T "9i/g,
(4.6b) r = ;
y V9 Y9,

1,37 9,9,

é bem definido. A segunda derivada

2 T

3 vg, 'V

— ( IvB_(x) | 2y 99 > o
r i,) glg_]

garante a convexidade estrita de Br(x).

conceito r mnostram que U &

Experiéncias com o '

ny



. o s *
comumente dquase igual a S numa vizinhanga V de x com

vV = { X e S : rm(x) < }

tanto para rm(F;,x) como para rm(Br’X)°

Figura 2

No caso de rm(Br,x),

(4.7) lim rm(x) =0
X = 88

e a situacdo & ilustrada na figura 2.

No caso rnJF;,x), o limite & indeterminado quando x
se aproxima & fronteira de S, porém em geral & finito e
maior que zero. Ao determinar rm(x) préximo de T usamos
sempre rm(F;,x). Na fase preliminar do algoritmo de secgdo
5.1, x as vezes distante de T, usamos rm(Br,x)

O célculo de rm(x) para x € U & relativamente
simples por ser o minimo de uma funcdo estritamente convexa
de uma variavel. Além disso, tem-se uma estimativa inicial

de seu valor: rmjx).
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*
Proposigdo 4.2 Sejam dados o problema (P) e x° = x(ro) ’
r, > 0. Para dado « € (0, 1) seja efetivada uma iteracdo
de MQSD ou ABL, obtendo x'. Entdo para «a suficientemente
grande
1

(4.8) rid(x) < 1
or

[0}
Demo. Para o suficientemente grande temos rm(xl) > 0
bem definido. Provamos que r}d(x1) <ar . As iteracgodes
pelo MQSD implicam em passos pk que satifazem ngpk =
- (1 - oc)gk , ou seja, tal que seja "previsto" g'i(xk + pk)
K .
= a.gg(x) vV i. Sendo g, convexa e crescente ao longo

de T para r < r , tem-se

(4.9a) gi(xk +pY) > ot.gi(xk) v i
Para o suficientemente grande o= X* o4 pk é proximo
de T e portanto (4.9a) implica que rid(x ) < a.rid(x ),
pois as hiperficies V. = { xeU : rm(x) = r } sdo trans-
versais a T.

As iteracgdes pelo ABL para resolug¢do do problema
(P) , ndo-degenerado, s&do localmente equivalentes & geracgdo

YN . k ~ .
de uma seqiiéncia {y } , solugdes aproximadas de

[

(4.9b) min ( F (y) = £(y) — m.1ln(-y) )
por passos de Newton ou Quasi-Newton, para valores sucessi-
vos decrescentes de r. Formalmente, efetuamos uma mudanca
de varidveis &:x -— y, diferenciavel, e com det (&’ (x)) = 0

V x € U, conm

o(T) = {(Y1I 0, 0, ..., 0) : Y1 =0}
= {(y,, 0,0 € R xR xR}
Ja& que T ndo 1incide assintoticamente em nenhum

hiperplano tangente {v € R" : \;Vgt= 0 } , existe aplica-
¢do ¢ tal que todas as imagens {@(xk)} s8o arbitrariamen-
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te préximos do eixo Y, negativo, para o suficientemente

préximo de 1. T ser ao longo do eixo Y, implica
* .

) (FP):[Rn — R pode ser descrito por (4.9b).

Consideremos yo = y(r )* e y1 = YO + ho’

azr “1 ar
4] or [¢] Or (o]
= - [ =2 ] o)
ay

. . * ~ .
(Vide Figura 3, onde yi e y(aro) sdo jlustrados como se

esta proposigdo fosse correta) Vé-se que (4.8) equivale

provar
ar
__or, (y1) > 0
dy
Por Taylor
ar aF a’r
olr (yl) — or + (:r (yl _ YO) +
dy dy 0 dy 0
b A Y
1 d F(Xr 1 1 0,3
+ 5?0 (y - y) + 0(y-y)
0
Y oy
Basta mostrar
3
d F 3
o ) 1 4a'f ) 2
(4.10) —20 (Y) = =25 () -—— > o
dy o dy (y")
1 a’f 0
Por hipétese | w3 (v) | = Kk YV y. Para vy
o dy

suficientemente préximo de =zero, y < 0, a desigualdade
(4.10) é satisfeita.

Observagéo: (4.8) implica que rm(xﬂ é, além de "ideal"
enquanto quantificacgcdo do préximo subproblema, ainda tem a
vantagem de ser menor de que r = or . Isto, de fato,

pr
constitui a grande vantagem oferecida pelo uso do conceito

Il



Resta observar que, na pratica, este fenbmeno &

r L]
id
constatado para quase todo a € (0, 1), em todas as
teracdes.
4\

Figura 3

4.3 Elementos para um Algoritmo Parametrizado de Barreira

Logaritmica

Na segdo 2.4 foi enunciado um algoritmo que agora

reenunciamos em termos de MQSD.

Dado (xk, rk) € U, onde r = rw(xk), tal que

A
IVE_(x)| = 5* R(r)
k

. A
Lx
> R

tomamos oa € (0,1) tal que

1 -« k A
oT, | ve® | = 3*R
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Obtemos de (2.19)

k

| Fpe ) I = A, R

k
o0 que implica, por definigdo, que A(Far ,xk) < A, . De
K
(2.9) & garantido um passo p° tal que em ¥ = ¥ + p*
tem-se
k+1 A A
I VFark(x Y | o= 3* R(ar,) = 3*R

para o suficientemente grande. De (4.8) tem-se

k+1

(4.11) | ve, ) | < 2+ r

k+1

e concluimos um passo no algoritmo.

J& que na pratica (4.11) pode ser uma desigualdade

=~

"forte", devido a diferenca entre r., & or ., temos se-
guramente a possibilidade de dar um passo mais longo de que
aquele apresentado acima. Ao usar a norma do gradiente

|vF.. (x*)] como medida indireta de A(F,, x*), reduzimos
K "
em muito o trabalho computacional da avaliag¢do do valor do

passo dado.

Seguiremos a tatica de ndo "desperdicar" o passo pk
uma vez efetuada sua computagcdo, sem aproveitd-lo o méaximo
possivel na determinagdo de um passo 1longo. Como seréa
indicado nos testes computacionais (vide cap. 6), ha
consideravel potencial nesta idéia simples, devido ao fato
da trajetdéria central T ser relativamente retilinea em re-
gides razoavelmente grandes. Este algoritmo sera for-
malizado em segcdo 5.2 e constitui a etapa principal do
APBL.
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I »
CAPITULO B O ALGORITMO PARAMETRIZADO BARREIRA LOGARITMICA

5.1 Fase 1: Preliminar

Ja aludimos a um algoritmo parametrizado barreira
logaritmica em secgdo 4.3. A etapa apresentada exige % e S
proximo da trajetébria central T. Desenvolvemos a seguir uma
fase preliminar do algoritmo, que visa encontrar %x° nestas
condig¢des a partir de y € S arbitrario.

Nesterov e Nemirovsky [26] encontram dificuldades se-
melhantes. A etapa preliminar destes autores consiste de
supor S compacto. Existe um centro analitico dnico e

Nesterov e Nemirovsky propdem uma familia

ng
G = { T2y = -} In(-9,(0)

9.
r=o}

1
que, ao reduzir r para 0, converge em minimo para o cen-
-k

(5.1) F:”

-

tro analitico. r inicial & tomado como i ; r = A
onde A & uma constante para a qual & demonstrada conver-
géncia da etapa preliminar do algoritmo. Repare que para
Ff) ndo faz sentido falar em r ideal, pois a "trajeté-
ria central" na etapa preliminar inclui todo o conjunto S,

devido ao fato de F:“

depender de n+1 parémetros
(r,xk) e ndo de um pardmetro s como no caso de Fr.
Nesterov e Nemirovsky propdem que os sucessivos mini-
mos sejam encontrados usando método de Newton ou Quase-
Newton. Vale a pena frisar que A formalmente permitido
em [26] & freqlientemente muito préximo de 1 e, conseqilien-
temente, de convergéncia lenta. Além disso, a combinacdo
da etapa preliminar citada com a etapa da seg¢do 4.3 impli-
caria, em geral, em inicialmente incorporar uma restricdo

gmﬂ(x) = 0 no problema (P) para tornar S um conjunto
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limitado e, na etapa seguinte, descartar esta restricédo
artificial.

~

Quanto a extensdo do método quadratico seqgliencial des-
locado & primeira etapa do algoritmo, na segdo 3.2 foi
mostrada a fraca equivaléncia entre MQSD e o ABL. Isso
faz com que o MQSD seja inteiramente inadequado para a lo-

calizagdo de x° proximo de T. A restrigédo

(5.2) Vgp = (a - 1)g"

tenta reduzir os valores de gibq,' linearmente, por um
fator fixo. Se yo € S for prdéximo de 85, (5.2) tende a
manter y1 tdo ou mais proéximo, dificultando, em muito,
progresso em direcgdo a T.

Ha ainda outra dificuldade na aplicacdo do MQSD & fase

preliminar do algoritmo: a guase impossibilidade de usar r

ideal em substituicdo a r e o« fixos. (4.6a) mostra que
lim r (F ,x) indeterminado
id r
x2 388

e de (4.6Db)

lim rid(Br,x) = 0
X->08

Nos dois casos o uso de r., & pouco eficiente, pois
1

. [P v (0]
seu valor significa pouco quanto a proximidade entre y e

x(rm)*, e por isto a estimativa do multiplicador de Lagran

ge uo perde seu valor.

Na auséncia de um método geral pela localizacdo de
x(r)* € T, propomos duas alternativas a serem usadas em
casos diferentes. Se £, g, sdo convexas um passo ﬁk de
Newton ou Quase-Newton & direcdo de descida de FP e Br. Em
casos mais gerais o método de descida maxima com salva-
guardas & apropriado. Sabe-se que T normalmente se encontra
longe de S para valores de r suficientemente grandes, e

portanto qualquer passo pk deve ter monitoramento de forma
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que

kK _ =k
¥y tal que  g,(y"+p) s eg(y) Vi
Isso &, o ponto yk+1 estd contido no conjunto Sg = { x :
gi(x) = 3 v i }, onde 8, = ¢ gi(yk). Ss € um conjun-
3

to gque contém os pontos x € T em que rm(x) =3 >0
(Vide Fig. 4)

Quanto & funcgdo-objetivo da fase 1, testamos duas
alternativas: Br(x), r fixo e

k-1

(5.4) Br(x) : r = max {rm(y ), C 1}

kK
x
para prefixado C > 0, sendo o propdsito de (5.4) usar como

fungdo-objetivo a melhor alternativa possivel — mas

evitando valores de r, excessivamente pequenos

P

7
L i s L
S

Zﬁgsizsﬁﬁﬁﬁ¢”¢¢f¢

Figura 4

Resumimos a Fase 1 (Preliminar)

yo € S. k := 0.

(5.5) Escolha r

Calcule cota superior A = A(F;,yk)
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se A <A,/ 2, ponha ¥ = yk

Calcule o passo ﬁk de Newton ou Quase-Newton para
min Br(x)

Seja yk+1 = yk + pk onde pk = 7 ﬁk é calcu-
lado via busca unidimensional

k = k+1. Va para (5.5)

.2 Algoritmo Parametrizado de Barreira Logaritmica (APBL)

(Versbes la e 1b)
Continuamos o algoritmo com a fase 2

x € U, e > 0, k := 0. A(F} ’ x°) < A*/z

o
Fixe o € (0, 1) inicial. (vide observacso 1i)

(5.6) Estime R(r) = (av”l’z

(5.7) calcule o passo p- do MQSD (em 3.9)

Calcule r := rid(xk + p)
(5.8) Estime o valor de A = A(F_, x* + p%)
(5.9) se A > A*/z , majore « e va para (5.7)
(5.10) se A = 7\*/2 , teste para e-convergéncia.
caso ndo haja convergéncia: J =0
(5.11) Ponha xl(‘:; = X+ gjf)“
calcule r) := rid(xlz;:). Novamente, h& duas
possibilidades:
A
R k+1 -% 0 . — .
se A(Frj ,x”) ) s 2 , ponha j := j + 1 e

va para (5.11)
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A

k+1 =% N _
se A(Frj X ) > 2 , ponha J := J 1 e
continue

k

Com o passo E} p. determinado, hd duas possibilidades.

Versdo 1la: X = x + E;E . k =k +1 e va para
(5.6)
Versdo 1b: Resolva o novo sistema
min pTka + é pTHkp

s.a. Vgip = ( gj(l - a) - 1)g®

k+1 k
para pk e tome X = x  + pk. Calcule
k+1

r := rm(x ). Teste para e-convergéncia e
A
PR -%
averigiie que A (F, =y < 5+ ko= ktl

e va para (5.6)

Observacgdes:

i) O parametro de inicializagcdo o € (0,1) & uma garan
tia da convergéncia do subproblema MQSD. Se (P) convexo, o
menor valor possivel de o é estritamente menor que 1 e tem
limite igual a zero quando {xk} — x". Este valor depende
do problema e ndo pode ser calculado anteriormente 3 solu-
¢do do problema, no caso geral. Usamos valores heuristicos
nos casos apresentados no Cap. 6. Gonzaga [11] obteve
redugdo linear de r para programagdo linear, mas ha pouca

informagdo para o caso geral.
ii) o valor de A (5.8) & facilmente estimada pela re-
lacgédo

[VF_(x* + p“)|
A(F , x* + p5) L

r = R(T)

< A = .
e normalmente sera menor que */2 , @ ndao ser que o seja
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excessivamente pequeno. o« inicial & dado um valor mediano
e serad majorado ou ndo conforme seu desempenho seja falho
ou promissor, respectivamente. As estimativas de R(r) e

r , sdo, em nosso caso, feitas em simples subrotinas. Para
1

detalhes, consulte o inicio do Cap. 6.

iii) Este algoritmo tem convergéncia garantida mas na

-

préatica é lenta. A versdo 2 do algoritmo inclui uma

terceira fase que assegura convergéncia super-linear.

iv) A seqiliéncia {Ej }Em é crescente e modulada de

forma apropriada a detectar a possibilidade de um passo

longo. Nos testes computacionais do capitulo 6 usaremos
js2

g =2,

R

Lembremos que u o= - & estimativa do multiplica-

LQN‘I?G‘

dor de Lagrange. H& varios meios de estimar uma cota supe-
k
i
ritmo, uma vez que se tem certeza desta cota ser pequena,

. * .
rior para | u, - uil ’ 1 =1 =m. No decorrer do algo-

torna-se atrativa a alternativa de substituir o problema

das fases iniciais por

(5.12) min Lk (x)

Propomos como fase 3 do APBL (Versdes 2a e 2b) a sub-
stituigdo de (5.10) por

r ~ -
Ponha M = - — e estime a := A(L=-, x¥+pk)
K =k m
g(x + p)
onde La(x) = f(x) + Z uﬁﬂ(x). Se A < A,, VA

a fase 3.

Fase 3
nin pTka + % pTHkp
s.a. Vgi p = -(1 - oc)gk

onde agora o tem um valor fixo e pequeno.
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~ A .
h.3 Condigoes de Convergencia do APBL

A proposigdo que segue formaliza as diversas avalia-

¢bes feitas ao longo das Gltimas segdes.

Proposigdo 5.1 Seja dado um problema (P) com £, g,
convexas e de classe C3 com f B-compativel com a barreira
m-autoconcordante F(x) = -z ln(—gk(x)). Suponha que existe

i
um conjunto ndo-vazio S = { x: g;(x) < 0 Vi} e seja a

. % e 1 %

solugdo tGnica de (P) um ponto X com multiplicador u  tal
*

gque B> 0 V i. Ent8o para qualquer € > 0 e qualquer

x°c 5 o algoritmo APBL produzird uma seqiiéncia finita de

k . - .
pontos { X'} ¢ S com as seguintes caracteristicas.
. k
. c - 1
1) Numa primeira fase levard a um ponto x tal que
o A
para certo r > 0, tem-se A(Fr,x ) < 5* .
. . < Kk
ii) Numa segunda fase levara a um ponto X2 numa
=~ . ~ . k +1 A
sucessdao de iteragdes para as quais A(F , X1 ) < 5* e
r
1
onde { rl} & uma sucessdo de reais positivos decrescente

por pelo menos um fator linear o e tal que A(Lu*,xﬁﬁ < %*.

. P k
111) Numa terceira fase levard a um ponto X 3 numa su-

cessdo de iteracgdes onde
1

21

k_+1

AL, %2 < AL *, %2)

e tal que

A(Lu*, xka) < €

Demo. A afirmacdo i) decorre como coroldrio do teorema
3.1 e a iii) de (2.9). 1ii) & comprovado ao observar gque

= . k 1 1
ha garantia de r (x 1”) i= r = r (xx1+ ) = or
id 1 pr k

1
onde «x < 1 & o fator de redugdo do pardmetro r. Ja que a
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= k_+1 A . , * -
sucessdo { x1 } tem convergéncia linear para x , esta

. P . k k
garantida a ocorréncia de um ponto X 2 com A(Lu*,x 2) < A,

Observacao. A proposicdo 5.1 garante muito pouco,
menos que de fato ocorre com a aplicagdo do APBL. Isso
decorre da natureza parcialmente heuristica do algoritmo.
Por este motivo ndo tentamos colocar cotas superiores no
nlimero de iteracgdes.
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CAPITULO 6 TESTES COMPUTACIONAIS

Um algoritmo pode ser teoricamente muito correto mas
ineficiente na resolugdo de problemas reais. No caso do
APBL confronta-se com um nimero de pardmetros que, conforme
os valores realmente estabelecidos, podem implicar que o
algoritmo tem pouco mérito préatico.

Foi implementado uma versdo bastante extensa (em torno
de 2500 linhas de FORTRAN 77) visando testar diversos as-—

pectos do APBL. Trés problemas-teste foram usados:

Problema 1 min xf + 3x§ + 0.1x§
S.a. 2.025 - x1 -~0.5x2 - 2.55x3 =0
0.25 - X + x =0
2 3
* *
sendo x = (0.5, 0.5, 0.5) L = (1, 2.5)

*
f(x ) = 1.00625

Cinco pontos iniciais distintos foram usados. A tabela

A-1 no Apéndice contém informagdo a respeito destes pontos.

Problema 2 (n° 43 em ([14], Rosen-Suzuki)
min x? + x° + 2x° + x° - 5%, - 5x_ -21x_ +7X
1 2 3 4 1 2 3 4
s.a. -8 + X2 +x° +x2 +xP +x -x_ +x.-% =0
1, 2, T3 Ta 1 2 3 4
(6.1) -5 + 2x°. + x_ + x + 2x, - x -x =0
5 1 52 3 2 1 2 4
-10 + x7 + 2x_ + %X + 2x - X -x =20
1 2 3 4 1 4
* *
sendo x = (0, 1, 2, -1) U o= (1, 2, 0)
*
f(x ) = - 44
Ponto inicial: % = (o, 0, 0, 0)
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Problema 3 (Nao-convexo)

’ 2_2
nin X 'X
172
2 2
S.a. (x1 - 3.0)" + (x2 -p) -1=0

p & um parametro, ié. o problema.- 3 & uma familia de
problemas. Tem-se resultados distintos para cada valor do

parametro usado.

Caso 3.1 p = 2.5 X = (2.4325, 1.6764)
% %
M = 12,048 f = 16.63330
*
Caso 3.2 p = 1.5 X = (2.8199, 0.5164)
* %
M = 4,1738 £f = 2.12011
*
Caso 3.3 p= 1.1 X = (2.9661, 0.10057)
* *
p = 0.8852 £f = 0.088999
Observagdo 1. O valor do pardmetro a de autoconcor-

z

dédncia é de dificil avaliacdo e constitui a nosso ver um ag
sunto ainda a ser tratado satisfatoriamente. Uma subrotina
em nossa implementagdo faz uma estimativa de uma cota infe-
rior de seu valor. No problema 3 o parametro a ndo existe
formalmente, mas & usado a(U), onde U & uma regido em torno
dos pontos da segliéncia {xk}. Para maiores informagdes
sobre a, consulte a secdo 6.5.

Observagdo 2. O problema 2 & um problema-teste cléas-
sico. Por ser quadratico e convexas as fungdes £, g, . ©
verdadeiro problema & claramente a identificacdo do conjun-
to ativo A. Testamos as duas alternativas de previamente

i) conhecer A e 1ii) ndo conhecer A.
0 algoritmo parametrizado em suas virias versdes exi-

giu programagdo relativamente extensa. Tendo como prioritéa-

rio a obtencdo de diversos tipos de informagdo sobre o

56



APBL, abrimos mdo de medir o performance em tempo de CPU.
Diversas subrotinas heuristicas foram usadas na implementa-
¢do atual que poderiam afetar negativamente os resultados

computacionais. Em particular, mencionamos duas destas.

i) Subrotina RDBU. Razdo Dourada Busca Unidimensional.
Apds estabelecer um intervalo conveniente, o método da

~ - . -4 .
razdo dourada €& usada até reduzir a 10 seu comprimento

relativo. Este método fol escolhido por sua transparéncia.

ii) Subrotina XLAMBDA. A obtengdo de estimativas dos
valores de A(F;,xk) e R(r) ndo encontraram precedentes.
Foi utilizado um método relativamente "caro" de maximizagéo

da funcéao

|n'vF ¥ |
A(h) = T2 ; 172
(ah'v°F'h)
sobre a esfera unitdria S"' = {h € R" : [h], = 1 } por
maximizagdo unidimensional em diregdes VA(hk) até os

passos dados serem pequenos.

A idealizacgdo do parémetro r traz em seu bojo a pos-
sibilidade de introduzir um viés sistemdtico nos dados do
problema em cada iteragdo. Tentamos nos certificar quanto a
ocorréncia deste fendmeno. Um pardmetro chamado MULT deter-
mina se R(r) & para ser avaliado no ponto xk, préximo de
x(rm)* , ou num ponto mais afastado de T. Também foram
calculados os valores de A(Fr,x) e R(r) em pontos

escolhidos e ndo ocorrentes em seqiliéncias de iteracgdes.

6.1 Uso de r-ideal na fase 1

Passamos a descrever os diversos testes realizados.
rm(Br,xo) foi avaliado em diversos pontos para problemas
1 e 2, Usamos como alternativa mais viavel para a primeira
fase:
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min Br(x) r = max {r}d(x), C}

com C = 10 para evitar uma redugdo indevida do parédmetro

r, e ainda C = 100 no caso de um ponto "dificil". Para os

pontos iniciais escolhidos temos os seguintes resultados,

onde N representa o nlamero de até
k

"VBr(x B 0.01/r

simplesmente estabelecer A(F},xo) << A*/2 para iniciar a

iteracdes atingir

O critério para esta escolha foli de

segunda fase. A tabela 6.1 contém informa¢des a respeito de
problema 1. As tabelas 6.2 e 6.3 se referem ao problema 2,
sendo respectivamente o caso i) de conhecer previamente o

conjunto ativo A, e ii) de ignorar o conjunto A.

x° rid(Br,xo) “VBr(xp)“ N “VBr(xx)ﬂ rid(xk)
(5, 5, 2) 0.3770 31.5361 4 0.0521 10.0
(1, 5, 1) 54.61 15.3126 2 0.0047 48.24
(-5,10,1) 0.1296 60.7328 4 0.0021 10.0
(-5, 5,2) 6.809 28.0871 4 0.0866 10.0
(5,17,-4) -0.8561 110.2251 19 0.0216 10.0
(5,17,-4) -0.8561 110.2251 7 0.1721 100.0
Tabela 6.1
x° r (B,x") |vB (x)| N [vB (x)] r (x)
(0, 0, 0, 0) 11.7413 21.6962 2 0.0454 10.28
(0, 2, 0, 0) 1.0000 22.2236 3 0.0075 10.00
(0, 1, -.2, .1) 12.1305 22.2282 2 0.0433 10.71
(.5, 0, .3, .2) 4,3075 20.3006 3 0.0032 10.00
(-.5, .5,-.5,-.2) 9.3434  26.0018 3 0.0039 10.00
Tabela 6.2
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x° rid(Br,xo) ”VBP(XO)" N "VBr(xk)" rid(xk)

(o, o, o, 0) 12.6426 21.5147 2 0.0173 11.74
(0, 2. 0, 0) 0.2727 22.5543 3 0.0603 10.00
(0, 1, -.2, .1) 5.5123 22.9302 3 0.0005 10.00
(.5, 0, .3, .2) 4.3075 20.0526 3 0.0021 10.00
(-.5, .5,-.5,-.2) 5.7675 26.2103 3 0.0013 10.00

Tabela 6.3

E evidente que o processo de idealizacdo na fase 1
providencia informag&o que freqiientemente ndo sera utiliza-
da , como por exemplo ocorre ao revelar que r}dﬂa,xo) é
negativo. Mas a informagdo é& muito facilmente obtida e
servird nestes casos apenas de desqualificar r , enquanto
parémetro confidvel. De todo modo, métodos heuristicos
servem bem para aproximagdo inicial a T, e a ocorréncia de
casos como o do ponto (5, 17, =-4) no problema 1, de
convergéncia lenta para um ponto préximo de T, nos parece
vinculado mais a limita¢des especificas da implementacdo da
fase 1 de que a uma dificuldade inerente ao ponto e ao

problema.

6.2 APBL sem passos longos

O uso de rm(Fr, ¥X) permite medir melhor o progresso
ao longo da trajetdéria central T mesmo sem usé-lo na
detecgdo de possiveis passos longos. Comparamos aqui a nor-
ma HVFP(xk)", r prefixado e r-ideal. J& que a determinacéo
do conjunto ativo constitui uma questdo & parte, supémo-lo
conhecido no caso do problema 2. Neste sentido escolheu-se

pontos iniciais préximos de T e os valores de diversos
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parametros.

Todas as buscas unidimensionais foram realizadas com
-4

precisdo relativa € = 10 em todos os problemas-testes.
No problema 1, x° foi estabelecido com rm(xo) = 50 e
A(Fgo,xg) <= 0.001 . No problema 2 usou-se um ponto %°

obtido da execugdo da fase 1 a partir do ponto de
referéncia (0, 0, 0, 0) . Uma redugdo uniforme DRED = 0.95
foli executada em cada iteracgdo. Os resultados para os prob-
lemas 1 e 2 estdo nas tabelas A-2 e A-4.

Os trés casos do problema 3 sdo apresentados nas tabe-
las A-6, A-7 e A-8. Aqui o fator de redugdo DRED de r
utilizado foi 0.90 .

A determinagdo de uma aproximagdo de u* & necessaria
para a passagem & terceira fase do algoritmo. Uma estima-
tiva féacil é

k,¥* _ id
(W)~ = — —
g
. . *
Previsbdes lineares extrapolativas podendo . (r) = cr + dk

e computando c e dk das Gltimas duas iteracgdes também séo
de cidlculo muito facil. As tabelas A-3 e A-5 mostram es-

tas estimativas para Problema 1 e 2 respectivamente.

As tabelas mostram a crescente disparidade entre
k . A . =
rm(x ) e r reduzido por um parametro fixo. A razdo entre

as normas dos gradientes de Fr e Fr cresce linearmente
id pr
ao longo da Fase 2. Isso ocorre de maneira marcante no

ltimo caso do Problema 3.

6.3 APBL Versoes la e 1b

Todas as versbdes do APBL foram testados nos trés
problemas-testes com varios valores dos parametros.
Testamos as versdes la e 1b do APBL no problema 1 de

forma ilustrar varios aspectos dos algoritmos. A partir do
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ponto y° = (5, 17, -4) iniciou-se aproximacdo de T, termi-
(2.4095, 2.0953, 0.6317) en

com r-ideal igual a 15.00. Os fatores de

nando a Fase 1 no ponto X =
ambos os casos,
0.90 e 0.95 respectivamente. Im-
A,/2 neste

reducdo DRED usados foran
A(Fr,xk)
outros problemas-testes.

pediu-se que ultrapassasse e nos

No problema 2 as versdes la e 1lb do APBL foram testa-
y® = (0, 0, 0, 0)
[14]. A primeira fase em ambas as versdes termina no ponto
® = (-0.1711, 0.8235, 1.3190, -0.2966)

X =
A partir deste ponto inicial de Fase 2 as duas

dos a partir de como especificado em
com r-ideal igual
a 10.28 .

versdes foram testados com fator de redugdo DRED igual a

.84.

Na tabela 6-4 tem-se os resultados da versdo la e na

tabela 6-5 os da versdo 1b. Indica-se por Extens. o
miltiplo do passo padrdo que & dado e por Reaprox.
passo de reaproximagdo a trajetdéria central T.
. k k k *
k r-ideal [vE_ (k) | g, (x") g,(x") [ = x|
0 10.27958 .00442 -4.,84386 -3.39270 1.009430
1 6.63172 .12877 -3.66030 -2.58321 .720394
2 4.57013 .16208 -2.79065 -1.98075 .520695
3 3.62649 .19437 -2,33565 -1.65841 .428593
4 2.91161 .22874 -1.95637 -1.38950 .363927
5 2.90026 .00299 -2.04084 -1.35314 .385793
6 1.82979 .12683 -1.36976 -.91251 .251983
7 1.18700 .24762 -.92333 -.61739 .163525
8 1.04094 .33193 -.81840 -.54706 .147660
° .79090 .42698 ~.63166 -.42262 .110545
10 .72378 .50111 -.58101 -.38868 .103071
11 .66304 .55550 -.53446 -.35755 .094641
12 .60759 .61487 -.49164 -.32892 .086927
13 .60407 . 00955 -.52806 -.30972 .103518
14 .40452 .24795 -.35799"° -.21024 .070808
15 .27137 .86731 -.24162 -.14215 .046229
16 .25879 .52863 -.23130 -.13571 .044744
17 -17486 .95952 -.15707 -.09223 .030088
i8 .11832 1.75592 -.10671 -.06264 .022038
19 .09024 2.53860 -.08180 -.04769 .023585
20 .08571 2.11008 -.07805 -.04523 .015179

Tabela 6-4

(primeira parte)
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k £(x*) Extens. Red R A(F_ %) R(r)
0 -28.76203 1.414 2.218 .00350 1.262105
1 -33.28791 1.414 1.568 .08754 1.470951
2 =-36.21352 1.000 1.374 .11109 1.458978
3 -=37.64540 1.000 1.290 .11929 1.629347
4 -38.78429 reaprox. 1.232 .14039 1.629347
5 -38.76236 4.000 - .00144 2.067615
6 -40.59352 4,000 1.153 .05152 2.461881
7 =-41.74762 1.414 1.098 .09174 2.699156
8 -42.01421 2.828 1.088 .09672 3.431913
9 =-42.47964 1.000 1.062 .11493 3.715250
10 -42.60523 1.000 1.061 .11757 4.,262060
11 -42.71972 1.000 1.049 .12255 4.533028
12 -42.82460 reaprox. 1.045 .13564 4.,533028
13 -42.82285 8.000 - .00201 4.746076
14 -43.20805 8.000 1.032 .03627 6.836783
15 -43.46505 1.000 1.029 .15873 5.463932
16 -43.49173 8.000 1.158 .05584 9.466462
17 -43.65593 8.000 1.014 .07246 13.242066
18 -43.76674 5.657 1.010 .09321 18.838836
19 -43.82004 1.000 1.049 .21114 12.023076
20 -43.,.83086 reaprox. 1.255 .17550 12.023076

Tabela 6-4 (segunda parte)
Posicdo Final: .000811 .998783 1.993243 -.983531
Versédo 1b

. k k k *
k r-ideal Ive (k)| g, (x") g,(x") " = x|
0 10.27958 .00442 -4.84386 -3.39270 1.009430
1 4,87299 .26456 -2.90895 -2.08658 .558633
2 4.,84408 .00155 -3.00677 -2.04638 .b81778
3 2.46174 .18130 -1.73218 -1.19634 .316351
4 1.45461 .32369 -1.08898 -.75455 .193513
5 1.44872 . 00409 -1.14648 ~.72534 .216526
6 .91141 .17322 -.74489 -.47301 .138078
7 .59081 .39855 -.49266 -.31346 .090250
8 44776 .59348 -.37689 -.23992 .068646
9 .34105 .84444 -.28910 -.18411 .052459
10 .33935 .01070 -.31051 -.17360 .062867
11 .22682 .24990 -.20888 -.11693 .042082
12 .15255 .61509 -.14107 -.07904 .028303
13 .10297 1.14608 -.09550 -.05353 .019105
14 .06967 1.92315 -.06474 -.03630 .012927
15 .04721 3.06339 -.04393 -.02464 .008761
16 .03203 4.73865 -.02983 -.01674 .005944
17 .02175 7.20122 -.02027 -.01137 .004036
18 . 01477 10.82182 -.01377 -.00773 .002741
19 .01004 16.14569 -.00936 -.00525 .001863
20 .00682 23.97439 ~.00636 -.00357 .001266
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k f(xk) Extens. Red R A(Fr,xk) R(r)
0 -28.76203 1.000 - .00350 1.262105
1 -35.74538 reaprox. 3.287 .20962 1.262105
2 -=35.74088 4,000 - .00099 1.569867
3 -39.51763 1.000 1.537 .08753 2.071312
4 -41.26565 reaprox. 1.278 .15627 2.071312
5 =41.25905 8.000 - . 00172 2.377562
6 -42.25007 8.000 1.159 : .04719 3.670686
7 -42.85503 5.657 1.099 .07991 4.,987607
8 -43.12852 1.000 1.070 .09644 6.153558
9 -43.33405 reaprox. 1.489 .13723 6.153558
10 -43.33194 16.000 - .00152 7.045133
11 -43.55264 16.000 1.036 .02385 10.475978
12 -43.69875 16.000 1.023 .04138 14.864549
13 -43.,79648 16.000 1.016 .05380 21.301959
14 -43.86222 16.000 1.011 .06253 30.757643
15 -43.90659 16.000 1.007 . 06860 44.,653053
16 -43.93660 16.000 1.005 .07281 65.084520
17 -43.95695 16.000 1.003 .07570 95.126886
18 -43.97075 16.000 1.002 .07769 139.296605
19 -43.98013 16.000 1.002 .07904 204.262004
20 -43.98649 16.000 1.001 . 07995 299.865579

Tabela 6-5

Posicdo Final: -.000016 .999915 1.999613 -.999236

A partir das tabelas de cima e do Apéndice vé-se a
realizagdo de extensdes 4&s vezes consideraveis. Com os
valores do fator de redugdo DRED = 0.92, DRED = 0.96 e
DRED = 0.98 houve extensdes linearmente equivalentes a 0.68
(previsto) e que de fato resultaram em reducdes de até 0.51.

A versdo 1lb parece & primeira vista ser superior &
versdo la, mas deve lembrar que cada iteracgdo de 1b equiva-
le duas iteragdes de 1la. Neste sentido, a versdo 1b n&o
parece demonstrar nenhuma vantagem em relac¢do a 1la.

A proporcionalidade entre R(r) e rigl é revalidada e
isto poderia proporcionar meios de tornar menos oneroso o
cdlculo de alguns parédmetros. Diversas reaproximagdes a T
apbs passos excessivamente longos se tornaram necessirias,
e apenas a fixagdo de valores conservativos de parametros

impediria isso. Mesmo assim, passos longos foram dados apds
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reaproximagdes, ndo servindo de contra-indicacdo ao método.

Problema 2 Caso do Conjunto Ativo ndo ser conhecido.

Existem diversos meios de identificar o conjunto ativo
de um problema (P) e n&do aprofundaremos o assunto aqui. A-
penas ressaltamos a relativa facilidade deste trabalho ao
usar uma das versdes do APBL. A equivaléncia de ordem 0
entre o ABL e o MQS-deslocado depende do acerto na escolha
de conjunto ativo. Assim, a correpondéncia entre os passos
é perdida no caso de erro na determinacdo de A.

Exemplificamos abaixo, tomando inicialmente todo o con
junto (6.1) do problema 2 como conjunto supostamente ativo.
Obviamente, a Fase 1 ndo & afetada e a Fase 2 & iniciada em
%’ proximo de x(11.78)*. _

Os resultados sdo claros. Apesar de usarmos um fator
de redugdo de 0.92, maior de que o valor de 0.84 usado no

-

caso anterior de conhecer A, o valor limite de A(F;,xk) é
logo ligeiramente violado e uma reaproximagdo a T & efeti-
vada. Nas vinte itera¢des tabeladas, seis reaproximacgdes e
revalorizagdes do fator de redugdo DRED sdo realizadas,
tornando DRED = 0.99875 sem melhorar muito sua precisdo na
determinagdo de pontos sucessivos gque acompanham a
trajetdéria central.

Observe que o valor de gaog) diminui ao invés de
aumentar, por cinco vezes. Extrapolacgdes lineares de valo-
res g&(x) fazendo uso de r., ou de Vgi indicam que, das
trés restricgdes, gé(x) é muito menos provavelmente ativo em
x de que gi(x) ou gz(x). Ro modificar o conjunto ativo a
convergéncia se torna imediatamente vigorosa, podendo fixar

DRED = 0.84 e obtendo longos passos. Utiliza-se

X = ( —-.06554662 .55942341 1.13168937 -.05112715)
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Problema 3

Apresentamos os trés casos (p = 2.5, 1.5 e 1l.1) do
problema 3 na versdo la do algoritmo. Como este caso é
ilustrativo, porém ndo formalmente sob inspegdo, omitimos
testagem extensiva. Em particular, omitimos a versdo 1b.
Esta versdo foi testada e se comporta de forma muito
parecida com a versdo la. O valor artificial a = 1.0 do
pardmetro a de autoconcordidncia foi usado. A convexidade
local de F_ préximo de T (ié. com valor apropriado de r)
torna factivel o uso de um parémetro de autoconcordancia,
mas nenhuma tentativa de estimar o valor foi realizada.

Os pontos iniciais usados sdo prdéximos dos pontos

*
X(10) € T dos respectivos valores de p:

p = 2.5 ¥ = (2.88, 2.00)
p=1.5 x° = (2.88, 1.00)
p=1.1 x° = (2.88, 0.60)

Em todos os trés casos foram usados como critério de
convergéncia da subrotina de busca unidimensional € = 10”3,
Um controle da grandeza de A(Fr, xk) foi mantido como nos
outros problemas. Passos longos de até quatro vezes a
magnitude do passo padrdo foram permitidos. Ja que o fator
de redugdo do paradmetro r usado foi 0.9, isso significa que
redugbes "previstas" de até 0.6 eram contempladas. A en-
trada Red R das tabelas indica por quanto foi ultrapassado
a redugdo "prevista", e Extens. indica o miltiplo efeti-

vado do passo padréo.
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Caso p = 1.5
k r-ideal  |vF_(k)|  £(x*) g (x*) Ix* - x¥|
0 10.00000 . 00056 7.48075 -,68659 .45431
1 2.51131 .11749 4.05720 -.35013 .21362
2 1.46786 .27193 3.33706 -.24038 .12849
3 1.03039 «31172 3.03002 -.18759 .12112
4 .75538 .38673 2.79582 -.14406 .07511
5 .54732 46257 2.63198 -.11184 .07725
6 .40816 .59636 2.50285 -.08520 .04568
7 29777 .73830 2.40918 -.06524 .05223
8 .22092 .98650 2.33408 -.04874 .03092
9 .17894 .45921 2.29478 -.04049 .02744
10 .12249 1.21202 2.24071 -.02796 .02001
11 .08989 1.57264 2.21046 -.02099 .02525
12 .07412 .80113 2.19333 -.01726 .00986
13 .05770 1.00625 2.17760 -.01358 .01240
14 . 04507 1.29175 2.16494 -.01060 .00790
15 .03478 1.64326 2.15498 -.00825 .01018
16 .02682 2.14358 2.14696 -.00635 .00731
17 .02033 2.78309 2.14064 -.00485 .00895
18 .01528 3.73158 2.13553 -.00363 .00728
19 .01258 1.84623 2.13271 -.00300 .00401
20 .00990 2.35245 2.13002 -.00236 .00297
k Extens. Red R A(Fr,xk) R(r)
0 4.,00000 - .000244 2.287608
1 2.82843 1.872 .053453 2.198046
2 2.00000 1.469 .100506 2.705605
3 2.00000 1.490 .103910 2.999880
4 2.00000 1.334 .110416 3.502524
5 2.00000 1.377 .118678 3.897648
6 2.00000 1.271 .130652 4.564492
7 2.00000 1.352 .144333 5.115267
8 1.41421 1.290 .163178 6.045533
9 2.82843 1.344 .070243 6.537434
10 2.00000 1.115 .152157 7.965589
11 1.41421 1.331 .173523 9.063023
12 2.00000 1.240 .079340 10.097444
13 2.00000 1.108 .088910 11.317519
14 2.00000 1.095 .100209 12.890496
15 2.00000 1.142 .113133 14.525070
16 2.00000 1.144 .128651 16.662057
17 2.00000 1.210 .146833 18.954110
18  1.41421 1.241 .169376 22.031308
19 2.00000 1.252 .076517 24.128257
20 - 1.065 .097498 -
Tabela 6-6
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6.4 APBL Versoes 2a e 2b

O resultado de maior valor pratico seria a implemen-
tagdo eficiente do APBL em sua versdo mais completa. Este
valor seria consagrado ao mostrar a resolugdo efetiva de
problemas dificeis e mais gerais de que os da estreita
classe de problemas convexos. Aqui levamos & conclusdo
nossos exemplos apenas para tornar concretas algumas obser-
vagdes, e a resolucdo "eficiente" pelo APBL, Versdo 2a e
2b, nada tem de surpreendente. As tabelas A-14 e A-15
exemplificam o processo para problemas 1 e 2 respectiva-
mente. A convergéncia no problema 2 & tdo rapida que logo

na nona iteracgdo & alterado o subproblema para

min pTka + épTHkp

s.a. Vgp = -0.8g"

No problema 1 a passagem da segunda & terceira fase do
algoritmo & adiada para a 16° iteracdo. Nenhuma tentativa
de obter estimativas de ordem superior dos multiplicadores
u* foi realizada, ié foi aplicado a versdo mais simples
possivel do algoritmo MQS-deslocado. 0 fator 0.8 foi
escolhido sem muita deliberacgdo; a sua escolha se basearia
em consideracgdes inerentes aos problemas-objetos a serem
resolvidos. Nos casos destes dois problemas, um passo
unitdrio de Newton pode ser tomado e convergéncia quadrati-
ca obtida, por serem problemas relativamente faceis.

A versdo 2b é& a ilustrada nas tabelas, sem mostrar
diferenca significativa da versdo 2a além das j& mencio-
nadas acima.
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6.5 Sobre o Parametro a

0 valor de a(x), cuja definicdo repetimos aqui por

conveniéncia

a(xjr) = argmin{ |D’F_(x) [h,h,h]] =

a

< 2a”"*(D*F_(x) [h,h] )3’2}

foi calculado em vadrios pontos de S nos casos dos problemas
1 e 2, para diferentes valores de r em Fr. Os resultados
estdo nas tabelas 6.8 e 6.9, respectivamente. Os pontos
escolhidos sdo de dois tipos: pontos selecionados préximo
da trajetbébria central T (a e b) e pontos "representati-
vos" , ié. aleatdérios e bem-distribuidos por S (¢ - 9).
Para problema 1, estes pontos ja foram usados e sdo lista-
dos na tabela A-1. Para problema 2, os pontos em questéo

sdo dados abaixo.

a) (-0.260, 0.330, 0.114, 0.470) r,, = 100.0
b) ( 0.047, 0.868, 1.940, -0.736) r.= 1.0
c) (o, 0, 0, 0)
d) (o, 2, 0, 0)
e) (0, 1, -0.2, 0.1)
£) ( 0.5, 0, 0.3, 0.2)
g) (-0.5, 0.5, -0.5, =0.2)
r
Ponto 1.00 10.00 100.0
a 7.0413 1.8584 1.2844
b 2.1529 1.2167 1.0774
c 1.5122 1.0560 1.0111
d 6.0950 5.1728 1.8043
e 1.2277 1.0414 1.0166
£ 2.4828 1.2118 1.0200
g 1.6883 1.0921 1.0313
min 1.2277 1.0414 1.0166

Tabela 6-8
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r

Ponto 1.00 10.00 100.0
a 765.05 26.811 10.963
b 1.6575 1.4005 1.376
c 95.496 6.274 3.691
d 8.619 2.2167 1.857
e 99.023 6.455 3.745
£ 668.70 24.297 11.485
g 9.280 2.1815 1.8002

min 1.6575 1.4005 1.376

Tabela 6-9

Os valores encontrados motivaram o uso de a= 1.0
em ambos os problemas. Observa-se uma relativa uniformida-
de de valores e em ambos os casos valores crescentes de
a(x) na medida em que r é reduzido. Em termos gerais, isso
deve ser tributado ao fato de, com redugdo de r, o termo
F(x) em Fr(x) = ;f(x) + F(x) , fonte do mau condicionamento
de F_(x), & progressivamente mais dominado numa vizinhancga
de x* pelo outro termo. Pontos mais distantes da barreira

logaritmica tém também valores mais altos de a(x), r fixo.
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CAPITULO 7 CONCLUSOES

71 Extensoes do APBL

~

Abordamos algumas extensdes do APBL. Quanto & aplica-
bilidade do APBL, do seu alcance, ja nos referimos em secgdo
3.4 3 inclusdo de restrigdes lineares de igualdade Ax = b.
De maior significado & o fato da trajetbéria central T da
funcdo barreira logaritmica ser bem definida em qualquer
dominio convexo se a funcdo-objetivo f(x) for semi-convexa
numa vizinhanca de T, ou seja, com os autovalores { pu(x) }
ndo-negativos da matriz hessiana V%ﬂjx) em todo ponto x
de S. Portanto, o problema (P) pode ser estendido para
incluir gi(x) quasiconvexas assim que for estendido o
conceito de autoconcordadncia para este caso. De fato, seja
problema (P’)

(P’) s.a. g (x) =0 1 =1is= m,
Ax =b
onde existe uma regido ndo-vazia S = {x: g}(x) < 0 V i},

com solugédo (x*,u*) ndo-degenerada e seja V uma vizinhanc¢a
relativa de x  onde o MQS demonstra convergéncia super-
linear. 0 algoritmo APBL pode ser estendido a (P’) se for
possivel obter um conceito andlogo ao de autoconcordéncia.
Lembremos gue este conceito & essencialmente local e pode
ser definido para uma fung¢do F(x) dentro de uma regido onde
F & convexa.

Neste sentido hd a opcg¢do de usar o pardmetro a local-
mente e estimd-lo por métodos iterativos. A determinacgéo

exata das derivadas terceiras & muito dispendiosa, mas elas

podem ser estimadas por métodos de diferenga finita a
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TW o

partir da seqliéncia de matrizes hessianas {Vﬁt(xk)}. Estas
matrizes, por sua vez, podem ser ou estimadas por métodos
Quasi-Newton ou calculadas exatamente.

Todos os exemplos examinados demonstram suave variagdo
de a(xk) ao longo do algoritmo, decrescente em direcdo &
trajetdéria T (exceto em casos extremos com passos muito
longos) e novamente decrescente ao longo de T em direcgdo a
x* (sem exceg¢do). Por outro lado, usando fungdes gi(x) que
sdo de classe C3 mas ndo de classe C4, é facil fabricar
exemplos nos quais a(x) varia de forma arbitrariamente ra-
pida por variagdo de x € S em torno de subvariedades de

codimensdo maior ou igual a um.

A extensdo mais promissora parece ser o uso de
A(Lu,xk) mencionado na secgdo 3.3. A extensdo ndo &
imediata pois o paré@metro a varia conforme o valor de u e
a familia {Lu} ndo & geralmente convexa em . Enguanto as
iteracgdes {xk} da Fase 2 do APBL estiver convergindo
linearmente para x*, as estimativas {u*}k do multiplica-
dor u* também convergem linearmente.

Uma vez que se determina como calcular com precisdo
conhecida o valor de A(Lu*,xk) um passo do seguinte tipo

parece atrativo:
Em x°, resolva-se pVE* + %pTHkP

s.a. ngp = -g‘k

e teste ocpk tal que o = argsup { gi(xk + apk) s -g Vv i}
o
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7.2 Questges em aberto

Todo algoritmo parcialmente heuristico deixa uma
miriade de dquestdes em aberto. A primeira destas talvez
seja o uso do pardmetro r-ideal na primeira fase do algo-
ritmo. N&o temos evidéncia segura para atestar nossa
opinido de que o uso & sempre benéfico ié. existéncia de um
valor C tal que se rid(Br,xo) z C entdo a solugdo de

argmin{ F (x) } serd encontrada mais rapidamente usando r
X

= rm(xo) de que mediante a prefixagcdo de r. A
necessidade de se aproximar inicialmente & trajetédria
central T, no caso do APBL, deixa davidas guanto a
comparagdo geral dele com algoritmos MQS cléssicos, como o
de Han [13].

Uma condigdo possivelmente muito critica — a de de-
terminar o mais cedo possivel o conjunto ativo em x*, isso
é, antes de iniciar a Fase 2 do APBL — ainda ndo possui
classificagcdo quantitativa. Por este e outros motivos cita-
dos nos capitulos 4 e 5, ndo podemos por enguanto assegurar
convergéncia polinomial a ndo ser em casos triviais dque
nada demonstram para o caso geral.

Finalmente, frisamos a necessidade de estender e quan-
tificar o conceito de autoconcorddncia. Sua determinagdo
pratica & ndo-trivial, apesar de ndo ter apresentado difi-
culdade em nenhum caso examinado por ndés. Ndo hd garantia
ainda de ndo existirem problemas (P) para os quais a ou até
{a(x): x proximo de T} tais que a seja muito pequeno, e
sendo também este fato de averigliagcdo ndo-trivial.
Problemas que detém o mesmo papel em programagdo ndo-linear
como aguele demonstrado pelo problema Klee-Minty em relagdo
ao simplex, sdo mais numerosos que este, porém simultanea-
mente mais "anormais" que o Klee-Minty. Ainda ndo ha& como
concluir muito a respeito de sua relevidncia na programagdo

nido-linear.
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7.3 Conclusoes Gerais

Consideramos demonstrada a superioridade do APBL em
relagcdo ao ABL cléssico. Mesmo com extensdes como as propos
tas por Lasdon, Fox e Ratner [18] que contornam parcial-
mente o mau condicionamento da matriz hessiana de Br, um
algoritmo que providencia a passagem a um algoritmo (fase
de algoritmo) de convergéncia superlinear num momento
adequado é& intrinsecamente superior a um algoritmo "puro"
de barreira logaritmica.

A critica pode ser levantada a respeito do fato do
APBL ser parcialmente heuristico. Consideramos que,
descontada a perda de elegincia e simplicidade em relagdo a
algoritmos "puros" como os de Nesterov e Nemirovsky, o
ganho em eficiéncia e aplicabilidade serve como justifica-
tiva mais de que suficiente. Além disso, o APBL representa
uma tentativa de "otimizar" a integragcio de algoritmos
distintos. O uso de pardmetros idealizados possibilita a
passagem de um método "puro" a outro mais indicado sob
condigdes de garantia de convergéncia linear e superlinear
nas fases distintas do algoritmo.

Acreditamos ter demonstrado ser definitiva a reabili-
tagdo do uso da barreira logaritmica iniciada principal e
rigorosamente por Nesterov e Nemirovsky em [26]. Pelas pro-
priedades analiticas desta familia de fungdes, h& motivo de
acreditar que seu uso & quase sempre efetivo na resolucdo
de problemas bastante gerais que demonstram boas condigdes
de convergéncia superlinear apenas numa vizinhan¢a restrita
de (x*,u*).
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APENDICE

x> = (5,5, 2) g(x°) = (-10.575, -0.75)
¥ = (1, 5, 1) g(x) = (- 4.025, =-3.75)
x° = (-5, 10, 1) g(x°) = (- 0.525, -8.75)
¥ = (-5, 5, 2) g(x°) = (- 0.575, =-0.75)
¥x° = (5, 17,-4) g(x°) = (- 1.275, -0.75)
Tabela A-1
Problema 1
t v K *
Iter. r | IvE,. | L [vE, | [x* - x|
id pr
0 50.0000 .00103 50.0000 .00103 4.930456
1 41.1850 .00684 45,0000 .04418 4.425550
2 33.9412 .01424 40.5000 .09374 3.973013
3 28.0125 .02307 36.4500 .14896 3.566869
4 23.1552 .03348 32.8050 .21046 3.202359
5 19.1726 .04566 29.5245 .27897 2.875232
6 15.9032 .05982 26.5720 .35525 2.581665
7 13.2166 .07618 23.9148 .44018 2.318222
8 11.0056 .09498 21.5234 .53473 2.081813
9 9.1838 .11649 19.3710 .63996 1.869662
10 7.6805 .14101 17.4339 .75706 1.679273
11 6.4383 .16884 15.6905 .88736 1.508407
12 5.4099 .20035 14.1215 1.03232 1.355053
13 4.5570 .23592 12.7093 1.19356 1.217405
14 3.8484 .27597 11.4384 1.37290 1.093846
15 3.2585 .32098 10.2946 1.57234 0.982922
16 2.7665 .37148 9.2651 1.79410 0.883332
17 2.3551 .42803 8.3386 2.04067 0.793907
18 2.0103 .49129 7.5047  2.31479 0.713601
19 1.7207 .56196 6.7543  2.61953 0.641475
26 .8230 1.05758 3.9883  4.73515 0.376991
31 .4185 1.90376 2.3551  8.32140 0.221921
36 .2235  3.34039 1.3906 14.39680 0.130787
41 .1238 5.77505 0.8212 24.68752 0.077136
Tabela A-2

78



*
17

*

k k
k g, (x) g,(x") . M, T T
0 -5.7508 =2.9194 8.694 17.127 - -
1 =-5.1757 -2.6274 7.957 15.675 4.514 10.343
2 -4.6581 -2.3646 7.286 14.354 4.142 8.164
3 -4.1923 -2.1281 6.682 13.163 3.828 7.536
4 =-3.7731 -1.9152 6.137 12:.090 3.539 6.974
5 =3.3958 -1.7236 5.650 11.124 3.305 6.474
6 -3.0562 =1.5512 5.204 10.252 3.035 6.010
7 -2.7506 -1.3961 4.805 9.467 2.842 5.605
8 -2.4755 -1.2564 4.446 8.760 2.659 5.241
9 -2.2280 -1.1307 4.122 8.122 2.489 4.906
14 =-1.3156 =0.66757 2.925 5.765 1.882 3.714
19 -0.86316 -0.43794 1.993 3.929 1.380 2.728
24 -0.50969 -0.25857 1.862 3.670 1.352 2.664
29 -0.30096 -0.15267 1.585 3.124 1.260 2.484
34 -0.17772 -0.09014 1.421 2.802 1.214 2.292
39 -0.10494 -0.04790 1.325 2.658 1.198 1.989
Tabela A-3
u & a estimativa -r. /g Kéa extrapolagao linear.

Problema 2

k r-ideal  |VF_ (k)| «r IVE (k)| %%
r prev r
id pr
0 10.27958 .00442 10.27958 .00442 1.009430
1 9.40335 .01943 9.76560 .07334 .945616
2 8.63444 .03769 9.27732 .14734 .885780
3 7.95158 .05237 8.81345 .22258 .830386
4 7.34049 .06453 8.37278 .30003 .779293
5 6.79071 .07506 7.95414 .38034 .732158
6 6.29398 . 08460 7.55644 46391 .688585
7 5.84367 . 09355 7.17861 .55088 .648197
8 5.43415 .10219 6.81968 .64208 .610667
9 5.06067 .11070 6.47870 .73721 .575713
10 4.71914 .11923 6.15476 .83671 .543095
11 4.40593 .12787 5.84702 .94086 .512605
12 4.,11823 .13671 5.55467 1.04995 .484062
13 3.85327 .14580 5.27694 1.16427 .457308
14 3.60880 .15519 5.01309 1.28411 .432203
15 3.38285 .16495 4.76244 1.40982 .408622
16 3.173640 .17511 4.52431 1.54171 .386453
17 2.97962 .18572 4,29810 1.68015 .365595
18 2.79947 -19680 4.08319 1.82551 . 345957
19 2.63191 .20841 3.87903 1.97817 . 327456
20 2.47591 .22058 3.68508 2.13852 .310015
25 1.83853 .29115 2.85145 3.07168 .236478
30 1.37940 .38180 2.20639 4,27120 .18105
35 1.04277 .49873 1.70727 5.81690 .13899
39 .83709 .61637 1.39058 7.37037 .11265
Tabela A-4
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k k - -
k g9, (%) g9,(x) K, ., M TR
0 -4.8439 -3.3927 2.122 3.030 - -
1 -4.5975 =3.2210 2.045 2.919 1.219 1.728
2 -4.3639 -3.0583 1.979 2.823 1.238 1.745
3 -4.1426 =2.9040 1.919 2.738 1.104 1.748
4 -3.9328 -2.7577 1.866 2.662 1.229 1.749
5 -3.7339 -2.6188 1.819 2.593 1.238 1.741
6 -3.5433 -2.4869 1.776 2.531 1.231 1.745
7 -3.3664 -2.3617 1.735 2.474 1.203 1.734
8 -3.1966 =-2.2429 1.700 2.423 1.236 1.746
9 -3.0356 =-2.1301 1.667 2.376 1.220 1.739
10 -2.8827 -2.0230 1.637 2.333 1.222 1.739
20 -1.7217 =1.2087 1.438 2.048 1.216 1.732
30 -1.0295 -0.7229 1.340 1.908 1.216 1.731
40 ~0.6484 -0.4554 1.291 1.838 1.217 1.731
Tabela A-5

L & a estimativa -rm/g ; W & a extrapolacao linear.

Problema 3 (p = 2.5)
= k *
Tteragdo r Ive.. | . Ive,. | ¥ - x|
id pr
0 10.000000 .000127 10.00000 .000127 .27126
1 8.346680 .000666 9.00000 .264818 .23935
2 7.049508 .000644 8.10000 .545751 .21185
3 6.009483 .000564 7.29000 .847342 .18798
4 5.161766 .000492 6.56100 1.173894 .16714
5 4.461259 .000433 5.90490 1.529682 .14887
6 3.875882 .000382 5.31441 1.919095 .13278
7 3.382114 .000338 4.78297 2.346832 .11857
8 2.962306 .000301 4.30467 2.817838 .10599
9 2.602956 .000268 3.87420 3.337559 .09482
10 2.293559 .000239 3.48678 3.911924 .08490
11 2.025823 .000213 3.13811 4.547343 .07606
12 1.793115 .000191 2.82430 5.251031 .06819
13 1.590071 .000171 2.54187 6.030873 .06116
14 1.412310 .000153 2.28768 6.895420 .05488
15 1.256217 .000137 2.05891 7.854551 . 04927
20 0.710938 .000079 1.21577 14.484550 .02887
25 0.409655 .000048 0.71790 19.532718 .01703
30 0.238476 .000028 0.42391 34.268292 .01011
Tabela A-6
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Problema 3 (p = 1.5)
~ k %*
Iteragdo r lve. | r. [ve,. | " - x|
id pr
0 10.000000 .000457 10.00000 . 000457 .45435
1 7.448944 .003934 2.00000 .348723 .39326
2 5.788368 .003721 8.10000 .695913 «34313
3 4.624092 .002924 7.29000 1.055273 .30120
4 3.767774 .002293 6.56100 1.435719 .26559
5 3.116292 .001843 5.90490 1.844285 .23498
6 2.608041 .001513 5.31441 2.287249 .20845
7 2.203665 .001261 4.78297 2.770669 .18531
8 1.876733 .001064 4.30467 3,300680 .16501
9 1.608967 . 000906 3.87420 3.883708 .14715
10 1.387242 .000777 3.48678 4.526618 .13137
11 1.201904 .000683 3.13811 5.236835 .11741
12 1.045758 .000594 2.82430 6.022440 .10501
13 0.913285 .000519 2.54187 6.892320 .09400
14 0.800165 .000454 2.28768 7.856251 .08419
15 0.703064 .000398 2.05891 8.922584 .07545
20 0.380461 .000214 1.21577 16.307994 .04388
25 0.213534 .000121 0.71790 24.509056 .02568
30 0.122390 .000068 0.42391 42.693052 .01509
Tabela A-7
Problema 3 (p = 1.1)
- k *
Iteragdo r IvE_. | r. [ve,. | | = x|
id pr
0 10.000000 . 000952 10.00000 . 000952 .56223
1 6.375596 .007149 9.00000 .445098 .47545
2 4.467332 .006753 8.10000 .859106 .40913
3 3.287939 .004898 7.29000 1.275839 .35572
4 2.496261 .003492 6.56100 1.711205 .31148
5 1.936961 .002595 5.90490 2,175594 .27412
6 1.527943 .002009 5.31441 2.677268 .24215
7 1.221120 .001603 4.78297 3.223689 .21453
8 .986468 .001307 4.30467 3.822144 .19050
9 .804220 .001083 3.87420 4.480087 .16948
10 .660884 .000909 3.48678 5.205396 .15100
11 .546918 .000769 3.13811 6.006529 .13472
12 .455482 .000656 2.82430 6.892663 .12032
13 .381529 .000562 2,54187 7.873856 .10756
14 .321284 .000485 2.28768 8.961173 .09623
15 .271883 .000421 2.05891 10.166801 .08615
20 .125646 .000217 1.21577 18.495907 .04994
25 .063056 .000118 0.71790 28.809474 .02918
30 .033537 . 000067 0.42391 50.065905 .01713
Tabela A-8
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Versado 1la

k r-ideal "VFr(k)" £(x") gl(xk) gz(xk) ka - x*"
1 15.0000 . 04653 18.99271 -3.04313 -1.44621 2.491731
2 8.1395 .05112 11.57125 -2.,18241 -1.03389 1.818395
3 4.8230 .09248 7.41442 -1.56513 -.74013 1.216941
4 3.9746 .08192 6.46892 -1.40862 -.66439 1.137505
5 2.3639 .18778 4.43415 -1.01020 -.47614 .813296
6 1.4503 .32358 3.21422 -=.72447 -.34137 .575926
7 .9065 .56255 2.46068 -.51956 -.24456 .419669
8 .5905 .79376 1.98419 -.37261 ~-.17538 .285898
9 .3801 1.37479 1.67382 -.26722 -,12511 .234219
10 .2637 1.54545 1.47165 -.19164 -.08864 .135956
11 .2253 1.71698 1.41125 -.17247 -.07916 .134743
12 .2247 .02802 1.41125 -.18624 -.07634 .138923
13 .1892 2.38626 1.34858 -.14613 -.06834 .115069
14 .1593 2.82074 1.29708 -.12547 -.05868 .098907
15 .1345 3.32029 1.25368 -.10772 -.05038 .084592
16 .1137 3.91636 1.21701 -.09249 -.04325 .073147
17 .0965 4.58044 1.18598 -.079241 -.03714 .061795
18 .0818 5.41715 1.15965 -.06818 -.03188 .054932
19 .0698 6.24990 1.13730 -.05854 -.02737 .043945
20 .0590 7.48875 1.11831 -.05026 -.02347 .044650
25 .0410 11.05573 1.08412 -.03512 -.01651 .027505
30 .0280 16.15528 1.05994 -.02434 -.01143 .023617
35 .0202 21.22526 1.04497 -.01770 -.00826 .013655
k Extens. Red R A(Fr,xk) R(r)
1 2.828 - .030066 1.547488
2 2.828 1.6170 .032531 1.571509
3 1.000 1.4406 .098940 .934738
4 2.828 1.7591 .027648 2.963054
5 2.828 1.4327 .047144 3.983021
6 2.828 1.3664 .061707 5.243816
7 2.828 1.3256 .077303 7.277162
8 2.828 1.2324 .098771 8.036332
9 2.828 1.2599 .106542 12.903745
10 1.000 1.0824 .224015 6.898878
11 reaprox - .248877 6.898878
12 2.828 - .001437 19.497748
13 2.828 1.1176 .100599 23.720601
14 2.828 1.1169 .099033 28.482779
15 2.828 1.1001 .104064 31.906285
16 2.828 1.0916 .102384 38.251665
17 2.828 1.0722 .106518 43.001376
18 2.828 1.0772 .105637 51.280986
19 2.828 1.0411 .106943 58.441228
20 2.828 1.0882 .109986 68.088022
25 2.828 1.0336 .111264 99.364631
30 2.828 1.0951 .115330 140.078087
35 2.828 1.0145 .107788 196.916113
Tabela A-9
Posicgdo Final: ( 0.5177370 0.5029644 0.4972724 )
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Problema 1

Versao 1lb

k r-ideal |vF_ (k)|  £(x) g, (x) g (x*) |x* - x¥|
1 15.0000 .04653 18.99271 -3.04313 -1.44621 2.491731
2 10.4333 . 00860 14.15211 -2.50636 =-1.19043 2.056014
3 7.6517 .01753 10.89724 ~-2.09004 -.99250 1.707892
4 5.,6954 .04881 8.56344 -1.75097 =-.83135 1.425163
5 4.2979 .08720 6.86251 -1.47310 =-.69932 1.194714
6 3.2880 .13342 5.60657 -1.24466 -=.59079 1.006234
7 2.5494 .18822 4.66697 -1.05620 -.50128 .851472
8 2.0026 .25238 3.95473 -.90011 -.42715 .723849
9 1.5927 .32672 3.40786 -.77032 -.36552 .61812¢9
10 1.2815 .41217 2.98263 -.66190 -.31405 .530130
11 1.0424 .50972 2.64808 -.57097 -.27089 .456547
12 .8565 .62050 2.38180 -.49434 -.23452 .394710
13 .7102 . 74580 2.16751 -.42947 -.20373 .342479
14 .5939 .88698 1.99337 -.37431 -.17756 .298167
15 .5004 1.04562 1.85052 -.32721 -.15521 .260402
16 .4245 1.22349 1.73231 -.28682 -.13605 .228072
17 .3624 1.42259 1.63370 -.25205 -.11955 .200276
18 .3111 1.64510 1.55085 -.22201 -.10530 .176290
19 .2683 1.89353 1.48076 -.19595 -.,09294 .155511
20 .2325 2.17061 1.42113 -.17328 -.08218 .137451
25 .1196 4.10622 1.22685 -.09588 -.04547 .075921
30 .0652 7.40205 1.12887 -.05447 -.02583 . 043094
35 .0367 12.99392 1.07615 -.03144 -.01491 .024860
k Extens. Red R A(Fr,xk) R(r)
1 2.000 - . 030066 1.547488
2 2.000 3.0445 .004576 1.878389
3 2.000 2.6661 .007941 2.207522
4 2.000 2.5566 .019673 2.481173
5 2.000 2.4537 .030409 2.867443
6 2.000 2.3497 .040373 3.304695
7 2.000 2.2463 .042503 3.802254
8 2.000 2.1449 .057790 4.367097
°) 2.000 2.0470 .065247 5.007391
10 2.000 1.9540 .071914 5.731401
11 2.000 1.8658 .077847 6.547684
12 2.000 1.7833 .083119 7.465149
13 2.000 1.7080 .087778 8.496353
14 2.000 1.6379 .091900 29.651565
15 2.000 1.5739 .095544 10.943780
16 2.000 1.5161 .098758 12.388755
17 2.000 1.4637 .101600 14.001934
18 2.000 1.4161 .104115 15.800790
19 2.000 1.3738 106335 17.807249
20 2.000 1.3355 .108296 20.043186
25 2.000 1.1949 .111526 36.818625
30 2.000 1.1138 .115446 64.116791
35 2.000 1.0665 .117683 110.414184
Tabela A-10
Posigdo Final: ( 0.5106097 0.5097900 0.5011028 )

83



Problema 2 Caso m = 3
x° = ( —.06554662 .55942341 1.13168937 =-.05112715 )
k r-ideal gl(xk) gz(xk) gg(xk) "xk - x*"
0 11.7381 -5.84157 -4,03712 -7.96717 1.36115
1 9.5385 -5.34046 -3.68853 -7.27582 1.19156
2 9.5129 =-5.32134 -3.62788 -7.53158 1.22191
3 7.9466 -4.87087 -3.31949 -6.88867 1.07614
4 7.3602 -4.67182 -3.18408 -6.60611 1.01505
5 7.3258 -4.65918 -3.10888 -6.94057 1.05875
6 6.2759 -4.26936 -2.84816 -6.35659 .93734
7 6.0691 -4.18314 -2.79081 -6.,22797 .90980
8 5.8711 -4.09877 -2.73458 -6.10218 .88469
9 5.8475 -4.09539 -2.67078 -6.40771 .92972
10 5.0897 -3.75521 -2.44844 -5.87347 .82608
11 4.8767 =-3.64725 -2.37886 -5.70393 .78721
12 4.8002 -3.61060 -2.35488 -5.64664 .78011
13 4.7828 -3.61335 ~2.30008 -5.93077 .82509
14 4.2077 -3.31470 -2.10922 -5.43960 .73594
15 4.0978 =-3.24597 -2.06683 -5.32604 .70058
16 4.0595 =-3.22904 -2.05606 -5.29827 .70528
17 4.0482 -3.23535 -2.01285 -5.54283 .74612
18 3.5864 -2.96880 -1.84592 -5.08588 .66806
19 3.5309 =-2.91966 -1.81783 -5.00101 .62599
20 3.4964 -2.90866 -1.81127 .-4.98239 .64233
21 3.4878 -2.91793 =1.77482 -5.20595 .68130
k f(xk) Extens. Red R A(Fr,xk) R(r)
0 -23.71144 1.000 .000 .00010 1.251377
1 -26.48191 reaprox - .13855 1.251377
2 -26.41892 2.000 - .00076 1.425507
3 -28.66919 1.000 2.058 .11511 1.469021
4 -29.56687 reaprox - .16781 1.469021
5 =29.49820 4.000 - .00130 1.494067
6 =31.23467 1.000 1.7921 .10720 1.582174
7 -31.59221 1.000 1.648 .13005 1.596173
8 =31.93442 reaprox - .15437 1.596173
9 <-31.85977 8.000 - .00113 1.567169
10 -33.24769 2.828 1.620 .10278 1.702970
11 -33.65898 1.000 1.480 .13534 1.693636
12 -33.79713 reaprox - .14849 1.693636
13 -=33.72205 16.000 - .00103 1.678212
14 -34.85843 4.000 1.503 .10050 1.834891
15 -35.10082 1.000 1.307 .12957 1.722228
16 -35.16474 reaprox - .13651 1.722228
17 -=35.09351 32.000 - .00105 1.918577
18 -36.05621 5.657 1.426 . 09984 1.961880
19 -36.20390 1.000 1.095 .15366 1.666631
20 -36.25874 reaprox - .13937 1.666631
21 -=36.19060 64.000 - .00138 2.035303
Tabela A-11
Posicdo Final: ( 0.050338 0.785840 1.699318 -0.559182 )
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Caso p = 2.5
k r-ideal |VF (k)|  £(x*) g(x*) 1< - x|
0 10.00000 .00057 24.06733 -.46576 .27127
1  4.25288 .01535 20.29968 -.26309 .14370
2 2.18518 .06356 18.64420 -.15377 .08048
3  1.19807 .31238 17.78200 -.09065 .05465
4 .91853 .39050 17.52005 -.07068 .03876
5 .70059 .48512 17.31892 -.05505 .03725
6 .53553 .62149 17.15915 -.04245 .02657
7 .40493 .79099 17.03533 -.03257 .02745
8 .30463 1.04299 16.93634 -.02460 .02067
9 .22470 1.37390 16.85919 -.01834 .02230
10 .18434 .69375 16.81655 -.01505 .00989
11 .12580 1.83128 16.76023 -.01035 .01588
12 .10329 .92669 16.73635 -.00849 .00658
13 .07063 2.45457 16.70471 -.00583 .01158
14 .05798 1.24350 16.69127 - —-.00479 .00458
15 .03967 3.30238 16.67346 -.00328 .00858
16 .03255 1.67395 16.66588 -.00269 .00329
17 .02226 4.45545 16.65586 -.00185 .00643
18 .01825 2.25993 16.65158 -.00151 .00241
19 .01247 6.02709 16.64595 -.00103 .00486
20 .01021  3.05942 16.64353 -.00085 .00178
k Extens. Red R A(Fr,xk) R(r)
0 4.00000 - .000291 1.951239
1 4.00000  1.437 .006500 2.362095
2 4.00000  1.215 .020858 3.047169
3 2.00000  1.129 .079729 3.918052
4 2.00000 1.167 .087614 4.457004
5 2.00000 1.186 .096955 5.003545
6 2.00000 1.178 .108468 5.729739
7 2.00000  1.219 .121964 6.485434
8 2.00000 1.238 .138886 7.509641
9 1.41421  1.312 .159266 8.626423
10 2.82843  1.270 .072536 9.564186
11  1.41421  1.123 .159507 11.480860
12 2.82843  1.265 .072870 12.717048
13  1.41421  1.118 .160536 15.289830
14 2.82843  1.266 .073460 16.927606
15 1.41421  1.117 .162035 20.380700
16 2.82843  1.270 .074207 22.557814
17 1.41421  1.117 .163847 27.192812
18 2.82843  1.276 .075087 30.097637
19 1.41421  1.119 .165934 36.322227
20 - 1.283 .084230 -
Tabela A-12
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Caso p =1.1
k r-ideal |VF_(k) | £ (x*) g (x*) 1% - x*”
0 10.00000 .00267 3.65137 -.79544 .56195
1 1.10394 .25535 .76668 -.35125 .22576
2 .68033 .26509 .52961 -.26851 .14488
3 .43401 .27515 .39551 -.21039 .13097
4 .29333 .30782 .30449 -.16343 .08537
5 .20010 .33946 .24589 -.12857 .08074
6 .14206 .39666 .20375 -.10031 .05162
7 .10098 -45619 .17476 -.,07886 .05182
8 .07395 .55090 .15313 -.06149 .03202
9 .05394 .65494 13762 -.04816 .03476
10 .04022 .81306 .12574 -.03736 .02102
11 .02972 .99476 .11697 -.02903 .02476
12 .02228 1.26794 .11013 -.02228 .01550
13 .01646 1.59720 .10499 -.01706 .01904
14 .01223 2.10025 .10093 -.01283 .01328
15 .00997 1.00039 .09873 -.01066 . 00906
16 .00683 2.62364 .09575 -.00739 .00942
17 .00562 1.26769 . 09455 -.00615 .00593
18 .00389 3.32428 .09287 -.00428 .00689
19 .00322 1.61995 .09219 -.00357 .00400
20 .00224 4.24595 .09123 -.00249 .00513
k Extens. Red R A(Fr,xk) R(r)
0 4.0000 .000 .001755% 1.521744
1 2.0000 2.224 .111445 2.291235
2 2.0000 1.919 «-099037 2.676662
3 2.0000 1.810 .092083 2.988039
4 2.0000 1.621 .089376 3.444141
5 2.0000 1.589 .088274 3.845570
6 2.0000 1.450 .089953 4.409693
7 2.0000 1.446 .092559 4.928701
8 2.0000 1.338 .097601 5.644419
9 2.0000 1.353 .103589 6.322470
10 2.0000 1.272 .112117 7.251867
11 2.0000 1.306 .121968 8.155902
12 2.0000 1.251 .134894 9.399486
13 2.0000 1.307 .149982 10.649247
14 1.4142 1.286 .169440 12.395230
15 2.8284 1.305 .074068 13.506338
16 1.4142 1.113 .160792 16.316932
17 2.8284 1.248 .071269 17.787405
18 1.4142 1.092 .155176 21.422645
19 2.8284 1.213 .069336 23.363905
20 - 1.080 .181731 23.363905
Tabela A-13
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Problema 1

(o]

Versdo 2b

X% = (2.409551, 2.095300, 0.631738 )
x r-ideal [vF (x*)| £(x*) g (x*) g, (x") [¥* - x7|
1 15.0000 .04653 18.99271 -3.04313 -1.44621 2.491731
2 10.4333 .00860 14.15211 -2.50636 -1.19043 2.056014
3 7.6517 .01753 10.89724 -2.09004 =-.99250 1.707892
4 5.6954 .04881 8.56344 =-1.75097 -.83135 1.425163
5 4.2979 .08720 6.86251 -1.47310 =-.69932 1.194714
6 3.2880 .13342 5.60657 -1.24466 =-.59079 1.006234
7 2.5494 .18822 4.66697 <-1.05620 -.50128  .851472
8 2.0026 .25238  3.95473  -.90011 =-.42715  .723849
9 1.5927 .32672  3.40786 -.77032 -.36552  .618129
10 1.2815 .41217 2.98263 -.66190 -.31405 .530130
11 1.0424 .50972 2.64808 =-.57097 -.27089  .456547
12 .8565 .62050 2.38180 -.49434 =-.23452  .394710
13 .7102 .74580 2.16751 -.42947 -.20373  .342479
14 .5939 .88698  1.99337 -.37431 -.17756  .298167
15 .5004 1.04562 1.85052 -.32721 =-.15521 .260402
16  .4245 1.22349 1.73231 -.28682 =-.13605  .228072
17 .0686 6.77621 1.13518 -.05736 =-.02705  .044703
18  .0131 34.54978 1.03138 -.01147 =-.00540 .009034
19  .0026 173.42657 1.01125 -.00229 =-.00108 .001812
20 .0005 867.81085 1.00725 -.00046 =-.00022 .000362
k Extens. Red R A(Fr,xk) R(r)
1 2.000 .0000 .030066 1.547488
2 2.000 3.0445 .004576 1.878389
3 2.000 2.6661 .007941 2.207522
4  2.000 2.5566 .019673 2.481173
5 2.000 2.4537 .030409 2.867443
6 2.000 2.3497 .040373 3.304695
7  2.000 2.2463 .049503 13.802254
8 2.000 2.1449 .057790 4.367097
9  2.000 2.0470 .065247 5.007391
10 2.000 1.9540 .071914 5.731401
11 2.000 1.8658 .077847 6.547684
12 2.000 1.7833 .083119 7.465149
13 2.000 1.7080 .087778 8.496353
14  2.000 1.6379 .091900 9.651565
15  2.000 1.5739 .095544 10.943780
16 - 1.5161 .098758 12.388755
17 - 16.7677 .114649 59.103918
18 - 16.1928 .114482  301.793482
19 - 16.0399 .115211 1505.293276
20 - 16.0080 .115354  7523.025603
Tabela
Posicdo Final: ( 0.5000107 0.5000097 0.5000011 )
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Problema 2

0

Versadao 2b

X = ( -.17114630 .82345745 1.31899470 -.29663456 )
. k k. k k %
k r-ideal [vF_(x") | g, (x") g,(x") [~ = x|
0 10.27958 .00442 -4.84386 -3.39270 1.009430
1 4,.87299 .26456 -2.90895 =-2.08658 .558633
2 4.,84408 .00155 -3.00677 =2.04638 .581778
3 2.46174 .18130 -1.73218 -1.19634 .316351
4 1.45461 .32369 -1.08898 -=.75455 .193513
5 1.44872 .00409 -1.14648 -.72534 .216526
6 .91141 .17322 -.74489 -.47301 .138078
7 .59081 .39855 -.49266 -.31346 .090250
8 .44776 .59348 -.37689 -.23992 .068646
9 .08451 4.33526 -.07229 -.04677 .013078
10 .01672 22.66453 -.01435 -.00931 .002577
11 .00334 114.,.28788 -.00287 -.00186 .000514
12 .00067 572.39941 -.00057 -.00037 .000103
13 .00013 2862.95898 -.00011 -.00007 . 000021
14 .00003 14315.77832 -.00002 -.00001 .000004
15 .00001 71582.00000 .00000 .00000 .000001
k £ (x") Extens. Red R A(F_,x") R(r)
0 -28.76203 1.000 - .00350 1.262105
1 -35.74538 reaprox - .20962 1.262105
2 -=35.74088 4.000 - . 00099 1.569867
3 -=39.51763 1.000 1.537 .08753 2.071312
4 -41.26565 reaprox - .15627 2.071312
5 =41.25905 8.000 - .00172 2.377562
6 =-42.25007 8.000 1.159 .04719 3.670686
7 -42.85503 5.657 1.099 .07991 4.987607
8 -43.12852 1.000 1.070 .09644 6.153558
9 -43.83363 1.000 20.281 .16384 26.460810
10 -43.96701 1.000 20.054 .17851 126.966745
11 -43.99342 1.000 20.011 .18148 629.767460
12 -43.,99868 1.000 20.002 .18209 3143.419445
13 -43.99974 1.000 20.000 .18222 15711.626749
14 -=43.99995 1.000 20.000 .18224 78552.901931
15 =43.99999 1.000 20.001 .18226 392751.778207
Posig¢do Final: -.0000001 1.0000000 1.9999999 -.9999998
Tabela A-15 -
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