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Neste trabalho estudam-se algumas das medidas mais importantes 
de 'desempenhabilidade' (Performability), visando encontrar métodos mais efi- 
cientes do que os atualmente usados pa.ra o cálciilo de tais medidas. Acrescenta-se 
a este trabalho o estudo de uma aplicação em sistemas de computação. 

Em [21] criou-se o termo 'desempenhabilidade', considerando o efeito 
combinado de desempenho com disponibilidade. (DESEMPENHABILIDADE = 

DESEMPENHO f disponiBILIDADE) . Desempenho corresponde à medida do 
rendimento de um sistema em que se presupõe ausência de falhas, durante um 
período fiuito de operacão. Por outro lado, o conceito de disponibilidade refere-se 
a sistemas nos quais pode haver falhas e reparos e diz respeito à fraqão do tempo 
em que o sistema está operacional, ou se-ja, efetuando trabalho útil. 



'Desempenhabilidade', em termos gerais, corresponde ao desenipe- 
nho do sistema durante um período finito de operacão, sendo que, neste intervalo, 
o sistema pode falhar, total ou parcialmente, e ser reparado. 

Resumem-se, a seguir, os resultados mais relevantes desta tese. 

Em primeiro lugar, encontrou-se um novo método para o cálculo 
da função de distribuiqão da combinacão linear da estatística de ordem de um 
coiijunto de '11' variáveis aleatórias independentes, unifarmes no intervalo [O, t]. 
Baseando-se neste resultado e utilizando-se somente uma dedução probabilística, 
obteve-se o resultado de [9] para a desempenhabilidade, no caso em qne a taxa 
de rendimento do sistema (trabalho realizado por unidade de tempo) depende do 
estado em que este se encontra. A deducão lisada neste trabalho é mais simples e 
consegue levar ao entendimento dos termos do resultado de [9]. 

Achou-se, também, urna nova expressão para a desempenhabilidade, 
onde o rendimento do sistema é obtido somente quando este m~ida de estado. 
A expressão matemática acpí encontrada é a mais eficiente desenvolvida até o 
momento para a avaliação desta medida. 

A avaliacão numérica da desempenhabilidade com recompensa as- 
sociada às traiisições de estado demanda menos recursos computacionais do que 
o cálc~do numérico da desempenhabilidade onde o sistema ganha recompensa a 
cada tinidade de tempo de permanencia nos estados. Aproveitando esta diferença 
de custo computacional, foi proposto um método para avaliar, em forma aproxi- 
mada, a desempenhabilidade do tipo mais complexo, utilizando-se de um modelo 
com recompensas associadas as transicões. O erro de aproximação é controlável 
e especificável a priori, existindo iam compromisso entre a precisão do resultado 
obtido e o custo dos recursos comput acionais empregados. 

Analisou-se, também, aquí, um sistema de Banco de Dados no qual 
são feitas, periodicamente, gravações de seu estado em um dispositivo de memória 
secundária. O modelo empregado para esta análise inclui mais detalhes do que os 
modelos resolvidos analiticamente, que se encontram na literatura especializada. 
Baseando-se neste modelo foram obtidas expressões analíticas para o valor médio 
e a função de distribuiqão da disponibilidade do sistema de Banco de Dados. 

Outro importante resultado deste estudo foi demonstrar a existência 
de uma relação entre o modelo de disponibilidade do Banco de Dados e a área de 
desempenhabilidade. Esta relação ainda não havia sido encontrada nos artigos 
publicados sobre o tema. 
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. Some of the main measurements of 'performability' are studied 
within this work which is aimed at findings methods more efficient than those 
used ilowadays for the calctilation of such measurements. In addition, this work 
includes the study of ai1 application in computerized systems. 

The term 'performability' was created iil [21], taking iiito account 
the combined effect of performance e availability. (PERFORMABILITY = PER- 
FORMAnce + availaBILITY). Performmce corresponds to the measurement of 
the performance of a system in which we assrime the absence of failures diiiling a 
finite operation time. On the other hand, the concept of availability refers to sys- 
tems in which we may find failures and repairs and is concerned with the fraction 
of time during which the system is operative, i.e. carrying out usefiil work. 

In geral terms, 'performability' refers to the performance of the 
system dusing a finite operation period whereas, within this interval, the system 
niay totally or partially fail an be repaired. 

The main results of this thesis are summarized as follows: 
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In the first place, a new n~ethod was found for the calculation of 
the distribution fimction of the linear combination of the order statistics of h' in- 
dependent random variables which a.re uniform during the [O, t] interval. Based 011 
this result, and using only a probabilistic deduction, the result of [9] was obtained 
for the performability, provided that the performance rate of the system (work 
carried out per time rinit) depends on its current state. The deduction used in 
this thesis is far more simple and allows us to understand the terms of the result 
of [9]. 

A new expression for performabilit~ was also found, where the per- 
formance of the system is obtained only when it changes its state. The mathema- 
tical expression hereby found is the niost efficient developed until the present for 
t he evaluation of t his measurement . 

The numerical evaluation of performability with reward associated 
to the state traiisitions requires less computing resources than the numerical evalu- 
ation of performability where the system gains reward with each unit of time during 
which it remains in the states. Taking advantage of this difference, a method of 
cvaluating thc morc complcx pcrformability using a modcl with rcwards associ- 
ated to tiansitions was proposed. The approximation error may be controlled and 
specified a priori, existing a tradeoff between the precision of the result obtained 
and the cost of the computing resources employed. 

Within this work, a Data Base System was also analyzed, whose 
state ís periodically saved in a secondary memory device. The model used for 
this analysis includes more details than those analytically solved which we may 
find in the technical literature. Based on this model, analytical expressions were 
found for the mean value and the distribution function of the Data Base System 
availability, 

Another main result of this study was to demonstrate the existente 
of a relation between the Data Ba.se availability model and the performability area. 
This relation had not yet been found in papers published on this subject. 
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Capítulo I 

Introdução 

Desempenhabilidade (P erjórmability) é uma palavra que at ualniente não existe 
na língua portuguesa. Ela foi criada em [21] empregando um prefixo da palavra 
'Desempenho' (Performance) e um sufixo da palavra 'Disponibilidade' (Availabi- 
Iity), da seguinte forma: DESEMPENHABILIDADE = DESEMPENHO + dispo- 
niBILIDADE ( PERFORMABILITY = PERFORMAnce + availaBIEITY), 
onde as letras maiúsculas destacam as letras coinponentes da palavra DESEMPE- 
NHABILIDADE (Performability) . 

O motivo de criar o termo Desempenhabilidade foi representar um 
novo conceito, que corresponde a uma integração dos conceitos Desempenho e 
Disponibilidade. Na área de sistemas computacionais, o conceito Desempenho 
refere-se ao rendimento actmdado pelo sistema em um certo intervalo de tempo 
durante o qual está operando; sendo que o rendimento diz respeito ao aspecto 
que o usuário está interessado em medir, o qual dependendo da aplicação, pode 
corresponder a uma grande variedade de medidas, como, por exemplo, o nthnero 
de transações processadas no intervalo de tempo em que o sistema está sendo 
usado. Outro exemplo seria associar rendimento à vazão média, com que o sistema 
processa transações em estado estacionário. 

Por outro lado, o conceito de Disponibilidade refere-se à percen- 
tagem do tempo em que o sistema está operativo, durante o período de observação. 
Portanto, para medir a disponibilidade de um sistema é necessário definir especi- 
ficamente quando é que ele está operacional. Assim, esta definicão depende do 
ponto de vista do usuário. Como exemplo, um sistema de N processadores pode 
ser considerado operacional quando tem, pelo menos, ~m processador funcionando 
corretamente ou quando tem, ao menos, K processadores operativos, 2 2 K 5 N. 
O exemplo confirma que considerar o sistema operacional ou não depende da 
definição do usuário. 

Para estudar tanto o Desempenho como a Disponibilidade de sis- 
temas computacionais, faz-se necessário criar modelos que representem em forma 
abstrata, os sistemas sob estudo. Para facilitar a solução matemática do modelo, 
este deve ser o mais simples possível, porém a necessidade de representar em forma 



realista o sistema leva a incluir no modelo elementos que o tornam complexo de 
resolver matematicamente. Uma técnica usada na criaqão de modelos para respon- 
der, em forma adequada, ao compromisso existente entre o realismo do modelo e 
a simplicidade de sua resolução é criar diferentes modelos para estudar diferentes 
aspectos do mesmo sistema. Por exemplo, o tipo de modelo usado para estudar 
a Disponibilidade de um sistema é diferente do tipo enipregado para avaliar seu 
rendimento. 

Em caso dc sc dcscjar estudar o rcndimcnto dc um sistcrna, para 
simplificar seu modelo, normalmente supõe-se que a estrutura do sistema não muda 
durante o período de observação deste. Como exemplo, se o objetivo é avaliar 
o número de transações processadas por um sistema multiprocessador durante 
um certo intervalo de tempo, uma hipótese normalmente usada para facilitar a 
solução do modelo é supor que, neste intervalo, nenhum componente do sistema 
multiprocessador pode falhar. Além disso, existem sistemas que não podem falhar 
durante sua operação; por isso, são conhecidos como sistemas não tolerantes a 
falhas (SNTF). Portanto, o tipo de modelo que avalia o desempenho, supondo 
que não existem falhas nas componentes do sistema, é apropriado para avaliar o 
rendimento dos SNTF. 

Quando o objetivo é estudar somente a Disponibilidade de um sis- 
tema, o analista não está interessado em avaliar o rendimento deste. Para isto, o 
modelo deve representar a diferentes configusações que pode ter o sistema e como 
estas podem mudar devido a possíveis falhas ou reparos de seus componentes. 
O tipo de sistema que pode falhar e (possivelmente) ser reparado durante sua 
operação chama-se sistema tolerante a falhas (STF). Um exemplo de análise de 
um STF seria avaliar a disponibilidade de um sistema multiprocessador quando 
este é observado durante uni período finito de tempo. Neste caso, entre otitros 
aspectos, o modelo deveria identificar o número de processadores operacionais e 
falhos, em cada momento em que o sistema é observado, como cada uni destes 
falha ou é reparado, como estas falhas afetam os demais componentes do sistema, 
etc. 

Outro tipo de estudo que pode ser de interesse é avaliar o rendi- 
mento de um STF. Neste caso, é necessário considerar as possíveis mudanqas de 
configuraqões do sistema e a variacão de rendimento que ele experimenta em cada 
uma delas. Por este tipo de estudo incluir, em sua análise, tanto o aspecto de 
rendimento como o de disponibilidade, ele é conhecido com o nome genérico de 
estudo de Desempenhabilidade. 

O cálculo de medidas de rendimento e disponibilidade tem sido uma 
área de muitas pesquisas nas duas últimas décadas. Quanto a área de Desempe- 
nhabilidade, vem recebendo cada vez mais atenção por parte dos pesquisadores 
nos últimos anos [5, 9, 211, devido à sua utilidade para analisar sistemas com- 
putacionais reais [4, 22, 231. Avaliar medidas de desempenhabilidade é, em geral, 
dispendioso computacionalmente. Isto quer dizer que, paara obter uma medida, 
6 prcciso ocupar muitos rccursos computacionais (mcmória c tcmpo dc. uso do 
computador). Já que é desejável obter medidas de desenipenhabilidade e consi- 



derando-se que o custo computacional é caro, é fundamental desenvolver novos 
métodos para avaliar mais eficientemente este tipo de medidas. Este é um dos 
objetivos principais desta tese. 

O estudo de medidas de desempenhabilidade pode ser dividido em 
duas categorias: medidas transientes e medidas estacionárias. A primeira 
visa avaliar o rendimento do sistema computacional, quando este é observado du- 
rante um intervalo finito de tempo. A segunda categoria tem como objetivo ana- 
lisas o rendimento do sistema quando este opera durante tempo ilimitado, no sen- 
tido de que este tempo é 'suficientemente grande' para que as variáveis de interesse 
cheguem a um valor estável. A análise matemática das medidas transientes é, nor- 
malmente, bastante mais complexa de realizar do que a análise estacionária. Este 
tipo de estudo, porém, é importante pois, na prática, os sistemas computacionais 
não chegam, muitas vezes, a operar em estado estacionário. Em conseqüência, 
em geral, as medidas de desempenhabilidade estudadas nesta tese são 
medidas transientes. 

A forma mais usada para avaliar as medidas de desempenhabilidade 
é usar cadeias de Markov com recompensas 1281. Em geral, pode-se atribuir dife- 
rentes tipos de recompensa (rendimento) a uma determinada cadeia de Markov. 
Um destes tipos refere-se ao caso em que cada unidade de tempo em que o sistema 
permanece em um determinado estado ele ganha um rendimento associado a este 
estado. Em outras palavras, em cada estado diferente em que o sistema pode 
permanecer, ele ganha rendimento com uma velocidade que depende do estado em 
que este se encontra. Note-se que, para este tipo de atribuição de recompensa, 
o rendimento total acumulado pelo sistema, durante um período finito de tempo, 
é u m a  variável aleatória contínua. Outra forma de associar recompensa a uma 
cadeia de Markov consiste em que o sistema ganha rendimento somente quando 
ele muda de estado, ou seja, para cada transiqão entre diferentes estados, o sistema 
ganha uma recompensa (fixa) associada a esta transição. Observe-se que, quando 
o ganho de recompensa do sistema acontece somente nas transições de estado, o 
rendimento total acumulado pelo sistema durante um período de tempo finito de 
observação é uma variável aleatória discreta. 

Como já visto, a avaliação numérica de algumas medidas de de- 
sempenhabilidade é muito dispendiosa quanto a recursos computacionais; então, 
tal como foi indicado, um dos objetivos primordiais desta tese é encontrar novas 
formas de avaliar de modo exato estas medidas. Outra alternativa coiisiste em 
desenvolver métodos aproximados que ofereqam alguma vantagem quando com- 
parados com os métodos exatos. Assim sendo, outro objetivo deste trabalho 
é desenvolver métodos para o cálculo aproximado de medidas tran- 
sientes de desempenhabilidade, que ofereçam alguma vantagem quando 
comparados aos métodos exatos. 

Avaliar medidas de desempenhabilidade somente tem sentido quando 
elas permitem estudar sistemas computacionais reais; por isso, na literatura espe- 
cializada têm aparecido vários trabalhos exemplificando como usar estas medidas 
para estudar sistemas na prática 14, 22,23, 30,311. Portanto, outra interessante 



contribuiqão pretendida é encontrar novas posibilidades de aplicar no 
estudo de sistemas reais, os conceitos e medidas de desempenhabilidade. 

A seguir se descreverá o tipo de modelo que foi usado nas distintas 
partes deste trabalho, tanto para avaliar medidas de desempenhabilidade, quanto 
para estudar uma aplicacão de desempenhabilidade na área de Banco de Dados. 

O Tipo de Modelo 

Neste trabalho consideram-se sistemas que podem ser modelados por Processos 
de Markov Homogêneos com espaço de estados finito [28], onde cada estado pode 
representar, em geral, uma contenção de recussos o11 urna estrutusa específica 
do sistema, como, por exemplo, número de componentes falhos. Isto cper dizer, 
que as falhas ou reparo dos componentes do sistema durante sua operaqão, são 
modelados por mudancãs de estado da cadeia de Markov. Em termos específicos: 
seja ~1 = {Xl(t), t 2 0) o processo homogêneo de Markov de tempo continuo que 
descreve o comportamento do sistema, e seja E = (ek, k = 1,. . . , I  E 1) o espaço 
finito de estados associado ao modelo, onde I E I corresponde ao número total de 
estados do sistema. Seja T C E x E, o conjunto de transições entre estados da 
cadeia de Markov, onde t, r T corresponde à transição desde o estado e;(€ E) 
ao estado ej(€ E). Um vetor é escrito da forma 5' =< vi >, e a soma de seus 
componentes é escrita como I 5' I. O componente índice c do vetor v'é representado 
como qc]. Uma matriz é escrita da forma M = [mij]. Em particular, a matriz 
Q corresponde às taxas de transição do processo de Markov X I ;  por exemplo, 
qij da matriz Q pode corresponder a uma taxa de falha ou de reparo de algím 
componente do sistema sob análise. 

Outro aspecto do modelo consiste em que a cadeia de Markov acu- 
mula recompensa durante sua operação. A recompensa ganha pela cadeia em um 
certo intervalo de tempo corresponde a uma abstração do rendimento ganho pelo 
sistema nesse intervalo. 1st o é, diferentes tipos de rendimento do sistema (niímero 
de falhas, tarefas processadas no intervalo, etc), do ponto de vista matemático, 
podem ser conceituados como um único problema: que a cadeia de Markov que 
modela o sistema ganhe uma determinada quantidade de recompensa nesse inter- 
valo. 

1.2 Medidas de Desempenhabilidade 

Em geral pode-se atribuir diferentes tipos de recompensas à cadeia de Markov. 
Um tipo de atribuição de recompensa consiste em associar a cada estado uma 
taxa de recompensa, isto quer dizer que, por cada unidade de tempo em que o 
sistema permanece em um determinado estado, ele ganha a recompensa associada 
a esse estado. Devido a que o modelo usado corresponde a uma cadeia de Marlov 



de parâmetro contínuo, o tempo que o sistema permanece em um dado estado, é, 
também, uma variável aleatória contínua. Isto implica em que a recompensa total 
acumulada pelo sistema em um intervalo de tempo dado, é uma variável aleatória 
contínua. No restante do texto o tipo de atribuição de recompensa descrito acima, 
será referenciado como tipo I. 

Outra forma de atribiiição de recompensa à cadeia de Markov, que 
será referenciado de tipo 11, consiste em atribuir uma recompensa (fixa) ao sistema 
cada vez que este efetua uma certa transição tij. Esta forma de atribuição de 
recompensa é de tipo discreta, e corresponde à recompensa (fixa) ganha pelo 
sistema cada vez que efetua essa transição. 

Os tipos de atribuição de recompensa a uma cadeia de Markov 
descritas acima serão vistas agora, de uma maneira formal. 

O tipo I de atribuição de recompensa consiste em associar a cada 
estado ek E E uma taxa de recompensa p(ek), que corresponde à recompensa 
ganha pelo sistema por cada unidade de tempo que permanece neste estado. Seja 
R = {rl, . . . , rIRI) O conjunto de taxas de recompensas diferentes. Em geral tem- 
se que o número de taxas diferentes é menor o igual ao número de estados da 
cadeia de Markov (IR1 5 IEl), pois diferentes estados podem ser associados a uma 
mesma taxa de recompensa. Seja RTAi(t) a recompensa total ganha pelo sistema 
no intervalo [O, t] quando este inicia sua operacão no estado ei E E, e a atribuição 
de recompensas é do tipo I. RTAi(t) é uma variável aleatória (v.a.) devido às 
possíveis mudanças probabilísticas de rendimento instantâneo do sistema durante 
sua operação. Como condição inicial normalmente supõe-se que BTAi(0) = O. Com 
o objetivo de ter um conhecimento detalhado do rendimento acumulado pelo sis- 
tema, é importante calcular a função de distribuição de probabilidade de RTAi(t), 
que será representado como Fi (t, r). Mais especificamente, Fi (t, r) corresponde à 
probabilidade que RT&(t) seja menor ou igual a um determinado valor r: 

F, (t, r) = P[RTAi (i) I TI 

Um importante caso particular de atribuicão de recompensa de tipo 
I, consiste em associar uma taxa de recompensa igual a 1 a 1x11 determinado sub- 
conjunto de estados de E e taxa O aos demais estados. Um breve raciocínio mostra 
que neste caso RTAi(t) corresponde ao tempo acumulado que a cadeia de Markov 
permanece no referido subconjunto durante o interva.10 [O, t], no caso em que ela 
inicia sua operacão no estado ei E E. Com o objetivo de identificar esta forma 
particular de atribuição de recompensas, costuma-se escrever RTAi(t) como O;(t), 
onde a letra O é usada para indicar qiie,usualmente, o subconjunto de estados com 
taxa de recompensa 1, são estados nos quais o sistema está Operacional. Em ter- 
mos formais, a atribuicão de recompensas recém descrita pode ser estabelecida da 
seguinte forma: seja O um subconjunto de estados de E (O C E) e seja I = E - O. 
Considere a seguinte atribuição de recompensas: 



1 se ek E O 
O cuso contrario (ek E I) 

Então: 
O, (t) = RTA (t) 

se a atribuicão de recompensas é a da equacão 1.2. 

Define-se, também, para este caso, Ai(t) como sendo a fração de 
tempo que o sistema permanece em estados E O no intervalo [O$], quando ele 
inicia sua operacão no estado ei, isto é: 

Por outro lado, na atribuição de recompensa de tipo I1 cada transiqão 
tij E T tem associada uma recompensa fixa p(taj), que corresponde à recom- 
pensa ganha pelo sistema cada vez que transita do estado ei ao estado ej. Seja 
O = {Ok, I% = 1, . . . , I  O 1) o conjunto de recompensas fixas distintas. Em geral 
tem-se que o número de recompensas fixas distintas é menor ou igual ao quadrado 
do número de estados da cadeia de Markov ( I @  I 5 I E 12), pois diferentes transições 
podem ser associadas a uma mesma recompensa e algumas transições entre es- 
tados podem ser impossíveis de acontecer. Seja RTADi(t) a recompeiisa total 
ganha pelo sistema no intervalo [O, t], no caso em que o estado inicial é e; E E, e o 
ganho de recompensa do sistema acontece somente nas transiqões. Evidentemente 
RTADi(t) é uma variável aleatória e normalmente supõe-se que RTADi(0) = 0. 
Para conhecer o ganho de recompensa do sistema devido às transições, é interes- 
sante calcular Gi(t, r) que corresponde à função de distribuição de RTADi(t), isto 
é: 

G; (t, r) = P[RTDAi (t) 5 r] (1.4) 

1.3 Técnica de solução. 

As soluqões dos diferentes modelos apresentados no desenvolvimento desta tese são 
encontradas usando a técnica matemática conhecida com o nome de randomiza- 
ção [3], descrita a seguir. 

A randomização, em termos gerais, estabelece que um processo es- 
tocástico ~1 de parâmetro contínuo é equivalente a outro processo estocástico xz 
de parâmetro discreto, cujas transições acontecem quando ocorrem eventos em um 
processo de Poisson N(t), com parâmetro At, independente de ~1 (os parâmetros 
de xs e de N(t) dependem de ~ 1 ,  da forma que será vista mais tarde). Por exemplo, 
a cadeia de Markov da figura 1.1 tem o mesmo comportamento probabilístico que 
a cadeia de Markov da figura 1.2, onde as transições desta última cadeia acontecem 
somente quando ocorrem eventos no processo de Poisson N(t), da figura 1.2. O fato 



de que as cadeias de Markov das figuras 1.1 e 1.2 tenham o mesmo comportamento 
probabilístico quer dizer que a probabilidade de estar em estados correspondentes 
é a mesma para ambas as cadeias para qualquer instante de tempo. Por exemplo, 
para as cadeias de Markov das figuras 1.1 e 1.2, cumpre-se que IIl(t) = 1 - e- X t  

e I12(t) = e-Xt no caso em que o parâmetro A do Processo de Poisson é maior ou 
igual a A. 

Figura 1.1: Exemplo de cadeia de Markov de parâmetro contínuo 

Figura 1.2: Processo estocástico equivalente ao da figura 1.1, obtido por rando- 
mizaqão. 

Descreve-se, agora, em termos formais, a técnica de randomizaqão. 
Seja ~1 o processo estocástico de tempo contínuo que modela o sistema. Para 
avaliar o comportameiito probabilístico de x1 usa-se outro processo estocástico x2 
de tempo discreto, obtido de ~1 mediante randomização (uniforrniza@o) [3]. É 
um fato bastante conhecido [3] que ambos processos estocásticos são equivalentes. 
A randomização do processo ~1 é feita da seguinte forma: seja Q a matriz das 
taxas de transição do processo X I ,  e A um valor maior ou igual à máxima taxa 

maa: 
de saida dos estados de Q, isto é, A 2 { I  qii I). Seja P = bij] a matriz 

i 

estocástica obtida da forma P = Q/Af I, onde I corresponde à matriz identidade. 
Seja ~2 = {xa (n), n = 1,2, . . .) a cadeia de Markov com espaço de estado E 
e matriz de probabilidade de transição P. Seja N = {N(t)) um processo de 
Poissou independente de ~2 com parâmetro At. Então {x2(N(t))) é um processo 
Markoviano cujo comportamento probabilístico é equivalente ao processo ~ 1 ,  ou 
seja : 



No restante desta introducão apresentamos uma visão geral do trabalho feito na 
tese. 

1.4 Visão Geral da Tese 

No capítulo I1 é encontrada uma nova expressão para a função de distribuicão de 
probabilidade (FDP) das estatísticas de ordem de n variáveis aleatórias (v.a.'s), 
independentes identicament e distribuídas, uniformes no intervalo [O, t] . O motivo 
fundamental pelo qual foi pesquisado este problema, é que De Souza e Gail em 
[5] demonstraram que esta combinação linear corresponde ao rendimento total 
ac~unulado por uma cadeia de Markov, em um intervalo [O, t], no caso em que 
o ganho de recompensa é do tipo I e a cadeia de Markov randomizada transita 
por um caminho conhecido. Outra razão de se avaliar a citada FDP é que ela 
corresponde, também, à soluqão de outros problemas, que, aparentemente, não tem 
relação alguma com a área de desempenhabilidade. Por exemplo, Matsunawa [20] 
necessitou resolver esta questão, quando estava estudando o problema de Best-Fit 
de variáveis aleatórias. Para colocar o problema em termos específicos, considere 
o conjunto de variáveis aleatórias (Ul , U2, . . . , Un} independentes, uniformemente 
distribuídas no intervalo [O, t] . Seja {U(;) (t) , q2) (t) , . . . , qn) (t)} o conjunto de v.a.'s 
obtidas permutando os elementos do conjunto {Ui; 1 5 i < n), de forma de 
se obter uma ordenacão crescente, Isto é: q)( t )  é o i-ésimo menor valor entre 
Ul, . . . , U,. Para simplificar a notação, no restante deste trabalho as v.a.'s Tj,)(t), 
(1 5 k 5 n) serão escritas como U(k), onde os parênteses no subíndice indicam que 
trata-se de uma estatística de ordem. Somente nos casos em que for possível existir 
alguma ambiguedade será usada a forma Tk)(t).  Adicionalmente para extender 
esta notação define-se Up) = O e U(,+l) = t. 

Seja Zn o vetor (al, az, . . . , a,+l), onde {ak : k = 1 ,2 , .  , . , n f 1) é 
um conjunto de constantes pertecentes aos reais. Então define-se: 

A equação acima estabelece que CLEO(Zn,t) é uma v.a que cor- 
responde a uma combinacão linear do conjunto das estatísticas de ordem U(k), 
l < k < n + l  

Por outro lado considere o conjunto de variáveis aleatórias yk)(t), 
e o conjunto de constantes ck, (1 5 k 5 n + 1), definidas como: 

v;., (t) = U(,) (4 - U(,-1) (t) 7 1 < k < n + l  (1.7) 



Analogamente ao caso das v.a's uniformes, Yk)(t), 1 5 k 5 n + 1, 
será escrita como I/(k). 

O conjunto de v.a's 'Vik), 1 L k; L n + 1 definidas em 1.7 tem distribuição Dirich- 
let [20] e CLEO(Ün, t) pode ser interpretada como uma combinação linear destas 
variáveis [8], da seguinte forma: 

Outra interpretacão da v.a. CLEO(Ü',, t) foi dada em [5], onde foi 
demonstrado que ela corresponde à recompensa total acumulada no intervalo [O, t] 
por uma cadeia de Markov (CM) que efetua n traasições nesse intervalo. Isto é, 
dado que na CM aconteceram n transições e ela percorreu um determinado cami- 
nho & (onde a i-ésima componente de <L corresponde ao i-ésimo estado visitado 
pelo sistema no intervalo), em [5] foi demonstrado que: 

CL E0 (a',, , t) = [RTA(t) 1 C] (I. 10) 

Considere agora F(&, t, r) a função de distribuição da v.a CLEO(Z,, t), isto é: 

Na literatura especializada existem relativamente poucos trabalhos 
sobre o cálculo de $'(a,, t, r ) .  Dentre eles, Demster e Kleyle [8] estudaram o caso 
onde a k  > 0, 1 5 k 5 n + 1. Eles conseguiram chegas a uma expressão analítica 
fechada para F(&,, t, r). Posteriormente Weisberg [32] generalizou o resultado de 
Demster e Kleyle, para o caso em que as constantes (ak, 1 5 k 5 n} são valores 
reais não negativos, e a,+l = O. Um aspecto interessante do resultado de Weisberg 
é que, ao contrário de Demster e Kleyle, a combinaqão linear de uiri subconjunto 
das diferentes estatísticas de ordem pode ser calculada. Isto se consegue fazendo 
a k  = O para todo U(k) que não pertece ao subconjunto de interesse. O resultado 
de Weisberg entretanto necessita da avaliação recorrente de alguns termos. Poste- 
riormente Mats~inawa [20] obteve uma expressão analítica fechada para o cálculo 
da combinaqão linear de um subconjunto das estatísticas de ordem. Infelizmente 
aparecem nesta expressão coeficientes que são muito complicados de calcular. Por 
este motivo Ramallingam [27] propôs que antes de calcular a funcão de distribucão 
(ou a função de densidade) de probabilidade de CLEO(G,. t) i tais coeficientes de- 
vem ser avaliados usando algiim pacote de software para o cálculo simbólico de 
termos matemáticos, que, posteriormente são usados na expressão de Matsunawa. 

Uma forma alternativa de avaliar F(&, t ,r) ,  consiste em usar a 
interpretação desta medida dada em [5]. Deste modo F(Zn, t, r )  corresponde à re- 
compensa total acumulada por urna cadeia de Markov no intervalo [O, t], q~iando ela 
transita por um caminho conhecido. Esta intcrprctacão pcrmitc mar dirctamcntc 
os resultados da área de desempenhabilidade. O menos dispendioso dentre estes 



resultados para avaliar numericamente F(&, t, r)  foi publicado em [9]. O resultado 
de [9] serve para avaliar a FDP da recompensa total acumulada por uma cadeia de 
Markov, no intervalo [O, t], que é um problema bem mais complexo do que avaliar 
F(Ün, t, r) .  Usando, porém, a interpretação dada em [5] para F(&, t, r), citada an- 
teriormente, é possível aplicar diretamente o resultado de (91 para a avaliaqão desta 
medida. Esta forma de avaliação de F(&,t,r) requer O(n I R I )  localizações de 
memória e o número de multipiicaqões e divisões necessárias (que são as operações 
mais complexas usadas) é O(n2 I R I ) ,  onde o valor de I R I será formalmente 
definido no capítulo 11. A soluqão para F(Zn, t, r) do capítulo I1 foi encontrada 
usando o mesmo método de [9] é até seguindo os mesmos passos do raciocínio feito 
ali. A vantagem da soluqão encontrada no capítulo 11, com respeito à aplicação 
direta do resultado de [9] é que ela requer 2n localizações de memória e de O(n2) 
operaqões de multiplicação e divisão. Este ganho em eficiência computacional 
deve-se a que no capítulo I1 foi usado o método de [SI para resolver diretamente 
um problema mais simples que o resolvido em [9]. 

Outra contribuição importante do capítulo I1 é deduzir, de uma 
maneira muito mais simples, o resultado de [9]. Como já foi dito anteriormente, 
o resultado de [c)], é importante pois ele permite avaliar Fi(t,r) (ver equação 1.1 
) em forma exata e do modo mais eficiente conhecido até agora. A deduqão do 
resultado de [9] feita no capítulo 11, quando compa.rada com a de aquela refer&icia, 
emprega um raciocínio muito mais simples. Para que fique claro o motivo desta 
vantagem serão explicados, a seguir, tanto o método de solução de [9], como o do 
capítulo 11. 

O método de solução aparecido em [9], foi o de aplicar duas vezes 
a transformada de Laplace, chegando-se deste modo, a uma expressão recorrente 
bastante complexa no duplo plano de Laplace. A solução desta equaqão recorrente 
foi estabelecida sem maiores explicações e depois demonstrada por iildução. A par- 
tir da citada solução e aplicando-se duas vezes a transformada inversa de Laplace, 
chegou-se à expressão final para Fi (t, r). Este método, além de precisar uma ma- 
nipulação matemática mais complexa (principalmente devido a usar o duplo plano 
de Laplace), não permite dar significado a alguns dos termos da expressão final 
para Fi(t, r), isto porque eles aparecem ao expandir em fraqões parciais a solução 
estabelecida no plano de Laplace. por outro lado no capítulo 11, o resultado de [c)] 

é obtido em forma sintêtica (o qual já é um avanço) e usando somente raciocínios 
probabilísticos simples, que é a vantagem mais importante. Outro benefício é que, 
devido à dedução probabilística do capítulo 11, chega-se a uma interpretação dos 
diferentes termos que aparecem na solução de [9]. Isto, além de ser conceitualmente 
importante, poderia oferecer outras vantagens, tal como é discutido no capítulo 
11. 

No capítulo 111 é desenvolvido um algoritmo para calcular G;(t, r), 
que tal como já se viu, corresponde à FDP do rendimento total acumulado por 
uma cadeia de Markov, no caso em que o ganho de recompensa é do tipo 11. 
Isto é, a cadeia de Markov ganha recompensa somente quando muda de estado. 
O cálculo numérico da expressão encontrada no capítulo I11 para Gi(t,r) requer 
O(I E I min{r, I O I N,,,)) localizações de memória e O(] E I dN,,,min{r, I O I 



N,,,)) operações de multiplicação e divisão, onde: 

0 / E I corresponde ao número de estados da cadeia de Markov. 

0 d é o nímero má,ximo de transaqões fora de um estado da cadeia de Markov. 

0 I O I é o iiúmero de recompensas diferentes que pode ganhar a cadeia de 
Markov, devido a mudaiiçãs de estado. 

o N-, corresponde ao máximo número de eventos do processo de Poisson 
da randomização, considerados na soluqão de Gi(t, r). Este último valor é 
próprio da técnica de randomização e permite limitar, de antemão, o erro 
obtido ao avaliar numericamente as soluções a que se chega aplicando esta 
técnica (ver [5]) 

Por outro lado, a solucão mais eficiente que se encontra na literatura 
para avaliar Gi(t,r) encontra-se em [5] e tem um custo de memória 

0 (( @ 

) 1 E 1 d) . Concluindo, a contribuição do capítulo 111 coiwiste 

em -h&es encontrado a expsessão de menor custo (quanto ao uso de recursos com- 
putacionais) até agora conhecida para avaliar Gi(t,r), se bem que no caso par- 
ticular de existirem apenas dois valores de recompensas diferentes associadas às 
transições ( 1  O I =  2)) tanto o método de [5] como o do capítulo 111 tem os mesmos 
requisitos comput acionais. Entretanto, quando aumenta o número de recompensas 
diferentes associadas às transiqões, o método do capítulo 111 é significativamente 
mais eficiente do que o de [5]. 

No capítulo IV é proposto um novo método de avaliar, em foima 
aproximada, I$ (t, r) .  A aproximacão consiste em avaliar Gi(t, r) em vez de F; (t, r), 
associando recompensas apropriadas às transícões da CM randomizada. A atri- 
buiqão de recompensas às transições da cadeia de Markov usada na aproximação 
depende do conjunto de taxas de recompensas associada aos estados da cadeia, da 
forma que será abordada no capítulo IV. 

Um motivo de se propor esta aproximação é que o uso de recursos 
computacionais necessários para avaliar numéricamente Gi(t, r), em alguns casos 
pode ser significativamente menor do que o requerido para o caso de avaliar Fi(t, r). 
Especificamente, tal como indicado em 191, avaliar Fi(t, r), usando o resultado 
desta refêrencia, requer de O(I E I I R I N-,) localizaqões de memória e de O(I 
E 1 1  R I dp,,,) operações de multiplicaqão ou divisão. Por outro lado, avaliar 
Gi(t, r) usando o resultado do capítulo 111, exige O(\ E I min{r, 1 O I N,,,)) 
localizaç6es de memória e de O(/ E I dN,,min{r, I O I N,,,)) operaqões de 
multiplicação ou divisão, onde para o caso da aproximação, ocorre que I O I é 
igual a I R I. Portanto, nos casos em que (r  « I  O I N-,) é mais eficiente 
avaliar Fi(t,r) usando a aproximação do capítulo IV. A vantagem de avaliar 
Fi(t, r) em forma aproximada, como explicado acima, acontece somente em alguns 
casos, porém a aproximação fornece outra vantagem de maior abrangência, que 
consiste em que a aproximação usa somente operaqões de soma, multiplicação e 



divisão, mas a expressão de [9] usa também a substração, sendo que esta operação 
aparece entre outros lugares, no denominador de algumas frações. O fato de usar 
concomitantemente adqões e siibstrações e o fato de esta última operacão aparecer 
no denominador (principalmente quando são substraídas quantidades similares), 
pode 1eva.r à ocorrência de problenlas de instabilidade numérica e/ou falta de 
precisão nos resultados obtidos. 

Outras características desejáveis que a aproximação oferece são: 

a O erro produzido pela aproximacão é controlável e especificável de antemão. 
Isto se obtem escolhendo um valor apropriado da taxa de randomização, tal 
como será visto no capítulo TV. 

a O erro pode ser tão pequeno quanto se desejar, o que na verdade é uma 
conseqüência do item anterior . 

Existe um compromisso entre o erro do resultado obtido usando a aproxima- 
@o e a exigência em recursos computacionais para obter este erro. Em outras 
palavras, para se chegar ao menor erro no resultado é necessário empregar 
mais recursos computacioilais; alternativamente, se se deseja poupar estes 
recursos, isto se consegue permitindo um erro maior no restiltado obtido. 

No capítulo V é estudada uma técnica que ajuda a manter a inte- 
gridade dos dados em Sistemas de Bancos de Dados. Os sistemas de banco de 
dados orientados ao processamento de transações são cada dia mais importantes 
devido a sua grande utilidade em difereiit es aplicações. Na maioria desses sistemas 
a demanda de dados imposta pelos usuários requer uma alta disponibilidade do sis- 
tema (fração dc tcmpo cm quc o sistema cstá diponívcl para proccssar transaçõcs) 
e um pequeno tempo de resposta às transacões. 

Uma das técnicas mais comuns para conservar a integsidade dos 
dados, aumentar a disponibilidade e/ou diminuir o tempo de resposta, é guardar 
periodicamente cópias do estado do banco de dados [26]. O estado do sistema inclui 
todos os arquivos e informações necessárias para devolvê-lo à situação em que se 
encontrava no momento em que foi feita a cópia. Esta informaqão é gravada em 
uma memória secundária. O processo de fazer uma cópia do sistema é conhecido 
com o nome de Checkpointing (C). As transações que modificam o sistema de 
arquivos a partir do último checkpointing são gravadas em um arquivo especial, 
conhecido com o nome de Audit Trial. No caso de acontecer uma falha no banco 
de dados é iniciado um reparo. Numa operação de reparo a falha é removida da 
seguinte forma : em primeiro lugar o sistema é restatirado ao estado em que estava 
no momento em que foi feito o último C. Esta fase de reparo é conhecida com o 
nome de operacão de retorno (Roll-Back). Depois disto o reparo continua com o 
reprocessamento de todas as transacões armazenadas no Audit Trial, até deixar o 
sistema no estado em que estava no momento de acontecer a falha. Esta segunda 
e Última fase do reparo é conhecida pelo nome de recuperação (Recovery). O 
processamento normal é reiniciado logo após o término do reparo. 



Na literatura têm aparecido vários nlodelos para estudar a técnica 
de Checkpointing and Roll-Back and Recovery (CRR) [12, 14, 15, 16, 26, 291. 
A maioria deles foi projetada para determinar os instantes em que devem ser 
iniciados C's com o objetivo a maxirnizar de disponibilidade [14], [15]. Algrins 
outros modelos têm considerado o problema de determinar quando devem ser 
iiiiciados os C's com o objetivo de n1inimiza.r o tempo de resposta das transações 
[26]. Os instantes de início dos C's que maximiza,m a disponibilidade, são, em 
geral, diferentes daqueles que minimizam o tempo de resposta das transações [26]. 

O objetivo do capítulo V é resolver analiticamente um modelo mais 
realista do que os publicados anteriormente para a análise da técnica de CRR. As 
contribuições mais importantes do capítulo V à área de CRR consistem em ter 
sido usado e resolvido analiticamente um modelo mais realista que os publicados 
anteriormente, e ter relacionado pela primeira vez as àreas de desempenhabilidade 
e CRR. A diferenca fundamental do modelo empregado neste trabalho com relação 
aos modelos resolvidos analiticamente na literatura, consiste em que aquí os tem- 
pos de RR são representados em forma exata, porém nos trabalhos anteriores 
supõe-se que este tempo é proporcional ao tempo transcorrido entre o último C e 
o instante de aconteciniento da falha. Esta diferença é muito importante, segundo 
indicado em [26], pois nesta referência concluiu-se que o erro das medidas obtidas 
ao representar os tempos de RR em forma. não exata., pode ser niiuto grande. 

Outra contribuiçã do capítulo V é calcular o valor médio e a função 
de distribuição da disponibilidade do sistema de Banco de Dados, onde é primor- 
dial avaliar-se esta última medida, pois ela fornece um conhecimento muito mais 
detalhado da operação do sistema do que o valor médio. Cabe aqui destacar que 
apesar das vantagens de se conhecer a função de distribuição, a grande maioría dos 
trabalhos que estudaram a disponibilidade calculou o valor médio desta medida, 
devido a que isto é mais simples. Somente em (151 foi obtida a FDP da dispo- 
nibilidade, representando, porém, os tempos de RR da forma aproximada antes 
discutida. A complexidade asintótica dos recursos computacionais necessários para 
avaliar ntiinericamente o valor médio e a FDP da desempenhabilidade, usando os 
resultados do capítulo V, expressa-se como um polinômio de baixo grau. Isto é 
importante, pois apesar do cálculo da FDP ser uma medida complexa de se avaliar, 
o rcsultado aqui fornccido torna isto acccsívcl aos computadores dc uso corrcntc 
nos nossos dias. 

A contribuicão do capítulo V, que possivelmente seja a mais im- 
portante, consiste em haver relacionado, pela primeira vez, áreas até agora dis- 
conexas, como são as áreas de CRR e de desempenhabilidade. Especificamente, 
demonstrou-se, que calcular a FDP da disponibilidade é equivalente a avaliar unia 
nova medida de desernpenhabilidade (definida no capítulo V), na qual, a veloci- 
dade com que o sistema ganha recompensa depende do estado em que este se 
encontra e é não homogênea, é dizer, varía dependendo do instante de observacão 
do sistema. 

Por último no capítulo VI são apresentadas as conclusões do tra- 
balho feito, e analisadas algumas possíveis extensões deste. 



Capítulo I1 

Combinacão a Linear de 
Estatísticas de Ordem (CLEO) 

Os resultados principais deste capítulo são dois. Em primeiro lugar, a dedução 
da equação 11.46, que corresponde a uma nova expressão para a combinção linear 
das estatísticas de ordem de n variáveis uniformes em [O, t]. Por outro lado, a 
partir de 11.46 obteve-se a eyuaqão 11.81, que já havía si& deduzida em [9] e 
corresponde à expressão mais eficiente conhecida até agora que permite avaliar 
computacionalmente a desempenhabilidade Fi(t, r )  (ver sua definicão na equaqão 
1.1). A vantagem do método usado neste trabalho para deduzir 11-81 em relação 
ao usado em [9] é que ele é bastante mais simples e da uma interpretação (usando 
as equações 11.79 e 11.80, que são originais deste trabalho) aos diferentes termos 
que aparecem em 11.81, isto Último não foi feito em [9]. 

O restante deste capítulo está organizado da seguinte forma: nas 
seções 11.1 . . .II.4 calcula-se a nova expressão para a FDP da combinação linear 
das estatísticas de ordem de n variáveis aleatórias uniformes, posteriormente nas 
seções 11.5 e 11.6, empregando um novo método, chega-se ao resultado principal de 
[91, 

11.1 Introdução 

A necessidade de avaliar a funqão de distribuiqão da combinação linear de um 
conjunto de va,riáveis aleatórias uniformes num certo intervalo de tempo, aparece 
ao se estudar algumas medidas da área de Desempenhabilidade [5]. Porém ou- 
t ros autores, motivados originalmente por interesses diversos, também chegaram 
à necessidade de avaliar esta FDP. Por exemplo Matsunawa [20] chegou a esta 
necessidade ao estudar o problema de Best-Fit de variáveis aleatórias. Isto mostra 
que a obtenqão de algoritmos eficientes para calcular a FDP da citada combinação 
linear é importante para diferentes áreas do conhecimento. Em conseqüência, este 
será o problema atacado no presente capítulo. 



Inicia-se a seguir a discussão com a definicão formal do problema 
a estudar. Seja {Xl , X2, . . . , X,,) um conjunto de variáveis aleatórias (v.a's) con- 
tinuas, independentes e identicamente distribuídas (iid) no intervalo [O, t]. Seja 
{X(l), X(z), . . . , X(,,)) o conjunto de valores obtidos permutando os resultados da 
execucão dos n experimentos aleatórios, de forma de se obter uma ordenação 
crescente. Em outras palavras: X(i) corresponde ao i-ésimo menor resultado da 
execu@o dos n experimentos aleatórios. Para facilitar a compreensão do leitor 
apresenta-se na figura 11.1 um exemplo de execução dos n experimentos aleátorios, 
desenhados acima da linha segmentada, onde Ej corresponde ao j-ésimo experi- 
mento e Y,  é o resultado dele. Embaixo da linha segmentada aparecem desenha- 
das as diferentes estatísticas de ordem dos resultados obtidos nos n experimentos 
aleatórios. No caso particular deste exemplo o j-ésimo experimento foi o que gerou 
o resultado de menor valor, por isto X(l) = q; de igual modo o segundo menor 
resultado foi o do n-ésimo experimento, portanto X(2) = x,, etc. 

No caso pa.rticulax em que a fiinção de densidad de probabilidade 
(fdp) de cada v.a. Xi tem distribuição uniforme no intervalo [O,t], as v.a's. Xi, 
Xb), O 5 i, j 5 n f 1, serão denotadas como Ui e U(j) respectivamente. Adicional- 
mente, nos casos em que seja necessário explicitar os valores de n e t ,  as v.a's Ub), 

s,,) O < j < n + 1, serão escritas da forma (t). 

Considere a variável aleatória CL EU (a', , t) , definida pela seguinte 
equação: 

Onde {ak : k = i, 2, .  . . , n i- 1) é um conjunto de constantes perte- 
centes aos reais e Zn = (al, a z ,  . . . , a,,, 

Um aspecto interessante da equação 11.1, é que o seu lado direito es- 
tabelece que a variável aleátoria CLEO(Zn, t )  corresponde a uma combinaqão linear 
do conjunto das ordens estatísticas U(k), 1 5 36 5 n + 1. Este fato aparece ilustrado 
na figura 11.2, na qual cada segmento correspondente a uma certa estatística de 
ordem (1 5 k 5 n + 1) está multiplicado pelo coeficiente a k ,  que aparece 
escrito ao lado esquerdo do segmento. 



Figura 11.1: Estatística de Ordem de n v.a's. com resultados em [ O , t ] .  



Figura 11.2: Combinacão Linear de Estatísticas de Ordem de n v.a's uniformes. 

Um objetivo importante deste capítulo é calcular F(&, t ,  r),  que 
corresponde à F.D.P da v.a. CLEO(Ün, t). Em termos formais deseja-se avaliar: 

Tal como foi dito, o motivo pelo qual deseja-se avaliar F(Zn, t, r) é 
que em [5] foi demonstrado que esta FDP está intimamente ligada à área de de- 
senipenhabilidade, que é a área desta tese. Porém, como também já foi comentado, 
F(Zn, t, r )  pode ser interpretada de outras formas, algumas das quais se explicitam 
a seguir. 

Em primeiro lugar, considere a figura 11.3. Nela aparecem dese- 
nhados os conjuntos de variáveis aleatórias V(k), e o conjunto de constantes ck 
(1 5 k 5 n + 1) que correspondem a: 

Tal como foi indicado em [20], o conjunto de v.a's qk), 1 5 k 5 n t 1, tem 
distribui~ão Dirichlet. O interessante da figura 11.3 é que em [8] foi indicado que 



a v.a. CLEO(a',, t) também corresponde a uma combinaqão linear das v.a's yk), 
1 5 k 5 n f 1, da seguinte forma: 

Seja <L = {cl, c2, . . . , c,, Então: 

Em palavras, 11.5 estabelece que a v.a. CLEO(Zn, t) também corres- 
ponde à combinacão linear de um conj ~ m t o  de v. a's Dirichlet ; concomit antement e 
11.6 indica que F(Zn, t ,  r )  é a FDP desta última combinação 1inea.r. 

Outra interpretação da v.a. CLEO(a',, t )  foi dada em [5], onde foi 
demostrado que ela corresponde à recompensa total acum~dada no intervalo [O, t] 
por uma cadeia de Markov (CM) condicionando-se a existência de n trailsiqões 
nesse intervalo. Em termos formais, a observacão anterior pode ser estabelecida 
da seguinte forma. Seja RTA(t) a recompensa total ganha pela CM no intervalo 
[O, t] . Seja n o número de transições da cadeia no intervalo [O, t] . Seja e', = 

(e(l), e(z), . . . ,e(,), um dos caminho que pode percorrer a CM. Seja E = 

{el, ez, . . . , elEl) O conjunto de estados diferentes da CM. Cada estado ek E E é 
associado a uma taxa de recompensa p(ek), isto é, por cada unidade de tempo 
que o sistema fica no estado ek ganha uma recompensa igual a p(ek). Seja R = 

{r1, 73,. . . , rIRI) O conjunto de taxas de recompensas possíveis que pode ganhar o 
sistema, onde IR1 corresponde ao nímero de taxas diferentes. Em geral tem-se que 
IR1 5 I El, já que dois o mais estados podem estar associados a uma mesma taxa de 
recompensa. Seja [RTA(t) lCn] a recompensa total ganha pelo sistema no intervalo 
[O, t], dado que na CM aconteceram n transicões e ela percorreu o caminho &. 
Então, em [5] foi demonstrado que: 

e portanto, de 11.5 e 11.7 conclue-se que: 



Esta equação estabelece que, CLEO(&, t )  também pode ser inter- 
pretada como a recompensa total acumulada por uma CM que percorre o caminho 
-f 

en- 

A figura 11.4 mostra a interpretação da v.a. CLEO(a',, t) segundo 
a equação 11.8. No eixo vertical aparecem as diferentes taxas de recompensa que 
pode ganhar o sistema, no eixo horizontal os instantes TI . . .T, das n traiisições, e 
o tamanho dos sucesivos segmentos yl), I+), . . . , O gráfico corresponde às 
diferentes taxas de recompensa ganhas pelo sistema no intervalo [O,t]. Acima de 
cada segmento do gráfico são indicados os estados por onde transita o sistema. O 
fato de que no exemplo ~ ( e ( ~ ) )  = p(e(k)) = r j  significa somente que os estados e(l) e 
e(k) tem a mesma recompensa, e não necessariamente que sejam o mesmo estado, 
pois diferentes estados podem estar associados a uma mesma recompensa. Outro 
fato interessante da figura 11.4 é que a área do o gráfico corresponde à [RTA(t)l&]. 
Por último note-se que as equaqões 11.6 . . .I13 implicam que p(e(k)), corresponde 
ao coeficiente q, 1 5 k. 5 n + 1 da equaqão 11.6. Este mesmo fato implica que 
os coeficientes ck, 1 < k 5 n + 1, podem ser interpretados como as taxas de 
recompensas associadas aos segmentos qk), 1 5 k 2 n + 1, respectivamente. 

Seja F (e',, t, r ]  = P[RTA(t) 5 r 161, então tem-se que: 

Onde án depende de & da seguinte forma: & e a função p deter- 
minam c, e este vetor mediante a equação 11.4 determina &. A equação 11.10 
explicita um fato que já tinha sido indicado, já que se CLEO(a',,, t) é equivalente 
a [RTA(t)lZn], evidentemente a FDP destas v.a's deve ser a mesma. 



Figura 11.3: CLEO de v.a's uniformes interpretada como a Combinação Linear de 
v.a's Dirichlet. 



Figura 11.4: CLEO de n v.a.'s uniformes interpretada como a recompensa ganha 
por uma CM com n transições (sem perda de generalidade se assumiu que r l ~ l  > 
v . .  > r z  >r1 > O )  



11.2 Trabalhos Previos 

Na literatura especializada existem relativamente poucos trabalhos sobre o cálculo 
da função de distribuicão de probabilidade da combinacão linear das estatísticas de 
ordem de v.a's uniformes. Dentre eles, Demster e Kleyle [5] estudaram o caso onde 
c1 > c2 > . . . > G, > = O. Eles conseguiram chegar a uma expessão analítica 
fechada para F(&, t, r).  Posteriormente -Weisberg [32] generalizou o resultado de 
Demster e Kleyle, no caso em que o conjunto de constantes {ck, 1 5 Ic I n) têm 
somente a restriqão de serem valores reais não negativos, e c,+, = O. Um aspecto 
interessante do resultado de Weisberg é que, ao contrário de Demster e Kleyle, 
permite calcular a combinação linear de um subconjunto das diferentes ordens 
estatísticas. isto se consegue fazendo ck = O para todo que não pertença ao 
subconjunto de interesse. C resultado de Weisberg entretanto necesita da avaliac$io 
recorrente de alguns termos. Posteriormerite Matsunawa [20] obteve ima expressão 
analítica fechada para o cálculo da combiiiacão linear de um subconjrinto das 
ordens est&isticas. Infelizmente nesta expressão aparecem coeficientes que são 
muito complicados de calculas. For este motivo Ramallingam 1271 sugiriu que 
arites de calcular a frinqão de distribilção (ou a função de densidade) de probabiii- 
dade da v.a. CLEO(Zn, t) , tais coeficientes sejam avaliados usando algum pacote de 
'software' orientado ao cálculo siinbólico de termos matemáticos, e posteriormente 
usar estes valores na expressão de Matsunawa. 

Outra forma de avaliar I?(&,, t, r) deriva-se ao aplicar a interpreta- 
cão da v.a CLEO(Zn,, i) corno a recompensa acumulada por um caminho específico 
de uma CM, da maneira que foi explicada no capítulo I. Especificamente, para 

-n+l avaliar F(àn, t ,  r), na realidade avalia-se F '(& t , r )  = flZkl s T / ( k )  C r], o que, 
segundo a equaqizo 11.6, e um problema eyiiivalente. Esta forma de avaliaqão per- 
mite usar os resultados obtidos na área de desempenhabilidade, já que o cálculo de 
F'(L$, t, r) é ~ u n  problema desse tipo. Para uma visão geral sobre desempeilhabili- 
dade referencia-se [7]. O resultado de maior interesse da área de desempenhabili- 
dade para o problema que está discutindo-se, encontra-se em [9], já que a soluqão 
apresentada nesse artigo é a de menor custo asintótico computacional aparecida 
até agora, no caso que o número de taxas diferentes de recompensas associadas 
aos estados da CM é maior que 2. Seja R = {rl, r ~ ,  , . . yIRI}, O conj~mto de valores 
diferentes que aparecem nos componentes de c, e seja r, um componente deste 
conjunto. Escreveíido, na notação usada aqui, o resultado de [9] para o cálculo de 
F' (&, t, r), tem-se que: 

Onde Q> : ck x [I . . . !RI], 1 < Ic < n + 1, é a funqão que indica a qual 
elemento do conjunto R corresponde cada u m  dos elemefitos do vetos c., ou seja, 
@(ct) = j sse cf = rj, 



1, se o evento 'e' for  verdadeiro I(e) = 
0, em caso contrario 

e os coeficientes a(") e ,dn)(w, h) são independentes das variáveis t e r, e avaliados 
recorrentemente usando as seguintes equações: 

a(") = 1 (11.11) 

&-1) 
@("I (w, n) = - 

w#@(c1) TIU - 

Das equações 11.10 . . .II.16 tem-se que no 1-ésimo passo do algoritmo para cal- 
crilar F(&, t, R) aplicando o resultado de [9], o maior requisito de memória é o 
armazenaniento dos valores de (w, h), (1 < w 5 I RI, 1 < h 5 I), O que implica 
que neste passo é necessário usar O(EI RI) localizaqões de memória; adicionalmente, 
devido a que 1 < I < n, conclue-se que o máximo requisito de memória, deste al- 
goritmo, é O(nl RI). Por outro lado, dado que as equaqões 11.10 . . . 11.16 se avaliam 
em tempo constante e que 1 5 I 5 n, chega-se a que para se obter F(&, t, r) são 
necessárias O(n2 1 RI) operações. 



11.3 Avaliação da Função de Distribuição de CLEO 
(FDP-CLEO) 

A seg~iir desenvolvemos uma nova soluqão para o cálculo de F(&, t, r). O método e 
os passos do raciocínio empregado para resolver este problema são os mesmos que 
os usados em [9]. A diferenqa consiste, em que na citada referência, foi resolvido 
um problema mais complexo, a saber, calcular Fi (t, r). A vantagem principal 
da soli~ção obtida neste trabalho é que ela é mais eficiente quanto aos requisitos 
de memória e número de operações do que usar o resultado de [9] para avaliar 
F(&, t, r) (da forma indicada no capítulo I). 

Para avalia,r F(&, t, r) no caso n = 0, por defição cumpre-se que 
6, = (al), e (ver equação 11.1) CLEO(&, t) = alt, portanto de 11.2: 

Por outro lado, para avaliar F(&, t, r) para n 2 1, condicionamos 
no valor de U;)(t). Nesta parte do raciocínio, ao escrever uma estatística de ordem, 
usam-se explicitamente os argumentos n e t, pois isto é necessário, tal como será 
visto mais na fsente. Condicionando no valor de U()(t), tem-se que: 

Onde F(&, t ,  rlU(i)(t) = T) é a FDP da CLEO de n v.a's uniformes 
em [O, t] , no caso em que Uí;) (t) = T. 

É um fato bastante conhecido que (ver [18]) 

n(t  - 7In-l 
dqUi,") (t) = r] = d7 

tn 

O outro fator do lado direito de 11.18, é avaliado usando sua definição, 
isto é: 

F(ãn, t, r 1 U(;) (t) = .r) = P ad$) (t) 5 r /  Uí;) (t) = r] , n 2 1 (11.20) 
L I  



Reescrevendo o lado direito de 11.20 da seguinte forma: 

= r [{E a* (ir,, (t) - 3 < - .i(..). I (t) = 7- i I 
Pode-se usar o fato que a f.d.p. conjiinta de (UG)(t) - r), . . . , (U<nn+,)(t) - r), com 
n > 1, condicionada a que Uc)( t )  = r, é igual a f.d.p. conjunta de ~{> ' ( t  - 
T) ,  . . . , U(Ayl(t - r) (ver, por exemplo [18]). Isto implica que neste caso a f.d.p. 
marginal de (UG)(t) - r) (condicionada a U&(t) = r) e igual à f.d.p. marginal de 
Uc~:)(t - T), com n $ 1, e 2 < k < ( n +  1). 

Sustituindo a equação 11.21 em 11.20, e trocando a variável k por 
L - 1, obtemos c411e: 

Agora nota-se que o somatório do lado direito desta equação tem a mesma forma 
da equação 11.2, portanto pode ser reescrita da forma: 

Onde = (a2, a3,. . . , a,+l). Por último, usando as eqitaqões 11.19 e 11.22 na 
equação 11.18, chega-se à seguinte expressão recorrente: 

Resumindo o avanço feito até o momento: as equacões 11.17 e 11.23 
fornecem um método recorrente para calcular F(&, t, r) e foram obtidas usando o 
mesmo raciocínio de [9]. 

Continuando o desenvolvimento em forma análoga a [9], o método 
que será lisado para resolver as equações 11.17 e 11.23, consiste em aplicar duas 



vezes a transformada de Laplace, em primeiro lugar sobre a variável r e depois 
sobre a variável t. 

Seja F(&,  t, z) a transformada de Laplace Stieltjes de F(&, t ,  r )  
sobre a variável r, e seja LL o seu operador. Aplicando esta transformada às 
equações 11.17 e 11.23, e usando as identidades u(r - a) ePZa; f(r - a) * 
e-"LC[f(r)], onde a é uma constante, obtem-se que: 

Seja 6(x) a derivada da funqão u(x) definida anteriormente, e seja 
X(s, &, z) a transformada de Laplace de F(&,  t, z) sobre a variável t. Aplicando 
esta transformada na equação 11.24 e usando a identidade bepat6(t) ++ 2, onde 
a e b são constantes, clonclue-se que: 

Para obter a transformada de Laplace da equação 11.25, procede-se 
da seguinte forma: em primeiro 1~1gar identifica-se que a integral da equaqão 11.25 
corresponde à convoluqão de duas fi~nqões, a saber: ' e - "~ (~ l )~ '  e 't'"lF(ã,-l, t, 2)'. 
Então denotando '8' ao operador convoliição, e 'C' ao operador da transformada 
de Laplace, o que precisa ser avaliado é: 

L [E t7" (ep'*(~1)~ @ f L-lF(GL-i, t, z))] 

Adicionalmente, usando a identidade L [o] = Jgs . . . Jc=bn-l L [f(t)]dbn . . . dbi, a 
transformada de Laplace da equação 11.25 fica: 

O fato que a transformada de Laplace de tuna convoluqão é o produto das respec- 
tivas transformadas, implica que: 

00 00 

Z(ãn, t, z) = n L [[eT*(~1)*] L [fL-l~(ün-l, t,  z)] db, . . . dbl, n > 1 i=, ' k=&-l 
Para resolver a equação de acima, usam-se as seguintes identidades: 



Onde S(x) corresponde à derivada da função u(x) definida na seção 11.2. Usando 
estas identidades chega-se a que: 

00 c0 (-i)"-' &-1 
-X(&-l, b,, z)db,, . . . dbl, n 2 1 (11.27) 

L16 ' X = b n P l  (b, + rrn<,,>í) db;-l 

11.3.1 Solução da FDP-CLEO 

As equaqões 11.26 e 11.27, coilstituem uma soluqão recorrente ao problema de cal- 
cular F(ã,, t ,  r), porém no duplo plano de Laplace 'z' e 's'. A vantagem destas 
equações com relação às equações 11.19 e 11.23, é que neste caso elas são mais 
simples. Portanto, para resolver o problema original, isto é, avaliar F(ã,, t, r ) ,  o 
trabalho que falta realizar é eilc0ntra.r uma solução para as equaqões 11.26 e 11.27, 
e depois, levar esta solução ao plano (t, r ) .  

+ 

Seja K7, =< Li,  L2,. . . LIRI >, O vetor definido pela seguinte equaqão: 

Isto é K,[c], 1 < c < IR/, corresponde ao número de componentes do vetor i$ que 
são iguais ao valor r, E R. 

O resultado chave desta aiiálise é que a soluqão das equaqões 11.26 
e 11.27 está dado pela seguinte equação: 

IR1 [c] d ~ ~ d n )  

db, . . . dbl (11.29) 

+ 

+ 
Onde o conjunto de valores g(c,m, K,), (1 5 c 5 IRI, 1 5 m < 

Kn[c]), não dependem das variáveis z e s, e serão calculadas mais adiante. 

É importante ressaltar que ter encontrado o lado direito de 11.29 
como sendo a soluqão de 11.26 e 11.27, e ter identificado que o método de [9] 
serve, também, para o cálculo de F(a',,, t ,  r ) ,  são as únicas contribuições originais 
deste trabalho na avaliaqão desta medida, pois tal como já foi comentado, os 
passos usados na solução de F(&, t, r) correspondem exatamente a aqueles de [9]. 



Entretanto, tal como será visto mais adiante, a sol~qão de 11.29 é mais eficiente 
computacionalmente do que a aplicar o resultado de [c)] para avaliar F(&, t ,  r).  A 
seguir demonstraremos por indu@io no valor de n, a validade da equacão 11.29, 

11.3.2 Demonstração da solução 

--f 

Base da Indução. Para o caso n = 0, por definição de < e K,, tem-se que 
-+ + 

= (c,) e Ko = lm(cl). Onde 1, é o vetor de dimensão IRI, composto somente de 
zeros, exceto no c-ésimo componente onde vale 1. Em conseqüência, para n = 0, 
a equação 11.29 corresponde a: 

Definindo arbitrariamente g(@(cl), 1, i@(,,)) = 1, a equação 11-30 
coincide com 11.26, o que significa que a base da indução foi demonstrada. 

Hipotese inductiva. De 11.29: 

IR1 &-I [c] g(c,m,ifn-1) 
zn-m 1 d ~ , - ~  . . . dx1 

+ C=I m=l ( ~ n - 1  +yc%lm 
c f  @(c11 

-f 

O fato do primeiro segmento estar associado a recompensa cl, im- 
--f 

piica que K,-l[@(cl)] = (Kn[m(s)] - i) e I<n-i[c] = &[c] para todo c # @(q).  
Portanto, no que se segue, estes termos serão usados indistintamente segundo seja 
coilveniente em cada caso. 

O fato que os termos r,, Z, e g(c, rn, não dependem das 
variáveis Xl, . . . , Xn-l, bn, implica que o lado direito da equaqão 11.31, em ter- 
mos abstratos, é uma expressão da forma: 

onde a e b são constantes. 



Usando identidades de cálculo básico, é fácil ver que a expressão 
acima é igual a '(- l)'"'a(b, + b)-"'. Isto, junto com o fato dos termos 'r,', "z' e 

--, 
'g(c, m, K,-l)' não dependerem das variáveis xl,. . . , x,-~, b,, permitem reescrever 
11.31 da forma: 

Sustittundo 11.32 em 11.27: 

IR1 ~ L [ c l  g(c,m,E-i) 
zn- 1 db,. . . dbl 

No processo de demonstrar a validade da equação 11.29 chega-se à 
equaqão 11.33. Portarlto, para completar esta derrionstraqão deve-se couqmmar que 
as equações 11.29 e 11.33 são equivalentes. Para isto reescreve-se 11.33 em forma 
mais conveniente, isto é, usando os mesmos denominadores de 11.29. Uma vez que 
a equação 11.33 seja escrita desta forma, a comparação da equivalência entre ambas 
equações se reduz a comprovar se os numeradores correspondentes a um mesmo 
denominador são iguais em ambas eq~~aqões. Para reescrever a equação 11.33, da 
forma indicada, os termos dela são expandidos em frações parciais. Tal como 
em [9], a expansão é feita usando a seguinte equação, que pode ser demonstrada 
facilmente por indução no valor de m. 

Onde 
1 -1 

A =  . B. 1 
(b  - a)"' (b - a)m-i+l 



Aplicando 11.34 em 11.33: 

rZ i.] Usando a identidade = C .  Z=I ~ ~ ' ~ 7 ~  m.=z. > e trocando a variável i pela m, a 
equação de acima pode ser reescrita da forma: 

Eilt ão, tal como foi comentado anteriormente, para completar a 
demonstração por indução da equação 11.29, é necessário que os lados direitos de 
11.35 e 11.29 sejam iguais. Comparando estas expressões, conclue-se que a igualdade 
é verdadeira somente se os numeradores correspondentes a um mesmo denominador 

-+ 
são iguais em ambas equações. Isto implica que, os valores g(c, m, Kn), 1 5 c 5 (RI; 
1 < r n  < &[e], da equação 11.29, devem ser calculados através das seguintes 
equações secorreiites: 

Da base inductiva temos que: 

De 11.29 e do primeiro termo do lado direito de 11.35: 



De 11.29 e do terceiro termo do lado direito de 11-35: 

O tempo de cálciilo dos termos g(c, m, 1Zn) que aparecem em 11.38, 
pode ser diminuido avaliando-os recorrentemente, de m = i?,,[c] até 1. Para 
deduzir estas expressões recorrentes usa-se a propria equação 11.38 e isola-se o 

--t 

primeiro termo do somatório. Portanto, lembrando que K,[c] = I ? ~ - ~ [ C ]  no caso 
em que c # @(cl ) ,  tem-se: 

-f 9 k ,  m, kn-1) IT?, [c] 

d e ,  m, I(,) = - - C g(e7 4 L I )  n > i  
c - ( c )  i=m+] (rc - ~ @ ( ~ ~ ) ) i - m f  1 ' 

(11.40) 
c#@(c1) 

Identificando o somatório da equaqão 11-40 em 11.38, e dividindo 
por (rc - r@(cl), tem-se que: 

De 11.29 e do segundo termo do lado direito de 11.35: 



Identificando o segundo somatório desta eqizagão em 11.38 e notando 
que ele é diferente de zero somente se Kn[c] > O, a expressão para g(@(cl), 1, IL) 
fica: 

Os termos calculados nas equações 11.36 . . .II.43 são disjuntos e 
correspondem a todos os termos g(c, m, Kn) da equaqão 11.29. Note-se , também, 
que estas equações confirmam a suposi<;ão feita auteriormente de que os termos 
g(c, m, &) de 11.29 não dependem das variáveis s e z. Estas observações comple- 
tam a demonstracão de 11.29. 

Como já indicou-se anteriormente, os passos seguiiites (inversão de 
11-29) forneceram uma equação mais eficiente pa.ra o cálculo da combinação linear 
de estatísticas de ordem do que o uso direto da equação 11.10, que corresponde a 
aplicação direta do resultado de [9]. 

11.3.3 Inversão da solução desde o plano de Laplace 

Para inverter o lado direito da equação 11.29 nas variáveis z e s usa-se o fato de 
que, as expressões de g(c,m, Zn) 1 < c < IR[; 1 < m < I?&] não dependem das 
variáveis s e x. 

Seja L-' é o operador da transformada de Laplace inversa. Em 
primeiro lugar inverte-se a equação 11.29 sobre a variável S .  Para isto usa-se a 
igualdade [19] : 

Com o qual 11.29 fica da forma: 

n! IR1 ~ z n b l  
F(&, t ,  Z) = p C C L-' 

c=l m=l 

Adicionalmente, usando a igualdade [I91 : 



Onde a e b são constantes, obtem-se: 

Agora deve-se inverter o lado direito de 11.44 sobre a variável z. 
Sejam LL-I o operador da transformada de Laplace Stieltjes inversa na variável 
z) e f(&,t,rl) a fdp da v.a. CLEO(&,t) avaliada no ponto r'. Para inverter o 
lado direito de 11.44 usa-se as seguintes identidades da transformada de Laplace 
Stielties: 

a vezes 

LL-l[e-a"] = C5(Z - a) 

Onde S(x) é a derivada da f~mção u(x) definida anteriormente. Com isto tem-se 
que: 

n+l-m vezes 

Efetuando as (n i- 1 - nz) integrais: 

Por iíltinlo, integrando a equagão anterior sobre a variável r', obtemse o resultado 
final, ou seja: 

Onde as expressões g(c,m,l<,), 1 < c < IR\; I < m < kn[c]; 
n 2 O; xZl l?7,[c] = n + 1, são avaliadas recorrentemente usando as equaçóes 
11-36, II.37JI.39, 11.41 e 11.43, Note-se que a expressão de 11.46 para F(a;l, t, r) é 
muito similar à expressão de 11.10) que corresponde à aplicação direta do resiiltado 
de [9], p r a  esta FDP, segundo foi explicado a.nteriormeilte. Porém a expressão da 
equação 11.46 é mais eficiente de calculas numesicameiite, tal como será visto na 
secão 11.3.4. 

É interessante notar que a solução dada pela equação 11.46, depende 
do nilimero de segmentos Vik) (ver figura 11.3) associados a cada recompensa e não 



da ordem desses segmentos. Esta característica da solução é uma conseqíiência do 
fato dos segmentos V&) (1 5 k 5 n + 1) serem intercambiavéis [18]. Formalmente 
a observa@io anterior é equivalente ao que sigue. Seja p& um vetor obtido per- 
mutando (de alguma forma) os componentes de c, então a eqriação 11.46 implica 
que: 

11.3.4 Complexidade Computacional 

Para calcular n~unericamente a equação 11.46, o maior custo de memória é o 
f 

necessário à avaliação dos diferentes termos g(c, m, &). 
4 

Usando o fato que xE1 1 = n i- i ,  é fácil verificar que exis- -, 
tem n + 1 termos g(c, m, I?,,). Como o algoritmo para o cálculo de g(c, m, lfi) é 
recoire~ite em I ,  e como no passo número L só precisamos dos valores do passo 
anterior, conclue-se que para avaliar 11.46 precisa-se de no máximo 2n unidades 
de memória. Analogameiite, das equações 11.37,11.39, 11.41 e 11.43, conclue-se que 
a avaliação de F(&, t, r) requer de O(n2) operações de m~iltiplicação ou divisão. 
Por o~itro lado, tal como foi visto anteriormente, a aplicacão direta do resultado 
de [9] para avaliar F(&, t, r) da forma dada pela equação 11.10 requer de O(nl RI) 
localizaqões de memória e de O(n21RI) operações. Em coiiclusão, a análise anterior 
demonstra que o resultado obtido neste trabalho é mais eficiente que a aplicação 
direta de [9] para o cálc~ilo de F(&, t ,  r). 

11.4 Exemplos 

11.4.1 Exemplo 1 

Para ilustrar o cálculo recorrente dos diferentes termos g(c, m, &), considere o 
caso em que: n = 4, R = {1,2,4) (o que implica que IR1 = 3), 6 = {1,2,4,2). 

f 

Portanto: rl = 1, r2 = 2, r3 = 4, 16 =< 1,2,1 >, e para avaliar 11.46 é preciso cal- 
cularg(l,l, < 1,2,1 >), g(2,1, < 1,2,1 >), 9(2,2, < 1,2,1 >), eg(3,1, < 1,2 ,1  >). 
Onde os 4 termos g(c, n, I?,) são avaliados recorrentemente, da seguinte forma: 

g(2,2, < 1,2,1 >) = funqão de (ver 11.39) 9(2,2, < 0,2,1 >), 
g(2,1, < 1,2,1 >) = funqão de (ver 11.41) g(2,2, < 1,2,1 >), g(2,1, < 0,2,1 >), 
g(3,1, < 1,2,1 >) = função de g(3,2, < 1,2,1 >) = 0, g(3,1, < 0,2,1 >), 
g(l,1, < 1,2,1 >) = funcão de (ver 11.43) g(2,1, < 1,2,1 >), g(3,1, < 1,2,1 >). 

Continuaiido, precisamos avaliar g(2,2, < 0,2,1 >) = 0, g(2,1, < 0,2,1 >), e 
g(3,1, < 0,2,1 >) = O. 



g(2,2, < 0,2,1 >) = fuiiçáo de (ver 11.37) g(2,1, < 0,1,1 >) , 
e assim por diante. 

11.4.2 Exemplo 2 

Neste exeniplo usa-se a equação 11.46 para avaliar F(Zn, t ,  r), no caso particular 
que IRI=2. 

Sem perda de generalidade supõe-se que r 2  > rl. Neste caso, trivialmente tem-se 
que: 

No caso não trivial, quando rzt  > r > rlt, a equação 11.46 fica (note 
que u(r - rzt) = 0): 

--f 

Para avaliar g(1, rn, Kn), aplica-se (m- 1) vezes a equação 11.37, com o qual chega- 
se a que: 

Agora usando a equaqão 11.43, tem-se que: 

Seja 1 = n + 1 - rn. Usando o fato que K,,[II + &[2] = n + 1, e mstituindo 11-51 
em 11.49: 

A seguir, a,plicando 3 vezes sucessivas a equação 11.41 e agrupando termos chega-se 
a que: 



O fator entre chaves do último lado direito da equação anterior tem a forma do 
binomio. Isto leva à equação (a qual é facilmente demonstrada por iiidução no 
valor de I ) :  

Sustit~undo 11.54 em 11.52, tem-se: 

Porém, 11-36 e 11.37 implicam que: g(2, k + 1, &) = 1 para O < k < K,,[2], e 11-46 
implica que g(2, k i- 1, Kh) = O para ic 2 Kn[2], logo: 

O teoiema do binomio, estabelece que: 



Portanto: 

?.-r t e p = ( 2 . t ) .  Usando o fato de que ( y )  ( h )  = (;) (TI:), 
mente chega-se a que: 

O que corresponde à solução do exemplo. 
I 

E interessante notar que para IR1 = 2 tem-se que (ver por exemplo [6]): 

Entretanto, é conhecido o fato que (ver [18]) 

Portanto. 

Por último, é facil demonstrar a igualdade dos lados direitos das equações 11.58 e 
11.62. 

11.5 Avaliação da Desempenhabilidade (t ,  r )  a 
partir da CLEO 

11.5.1 Introdução 

O resultado de [9] para o cálculo da Desempenhabilidade de sistemas tolerantes a 
falhas, tem um c~isto poliiiornial de baixo grau, e portanto a solução é eficiente. 



Porém o método de soluqão ali empregado não fornece nenhuma interpretacão 
para os termos da expressão final. Entretanto, interpretar tais termos é relevante 
por vários motivos, que vão desde o cheque de resultados intermediários durante 
o cálculo de termos do algoritmo, até a possibilidade de fornecer subsidios para 
outras aplicações. 

O objetivo da seção 11.5 é desenvolver um novo método para obter 
o resultado de [9] e em dar uma interpretação aos termos da solução de [9]. A 
vantagem do método aqui empregado com relaqão ao tisado em [9] é que este é 
significativamente mais simples, e usa, somente, argumentação probabilística. 

11.5.2 Avaliação da Desempenhabilidade 

Por definição de desempenhabilidade Fi(t, r) tem-se que: 

F; (t, r) = P[RTA. 5 r ]  (11.63) 

Com o objetivo de calcular Fi(t,r) será usada a técnica de rando- 
mizaqão. Para isto, em primeiro lugar condicio~ia-se no nímero de eventos do 
processo de Poisson N(t) de taxa A que acontecem no intervalo [O, t]. Condicio- 
nando e descondicionando, tem-se: 

Onde l?,(t,rln) corresponde à desempenhabilidade no caso que N(t) = n. Isto é: 

F; (t , r 1 n) = B[RTA,; (t) 5 r 1 N(t) = n] (11.65) 

-i f 

Seja Kn = (kl, k2,. . . , kIRI), tal que k, 2 O , 1 < c < IR], e IK,,I = 

xol kc = n f l .  Na equação 11.28 0 vetor foi definido implicitamente em função 
+ 

de ?, (ou analogamente &), porém no contexto atual K, não é f~inção de iienh~un 
argumento. Porém sempre que usa-se a única informação de interesse é o valor 

f 

de seiis componentes e não como eles são obtidos, portanto o fato de usar Kn com 
este novo significado nâo deve causar ambigüidades. 

Seja l?i[I?,L] a probabilidade agregada de todos os caminhos de ta- 
+ 

maiiho (n f 1) cpe partem no estado ei, e que transitam por Kn[l] estados com 
-t 

recompensa rl, K7,[2] estados com recompensa r 2 )  . . . , e 1Zn[l R I ]  estados com 
+ 

recompensa r p ~ .  Em outras palavras: o c-ésimo elemento de K, indica o número 
de segmentos I+), 1  2 1 2 n + 1, que tem associada recompensa r, (ver figura 11.4). 

+ 
Para avaliar Fi(t,rln), na equação 11.65 condiciona-se no valor de K,, e aplica-se 
o teorema de probabilidades totais, de onde: 



-t 

i?; [K,,] pode ser calculado recorrentemente da seguinte forma: 

r, [I?,,] = O, ri [ri,] = -+ se I?,, H(ei)] = 0 
C e j a  P J ~  [K. - , n > l  

Onde $(ei) é o indice no conjunto R da recompensa associada ao 
-+ 

estado e;, isto é @(ei) = c sse. p(ei) = r,. Note que I<,,[$(ei)] = O é impossível de 
acontecer, pois o estado do primeiro segmento é ei. 

A eqriação 11.67 é semelhante à equação 5.4.2.1 de [5], exceto que 
em [5] a condição é feita no último estado visitado, e em 11.67 condiciona-se no 
primeiro estado visitado. Esta nova condicão será importante como será visto 
abaixo. 

Para avaliar P[RTA~(~) 5 rl&] usa-se a definição do evento 

[RTAi(t) < rl&,] e o fato que os segmentos Yl) ,  1 < 1 < n + 1 são intercambiáveis 
[18]. De onde: 

Onde p(c, rn) = 1, 1 5 1 5 n + 1, se somente se o m-ésimo segnieiito 
com recompensa r, (contando de esquerda a direita), é o 1-ésiino dos nf 1 segmentos 

do intervalo [O, t] (ver figura 11.4). Note que xZl ~$11 = n f 1. 

As equações 11.6 e 11.68 implicam que P [RTA~(~) < rl&] corres- 
ponde à FDP da coinbinaqão linear de n v.a. uniformes em [O,t], portanto para 
calcular esta FDP usa-se 11.46. 

Tal como já tinha sido comentado, P [RTA; (t) < r 12.1 não depende 
do caminho específico percorrido pela CM, senão que depende somente do fato de 

-t 

que este caminho tenha &[I] segmentos em estados com recompensas ri, K,, [2] 
estados com recompensa r2, etc. 



Para explicitar a dependência com relação aos diferentes argtuiien- 
tos, a seguir são reproduzidas as equações que permitem calcular recorrentemente 
o conjunto de termos g(c, m, &). 

+ 
+ g(c, Kn-1 [c] 7 ~zn-1) 

g(c, ~n [c] , gn ) = 7 

~#4(ei) ( r c  - ~Nei 1) 

Agora voltando ao cálculo da desempeiihabilidade, usa-se a equaqão 
11.68 na equação 11.66, com o que obtem-se: 

+ 
Como xol independe de gFa, e no som&ório de acima m < Kn[c], 

tem-se que: 



Portanto, trocando a ordem dos somatorios em 11.75: 

IRI n+i 

c=l m=l 
m - 1  

IZ, tal que 

Porém para todo c # $(ei) a desigualdade n + 1 > &[c] $ n $ 1) 
tem que ser satisfeita, pois o primeiro segmento tem recompensa r+(,). Isto implica 

que g(c,n + i, IL) = O, e g(+(ei),n f 1 , ~ ' ~ )  > O. Portanto, isolando a parte 
correspondente a g($(ei), n f 1, c), a eqiia@io 11.76 pode ser reescrita da forma: 

- y,t n+ 1-m +?E ( ) i 7 ~  (t) u - ~ C ~ I  (11.77) 
c=l m=l nz - 1 

tal que 

Note que ai4<,) corresponde ao vetor de dimensão 1 R I que tem 
todas as seus con~ponentes iguais zero, exceto o $(ei)-ésimo que vale a. 

As equaqões 11.67,11.70 . . .II.72 e 11.77 permitem calcular Fi(t, rln). 
Porém esta forma de cálctilo tem um custo que é proporcional ao número de termos 
ri(&), que corresponde a todas os modos de distribuir as I RI recompensas nos 

+ 

n + 1 segmentos do intervalo [O, t]. Isto implica que o número de termos ri(K,) e, 
portanto, o custo de avaliar 11.77, cresce combinatoriamente com I R I. Este custo 
combinatorial pode ser muito alto para algumas aplicaqões. Para evitar este alto 
custo ver-se-á a seguir como calcular Fi(t, rln) em forma mais eficiente. Para isto 
considere-se novamente a equação 11.66: 

A equação 11.7'8 permite estabelecer as condiqões que devem cumprir 
ri [I?,] e F(I?,,) para avaliar F,(t, r, n) mais eficientemelite que usando 11.77. Avaliar -, -+ 
numericamente 11.77 é caro devido a que existem muitos termos Ti[K,] e g(c, rn, Kn). 
Então, p2ra calculai 11.78 em forma menos dispendiosa, é necessario agmpar ter- 
mos Ti[&] e/ou F(I&), de forma tal que exista uma recorrência entre estes grupos, 
pois, ao existir menos (grupos de) termos para efetiiar o cálculo, o uso de recursos 
comput acionais torna-se menor. 



Antes de analisar o caso específico da equacão 11.78, serão vistas 
algumas condições sob as quais 11.78 seria mais fácil de calcular do que 11.77. 
Comiderem-se, especificamente, os dois seguintes casos. 

Caso 1: Se ri[&] e ~(k? , )  são combinações lineares de ri[1?~.-1] 

e ~ ( k , , + l ) ,  respectivamente, Fi(t, r ,  n) é proporcional a F, (i, r, n - 1) e a alguns 
+ 

termos recorrentes em K,. Portaiito, esta forma de avaliação apresenta-se mais 
eficiente numericamente do que 11.77. 

Caso 2: I?i[&,] é uma combinação liiiear de I?i[~?7,-l], e F(I??,) = 
-+ 

f (Kn-l, VI,  . . . , v,), onde f é alguma função dada. Neste caso, a agrupação con- 
veniente é da forma CI7, ri [I?,] f (kTLil, vi, . . . , v,), pois estes grupos podem ser 
calculados recorrentemente, em f~~nção do mesmo tipo de grupo. 

As equações II.67,11.70 . . .II.74 correspondem ao caso 2 recém ana- 
lisado. Portanto, para avaliar Fi(t, r, n) da forma descrita no caso 2, definem-se os 
termos a?) e ,&)(c, m) (i 5 c < I  R 1 ,  1 < m < n) da seguinte maneiri: 

É importante notar que o lado direito das equações 11.79 e 11.80 
permitem interpretar o significado dos diferentes termos de a's e B's. Esta inter- 
pretação é original deste trabalho, pois não aparece em [9]. Especificamente 11.80 
estabelece que os termos ,@s correspondem à probabilidade agregada de alguns 
caminhos (aquclcs quc cuniprcm a condição do somatório), multiplicanda por um 
dos tcrmos da soluqão da FDP da CLEO de n v.a's uiiiformes em [O, t]. Analoga- 
mente 11.79 estabelece que a?) corresponde à probabilidade agregada de todos os 
caminhos compostos somente por estados com a mesma recompensa, multiplicada 
por um dos termos da solucão de FDP da CLEO de n v.a's uniformes em [O, t ] .  

Os diferentes termos p's definidos em 11.80 correspondem a um agru- 
f 

pamento de muitos termos da forma Ti(k,,)g(e, m, K,,)', e o termo a('") taambém 
tem a mesma estrut~wa. Por outro lado, as equações 11.67,11.70 . . .II.72 estabele- 
cem que os termos ri(Kn) e g(c, m, i?,) são recorrentes em n. Em conseqüência, os 
termos ~ ( ~ 4 ' s  e ~('4)'s devem, necessariamente, ser recorrentes em n; mais ainda, tal 
como se demonstrará mais adiante, os termos a(") e $"I's podem ser calculados em 
função somente dos termos a("-') e ~("-l) '  S. Os fatos abordados anteriormente são 
a chave para calcular eficientemente Fi(t,rln), pois tal como também será visto 



mais adiante, o nímero de termos cx(")'s e ,f?('")'s é polinomial em n, e portanto 
menor do que o número de termos de 11.77. 

Voltando ao cálculo de Fi(t, rln); 11.79 e 11.80 permitem re-escrever 
11-77 da forma: 

que é idêntica à expressão principal de [9] para o cálculo da desempenhabilidade. 

A seguir serão usadas as equações 11.67, 11.70 . . .II.72 para deduzir 
como calculas recorrentemente em n os termos ap) e &)(c, m). Analisando todos 
os casos possíveis, tem-se: 

Caso c$): De IL79: 

Caso ,@)(c, m): De 11.80: 

Caso c$), n > 1: De 11.67, 11.71 e 11.79, temos: 

Em 11.84 não existe restrição enquanto ao valor de ej. Em particular pode acon- 
teces que p(eLi) = r+(,,) ou p(ej) # r+(g). No caso em que p(ej) # r+(,i), da ecluação 

-, - 
11.67 temos que rj  [ni+(ei)] = 0. Isto é assim pois se K, = nl+(,), todos os estados 
dos caminhos agregados em l?j[nl+(ej$ deveriam ter recompensa r+(,), porém está 
sendo suposto que o primeiro estado (ej) tem uma recompensa diferente. Este 
fato, em conjunto com a equacão 11.79, permitem reescrever 11.84 da forma: 



Caso ,h'p)($(ei),rn), (2 < m s n ) :  DeII.80: 

Usando 11.67 e 11.71 em 11.86: 

-+ -+ -, -, 

Agora lembrando que: KT, = K,,_I + l+(,,), I KnP1 I= n e Kn-l[$(ei)] 2 m- 1, 11.87 
pode ser reescrita da forma: 

O segundo somatório de acima corresponde ao lado direito de 11.80, portaiito: 

Caso &)(e, n) , e # $(ei) : As equações 11.67, 11.73 e 11.80 estabelecem qne: 



f 

Como li,-l[c] = n, e o iiiímero de transições da CM é (n - l ) ,  
-f -f f f 

evidentemente, cumpre-se que = nl,, Por outro + lado, como KnP1 = nl, 
e o estado inicial dos caminhos correspondentes a rj[lCn-l] é o estado ej, deve 
cuniprir-se que p(ej )  = r,. Estas observaqões implicam que a equaqão 11.90 pode 
ser reescrita da forma: 

pp)(c, n) = -C Pij 

(rc - ,r+(ei)) ,#!Hei) e j € E  

Usando 11.79, tem-se que: 

Caso &)(c7 m), C # $(ei), 1 < rn < n: Usando 11.74 em 11.80: 

Manipulaiido a equacão de acima e usando 11-67, tem-se: 

Porém a equação 11.29 implica que g(c, r n  + 1, I?,) vale O para todo I?, no qual 
+ 

I?, [c] = m. Isto implica que o primeiro somatório de 11-94 varia para K, [c] > mf1, 
o que em conjunto com 11.80 implicam que: 



Caso ,L??) ($(ei) i 1) : Usando 11.72 em 11.80: 

I& [c] 2 1 

- 
IR1 

- 
- C C r i [ & ] g ( c A R J  (11.96) 

c=l 17, 
c#+(ei) &#(n+1)&eZ) 

I?~ [c] 2 1 

Identificando o segundo somatório em 11.80, tem-se que: 

11.82, 11.83, 11.85, 11.89, 11.92, 11.95 e 11.97 permitem calcular em 
forma recorrente todos os termos a?) e &)(e, h). Estas equações, em coujiinto 
com 11.81 correspondem exatamente &o resultado de [9]. 

11.5.3 Discussão do método de solução de Fi(t, r ) .  

Para discutir em termos mais específicos os desenvolvimentos feitos em [9] e neste 
trabalho, a seguir reproduzem-se em forma abstrata ambos métodos. Tal como 
foi indicado anteriormente, o método empregado em [O] para deduzir 11.81 e as 
expressões recorrentes dos termos a's e P's, foi usado nesta tese para deduzir 
F(&, t ,  r )  (seção II.3), que de aqui em frente será denominado Método A e que 
basicamente é o seguinte: 

Método A 

1. Randomiza-se a cadeia de Markov que modela o sistema. 



2. Condicionando-se no valor de N(t) e de U(l) ,  chega-se a uma expressão recor- 
rente para a medida sob análise. 

3. Para simplificar a expressão do passo 2, aplica-se a transformada de Laplace, 
conseguindo-se desta forma outra expressão recorrente, mais simples que a 
anterior, porém no plano de Laplace. 

4. Estabelece-se uma solução para a expressão recorrente obtida no paso 3. 
Para a realizacão deste passo não existe uma sistemática, senão que o êxito 
dele depende da experiência ou intuição -do pesquisador. 

5. Demonstra-se, usando induqão, a solucão estabelecida no passo 4. 

6. Deduzem-se expressões recorrentes para os possíveis termos que aparecem 
na solucão estabelecida no ponto 4, que ainda não foram calculados. 

7. Leva-se a solucão do ponto 4 para o plano do tempo (mundo real), com o 
qual completa-se a soluqão do problema sob análise. 

Por outro lado, o método empregado, nesta seção (II.5), para avaliar 
Fi (t, r )  que de aqui em frente denominaremos método B, é o seguinte: 

Método B 

1. Randomiza-se a cadeia de Markov que modela o sistema. 

2. Condicionando-se no valor de N(t) e no nímero de segmentos do intervalo 
[O, t] que recebem a mesma recompensa, chega-se a uma solução do problema 
sob estudo. Larnent avelmente, esta solqão, normalmente é muito cara de 
ser avaliada comptitacionalmente. 

3. Para diminuir o custo da solução obtida no passo anterior, agrupam-se termos 
dela de forma tal que eles possam ser avaliados recorrentemente (em f~mção 
do mesmo tipo de grupo). Este é o passo chave do método B e é o que 
permite chegar a soluqões eficientes de serem avaliadas computacionalmente. 

4. Obtem-se expressões recorrentes para os grupos definidos no passo anterior, 
com o qual conclue-se a solução do problema sob análise. 

Ao comparar os métodos A e B, vê-se que este último têm as 
seguintes vantagens: 

1. É mais simples, principalmente porque não precisa usar transformada de 
Laplace. 

2. É mais sistemático, pois o método A requer 'intuir' a solução do problema 
no plano de Laplace e não existe nenhuma sistématica parta conseguir isto. 
Este tipo de situação não acontece no método B. 



3. O método B permite entender o significado dos termos que aparecem na 
expressão final da medida calculada (termos a's e p's de &(t, r)), o que não 
acontece quando é usado o método A. 

Para finalizar este capítulo é interessante destacar que o método 
A como o método B permitem, também, resolver outros problemas da área de 
desempenhabilidade. De fato o método A foi usado em 191 para avaliar Fi(t, r )  
e neste capítulo para avaliar F(&, t ,  r), mais ainda, mais na frente nesta mesma 
tese ambos métodos serão usados para resolver um problema mais complexo que 
os enfrentados até agora. 



Capítulo I11 

Avaliação da Desempenhabilidade 
para Recompensas Discretas 

111.1 Introdução 

Neste capítiilo estuda-se oiitro tipo de medidas de desempenhabilidade. Especifi- 
camente o interesse é calcular a Função Distribuição de Probabilidade do Rendi- 
mento Tot a1 Acumiilado diirante um período de tempo finito, por um sistema que 
ganha recompensa fixa cada vez que transita entre um mesmo par de estados. 

A utilidade deste tipo de medida pode ser ilustrada pelo segiunte 
exemplo: suponha que deseja-se medir o número de um certo tipo de falhas que 
acontecem no sistema no periodo [O, t]. Para medir o número destas falhas, na 
cadeia de Markov que modela o sistema atribui-se recompensa '1' às transições 
que correspondem ao tipo de falha de interesse, e recompensa zero às demais 
transições. Em conseqiiêiicia: o número de transiqões marcadas (com recompensa 
igual a '1') que acontecem no intervalo [O, t], corresponde à recompensa total ganha 
pelo sistema neste intervalo. 

Tx - mensagens 
Rx 
I 

Figura 111.1: Protocolo Parada e Espera 

O~itro exemplo: deseja-se medir a vazão (throughput) do protocolo 
Parada e Espera (Stop-and- Wait). Este protocolo, ciijos componentes apare- 
cem na figura 111.1, é talvez o mais simples que permite tranferir informação entre 



transmissor (Tx) e um receptor (Rx). A idéia básica dele, é ter certeza de que 
cada pacote tenha sido corretamente recebido antes de iniciar a transmissão do 
seguilite pacote. Quando o Rx recebe um pacote sem erros, envia ao Tx um 
pedido requerindo o próximo pacote. Caso o Tx não receba este pedido, após um 
determinado tempo de espera (time-out), envia novamente o pacote anterior. O 
esquema de operação entre o Rx e o Tx, recém descrito, implica que é necessário 
distinguir os diferentes pacotes transmitidos, isto é feito atrib~iindo uma identidade 
diferente a cada um deles. A forma mais simples de se fazer esta atribuicão de 
identidades, de forma que não sejam confu~ldidos uns com os outros, é numerá-los 
ciclicamente com O e 1, é dizer, o primeiro pacote transmitido recebe identidade 
O, o segundo identidade 1, o terceiro identidade 0, etc. É importante notar que, 
toda3 as retransmissões de ~ i m  mesmo pacote, já seja devido a erros no transmissor 
ou a tempo de espera, levam a mesma identidade de pacote (isto é evidente, pois 
está sendo retransmitido o mesmo pacote). Como conseqüência da operacão do 
protocolo descrito anteriormente, o Tx possue 2 estados, que serão chamados de 
O e 1. Estes estados correspondem ao número (módulo 2) do pacote que está 
sendo enviado. Em outras palavras, se o Tx inicia sua operacão no estado 0, ele 
permanece nesse estado até que o receptor Ihe informe que o pacote que está sendo 
transmitido foi corretamente recebido; nesse momento o Tx m~ida seu estado ao 
estado 1. Analogamente ao caso aiiterior, o Tx permanece no estado 1 até que o 
Rx lhe informe que o pacote que está sendo transmitido foi corretamente recebido, 
nesse momento o Tx muda seu estado para 0. As mudanças de estado do Tx 
contiiluam ciclicamente da forma recém descrita, até acabar a sessão. Por otitra 
parte, o Rx também têm 2 estados possíveis, chamados O e 1. Estes estados 
correspondem ao i~úmero (mod 2) do pacote que está sendo esperado pelo Rx. 
Analogamente à operação do Tx, o Rx somente muda de estado quando recebe, 
livre de erros, o pacote que ele está esperando. Como consequência do descrito 
anteriormente, o estado conjtinto do Tx e Rx é um par ordenado (A, B), com 
A e B E {O, 1). Considere-se que inicialmente o estado conjunto é (0, O),  o que 
significa que o Sx está enviando iam pacote com identidade 0, o qual está sendo 
esperado pelo Rx. Quando o Rx recebe corretamente o pacote, muda ao estado 
1, o que faz com que o estado conjunto mude ao estado (0,l);  neste estado o Rx 
envia ao Tx o pedido de transmissão do seguinte pacote. O estado conj~into não 
muda até que o Rx receba corretamente este pedido, nesse momento o Tx muda 
ao estado 1 o que faz que o estado conjunto mude ao estado (1,l). Contiimando 
a análise, é fácil ver que as sucessivas mudanças do estado conjunto, do sistema 
Tx / Rx, acontecem da forma desenhada na figura 111.2; em outras palavras, 
o estado conjunto muda ciclicamente seguindo a seqüência (0, O),  (O, I ) ,  (1, I), 
(I, O), (0, O), etc. Adicionalmente, agregando-se a hipótese de que os tempos de 
permanência no Tx e no Rx são exponencialmente distribuídos com parâmetros 
AI e X2 respectivamente, o sistema pode ser modelado pela cadeia de Markov da 
figura 111.2 

Sea Th(t) a vazão (throughput) no intervalo [O, t] do protocolo Pa- 
rada e Espera. A avaliacão de Th pode ser mapeada ao problema de desempe- 
nhabilidade estiida,do neste capítido, fazendo liso da seguinte equação: 



Figura 111.2: Cadeia de Markov que modela o Protocolo Parada e Espera, sem 
erros 

P [Th(t) 5 r] = P [# de pacotes transmitido em [O, t] 1 5 r] (111.1) 

Portanto, avaliar a FDP da vazão do protocolo é equivalente a 
avaliar a FDP do número de pacotes transmitidos em [O,t]. Se atribuimos re- 
compensa 1 às transiqões que correspondem à transmisão de um pacote ( as que 
acontecem com taxa Ai na figura III.2), e recompensa O às demais transições, temos 
que a recompensa total acumulada pelo sistema no intervalo [O, t], corresponde ao 
número de pacotes transmitidos neste intervalo. 

Retoma-se, agora, o objetivo principal deste capítulo que consiste 
em calcular Gi(t, r ) ,  isto é: calcular a f~inção de distribuição de probabilidade do 
rendimento total acumulado em [O, t] por uma cadeia de Markov, cujas transiqões 
tem associadas recompensas fixas. 

Em [5] foi encontrada uma expressão para G;(t, r) crija avaliação 

( ( )) ~ocalizações de memória e de numérica requer de O I E1 

O i I E l d  ( Nmm: " I  1) operacões de multiplica.qão ou divisão. Por outra pa.rte, 

as equaqões 111.8 . . . 111.10 deste capítulo, permitem calcular Gi(t, r) usando 
O ( I  Elnzin{N,,, I O 1, r)) localizações de memória e O ( I  Eldmin{N,,, I O 1, r)) ope- 
raqões de multiplicação e divisão. 

Ao comparar-se os restiltados de [5] e deste trabalho, ve-se que, 



no caso particular em que 101 = 2, ambos métodos têm a mesma complexidade, 
porém ao aumentar o valor de 10 1 é notavelmente mais eficiente avaliar Gi(t, r ) ,  
usando as equações 111.8 . . . 111.10, o que constitue a contribuição mais importante 
deste capítulo à área de desempenhabilidade. 

O Modelo 

Consideram-se sistemas que podem ser modelados por Processos de Markov Ho- 
mogeneos [3]. Cada transição entre um par de estados do sistema tem associada 
uma recompensa fixa, isto é, cada vez que o sistema efetua uma certa transição, 
recebe uma determinada recompensa. Em geral, diferentes transições podem ter , 
associadas recompensas diferentes. E importante notar que as recompensas ganhas 
independem do tempo que o sistema fica em cada um dos estados. 

É interessante notar que, tal como será visto no capítulo TV, em 
alguns casos é útil definir uma função de atribuicão de recompensas, na qual o 
sistema ganha uma recompensa fixa cada vez que permanece num certo estado, de 
forma que estados diferentes podem ter associadas recompensas diferentes. Porém, 
um breve raciocínio mostra que esta forma de atribuir recompensas é um caso 
particular do tipo anterior e portanto estudar-se-á somente o tipo descrito no 
parâgrafo acima. 

A seguir descreve-se parte da notação que usaremos. Considere um 
processo contínuo e homogêneo de Markov X I  = {Xl(t), t 2 0) que descreve o 
comportamento do sistema. Seja E = {q, j = 1, . . . , I  E I} o espaço finito de 
estados associado ao modelo, onde I E I corresponde ao número total de estados 
do sistema. Seja T C E x E, o conjunto de transições entre estados da cadeia 
de Markov randomizada. Denota-se tij à transiqão do estado ei E E ao estado 
ej E E. Cada transição tij tem associada urna recompensa p(tij), que corresponde 
a recompensa ganha pelo sistema cada vez que ele transita do estado ei ao estado 
ej. Seja O = {Ok, k = 1, . . . , OleI} o conjunto de recompensas distintas associadas 
às transições de T. Em geral tem-se que 101 21 E 1 2 ,  pois diferentes transições 
podem (ou não) ter associada uma mesma recompensa, e algumas transições entre 
estados podem ser impossíveis de acontecer. Seja RTADi(t) a recompensa total 
ganha pelo sistema no intervalo [O, t], no caso em que o estado inicial é e;, e o 
ganho de recompensas acontece nas transições segundo a função p antes descrita. 
Devido a que no intervalo de observaqão, a cadeia de Markov pode transitar por 
caminhos diversos, evidentemente RTADi(t) é uma variável aleatória, porém é 
usual (embora não necessário) supor que RTADi(0) = 0. 

O objetivo deste capítulo é calcular Gi(t,r.), que corresporde à 
função de distribuição de probabilidade de RTADi(t), isto é: 

G; (t , r) = P[RTADi (t) 5 r] 

Onde r é ~m valor real. 



111.3 Avalia@o da Desempenhabilidade Gi (t, r )  

Tal como nos casos anteriores, para calcular Gi(t,r) usaremos a técnica de ran- 
domização. Porta.nto, coiidicionando no valor de N(t )  e aplicando o teorema de 
probabilidades totais, tem-se que: 

Onde PfN(t) = n] corresponde à probabilidade que no processo de 
Poisson tenham acontecido n eventos no intervalo [O, t] , e portanto esta dada pela 
equação [28] : 

Por outra parte, Gi(t, r1 N(t )  = n) , corresponde a G; (t, r )  no caso em que N(t)  = n ,  
o que em conjunto com 111.2 implicam que: 

Gi (t, r 1 N(t)  = n )  = P [RTAD; (t)  5 r 1 N( t )  = n] (111.5) 

Agora, usando o fato que, por definição RTAD;(t) corresponde à 
soma das recompensas ganhas nas transições que efetua a cadeia de Markov ran- 
domizada tem-se que: 

Onde t(1) corresponde à 1-ésima transição da cadeia de Markov ran- 
domizada, isto é t ( l )  = tjk no caso em que x2(1 - I) = ej, e ~ ~ ( 1 )  = e k .  

O lado direito de 111.6 indica que Gi(t,rlN(t) = n) não depende 
de t ,  e portanto no que segue esta variável será escrita simplesmente da forma 
Gi(rln)* 

É interessante destacar que as equações 111.2, 111.3, e o fato que 
Gi(rln) independe de t ,  implicam que: Gi(t, r )  depende de t somente através 
do processo de Poisson N(t)  e depende do caminho percorrido pela 
cadeia de Markov randomizada somente através de Gi(r ln). 

Seja 727 o conjunto de todas as recompensas diferentes que pode 
acumular o sistema no caso em que o estado inicial é ei, e N(t)  = n.  Em ou- 
tras palavras: R: corresponde aos diferentes valores que pode tomar o somatório 



[ p ( t ( l ) )  Ix2(0) = e;]. Seja w um dos valores pertencentes a R:. Evidentemente 
o valor de w depende do caminho percorrido pela cadeia de Markov randomizada, 
porém, note-se que um mesmo valor de w pode corresponder a diferentes caminhos. 
Seja r: o subconjunto de R: composto por todas as recompensas w E R: tal que 
w I r. 

A modo de exemplo, a figura 111.3 mostra os diferentes valores de 
72: para o caso particular em que n = 0,1,2,3,4, e O = {O, 2,5); estes valores 
aparecem marcados com um ponto. A figura foi desenhada supondo que em cada 
transição o sistema pode ganhar qualquer uma das recompensas pertencentes a 
O, o que para muitos sistemas pode não ser verdade. Portanto, para o conjunto 
O dado, os pontos desenhados na figura 111.3, correspondem a um limite superior 
para o conjunto R:, 

Outro aspecto interessante da figura: no caso de r = 8, tem-se que 
r: = {O, 2,4,5,6,7), e 72: = r: U {9,10,12,15}. Isto ilustra o fato que r: c R:. 

Voltando ao cálculo de Gi(rln), define-se RTAD;,, como a recom- 
pensa total ganha pelo sistema no caso em que este inicie sua operação no estado 
q, e N(t) = n. É claro então que: 

A probabilidade P[RTADi, = w] pode facilmente ser calculada em 
forma recorrente no valor de n. Para n = O evidentemente 72; = {O), portanto: 

P [RTAD;, = W] = I [W = O] (111.8) 

Para avaliar P [RTAD,,, = w] no caso n 2 1, condiciona-se na primeira 
transição da cadeia de Markov randornizada, de onde: 

P [RTAD;, = W] = C P;~P [RTAD,,, = w - /I(&)] (111.9) 
jdl..141 

Onde p;j corresponde à probabilidade que a CM raildomizada tran- 
site, num passo, do estado e; ao estado ej. 

Por Último, usando 111.4 e 111.7, em 111.3: 

Onde P[RTADi, = w] é calculada recorrentemente usando as equações 111.8 e 
111. S. 



111.4 Complexidade Computacional 

Custo de Memória. 

A quantidade de memória usada para avaliar Gi (t, r), segundo a 
equação 111.10, é a necessária para armazenar os valores de 
P [RTAD,,, = w] para todo w E r: e todo ei E E. Isto é assim devido a que para 
avaliar P[RTADi, = w], segundo as equaqões 111.8 e 111.9, é preciso armazenar 
somente os valores do passo anterior. Portanto, no enésimo passo do algoritmo 
é necessá.rio armazenar I E I I r; I valores diferentes. Onde I r; 1 corresponde à 
cardinalidade do conjunto r;. Por outro lado, já que evidentemente, I r:+' I > ]  r? 1 ,  
a máxima quantidade de memória reqnerida pelo algoritmo é O(] E I I r? I). 

O valor exato de I r: I depende do conjunto O, do valor de r, da 
cadeia de Markov, e do estado ei. Porém, para alguns casos, avaliar I r? I é bastante 
simples. Por exemplo se O = {O, 1,2, .  . . ,I O 1 )  e em cada transição a cadeia de 
Markov pode ganhar qualquer uma das recompensas E O, é fácil ver qne r: = 

min{n I O I + l ,  r + 1). Para o caso geral, no qual os elementos de O pertencem 
aos reais, o cálculo exato de I r; I pode implicar algumas operaqões tediosas e não 
muito esclarecedoras. Uma análise mais simples consiste em encontrar uma fiinção 
que seja um limite superior de I r: 1 ,  O que será feito a seguir. 

Cálculo de um limite superior para I r: 1. 
O problema de calcular um limite superior para Ir;/ pode ser ma- 

peado em outro problema, da seg~unte forma. A cada recompensa 0 E O associa-se 
uma nota de dinheiro de valor 0. O fato do sistema ganhar a recompensa 0 devido 
a uma transição é associado à extração da nota de valor 0. Então, dado que o 
conjunto de notas distintas existentes é O = {0k, li = 1,2,.  . . , IOI), o problema 
de calcular ~ u n  limite superior para Ir:/, é equivalente a encontrar o número de 
quantias diferentes de dinheiro menores ou iguais a r que pode-se acumular com n 
notas. A vantagem deste mapeamento é que ele transforma o problema de calcular 
]r:/, em um problema combinatorial. A seguir procede-se a resolver este problema. 

Seja f(n) a resposta ao problema de acima. Para situá-lo num 
contexto geral, supõe-se que os elementos 0 E O são valores racionais. Então sem 
perda de generalidade pode-se assumir que: 

e min {Ok, 1 5 7 5 [O/} = O. Isto se consegue subtraindo o valor da menor 
k 

recompensa do conjunto O original a todos os seus elementos. 

e Os elementos de O são inteiros não negativos. Isto se deve a que podemos 
multiplicar os elementos do conjiinto obtido no passo anterior pela menor 
potencia de 10, de maneira a eliminar os algarismos decimais. 

e O mínirrio deriominador comum (mdc) dos elemeritos de O é 1, isto é: 



nzdc({Q1, &, . . . , 8101)) = 1, pois podemos dividir os elementos do conjunto 
obtido no passo anterior pelo mdc deles. 

Note-se que as três operações indicadas acima modificam o con- 
junto O original, deixando outro conjunto que será denotado como 0'. Em ou- 
tras palavras: como conseqüência das modificações indicadas acima, o conjunto 0 
pode ser mapeado no conjunto O' = {O, I,%, . . . , Oíol}, onde, por simplicidade de 
notação, supõe-se que < @i, 1 5 k 5 101. O fato de modificar o conj~nto 0 
implica que também é necessário modificar o valor de r (deixando um certo valor 
de r') de forma tal que Ir:/ (obtido a partir de 0) seja igual a Ir:"/ (obtido a partir 
de O'). Para que se cumpra esta igualdade, os três passos que alteram o conjunto 
O (gerando o conjunto O'), implicam respectivamente os seguintes três passos para 
modificar o valor de r (gerando o valor r'): 

e de r subtrae-se o valor: n min (0k, 1 _< kllel). 
k 

e Multiplica-se o valor obtido no passo anterior pela mesma potência de 10 
usada para multiplicar os elementos de O. 

e Divide-se o valor obtido no passo anterior pelo mesmo mdc com o qual foram 
divididos os elementos de O. 

É importante notar que qBi depende da precisão, isto é do número 
de algarismos significativos das recompensas atribuídas às transições. Especifica- 
mente, no caso de S algarismos significativos, cumpre-se que 0íeI < 10'. Isto, tal 
como será visto mais adiante, implica que existe um compromisso entre a precisão 
das recompensas atribuídas ao sistema e a complexidade computacional. 

A análise que segue será feita para o conjunto 0'. Neste caso é fácil 
demonstrar que f(n) está limitada superiormente pela função g(n) = min((qBI -i- 
l)n,r1 + I), onde r' < 10') e S é a quantidade de algarismos decimais dos e- 
lementos de O. Para entender o porquê deste limite superior consideremos o 
seguinte problema: encontrar todas as quantias de dinheiro diferentes menores ou 
iguais a r' que podem ser obtidas fazendo n extrações com reposição do conjunto 
Q = {O, 1 2  . . . 0 .  É obvio que a solução a este problema é g(n), e como 
O' C Q, conclue-se que f(n) < g(n), o que implica que Ir:[ é O(g(n)). Com 
este novo antecedente é possível retomar o cálculo da complexidade computacional 
necessária para avaliar numericamente as expressões 111.8 . . .III.10. Anteriormente 
demonstrou-se que o custo asintótico no uso de memória é O ( I E I I ~ ~ ~ " ~ ) ,  O que 
em conjunto com o fato que Ir:\ é o 0(min{Oieln,r'}), implicam que o custo de 
memória é O([ Elmin{Oí,, N,,, r'}). 

Niimero de Operações. 

A complexidade do algoritmo quanto a número de operações está 
dada pelo cálculo de todos os termos P[RTADi,,], Da equação 111.9 tem-se que o 



número de multiplicaqões (que é a operacão mais lenta a ser realizada) é O(IE[) 
para todo estado e; E E e toda recompensa w E r:. Portanto, considerando que 
n varia de O até N,,,,, conclue-se que o número de multiplicaqões e divisões do 
algoritmo é O(IE12Nm, rnin(q,, N,,, , r')). 

Outro fato a notar é que em geral as matrizes de transicão de estados 
de modelos de sistemas reais são esparsas. Isto quer dizer que se d é o niímero 
medio de transições de trm estado da cadeia de Ma.rkov, então, em geral d < IEJ. 
Neste caso o número de operações do algoritmo é O(IEldNm,min(~B,Nmaz, r ' )) .  



Figura 111.3: Coil.jtiilto de recompensas diferentes atingíveis pelo protocolo. 



Figura 111.4: CM randomizada para o modelo simplificado do protocolo Parada 
e Espera. 

111.5 Exemplo 

Para ilustrar a agregação de caminhos feita pelo algoritmo proposto, 
considere o problema de calcular a função de distribuição da vazão no intervalo [O, t] 
do modelo simplificado do protocolo Parada e Espera (ver seção 111.1.) Segundo 
foi visto, a equação 111.1 estabelece como mapear este problema num problema de 
desempenhabilidade com recompensas nas transições. Portanto, para calcular a 
vazão desejada, é necessario avaliar qRTADi (t) 5 r], onde RTADi (t) corresponde 
à recompensa total acumulada pelo sistema (para a atribuicão de recompensas 
explicada no exemplo 2 da introdução). 

O primeiro passo para resolver este problema consiste em randomi- 
zar a cadeia de Markov da figura 111.2 que modela o protocolo. Randomizando 
obtem-se a cadeia de Markov de tempo discreto da figura 111.4. A fiinção p para 
esta cadeia é tal que as transições que acontecem com probabilidade Xl/A tem 
associada recompensa 1, e as demais transições tem recompensa 0. 

A figura 111.5 ilustra a agregação de caminhos utilizada pelo al- 
goritmo de cálculo de Gi(t, r) proposto neste trabalho. Nela as transições com 
recompensa 1 estão marcadas com o símbolo *, e as transições com recompensa O 
não estão marcadas. Desta figura é fácil ver que o número de caminhos diferentes 



Figura 111.5: Caminhos possíveis para a CM do protocolo Parada e Espera. 

Figura 111.6: Recompensas possíveis que pode atingir a CM da figura 111.5 

para N(t) = n é O(Z7'), pois para n > 3 o sistema pode estar em qualq~ier um dos 
4 estados, e de cada um deles, num passo, pode transitar a dois estados. 

Por outro lado a figura 111.6, ilustra que para n 2 5 cumpre-se que 
Ir71 5 r, Isto é muito importante pois indica que avaliar Gi(t,r), em geral, requer 
de O(I EIr') localizações de memória e o ( /  Eldr') operações de multilpicação; em 
outras palavras: na maioria dos casos cumpre-se que r' < Nmml@l. 

111.6 Conclusões 

O o objetivo dcstc capítulo foi cncontrar um algoritmo para calcular Gi(t, r), com 
custo de memória O(IE1 rnin(q,, N,,, r')) e número de operaqões 

O(IE1 d N,, min(q,, Nmm, r ) ) .  Em geral estes custos representam uma 
melhora significativa com relação ao resultado de [5],  que tem custo de memória 



O (( @ I  + ) R I )  e número de operaqões O (( I @  + + ) 
d) Xnm+l Nrnazfl 

No caso particular que O = {O, 1) (este caso corresponde a problemas onde é neces- 
sario "contar" o número de um determinado evento em [O, t] ) , o custo de memória 
do algoritmo apresentado aqui é de O(IE1 min(N,,, r ) )  e número de operaqões 
O(lE1 d N,,, min(Nrna,, r ) ) ;  e no caso de [5] o custo de memória e de operações 
são idénticos. 



Capítulo IV 

Aproximação de F~ ( t ,  r )  mediante 

IV.1 Introdução 

Ultimamente o cálculo de Fi(t,r) tem recebido basta,nte atenqão por parte dos 
pesquisadores, devido principalmente à grande aplicabilidade desta medida. Por- 
tanto, encontrar novos métodos, que sejam mais eficientes para calculá-la, implica 
um avanço na sol.cição de muitos problemas reais. O tipo de problema que a desem- 
penhabilidade pode modelar varia dependendo principalmente da interpretação 
física que se da às taxas de recompensa associadas aos diferentes estados. Por 
exemplo: se as taxas de recompensas atribuídas para cada estado correspondem 
a: vazão, número de unidades operacionais ou custo por unidade de tempo; então, 
a desempenhabilidade corresponde, respectivamente, a um determinado valor nas 
seguintes variáveis: número de jobs processados, tempo operacional total acumu- 
lado por todas as unidades, custo total acumulado. 

Na literatura tem sido publicados métodos cada vez mais eficientes 
quanto ao uso de memória e número de operações para calcular Fi(t, r), e, como 
visto no capítulo anterior, o método mais eficiente publicado até agora requer 
O(I E1 I RI N,,,) localizações de memória e O(I E1 I Rldp,,) operações, onde d é o 
máximo número de transicões de saída de um estado da cadeia de Markov. Entre- 
tanto em muitos modelos de sistemas reais a cadeia de Markov possui um número 
de estados (I E/) muito grande, e o valor N,, também pode ser grande. Isto im- 
plica um custo computacional muito alto para avaliar Fi(t, r). portanto, novos 
resultados para calcular Fi(t, r), que resultem em algum beneficio comparativo em 
relação aos resultados anteriores, são a.inda necessários. 

A contribuição deste capítulo consiste em desenvolver um novo 
método para avaliar F;(t, r )  em forma aproximada. A idéia básica da aproximação 
consiste em calcular Gi(t, r) em vez de Fi(t, r), usando uma atribuição especial 
de recompensas às transições da cadeia de Markov randomiza,da. Esta atribuição 



será discutida posteriormente neste capítulo. Algumas características desejáveis 
que oferece a aproximacão são: 

a O erro induzido por ela é controlável e pode ser especificado a priori. Em 
conseqüência, é possível fazer com que ele seja desprezível. 

a Existe um compromisso entre o erro do resultado obtido e a exigência de 
recursos computacionais para obter este erro, isto é, para que o resultado da 
aproximação seja mais próximo ao valor exato de Fi(t, r), é necessário usar 
mais recursos computacionais. 

Evidentemente que o calcular Fi(t, r )  em forma aproximada, tem 
a desvantagem de se obter uma medida com um certo erro, porém, a aproxima- 
ção proposta neste capítulo oferece algumas vantagens quando comparada com o 
cálculo exato de Fi(t, r) , usando o resultado de 191. Estas vantagens são: 

a Em geral usa menos recursos computacionais. Isto devido a que, tal como 
foi visto nos capítrilos I1 e 111, Gi(t, r )  é mais barato de ser avaliado do que 
Fi (t, r). 

a Usa somente operaqões de soma, multiplicação e divisão de números posi- 
tivos. No entanto, a expressão de [9] usa adicionalmente a operação subtra- 
ção, o que em alguns casos pode levar a problemas de instabilidade numérica. 

IV.2 Aproximação Proposta 

Para o caso em que o número de eventos do processo de Poisson usado na rando- 
mizaqão seja n, isto é N(t) = n, considere a seguinte atribuiqão de recompensas 
à CM randomizada: cada vez que o sistema visita o estado ei, ganha uma re- 
compensa ri(n) igual a 3. Isto quer dizer que ao visitar um certo estado, a 
recompensa ganha pelo sistema não depende somente do estado específico no qual 
ele fica, mas também do número de eventos do processo de Poisson N(t) no inter- 
valo [O, t]. Note-se que a aproximação sonlente muda a atribuição de recompensas 
associada à cadeia de Markov randomizada. Esta cadeia e o processo de Poisson 
que a randomiza permanecem inalterados, isto é, são os mesmos que os usados no 
cálculo exato de Fi(t, r) .  

O tipo de recompensas associado à cadeia de Markov, recém des- 
crito, é um tipo particular de atribuição de recompensas discretas discutido no 
capítulo 111. Tal como foi indicado nesse capítulo, atribuir recompensa fixa à 
visita de um estado é equivalente a atribuir essa recompensa às transições que 
levam (ou saem) desse estado. Isto implica que a probabilidade que a recompensa 
total acumulada pelo sistema no intervalo [O,t] seja menor ou igual a um certo 
valor r, corresponde a calcular Gi(t,r) do capítulo 111. Em outra palavras: neste 



capítulo propõe-se aproximar Fi(t, r) por Gi (t, r), mediante uma atribui$io de 
recompensas apropriadas. 

Para explicar o nlotivo pelo qual a atribuicão de recompensas pro- 
posta permite que Gi(t, r) aproxime Fi(t, r), em primeiro lugar definem-se algumas 
variáveis. Considere o caso em que N(t) = n. Na figiira IV. I mostra-se o intervalo 
[O, t] e as variáveis definidas. Seja ~ k ,  1 5 k < n, o instante E [O, t] de acontecimento 
da k-ésima transiqão da cadeia de Markov randomizada ~2 (equivalentemente ~ h :  

corresponde ao instante de acontecimento do k-&mo evento do processo de Pois- 
son N(t)). Por simplicidade da notação, define-se também TO = O, e T,+I = t. Seja 
qk) ,  1 5 k < n f 1, o segmento [ T ~ - ~ ,  T ~ ) .  segundo foi visto no capítulo 11, V&) tem 
distribuição Dirichlet. Seja At = &; e seja tr, 1 < k < n, o instante kAt t [O, t]. 

É muito importante notar que segundo foi comentado no capítulo 11, 
7 k  corresponde à k-ésima estatística de ordem de n variáveis aleatórias uniformes 
em [O, t] , e em contraposiqão as variáveis tk são determinístas. 

Figura IV.l: Variáveis associadas ao intervalo [O, t] 

Seja RTA(t) a recompensa total real ganha pelo sistema no inter- 
valo [O, t] e RTADi(t) a recompensa total ganha pelo sistema no intervalo [O, t] 
segundo a apsoximacão. É importante destacar que a recompensa atribuída ao 
intervalo [tk-l,tk), devido a que a CM e o processo de Poisson usados na aproxi- 
mação são os mesmos usados no cálculo exato de Fi(t, r). é a mesma do intervalo 
[ ~ k - ~ ,  T ~ )  . Da figura IV.1 temos que: 

Seja AR, o esro da aproximação em predizer o valor RTA;(t), isto é: 

A R; = RTA (t) - RTADi (t) 

(IV .2) 

(IV. 3) 



Das equações IV.l . . . IV.3, tem-se que: 

Esta equação mostra que o erro em predizer a recompensa ganha 
pelo sistema segundo a aproximação, é proporcional a - At] = [yy  - 5 1 .  
Isto quer dizer que, para entender o erro da aproximação (ou equivalentemente, 
entender porquê ela funciona) é necessário compreender a difernça entre a v.a. yk) 
e o segmento determinístico de tamanho A. Isto é o que será feito a seguir. 

Segundo foi indicado no capítulo 11, a v.a. yk) tem distribuição 
Dirichlet , portanto [20]: 

(IV .5) 

A primeira igualdade de acima deve-se à intercambiabilidade dos 
segmentos yk) 1181. A equação de acima implica que: 

De onde: 

(IV. 6) 

(IV .7) 

A equaqão IV.4 mostra que o erro em predizer a recompensa ganha 
pelo sistema segundo a aproximsção é proporcional a [V&) - At] = [qk) - 51, e 
IV.7 mostra que o valor medio de V(I;) é precisamente &. Adicionalmente pode 

ser demonstrado que a variança de ya) é igual a (n+;;n +,) e portanto diminue ao 
aumentar n. Os valores da esperança e a variança de V&) implicam que se o valor 
n for muito grande, o fator [Vk) - &] tende a ser muito pequeno e portanto o 
erro da aproximação diminue. O interessante é que existe uma forma de fazer que 
com alta probabilidade N(t)  seja um valor grande. Isto se consegue simplesmente 
randomizando por um valor A suficientemente grande. 



A análise do tipo de resultado que se consegue usando-se a aproxi- 
mação proposta neste capítulo, será feito a seguir usando o seguinte método: em 
primeiro lugar, para uma cadeia de Markov específica, comparar-se-á o resultado 
obtido pela aproximacão com respeito ao caso exato, para luna cadeia de Markov 
específica. Esta cadeia é composta por dois estados: o estado inicial e um estado 
absorvente, e será usada para modelar a recompensa total acumulada pelo sistema 
durante a visita a um estado. Posteriormente, usando as conclusões obtidas para 
o caso mencionado, se analisará o resultado da aproximação para tuna cadeia de 
Marlov em geral. 

IV.3 Resultado da aproximação para a recom- 
pensa adquirida durante a permanência em 
um Único estado. 

Figura IV.2: Cadeia de Markov de tempo continuo que modela a recompensa 
ganha pelo sistema num iínico estado (modelo 1). 

O objetivo desta seqão é calcular a recompensa ganha para cadeia 
de Markov C durante todo o tempo que ela permanece (considerando somente 
uma passagem) em um determinado estado, o qual será denotado como e;. Para 
realizar este cálculo usar-se-á o modelo da da figura IV.2, que é obtido da seguinte 
forma: os estados e; e e, da figura IV.2 representam, respectivamente, o estado 
e; e a agrupação de todos os demais estados (diferentes de e;) de C; o tempo 
de permanência no estado e; da figtira IV.2 é exponencialmente distribuído com 
parâmetro A, onde X corresponde à soma das taxas de saída do estado e; da CW1. 
Isto implica que o tempo de permanência no estado ei é o mesmo em ambas cadeias. 
O estado e; tem associada a mesma taxa de recompensa ri em ambas cadeias. Uma 
vez que o sistema abandona o estado ei de C, ele não ganha mais recompensa por 
essa visita. Isto é modelado na figura IV.2 pela transiqão ao estado absorvente e, 
o qual tem associada uma taxa de recompensa r,  igual a zero. 

Para o caso da cadeia de Markov da figura IV.2, é sabido que [28] 



F,(t, r )  está dada por: 

, r < O  
, O 5 r < r i t  (IV. 8 )  
, r > r i t  

Seja Gi(t, r )  a função de distribuição da desempenhabilidade obtida 
segundo a aproximação acima. Tal como em outros casos, para calcular Gi(t, r )  
usar-se-á a técnica de randomização. 

Randomizando a cadeia de Markov da figura IV.2 com taxa A 2 A, é 
obtida a cadeia de Markov da figura IV.3. Nessa figura é indicado que a recompensa 
ganha (segundo a aproximação) em cada visita ao estado ei, no caso que N(t)  = n, 
é r i(n) = 5. Além do mais Pii = (1 - 2) ;  P, = 2; r,(n) = O; e Paa = 1. 

Figura IV.3: CM de parâmetro discreto correspondente à CM do modelo 1 

Para a cadeia de Markov da figura IV.3, condicionando no .valor de 
N(t) e aplicando o teorema de probabilidades totais, obtem-se: 

(IV .9) 

Gi(t,rln) é avaliado condicionando no número m de transições do 
estado ei a si mesmo (O 5 rn 5 n), de onde: 

n 

Gi(t, rln) = P[mln]Gi(t, rln, m) (IV. 1 O )  
m=O 

O fato do estado e, ser um estado absorvente, implica que se acon- 
tecem nz transições do estado ei a si mesmo, estas devem ser as m primeiras 
transições. Portanto, como a probabilidade de deixar ei é i: 



(IV. 1 1) 

Agora, para calcu1a.r Gi(t, rln, m), usa-se o fato que se existirem m 
transições de ei a si mesmo, o sistema fica (m + 1) vezes no estado ei, e portanto 

(m+l)ct ganha uma recompensa total igual a . Formalmente: 

= .[r- (m + l ) r ; t  o l r n s n  
n + l  

(IV. 12) 

Seja m' = m + 1. Sustituindo IV.12 e IV . l l  em IV.lO; e isolando o 
caso nz = n: 

(IV. 13) 

Seja a = S. Note-se que a corresponde a uma percentagem da 
máxima recompensa possível de ser acumulada pela CM de figura IV.2. Para 
evitar trivialidades estudar-se-á somente o caso O < r 5 rit. Neste caso cumpre-se 
que: O < a 5 1. Seja m*(n) o máximo valor de m' tal que r > $, então usando 
o fato que (1 < m' 5 n): 

m*(n) = min(n, La(n + I ) ] )  

Sustituindo IV.14 em IV.13: 

(IV. 14) 



Portanto: 

Gi( t , r ln )= l -  (IV. 15) 

00 m* (n) 

- 2)  Gi(t, r )  = 1 - e-At- 
n ! + e-% [r - r i t ]  

?&=o 

onde m*(n) = min{n, La(n + 1)j >, e a = i 
~~t 

A equação IV. 17 corresponde à 
expressão final para G;(t, r )  da figura IV.3. 

IV.4 Análise de erro da recompensa acumulada 
em um único estado 

A seguir analisa-se o erro indiizido ao aproximar o valor de Fi(t, r )  da cadeia de 
Marlcov C pelo valor de Gi(t, r )  da a cadeia de Marlcov da figura IV.3. A análise 
mostra que o erro depende do valor de r ,  e portanto ela será dividida em diferentes 
casos, que correspondem aos diferentes valores de r .  

1. Caso r = 0. 

Neste caso temos que a = 0, portanto: 

u[-rit] = O 

Sem perda de generalidade pode-se considerar queri > 0, portanto: 

" (At)" 
Gi (t, O )  = 1 - - 

n=O n ! 

Comparando as equacão IV.8 e IV.18, ve-se que no caso r = O a aproximacão 
corresponde ao caso exato. 



2. Caso r = r;t. Neste caso: 

Portanto, de IV.17 temos que: 

O que, novamente corresponde ao caso exato, já que de IV.8: Fi(t, rit) = 1. 

3. Caso O < r < r;t. 
Neste caso: 

O valor de La(n + 1)j pode ser limitado por ambos lados da seguinte forma: 

Usando IV.22 e IV.23 em IV.21, ve-se que: 

(IV. 23) 



Seja e = (Fi(t, r) - Gi(t, r)), o erro obtido ao calcular (t, r) mediante 
G;(t,r). De IV.28 e IV.29: 

(IV. 30) 

Devido a que O 5 a 5 1 e X < A: 

Portanto: 

h 
e 2 --- 

A - X  

IV.31 e IV.32 estabelecem que o erro da aproximaqão, pasa o caso O < r < rit, 
depende dos seguintes fatores: 

e Ao aumentar A o erro diminue. 

e Ao aumentar a o erro diminue. Isto é importante, pois os sistemas 
normalmente são projetados para terem alta disponibiladade e portanto 
é interessante avaliar Fi(t, r) para valores de a cercanos a 1. 
Como a depende de r, ri, e t, conclue-se que: 

- Ao va.riar r desde zero até rit (mantendo os demais parâmetros 
constantes) o erro diminui. 



Avaliacao da rec. acumulada em 1 estado 
Fi(t,r) exata e apmximoda: i=l: ri=l 

1.2. 

1.1 - 
1 - 

0.9 - 

0.8 - 

0.7 - 

Niiel de ncompsnsa 
ii Fi(t,r) exato t Gi[t,r): 

Figura IV.4: Erro obtido para o modelo 1 

- O erro aumenta ao aumentar ri (mantendo os demais parâmetros 
constantes) . 

- O erro aumenta ao aumentar t (mantendo os demais parâmetros 
constantes). 

A modo de exemplo, considere-se agora a aproximação de Fi(t, r) mediante 
Gi(t, r) para o conjunto de valores dos parâmetros que se indicam na figura 
lTJ.4. Nesta figura vê-se que para o caso em que ri = 1, X = 1, t = 1 e A = 4, 
a função de erro dada pela equação IV.32 indica que a < 2, e o gráfico mostra 
que E. 2 0.1, o que mostra que TV.32 entrega limites cercanos aos reais. Por 
outro lado, na figura IV.5 se mostra o erro relativo da aproximação para o 
caso em que: ri = 1, X = 1, t = 1 e A = 1024. Neste último exemplo, devido 
a que o erro é muito pequeno foi necessário desenhar o erro relativo, definido 
como: (Fi (t ,  r) - Gi(t, r) /Fi(t, r)). Na figura IV.5 vê-se, mais uma vez, que 
o limite da equação IV.32 é correto. Note-se que para valores de r cercanos 
a O, F;(t, r) também é cercano a O e portanto o erro relativo da figura IV.5 
tende a ser ilimitado; porém, isto se deve somente a que está sendo graficado 
o erro relativo, o erro propriamente tal continua sendo limitado pela equação 
IV.32. 

IV.5 Análise do erro para uma cadeia de Markov 
geral 

Seja E, O erro da aproximação para uma CM qualquer, no caso em que N(t) = n. 
Condicionando no valor de N(t) e aplicando o teorema de probabilidades totais, 



Erro relativo da aproximacao 
( Fl(t,r)-Gi(1.r) )/Fi(t,r): t=l :ti=l 

0.001 6 
0.001 5 
0,001 4 
0.0013 
0.0012 
0.001 1 

0.001 
0.0009 
0.0008 
0.0007 

e 0.0005 
0.0004 

u 0.0003 
0.0002 
0.000 1 

0.00 0.13 0.25 0.38 0.50 0.63 0.75 0.88 1.00 1.13 

Nivel de recompensa; 

Figura IV.5: Erro relativo obtido para o modelo 1 

tem-se que: 

Seja mi o número de transições fora do estado ei, dadas n transições 
da CM randomizada, e seja m = CeiGE mi. Esta definição indica que m corresponde 
ao número de t ransicões reais da CM no interva.10 [O, t] . Portanto n = m+ntv, onde 
%v corresponde ao número de transições vktuais no intervalo [O, t]. Condicionando 
e descondicionando no valor de rn, chega-se a que: 

Onde E,,,, corresponde ao erro da aproximacão no caso em que 
N(t )  = n e acontecem m transições reais no intervalo [O, t]. Seja i o máximo erro 
da aproximação devido a ma transições para fora do estado ei, portanto: 

Logo: 



Onde Ê = max C&). Seja y a máxima ta,xa de saída de um estado 
e iEE 

da cadeia de Markov (sem randonzizar) que modela o sistema. Seja N* o iií~mero 
médio de mudanças de estado reais da cadeia de Markov no intervalo [O, t], então 
evidentemente cumpre-se que: 

N* I rt 

Usando IV.37 em IV.36 conclue-se que: 

I4 I Vlrt  

Por otitro lado, a equaqão IV.32 implica que: 

Finalmente, de IV.38 e IV.39 conclue-se que: 

A equação IV.40 demostra que para unia cadeia de Markov qual- 
quer, fazendo com que a taxa A de randomização seja suficientemente grande, o 
erro obtido ao calcular Fi(t, r) mediante Gi(t, r) pode ser tão pequeno quanto se 
quiser. 

IV.6 Exemplo. 

Considere um sistema tolerante a falhas [9] composto por N processadores e 
tamanho de memória B. Seja ~ l ,  a taxa de falha de cada processador, e suponha 
que cada processados falha independentemente. A falha de um processador im- 
plica que o sistema é degradado a outro sistema com um processador a menos. 
Seja pb a taxa de falhas de cada componente da memória. Cada um destes compo- 
nentes falha independentemente e sua falha deixa o sistema inoperante. Quando o 
sistema está inoperante não podem acontecer mais falhas. Cada vez que um com- 
ponente falha (processados o etapa de memória), ele é isolado do resto do sistema 
e deixado no conjunto de componentes falhos. Os componentes falhos são retor- 
nados ao sistema somente quando todos eles são reparados. O tempo médio de 



falha para repara.r j componentes falhos é j/p,. Se adicionalmente supõe-se que os 
tempos de falha e reparo têm distribuicão expoilencial, então o estado do sistema 
pode ser modelado por um processo markoviano homogêneo {X(T), U(T)), onde 
X(T) é O número de processadores operacionais no instante T, e U(T) vale 1 ou O 
dependendo se a memória está operacional ou não respectivamente. Para analisar 
o rendimento deste sistema associa-se a cada estado (p, I), O 5 p 5 N, uma taxa 
de recompensa igual à vazão média em estado estacionário de um sistema de filas 
M/M/p/p + B, com taxa de chegadas pa e tempo médio de servico l/ps; a taxa 
de recompensa associada com os estados (-, 0) e com o estado (0, l)  é 0. 

Como conseqiiência da atribuição de recompensas aos diferentes es- 
tados do sistema, descrita acima, a recompensa total acumulada por ele no inter- 
valo [O, t] corresponde ao número de trabalhos que processa durante esse período 
de tempo. 

A figura IV.6 considera a avaliacão da desempenhabilidade para o 
sistema recém descrito, em funqão de diferentes tamanhos de memória, no caso 
em que os valores dos diferentes parâmetros são: p, = 80, ps = 20, N = 4, 
~ d p  = O.Ol/semana, e 1/p, = 6 horas. O gráfico superior corresponde à máxima re- 
compensa atingível pelo sistema durante um dia de operação, isto é, a recompensa 
ganha pelo sistema no caso em que não acontecem falhas durante sua operação. O 
gráfico inferior corresponde ao número de tarefas que são processadas num dia de 
operação com probabilidade menor o igual a 0.99; este gráfico é uma reprodução 
do apresentado em [9], sendo que naquele trabalho foi obtido usando o valor exato 
da desempenhabilidade Fi(t, r). Os dois gráficos do meio correspondem ao número 
de tarefas processadas em um dia com probabilidade menor o igual a 0.99, sendo 
que este número é calculado usando a aproximacão proposta neste capítulo. O 
gráfico mais próximo ao caso exato foi obtido usando uma taxa de randomização 
igual a quatro vezes a máxima taxa de saída dos estados do sisterria, sendo que o 
outro gráfico foi obtido usando uma taxa de randomizacão duas vezes maior que 
a máxima taxa de saída do sistema. Da figura observa-se que, como era de se 
esperar, a medida que a ta.xa de randomização aumenta, o erro da aproximação 
diminue. Outro fato que se observa na figura é que ainda para valores pequenos do 
fator de aproximacão (taxa de randomizacão dividida pela máxima taxa de saída 
do sistema), os resultados obtidos pela aproximação são bastantes satisfatórios. 

IV.7 Conclusões 

Neste capítulo foi demonstrado que mediante uma atribuição apropriada de recom- 
pensas, Gi(t, r) pode aproximar Fi(t, r) com o grau de precisão que se deseje. A 
vantagem fundamental desta aproximacão consiste em que é mais eficiente avaliar 
Gà (t , r) do que Fi (t, r). Isto devido a que tal como indicado em [9], avaliar F; (t, r) 
requer de O(] E1 I RIN,,) localizacões de memória e O( I E1 dl RIfl-,) operações, 
onde d é o rriáxirrio nímero de transiqões incidente a um estado iia cadeia de 
Markov. Por outro lado no capítulo I11 foi demonstrado que avaliar Gi(t, r )  requer 



Analise da rnissao de um dia. g1=0.99 
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Figura IV.6: Recompensa acumulada de um sistema tolerante a falhas 

de O(\ ~lmin(O~L, NmaZ, r ' ))  localizações de memória e de 

~ ( ~ ~ l d ~ ~ ~ ~ r n i n ( ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ,  r')) operações, onde OlLl e r' são valores que dependem 
do conjunto de recompensas discretas diferentes associadas aos estados. 

Outra vantagem da aproximação, que em alguns casos pode ser 
importante, é que ela não usa a operação subtração, senão que emprega somente 
as operacões soma, mt~ltiplicaqão e divisão. Porém, em [9] adicionalmente é usada 
a operação subtração. Isto pode levar a problemas numéricos, devido às even- 
tuais subtrações de quantidades similares, particularme~ite quando isto acontece 
rio denominador. 



Capítulo V 

Checkpointing and Roll-Back and 
Recovery 

Introdução 

Os sistemas de banco de dados orientados ao processamento de transações são cada 
dia mais importantes devido à sua grande utilidade em diferentes aplicações. Na 
maioria desses sistemas, a demanda de dados imposta pelos usuários requer uma 
alta disponibilidade das informações e um baixo tempo de resposta das transações. 
Define-se a disponibilidade como a fraqão do tempo que o sistema está disponível 
para processar transações. É interessante notar que o 'tempo disponível' significa 
que o sistema está disponível para processar transações; porém o usuário pode ou 
não usar o sistema quando este está disponível. Do ponto de vista do usuário, o 
'tempo disponível' é composto pelo 'tempo efetivamente usado' e pelo tempo em 
que o sistema permanece ocioso (porém disponível). Em contraposição ao tempo 
dispoilível está o 'tempo indisponível', que corresponde ao tempo em que o sistema 
não pode atender transações de usuarios. 

Uma das técnicas mais comuns para conservar a integridade dos 
dados, aumentar a disponibilidade ou diminuir o tempo de resposta, é guardar 
cópias do estado do banco de dados periódicamente, da forma que será detalhada 
abaixo [12]. O estado do sistema inclui todos os arquivos e informações necessárias 
para restamar o sistema à situação em que ele se encontrava no momento em que 
foi feita a cópia. Esta informação é gsavada em um dispositivo secundário livre 
de erro. O processo de fazer uma cópia do sistema é conhecido com o nome 
de Checkpointing. Durante as operqões de Checkpointing o sistema não está 
disponível para processar transações. 

Depois de finalizado o Checkpointing, as transações que modificam 
o sistema de arquivos são gravadas em um arquivo especial, conhecido com o nome 
de Audit Trial. No caso de acontecer uma falha no banco de dados, seja devido 
a falha de hardware, software ou má operação, supõe-se que ela é detectada ins- 



Figura V.l: Ciclo Típico de CRR 

tantâneamente e é iniciado um reparo. 

Numa operação de reparo a falha é removida da seguinte forma: em 
primeiro lugar o sistema é restaurado ao estado em que estava no momento em 
que foi feito o último . Esta fase de reparo é conhecida com o nome de 'Retorno' 
(RolkBack). Depois, a aqão de reparo continua com o reprocessamento de todas 
as transações armazenadas no Audit Trial, até deixar o sistema no estado em que 
estava justo antes do momento de acontecer a falha. Esta segunda e última fase 
do reparo é conhecida pelo nome de 'Recuperação' (Recover). Durante a operação 
de reparo o sistema não está disponível para processar transações dos usuários. O 
processamento normal é reinicializado logo após o término com sucesso do reparo. 
E interessante notar que a discussão anterior implica que o tempo em que o sistema 
está indisponível corresponde à soma dos tempos usados em repará-lo e o tempo 
gasto em operações de Clzeckpointing. 

Na figura V.1 mostra-se um ciclo típico de Checkpointing and 
Roíl-back and Recover (CRR). Este ciclo se inicia com a operaqão de Check- 
pointing de duração C. Durante este intervalo o sistema está indisponível. Depois 
vem o intervalo disponível de duração D. Na figura foram omitidos os tempos de 
reparo, mas estes aparecem em forma implícita como veremos a seguir. Dentro do 
intervalo D, os segmentos de tempo em que o sistema está atendendo transações 
foram desenhados como um segmento grosso no eixo do tempo, o resto do inter- 
valo D corresponde ao tempo disponível não usado em processar transações. Na 
figura o instante de acontecimento da primeira falha, medido a partir do final do 
checkpoint, está marcado com o símbolo tfl. A flecha de retorno desde tf, ao 
inicio do intervalo D, significa que depois da falha, o processamento de transaqões 
deve recomeçar no estado em que se encontrava o sistema ao final do checkpoint. 
A operação de reparo constituida pelas fases de Retorno e de Recuperacão não 
aparecem desenhadas. A fase de Retorno corresponde a leer o estado em que es- 
tava o sistema ao final do Checkpoint. A fase de Recuperação da primeira falha, 
corresponde ao reprocessamento das traiisaqões que tinham sido processadas no 
segmento [O, til] do intervalo D. O tempo de Recuperação da primeira falha em 
geral é menor que tf,, pois nesta recuperacão são descartados os segmentos de 
tempo disponíveis não utilizados em processar transações. Em termos gráficos: o 
tempo de rec~~peração da primeira falha corresponde à soma dos segmentos grossos 
do intervalo [O, tf,] do tempo disponível. Depois da recuperacão da primeira falha, 
o sistema fica como estava antes da falha, isto é como se estivesse novamente no 
instante tf,. As demais falhas e reparos acontecem em forma análoga à primeira 



falha descrita acima. 

Tal como já foi dito, o objetivo principal da técnica de CRR, é to- 
lerar falhas; porém outros objetivos importantes são aumentar a disponibilidade e 
diminuir o tempo de resposta das transações. Aumentar a freqüência com que são 
feitos os Checkpoints aumenta o tempo gasto nestas operações, porém (em geral) 
diminui o tempo usado em reparos, pois diminui a probabilidade de acontecer fa- 
lhas entre 2 checkpoints, e caso estas aconteçam, o tempo com que são feitos os RR 
em geral é menor. Por outro lado, caso se diminua a freqüência de Checkpoints, 
dinzinui o tempo gasto nesta operação, porém aumenta o tempo de RR. Isto implica 
que existe um intervalo ótimo entre os instantes de inicialização das operaqões 
de checkpoint, de maneira a maximizar a disponibilidade do sistema. Define- 
se como política de Checkpointing à especificação dos instantes no tempo em 
que são iniciados os Checkpoints. A política de Checkpointing que maxirniza a 
disponibilidade do sistema não necessariamente é a mesma que minimiza o tempo 
de resposta das transações [26]. 

Na literatura tem aparecido vários modelos para analisar a técnica 
de CRR [26, 15, 16, 29, 12, 141. A maioria deles foram projetados para deter- 
minar a política de Checkpointing que maximiza a disponibilidade [12], [14], [16], 
[15]. Alguns outros modelos tem considerado o problema de determinar os instan- 
tes de tempo nos quais devem ser iniciados os Checkpointing com o objetivo de 
minimizar o tempo de resposta das transações [26]. 

Quando se analisam sistemas submetidos a CRR, dois aspectos 
muito importantes a modelar são a política de Checkpointing, e o tempo necessário 
para efetuar os reparos, isto é os tempos de RR. O tempo necessário para efetuar 
as operações de RR depende tanto do intervalo de tempo entre o último Checl- 
pointing e o instante de acontecimento da falha, como do número de transações 
armazenadas no Audit Trial (mais precisamente do tempo necessário para repro- 
cessar estas transações). 

Com o objetivo de simplificar a análise matemática, os diferentes 
modelos introduzem algumas hipóteses. Estas hipóteses devem satisfazer o duplo 
objetivo de simplificar a análise matemática, e ainda representar corretamente os 
aspectos mais importantes do sistema. Algumas das suposiqões de Checkpointing 
que correspondem a modelos de sistemas reais, são: 

C1 : O tempo entre dois Checkpoints consecutivos é uma variável aleatória com 
distribuição exponencial. 

C2 : O tempo disponível entre o final de um Checkpointing e o início do outro é 
constante (i.e, não considerando os tempos de recueraqão e reparo caso haja 
uma falha). 

C3 : Número de transações processadas entre dois Checkpoints consecutivos é 
constante. 



A suposiqão C1 é a menos realista, porém é a mais fácil de analisar 
matemáticamente. Por outro lado, em [12] foi demonstrado que a suposiqão C2 é 
ótima no sentido de maximizar a disponibilidade com relação a todas as políticas - 

que possuem tempo entre Checkpointing aleatório com distribuição geral, no caso 
em que a taxa de falhas durante os períodos de disponibilidade é constante. A 
suposiqão C3 é dependente da carga, já que especifica que o número de transaqões 
a serem processadas entre dois Checkpointing consecutivos é constante, portanto 
quanto maior é a carga menor é o tempo entre Clzeckpoints. Esta suposiqão tem a 
desvantagem de que, no caso em que o sistema esteja com uma carga muito baixa, 
o tempo entre Checkpoints pode chegar a ser desnecessariamente grande. Na 
prática, uma política de Checkpointing pode ser uma combinacão das suposiqões 
descritas acima, ou alguma outra. Por exemplo uma política que do ponto de vista 
de implementação prática parece razoável, é iniciar Checkpointing cada certo 
intervalo de tempo &o, por exemplo todos os dias às 18:OO hrs. Esta política 
parece razoável já que, em geral os sistemas são projetados para ter uma alta 
- 

disponibilidade, e portanto ela deve comportar-se em forma semelhante à suposição 
C2. 

Outro aspecto importante dos modelos de CRR é a forma de mo- 
delar a dependência existente entre os tempos de RR e as stiposições feitas para o 
intervalo entre Checkpoints. Esta dependência determina a soliiqão do problema 
de otimização descrito anteriormente. Algumas das forma,s de modelar os tempos 
de RR são os segtuntes: 

R1 : Dependência Paramêtrica. 

R2 : Dependência Estocá.stica. 

R3 : Dependência Determinística. 

Nos modelos do tipo R1 supõe-se que os tempos de RR são variáveis 
aleatórias independentes e identicamente distribuídas (v.a.i.i.d.'s), e os parâmetros 
da função de densidade de probabilidade (f.d.p.) de cada uma destas v.a.'s de- 
pendem dos parâmetros da política de Checkpoint. Por exemplo, o mais comum 
dentre os modelos dcste tipo aparecidos na literatura é supor que o tempo de RR 
é proporcional ao tempo entre dois Checkpoints consecutivos [12], [14], [16], [15]. 
Este modelo é usado normalmente devido à simplicidade da análise matemática. 
Nos modelos do tipo R2 o tempo de RR é determinado por uma f.d.p. cujos 
parâmetros dependem do número de transações processadas desde o último Check- 
point até o momento da falha. A idéia do modelo R2 consiste em que, no caso que 
aconteça uma falha depois de terem sido processadas 'n' transações, o tempo de 
RR corresponde ao processamento de outras 'n' transaqões (diferentes das já pro- 
cessadas), porém o tempo de processamento de cada uma destas dtimas transaqões 
é igualmente distribuído ao de cada uma das primeiras transações. Ao contrário 
do modelo RI, no modelo R2 os tempos de RR de duas falhas consecutivas não 
são independentes, já que as transaqões a serem processadas devido à uma falha 
posterior incluem aquelas correspondentes a uma falha anterior. Por exemplo na 



figura V. 1 o reprocessamento devido à falha que acontece em tf, inclui as transaqões 
processados em [O, -Lf,], e adicionalmente inclue outras transações (as processadas 
no intervalo (tf,, tf,)). O modelo R3 é uma representação exata do que acontece 
na realidade, ou seja o tempo de reprocessamento é igual ao tempo acumulado 
processando transaqões desde o último Checkpointing até o momento da falha. 
Evidentemente, tal como no caso do modelo R2, os períodos de RR consecutivos 
neste modelo são dependentes. 

Para obter alguma medida de desenipeiiho/ desenipenhabilidade 
(disponibilidade, tempo de resposta, etc) de um sistema de banco de dados sub- 
metido à política de CRR, além de modelar a política de Checkpointing e os 
tempos de RR, é necessário representar no modelo os aspectos mais importantes 
do sistema, tais como: taxa de chegada de jobs, taxa de processamento, máxima 
capacidade de armazenamento de jobs no sistema, etc. Nos modelos que se encon- 
tram na literatura aparecem diferentes combiilacões entre políticas de Checkpoin- 
t i n g  e tempos de RR, assim como diferentes parâmetros do sistema. A quantidade 
de informação (parâmetros) representada do sistema varia dependendo se o obje- 
tivo é avaliar a disponibilidade, o tempo de resposta, ou ambos. 

A análise para os modelos C1, R1 são mais simples e tem permitido 
o tratamento analítico [13], [25], [24]. Por outro lado, a análise das políticas C2, 
C3, R2, R3 são mais difíceis de se realizar e, em geral, o tratamento matemático 
tem sido feito mediante técnicas numéricas, ou simulação, ou tima mistura de 
ambas [26]. 

Uma das coiitribuições importantes deste trabalho é resolver ana- 
líticamente um modelo do tipo (C2,R3), o que até o momento não tinha sido 
conseguido na literatura, devido à dificuldade da análise matemática [26]. Especi- 
ficamente, foi calculado o valor médio e a FDP da disponibilidade. As expressões 
encontradas para estas variáveis tem um custo computacional polinomial de baixo 
grau, o que Isto permite a implementaqão de uma ferramenta computacional efi- 
ciente para o cálculo destas medidas. Outra contribtução importante deste tra- 
balho consiste em ter relacionado áreas até agora desconexas, como são as aréas de 
CRR e desempenhbilidade. Isto foi feito demonstrando que o cálculo da FDP da 
disponibilidade é equivalente a avaliar uma nova medida de desempeiihabilidade, 
que seráformalmente definida posteriormente. 

V 2  Trabalhos Previos 

O estudo de sistemas submetidos à política de CRR tem recebido ~onside~avel 
ateqão ultimamente. A seguir revisa.m-se os trabalhos ma.is significativos publi- 
cados nesta área. 

Em [16] foi calculada a traiisformada de Laplace-Stieltjes da fuiiqão 
de distribuição de probabilidade da disponibilidade, durante um período finito 
de observação, de um sistema submetido a uma política de CRR. A partir desta 



transformada é possível obter os diferentes momentos de disponibilidade, ou al- 
ternativamente é possível usas algum método de inversão numérica para avaliar a 
f~~nção de distribuição da disponibilidade. Os tempos de RR foram modelados da 
forma R1 e os tempos de inicio de checkpoints da forma C2. Adicionalmente as 
seguintes suposições foram feitas: o tempo necessário para efetuar um checkpoint 
é constante, as falhas acontecem de acordo com a um processo de Poisson e são 
detetados iristantâneamente, durante as operações de CRR não podem acontecer 
falhas. Previamente os mesmos autores em [9] analisaram um problema similar ao 
anterior no sentido que usaram o mesmo modelo e hipóteses que em 1161, porém 
a análise foi limitada à evaiuação de distribuição da disponibilidade entre dois 
checkpoints consecutivos (e não durante ~ r n  dado periodo de tempo). Neste caso, 
os autores consequiram inverter a expressão da distribuição obtida no plano de 
Laplace. 

Em [26] foram estudados diferentes modelos de sistemas submetidos 
a CRR, com o objetivo de identificar quais deles correspondem a uma representação 
realista do sistema e a forma em que eles são analisáveis. O método de solução em- 
pregado foi analítico, numérico ou de simlilacão, segundo a dificuldade do modelo. 
Em particular foi analisado um modelo no qual os checkpoints são realizados de 
acordo com um processo de Poisson (CI), porém se o níimero de transações pro- 
cessadas chega até um certo limite é feito um checkpoint especial. Portanto, esta 
política de checkpoint estudada corresponde a uma mistura das políticas C1 e C3. 
O método de solução empregado para o modelo anterior foi derivar um conjunto de 
expressões para a disponibilidade e o número médio estacionário de transações no 
sistema; as incognitas das expressões obtidas são avaliadas numéricamente. Uma 
conclusão importante deste trabalho é que os modelos de tipo C2 e R3 são bas- 
tantes realistas. Este tipo de modelo foi avaliado usando simulacão, pois segundo 
os autores o tratamento analítico do modelo é difícil. 

Em [12] foi denionstrado que para rnaximizar a disponibilidade, o 
intervalo de tempo que o sistema está disponível para atender transações (não 
necessariamente atendendo transações) entre o final de um checkpoint e o inicio 
do próximo deve ser constante. Este resultado foi obtido supondo que durante o 
período de disponibilidade as falhas acontecem segundo um processo de Poisson, e 
que o tempo de uma operacão de RR é proporcional ao tempo transcorrido entre 
o Último eheekpo.int e o instante da falha (modelo RI). Posteriormente em [14] foi 
demonstrado que o resultado de [I21 também é válido para o caso em que a taxa 
de falhas não é constante (como em [IZ]), senão que varia durante o período de 
disponibilidade de acordo a um processo de Poisson com envelhecimento, isto é: 
uma falha acontece no intervalo [t, t + At] com probabilidade y(K)At + o(At), onde 

corresponde ao tempo disponível acumulado pelo sistema desde o último check- 
point até o instante da falha, e y(Y,) é uma função que modela o 'envelhecimento' 
do sistema. 

Por outra parte, o método usado neste capítulo para analisar políticas 
de CRR permite a solução de um modelo mais realista que os modelos publicados 



anteriormente. Especificamente, neste modelo os tempos de recuperação são re- 
presentados em forma exata (política R3), e o intervalo de tempo disponível 
comprendido entre um checlcpoint e o inicio do seguinte é considerado constante 
(política C2). Um dos resultados importantes foi encontrar uma expressão para o 
valor médio estacionário da disponibilidade e a função de distribuição da disponi- 
bilidade durante um ciclo de operacão. Ambas expressões contem termos que são 
calculados recorrentemente. 

A seguir especificamos formalmente o modelo, e calculamos o valor 
médio e a função de distribuicão da disponibilidade. 

O Modelo 

O objetivo deste capítulo é avaliar um modelo de um sistema de banco de dados 
submetido a CRR, que inclui os tipos de modelos C2 e R3 descritos anteriormente. 
Mais especificamente o interesse é avaliar o valor médio da disponibilidade do 
sistema em estado estacionario e a distribuição desta v.a. durante um ciclo de 
oeração. A análise será feita para um ciclo típico de operação. Em [9] foi calculada 
a função de distribuição da disponibilidade de um ciclo de operação para um mode- 
lo mais simples, conforme alí foi indicado esta medida é de interesse, pois permite 
especificar as condições sob as quais o sistema opera com uma disponibilidade 
maior ou igual a um determinado valor a, o que não pode ser feito mediante um 
análise de valor medio. Em linhas gerais, o resultado deste capítulo é de interesse 
devido aos seguintes motivos: 

1. O modelo emprega a política C2 de checkpoint, a qual é ótima no caso em 
que as falhas acontecem de acordo a um processo de Poisson [12]. 

2. Conforme indicado acima, o cálculo da função de distribuição da disponibi- 
lidade de tim ciclo é uma medida de interesse prático. 

3. Os tempos de RR são modelados em forma exata. 

4. Se obteve uma expressão fechada para o valor médio da disponibilidade, e 
a função de distribuicão desta v.a. é avaliada recursivamente. Este tipo 
de resultado além de original é importante, conforme indicado em [26], a 
disponibilidade obtida usando o modelo R1 (que é o normalmente usado na li- 
terat~ra)  corresponde somente em forma aproximada ao valor obtido quando 
se usa simulação (padrão de referência). Porém, de acordo com a mesma 
referência os resultados obtidos usando o modelo R3, se ajustam bastante 
bem à realidade (em [26] o modelo R3 foi resolvido usando simulação). 

5. As medidas calculadas fornecem uma informação bastante completa da o- 
peração do sistema. Até agora somente em [15] foi obtida a FDP da dis- 
ponibilidade, porém para um modelo mais simples e menos realista, pois 
os tempor de RR foram modelados com a política RI. Adicionalmente, 



naquele trabalho foram mostrados os beneficios de se dispor da FDP da 
disponibilidade. 

1 Descrição do Modelo e Análise Geral 

Tal como já foi discutido, um sistema de banco de dados submetido a políticas 
de CRR opera em forma cíclica. O ciclo se inicia com uma operação de Check- 
pointing, depois da qual vem um período de atendimento aos usuários. Uma vez 
finalizado este período de atendimento o ciclo é iniciado novamente. Durante am- 
bas as fases do ciclo podem acontecer falhas, as quais devem ser reparadas para 
que o sistema possa contintiar operando. Com o ojetivo de identificar diferentes 
eventos que acontecem num ciclo típico, define-se a seguir algumas variáveis de 
interesse. Para simplificar a exposição usa-se a figura V.2, na qual aparece de- 
senhado um ciclo típico de CRR. O valor de algumas variáveis não depende das 
possíveis falhas que possam acontecer; para distinguir este tipo de variáveis usa-se 
o símbolo 'a', isto é: se o valor de uma certa variável z não depende das falhas 
no ciclo, então ela é denotada como z*. Na figura V.2 aparecem três tipos de in- 
tervalos diferentes. O segmento esquerdo, de tamanho C, corresponde à parte do 
ciclo na qual se efetua o checkpoint. O segmento horizontal direito, de tamanho 
D, denominado período de disponibilidade, corresponde ao componente do ciclo 
no qual o sistema está disponível para atender transaqões. Neste período de dis- 
ponibilidade não são considerados os intervalos de tempo usados em operaqões 
de RR, os quais estão desenhados verticalmente a partir do instante (do período 
de disponibilidade) no qual acontece a falha. Esta forma gráfica de desenhar os 
tempos de RR permite indicar que depois da operação de RR, o sistema continua 
sua operação no mesmo estado em que se encontrava antes de acontecer a falha. 

Seja C* a v.a. correspondente ao tempo necessário para efetuar um 
Checkpointing no caso em que não acontecem falhas durante esta operação. Seja 
rn a v.a. correspondente ao número de falhas que acontecem durante a operação de 
Checkpointing antes que esta seja concluida com sucesso. Cada vez que acontece 
uma falha, o Checkpointing deve ser reinicializado. Seja ~ f a  (1 < I 5 rn) o instante 
de acontecimento da 1-ésima falha na operação de Checkpointing, medido a partir 
do inicio do ciclo. Seja C a v.a. correspondente ao tempo total necessário para 
efetuar com êxito a operação de Checkpointing. Evidentemente C = CC +rfm (ver 
figura V.2). 

Seja D o tempo total que o sistema está disponível para proces- 
sar transaqões no ciclo. Note que, como é usado o modelo C2, D tem um valor 
constante que independe das possíveis falhas que possam acontecer no período 
de disponibilidade. Seja n a v.a. correspondente ao número de falhas ocorridas 
durante o período em que o sistema está disponível (no valor de n não são con- 
sideradas as falhas acontecidas durante o Checkpoint). Seja t p  (1 5 1 5 n) o 
instante de acontecimento da 1-ésima falha na fase de disponibilidade, medido a 
partir do final do Checkpointing. Tal como aparece na figura V.2, no valor de t p  
não são considerados os períodos de CRR. Para simplificar a notação, definimos 



Figura V.2: Variáveis associadas a um Ciclo Típico de CRR 



adicionalmente tfl = O e tf,+l = D. 

Seja xi o i-ésimo segmento de tempo iítil, isto é o i-ésimo seg- 
mento do tempo disponível usado no atendimento consecutivo de uma ou mais 
transações. Na figura V.2 os segmentos de tempo útil aparecem desenhados com 
uma linha preta grossa. Seja tbl (1 5 I 5 n) o tempo útil acumulado até o acon- 
tecimento da i-ésima falha na fase de disponibilidade. Por exemplo, o segmento 
grosso vertical esquerdo da figura V.2, ilustra o fato de que tbl corresponde ao 
tempo acumulado atendendo transações no intervalo [O, tfl] do período de dispoizi- 
bilidade, isto é: tb, = xl + x2; análogamente tbz corresponde ao tempo acumulado 
atendendo transações no intervalo [O, tP] do período de disponibilidade, portanto: 
tb = x1 + 2 2  + x3 + 2 4  = tbl + x3 f 24,  etc. Evidentemente tbl 5 tfã, já que no 
intervalo [O, tp] podem existir subintervalos de tempo ocioso. Seja t,*b a v.a cor- 
respondente ao tempo necessário para efetuar uma operação de Retorno supondo 
que nesta operacão não acontecem falhas. Seja r; o tempo necessário para efetuar 
a 1-ésima operação de retorno e recuperação considerando que nesta operação não 
acontece falha. Da figura V.2: r; = tTb + tba. Seja p ( D )  o tempo total gasto no 
ciclo em operacões de RR no intervalo [O, D], considerando que cada uma destas 
operações não teve falhas. Na figura V.2, F ( D )  corresponde à soma de todos os 
intervalos de tempo desenhados verticalmente; isto é: F(B)  = E?=, r;. Sejam rl e 
F(D) as v.a's correspondentes ao tempo do 1-ésimo RR e o tempo total gasto eni 
oper acões de RR respectivamente, supondo que nestas operacões podem acont e- 
cer falhas. Por exemplo suponha que ao efetuar a primeira operação de Retorno 
(que, sem considerar as falhas, dura r;) acontece uma falha na metade dela (isto é 
rT/2 unidades de tempo depois de iniciada) e que no segundo intento esta operacão 
se executa corretamente, neste caso cumpre-se que: r1 = 1.5r;. 

Nos intervalos de tempo em que o sistema está disponível, a sua 
evolucão pode ser modelada por uma Cadeia de Marlcov (CM) homogênea de 
tempo continuo. Seja E = {el, ez, . . . , elEl) O espaço de estados do sistema, e seja 
ei E E o estado do sistema ao inicio do ciclo. Os estados da cadeia de Markov 
são tais que contêm a informaçã,~ necessária para modelar a evolução do sistema. 
Uma modelagem simples seria considerar o estado ek, (1 5 k 5 IEl), igual a 
h; onde k corresponde ao níunero de transações em espera para serem ou sendo 
processadas. Outra alternativa é considerar que o estado, além de conter o nilimero 
de transaqões a serem processadas, contêm informacão representando a estrutura 
(a qual pode variar) do sistema. Portanto, para não particularizar a análise a 
nenhuma interpretação específica, no restante deste capítulo, o k-ésimo estado 
será denotado como ek. Seja q(ek) o número de transações a serem (ou sendo) 
atendidas no estado er; E E. Dependendo da definicão particular de estados da 
CM pode existir mais de um estado que tenha associado um mesmo número de 
transações, ou seja, pode acontecer que q(ek) = q(ej) para ek # ej. Seja U C E, o 
conjunto de estados nos quais o sistema está realizando trabalho útil, isto é está 
atendendo transações. Seja Z = E - U, o conjunto de estados nos quais o sistema 
está ocioso, isto é, nos estados pertencentes a Z o sistema está disponível para 
atender transacões, porém não está sendo utilizado. 

O valor de algumas variáveis depende do estado do sistema ao 



início do ciclo. Para identificar este tipo de variáveis, elas serão denotadas com 
o s~~bíndice i no caso em que o estado do sistema ao início do ciclo seja o estado 
ei. Por exemplo a variável F realmente deve ser escrita como c ( D ) ,  já que ela 
depende do estado do sistema ao inicio do ciclo. 

Com o objetivo de simplificar a análise do modelo, são feitas as 
seguintes suposições: nos intervalos de Checkpointing e disponibilidade as falhas 
acontecem com taxa constante igual a y, e yd respectivamente; nas operações de 
RR não acontecem falhas, isto implica que Fi (D) = e (D) ; durante os períodos 
de disponibilidade, os tempos entre chegadas de transações ao sistema são v.a. 
exponecialmente distribuídas, com parâmetro A; durante as operacões de CRR 
não são permitidas as chegadas de transações ao sistema; nos intervalos de dis- 
ponibilidade o tempo de servico das transaqões é uma v.a. exponencialmente 
distribuída com parâmetro p; o sistema tem a capacidade de armazenar como 
máximo N transaqões, incluindo aquela que está em serviqo; o tempo necessário 
para efetuar um Checkpointing dado que não acontecem erros (C) é constante; 
Esta última hipótese é razoável já que o Checkpointing corresponde a fazer uma 
gravação de todos os arquivos do sistema e apesar de que a informação contidas 
neles varia, esta variação é percentualmente pequena devido ao grande volume de 
informação do Banco de Dados. Por este mesmo motivo supõe-se que o tempo 
necessário para efetuar o Retorno é constante, em conseqüência no restante deste 
capítulo este último tempo será denotado com o símbolo t& 

Por últirno, para avaliar as diferentes medidas de interesse usar-se-á 
a técnica de randomização descrita anteriormente. A seguir iniciamos a análise 
calculando o valor esperado da disponibilidade. 

V .4 Avaliação da Disponibilidade Média 

Seja Ai(D) a v.a. correspondente à fraqão de tempo que o sistema está disponível 
(disponibilidade do sistema) para o atendimento de usuários, dado que o tempo 
total disponível no ciclo é igual a D e o estado do sistema no início do ciclo 
é ei. O objetivo desta seqão é avaliar E[&(D)], o valor médio estaciorihio da 
dispoibilidade em um ciclo. 

Os instantes de inicio de ciclo nos quais o sistema está no estado ei 
constituem pontos de renovação do sistema. Portanto, para avaliar E[Ai (D)] usam- 
se os resultados da teoria de renovação com recompensas [28], a qual estabelece 
que: 



O modelo especifica que E[D] é constante, com valor igual a D. 
Portanto: 

Isto implica que para avaliar E[Ai(D)] precisa-se calcular E[C] e 
E[Fi (D)] , o qne será feito a seguir. 

V.4.1 Avaliação do Tempo Médio de Checkpointing 

Tal como já foi discutido, cada vez que acontece uma falha durante uma operação 
de Checkpointing, esta deve ser reinicializada. Portanto, coiidicionando no ins- 
tantc r da primeira falha dcpois dc tcr iniciado o Checkpoint, tcmos quc: 

O primeiro termo do lado direito da equação V.3 corresponde ao 
caso que não acontecem falhas duralite o Checkpointing. O segundo termo cor- 
responde ao caso em que depois de ter iniciado o Clzeckpoint, acontece ao menos 
uma falha. Neste caso o tempo total para efetuar o Checkpointing é igual ao 
tempo transcorrido até acontecer a primeira falha (7)) mais o tempo necessário 
para efetuar o CheckpoZnting depois desta falha. Este último tempo corresponde 
exatamente a E[C], já que depois da falha o sistema está na mesma situação que 
tinha em t = 0. 

Resolveiido a integral da equação V.3, chega-se a que: 

De onde conclui-se que: 

É interessante notar que no caso em que não podem acontecer falhas 
durante o Checkpointing, ou seja y, = O, o valor de E[C] é igual a C*, como era de 
se esperar. Este fato se deduz facilmente de V.4 tornando o limite quando y, -+ 0. 

V.4.2 Avaliação de E [c (D)]  . 
Para valiar E[l$ (D)] condiciona-se no número n de falhas que acontecem durante 
o tempo que o sistema está disponível, com o qual obtem-se: 



Para calcular E[F:(D) In] usa-se a hipótese de que as falhas aconte- 
cem segundo uni processo de Poisson independente do estado do sistema. Neste 
caso pode-se usar o seguinte teorema [18]: dado que no intervalo [O, D] acontecem n 
eventos do processo de Poisson, então a distribuição conjunta dos instantes destes 
eventos é igual à distribuição conjunta das estatísticas de ordem de n variáveis 
aleatórias independentes uniformes em [O, D]. Seja F , , ~ ( D )  o tempo acumulado 
pelo sistema atendendo transaqões no intervalo [O, y k ) ( D ) ] ,  no caso em que o es- 
tado inicial é ei, e Fk)(D) é a k-ésima estatística de ordem de n v.a's uniformes 
em [O, D], então o teorema anterior implica que: 

Devido à definição de F,*(D), 1 5 k 5 n, e sua relação com Tk)(D): 

00 

E[q (D)] = ~E[F,,: ( D ) ] q ~ ( t )  = n] 

O somatório de acima corresponde ao valor médio do processo de 
Poisson, isto é: 

00 

Usando V.9 eni V.8: 

Para avaliar E[F,,~(D)], condiciona-se no instante T (do período de 
disponibilidade) no qual acontece a falha, com o qual obtem-se que: 



E[F,,~(D)] = 1 E[F$ (D) 17j4instante da falha = 71 d~ (V. 11) 
r=o 

onde E[F,:(D) 14 corresponde E[~$,:(D)] para o caso em que a única falha acon- 
tece no instante T E [O, D]. Agora, usando o fato que o instante de acontecimento 
da falha é uma v.a. uniformemente distribuída no intervalo [O, D], a equação V. l l  
fica: 

Como os tempos de RR estão sendo modelados em forma exata, 
E[F,,~(D) corospolide ao tempo necessário para efetiiar a operação de Re- 
torno, mais o tempo total acumulado pelo sistema atendendo transações no inter- 
valo [O, T] do período de disponibilidade, (este líltimo tempo será denotado -LbT), 
isto é: 

E[<,: (D) 14 = E[t:b f t b ~ ]  (V.13) 

Como é constante, e independente de tbT, conclue-se que: 

Por definição, tb, corresponde ao tempo total acumulado pelo sis- 
tema no conjunto de estados E U (i.e, estados onde o sistema executa trabalho 
útil) no intervalo [O,r] do período de disponibilidade. Acontece que esta medida 
foi calculada anteriormente em [6]. Na equação 5.5 dessa referência estabelece-se 
(~isando a notação deste escrito) que: 

Onde A é a taxa de randomização, e Ri [m, I] corresponde à probabilidade que a CM 
randomizada transite por 1 estados E U no caso em que acontecem m transições 
e o estado inicial é o estado e;. Ri[m, I] é calculado recorrentemente usando as 
seguintes equações [6] : 



Onde P é a matriz de transição da CM randomizada, e p, E P corresponde à 
probabilidade de transição em um passo do estado ei ao estado ej. As condicões - 
iniciais para Ri [m, I] são [6] : 

Ri [O, O] = { :: 
Sustituindo V.14 e V.15 em V.12, obtem-se: 

1 w m f l  D 

E[C,? (D)] = t:, + - E 1 Oi [m, l] AePAT d r  (V.20) A2D m=O l=l -0 (m f 1) ! 

A expressão dentro da integral corresponde à ftmção de densidade 
de probabilidade de uma v.a. Erlang com parâmetros ( A T , ~  + 1). Portanto 
a integral corresponde à funqão de distribruqão, no instante D da v.a. Erlang. 
Sustitrundo na equação V.20 a expressão da funqão de distribuição da v.a. Erlang 
[28]: 

Agora, sustituindo V.21 e V.9 em V.8, obtem-se: 

rn ( m  nL+l ~li.1 = u ~ t k + - x  I - e - ' ~ z ~ }  x i ~ i [ ~ x , i l  
A2 "'i rn=O i=o 1=1 

Por último, sustituindo as equações V.4 e V.22 na equação V.2: 

Onde R;[m, I] é calculado em forma recorrente usando as equações V16.. . V19. A 
equação V.23 corresponde à solução do problema. 



V.5 Disponibilidade média para uma variante do 
Modelo. 

Uma possível variante do modelo recém analisado é supor que durante o Check- 
point não podem acoiitecer falhas, porém durante esta operação podem chegar 
novas transações, com taxa constante = A. 

A análise deste caso é essencialmente a mesma que a feita anterior- 
mente, porém é necessário fazer as seguintes modificações: 

Em primeiro lugar a equação V.4 deve ser trocada por: 

Por outro lado, para avaliar E[T(D)] condiciona,-se no estado em 
que fica o sistema logo após o Checkpoint. Condicionando e descondicionando: 

Onde xl(t) corresponde ao estado do sistema no instante t ,  medido 
a partir do inicio do ciclo e Fi(D) corresponde ao tempo total gasto pelo sistema 
em operaqões de RR dado que ao final do Checkpoint ele fica no estado ej. 

Considerando que o problema permanece essencialmente o mesmo, 
para avalias E[F' (D)] , evidentemente usam-se as mesmas equações que foram obti- 
das para o cálculo de E[F: (D)], só que neste caso é necessário usar o estado ej como 
estado inicial. 

A probabilidade do sistema encontrar-se no estado ej após o Clzeck- 
point dado que o sistema estava em ei no instante inicial (isto é P[xl(C*) = 

ejlxl(0) = ei]), é calculada condicionando no número de transações submetidas ao 
sistema durante esta operaqão, da seguinte forma: 

Onde, segundo ja foi definido, ?(ei), é uma função qiie entrega o 
número de transações no sistema quando este se encontra no estado ei, e p$ cor- 
responde à probabilidade de transitar do estado ei ao estado ej em 1 transições da 
CM raudonizada. O valor de p:j é o i,j-ésimo componente da matriz P ', logo [19] : 



Por último, sustituindo as equações V24 . . . V26 na equação V.2, chega-se a que: 

Onde P[XI(C) = ejlxl(0) = ei] e E[T(D)] são avaliados usando as equações V.26, 
V.27 e V6. . . V22 respectivamente. 

V.6 Avaliação da Função de Distribuição da Dis- 
ponibilidade 

O objetivo desta seção é avaliar FAi(D, a), que corresponde à função de dis- 
tribuição da disponibilidade de um sistema de banco de dados submetido a política 
de CRR. Mais especificamente: 

Onde a é um valor real não negativo. 

O sistema será representado pelo modelo 2 da seqão V.5, com as 
restriqões adicionais de que t&, = O e que nas operaqões de RR não podem acontecer 
falhas. 

Com o intuito de facilitar a leitura, a seguir reescrevem-se as su- 
posiqões do modelo empregado: os tempos entre Checkpoints estão dados pela 
política C2, os tempos de recuperação correspondem ao modelo R3, o tempo de 
Retorno s~zpõe-se zero (tPb = O), durante as operações de Clteckpointing não po- 
dem acontecer falhas (C = C*), durante os periodos de disponibilidade as falhas 
acontecem com taxa constante yd, nas operaqões de RR não acontecem falhas 
(Fi = e), durante os períodos de disponibilidade as transaqões chegam e são aten- 
didas com taxa constante igual a X e p respectivamente, o sistema tem capacidade 
de armazenar como máximo N transações (incluindo aquele que está em sesvic;~), o 
tempo necessário para efetuar um Clzeckpoint é constante (C* = constante) e nos 
intervalos de tempo em que o sistema está disponível a evolução dele é modelada 
por uma cadeia de Markov homogênea de tempo continuo. 

Para avaliar FAi(D, a), em primeiro lugar condiciona-se no estado 
em que fica o sistema logo após o Checkpoint. Portanto, análogamente à equaqão 
V.25 tem-se que: 



Figura V.3: Intervalo de tempo disponível (D) 

Onde FAi(D, a) corresponde à FDP da disponibilidade dado que o 
estado do sistema ao final do Checkpoint (xl(Ce)) é o estado ej. A probabilidade 
de transição entre estados durante o Checkpoint (P[x1(C*) = ejlx1(O) = ei]) foi 
calculada na eqtiaqão V.26. 

Para sinlplifica,r as explicações, a partir deste ponto, o símbolo D 
(ver figura V.3) será usado para denotar tanto o intervalo de tempo em que o 
sistema está disponível para atendimento a usuários, quanto o seu comprimento , 
(este pequeno abuso de notacão não deve causar confiisões). Lembra-se também 
que no intervalo D não se consideram os tempos usados em operaqões de CRR. 

Seja tii e ttj os instantes de tempo E D nos quais acontecem a i- 
ésima falha do sistema e a j-ésima transição da cadeia de Markov respectivamente. 
Seja N(D) o processo de Poisson independente do estado do sistema com taxa 
yd, correspondente ao número de falhas do sistema no intervalo ID. Seja M(D)  o 
processo de Poisson com taxa A independente do estado do sistema, correspondente 
ao número de transiqões da CM randomizada no intervalo D. Então define-se o 
processo de Poisson W (D), com taxa v = T~ + A, como a composição dos processos 
N(D) e M(D).  Para definir W(D) foi usado o conhecido fato de que a composiqão 
de dois processos de Poisson é outro processo de Poissoii com taxa igual à soma 
das taxas dos processos componentes [28]. 

Para avaliar FAj(D, a), em primeiro lugar condiciona-se no número 
de eventos do processo W(D), e aplica-se o teorema de probabilidades totais, de 
onde tem-se que: 



Agora condicionando e descondicionando no valor de N ( D )  : 

É sabido o fato que [28]: 

Adicionalmente, como W ( D )  corresponde à composicão dos processos N ( D )  e 
A4 ( D )  , evidentemente: 

Com m = z - n. Para simplificar a notaqão, FAj(D,  a lN(D)  = 

n, M ( D )  = z - n) será escrito como FAj(D,  Lln, m). 

Ao sustituir V.32, V.33 e V.34 em V.31, obtem-se: 

A disponibilidade do sistema é dada pelo tempo total em cpe o 
sistema encontra-se operacional num ciclo, dividido pelo tempo total do ciclo; 
portanto: 

Onde F,"(n, m) corresponde ao tempo total gasto pelo sistema em 
operações de RR dado que: x1 (C*) = ej;  nas operações de RR não podem acontecer 
falhas; t:, = O; N ( D )  = n; M ( D )  = m. 



Seja L = o - C  - D. Como C ,  D e a são parâmetros de entrada 
do sistema; para tun conjunto dado destes parâmetros L corresponde a um deter- 
minado valor constante. Portanto a equação V.37 pode ser reescrita da forma: 

Agora, usando a definição de (n, m), chega-se a que: temos que: 

4F;(n,  m, D)) < L] = P m) < L 
1=1 I 

Onde r;'(n, m) corresponde ao tempo gasto na 1-ésima operação de 
RR dado que: xi(C*) = ej, N(D)  = n, M ( D )  = m e nas operações de RR não 
podem acontecer falhas. 

Seja w, (1 5 q 5 n + 1) o intervalo tiq], (ver figura V.3). 
Seja B(v) a v.a. correspondente ao tempo acumulado pelo sistema atendendo 
transações num certo intervalo v E D. Por definição de r;'(n, m), tem-se que (ver 
figura V.2): 

r;'(% m) = B(w1) + B(w2) + . . . + B(wi) 

Sustituindo V.40 em V.39: 

A equaqão V.42 indica que os segmentos de tempo E w, ocupados 
atendendo transações, devem ser reprocessados (n - q + 1) vezes, isto devido às 
falhas números q, q + 1, . . . , n (ver figura V.3). 

Seja v' (1 2 I < n + m + 1) o intervalo de tempo E D compreendido 
entre o (1  - 1)-ésimo e o 1-ésimo evento do processo W ( D )  (ver figura V.3). Seja k, 
(1 < q 5 n + 1) o número de eventos do processo M ( D )  ocorridos no intervalo w, 
e seja IC, = C;=, k,, Em termos destas variáveis a equação V.42 pode ser reescrita 
da seguinte forma (ver figura V.3) : 
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Como v1 v h  = 4, no caso em que 1 # h: 

Por definição da v.a. B(va), cumpre-se que B(va) = O no caso em que 
o sistema não atende usuá.rios no intervalo v1 E D; e B(u1) = v1 em caso contrário, 
portanto: 

Onde a função I[%] vale 1 se o evento x for verdadeiro e vale O em 
caso contrário; e o evento [xZ(u1) E U ]  é verdadeiro se no segmento v1 o sistema 
está ocupado atendendo transaqões. 

Para cada estado ek E E atribue-se uma taxa de recompensa, dada 
pela seguinte equação: 

p(n9m) (ek, vi) = (n - q + 1) I [ek E 2.41 , onde v1 E wq (V.46) 
l<l<?a+m+l 

A taxa de recompensa atribuída aos estados do sistema segundo a 
equaqão V.46, corresponde a uma função de recompensa não homogênea, isto é: 
a recompensa atribuída a um certo estado varia no tempo, Já que ela depende 
do intervalo va (1 5 I 5 n + m + 1) em que o sistema permanece nesse estado. 
Outro aspecto interessante da equação V.46 é que o valor p(n~m)(ek, v), é um inteiro 
E [O, n] , pois o valor de q varia na equaqão V.46 entre 1 e (n + 1). A discussão 
anterior implica que: as taxas de recompensas atribuídas aos estados E U é da 
seguinte forma: No segmento w1 OS estados E V ganham uma taxa igual a n, no 
seguinte segmento (w2) ganham uma taxa (n- 1), . . . , no peiiúltimo segmento (w,) 
ganham uma taxa igual a 1, e no Último segmento (w,+~) não ganham recompensa. 
Por outro lado os estados E Z em nenhum caso ganham recompensa. 

Segundo a equaqão V.44, as taxas de recompensas atribuídas aos es- 
tados são necessárias para calcular o tempo total ( q ( n ,  m, D)) usado em operaqões 
de recuperação no intervalo D e podem ser explicados em termos intuitivos da 
seguinte forma: Será visto, em primeiro lugar, o que acontece com as transações 
atendidas no intervalo (0, tD]. Estas transações necessariamente são parte de tbl e 
portanto também devem ser parte de tb2,. - . , tbl. (ver figura V.2)) o que implica que 
tais transações devem ser reprocessada n vezes. Portanto:'cada unidade de tempo 
que o sistema passa atendendo usuários no intervalo [O, tf,] deve ser reproduzido 
n vezes, nas operações de recuperação numéros 1 .  . . n. Outra forma de dizer o 



anterior é que: para o cálculo do tempo total gasto em operaqões de recuperaqão 
cada unidade de tempo útil E [O, tf,] deve ser considerada como n unidades de 
tempo nas operaqões de recuperaqão (correspondentes às n diferentes operações 
de recover)'. Um raciocinio análogo demostra que transações processadas no in- 
tervalo (tfq-, , tfn] devem ser reprocessadas (n - q+ 1) vezes, devido as operações de 
recuperaqão correspondentes as falhas ocorridas depois do processamento original 
destas transações. Agora analisa-se o que acontece com um segmento de tempo 
&i1 no meio do qual acontece a q-ésima falha (1 2 q 5 n), (como por exemplo no 
caso da n-ésima falha da figura V.3). Lembre-se que um segmento corresponde ao 
processamento de uma ou mais transaqões em forma consecutiva. Suponha que 
são conhecidos os tempos de processamento dessas transaqões (previamente estes 
tempos são selecionados aleatoriamente de uma v.a. exponencial de parâmetro p ), 
então im raciocinio análogo m feito nos casos anteriores demostra qiie a parte do 
segmento previa à falha deve ser reprocessada (n- q+ 1) vezes e a parte posterior à 
falha deve ser reprocessada (n - q) vezes. Isto é verdade inclusive para a transação 
que estava sendo processada no instante de falha. Por último, os subintervalos de 
tempo E D nos quais o sistema não processa transaqões evidentemente não devem 
ser considerados nas operaqões de recuperação, e portanto recebem recompensa 0. 

Voltando agora ao cálculo de qFj*(n,  m, D) < L], sustituim-se V.45 e V.46 em 
equação V.44, de onde: 

Conceitualmente a equação V.47 indica que P[Fj (n, m, D) < L] 
corresponde à probabilidade que a recompensa total acumulada pelo sistema no 
intervalo D seja menor a L, dado que a taxa de recompensa atribuída a seus estados 
corresponde à estabelecida na equação V.46. Isto quer dizer que o problema de 
avaliar q F ' ( n ,  na, D) < L] é um tipo da área de Desempenhabilidade [J]. É 
interessante ressaltar que a equaqão V.47 estabelece um nexo entre as áreas de 
CRR e Desempenhabilidade, e que o estabelecimento desta relação é uma das 
contribuições importantes deste trabalho. Para resolver a equagão V.47 serão 
usados três métodos, já que eles foram empregados, anteriormente, com êxito, na 
área de desempenhabilidade. O Método 1 foi usado em [5] para avaliar Fi(t,r). 
O M4todo 2 corresponde ao Mktodo A do capítiilo I1 e C! o m4todo qiie foi iisado 
em [9] para avaliar Fi(t, r ) .  O Método 3 é o método B do capítulo 11, e é original 
desta tese, e, tal como ficará evidente mais adiante, é o mais conveniente (dentre 
os três citados) para resolver V.47. 

V.6.l Método 1 

Este método é análogo ao aparecido em 151. 



+ -, 
Seja Kn,, um vector de n + 1 componentes, da forma I(,,nz = 

(TG,, , , ko). Onde k,  (O 5 c 5 n), corresponde ao número de segmentos 
vl (1 5 1 5 n + m + 1) nos quais o sistema ganha recompensa igual a c. De V.46, 
k,  corresponde ao número de segmentos vi pertencentes ao intervalo wn-,+l, nos 
quais o sistema está em estados E 24. Como o número de transições de W ( D )  é 

+ + 
n + m, cumpre-se que 1 K,,,, I =  C:="=,, = n -i- + -i- 1. Seja Qj[Kn,,] a probabil- 
idade que o sistema visite k,  (O 5 c 5 n) estados com recompensa c,  dadas as 
seguintes condições: N(D) = n, M(D)  = m, e xl(C*) = ej. Seja IC,,,, o conjunto 

+ 
dos possíveis valores de K,,,,. Condicionando (e descondicionando) no valor de 
Qj [&,,,I na equação V.47, obtem-se que: 

+ 

Para resolver V.48 é necessário calcula Q.i[Kn,,]. Isto será feito em forma recor- 
rente, nos valores 'n' e h', porém, para fazê-lo, é preciso entender a forma em 

-f 

que o vetor Kn., pode ser obtido recorrentemente. Isto é o que será feito a seguir. 

Considere o primeiro evento do processo de Poisson W(D). Este 
evento pode corresponder a uma falha, isto é pode ser um evento do processo 
N(D). Neste caso falamos que é um evento de tipo 1. A outra alternativa, é que 
o primeiro evento de W(D) corresponda a uma transição da cadeia de Markov 
randomizada, isto é: pode ser um evento do processo M(D). Neste caso dizemos 
que é um evento de tipo 2. Seja U& a primeira estatística de ordem do processo 
N(D) (tipo de processo 1)) e seja U(3 a primeira estatística de ordem do proceso 
M(D)  (tipo de processo 2). Então, dado que acontecem n eventos do primeiro 
tipo e m eventos do segundo tipo, é fácil demonstrar que: 

Para calcular 0, [2n,m] condiciona-se no primeiro evento do processo 
de Poisson W (D) segundo V.49, a probabilidade de que este evento seja uma falha 
é,, 

nfm e a probabilidade que seja uma transição da cadeia de Markov randomizada 
é "  

nfm' 

Por outro lado, caso o primeiro evento de W(D) E N(D), 
-t 

é obtido a partir de KnP1,,; e caso o primeiro evento de W(D) E M (D), K,, 
+ -t 

é obtido a partir de K,,,-1. Para entender melhor como o vetor K,,, é obtido 
--t 

em forma recorrente, a seguir indica-se como ele é obtido a partir de K,1,, ou 
-, 

Kn,,-l, segundo seja o caso. Para simplificar a explicaqão, ela será feita em base 
as figuras V.4 . . . V.ll. Nelas aparece desenhado o intervalo D e os eventos dos 
processos N(D) e M(D).  Os eventos E N(D) estão desenhados como setas que 
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Figtira V.4: Relação entre K,,, e Kn-s,, (parte a): &,4 = (1,2,1,4) 

apontam desde cima a algum instante de D. Analogamente, os eventos E M (D) 
aparecem como setas que apontam desde baixo a algum instante E D. Como 
antes, os segmentos E D nos quais o sistema está fazendo trabalho útil, aparecem 
desenhados com linha grossa, os demais segmentos estão desenhados com linha 
fina. No título de cada figura aparece o vetor l?,, correspondente. 

Este vetoi é obtido fácilmente das figuras, da seguinte forma (ver 
definição de I ? , ,  e equação V.46): o c-ésimo componente (1 < c < n - 1) cor- 
responde ao número de segmentos desenhados com linha grossa que se encontram 

+ 

entre os eventos número c e c+ 1 de N(D) contando de direita a esquerda; K,,,,[n] 
corresponde ao número de segmentos com linha grossa à esqiierda do primeiro 
evento de N(D)  (o de mais a esquerda), por último &,,[O] corresponde ao número 
de segmentos desenhados com linha fina que estão no intervalo [O,N(D)] mais 

+ 1 f 

todos os segmentos à direita de N(D) .  A relação entre K,,, e Kn-l,,, Kn,m-s, 
será estabelecida para os diferentes casos possíveis. Estos casos estão dados por 
duas situações independentes (que dão origem a 4 ca.sos diferentes), que são: 1) se 
o primeiro evento de W ( B )  pertence a N(D)  ou a M(D) ;  e 2) se o estado inicial 
pertence a U ou a Z. 

Seja @ o operador concatetiaqão entre dois vetores, isto é v'= ÜS @&, 
indica que o vetor V é  obtido concatenando ao final de i&. Sejam as funções I' 
e 5 definidas como: 

Seja O vetor de n + 1 componentes (com índices n . . . O), tal que 
todas elas são 0, excepto a c-ésima (O 5 c < n) que vale 1. 
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Figura V.5: Relação entre Kn,,, e Kn-l,, (parte b) 112,4 = (2,1,4) 

-, -+ 
Figura V.6: Relacão entre Kn,, e K,-l, (parte c): I & 4  = (O, l , 1 ,  6) 
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Figura V.7: Relaqão entre Kn,, e IC,-l,, (parte d): 1<2,4 = (1,1,5) 
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Fig~rra V.8: Relação entre Kn,, e Kn,,-1 (pasrte e)  : K3,* = (2 , l  , 1,4) 

D 
-, 

Figura V.9: Relação entre I?,, e Kn,7n,,1 (parte f): K3.3 = (1, 1, 1, 4) 



A figura V.4 corresponde ao caso em que o primeiro evento de W (D) 
pertence a Af(D),  e o estado iiiicial pertence a U ,  por outro lado, a figura V.5 
corresponde à V.4, porém com o primeiro evento de W(D) eliminado. Ambas 

-+ -, 

figuras il~rstram a relaqão entre I(,,,, e IrT,-l,m, que para este caso está dada por: 

Análogamente, as figuras V.6 e V.7 exemplificam o mesmo caso 
anterior, porém quando o primeiro estado pertence a Z. Neste caso: 

A figura V.8 corresponde ao caso em clue o primeiro evento de W ( D )  
pertence a M(D) ,  e o estado inicial pertence a 24 por outro lado, a figura V.9 é 
idêntica a V.8, exceto que foi tirado o primeiro evento de W (D). De ambas as 
figuras: 

A figura V.10 corresponde ao caso em que o primeiro evento de 
W(D) pertence a M(D)  e o estado inicial pertence a Z por outro lado, a figtira 
V.l l  é idêntica a V.lO, ecepto que foi tirado o primeiro evento de W(D). De 
ambas as figuras: 

Seja Ip e 7, as ftiiições índices definidas como: 

1, se o primeiro evento de W(D)&(D) 
i={O se o primeiro eve7~to de W(D)  E M(D)  

o D 
-, 

Figusa V.lO: Relação entre $,,, e Kn,m-l (parte g): l?3,4 = (1,1,1,5) 



f f 

Figura V.11: Relação entre K,,, e Kn,m-l (parte h): = (1,1,1,4) 

As equações V.50 . . . V.53 podem ser reescritas em forma mais re- 
sumida da seguinte forma: 

Voltando agora ao cálculo de Qj[l~,],  condiciona-se (e descondiciona- 
se) no tipo do primeiro evento de W(D), e usa-se V.54,de onde: 

Note que os fatores e n+m "- determinam os casos Ip e & respec- 
tivamente. Isto será importante mais adiante na solução de V.48. 

As condições iniciais de Q~[K,,,] estão dadas por: 

?O) ~ j [ k ~ , ~ ,  O, m] = I = (m + 1)l0 ] , para todo ej E E (V.56) 

Voltando agora à solução da equação V.48; para calcular 
P [xyz; ~ z - ~ + ~  I[xz(l) E U] (n - q + l)q < L I I ~ , ~ ]  (segundo o Método 1) procede- 
se analogamente a [5 ] .  Para o qual nota-se que o termo entre chaves da equaqão 
V.48 corresponde ao lado direito da terceira igualdade da equação 11.6, (no caso 
em que q = (n - q + l)I[xa(Z) E U], 1 I: q 5 n + 1). Isto quer dizer que este 
termo corresponde à combinação linear das estatísticas de ordem de (n + m) v.a's 
uniformes em [O, D]. Então, para cada valor do vetor k n ,  (que indica o número de 
segmentos em cada recompensa), calcula-se uma combinação linear de n + m v.a's 
Dirichlet (ou eq~uvaleiitemente a CLEO de n+rn v.a's uniformes, ver equação II.6), 

+ f 

da forma: Iir,,,[n] variáveis com recompensa n , K,,,[n - 11 variáveis com recom- 
pensa n - 1 , . . . , 1?~,,[0] variáveis com recompensa O. Portanto, análogamente a 



[5] pode-se calcular esta combinação linear fazendo uso do resultado de [32] (outra 
alternativa seria usar, por exemplo, o resultado do capítulo I1 deste trabalho). 

Embora seja simples calcular a combinação linear de estatísticas 
de ordem mencionada acima, o custo computacional associado ao Método 1 pode 
ser muito grande, devido ao número de termos Clj[k7t,m] diferentes. Este número 
corresponde à cardinalidade do conjunto K,,,, que está dada por todos os valores 
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diferentes possíveis que pode assumir o vetor K,,,,, s~~jeito à restrição: C:,, I%, = 

n + m + 1. Um breve raciocínio nos diz que IKn,,I = O (( )) , isto e': 

a cardinalidade de K,,, tem um custo combinacional, o que representa um custo 
muito alto. Entretanto como a probabilidade do número de falhas ser 'grande' 
(isto é maior que 2) no intervalo considerado é pequena, para uma determinada 
tolerância podemos truncar o valor de n para um valor baixo (por ex.: n = 2,3), 
e portanto o custo total será da ordem 

(?-) = 
(n f  m f  1) . . . (  m f l )  mn 

a- 
n ! n ! 

se m » n. Note que, devido à randomização, m N AD, onde A é a taxa de 
randomização da cadeia de Wlarkov. 

Devido ao alto custo computacional asociado à solução entregue 
pelo Método 1, a seguir será usado o Método 2, com o objetivo de avaliar 
qq (n, m) < L] em forma mais eficiente. 

V.6.2 Método 2 

Este método corresponde ao Método A do capítulo 11, e tal como foi indicado nesse 
capítulo, foi extraído de [9]. Com o objetivo de sintetizar a exposição serão usadas 
as explicações dadas no capítulo 11. 

Em primeiro l~zgar a equação V.48, no caso n = m = 0, implica 
que: 

Porém neste caso v1 = D, e portanto: 

qF; (O, O, D) < L] = q p ( O ' O )  (ej, vi) D < L] 

= u[L - p(090) (%, vl)D] 



Para avaliar r[Fj (n, m, D) < L] no caso em que n+m >. 1, condiciona- 
se no instante .r de acontecimento do primeiro evento do processo W(D), com o 
qual: 

Onde: 

n+m-1 (l"m)(D-T) Dn+m : função de densidade de probabilidade do tempo T E [O, D] do 
primeiro evento de W ( D ) .  

L b  

n+m 
. Probabilidade que o primeiro evento de W(D) seja urna falha. 

m. 
n+m Probabilidade que o primeiro evento de W(D) seja uma transição da CM 

randomizada. 

p.ik: Probabilidade que a primeira transiqão da CM randomizada seja (ej, ek), dado 
q.ue o primeiro evento do processo W(D) foi uma transiqão da CM. 

p(n7nL)(ej, vl) : taxa de recompensa associada ao segmento v1 . 

7p("~") (ej, vl) : recompensa ganha pelo sistema no (primeiro) segmento VI, dado 
que o comprimento dele é T. 

Seja Fj(D, zln, m) a transformada de Laplace Stieljes sobre a variável 
L de q?(n,  m, D)  < L], e CC o seu operador. Aplicando esta transformada na 
equação V.58: 

Analogamente, aplicando a transformada em V.59 e usando as ob- 
servações feitas no parâgrafo anterior a 11.10: 



Seja Xj(s, zln, m) a transformada de Laplace sobre a variável D de 
F'(D, zln, m), e seja C o operador dela. Aplicando esta transformada em V.60 e 
V.61: 

1 

Portanto: 

1 zj(s, zln, m) = /* . . . Sm 
61 =s bn+,=bn+,-I (b,+, f p(n9m) (ej, vi) 2) 

É importante notar que o produto dos dois primeiro termos de acima 
formam uma expressão semelhante ao lado direito de 11.27, e que, o produto do 
primeiro com o terceiro termo de acima formam uma expressão semelhante à 
equação (18) de [9]. Portanto a solução de V.63, dada por V.64, é também seme- 
lhante à soma das soluções dadas por 11.29 e (19) de [9]. A diferenqa consiste em 
que em V.63 a recorrência é feita em duas va.riáveis (n e m) interdependentes e, 
embora os passos da solução sejam os mesmos descritos anteriormente, devido a 
que aqui estamos resolvendo um problema maior, a solução final é bem mais com- 
plexa. Para explicitar os detalhes da solução e indicar as diferenças com respeito 
à solução anterior, a continuação estão todos os passos necessarios do método. 

Seja R, = {rn,r,,-1,. . . , rO)  O conjunto de valores diferentes das 
taxas de recompensas p("?")(ej, vi), (1 5 1 5 n + m + 1). Segundo já foi discu- 
tido, a equação V.46 estabelece que 7&, = {n, n - 1, . . . , O), porém para manter 
a notação do capítulo 11, continuar-se-á considerando o mso mais geral, no qual 
R, = {r,, . . , ro). A seguir demostra-se por indução que: 



n+ m 
pf '4 (h) 
p+m+l-h +c" p-!-m+l-h dbn+, . . . dbl 

(n,m) Onde ,Bj (h) e y p m ) ( c ,  h) são valores reais que não depen- 
dem das variáveis x,  s, bl, . . . , b,+, e são calculados recorrentemente da forma que 
será indicada mais adiante. 

Demostração de V.64 

Base 

Onde foi usado o fato que quando n = m, = O,  as integrais JbP . . . K+m 
não existem. 

a equacão V.64 corresponde à equacão V.62 tem-se que pois r. = 0 ,  
e de V.46: p(O~O)(e j ,u l )  = O para todo ej, pois q = 1 quando n = m = O. Em 
conseqüência a base da indução é satisfeita. 

Hipótese Indutiva. Supondo que a equação V.64 é válida no caso em que o 
número de eventos do processo W ( D )  é menor ou igual a (n + m - 1)) a derivada 
da equacão V.63 pode ser calculada da seguinte forma: 

11. m $'"-" (c, h) 

+ C C  zn+m-h ] ) hn+ml . . . d x ,  
c=l h=l (xn+m-i + ~ c z )  h 



n-1 n c + l  (c, h) 
p+m-h 

c=l h=l 1 
(V. 67) 

Por simplicidade da notação o termo p@fm)(e;, vi) será denotado . " .  , 

como r*.  Sustituindo v.67 em V.63: 

Por outro lado, a equação V.46 estabelece que: 

Lembrando, que no problema particular que está sendo tratado, 
r, = n e r 0  = 0, conclue-se que r* = n se ej E U e r* = O se ej E 2. Porém, tal 
como foi indicado anteriormente, em vez disto, será utilizada a equação V.69 com 
o objetivo de manter a discusão num plano mais geral. 

Usando V.69 e separando os termos de acordo com o valor de I j  ou 
ij, a equação V.68 pode ser reescrita da forma: 



Xj(s, zln, rn) = (n i- m - I)! 

(V. 70) 

Agora, usando 11.34, os diferentes termos do lado direito da equação 
V.70 são expandidos em fraqões parciais. Para simp1ifica.r o acompanhamento, os 
termos de V.70 serão expandidos (nos casos que isto seja pertinente) em ordem, 
isto é: primeiro escrevem-se toda a expansão do primeiro termo de V.70, depois 
toda a expansão do segundo termo, etc. Portanto, usando a variável h' = h + 1: 



(V. 71) 

Tal como em CLEO, para demonstrar a identidade das eq~iações 
V.63 e V.71 deve-se fazer com que as respectivas fracões sejam iguais. Isto acontece 
somente se os termos a's, p s  e y's de ambas equacões satisfazem as relaqões que 
se estabelecem a seguir. Além do mais, para simplificar alguns termos será usada 
a identidade zLl = zLTq, e trocada a variável '9' pela 'h' (com o qual 
o duplo somatório fica C&,). 



Para que as fraqões das equaqões V.63 e V.71 que tem denominador 
(b,,+, i- ro~)7"m+1 sejam iguais, (os termos 1 e .I1 da equação V.71)) a igualdade 
abaixo deve ser satisfeita: 

O fator Ti, implica que a>.m) # O somente se ej E S. isto mesmo 
(n-174 implica que ak # O somente se e k  E 1. Portanto nas equaqões seguintes os 

termos da forma &'")Ik serão coiisiderados iguais a zero para todo e k  E E. Em 
particular, V.72 pode ser reescrita da forma: 

Dos termos 3, 4, 13 e 14 de V.71 tem-se que, para (n + m) > 2: 

(V. 73) 

(V. 74) 

Lembrando que ~ja?") = 0, ve-se que o primeiro termo de acima é 
igual a zero e primeiro somatório e é significativo somente para ek E Z, portanto: 

(V. 75) 

Dos termos 3, 4, 6, 13, 14 e 16 da equação V.71: 



Eliminando os termos iguais a zero, isolando o primeiro termo dos 
somatórios sob a variável q e aproveitando que Ij& = O (para somar termos con- 
venientes iguais a zero): 

(V. 77) 

Note-se que os termos entre '[ 1' desta equagão são iguais a (n + 
6 ~ )  ( 

m)B, (h + 1) em V.76, pois a;"'"")l, = O e IJj = 0, portanto: 

Do termo número 19 da equagão V.71: 



Port a,nto: 

rn 
$3m) (n, m + 1) = -- 

Dos termos 18 e 19 de V.71 para o caso c = n, e trocando a variável 
q pela h em V.71: 

(n + rn)r ?"I (n, h) " rnpjlcrb (n37n-1) (n, q ) ~ j  
= - C C  (n9m-1) (n, h - I )  Ij 

l<h<m ektE @, ('7, - 
+ C mPjkrb 

ek EE 

(V.81) 

Aproveitando que 1~5 = O, e isolando o primeiro termo do somatório 
sob a variável q de acima: 

rn ( T L , ~ -  1 )  ("tm-') (n, h ) f j  
?pm)(n,h) = p x p j b [ r k  (n,h-1)Ij- Îr, 

l<h<m + rn ekEE ( ~ n  - ' 0 )  1 

O Último somatório de acima é igual a ypml(n, h + 1)  (ver equa~ão 
V.81)) então: 

rj""' (n, h) - rj ("") ( n , h + i )  r n ~ ,  
= Ij (na-') (n, h - 1)  

l<h<m 
+ - C Pjb% 

( f n  - T O )  + rn e,,cE 

(V. 82) 

Dos termos 8 e 10 da ecluaqão V.71: 

Dos termos 8,  10, 18 e 21 da equação V.71: 



(n + m)yFrn)  ( C ,  h) "+i nyp-llm) (c,  q ) f ,  
I<c<?L = -C  

q=h ( r ,  - ~ ~ ) q + l - ~  
l<h<m q=h 

h"-') (., dq 
- C c mPjk^ii, 

(rc  - 
(V. 84) 

eá€E q=h ee€E q=h 

Evidenciando os termos para os quais q = h ,  V.84 pode ser reescrita 
da forma: 

1 ""-" (c,  q) I, 
i- 

(% - r ? ~ )  ek€E q=h+ 1 1 
Como IjG = O, a equação de acima pode ser reescrita da forma: 

A última expressão entre ' [ ]'de acima é igual a (n+m)y?)(c, h+ 1) 
em V.84, portanto: 



Dos termos 3, 6, 7, 13, 16 e 17 da equacão V.71: 

""-" (C, q) Ij 
- C 2 mPjn% 

(rc - rn)(q+w 
ek€E q=l 1 

A primeira expressão entre ' [ ] ' é igual a (n + m)@'") (2) em V.76 

e a última expressão entre '[ 1' é igual a (n + m)y>i'm)(c, 1) em V.84, portanto: 



Dos termos 2,5,12,15,9,20, e 18 da eqtiaqão V.71: 

Devido a que Ij& = O, a equação de acima pode ser reescrita da forma: 

+ C ~ ~ p j k $ ~ ~ - ~ '  (n, 1)Ij  - 1 ek €E 

A primeira expressão entre '[ 1' de acima é igual a (n + m)&'m)(l) 
(ver a segunda igualdade de V.86). A segunda expressão entre '[ 1' de acima é 



igual a (n  + m)ypm)(c ,  1) (ver V.84). A terceira expressão entre '[ 1' de acima é 
igual a (n + m)$'m)(n, 2) (ver V A I ) ,  portanto: 

Com o qual fica demonstrada a validade da equação V.64. 

Para completar a análise falta inverter a equacão V.64. Para in- 
verter sob a variável ' s ' ,  usa.m-se as observações da secão 11.3.3 do capítulo 11, de 
onde: 

Agora, invertendo sobre a variável '2': 

n+m h m )  
j (h) 

(" + m)! C D > L + ~ + I - ~  SY . . . S[x - r0D] ( d ~ ) ~ * + l - ~  
h=l ( h -  l ) !  - -03 -03 

n+m+l-h vezes 

Onde faj'(D, yln, m) corresponde à função de densidade de proba- 
bilidade da v.a P[q(n, m, D )  < L],  e 6(x)  corresponde a derivada da função u[x] 
definida no capítulo 11. 

Efetuando as integrais chega-se a que: 



"+" P?'") (h) ( y - r. D) [y - rO D] + ( n+m) !  C 
h=l D'*m+l-h (h - 1) ! (n + m - h) ! 

" "+' p' (C, h) ( y - r, D)n+m-h~[y - r,D] 
+ (n m)! C C p + r n + l - h  

~ = l  h=l (h - l)!(n f m - h)! 

Por último, integrando fa; (D, y ln, m) , sobre a variável y, conclue-se que: 

P [F; (n, m, D) < L] = ~J.")U[L - roD1 
nfmfl-h 

+ " ( n + m ) & ' m ) ( h ) ( L ~ D )  h=l h - 1  u[L-r0D] 

Onde os termos a's, /?' e y's são calculados recorrentemente segundo 
as eq~iacões V.72 . . . V.90. 

Por último usando V.33, V.37, V.38 e V.94 em V.30 obtemos a 
expressão final para a função de distribuição da disponibilidade. 

V.6.3 Método 3 

Tal como foi indicado no capítulo 11, o Método A usado na seção V.6.2 para 
obter P[FJ (n, m, D) < L] implica muitos detalhes matemáticos cansativos e pouco 
elucidantes, porém é possível obter o mesmo resultado do Método A (no caso as 
equações V.72 . . . V.90, V.94) tisaiido o método B do capíttilo 11. Tal como foi 
comentado naquele capítulo, este último método têm as vantagens de dar tuna 
interpretação para os diferentes termos do resultado (termos a's, p's e y's no 
presente caso) e a dedução da expressão final é bastante simples. 

Nesta seção apresenta-se o cálculo de P[FJ(n, m, D) < L] segiindo o 
método B do capítulo 11. Para isto, em primeiro lugar considera-se novamente a 
equação V.48; reescrita abaixo: 



Tal com já foi comentado, P [C" ~ 2 ~ ~ - , + ~  (n - q + 1) I[xz (i) E U] vr < L I Z ~ , ~ ]  
corresponde à combinação linear das estatísticas de ordem de (n + m), v.a's uni- 
formes em [O, D] (ver seção V.6.1), onde é o vetor cujo c-ésimo componente 

-t 

lic = K , , ~ [ c ]  indica o nhieio de segmentos com recompensa r,. Portanto, usando 
a equação 11.46, chega-se a que: 

Sustituindo V.96 em V.95: 

A equação de acima tem a mesma estrutura que a equação 11.75, 
portanto a seguir procedemos em forma analoga à secão 11.5. Invertendo a ordem 
dos somatórios: 

Kn,m[cIZh 

(V. 98) 

Por outro lado, a equação V.46 e a definicão de K,,, implicam que: 

-t - (4 Portanto, isolando as expressões para {c  = O, K , ,  = (n + m + 1)10 } e 
--f 

{ c  = O, K n ,  <> (n + rn + I)$)}, V.99 permite reescrever V.98 da forma: 



~ [ q ( n , m ,  D) < L] = 

Oj [(n + m + I ) T ~ ) ]  g (O, n + m + 1, (n + m i)f,,)) u[L - YOD] 

-+ 
Da mesma maneira que na seqão 11.5.2, o fato de Oj [I?,,,] e g(ç, K,,,) 

--, 
serem funções recorrentes em K,,,,, permite achar uma expresão recorrente para o 

+ 

valor dos somatórios sob Kn,, em V.lOO. Mais ainda, também da mesma maneira 
que no capítulo 11, é possível definir grupos de termos de R ~ [ K ~ , ~ , ]  e g(e, 
de forma tal que estes grupos sejam recorrentes nos valores de n e m. A seguir 
definem-se algumas agrupaqões de termos que permitem avaliar os somatórios de 
V.lOO recorrentemente. 

Note-se que a definição de apm) implica que os (n + m f I) estados 
-t 

de K,,, tenham associada recompensa r 0  

Voltando ao cálculo de P [F; (n, m, D) < L] , os termos definidos em 
V.lO1 . . . V.103, permitem reescrever V.lOO da forma: 



n m f l  ~~+m+l -h  

(c, h) ( L  T ~ )  u[L - T ~ L ) ]  
c=l h=l 

(V. 104) 

A equaqão V.104 é a mesma que a V.64, o íinico diferente é que, 
nesta seqão, ela foi obtida em forma muito simples, diretamente de argumen- 
tos probabilísticos, sem utilizar do recurso da transformada de Laplace. Uma 
conseqüência do fato que V.104 é igual a V.94, é que evidentemente deve acon- 
tecer que as expressões para os diferentes termos a's, p's e y's de V.104 devem 
ser as mesmas que as das equaqões V.73 . . . V.90. Mais ainda, a expressão para 
r[Fj*(n, m, D) < L] (obtida pelo Método 3) deve ser igual à da equação V.94. 
Porém, apesar desta observação e com o objetivo de explicitar mais o Método 
3, a seguir obtem-se as equações que permitem calcular em forma recorrente al- 

(n m) guns dos diferentes termos a?"), flm)(h),  yj ' (c, h), o que será feito analisan- 
do os diferentes casos possíveis. Para simplificar a leitura, em primeiro lugar 
reproduzem-se, em forma apropriada ao presente caso, as equaqões que permitem 

+ + 

avaliar recorrentemente alguns dos diferentes termos f2j[l(,,m] e g(c, h, K,,,). Para 
-t 

isto é necessário considerar que as ecpações recorrentes dos termos g(c, h, K,,) do 
capítulo I1 dependem da recompensa do primeiro segmento. Além do mais, no 
capítulo 11, dados e a recompensa do primeiro segmento, fica evidente qual é 

-t 

o vetor Knp1 das equações recorrentes. Porém no presente caso podem aconte- 
cer diversas situaqões, que se excluem umas a outras. Estas situações acontecem 
dependendo da recompensa do primeiro segmento (neste caso, a variável Ij, iden- 
tifica o tipo de situação) e de se o tipo do primeiro evento de WD pertence a N(D)  
ou a M(D) (situação identificada pela variável Ip). Portanto, considerando os 
diferentes casos possíveis, as equações 11.70 . . .II.74 ficam da seguinte forma: 



Na equacão de acima, devido a que c # $(ej), cumpre-se que 
f + 

K,,, [c] = K7L-l,m [c] = I? ' [c], onde I? ' = ( a ,  - %ij)). 

flj [ k ~ , ~ ]  = I [Zo,m = (m + i) fo@)] , para todo ej E E (V.110) 

Onde I? , , ,  é obtido recorrentemente da forma: 



Avaliação de ,BPm) (h,) e $'m) (c, h). 

A seguir são obtidas expressões recorreiites para todos os termos possíveis deste 
tipo. Estas expressões são obtidas a partir das equaqões V.lO1 . . . V.112. Anali- 
sando os diferentes casos possíveis, tem-se que: 

Caso @'O): Por definicão cumpre-se que: a?") = R. 3 [lp] g (O, 1, lf)), portanto, 
usando V.105 e V.l10 conclue-se que: 

Caso a:'", n + m > 1: Usando V.106 e V . l l l  em V.lO1: 

Na equação de acima não aparecem os termos de V.106 e V.l10 
f + 

que incluem o vetor [Kn,, - l(ln)], pois ele tem um componente negativo, o que 
é impossível de acontecer. Tal como foi comentado na equaqão V.55 (que corres- 
ponde & primeira expressão entre { ) de acima), o termo que contem o fator + 
corresponde ao caso I,, e o termo que tem o fator 5 corresponde ao caso I,, 
portanto: 

- n 
ai'""' 

-+I)) = I,-Qi[(n + m)$-l)]g(O, n + m, (n + m)lo 
n f  m 

Novamente, como em V.55, o termo com fator & corresponde ao 
caso I, e o termo com o fator corresponde caso TP. Agora, reconhecendo os 
termos de acima em V.lO1 : 

r 1 

-, 
Onde foi usado o fato que em V. 115 a Única forma que Kn,m-i = (n + m) lõ("), é que 
e k  E Z. Isto é: se todos os (n + m) segmentos estão em estados com recompensa 
ro, então o estado do primeiro segmento deve ter recompensa ro. Por outro lado, 
V. 116 implica que 1,a3;~) = O, pois V. l i 5  requer que os (n + m + I) segmentos 
estejam em estados com recompensa ro. 



Caso pPm) (n+m) , n+m > 2. De V. 102 ve-se que os únicos vetores que satisfazem 

a condição do somatório, são aqueles do tipo lc,, = (n + m ) e )  + fF), com c # O. 
-9 Yn) -. Mais ainda, caso e, E 24, cumpre-se que K,, = (n + m)lo + 1:;); e caso ej E S, 

acontece que &,, = (n + m)$) + p) com c # O, n. Portanto, usando V.102, 
V.106,V.108 e V. l l l :  

m +f;- C p j J I r  [(n + m - I)$) + e)] 
+ '' ekEE 

Efetuando a multiplicação de acima e considerando que não podem 
acontecer vetores com algum componente negativo, conclue-se que: 

Agora, reconhecendo termos em V.lO1 e V.102 temos: 



(V. 119) 

Lembrando que I,C$'~) = O, ve-se que o primeiro termo de acima é igual a zero e 
o último somatório tem termos significativos somente para e k  E Z, portanto: 

Caso yPm)(n, m + 1); m > - 1: De V.103 ve-se que o único vetor que satisfaz a 
--, + 

condição do somatório é K , ,  = (rn + l)fp + n c ) ,  o que implica que: I ( , , ,  = @ 

e - c)) = m e )  + n c ) .  Portanto, de V.103, V.106 e V.lll :  

Agora, reconhecendo termos em V. 103: 

(V. 122) 

(n,ln) Os demais termos ,$'")(h), y, (c,  h) se encontram em forma 
análoga aos já calculados, só que este trabalho é tedioso, cansativo e não fornece 
novos antecedentes, já que, t a1 como foi comentado anteriormente, as expressões 
recorrentes para todos os termos a's, P s  e 7's já foram encontrados e aparecem 
nas equações V.73 . . . V.90. Adicionalmente, o fato que as equações V.104 e V.94 
seja.m iguais, implica que a expressão para 4 F r ( n ,  m, D) < L] encontrada pelos 
métodos 2 e 3 também são iguais, e é a que aparece na equaqão V.94. 

Por último, para completar a análise feita com os niétodos 2 e 3, 
a seguir analisa-se o custo computacional associado com a avaliação numérica de 
FA;(D, a)  para o caso em que é usado o resiiltado comum destes métodos. 



V.6.4 Complexidade 

Custo de memória. 

O maior custo de memória necessário para calculas a funqão de dis- 
tribuição da disponibilidade é o que se precisa para armazenar os diferentes termos 

( 7 4  (71 m) (n m) 
a , Pj ' (h), yj ' (c ,  h). De V.95 ve-se que valor deste custo é dominado pela 

quantidade de memória necessária para armazenar os diferentes termos -y!";m) (c, h) 
que é O(] E/ N,, (Nmax + &,,)), onde N,,, e Mm, são os ma'ximos valores de n 
e m respectivamente, e estes estão dados pela técnica de reandomização. 

Número de operações. 

Nas equações V.74 . . . V.91 ve-se que no passo (n, m) do algoritmo, 
( (nm) para calcular os termos a?, ' (h) e $".)(c, h),  são necessárias O(J E/ f n) 

operaqões de multiplicação ou divisão. Portanto considerando que 1 5 n 5 N,,,,, 
o maior número destas operacões empregadas na avaliaqão de qFj*(n,  m, D) < L] é 
O((/ E] + NA,){/ EJ N,,, (Nmaz + M,,))) . Por outro lado, para calcular FA, (D, a), 
além de avaliar qFj ' (n,  m, D) < L], é preciso avaliar P[Xi (C *) = ej/xl (0) = 

e;]. De V.26 tem-se que o cálculo desta probabilidade requer de O(IE/dN2,,) 
operações de mriltiplicação, onde d é o máxinio número de transições fora de um 
estado da CM que modela o sistema (em geral d « E, pois a CM normalmente 
é esparsa) e Nzm, é o máximo número de falhas (para uma determinada toleran- 
cia no erro) que podem acontecer no intervalo [O, C *I. Resumindo: o número 
de operações de multiplicação ou divisão necessárias para avaliar FAi(D, a) é 
O(IEIdN2rnm + {/E/ + NA){JEINm(Nrnm + Mrnax))). 



Capítulo VI 

Conclusões e Trabalhos Futuros 

VI. 1 Conclusões 

Nesta tese foi encontrado um novo método para o cálculo da função de distribuição 
da CLEO de um conjunto de v.a.'s uniformes. Com base neste resultado foi obtido, 
usando argumentos probabilísticos, o resultado de [9] para Fi(t, r) que é o resultado 
mais eficiente encontrado até agora para esta medida. 

Também foi encontrada uma nova expressão para a funqão de de- 
sempenhabilidade Gi (t, r). Esta expressão é muito mais eficiente que as anterior- 
mente publicadas na literatura especializada. 

Aproveitando que o cálculo de Gi(t, r) é mais eficiente de realizar 
computacionalmente do que calcular E(t ,  r), foi proposto um método para apro- 
ximar Fi (t ,  r) a partir de: Gi (t, r )  e uma atribuição de recompensas apropriada 
às transiqões da CM que modela o sistema. A aproximacão proposta permite 
calcular Fi(t, r )  com um custo computacional menor do que o requerido quando se 
usa o resultado de [9]. Além do mais, o erro de aproximação pode ser especificado 
a priori e portanto ser tão pequeno quanto desejarmos. Mais ainda, existe um 
compromisso entre a precisão obtida e os requisitos computacionais necessários 
para chegar a esta precissão. 

Também foi analisada a técnica de grava.r periodicamente o estado 
de um sistema de Banco de Dados. Esta técnica é normalmente usada para manter 
a integridade dos dados. Um resultado importante deste estudo foi demonstrar 
que o cálculo da disponibilidade pode ser identificado como um problema da área 
de desempenhabilidade. Outro resultado foi calculX o valor médio e a função de 
distribuiqão da disponibilidade. Neste caso o modelo usado para representar o sis- 
tema é mais realista que aqueles tratados analiticamente na literatura; a diferenqa 
mais importante com respeito aos modelos da literatura é que os tempos de reparo 
do Banco de Dados são representados em forma exata, o qual é muito importante 
segundo foi indicado em [26]. 
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A seguir são indicadas algumas possíveis extensões do trabalho rea- 
lizado. 

VI.2 Trabalhos F'uturos 

A função de distribuição das estatísticas de ordem de n v.a's uniformes no intervalo 
[O, t] (ou seja F(Zn, t, r)) , é uma medida que aparece repetidas vezes na área de 
Desempenhabilidade. Por exemplo, nesta tese foi usada para o calcular a função 
de distribuiqão da desempenhabilidade, na qual existe uma taxa de recompensas 
associada aos estados da CM que modela o sistema; também ela foi usada para 
calcular a função de distribuição da disponibilidade de um sistema de banco de 
dados submetido a checkpoints periódicos. Como resultado desta dependência, o 
custo computacional necessário para avaliar estas medidas aumenta com o custo 
associado ao cálculo da CLEO de n v.a's uniformes em [O,t]. Portanto, encon- 
trar novos métodos que permitam avaliar mais eficientemente a citada conbinação 
linear, permitirá atingir uma maior eficiência no cálc~do das mencionadas niedi- 
das de desempenhabilidade, e possivelmente de outro tipo de medidas desta área. 
Uma forma de atingir o desejado aumento de eficiência, seria obter unia expressão 
analítica para F(a',,, t, r) empregando o mesmo método da seção 11.4.2, isto é: re- 
solvendo as expressões recorrentes obtidas no capítulo I1 para a CLEO de n v.a's 
uniformes em [O, t] . 

Outra alternativa para conseguir mais eficiência no cálculo de nie- 
didas de desempenhabilidade, é encontrar métodos aproximados para avaliar a 
função de distribuição da CLEO de n v.a's uniformes em [O, t]. Para que isto 
seja conveniente, os métodos devem ser mais eficientes que os métodos exatos ou 
aproximados usados atualmente. Por exemplo em (201 aparece uma aproximacão 
da CLEO de n v.a's uniformes em [O, t] usando a v.a Normal. Esta aproximação 
tem a vantagem de que entrega um limite quanto ao erro obtido e pode permitir 
calcular medidas de desempenhabilidade em forma aproximada, porém com limite 
em quanto ao erro obtido. 

Outra possível extensão da tese seria calcular o valor médio (e pos- 
sivelmente a função de distribuição) do tempo de resposta às transaqões de um 
sistema de Banco de Dados que opera sob a técnica de CRR. A forma de resolver 
este problema seria mapea-10 num problema equivalente da área de desempenha- 
bilidade. O mapeamento deve ser feito em forma análoga ao método empregado 
para calcular a FDP da disponibilidade do modelo, isto é: cada unidade de tempo 
que as transaqões estão no sistema, deve corresponder a uma determinada recom- 
pensa associada ao estado em que este se encontra. A dificuldade de encontras 
estas recompensas consiste em representar corretamente o efeito das operacões de 
repaso. 

A técnica de Checkpointing também tem sido empregada em apli- 
cações diferentes à de CRR [2, 1, 101, [l7], [Zg, 111. Portanto outra possível extensão 
dos resultados do capítulo V, seria usar a metodologia desse capítulo para calcular 



medidas qiie sejam pertinentes As diferentes aplicações onde é usada a técl~ica de 
Ch eckpointing. 
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Apêndice A 

Glossário de Termos 

FDP: função de distribuição de probabilidade. 

fdp: função de densidade de probabilidade. 

v.a.: variável aleatória. 

CM: cadeia de Markov 

~1 = {X l ( t ) ,  t > O):  Processo homogêneo de Markov de tempo contínuo que des- 
creve o comportamento do sistema. 

E = {ek, k = 1,2, . . . , I E]) :  Espaqo finito de estado associado ao niodelo do sis- 
tema. 

]E]:  número total de estados do sistema. 

T c E x E: conjunto de transições entre estados da CM que modela o sistema. 

tij E l? transição desde o estado e; E E ao estado ej E E. 

14: soma dos componentes do vetor v 

qc] : c-ésimo componente do vetor v. 

M= [mij]: forma de notação de uma matriz. 

Q: matriz correspondente às taxas de transição do processo de Markov ~ 1 .  

p(ek): taxa de recompensa associada ao estado e k .  

R = {r l ,  Q, . . . , rlRI): conjunto de taxas de recompensas associadas aos diferentes 
estados de E. 

IR/: número de taxas de recompensas diferentes associadas aos estados de E. 
(IR1 5 IW 



RTA; (t) : recompensa total ganha pelo sistema no intervalo [O, t] , quando este inicia 
sua operação no estado ei E E e a atribuição de recompensas está associada 
aos estados de E. 

F, (t, r):  função de distribuicão de probabbilidade de RTA( t ) .  Em termos formais: 
F,(t,r) = qRT&(t)  5 r].  

Oi(t): corresponde a RT&(t) no caso particular em que p(ek) E {O, 1)) para todo 
ek E E. 

Ai(t): disponibilidade do sistema. Corresponde à fração do tempo de observacão 
em que o sistema está em estados 'operacionais', em termos formais: 4 (t)  = 
ol(t) 

t '  

p(t i j ) :  recompensa (fixa) atribuída à transição tG E T. 

0 = {Qk, k = 1,2, . . . ,101): conjunto de recompensas diferentes associadas às transições 
de T. 

101: número de transições diferentes associadas as transições de T. Em geral 
cumpre-se que: 10 1 5 I EI2. 

RTADi ( t )  : recompensa total ganha pelo sistema no intervalo [O, t] , quando este 
inicia sua operacão no estado ei E E e atribuicão de recompensas está asso- 
ciada às transicões E T. 

G; (t, r )  (= P[RTADi(t) 5 r] ) :  fuiição de distribuição de probabilidade de RTADi(t), 
em termos formais: Gi(t, r )  = qRTADi(t)  5 r] 

A: valor (arbitrário) maior ou igual à máxima taxa de saída dos estados de Q, 
min 

isto é: A > 
i {q1iil)- 

P: matriz de transição de probabilidades, obtida a partir de Q da forma: P = 

h + I, onde I corresponde à matriz identidade. 

N(= N( t ) ) :  Processo de Poisson com parâmetro At. N é independente do processo 
~2 definido a seguir. 

~ 2 :  processo estocástico de tempo discreto, obtido a partir de ~1 de forma tal que 
suas transições acontecem somente nos eventos do processo de Poisson N. 

Randomização: teorema que estabelece que o processo estocástico x2, obtido a 
partir de XI da forma indicada acima, é equivalente ao processo estocástico 
XI. Em termos formais: Prob[xl (t) = ek] = R o b [ ~ ~ ( N ( t ) )  = ek]. 

{Ul , U2, . . . , U.):  coiijunto de variáveis aleatórias indepeiideiites, uiziformemeiite 
distribuídas no intervalo [O, t] . 

1%) (t) , T2) (t) , . . . , y,) ( t ) ) :  conjunto de v.a's obtidas permutando os elementos 
do conjunto {Ui, 1 5 i I. n), de forma de se obter uma ordenação crescente. 



( t )  i-ésima estatística de ordem do conjunto {Ul, U2,. . . , U,). Esta v.a. corres- 
ponde ao i-ésimo menor valor obtido na execução dos experimentos Ul, . . . , U,. 

U(q : forma simplificada de escrever U{) (t) . 

U(q: valor constante igual a O. 

U(,+l): valor constante igual a t. 
- 
a, = (al, az,. . . , a,,+l): onde (ak, k = 1,3,.  . . , n f 1) é um conjunto de valores 

(constantes) pertencentes aos reais. 

CLEO(ün, t) : v. a. definida como CLEO(Zn, t) = akU(k), isto é: CLEO(Ü,, t) 
corresponde a uma combinação linear do conjunto de v.a's {Ul, Uz, . . . , U,,). 

F(&, t, r): FDP da v.a. CLEO(Zn, t), isto é: F(&, t, r )  = qCLEO(a',, t) 5 r]. 

V&(t), 1 < k 5 n + 1: Conjunto de v.a's definidas da forma V$) (t) = U& (t) - 

U(L) (t). 

V&: forma simplificada de escrever v., (t). 
ck, 1 < k < n + 1: conjunto de valores (constantes) pertencentes aos reais, definidos 

como cn; = C" aj. 

O, se x < O 
u(x): f ~ m ~ ã o  definida da forma: u(x) = 

1, se x >  0 

S(x): derivada de u(x). 

1, se o evento e for verdadeiro I(e): funqão definida da forma: I(e) = 
O, em caso contrário 

-f + 
K,: vetor cujo c-ésinlo componente, isto é K,[c], corresponde ao iiiíniero de com- 

ponentes do vetor & que são iguais a r, E R. Em termos forma.is: 
&[c] = I[i$ [Z] = r.], 1 < C 5 I RI. Note-se que da definição cumpre-se 

+ 

que IKpzl = n + 1. 
+ 
1,: vetor de dimensão I RI, composto somente de zeros, exceto no c-ésimo compo- 

nente, onde vale 1. 

@: funqão que indica a qual elemento do conjunto R corresponde cada um dos 
eleme~ltos do vetor Gz, ou seja, @(cl) = j se somente se ci = rj. 

r,[K,]: probabilidade agregada de todos os caminhos da tamanho (n + 1) que 
+ 

partem do estado ei e que transitam por K,[1] estados com recompensa rl, 
+ 

l?,,[2] estados com recompensa r z ,  . . . , IC,[IRI] estados com recompensa rlty 

*(ei): índice no conjunto R da recompensa associada ao estado ei, isto é: @(ei) = c 
se somente se p(e;) = r,. 



R,": conjunto de todas as recompensas diferentes que pode acumular o sistema 
no caso em que: o estado inicial é ei, N(t) = n e o ganho de recompensas 
acontece somente quando o sistema muda de estado (recompensa associada 
às transições de estado). 

r" R:: subconjiinto de R? composto por todas as recompensas w EC R: tal 
que w 5 r. 

ri(n): recompensa atribuída a cada visita que o sistema faz ao estado e;, no caso em 
que N(t) = n. Esta recompensa é usada para calcular em forma aproximada 
E( t , r ) ,  é tal que ri(n) = S. 

n f l  

At = &: tamanho médio da v.a. V& (t) . 

OBÇ: As variáveis definidas a seguir referem-se aum sistema de Banco de Dados 
submetido a checkpoints periódicos. 

C: v.a. correspondente ao tempo de duração do checkpoint de um banco de dados. 

D: período de tempo em que o sistema de banco de dados está disponível para 
atender transações num ciclo de operação. 

RR: operações de retorno (roll-back) e recuperação (recover) feitas num banco 
de dados submetidos a checkpoints periódicos. Estas operações são feitas 
para reparar uma falha que acontece durante o período D. 

73: v.a.. correspondelite ao instante de acontecimento da 1-ésima falha acontecida 
durante uma operação de checkpoint. Este tempo é medido a partir do inicio 
da operação de checkpoint. 

tfr: v.a. correspondente ao acontecimento da 1-ésima falha que ocorre durante o 
tempo disponível. Este tempo é medido a partir do término da operação de 
checkpoint. 

v * variável v associada à operação de um sistema de banco de dados submetido a 
checkpoints periódicos. O superíndice += indica que para o cálculo da variável 
v, supõe-se que não acontecem falhas. 

ri: v.a. correspondente ao tempo necessário para efetuas a I-ésima operacão de 
RR. 

t$: tempo necessário para efetuar uma operação de retorno, da.do que nesta 
operação não acontecem falhas. No modelo do capítulo V este tempo supõe- 
se constante. 

tbl: tempo necessário para efetuar a 1-ésima operação de recuperação (recover). 

xa: tamanho do I-ésimo intervalo de tempo ocupado (busy) que acontece durante 
o intervalo D. 



Ai(D): Disponibilidade do sistema, no caso eni que ao inicio do ciclo ele está no 
estado ei e o intervalo de tempo disponível no ciclo é constante, de valor D. 

7,: taxa constante de acontecimento de falhas durante uma operacão de check- 
point. 

~ d :  taxa constante de acontecimento de falhas durante o intervalo de tempo disponível. 

E[v]: valor médio da v.a. v. 

F:(D): v.a. correspondente ao tempo total acumulado em operações de RR, dado 
que: o estado do sistema ao inicio do ciclo é ei e o tamanho do tempo 
disponível é constante, igual a D. 

F$(D): tempo acumulado pelo sistema atendendo transações no intervalo 
[O, U& (D)] (medido n partir do final do chechpoint), no caso em que o estado 
ao inicio do ciclo é ei e U@) (D) é a k-ésima estatística de ordem de n v.a's 
iildependentes, uniformes em [O, D] . 

Gi[rn, I]: probabilidade que a CM randomizada transite por I estados em que o 
sistema está atendendo transações, no caso em que acontecem m transições 
e o estado inicial é o estado ei. 

pi): probabilidade que a CM randomizada transite do estado e; E E ao estado 
cj !,- E) em exata.mente I passos. 

tfa: instante pertencente ao período D em que acontece a 1-ésima traiisicão da CM 
randomizada. 

wf; 1 - < I 5 ?z + 1: v.a. correspondente ao intervalo D; wa corresponde ao tempo 
clisponível transcorrido entre a (I - 1)-ésima e a I-ésima falha acontecida no 
periodo D. Em termos formais: w~ = tfi). 

N'(D): processo de Poisson correspondente ao número de fal'nas do sistema du- 
rante o período de dispo~ibilidade. 

M(Dj: processo de Poisson correspondente ao número de transiqões da CM ran- 
domizada que acontecem no período de disponibilidade. 

W(D) processo de Poisson correspondeiite à con~posicão dos processos M(W) e 
J V ( ~ ) .  

FAi(D, a): função de distribuição da dispoiiibilidade para um ciclo de operação, no 
caso em que o estado ao inicio do ciclo é ei e o intervalo de tempo disponivel 
é constante, igual a O. 

r;"(n, m): tempo gasto na 1-ésima operação de RR, dado que xi(C*) = ej,  N(D) = 

n, A4(0 )  = rn e nas operacões de RR não podem acontecer falhas. 

B(u): v.a. correspondente ao tempo acumulado pelo sistema atendendo transações 
num certo interx~alo v E D. 



p(n$Tn) (lk, v[): taxa de recompensa atribuída ao estado e k ,  no caso em que o sis- 
tema está neste estado no segmento ui E D; com ut = [U[$(D), U g m  (R))  
l < l < n f  m+l .  

-f -+ 

K,,,: vetos de (n + 1) componentes, da forma Kn,, = (km, . . . , kO). Onde 
k, ( O  5 c 5 n), corresponde ao número de segmentos vl (1 5 I 5 n + m + 1) 
nos quais o sistema ganha recompensa c. 

+ 
,C,,,: conjurito de todos os valores possíveis de K,,,. 

Clj[1?,,,]: probabilidade que o sistema visite + ( O  5 c 5 n) estados com se- 
compensa c, dadas as seguintes condiqões: N ( D )  = n, M ( D )  = m, e 
xl(C*) = ej. 

U(1): primeira estatística de ordem do processo N(R) 

U;): primeira estatística de ordem do processo M(D).  

@r operador de concate~iação de dois uetores. 

I,: função definida como: I, = 
i, se o p;iiiize.i,i*o euento de W ( D )  E N ( D )  
0, caso contrário 

- 4: funqiio definida como: & = 1  - Ip .  


