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Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios
para obtencdo do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.).
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Benjamin Baran Cegla

Qutubro de 1993

Orientadores: Eugenius Kaszkurewicz e Djalma Mosqueira Falcio

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagio

Neste trabalho formaliza-se uma combinagdo paralela assincrona de algoritmos
bloco iterativos, conhecida como ‘Team Algorithm’, estudando-se a convergéncia num
contexto parcialmente assincrono e implementando-se varias versées num hipercubo de

8 néds, o iPSC/860 da Intel.

A utilizagao dos ‘Team Algorithms’ para resolver sistemas de equagbes algébri-
cas de grande porte viabiliza a resolu¢io das mesmas com um maximo de eficiéncia,
em sistemas computacionais de memoria distribuida, caracterizados pelo baixo custo
por instrucao quando comparados com os tradicionais ‘mainframes’. Também foi
possivel verficar que um ‘Team Algorithm’ resolve problemas em que os algoritmos
que o compdem nao conseguem resolver quando aplicados individualmente, ou o fazem
com uma eficiéncia menor.

A partir do conceito de continuidade bloco-Lipschitz formula-se uma metodolo-
gia que permite derivar condicoes suficientes de convergéncia no contexto assincrono
para varios métodos bloco iterativos como: o bloco Jacobi, o método geral das cor-
das paralelas, o método da solugdo por componente e os métodos contrativos. Esta
formulagido permite também a derivacio de condigbes suficientes de convergéncia para
combinacdes de diferentes métodos (ou ‘Team Algorithms’). Um indicador de mérito
para comparagoes ‘a priori’ € postulado.

Tomando por base o problema do fluxo de poténcia elétrica, dois problemas
exemplos foram analisados e resolvidos experimentalmente utilizando o métodos De-
sacoplado Rapido e a versdo bloco Jacobi do método da matriz Y. Estos algoritmos
foram combinados formando um ‘Team Algorithm’ cujas caracteristicas foram anal-
isadas. Resultados experimentais mostram que o ‘Team Algorithm’pode apresentar de-
sempenhos bem superiores aos métodos considerados trabalhando individualmente, en-
contrando inclusive a solu¢do de problemas que os métodos considerados nao resolvem
isoladamente. Também foi verificado experimentalmente a vantagem das versdes com-
binadas assincronas em relagao as versdes sincronas e seqiienciais.



Abstract of the Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fulfillment of the
requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.).

Study of Parallel Asynchronous Team Algorithms
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This thesis gives a mathematical formulation of parallel asynchronous combina-
tions of block iterative algorithms, known as Team Algorithms, and studies convergence
in a partially asynchronous environment. Several versions of the above algorithms are
implemented in an 8 nodes Intel iPSC/860 hypercube.

Using a Team Algorithm it is possible to solve a large system of algebraic equa-
tions, with maximum of efficiency, in a distribuited memory system characterized by
its low price per instruction when compared to mainframes. These Team Algorithms
are able to solve several problems that each individual algorithm (team member) either
solves inefficiently or is unable to solve.

The concept of block-Lipschitz continuity is introduced and used to give a unified
derivation of sufficient convergence conditions, in the asynchronous case, for several
block iterative methods as: the block Jacobi, the general parallel chord method, the
component solution method and for general contraction iterations. The above meto-
dology is used as well, to derive sufficient convergence conditions for several possible
combinations of different methods (or Team Algorithms). A figure of merit is proposed
for ‘a priori’ comparisons of those algorithms.

Two examples based on the Load Flow problem are analysed and experimentally
solved using a Fast Decoupled method and a Jacobi version of the Y matrix method.
A Team Algorithm combining both methods is also analysed. Experimental results
show that for some cases a Team Algorithm has a better performance than any of
the individual members of the team; being even able to find a solution for problems
that are not solved by the individual methods. Experimental data show that the
asynchronous versions of the combined methods are more efficient than the synchronous
and sequential ones.
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Capitulo 1

Introducao

No contexto da solugdo de sistemas de equacdes algébricas existem problemas para
0s quais sdo conhecidos varios métodos numéricos de solugdo. Para alguns casos, um
dado método tem um bom desempenho, mas para outros o mesmo falha e portanto o
método a ser escolhido deve ser diferente. Ocasionalmente, pode ocorrer que nenhum
dos métodos disponiveis consegue resolver, individualmente, nosso problema. Porém,
é possivel que combinando vérios métodos possa se encontrar a solucao desejada.

O presente trabalho propde técnicas para combinar e analisar diferentes métodos
(ou algoritmos) num ambiente computacional paralelo-assincrono, que provou ser al-
tamente promissor nas primeiras experiencias computacionais, em problemas de porte
médio e grande, realizadas no hipercubo iPSC/860 da INTEL ,disponivel no Labo-
ratorio de Computagdo Paralela da Universidade Federal de Rio de Janeiro. S3o
os chamados Team Algorithms (que abreviaremos por TA), que nesta década de 90
comegam a ter um impulso renovado devido a disponibilidade de Sistemas Distribuidos
(Paralelos) que tém arquitetura compativel para a computacio dos TA. O interesse
pelas combinacoes de métodos diferentes num contexto assincrono pode ser percebido
pelo crescente nimero de publicagoes relativas ao tema.

Neste primeiro capitulo faz-se uma breve introdugio histérica dos Team Algo-
rithms, enfatizando sua utilizacdo no contexto assincrono. Portanto, se inclui também
uma breve resenha do assincronismo e suas principais caracteristicas. O capitulo ter-
mina delineando os objetivos e esbocando a organizacio geral do presente trabalho.

1.1 Histérico dos “Team Algorithms?”

A capacidade de combinar diferentes métodos para resolver problemas com o crescente
grau de complexidade parece inerente a inteligéncia humana. Tentar descobrir quando
foi a primeira vez que um homem combinou métodos diferentes para resolver um de-
terminado problema, poderia-nos levar a um passado muito remoto. Portanto, nos



limitaremos nesta segao em citar trabalhos que combinam algoritmos computacionais
diferentes e que contribuiram para uma formulac¢io adequada a utilizacio em sistemas
computacionais distribuidos.

Quando mencionamos os sistemas computacionais distribuidos nos referimos a
um conjunto de varios processadores com a capacidade de se comunicar intercam-
biando mensagens, incluindo portanto, os computadores paralelos que possuem varios
processadores e um sistema répido e confidvel de comunicagio, quanto as redes de com-
putadores fisicamente distribuidas. Isto porque as caracteristicas funcionais de ambos
sdo conceitualmente similares e ndo existe uma clara divisio entre eles (Bertsekas e

Tsitsiklis, 1989b; cap. 1.1).

Mesmo considerando somente a combinagio de diferentes algoritmos iterativos
num sistema sequencial, devemos nos remeter no minimo a década de 60. Ji em
Ortega e Rheinboldt (1968) temos uma resenha em que se estuda a convergéncia de
métodos (iterativos) combinados.

Se consideramos aplicacgdes a problemas da engenharia, devemos ressaltar o tra-
balho de Dusonchet et al. (1971), que propde resolver o problema do Fluxo de Poténcia
Elétrica utilizando o método de Jacobi para as barras de carga e o de Newton para
as barras de tensido controlada, apresentando resultados experimentais significativos.
Porém, o método proposto ndo foi posteriormente desenvolvido, provavelmente devido:

e ao excelente desempenho, no contexto seqiiencial, do método Desacoplado Ré-
pido derivado do método de Newton, que com sucessivos niveis de sofisticacio,
permite resolver uma imensa variedade de problemas préticos da area de sistemas
de energia elétrica;

¢ 3 falta de uma tecnologia computacional amadurecida no contexto da computacao
distribuida, capaz de aproveitar o paralelismo intrinseco aos métodos combinados.

Mesmo sem considerar um contexto distribuido, o trabalho de Dusonchet et al.
(1971), acima mencionado, foi especialmente citado por ter servido de motivagao ao
desenvolvimento dos Team Algorithms, especialmente no que se refere 3 idéia de parti-
cionar um problema de acordo com as caracteristicas das equacgdes envolvidas de forma
a utilizar o método mais adequado para cada subconjunto de equagdes.

A utilizacdo da palavra ‘“eam’em sistemas distribuidos ja é encontrada em Mar-
schak e Radner (1972), descrevendo sistemas com muiltiplas tarefas que compartilham
um mesmo objetivo. Porém, foi na década de 80 que os Team Algorithms comegaram
a ser estruturados como uma combinagdo de diferentes algoritmos (ou métodos) num
sistema distribuido assincrono. A primeira referéncia disponivel é o trabalho de Taluk-
dar, Pyo e Giras (1982), que foi posteriormente estendido em Talukdar, Pyo e Mehrotra
(1983), e que apresenta as primeiras idéias de um Team Algorithm como uma gene-
ralizacdo dos trabalhos de Powell (1970), Levenberg (1944), Marquardt (1963) e de
Westerberg e Director (1978).



Nos trabalhos de Talukdar et al. acima citados, a combinagao de algoritmos
é realizada sob a supervisio de um Administrador que utiliza uma memoria global
ou ‘Blackboard’, originalmente proposto por Erman et al. (1980), como meio de in-
tercomunica¢ao entre os diversos algoritmos que estdo sendo executados pelos dife-
rentes processadores de um sistema distribuido. Sao apresentados também exemplos
algébricos nos quais a combinacao de algoritmos ( ou TA), consegue resolver problemas
que nenhum dos algoritmos sendo combinados, resolve individualmente. Estes traba-
lhos definitivamente podem ser considerados como ponto de partida para a técnica dos
Team Algorithms e claramente serviram de motivagido ao presente trabalho, especial-
mente para o capitulo 3 que generaliza os TA para o caso de sistemas assincronos de
memoria distribuida.

Um outro trabalho que enfatiza as vantagens da utilizacdo de um Team Algorithm
com um Administrador inteligente é o de Talukdar e Cardozo (1985). Porém, uma das
formas mais atraentes dos TA é a combinacdo de técnicas de Inteligéncia Artificial
com métodos tradicionais de calculo intensivo. Em Talukdar et al. (1986) utiliza-se
o modelo de ‘blackboard’ para combinar programas de sistemas especialistas (normal-
mente em OPS5 ou LISP) com programas de cdlculo intensivo (normalmente em C
ou Fortran) para solugdo de problemas distribuidos (Distributed Problem Solving ou

DPS).

Outros trabalhos da década de 80 utilizam o modelo de ‘blackboard’, com memé-
ria compartilhada, como em Penny (1986); mas é o amadurecimento tecnolégico dos
sistemas de memoria distribuida que motiva nesta década de 90, o crescente interesse
nos TA, o que se pode notar pelo niumero de publicagées veiculadas nos ultimos anos.

Em Souza e Talukdar (1991) sdo apresentadas combinagdes de algoritmos gené-
ticos (GA) com outros métodos tradicionais como os de Newton ou o de Levenberg-
Marquardt, desta feita, denominando A-teams (Asynchronous teams) a estas com-
binacbes de métodos em sistemas distribuidos assincronos, pois nesta proposta cada
processador trabalha com seu préprio método, comunicando eventualmente resultados
intermediérios (quando disponiveis), sem nenhum tipo de sincronizagéo.

Os A-teams sdo (novamente) discutidos em Talukdar, Ramesh e Nixon (1991).
Nesta publicagdo é feita uma analogia entre os A-teams e uma sociedade de insetos,
baseados no trabalho de Fox (1981), e se postula a possibilidade de obter um efeito
sinergético; isto €, que a combinacao de algoritmos resulta em bem mais que a simples
soma das propriedades dos algoritmos combinados. Este trabalho também discute a
utilizagdo dos A-teams em sistemas de administracio de energia (Energy Management
Systems ou EMS) e arvores de eventos (Event Tree).

Uma discussdo mais completa pode ser encontrada em Ramesh et al. (1991), na
qual os A-teams sdo utilizados em aplicacoes tdo diversas quanto: solugao de sistemas
de equagdes ndo lineares, combinagao de algoritmos genéticos (GA) com algoritmos de
calculo intensivo, projeto de edificios, controle de redes elétricas e outras aplicagdoes em
sistemas de poténcia.



Em Williams e Peng (1991) pode-se encontrar uma outra combinacio de GA
com algoritmos tradicionais de otimizagéo (do tipo ‘hill climbing’) com utilizagio no
contexto de ‘Reinforcement Learning’.

Uma discussao interessante das caracteristicas organizacionais dos A-teams é en-
contrada em Talukdar et al. (1992). Nesta publicacdo, baseada nas idéias de Fox
(1981), se enfatiza que um A-team estd constituido por um conjunto de ‘entes’ (ou
processos) que trabalham independentemente, em forma assincrona, e sem uma ordem
pre-estabelecida de comunicag¢io. Desta forma, a organizagao dos A-teams se mostra
similar aquela utilizada por uma sociedade de insetos (de ‘entes’ simples), assim como &
organizagao de uma comunidade de pesquisadores (de ‘entes’ relativamente complexos).
Sendo assim, resulta promissor para os A-teams o fato de dispor de uma organizacio
que se mostra efetiva para uma variedade de ‘sociedades’, formadas por ‘entes’ bem
diferentes. Os A-teams sdo finalmente apresentados como uma alternativa promissora
na area de sistemas de poténcia elétrica para tempo real, apesar de estar ainda num
estagio inicial de pesquisa; porém, com resultados experimentais alentadores.

Resultados promissores utilizando A-teams sdo encontrados em Talukdar e Souza
(1992), seja no projeto de edificios ou resolvendo o problema do caixeiro viajante (Tra-
velling Salesman Problem ou TSP), no qual o A-team consegue superar os melhores

algoritmos hoje disponiveis nos maiores problemas de solugéo exata conhecida (318 e
532 cidades).

Do exposto nesta secdo, é natural perceber o grande interesse que estdo des-
pertando as diversas aplicacbes dos Team Algorithms, na medida em que os sistemas
distribuidos (e computadores paralelos de meméria distribuida) estio-se tornando cada
dia mais acessiveis para organizaces comerciais e cientificas do mundo todo.

1.2 Resenha Histdrica do Assincronismo

A disponibilidade cada vez maior de sistemas de computagdo distribuida, nos leva
naturalmente a pergunta de qual é a melhor forma de se aproveitar estes sistemas que
colocam a nossa disposi¢io um grande poder de calculo a um baixo custo por instrugao.

As primeiras propostas de implementacgio paralela tentaram simplesmente apro-
veitar os conhecimentos ja adquiridos no contexto seqiiencial, o que levou a formulag¢oes
sincronas nas quais as tarefas intercambiam dados periodicamente nas barreiras de sin-
cronizagao. Com isto, cada processador que termina a sua tarefa fica ocioso até que o
ultimo processador (o mais lento ou com mais trabalho) termine a sua parte. Evidente-
mente, se um processador consegue fazer um trabalho 1til do invés de ficar esperando,
¢ natural esperar que se obtenha algum ganho de eficiéncia.

Assim, em Rosenfeld e Driscoll (1967) e Rosenfeld (1968) aparecem as primeiras
propostas do que se convencionou denominar ‘Chaotic Relazation’e que foi formalmente
analizado no aspecto da convergéncia em Chazam e Miranker (1969) para um algoritmo
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iterativo que resolve um sistema linear de equagdes. Varios trabalhos tentaram ampliar
estes primeiros resultados, principalmente a sistemas nio lineares, como em Donnelly

(1971), Miellou (1974) e Baudet (1978).

Rapidamente, as potenciais vantagens das implementacdes assincronas foram re-
conhecidas. Discutidas em Kung (1976) e posteriormente em Bertsekas e Tsitsiklis

(1988) e (1989Db), elas podem ser resumidas a:

e redugdo das perdas de tempo por sincronizacio;

facilidade de reinicializagdo e incorporagio de novos paradmetros;

possibilidade de tolerancia a falhas, minimizando a presenca de gargalos;

aceleragdo na convergéncia dos algoritmos iterativos;

flexibilidade e modularidade.

Na década de 80 observa-se um crescente interesse pelo assincronismo, com um
grande numero de trabalhos publicados, a maioria dos quais podem ser encontrados nas
referéncias de Bertsekas e Tsitsiklis (1989b). Citar todos eles est4 fora do nosso escopo,
pelo que nos limitaremos aqueles que influenciaram diretamente nosso trabalho. Espe-
cificamente, aqueles que fornecem modelos mateméaticos ou estudam a convergéncia de
algoritmos iterativos para a resoluc¢io do problema do ponto fixo.

Contribugdes importantes utilizando a teoria de mapeamentos contrativos no es-
tudo de convergéncia para o caso ndo linear podem ser encontrados em El Tarazi
(1982), Talukdar, Pyo e Mehrotra (1983), Uresin e Dubois (1989) e em vérios tra-
balhos de Bertsekas e Tsitsiklis (1989b). Outros estudos de convergéncia, utilizando

fungdes de Liapunov podem ser encontradas em Kaszkurewicz et al. (1989) e Bhaya et
al. (1991).

Neste contexto, modelos para métodos iterativos sao apresentados em Bru et
al. (1988), estudos considerando o resultado de pequenas desincronizacdes podem ser
encontrados em Kleptsyn et al. (1984) e Asarin et al. (1990). O caso de dados discretos
¢ analizado em Uresin e Dubois (1990). Um modelo estocdstico pode ser encontrado
em Beidas e Papavassilopoulos (1991), enquanto a convergéncia superlinear (Varga,
1962) é discutida em Frommer (1991). O leitor interessado pode recorrer as referéncias
deste e de outros trabalhos citados para maiores detalhes.

Pela grande quantidade de trabalhos dedicados ao assincronismo, poderiamos
pensar que este tipo de algoritmo é claramente superior a sua contrapartida sincrona,
todavia isto nem sempre é verdade (Arjomandi et al., 1983). Efetivamente, uma das
maiores dificuldades em se tratar os algoritmos assincronos é a complexidade dos mes-
mos, o que implica a utilizacdo de complexos modelos matemaéticos que leva a uma
analise complexa dos problemas. Na modelagem estudada em Bertsekas e Tsitsiklis
(1989b) se distingue dois tipos de assincronismo:



¢ total, com nenhum processador parando definitivamente, antes de terminar a
computagao, mas permitindo atrasos de comunicagdo que podem tender a infinito;

e parcial, no qual existe uma chamada Medida de Assincronismo finita, que limita
o atraso maximo de comunicagdo. Ressaltamos a existéncia de algoritmos que
convergem com a simples existéncia da medida de assincronismo, enquanto outros
requerem que a mesma seja suficientemente pequena, como em Baran e Corréa

(1990).

Outra complicagdo das implementagbes assincronas, é a detecdo da terminacio,
que requer de algoritmos especiais, como os publicados em Dijkstra e Sholten (1980),
Francez (1980), Francez e Rodeh (1982), Dijkstra et al. (1983) e em Bertsekas e Tsitsi-
klis (1989a e 1989b). Isto porque quando o problema estd distribuido entre os diversos
processadores do sistema computacional, de forma que cada processador somente tem
os dados do subproblema que estd resolvendo, cada processador consegue verificar
somente algumas equagdes do problema. Portanto, se necessita de algum tipo de co-
ordenacao, por causa do assincronismo, para assegurar que os diferentes processadores
néo estejam verificando se o sistema estd ‘convergido’ com versdes distintas (possi-
velmente desatualizadas) do vetor que sera considerado solugdo aceitavel do problema.
Conseqiientemente, o algoritmo de terminagio tem a responsabilidade de assegurar que
todos os processadores verifiquem se seus respectivos subproblemas ja estao resolvidos,
utilizando o mesmo vetor ‘solucao’.

Depois de duas décadas de trabalhos principalmente de interesse teérico, chega-se
a nossos dias com suficiente amadurecimento tecnoldgico para aproveitar o potencial
dos sistemas distribuidos, e paralelos em particular, na solu¢do de problemas compu-
tacionalmente intensivos, a custos acessiveis. Podemos esperar para os préximos anos
um crescente nimero de aplicagdes praticas (IEEE Report, 1992) bem como novos
resultados tedricos que permitam resolver problemas cada vez mais complexos.

1.3 Objetivos e Organizagao deste Trabalho

No contexto seqiiencial, a combinagao de diversos métodos com estruturas de dados di-
ferentes nao sempre resulta em algoritmos interessantes, pelo excessivo uso de meméria
em que isto implica. Porém, quando consideramos sistemas de memdria distribuida,
nos quais cada processador utiliza um método diferente, o fato de cada processador ter
uma estrutura de dados particular, nio necessariamente provoca queda significativa de
eficiéncia. Com isto, os Team Algorithms se apresentam como potencialmente apro-
priados para os sistemas computacionais de memdria distribuida. Neste sentido, enfa-
tizamos o baixo custo por instrugao dos sistemas computacionais distribuidos, quando
comparados com os grandes computadores (mainframes).

Para viabilizar a solu¢do de grandes sistemas de equagoes em sistemas computa-
cionais distribuidos (e portanto a baixo custo), o problema deve ser particionado em
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vérios subproblemas menores e distribuido entre os diversos processadores do sistema
computacional. Desta forma, cada processador utiliza o método mais adequado para
o subproblema que estd resolvendo, podendo os métodos diferir de um processador a
outro.

O balanceamento de carga entre os diversos processadores dificilmente consegue
ser bom, considerando que a parti¢do do problema deve atender a critérios que permi-
tam assegurar a solugdo do problema, alén da possibilidade de utilizar algoritmos de
complexidades diferentes nos diversos processadores do sistema computacional. Isto
leva a perdas de tempo muito grandes nas barreiras de sincronizacio, quando imple-
mentagdes sincronas sdo utilizadas. A alternativa é utilizar implementagcoes assincronas
onde cada processador possa trabalhar a seu préprio ritmo, evitando assim os tempos
ociosos devido ao fato de que outros processadores utilizam mais tempo por iteracao.

Dadas as consideragdes acima, o principal objetivo deste trabalho é formalizar os
bloco Team Algorithms num contexto assincrono, de forma a viabilizar a solucio de sis-
temas de equagdes algébricas de grande porte, em sistemas computacionais distribuidos,
utilizando diferentes métodos na solucdo de cada um dos subproblemas. Portanto, a
primeira tarefa é postular formas adequadas & combinacio de métodos diferentes num
sistema distribuido, com o claro objetivo de resover o problema global.

Uma vez propostos os mecanismos que permitem combinar os diferentes métodos
e formalizado os bloco TA, é preciso poder estudar a convergéncia das combinacdes
possiveis, de forma a escolher as melhores opg¢oes. Este foi talvez o maior desafio deste
trabalho, considerando a dificuldade de se analisar sistemas assincronos, mesmo quando
todos os processadores utilizam o mesmo algoritmo.

Ainda sdo escassos os resultados experimentais em sistemas assincronos. Mais
especificamente, ndo temos conhecimento de nenhuma implementacgio assincrona que
permita resolver sistemas algébricos de grande porte, combinando métodos diferen-
tes, num sistema distribuido. Sendo assim, torna-se fundamental a implementacio
dos bloco TA aqui postulados, de forma a verificar experimentalmente as propriedades
dos mesmos. Com este objetivo foram implementadas diversas versdes de Team Algo-
rithms no hipercubo de 8 nds, o iPSC/860 da INTEL, disponivel no Laboratério de
Computagio Paralela da UFRJ. Com isto, foi possivel obter conhecimentos importan-
tes sobre os Team Algorithms, bem como das virtudes e dificuldades préprias de uma
implementacdo assincrona em computadores paralelos.

Enfatizamos aqui que as primeiras publicagdes em que se discutem os Team Al-
gorithms em sistemas assincronos de meméria distribuida, apareceram somente h4 uns
poucos anos atras, ainda nesta década de 90; portanto, é uma drea muito nova de tra-
balho, e em certo sentido, ainda inexplorada. Conseqiientemente, espera-se com este
trabalho chamar a atencido sobre a potencialidade dos Team Algorithms para diversas
areas da engenharia, apresentando resultados experimentais, que confirmem as expec-
tativas positivas que se tem dos TA. Finalmente, espera-se sugerir algumas linhas de
pesquisa e destacar potenciais aplicagdes, que permitam continuar com os trabalhos



até aqui realizados, ja que o presente trabalho nio pretende ser definitivo, mas sim-
plesmente, o primeiro em formalizar os Team Algorithms, estudando a convergéncia
dos mesmos e apresentando resultados experimentais de implementagdes assincronas
de médio e grande porte.

O presente trabalho foi dividido em 6 capitulos. O capitulo 2 estuda, num con-
texto assincrono, os algoritmos bloco iterativos, que resolvem um problema de grande
porte, particionando o problema em subproblemas menores, cada um dos quais pode
ser resolvido num outro processador. Se introduz também o modelo matemético a ser
utilizado, o que permite analisar a convergéncia de diversos métodos. A versio mais
simples dos bloco Team Algorithms é apresentada, derivando-se também uma condicio
suficiente de convergéncia para o mesmo. O capitulo conclui postulando um Indicador
de Mérito que permite comparar os diferentes métodos em termos de convergéncia.

A formalizacdo matemadtica dos Team Algorithms é realizada no capitulo 3 que
postula varias técnicas para combinar diferentes algoritmos no contexto assincrono.
A convergéncia é analisada utilizando um modelo generalizado que inclui como casos
particulares a maior parte das propostas de TA utilizadas na solugido de problemas
algébricos, incluindo o uso de um Adminisirador, potencialmente ‘inteligente’. As
diversas formas de combinacio apresentadas, sio finalmente comparadas, enfatizando-
se as circunstancias nas quais cada uma apresenta vantagens especificas.

No capitulo 4 analisa-se um problema exemplo, discutindo a implementacio
assincrona de um Team Algorithm no hipercubo de 8 nés do Laboratério de Com-
putagdo Paralela da UFRJ, o iPSC/860 da INTEL. O problema exemplo escolhido
é o Problema do Fluzo de Poténcia Elétrica (Stott, 1974) para um sistemna de 616
barras. Um primeiro caso do problema exemplo, permite verificar experimentalmente
as vantagens do TA sem Administrador, junto as caracteristicas da implementacio.
Um segundo caso, no qual o uso de um Administrador é indispensavel para encon-
trar a solugdo do problema, é também apresentado, junto as diversas implementacoes
possiveis. A analise dos resultados experimentais destas implementacdes é apresentada
no capitulo 5, que enfatiza as principais caracteristicas dos Team Algorithms.

As conclusées finais do trabalho sdo apresentadas no capitulo 6, no qual se resume
as principais contribui¢bes do trabalho e se sugere tépicos para futuras pesquisas.

Sumario do Capitulo 1

Neste capitulo foi introduzido a nogido dos Team Algorithms como uma técnica
que permite combinar métodos diferentes na solucio de sistemas de equagoes algébricas,
enfatizando a sua utilizacdo nos sistemas distribuidos assincronos.



Primeiramente, foi apresentado um histérico dos TA que permitiu expor as idéias
fundamentais dos mesmos e ilustrar algumas aplicacdes; evidenciando o grande interesse
que os Team Algorithms estdo despertando na década de 90, na medida em que sistemas
distribuidos estdo se tornando mais acessiveis. Assim, foram enfatizadas as vantagens
de se utilizar os TA num contexto assincrono, de forma a aproveitar o baixo custo
por instrugdo dos sistemas computacionais de meméria distribufda, especialmente em
presenca de desbalanceamentos de carga computacional. Uma breve resenha histérica
foi também dada, de modo a colocar em perspectiva as principais caracterfsticas do
assincronismo.

Os objetivos principais deste trabalho foram expostos, enfatizando-se o inte-
resse em resolver sistemas de equagdes algébricas de grande porte utilizando métodos
possivelmente diferentes nos distintos processadores de um sistema computacional de
meméria distribuida. Para isto, o trabalho pretende formalizar os Team Algorithms,
estudar a sua convergéncia e implementar estas idéias de forma a avaliar os resultados
experimentais que permitam confirmar as expectativas positivas que se tem dos TA.



Capitulo 2

Algoritmos Bloco Tterativos
Assincronos

Neste capitulo formalizam-se os algoritmos bloco iterativos num contexto assincrono,
estudando-se também a convergéncia dos mesmos. A proposta consiste em particionar
um problema complexo, em varios subproblemas menores e distribuir estes subpro-
blemas entre os diversos processadores do sistema computacional, de forma que cada
processador compute exclusivamente o subproblema especifico a ele alocado.

Quando dizemos que um problema é complexo, o fazemos no sentido discutido em
Siljak (1981), trabalho este que distingue trés fatores para determinar a complexidade
de um sistema dinamico: dimensao, ambiguidade e estruturagido do problema.

O objetivo da implementacdo assincrona a ser estudada, é encontrar um ‘vetor
solugdo’ que satisfaca (possivelmente com uma dada tolerancia) o sistema de equagoes
algébricas dado. Para isto, € alocado a cada processador um subproblema junto com as
componentes do vetor solugdo que serdao atualizadas por esse processador. Na proposta
deste capitulo, cada componente do vetor solucdo € atualizada por um e somente um
processador.

Assim, no contexto assincrono considerado, cada processador tenta resolver o
subproblema a ele alocado, utilizando um algoritmo adequado que permita atualizar
as componentes do vetor solucio correspondentes a esse processador. Como o sub-
problema a ser resolvido num processador, pode depender também das componentes
do vetor nao atualizadas por ele, cada processador inclui no céalculo, quando necessa-
rios, os dados mais atualizados que ele possui das componentes atualizadas nos outros
processadores. ComunicagGes assincronas (sem bloqueio) entre processadores sao enco-
rajadas, de forma que resultados parciais, ou melhores estimativas da solu¢do, possam
ser conhecidos e incluidos nos calculos de todos os processadores.

Note que o conjunto avanca para a solugédo global do problema de uma forma tipi-
camente iterativa. Isto porque uma vez calculados novos valores para as componentes

10



atualizadas por um dado processador, mesmo que estas resolvam o subproblema a ele
alocado (solugéo local), estas devem ser comunicadas aos outros processadores do sis-
tema, para verificar que a solugéo global para todo o sistema j4 foi alcancada. De nao
ser assim, a computagdo deve continuar e o processador considerado (que ja encontrou
uma solugdo local) pode eventualmente receber novos valores das outras componentes
(calculadas em outros processadores) que fagam com que o subproblema a ele alocado
nao continue resolvido. Novas iteracdes sio assim necessarias neste processador.

Enfatizamos que para muitos problemas de engenharia, os métodos iterativos tem
a vantagem de poder incluir na computagio, conhecimentos ‘e priori’ do engenheiro
ou especialista na estimativa da condicdo inicial, o que pode resultar numa aceleracao
do processo. O método trabalha bem somente em certas regides, que normalmente
sdo conhecidas. Um bom exemplo neste sentido que serd discutido no capitulo 4 é o
problema do Fluxo de Poténcia Elétrica (ver Stott, 1974; Monticelli, 1983).

O esquema de solugao proposto, que denominamos algoritmo bloco iterativo, nao
especifica o algoritmo particular a ser utilizado em cada processador. Assim, se usamos
o método de Jacobi em cada processador, obtemos a versio bloco assincrona do método
de Jacobi (o simplesmente bloco Jacobi). Analogamente, se cada processador utiliza
o método de Newton para ‘tentar resolver’ o subproblema a ele alocado, obtemos a
versao bloco assincrona do método de Newton. Da mesma forma, é possivel ter uma
versao bloco assincrona para cada método conhecido no contexto sequencial. Contudo,
neste trabalho estamos mais interessados na combinagio de algoritmos diferentes nos
diversos processadores do sistema computacional distribuido. Assim, cada processador
pode escolher o método mais apropriado para resolver o subproblema a ele alocado,
independentemente da escolha dos outros processadores. O algoritmo bloco iterativo
assim constituido é denominado genericamente bloco Team Algorithm (ou bloco TA).

Enfatizamos aqui a simplicidade dos bloco TA acima introduzidos, pois nenhum
Administrador ¢é utilizado nesta proposta, que pode ser entendida como uma simples
particdo de um problema de grande porte em subproblemas menores, potencialmente
mais simples de ser resolvidos; de forma que cada um destes subproblemas possa ser
resolvido pelo método mais adequado, num outro processador.

Os bloco Team Algorithms assim considerados, se mostram altamente promissores
para sistemas de grande porte, constituidos por subsistemas (ou blocos) levemente
acoplados, com caracteristicas bem diferenciadas que fazem com que nenhum algoritmo
individualmente possa resolver, igualmente bem, todos os subproblemas. A escolha de
algoritmos diferentes para os distintos subsistemas, dependendo de suas caracteristicas
especificas, se mostra assim a mais natural das propostas.

A motivagdo do estudo realizado neste capitulo vem de uma proposta sequencial
aplicada a solugéio de Sistemas de Poténcia no trabalho de Dusonchet et al. (1971) para
resolver o problema de Fluxo de Poténcia Elétrica. Como j4 foi citado, esta primeira
proposta propde particionar o problema em dois subproblemas. Um com as barras de
carga, que seria resolvido por uma variante do método de Jacobi, e o outro subproblema
com as barras de tensdo controlada que seria resolvido pelo método de Newton.
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Esta primeira proposta que ndo prosperou no contexto seqiiencial apesar dos pri-
meiros resultados alentadores, tem uma nova perspectiva nos sistemas distribuidos, o
que sera discutido neste capitulo, generalizando as idéias basicas da proposta seqéncial
para um problema algébrico mais geral, e formalizando a anlise de algoritmos bloco
iterativos num sistema computacional distribuido. Para isto, a secao 2.1 apresenta
a formulacdio matemaética do problema, assim como a formalizacio dos algoritmos
bloco iterativos, derivando-se uma condicdo suficiente de convergéncia para os mes-
mos. A segdo 2.2 discute a convergéncia de versdes bloco assincronas de vérios métodos
classicos, especialmente quando utilizados na solucio de sistemas quase lineares de
equagbes. Os bloco TA sdo formalizados na segio 2.3. Finalmente, uma figura de
mérito para comparagdes ‘a priori’ de diferentes métodos bloco iterativos, é proposta
na secao 2.4.

2.1 Formulagao MatemaAtica

Nesta secdo consideramos um sistema de n equagées algébricas dado por:
®(z) =0, z € R™, ¢:R"— R" (2.1)

definido num dominio D C R™. O objetivo é resolver este sistema de equagdes utili-
zando um sistema distribuido com m processadores, onde m < n ( sendo que para a
maioria das aplicagdes m < n). Para isto, o problema é particionado, de forma que
cada processador ‘resolve’ somente uma parte (o subproblema) do sistema completo,
comunicando os resultados parciais aos outros processadores para finalmente resolver
o problema global dado por (2.1). Para formalizar estas idéias, introduz-se abaixo a
notacao e algumas definigées a serem utilizadas.

Seja a Decomposi¢io Cartesiana de IR™ dada por':
R*"=1R"™ x ... x R", ny+ e+ Ny =n. (2.2)
e ademais D C IR™ um dominio tal que

D=Dyx--xDn, D;CR™, Vie{l,...,m) (2.3)

Um vetor z € D pode ser particionado de acordo com:

I
T = s z; €D, ViE{l,...,m} (2.4)
mm
enquanto ®(z) como:
0y (z)
O(z) = : , ®,:D—R™ (2.5)
O ()

1Por simplicidade faremos a formaliza¢do dos algoritmos bloco iterativos no conjunto IR dos reais,
enfatizando que todos os resultados sdo facilmente estendidos ao conjunto C dos complexos.
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Conseqiientemente, a equagdo a ser resolvida em cada processador 7, que serd
chamada de problema local, é dada por:

®;(z) =0, Vie{l,...,m} (2.6)

Para resolver a equagdo (2.1), ou de forma equivalente (2.6), assumimos neste
trabalho, que serd utilizado um algoritmo iterativo, da forma

2(k+1) = G(a(k))

O operador G que representa o algoritmo considerado tem um ponto fixo z* =
G(z*) que é assumido ser a solugdo de (2.1), i.e. ®(2*) = 0. Assim, considerando a
equagdo (2.6), o operador G pode ser escrito como:

G'l(a:)
G(z) = : , Gi(z): D - D;, Vie{l,...,m} (2.7)
Gn(z)

onde (2.7) é uma particdo conforme associada as equagdes (2.4) e (2.5). Desta forma,
cada processador ¢ resolve sua equagio local (2.6) usando um operador G; que atualiza
z;, a partir do valor de z disponivel nesse processador, transmitindo eventualmente o
valor atualizado de x; aos outros processadores; assim, uma iteracio no processador %
pode ser representada por:

z; «— Gi(z), Vie{l,...,m} (2.8)

onde <« representa alocacio do valor do segundo membro para a varivel do primeiro
membro (mais detalhes na Nota 2.1).

Ao longo de todo este trabalho, se faré a seguinte hipétese que formaliza o acima
mencionado:

HIPOTESE 2.1 (UNICIDADE DA SOLUGAO)

Dado o sistema de equagées (2.1), que pode ser re-escrito como (2.6), definido num
conjunto fechado D C IR™ que satisfaz (2.3), existe um operador G da forma (2.7)
e que opera segundo (2.8), tal que G(D) C D e adicionalmente D apresenta um e
somente um ponto fizo

= |, z; € D, Vie{l,...,m}

K

do operador G. O ponto fizo z* € por sua vez solugdo de (2.1). Conseqiientemente,
podemos escrever que:
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z; = Gi(z"), Vie{l,...,m} (2.9)
e também

®;(s*) = 0, Vie{l,...,m} (2.10)

Enfatizamos aqui nosso interesse nas implementacdes assincronas, cuja mode-
lagem matemética implica na possibilidade de usar valores atrasados das varidveis
(Kaszkurewicz et al., 1990), nas atualizacSes (ou iteragdes) representadas por (2.8).
Especificamente, assumiremos que no momento da iteragio k, o processador i que
atualiza z;, recebeu informacdo de um outro processador j, com um atraso variante
no tempo, de [k — d;(k)] unidades. No presente trabalho faremos a hipétese de que o
sistema é parcialmente assincrono (ver Bertsekas e Tsitsiklis, 1989b), o que implica que
todos os atrasos entre os diversos processadores sio limitados uniformemente por um
nimero inteiro e positivo d denominado medida de assincronismo. Isto é formalizado
pela hipdtese que segue:

HIPOTESE 2.2 (ASSINCRONISMO PARCIAL)

dd e N, Vk e N, Vi,j €{l,...,m},

tl que di(k) € {k,k—1,...,k— d}. (2.11)

Denotamos como z*(k) ao vetor = disponivel no processador 7, no momento da
iteracdo k, i.e.

fﬂl(di(k))
(k) & : , Vie{l,...,m} (2.12)
T ( iy (K) )

Usando esta notagio podemos escrever o algoritmo (bloco iterativo) assincrono
baseado em (2.8) na forma:

zk+1) = Gi(ai(k)), Vie{l,...,m} (2.13)

O algoritmo (bloco iterativo) sincrono, baseado em (2.8), pode ser simplesmente
escrito como:

zi(k+1) = Gi(z(k)) Vie{1,...,m} (2.14)

impondo a condigao d}(k) = k, o que é feito, em termos de implementacio, por meio
de barreiras de sincronizagao.

A equagdo (2.13) d4 a forma geral de um algoritmo bloco iterativo assincrono,
implementado da seguinte forma: cada processador 7 tenta resolver seu subproblema
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local (2.6) atualizando =; a cada iteracio k, aplicando para isto um operador G; sobre
z'(k), o valor mais recente de z a ele disponivel ( note que z; Vj # i é constante
numa dada iteragdo, pois o processador i atualiza somente z; ). Valores atualizados de
z; sao comunicados aos outros processadores sem bloqueios ou interrupgdes, quando
disponiveis. O processo continua iterando até que uma solugio com dada tolerincia
seja encontrada.

Nota 2.1 A equacio (2.13) pode também ser escrita como:
sik+1) « Gii(k)), Vie{l,...,m}

mas se prefere enfatizar a igualdade matemdtica quando a iteragio k estd especifi-
cada. Contudo, ndo se utiliza o signo = em (2.8) por nio ser especificada a iteragao
correspondente.

Considerando nosso interesse nos métodos bloco iterativos, introduzimos um con-
ceito que possibilita a formulagdo matematica dos mesmos, assim como o correspon-
dente estudo de convergéncia num contexto assincrono. Sendo assim, definimos a
continuagdo o conceito de continuidade bloco-Lipschitz, que é equivalente ao conceito
de continuidade de Lipschitz (ver Lema 2.1).

DEFINIGAO 2.1 ( CONTINUIDADE BLOCO-LIPSCHITZ )
Uma funcio G(z) com a caracteristica dada por (2.7) é denominada bloco-Lipschitz
continua (em uma dada norma || - ||) num dominio D, com referéncia é decomposicdo
cartesiana (2.3), se Vz,y € D satisfazendo a particio (2.4) é possivel escrever a
relagdo: "

1G(z) = G|l < Ehllmz — il (2.15)

onde o0s escalares L; serdo denominados ‘constantes bloco-Lipschitz’.

A utilizagdo do conceito de continuidade bloco-Lipschitz em nossa formalizacso
dos métodos bloco iterativo, ndo impée nenhuma condigio especialmente restritiva,
dada sua equivaléncia com o conhecido conceito de continuidade de Lipschitz, como se
demonstra no lema que segue:

LEMA 2.1 (FUNGAO BLOCO-LIPSCHITZ CONTINUA)
Uma fungdo G(z) € bloco-Lipschitz continua se e somente se ela é Lipschitz continua.

Prova.
Apresenta-se uma prova em norma-1 usando a relacio:

Izl = > lleill (2.16)
=1
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pois a generalizagdo para uma outra norma-p é facilmente obtida a partir da relagio:

allely < [zl < |zl (2.17)

Parte 1:

Considerando primeiramente que G é Lipschitz continua em norma-1 com cons-
tante de Lipschitz L:

1G(2) = Gl < Lllz =yl = L3 llzi — willy

=1

portanto, G é bloco-Lipschitz continua com constantes L; = L em norma-1. Assim,
por (2.17) obtemos:

allG(z) = G, < 1G(2) = Gl < LY llwi — wills < e LYl — will,

=1 =1
consequentemente, G é bloco-Lipschitz continua com constantes L; = c¢;L/c; em
norma-p.
Parte 2:

Assumindo que G é bloco-Lipschitz continua em norma-1 com constantes L; e
denotando como L,,,, 0 valor mdximo destas constantes:

1G(z) — GW)lls < X Lillzi — yills € Limaz 3, |z — %illi = Lmas|lz — ylls

=1 =1

portanto, G é Lipschitz continua em norma-1, com constante L = L,,4,. Assim, por
(2.17) obtemos:

allG(z) = Gl < 1G(2) — G(W)ll < Lmaslle =yl < c2lmacllz — yll,

consequentemente, G é Lipschitz continua em norma-p, com constante I = c3Lpqz/c.

Exemplo 2.1 Seja F(z):D - D CR? comz € R?onde D ={ z| |z||cc <1}

F(a:) _ Fl(:vl, 392) _ $2(05$% + 03)
| Fa(z1,72) | | 0422 40.222

F(z) satisfaz em D a relagao:

I1F(z) = F(¥)]loo < 1.8||2 — y]loo, de onde I, = 1.8 (2.18)

[1£(z) = F()lloo < llz1 = yalloo + 0.8[|22 — yalleo (2.19)
de onde L; = 1.0 e Ly = 0.8. Note que a relagio L > L; é sempre satisfeita.
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Para o presente trabalho assumimos que uma mesma norma ||-|| é usada em todos
os espagos IR™, ¢ =1,...,m, assim como em IR", embora isto ndo seja uma condicio
imprescindivel. Fazemos também a seguinte Hipdtese:

HIPOTESE 2.3 (BLOCO-LIPSCHITZ)
Cada operador G;(z) da equagdo (2.13) € bloco-Lipschitz continuo em D, i.e.

1Gi(z) — Gi(w)| < D Lijllej —y;ll  Ve,ye D, Vie{l,...,m} (2.20)

i=1

Nota 2.2 As constantes bloco-Lipschitz (I;;) do operador G' dependem do algoritmo
escolhido e claramente estio relacionadas com as caracteristicas de ®(z).

Com o objetivo de derivar uma condi¢io suficiente de convergéncia para o algo-
ritmo assincrono (2.13), definimos o vetor erro e = [ef,---,eL]T € R™ como:

6¢(k + 1) o :E,(k + 1) —
Vi,j€{l,...,m}, (2.21)
e(di(k)) ¥ ai(di(k)) — o3

e o vetor erro reduzido z = [z1, -+, 2,]T € R™ como:
a(k+1) £ Jlek+1)]
Vi,je{l,...,m}, (2.22)
a(dR) = Ne(d®) ]
Subtraindo (2.9) de (2.13) obtemos Vi € {1,...,m}:
ei(k+1) = zi(k +1) — o} = G:(a'(k)) — Gi(z") (2.23)

tomando normas e usando a hipétese 2.3:

le:(k + DIl = [1G:(w(k)) — G:(2*)]| < illij”%' (di(k)) — =3l (2.24)
les(k+1)|| < f}lzﬁnej(d;(k))u, Viedl,... m) (2.25)

que pela defini¢do de z pode ser escrito como:

Ak +1) <3 b 2 (@), Vie{l,...,m} (2.26)
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Para demonstrar a convergéncia do algoritmo assincrono (2.13), é suficiente de-
monstrar que o vetor erro reduzido z que satisfaz a desigualdade (2.26) tende a zero
quando k¥ — oo. Para isto, usaremos o lema assincrono de comparagdo derivado no
Apéndice B, a partir do trabalho de Bhaya et al. (1991).

LEMA 2.2 (LEMA ASSINCRONO DE COMPARAGAO)
Sob as hipdteses 2.1 e 2.2, dada uma matriz ndo negativa H = (h;;) >0 e um vetor
variante no tempo e ndo negativo z > 0, satisfazendo a inequacdo:

b +1) < 3 hy z(di(8), Vie{l,...,m} (2.27)

entdo, p(H) <1 ¢é uma condi¢do suficiente para que z(k) tenda exponencialmente a
zero quando k — oo, i.e.

klim z(k) =0 se  p(H)<1

onde p denota o raio espectral.

O resultado imediato da aplicagdo do Lema 2.2 & equagio (2.26), tem como
conseqiéncia o teorema que estabelece uma condigio suficiente de convergéncia para o
algoritmo assincrono dado por (2.13).

TEOREMA 2.1 (CONDIGAO SUFICIENTE DE CONVERGENCIA)
Sob as hipdteses 2.1 a 2.3, o algoritmo assincrono representado por

z(k+1) = Gi(2i(k)), Vie{l,...,m}
converge para o unico ponto fizo z* em D se
p(H) <1
onde H ¢€ dado por:

H = (h,]) € ]R,mxm, com h,’j = lij

A condigao suficiente de convergéncia dada acima é especialmente conveniente no
tratamento de algoritmos combinados, uma vez que cada operador (; pode represen-
tar um método ou algoritmo distinto, como serd visto nas préximas segées.

Nota 2.3 Para matrizes ndo negativas H , existem vérias condigOes equivalentes a
p(H) < 1, algumas das quais sdo bem mais ficil de se verificar na hora de aplicar o Teo-

rema 2.1 (ver Lema A2 do Apéndice A, originalmente demonstrado em Kaszkurewicz
et al., 1990).

18



Para facilitar referéncias futuras, introduzimos a continuacio a definicio de Ma-
triz de Comparac¢do.

DEFINIGAO 2.2 ( MATRIZ DE COMPARAGAO)
Dada a inequagdo:

z,-(k+l) S Z h,’j zj(d;(k)), Vie {1,...,m}
J=1
do Lema 2.2, a matriz ndo negativa H = (h;;) € denominada Matriz de Comparacdo.

Enfatizamos que a matriz de comparagdo H é uma matriz agregada (Kaszku-
rewicz et al., 1990) & equagéo (2.13) com dimensdo (m X m), menor que a dimensio
(n xn) do sistema. Como exemplo, se resolvemos um sistema algébrico com n = 1000
equacoes, utilizando um método bloco iterativo que distribui o problema num hiper-
cubo de 8 nés (como aquele utilizado para as implementagdes desta tese), a matriz de
comparagao teria uma dimensdo de (8 X 8).

Para finalizar esta se¢do, comparamos o Teorema 2.1 acima derivado, com um
teorema derivado por Talukdar et al. (1983), que também pode ser utilizado para
estabelecer uma condigao suficiente de convergéncia dos algoritmos bloco iterativos,
num contexto assincrono. Assim, podemos enunciar o seguinte teorema (‘Theorem

4-2’, Talukdar et al., 1983):

TEOREMA 2.2 (CONVERGENCIA DE ALGORITMOS ASSINCRONOS)

Sob as hipdteses 2.1 e 2.2, o algoritmo assincrono representado por um operadar G(z)
converge para a unica solugio z* em D , se G(r) € um operador contrativo em
norma infinita no dominio considerado, i.e.

Ve,y €D,  [G@) = CWlleo < Looflz = ylle onde 0< Loy < 1.

Para uma comparagdo significativa dos Teoremas 2.1 e 2.2, temos que partir
das mesmas hipdteses. Portanto, assumimos verdadeira a Hipdtese 2.3 e derivamos a
condigao suficiente de convergéncia que resulta de aplicar o Teorema, 2.2:
Yo,y €D, [|G(z) = Wl = max (]|Gi(z) = Gi(v)lls )
ie{l,...,m}

e utilizando a Hipdtese 2.3 obtemos

i€{l,..,m}

=1

Vz,y € D, |G(z) - G(y) |l <  max Li |1z = villoo
i€{l,...,m} =
< g o
N o PEERERTS
S ax ( 2 b ) lz = ylleo
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que considerando a matriz de comparagdo H = (h;;) com h;; = l; dada no
Teorema 2.1, pode ser escrita como:

Vz,y €D, ||G(2) = G¥)lleo < |H]loo Iz = ylleo
conseqiientemente, Lo, = ||H||s. Portanto, a condigio suficiente de convergéncia de
acordo com o Teorema 2.2 implica que:  ||H||o, < 1.

Lembrando que p(H) < |[H|sw (Varga, 1969), concluimos que a condigio
suficiente de convergéncia dada pelo Teorema 2.1 é menos restritiva que a condicio
derivada do Teorema 2.2, pois:

e sob as hipdteses 2.1 a 2.3, sempre que o Teorema 2.2 é aplicavel, o Teorema 2.1
também o é. Além disso,

e pode existir um algoritmo bloco iterativo para o qual:
p(H) < 1 < [|H]o

e portanto, somente o Teorema 2.1 consegue assegurar a convergéncia num con-
texto assincrono.

Conseqiientemente, como o Teorema 2.1 é menos restritivo, serd ele o utilizado
ao longo deste trabalho.

2.2 Versoes Assincronas de Algoritmos Cldssicos

O objetivo desta secdo € utilizar a formulagio matemdtica e os resultados da secio
anterior de forma a derivar condigdes suficientes de convergéncia, para uma variedade de
algoritmos cldssicos, quando implementados num contexto assincrono como algoritmos
bloco iterativos. Os resultados assim obtidos poderdo ser utilizados no estudo de
convergeéncia dos bloco TA, que serdo analisados na préxima secdo.

De uma forma geral, o estudo de convergéncia de algoritmos conhecidos, num
contexto seqiiencial, pode ser ampliado para o contexto assincrono dos algoritmos bloco
iterativos; mas estudar todos os casos estd fora do escopo deste trabalho. Porém, nesta
secao apresenta-se uma metodologia geral de analise aplicada a varios algoritmos cléssi-
cos como o bloco Jacobi, o Newton simplificado, e o método das iteragdes contrativas
entre outros. Como ilustra¢do, com cada método se utilizam nossos resultados na
resolugao de equagoes quase lineares (analisadas em Ortega e Rheinboldt, 1970).

A escolha das equagbes quase lineares, como problema exemplo desta se¢do, foi
motivada no trabalho de Bhaya et al. (1991); no qual, este tipo de problema, é analisado
no contexto assincrono dos algoritmos iterativos tipo bloco Jacobi. Sendo assim, utili-
zaremos basicamente a formulacio desse trabalho que considera o sistema de equagées
quase lineares da forma;:

Az = F(z), Ae R™", F:R"—R" (2.28)
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para o caso especial em que F' satisfaz as seguintes hipéteses:
HIPOTESE 2.4 (NAO LINEARIDADE BLOCO-DIAGONAL )

F,: D; — Fi(D;) : z; — Fi(z;), Vi e {1,...,m}

(2.29)
F:(af,...,2)T v (Fi(21)T, ..., Fu(zm)T)"
e também que cada Fj(z;) é Lipschitz-continua com constante Iz, i.e.
HIPOTESE 2.5 (CONTINUIDADE DE LIPSCHITZ)
Fi(z:) — BE@)ll < gllei—wll, Vie{l,...,m}, Va,yueD; (2.30)

Nota 2.4 Pelo Lema 2.1, F(z) é bloco-Lipschitz continua, satisfazendo a relacio:

1PE) = PG| < 3t - (231)

Ademais, se utiliza um ‘splitting’ da matriz A dado por
A=M-N (2.32)
onde M € IR™ é uma matriz bloco-diagonal satisfazendo:
M = diag (My,...,M,), M; € R™X™ detM; # 0, Vie{l,...,m},

(2.33)
o que implica que M néo é singular, enquanto N satisfaz:

N;; € R™*™ N := (Mj), Vi,j € {1,... ,m} (2.34)

Assim, o sistema quase linear de equagdes dado por (2.28) pode ser re-escrito
conforme (2.6) como:

Mz, = ZNij:cj 4+ E((IJ,), Vi € {1, . ,m} (235)
7=1
ou mais explicitamente, na forma ®;(z) = 0, onde:
(D,(.’E) =—M;z; + ZN,'J'.’EJ' + E(:Ei), Vi e {1, ceny m} (236)
j=1

que por Hipdtese 2.1 tem uma tnica solugédo z* em D satisfazendo:

2t =Y M7 Nyoi + M7'F(a}), Vi€ {L,...,m) (2.37)
7=1

A equag@o (2.35) correspondente a cada processador, pode assim ser resolvida,
por diferentes métodos que sdo analisados nas subsegées que se seguem.
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2.2.1 Método bloco Jacobi

O método bloco Jacobi (ou BJ) ja é bem conhecido na literatura (Bertsekas and Tsitsi-
klis, 1989), inclusive sendo uitlizado na solugio de sistemas quase lineares de equagdes,
no contexto assincrono dos algoritmos bloco iterativos (Bhaya et al., 1991). No que
segue, demonstramos que a condigdo suficiente de convergéncia (assincrona) derivada

em Bhaya et al. (1991, teorema 2.1), pode ser obtida como conseqiiéncia direta do
Teorema 2.1 da segao anterior.

O método bloco Jacobi assincrono para resolver a equagio (2.35) é dado por:

zi(k+1) = 21 M Ny o (di(k)) + Mi—lﬂ(mi(dgi(k))), Vie{l,...,m)
" (2.38)

assim, o operador GG; associado ao processador ¢ pode ser escrito como:

Gz(a;) = Z Mi_ll\rij:l:j + Mi—lFi(xi), Vi e {1,. . ,m} (2.39)

J=1
que sob as Hipdteses 2.4 e 2.5, é bloco-Lipschitz continuo em D com constantes:

li {”M 1NMH+ZF”M 1” sej =1

|[M; | so j i (2.40)

e pelo Teorema 2.1 temos:

COROLARIO 2.1 A versdo assincrona do métedo bloco Jacobi dado por (2.38) converge
para a inica solugio * em D, sob as hipdteses 2.1, 2.2, 2.4 e 2.5 se p(Hpy) < 1,
onde Hpy = (I;;) € dado por (2.40).

Este resultado, originalmente demonstrado em Bhaya et al.(1991), foi apresentado
com o Unico propédsito de ilustrar a simplicidade com a qual o Teorema 2.1 pode ser
aplicado na derivacdo de condigdes suficientes de convergéncia, utilizando o conceito
de continuidade bloco-Lipschitz.

2.2.2 Método da Corda Paralela

O método da corda paralela, conhecido na literatura como ‘Parallel Chord Method’
(ou PC) é discutido em datalhes na sua versdo seqiiencial em Varga (1962). Trata-se
na verdade de uma classe de algoritmos que inclui varios métodos, dos quais o Newton
Simplificado (ou SN) é provavelmente o mais conhecido. A versdo seqiiencial do método
resolve o sistema de equagdes (2.1) utilizando o seguinte algoritmo iterativo:

s(k+1) = o(k) - Q ®(x(k)), QeR™" (2.41)
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onde () é uma matriz constante que para o caso especifico do método de Newton
Simplificado é dada pela inversa do Jacobiano Jg(z) de ®(z), avaliado na condigio
inicial z(0), i.e.

Q = [Ja(=(0)]” (2.42)

Nota 2.5 O método de Newton Simplificado foi recentemente tratado no contexto

sincrono dos sistemas distribuidos, junto com ‘overlapping epsilon decomposition’, em
Zecevié e Siljak (1992).

Nesta segdo, considera-se o método mais geral da corda paralela (PC) num con-
texto assincrono no qual cada processador i trata de resolver seu subproblema local
®;(z) =0 atualizando o valor de z;, considerando como constantes para essa iteragdo
k, os valores de z;, Vj # i. Conseqientemente, cada processador : usa sua prépria
matriz constante Q;, de forma similar a (2.41); desta forma, a versio assincrona do
algoritmo bloco iterativo que utiliza o método da corda paralela (ou bloco PC), pode
ser escrito Vi € {1,...,m} como:

sk +1) = z;(dik)) — Qi 0:(a’(k)), Qi€ R™x™ (2.43)
onde, para o problema (2.35), ®;(z) é dado por (2.36).

Considerando o sistema quase linear de equagdes (2.35) e denotando ao Jaco-
biano de F;(z;) calculado na condigdo inicial z(0) como Jg,( z;(0) ), obtemos a versdo
assincrona do algoritmo bloco iterativo que utiliza o método de Newton simplificado

(ou bloco SN), sendo @); dada por:
Qi = [~Mi+Ni+Jn(=(0)] (2.44)

Para aplicar o Teorema 2.1 ao método bloco PC dado por (2.43) quando utili-
zado para resolver (2.35), calculamos as constantes bloco-Lipschitz do operador G;(z).
Assim, de (2.43) temos:

Gi(z) = @ — Qi[~Miwi+ Fi(z:) + T 1N,J:1:,]
= [I + Qz(M Nn)] T — QzF (.’E ) - _7=1,j;éz' QiNijmJ'
que pelas Hipdteses 2.4 e 2.5 resulta em:

|Gi(z) — Gl < 1L+ Qi(M;i — Nig)|| |z — will + 1Qull [ Fi(z:) — Fa(ya)ll
+ 371 i |QiNis | s — w5l

(2.45)

< [ur + Qi(M; — Na)ll + 1Qill 1w, ] lwi — il

iz 1QiNVi | |z — v
(2.46)
conseqiientemente, G; é bloco-Lipschitz continua com constantes I;; dadas por:
I+ Qi(M; — N} || + Ip [|Qil] s j=i
=4 | : = 2.47
! { |Qi V]I se JF1 (247)

entao, pelo Teorema 2.1 podemos afirmar que:
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COROLARIO 2.2 A versdo assincrona do método bloco iterativo da corda paralela dado
por (2.45) converge para a inica solugio z* em D, sob as hipdteses 2.1, 2.2, 2.4 e 2.5
se p(Hpc) <1, onde Hpg = (I;;) € dado por (2.47).

Enfatizamos que a obtengdo de uma condigdo suficiente de convergéncia tanto
no método BJ como no PC para um contexto assincrono, se limitou ao calculo das
constantes bloco-Lipschitz (I;;) do algoritmo em questdo, para posteriormente utilizar
0 Teorema 2.1. Desta forma a utilizagdo do Teorema 2.1 mostra-se flexivel o suficiente
para ser utilizada no caso de diferentes algoritmos.

2.2.3 Meétodo da Solucao por Componente

O método da Solugio por Componente, conhecido na literatura como Component So-
lution Method (ou CS) é discutido em detalhes na sec.3.1.2 de Bertsekas e Tsitsi-
klis (1989b). £ um método iterativo no qual cada processador realmente resolve sua
equacdo local (2.6) a cada itera¢do. A implementagio assincrona trabalha da seguinte
forma: a cada iteragao k, um dado processador ¢ resolve em z; sua equagdo local
®;(z) = 0, considerando como parametros (constantes a cada iteracdo) os valores de
z;j, Vj #1i dos outros processadores, obtendo desta forma a solugdo local Z;(k) da
iteragao considerada. Portanto, a solugdo local Z;(k) pode ser considerada como o
valor atualizado de z; que resulta da aplicagao do operador GG; na iteracgdo k; sendo
assim,

z(k+1) = z;(k), Vie{1,...,m} (2.48)

Uma vez obtido o valor de z;, este deve ser transmitido aos outros processadores.
Quando novos valores de z;, Vj # 7 sdo recebidos dos outros processadores, uma
nova solugao local Z; é calculada . O algoritmo bloco iterativo assim descrito prossegue
até que uma dada tolerancia e seja satisfeita.

Usando uma notagéo similar aquela introduzida em (2.12), denotamos como *(k)
ao vetor z disponivel no processador i apois resolver a equagdo local (2.6) na iteracdo

k;ie. )

F(k) o 7(k) (2.49)

| on(d,(8)

Considerando a Hipétese 2.1 e lembrando que Z;(k) é a solu¢do de (2.6) na iteracéo
k, podemos escrever:

z:(k) = Gi(7(k)), Vie{1,...,m} (2.50)

note que 7;(k) aparece nos dois membros da equagdo (2.50) pois é a prépria solugdo
para um dado z*(k).
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Em Bertsekas e Tsitsiklis (1989), é demonstrada a convergéncia do método CS
num contexto sincrono, para a unica solugdo z* em D, quando G; é uma contragio.
Para este trabalho, consideramos a versao assincrona na qual cada G; satisfaz a seguinte
hipétese:

HIPOTESE 2.6 (CONTRAGAO BLOCO-LIPSCHITZ)
Cada operator G;(z) dado por (2.18) € bloco-Lipschitz continuo com l;; € [0,1), i.e.

Vz,y € D, |Gi(z) — Gi(y)|| < Z Lij lz: — il onde 0<1;<1
—~

Para calcular a Matriz de Comparagdo correspondente a este método subtrai-se a
equagdo (2.9) de (2.50) e toma-se a norma || - || em ambos os membros; assim, usando

(2.48) obtemos:

lzi(k+1) — o}l = [1Gi(2'(k)) — Gi(2")II Vie{l,...,m}
e pela Hipétese 2.6:
lzi(k+1)—a7|| < Lallw(k+1) a5+ S5 bjlles (di(k)) -3l Vie{l,...,m}
J=14#i

ou usando a notagio do erro reduzido (2.22):

Gk +1) < Lim(k+1) + > &z (di(k), Vi€ {l,...,m}

j=Tigi

subtraindo [; z;(k + 1) e dividindo por (1 — [;) > 0 obtemos:

zi(k+1) < i (11_31) zj(d;l(k)), Vie{l,...,m} (2.51)

j=1j#i

Finalmente, podemos construir a Matriz de Comparagdo Hos = (hy;) para o
método CS e aplicar o Lema 2.2 da mesma forma que na secdo 2.1, para obter uma
condi¢io suficiente de convergéncia. Comparando as equagoes (2.27) e (2.51) obtemos
a Matriz de Comparagdo:

0 se J =1
Hgs = (hij), onde hy; = (2.52)

i

m sej;éi

Conseqiientemente, utilizando os mesmos argumentos utilizados para derivar o
Teorema 2.1 podemos afirmar que:
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COROLARIO 2.3 A versdo assincrona do método da solugio por componente (CS) con-
verge para a Unica solugdo z* em D, sob as hipdteses 2.1, 2.2 ¢ 2.6 se p(Hps) <1,
onde Hps = (hy;) € dado pela equagdo (2.52).

Para o caso particular do sistema quase linear de equagdes, G; é dado pela
equagdo (2.39) e a correspondente Matriz de Comparagédo Hos = (hy;), usando (2.40),
esta dada por:

0 se =1
hij = || M Ny |

Iy (2.53)
1 — (M7 Na|l + Iw [12477)

e o Coroldrio 2.3 pode ser aplicado para obter a condi¢do de convergéncia desejada.

Antes de concluir a discussido do método da solugio por componente, enfatizamos
que o algoritmo utilizado em cada processador para resolver seu subproblema local
(2.6) néo necessariamente é o mesmo em todos os processadores. Assim, processa-
dores que devem resolver subproblemas lineares podem utilizar qualquer variagdo do
método de eliminagao de Gauss, enquanto outros processadores que necessitam resolver
sistemas nao lineares de equacgdes, podem utilizar outro método mais apropriado. In-
clusive, é possivel que algum processador utilize um método iterativo (como o Newton-
Raphson) para resolver seu subproblema local. Neste dltimo caso, uma iteracdo CS
termina somente apois encontrar a solucao local, o que pode levar por sua vez, varias
iteragdes do algoritmo localmente utilizado (o Newton-Raphson em nosso exemplo).
Conseqiientemente, combinagoes de diferentes algoritmos executados nos diversos pro-
cessadores do sistema computacional distribuido, sdo possiveis e eventualmente até
recomendéaveis, como veremos mais adiante.

2.2.4 Meétodo das Iteracoes Contrativas

Tteracoes Contrativas seqiienciais sdo discutidas na sec.3.1.1 de Bertsekas e Tsitsiklis
(1989) como um método iterativo no qual o operador G' € um mapeamento contrativo.

DEFINIGAO 2.3 (MAPEAMENTO CONTRATIVO)
Uma fungdo G(z) definida num dominio D €é denominada ‘Mapeamento Contrativo’
em D sob uma norma || - ||, se existe uma costante « tal que

Vz,y € D, |IG(z) — GW)| £ allz—1yl| onde 0 <a<l; (2.54)
o é conhecido como constante de contragdo ou mddulo de G.

A convergéncia do método das iteragies contrativas, num contexto seqiiencial, é
assegurada pelo seguinte teorema, demonstrado em Ortega e Rheinboldt (1970):
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TEOREMA 2.3 (CONVERGENCIA DE MAPEAMENTOS CONTRATIVOS)
Dado um operador G que satisfaz (2.54), ou seja, contrativo em D com médulo «,
que ademais satisfaz a Hipotese 2.1; entdo, o algoritmo iterativo

2(k+1) = G(a(k))

converge geometricamente para a inice solugdo z* em D, com uma taza de convergéncia
(‘convergence rate’) de c.

Para derivar uma condigao suficiente de convergéncia para uma versdo assincrona
dos algoritmos bloco iterativos que utilizam iterages contrativas (ou bloco CI), fazemos
a seguinte hipétese:

HIPOTESE 2.7 (MAPEAMENTO CONTRATIVO)
Cada operador Gi(z) de (2.13) € wm mapeamento contrativo em D, Vi€ {1,...,m]},
i.e.

Vz,y € D, |Gi(z) — Gi(y)|| £ aillz— vyl onde 0< ;<1

Com esta hipétese podemos escrever a relagio:

1G: (2 (k) — G:(F @)1l < o [l (k) — F (R, Vie{l,...,m)

onde o valor de z*(k) definido em (2.12) difere de z'(k) dado em (2.49) somente na
componente z;; conseqientemente,

1G:(2(k)) = Gi(F NI < e fjas (k) = 2B, Vi€ {l,...,m)
e usando as relagdes (2.13) e (2.50) obtemos:

llzi(k +1) = Z(B)|| < o Jlz:(di(R)) — Z:(R)] Vie{l,...,m}  (2.55)

Derivamos a seguir uma cota superior (‘upper bound’) da distincia entre a solugio
local Z;(k) da equagdo (2.6) na iteragdo k e a solucio global «} da mesma, medida na
mesma norma || + || utilizada nas hipéteses 2.6 € 2.7 que assumimos verdadeiras bem
como as hipdteses 2.1 e 2.2.

1Z:(k) — 3]l = [IGi(=") — Gi(=")|

— P A . . ) 2.56
< Tal2i(k) — ol + g il (dER)) — 22 (2:56)

subtraindo I;||Z;(k) — z¥|| e usando a notagéo do erro reduzido z definido em (2.22),

A—tla® il < Y lin(d®), Vie{l,...,m} (257

=14
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dividindo por (1 — I;) > 0, considerando a Hipétese 2.6

|2:(k) — z3]| < f} b - z; (di(k)), Vi€ {1,...,m} (2.58)

e da definicdo (2.22) do erro reduzido 2, temos:

zi(k+1) lws(k + 1) — Zi(k) + 2:(k) — =]

< ik +1) — (k)| + [|2:(k) — 2|
usando a relagédo (2.55) obtemos
gk +1) < e llai(di(k)) = @ (k)] + l12:(k) — 7]
onde _ _
s (i) — @) = llaa(di(k)) — o7 + a7 — @k
< lei(di(k)) — 23 + ll=f — (k)|
conseqlientemente,
ai(k +1) < ai(di(k)) = 27l + (1 + o)l — 7]
e usando a notagao (2.22) do erro reduzido:
alk+1) < oz (di(k) + (14 o)|2: = o]
assim, pela desigualdade (2.58)
i - Lij i
zilk+1) < o Zi(di(k)) + (14 o) Z (ﬁ) Z; (dj(k)) (2.59)
j=li#i \©T T

finalmente, podemos escrever a Matriz de Comparacio Hgr = (hi;) do método bloco
CI como:

o sej =1
Hor = (hij), hi; = (14 Ej it (2.60)

Conseqiientemente, utilizando os mesmos argumentos utilizados para derivar o
Teorema 2.1 podemos afirmar que:

COROLARIO 2.4 A versdo assincrona do método bloco iterativo que utiliza contragoes
iterativas, converge para a unica solugdo z* em D, sob as hipdteses 2.1, 2.2, 2.6 ¢ 2.7
se p(Hgr) <1, onde Hor = (hi;) € dado pela equagdo (2.60).

Nota 2.6 Se todos os médulos satisfazem a relagdo a; = 0, a equagio (2.60) coincide
com a (2.52) e o método bloco CI se converte no método da solugido por componente.
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Considerando o caso especifico das equagdes quase lineares, nas quais as cons-
tantes bloco-Lipschitz dos operadores G; sdo dadas pela equagio (2.40), obtemos a
seguinte Matriz de Comparagio:

a; sej =1
Hor = (hs), hij = 14 a0 VAN
1+ a; i T — sej #1
T (I Nl + L) i
(2.61)

conseqiientemente, o Corolario 2.4 pode ser utilizado para obter uma condicédo suficiente
de convergéncia.

Para finalizar esta discussdo, enfatiza-se que as iteracdes contrativas sio uma
classe geral de algoritmos que inclui varios métodos quando aplicados numa regido
suficientemente préxima da solugdo, sendo o Newton-Raphson o mais conhecido (Ber-
tsekas and Tsitsiklis, 1989b; Varga, 1962). Efetivamente, é provado na sec.3.2.1 de
Bertsekas e Tsitsiklis (1989b) que, se o Jacobiano J;(z) de ®;(z) é definido positivo
em D entdo, para todo ¢; € (0, 1) existe um & > 0 tal que

[e:(k + 1) — @i(k)|| < i ||lzi(k) — Zi(R)l|  Vai(k) com ||loi(k) — 2:i(k)|| <&

consequentemente, a versdo assincrona dos algoritmos bloco iterativos que utilizam
o método de Newton-Raphson, pode ser considerada uma iteragio contrativa numa
regiao bem préoxima da solugao, e o Corolario 2.4 pode ser utilizado para obter uma
condigao suficiente de convergeéncia.

2.3 Bloco Team Algorithms

Para resolver um problema geral do tipo ®(z) = 0, utilizando m processadores, o
primeiro passo € particionar o problema em m subproblemas, de forma que cada pro-
cessador ¢ possa resolver localmente um subproblema do tipo ®;(z) = 0. O estudo
detalhado dos métodos que permitem obter uma boa particio para um dado pro-
blema, estd fora do escopo do presente trabalho. Conseqiientemente, assumimos que
a particdo do problema é conhecida, e nosso objetivo é resolver o problema para uma
dada partigao.

O leitor interessado especificamente nos métodos de particdo, pode consultar os
diversos trabalhos ja publicados nas dltimas décadas (ou seja: Carré, 1968; Sasson,
1970; Ogbuobiri et al., 1970; Undrill e Happ, 1971; Aboytes e Sasson, 1971; Mickle
et al., 1977; Lee et al., 1979; Vanelli, 1983; Sezer e Siljak, 1984 e 1986); bem como,
trabalhos mais recentes( Irving e Sterling, 1990; Vale et al., 1992).

Uma vez particionado o problema, cada processador ¢ deve ter condi¢des de re-
solver seu subproblema local ®;(z) = 0 utilizando para tanto um algoritmo que re-
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presentamos por seu operador G;. Em geral, os diversos subproblemas podem ter
caracteristicas bem diferenciadas, o que complica a escolha de um 1inico algoritmo ca-
paz de resolver igualmente bem todos e cada um dos subproblemas (como exemplo, o
método de Newton pode ser 6timo para alguns subproblemas, mas apresentar um Jaco-
biano singular em outros). A escolha do algoritmo apropriado para cada processador,
pode ser feita de forma independente em cada processador, i.e. para cada processador
se escolhe o algoritmo que mais bem resolve seu subproblema local independentemente
da escolha nos outros processadores. Desta forma, tem-se uma combinacao de algorit-
mos eventualmente diferentes nos diversos processadores do sistema, que denominamos
Bloco Team Algorithm.

As vantagens de se poder combinar distintos algoritmos em diferentes processa-
dores ficam evidentes no exemplo do capitulo 4 onde se apresenta um problema de
Fluxo de Poténcia particionado de forma que alguns subproblemas nio podem ser re-
solvidos pelo método Desocoplado Répido (derivado do Newton) e sim pelo método
bloco Jacobi, enquanto que com outros subproblemas do sistema acontece exatamente
o contrario (somente podem ser resolvidos pelo método Desacoplado Répido). O resul-
tado é que somente um bloco TA que utiliza o método adequado a cada subproblema
consegue resolver o problema, pois nenhum dos algoritmos citados consegue resolver
individualmente o problema, nem mesmo no caso de uma implementag¢io seqiiencial.

Especificamente, nesta se¢do estamos interessados na convergéncia dos Bloco
Team Algorithms quando implementados num sistema paralelo assincrono, nas con-
digoes descritas neste capitulo. Para isto, basta notar que na deriva¢do do Teorema 2.1
ndo foi assumido que os algoritmos executados em cada processador devem ser os
mesmos. Consequentemente, o citado teorema fornece uma condicao suficiente de
convergéncia para os bloco TA. Mais especificamente, cada G; pode representar um al-
goritmo diferente, com suas préprias constantes bloco-Lipschitz /;;; desta forma, o raio
espectral p(H) da Matriz de Compara¢io H = (h;;) com h;; = l;; pode ser calculado
para verificar se p(H) < 1 e ter assim a convergéncia do Bloco TA assegurada. Para
esclarecer estas idéias, consideremos o seguinte exemplo, que mesmo sendo simples
permite ilustrar algumas caracteristicas dos Team Algorithms.

Exemplo 2.2 Utilizando uma versao assincrona com dois processadores (m = 2)
resolver, utilizando um método iterativo, o sistema de equages néo lineares

2 _

zi + anzi+aezy, = 0
2

5+ anzi +axpz, = 0

(2.62)

onde Vi,j € {1,2} temos que a; >2 e 0 < a; <1, parai # j; definido num
dominio D = {z € R?| ||z]|e £ 1} € assumindo que o sistema néo estd definido fora
do dominio dado;

Note que a equagdo (2.62) é quase-linear e portanto pode ser escrita na forma

Az = F(z) como:
an Gz || @1 | _ —wi (2.63)
a21 A3 T —Ty
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onde Fi(z;) = —z? tem uma constante de Lipschitz Ir, = 2 em D. Assim, os operadores
G; para cada método ja estudado junto com as correspondentes matrizes de comparagao
H = (h;;), podem ser obtidos diretamente das equagdes derivadas na secio anterior. A
matriz de comparagao pode também ser obtida calculando as constantes bloco-Lipschitz
diretamente em cada operador G; utilizando a relagédo

26
B:cj
e lembrando o Teorema 2.1 (h;; = [;;). A Tabela 2.1 resume os operadores e as matrizes

de comparacao para varios métodos incluindo diferentes combinagées de algoritmos ou
bloco Team Algorithms.

Vi, j € {1,2}, l;; > max

(2.64)

Como pode-se observar na Tabela 2.1, um bloco TA se forma utilizando um algo-
ritmo num processador e um método diferente no outro. Como exemplo, o ‘Team A’
utiliza o método de Newton-Raphson (NR) no processador 1 e o método da solugio por
componente (CS) no processador 2; conseqlientemente, o operador (71 do ‘Team A’ e do
NR sio idénticos, com as mesmas constantes bloco-Lipschitz ({11 € l12); analogamente,
o operador G, do ‘Team A’ é idéntico ao operador do método CS e portanto com as
mesmas constantes bloco-Lipschitz (I3 e l33). Vemos assim que o ‘Team A’ tem uma

matriz de comparagao
2(a11+a12—1) a12
(a11—-2)? a11—2

Hy=

— 0

1/a§2—4a21
que ndo é sendo a primeira linha de Hyg e a segunda linha de Hgg. Em geral, outras
combinagées de algoritmos sdo possiveis, como ilustra a Tabela 2.1; mas sempre o
principio é o mesmo: cada processador utiliza um operador G; correspondente a esse
método e a matriz de comparagio H forma-se copiando simplesmente a linha 7 da
matriz de comparagio correspondiente. Como exemplos, a Tabela 2.1 apresenta 4
combinacdes diferentes.

Concluimos enfatizando que o Teorema 2.1 pode ser utilizado para derivar uma
condigio suficiente de convergéncia em sistemas distribuidos assincronos, mesmo quan-
do algoritmos diferentes sao combinados nos distintos processadores. Isto é, o Teo-
rema 2.1 fornece uma condigio suficiente de convergéncia para os bloco Team Algo-
rithms.

2.4 Comparacao de Métodos em Termos de Con-
vergéncia

Quando se quer resolver um dado problema com sua correspondente particao, primeira-
mente tentamos conhecer quais sdo os métodos disponiveis. Se varios métodos e com-
binagdes existem, é natural perguntar-se: qual algoritmo ou combinagdo escolher?
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ALGORITMO OPERADOR MATRIZ DE COMPARAQ&O
(ou METODO) Gi  (1=1,2) (Vi,je{l,2}, j#i)
método hyi=0
CS G; = % (—aii + \/a?i — 4a,-j:cj ) hz'j = a;; / a?,‘- - 4(1,,;]-
método
BJ Gi = 7 (&} + a;2;) hii=2[ai, hij=ai;]a;
método G; = (2} — aijz;) [ Ji(2) hii = 2(aii + aij — 1) / (ais — 2)?
NR Ji(x) = 22; + a5 hij = ai; / (ah- — 2)
método G; = z; — Qi(2? + ayz; + a;;7;) hii = 2|Q:] + |1 — axQ4l
SN Qi = 22;(0) + ai; hij = |Qsaij
Team A: Gy = (m% - a12$2) / Ji(z) hi1 = 2(a11 + a12 — 1) / (a11 — 2)?
b1z = a13 / (a11 — 2)
(NR) + (CS) G2 = % (—(122 —+ ‘\/(132 - 4&211131 ) h21 = ﬁ ) h22 =0
Team B: G, = (:c% - algmg) / Ji(z) hiy = 2(a11 + a12 — 1) / (a11 — 2)*
hia = a1z /(a11 — 2)
(NR) + (BJ) Gy= = (ZU% + a21$1) hot = ag1 [ a2, haa =2 [az
Team C: G1 = o1 — Q1(2? + an1z1 + a1273) h11 = 2|Q1| + |1 — a1: Q1|
hlZ = lQlaIZI
(SN) + (CS) || Ga=3 (—‘122 + /a3, — danzy ) ho1 = ﬁ y haa=0
Team D: G1 = % (—alll + \’a’%l - 4:0:12372 ) h]_]_ = 0 ) h12 = ﬁ;
(CS) + (BJ) Gy= 2 (3"% + 021551) hgy =2, hyy= 2

Tabela 2.1: Operadores e matrizes de comparagdo do Exemplo 2.2.
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Em principio, uma resposta pode ser obtida experimentalmente implementando
todos os métodos e combinagdes possiveis; mas ndo sempre isto é possivel ou desejavel.
Muitas vezes necessitamos uma forma de estimar ‘e priori’ um método (ou algumas
poucas variantes) que possa resolver nosso problema razoavelmente bem. Neste caso,
dois fatores tem que ser considerados:

(1) taxa de convergéncia que determina o niimero de iteragdes até a convergéncia
e estd intimamente relacionado com a matriz de iteragdo, da qual a Matriz de
Compararagido H é um majorante (‘upper bound’);

(2) tempo por iteragio que estd intimamente relacionado com o ‘Hardware’ dispo-
nivel e o numero de operagdes por iteracao.

Assim sendo, postulamos aqui a utilizagdo do raio espectral p(H) da matriz de
comparagao, como um Indicador de Mérito da taxa de convergéncia. Desta forma,
para um problema como o dado no Exemplo 2.2, poderiamos calcular ‘a priori’ os
raios espectrais e o nimero de operagdes por iteracao para decidir sobre o método a
ser implementado. O exemplo a seguir esclarece a idéia e apresenta resultados experi-
mentais.

Exemplo 2.3 Resolver o problema do Exemplo 2.2 para a seguinte matriz A:

2.1 0.9
A= 0.9 800 (2.65)

A Tabela 2.2 mostra os algoritmos considerados na secdo anterior, ordenados
em ordem decrescente segundo os valores dos respectivos raios espectrais p(H) da
correspondente matriz de comparacdo. A tltima coluna mostra o nimero de operacoes
por iteracao. Os 3 melhores ‘candidatos’ da lista estdo claramente ressaltados: o
método CS por ter o menor raio espectral, o que nos leva a pensar que converge com
o menor numero de iteracbes, o método BJ por ter o menor niimero de operacdes
por iteracdo o que implica menor tempo por iteragio, e evidentemente, o Team D que
combina estes dois métodos. Simulagées foram realizadas supondo um atraso constante
de duas iteragdes (d%(k) = 2), escolhendo aleatoriamente a condigdo inicial z(0) € D.
Resultados experimentais sobre uma base de 100 casos sdo apresentados na Tabela 2.2,
onde se indica para cada algoritmo, o nimero de problemas resolvidos e o niimero de
vezes que a solugao foi encontrada com um numero de iteragdes menor o igual ao dos
outros métodos. A ultima coluna indica o ndmero total de operagdes por iteracio,
sendo que a indica adigdo, m multiplicacio, d divisao e r raiz quadrada.

A primeira caracteristica que se pode notar na Tabela 2.2 é que os algoritmos
com p(H) < 1 resolvem todos os casos, como estabelece o Teorema 2.1, enquanto
aqueles com p(H) > 1 podem resolver ou nao o problema, dependendo da condigio
inicial. Pode-se notar ademais que o nimero de vezes que um algoritmo consegue
resolver um problema com um numero minimo de iteragdes esta correlacionado com o
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ALGORITMO numero de solugdes em operagoes
ou p(H) | problemas | mimero minimo por
METODO resolvidos de iteracGes iteragdo
método CS 0.034 100 64 2r + 6m + 4a
Team D: (CS) + (BJ) | 0.035 100 62 r+6m+ 3a
método BJ 0.95 100 30 6m + 2a
Team C: (SN) + (CS) | ~ 40 67 22 7+ Tm+ 4a
método SN ~ 40 67 20 8m + 4a
Team A: (NR) + (CS) | ~ 400 72 20 r+d+6m+4a
Team B: (NR) + (BJ) | ~ 400 72 20 d+ 6m + 3a
método NR ~ 400 72 20 2d 4 6m + 4a

Table 2.2: Resultados experimentais do Exemplo 2.3 .

raio espectral quando p(H) < 1 (o Teorema 2.1 é aplicavel). Aqui deve ser enfatizado
que a relagdo p(Heps) < p(Hpy) < 1 nao implica que para toda condigdo inicial
o método CS converge em menos iteragbes que o BJ; mas, simplesmente indica que
escolhendo aleatoriamente z(0), é mais provavel que o método CS possa convergir em
menos iteragoes.

A utilizacdo de p(H) como indicador de mérito se mostra razodvel em vérios
outros problemas experimentados. Porém, existem casos para os quais a complicagio no
calculo das constantes bloco-Lipschitz leva a valores elevados de p(H) que ndo refletem
todas as vantagens do método considerado. Como exemplo, a Tabela 2.2 mostra que o
Team A tem um raio espectral bem maior que o método SN (p(Ha) > p(Hgsn) ) mas
o supera em numero de problemas resolvidos.

Observando na Tabela 2.2 o desempenho do Team D, vemos que é praticamente
equivalente ao CS, porém com menos operagdes por iteragdo. Isto porque o subprob-
lema ®,(z) = 0 é relativamente simples de ser resolvido e qualquer método estudado
pode resolve-lo, portanto o BJ é uma boa escolha, por ser o que usa menor nimero
de operagoes por iteracdo. Contudo, o subproblema ®;(z) = 0 somente é bem re-
solvido pelo método CS. Resulta assim que o bloco Team Algorithm é uma opgdo bem
promissora, o que poderia ser anticipado notando que p(Hp) ~ prmmimo-

Para concluir este capitulo, enfatizamos uma caracteristica que foi repetidamente
encontrada na solu¢do de diversos problemas, e que pode ser verificada na Tabela 2.2,
é a relagao:

Pminimo = p(HCS) (266)

que leva ao método CS a ser o que geralmente converge no menor numero de iteragoes,
mesmo que isto ndo implique necessariamente menor tempo, pois geralmente, o método
CS necessita um numero relativamente grande de operagoes por iteracdo. A explicagao
¢ dada no seguinte teorema:
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TEOREMA 2.4
Se existe um algoritmo com um operador G e matriz de comparacio H que possa
assegurar a convergéncia de um problema de acordo com o Teorema 2.1, i.e. p(H) < 1,
entdo, a matriz de comparagio do método de solugio por componente Hpg satisfaz a
relagdo:

p(Hos) < p(H) <1 (2.67)

Prova.
Consideremos a matriz de comparagdo H dada por
H := (h;;), onde h;; =1, (2.68)
entao, segundo a equagao (2.52) a matriz de comparagio do método CS est4 dada por:

0 se =1

(1—l_t) se j i (2.69)

HC'S = (h,'j), onde hz'j = {

A prova deste teorema é baseada na seguinte relagdo dada em Stoer e Witzgall
(1962) para uma matriz H nao negativa:

_ s -1
p(H) = inf [|[UTHUle (2.70)

onde P é o conjunto de todas as matrizes diagonais e positivas. Claramente, para uma
matriz diagonal e positiva qualquer U € P, temos a relagio (Varga, 1969):

p(H) < |IUTHU|o (2.71)

Agora, por hipétese e utilizando a relagio (2.70) temos que
1 & .
——Zujlij <1 VZE{I,...,m}
Ui i3
que multiplicando por u;l;; > 0 resulta em:
Li Y uiliy < wly
=1
isto €,
0 < wilis(1 —Ig) — L D uylyy
J#
somando 3 ;.; u;l;;
Douilii < wli(1— ) + (1 — 1) Y gl
i i
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ie.,
> uilij < (1_111)2% i
J#e

e lembrando que p(H) < 1 implica I;; < 1 (Horn e Johnson, 1988, Corolério 8.1.2),
podemos dividir por u;(1 — ;) > 0

=, ( lzz) < Eum Vie{l,...,m}

Ui i Ui =1

assim, por hipétese e usando (2.68) e (2.69) podemos afirmar que:
[U HesUllow < |[UTHU||oo < 1 (2.72)

Usando este resultado e a equacdo (2.70) para a matriz diagonal positiva U para
a qual o minimo acontece, podemos escrever:

107" Hos Ulles < p(i) = jnt U7 U]l 273)
finalmente, com (2.71) em (2.73) obtemos:
p(Hos) < U™ HosUllw < p(H) (2.74)

conseqiientemente, por hipétese:

p(Hos) < p(H) < 1 (2.75)

Nota 2.7 Satisfeita a Hipdtese 2.1, se um dado algoritmo consegue provar sua con-
vergéncia pelo Teorema 2.1, entdo o método da solugdo por componente (CS) também
converge; e mais ainda, provavelmente o método CS consegue convergir num ntmero
menor de iteragdes que o algoritmo dado.

Sumario do Capitulo 2

Neste capitulo foram formalizados os Algoritmos Bloco Iterativos Assincronos
e estudado a convergéncia dos mesmos, o que permitiu derivar o Teorema 2.1 que
estabelece uma condigao suficiente de convergéncia para estes algoritmos, num contexto
parcialmente assincrono.
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A partigao de sistemas de equagdes algébricas de grande porte para sua posterior
resolugao, utilizando algoritmos bloco iterativos num contexto assincrono, resulta por-
tanto num alto grau de compatibilidade com os sistemas computacionais de memdria
distribuida, viabilizando assim a resolu¢ao de problemas de grande porte, nestes siste-
mas computacionais de menor custo por instrugdo e até em menor tempo (com consi-
deravel ‘speedup’).

Varias versdes dos algoritmos bloco iterativos assincronos foram estudadas; e
condigoes suficientes de convergéncia foram derivadas para cada caso, enfatizando-se a
aplicacdo destes resultados a sistemas de equagdes quase-lineares. Dentre estas versoes
estudadas, destacam-se os métodos bloco Jacobi (BJ), o Newton simplificado (SN), o
método da solucdo por componente (CS) e o método das iteragdes contrativas (CI).

Como consequencia direta da andlise individual acima mencionada, os bloco Team
Algorithms foram formalizados e exemplificados, estabelecendo-se uma metodologia
para derivar uma condicdo suficiente de convergéncia para cada possivel bloco TA.
Este capitulo termina postulando a utilizacio de um Indicador de Mérito que per-
mite comparagoes ‘a priori’ entre as diferentes versdes dos algoritmos bloco iterativos
assincronos. Resultados experimentais utilizando o indicador de merito proposto, em
problemas exemplo, foram apresentados e discutidos, enfatizando-se a vantagem do
método CS no que concerne ao Indicador de Mérito considerado.
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Capitulo 3

Team Algorithm Generalizado

A solugio de sistemas de grande porte, particionando um dado problema em subpro-
blemas menores, de forma que em cada subproblema possa ser utilizado um método
numérico diferente, dependendo das caracteristicas préprias de cada subproblema, foi
discutida no capitulo anterior, no que convencionamos em denominar bloco Team Algo-
rithm. Na analise realizada, partimos da premissa de que para cada subproblema, existe
um algoritmo seqiiencial conhecido capaz de resolvé-lo localmente. Neste capitulo, re-
laxamos esta hipétese e buscamos resolver problemas para os quais existem (um ou
mais) subproblemas que ndo podem ser resolvidos de forma aceitdvel, por um tnico
algoritmo trabalhando individualmente no subproblema. A alternativa é entéo, utilizar
uma combinagdo de algoritmos diferentes para tentar resolver aqueles subproblemas que
nao podem ser resolvidos. Essa alternativa de solu¢io nao é limitada a subproblemas
determinados, podendo servir inclusive para a resolucio do problema global.

A idéia de utilizar diversos algoritmos, possivelmente com estruturas de dados
diferentes, para resolver um mesmo problema (como um todo), ndo se mostra atraente
no contexto de computagao seqiiencial, pois isto geralmente implica no uso ineficiente
de recursos computacionais. J& num contexto paralelo, esta visao pode cambiar radi-
calmente. Como exemplo, consideremos o tempo de processamento por iteracio: en-
quanto em um sistema seqiiencial deveriamos executar alternadamente um algoritmo
por vez, aumentando consideravelmente o tempo de processamento por iteragio; no
contexto paralelo, processadores diferentes podem executar os diversos algoritmos em
forma simultanea sem que isto implique necessariamente em um gasto adicional de
tempo.

Vemos assim que o desenvolvimento da tecnologia dos sistemas distribuidos na,
década de 80, que buscava alguma forma de aproveitar o crescente niimero de proces-
sadores disponiveis nos sistemas distribuidos, levou naturalmente a propor a utilizacdo
de algoritmos diferentes, executados em forma simultdnea nos diversos processadores
do sistema, com o objetivo de resolver um mesmo problema com melhor desempenho
e em menor tempo. As primeiras propostas neste sentido, foram dadas por Talukdar
et al. (1982 e 1983). A idéia principal destes trabalhos foi resolver um dado problema
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algébrico, utilizando dois (ou mais) algoritmos executados em processadores diferen-
tes, coordenados por meio de um processo chamado de Administrador que utiliza uma,
memoria global, denominada blackboard, como meio de comunicacio entre os processos.
A combinagdo assim obtida, denominada no trabalho de Talukdar et al. (1983) como
Team Algorithm, consegue resolver problemas algébricos que nenhum dos algoritmos
sendo combinados, resolve individualmente de forma aceitavel.

A segdo 3.1 apresenta o Team Algorithm proposto em Talukdar et al. (1983), for-
malizando o mesmo de forma a investigar a convergéncia desta primeira proposta, que
é vista na se¢do 3.2 sob uma perspetiva de ‘overlapping’ total. Na secio 3.1 também
discutem-se diversas politicas para implementar um Administrador e se apresentam re-
sultados experimentais de simulagGes que encorajam a utilizagio dos TA (veja também

Falcéo e Baran, 1992).

A desvantagem da proposta original de Talukdar et al. (1982 e 1983) em termos
de ‘speedup’ é a ineficiéncia introduzida pela necessidade que cada algoritmo tem de
resolver o problema todo, sendo que para muitos casos praticos, é suficiente utilizar
‘overlapping’ parcial das partes criticas do problema considerado. Postula-se assim
a utilizacdo do conceito de ‘overlapping’ parcial (ou ‘partial overlapping’), baseado
nos trabalhos de Ikeda e Siljak (1980, 1981, 1984 e 1987). A idéia é de simples-
mente duplicar as equagGes mais criticas do problema a ser resolvido, de forma que a
decomposicdo do sistema determine quais algoritmos diferentes, resolvam as mesmas
equagdes, quando estas sdo criticas, e combinem os resultados parciais por meio de um
Administrador,

O algoritmo assim construido é denominado Team Algorithm Generalizado, ou
simplesmente Team Algorithm (TA), pelo fato de generalizar varios métodos usados na
resolugdo de sistemas algébricos de equagtes, como por exemplo: os bloco TA discutidos
no Capitulo 2, as propostas de Talukdar et al. (1982 e 1983) assim como o ‘partial
overlapping’ proposto em Ikeda e Siljak (1980).

A introdugdo do conceito de Team Algorithm Generalizado, assim como diver-
sas versdes do mesmo para um contexto distribuido assincrono, sio apresentados na
secao 3.2 juntamente com exemplos ilustrativos que enfatizam as condi¢bes nas quais
o TA Generalizado apresenta suas principais vantagens, sob o ponto de vista de con-
vergéncia. A formalizagio dos TA Generalizados, assim como os correspondentes es-
tudos de convergéncia baseados no Teorema 2.1, sao apresentados na se¢io 3.3 para
um modelo geral. Finaliza-se o capitulo, apresentando na se¢ido 3.4, uma comparagio
entre diversas versoes de Team Algorithms, com o objetivo de dar algum critério para
a escolha de uma boa implementacio, para um dado problema.
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3.1 Team Algorithm com Administrador

Muitos dos problemas computacionais conhecidos podem ser resolvidos por métodos
bem diversos, cada qual com suas vantagens préprias. A escolha do melhor método
nem sempre é simples, pois para qualquer escolha, um outro método pode ter algu-
mas propriedades mais desejaveis. Desta forma, parece natural a idéia de combinar
algoritmos, de forma a obter as propriedades desejadas.

Nesta segao, introduzimos o conceito de Team Algorithm com Administrador,
o que permite resolver sistemas de equagdes algébricas, utilizando uma combinacio
de algoritmos iterativos diferentes, que podem estar resolvendo ‘simultaneamente’ as
mesmas equagoes, e cujos resultados parciais sdo combinados num processo especial,
chamado de Administrador. A introducéo e posterior andlise do Administrador assim
como de suas possiveis variantes, nesta se¢do, permite enfatizar as vantagens potenciais
de sua utilizagio; e serve como introdugido dos Team Algorithms Generalizados, que
serao estudados nas se¢bes que seguem.

Os primeiros trabalhos que postulam a utilizacdo de métodos diferentes num
contexto paralelo assincrono (Talukdar et al., 1982 e 1983), propdem resolver o sistema
de equagdes algébricas (2.1) dado por:

®(z) = 0 (3.1)

combinando as excelentes qualidades de convergéncia do algoritmo de Newton-Raphson
(ou NR) com uma variante do método do Gradiente (ou G), denominado nessa pro-
posta ‘Steepest Descent method’. No referido trabalho postula-se a combinagao dos
algoritmos citados, usando uma forma de soma ponderada dos incrementos dados a
partir de cada um dos métodos, conforme a equagdo:

z(k+1) = z(k) + wi(k) Az(k) + wy(k) Azy(k) (3.2)

onde os Az;(k), (1 =1,2) sdo os incrementos calculados a partir de cada método, na
iteracdo k; enquanto wq(k) e wq(k) sdo pesos ndo negativos. Em particular, para a
escolha de algoritmos acima mencionada temos:

Azi(k) = Azyp(k) = —[Ja(k)]” @(a(k)) (3.3)

Azy(k) = Acg(k) = —y[Ja(k)] ®(a(k)) (3.4)

onde: Jg(k) = {%} é o Jacobiano de ®(z) calculado na iteragdo k, enquanto vy é um
T3

parametro de relaxacdo (0 < v < 1) escolhido convenientemente, de forma a assegurar

a convergéncia do algoritmo.

A versdo sincrona do algoritmo (3.2) é bem simples: um processo chamado de
Administrador envia o valor inicial (k) da itera¢do em curso a cada um dos algoritmos,
para que estes calculem os Az; em paralelo, e recebe os valores calculados a partir de
cada algoritmo para combina-los escolhendo os pesos adequados. O algoritmo continua
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iterando até que o residuo E(z) seja menor que uma dada tolerancia (ou erro aceitével)
g, onde:

B) = |o)] (3.5)

Discutimos em seguida a versdo sincrona de um problema exemplo apresentado
em Talukdar et al. (1983); enfatizando que versdes assincronas do algoritmo dado por
(3.2) sdo também possiveis.

Exemplo 3.1 Seja z € R, resolver o problema ®(z) = 0 sendo que

4 (z) z1 + 10z,
be) = | g9 | = | Yol 9

?,(z) V10(z1 — 24)?

O primeiro passo para resolver este problema utilizando qualquer dos métodos
citados, é calcular o Jacobiano Js(z) da funcio ®(z) que estid dado por

1 10 O 0
0 0 5 —+/5
b 0 0 —b

onde a=2(z;—2z3) e b=2V10(z; — x,).

Pode ser verificado que o Jacobiano Jg () néo é singular se:

{"’32 7 203 (3.8)

«’617'5334

Satisfeitas as inequacdes dadas em (3.8), a inversa de Jg(z) pode ser facilmente
calculada:

1 -20 =10 20 T

21 215 2la  21b

2 _2 1 =2

_1 21 215 21a 21b

[Ja(@)] = 1 o (3.9)

21 21/5 2la 21b

1 -20 -10 -1
L 21 21/5 2le 216 ]

Estabelecidas as equagdes, estamos em condi¢des de estudar algumas politicas
possiveis de serem utilizadas e implementadas no Administrador, bem como verificar
experimentalmente em que condigées o TA apresenta vantagens.
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3.1.1 Administrador utilizando Pesos Constantes

Analisamos aqui a mais simples das propostas para a escolha dos pesos a serem utili-
zados pelo Administrador: uma escolha ‘a priori’, que permite ao algoritmo convergir,
mantendo wy (k) e wy(k) constantes ao longo da execugdo. O trabalho do Administra-
dor se limita assim & comunicagdo com os algoritmos sendo combinados e & aplicagéo
da equagao (3.2) que portanto tem a forma:

z(k+1) = z(k) + wi Azi(k) + wy Azy(k) (3.10)

Nota 3.1 Evidentemente, cada um dos algoritmos sendo combinados, pode ser visto
como um caso particular do Team Algorithm com Administrador de pesos (1,0) e (0,1)
respectivamente.

Apresentamos a seguir os resultados experimentais obtidos para diferentes condi-
¢oes iniciais z(0) no Exemplo 3.1, usando a norma-2 para o cilculo do residuo dado
por (3.5) e uma tolerancia de £ = 0.01.

Caso 1: z(0)=[1; 0; 0; 1)F

Para esta condigao inicial, o algoritmo de Newton-Raphson nao pode ser utili-
zado, pois as condigbes da inequacdo (3.8) ndo sio satisfeitas e portanto o Jacobiano

é singular. Por sua parte, o algoritmo do Gradiente nao consegue convergir em menos
de 200 iteragoes’.

A alternativa € de se utilizar um Team Algorithm para aproveitar as excelentes
caracteristicas de convergéncia do método de Newton-Raphson. Desta forma, a uti-
lizagao do método do Gradiente quando combinado com o Newton-Raphson, permite
ao TA sair da regido onde o método NR tem dificuldades (devido ao Jacobiano ser
singular). Tomemos como exemplo o caso w; = 0.8 e wy = 0.8, e analisemos o que
acontece com o TA em cada iteragio:

z(0) = | 1 0o o0 1
®(0) = [ 1.00 —2.24 0.00 0.00]7 E(0) = 6.000

z(1) [ 099 —-0.10 0.05 0.95]F
®(1) = [ —-0.03 —2.01 0.04 0.01] E(1) = 4.033

z(2) = [ 025 —0.02 0.09 0.18]T
®(2) = [ 0.03 —0.20 0.04 0.02]7 E(2) = 0.042

z(3) = [ 012 —0.01 0.06 0.07]F
®(3) = [ —-0.02 -0.02 0.02 0.01)7 E(3)=0.001 <e¢

10 método do Gradiente requer 266 iterages para ws = 1 com v = 0.01278.
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0 02 04 06 08 1.0 1.2  w

Figura 3.1: Mapa de Iteragdes para o Caso 1 do Exemplo 3.1.

Como o Jacobiano ¢ singular na condi¢do inicial, o método de Newton-Raphson nao
consegue calcular o incremento Az, (0); conseqiientemente, o TA assume que Azy(0) =
0. Porém, o método do Gradiente consegue calcular um incremento Az,(0) # 0. O
resultado disto é que o algoritmo combinado ndo anda muito rapido, mas o suficiente
para sair da regido onde o Jacobiano é singular. Na seguinte iteragio, todo o potencial
do Newton-Raphson entra em acéo e o residuo é reduzido em duas ordens de grandeza.
O algoritmo converge finalmente na terceira iteragao!.

Nota 3.2 O exemplo é suficentemente alentador para ilustrar as vantagens potenciais
do Team Algorithm, que consegue resolver o problema em poucas iteragdes enquanto
cada método individualmente, ou ndo converge, ou o faz em um nidmero grande de
iteragoes.

Para investigar o comportamento do algoritmo em estudo, levantamos o nimero I
de iterages necessarias até a convergéncia, para diferentes pesos. Os valores da fungao:

I = f(w;wy) >0 (3.11)

podem ser representados no ‘plano w; —w,’ (Figura 3.1), no que denominaremos Mapa
de Iteragdes.

Algumas caracteristicas do Mapa de Itera¢ées dado na Figura 3.1 podem-ser enfa-
tizadas, por serem comuns na maioria dos mapas levantados. A primeira caracteristica
é a existéncia de uma Regido de Convergéncia Otima (RCO) na qual se tem o menor
nimero de iteracdes possiveis (I = 3). A medida em que o ponto de trabalho (w;;w2)
se afasta desta regidao, o numero de iteragbes I cresce. Qutra caracteristica interessante
é a linha marcada “*’, que representa valores de (w;;w,) para os quais o algoritmo nio
converge, e que no entanto fica proxima & RCO.
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Figura 3.2: Mapa de Iteragdes para o Caso 2 do Exemplo 3.1.

Caso 2: z(0) =[3; —1; 0; 17

A Figura 3.2 apresenta o Mapa de Iteragdes para esta nova condigao inicial z(0).
Mais uma vez, o TA converge em menos iteragdes que cada um de seus membros, pois
o método do Gradiente converge em 308 itera¢des enquanto o Newton-Raphson em
quatro. Este exemplo permite enfatizar uma caracteristica interessante que é encon-
trada repetidas vezes em diversos problemas: a Regido de Convergéncia Otima inclui
alguns pontos da reta w, = 0 que em geral ocorrem para w; > 1. Isto sugere que o
algoritmo de Newton-Raphson pode ser muitas vezes acelerado usando um Pardmetro
de Sobre-Relazagio® (ver Bertsekas e Tsitsiklis, 1989b; Varga, 1962; ou Ortega, 1988),
tendo para muitos casos praticos um desempenho equivalente ao melhor TA com Ad-
ministrador utilizando pesos constantes. Ainda mais, na grande maioria dos casos
estudados, os pontos da RCO satisfazem a relagio

wy + wy > 1

o que implica que um certo grau de sobre-relaxac¢do combinada se mostra benéfico para

os TA.

Para finalizar esta discusdo de Administradores utilizando pesos constantes, se
apresenta um ultimo caso um tanto curioso, que ilustra a necessidade de pesquisar com
cuidado esta familia de algoritmos.

Caso 3: z(0)=1[0; 1; 1; 0T

A Figura 3.3 apresenta o Mapa de Iteragées para esta nova condi¢ao inicial,
que a semelhanca do caso 1, ndo permite a utilizagdo do método NR na primeira

?Idéia similar aquela utilizada nos algoritmos SOR, (Successive Over-Relaxation).
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1.2 |20
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0.1 5 4 (3 3y 4
-0.2 4S<3) 4
-0.25 4 .
0 -+ 07 08 09 1.0 11 1.2 13  w’

Figura 3.3: Mapa de Iteragdes para o Caso 3 do Exemplo 3.1.

iteracdo. Como ja foi discutido, o cendrio é tipico para a aplicagio do Team Algorithm.
Nao é surpreendente entdo que enquanto o Algoritmo do Gradiente requer dezenas de
iteracoes, o TA consegue convergir em apenas trés iteragdes.

A caracteristica interessante deste caso, se situa na regido do ‘plano w; — w,’
onde o nimero de iteragdes I é minimo, pois isto acontece para wy, < 0 e wy > 1. Em
outras palavras, a combinagdo 6tima utiliza o Gradiente para diverger ligeiramente
(peso negativo), de forma a permitir uma melhor convergéncia do Newton-Raphson.
Uma situagdo que nos faz lembrar idéias do *Simulated Annealing’ (Kirkpatrick et al.,
1983; Aragon et al., 1984; Mitra et al. 1986).

Para finalizar esta discussdo dos TA com Administrador utilizando pesos constan-
tes, derivamos uma condigdo suficiente de convergéncia para os mesmos, no contexto
sequencial. Para isto, representamos os algoritmos sendo combinados como operadores
(contrativos) G;, com médulos L;, i.e.,

Azi(k) = Gi(z(k)) — =(k), Vi€ {1,2} (3.12)
com esta notagéo, o Team Algorithm dado por (3.10) pode ser representado por:
s(k+1) = ca(k) + wiGi(a(k)) + wyG(2(k)) (3.13)
onde
c=1—w — wy (3.14)

O TA assim representado é um operador (contrativo) G com médulo L dado por:
L = |C| +’UJ1L1 +w2L2 (315)

assim sendo, podemos escrever o seguinte corolédrio, derivado do Teorema 2.3:
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COROLARIO 3.1 o Team Algorithm dado por (3.10), ou de forma equivalente por
(3.13), que satisfaz a Hipdtese 2.1, converge para a dnica solucio =* em D se:

le|l + wi Ly + wy Ly < 1 onde c=1—w; —w, (3.16)

Nota 3.3 A importéncia deste coroldrio est4 em assegurar a convergéncia do TA que
conbina um algoritmo lento G;, de boa convergéncia (Lg < 1), com um outro G; bem
mais rdpido, mas que nio possa assegurar a convergéncia por ter L; > 1, assumindo
satisfeita a Hipétese 2.1. Efetivamente, é ficil verificar que é possivel escolher os
pesos wy € w,, de forma a satisfazer a condi¢io dada em (3.16). Como exemplo, para
L, <1< L podemos escolher:

1—-1L,
Ll—Lg

wy = € wy=1—¢ onde 0< €<

(3.17)

3.1.2 Administrador utilizando Pesos Varidveis

Com os pesos constantes, o trabalho do Administrador se limita & implementacio da
equagao (3.2) e & comunicagio com cada algoritmo. Pode-se questionar entao, o que
acontece se o Administrador tem ‘inteligencia’ suficiente como para escolher, a cada
iteracao, os melhores pesos segundo um dado critério. Desta forma, os pesos wi(k) e
woy(k) da equagdo (3.2) sio também funcgio da iteracio k.

Os critérios para a escolha ‘inteligente’ dos pesos podem ser varios. A idéia
mais intuitiva parece ser a escolha, em cada iteracdo, dos pesos que minimizem o
residuo dado pela equacio (3.5). O trabalho do Administrador consistiria em receber
os Az;(k) enviados pelos algoritmos a serem combinados e calcular os pesos que mi-
nimizem E(z(k)). Sem discutir ainda a complexidade dos célculos, e assumindo que
eles podem ser realizados em tempo real, vejamos o desempenho do algorftmo para
este caso.

Comegemos com o caso 1 do Exemplo 3.1 e vejamos o que acontece a cada iteracio
quando minimizamos E(z) = ||®(z)||,:

z(0) = | 1 0o o0 17

®(0) = [ 1.00 —2.24 0.00 0.00 |7 E(0) = 6.000

z(1) = [ 099 —0.14 0.07 0.93]T (wy =0; wy=1.104)
o(1) = [ —043 —1.92 0.08 0.01 )7 E(1) = 3.876

z(2) = [ —0.01 —0.03 0.03 0.00 |7 (wy = 1.11; w, = —0.60)

®(2) =[ —029 0.07 001 0.00] E(2) = 0.087

z(3) = [ 000 000 003 0.01]7 (wy = 0.34; w, = 0.54)
®@3) = [ 001 0.04 000 0.00] E(3) =0.002 < ¢

46



O Administrador utilizando pesos varidveis permite a convergéncia em trés itera-
¢Oes, 0 mesmo nimero que, quando o Administrador utilizou um peso constante étimo,
mas com o agravante de ter um residuo maior apéds as trés iteragdes, apesar do esforco
adicional de recalcular os pesos a cada iteragio.

Comparando os residuos, vemos que efetivamente ele foi minimizado na primeira
iteracdo. Porém, o caminho que segue o algoritmo quando utiliza pesos varidveis faz
com que o residuo néo seja minimizado com a mesma velocidade do caso em que os
pesos permanecem constantes.

Considerando agora o caso 2, exemplificamos que, com esta politica de variacio
dos pesos, sdo necessarias cinco iteragdes para convergir, duas a mais que no caso de
pesos constantes 6timos. O mesmo acontece com o caso 3, onde o TA que utiliza
pesos variaveis necessita cinco iteragbes para convergir. Este desempenho, mais pobre,
do algoritmo de pesos varidveis que minimiza ||®(z)||; se repete na maioria dos casos
testados.

Ilustra-se a seguir que o desempenho melhora consideravelmente quando se utiliza
a norma-oo na defini¢do do residuo a ser minimizado. A escolha dos pesos é agora
guiada pela minimizacdo de ||®(z)||., mesmo que o critério de terminacdo continue
sendo ||@(z)||s < €. Vejamos a execugio para o caso 1:

z(0) = [ 1 0o 0 1]

®0) = [ 1.00 —2.24 0.00 0.00]T E(0) = 6.000

z(1) =[ 097 —0.26 0.13 0.87]7 (w1 =0; wy = 2.052)
®(1) =[] —1.65 —1.65 0.28 0.03]7 E(1) =5.519

z(2) = 014 —0.01 0.12 0.09] (wy = 1.04; wy =0)
®2) =[ 0.06 0.06 0.06 0.01]F E(2) = 0.012

z(3) = [ 007 -0.01 0.05 0.05]T (wy = 1.20; wy = —0.29)
®3) = [ 0.01 —0.01 0.01 0.00] E(3) =0.0003 < ¢

Pode-se notar que a convergéncia ndo ocorreu na segunda iteracao por muito
pouco, e de fato, foi com este critério que se obteve o menor residuo depois de trés
iteragdes. Este melhor desempenho no caso da minimizacdo de ||®(z)||., se repete
em quase todos os casos testados. Assim, no caso 2, trés iteragdes foram suficientes,
enquanto no caso 3 que representa um caso muito especial, foram necessarias quatro
iteragbes, uma a mais que no caso de pesos constantes 6timos.

Claramente, nestas propostas, o Administrador utiliza um tempo nada desprezivel
na escolha dos pesos, pois os algoritmos de minimizagido do residuo nao sdo em geral
triviais (ver algoritmos de minimizacio em Hageman e Young, 1981; Ortega, 1988; ou
Bertsekas e Tsitsiklis, 1989b). Portanto, nio sio evidentes as vantagens de utilizar
algoritmos de minimizagdo no Administrador, na maioria dos problemas estudados.
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Outras politicas de minimizagio foram também relatadas em Falcio e Baran
(1992), como a minimizagdo de um Erro Linear E, definido como:

E. Z |zk+1)—2z*|, (3.18)

mas em geral, os resultados sdo similares, i.e. a favor de um Administrador simples
utilizando pesos constantes, pois a utilizacdo de algoritmos de minimizag&o complexos,
nao apresentaram vantagens suficientes para justificar a sua utilizacio, justificando-se
somente nos casos que a Regido de Convergéncia Otima nao possa ser estimada ‘a
priori’. Quando isto acontece, resultados experimentais indicam que a minimizacio de
normas infinitas || - ||, sdo as mais recomendéveis.

Até aqui consideramos exclusivamente o problema do Exemplo 3.1, pois ele é
suficiente para introduzir os principais conceitos a serem utilizados na formalizacio do
Team Algorithm Generalizado. O leitor interessado em um estudo mais detalhado das
idéias até aqui apresentadas, pode consultar Falcdo e Baran (1992), trabalho baseado
em Bardn (1991). No referido trabalho, os TA so utilizados para resolver o problema
do Fluzo de Poténcia Elétrica, que serd discutido no préximo capitulo. O referido
trabalho resolve nove problemas exemplos, quatro dos quais sio problemas tipo da
IEEE; apresentando resultados experimentais que mostram que em 8 dos 9 problemas
testados, alguma versio do Team Algorithm consegue resolver o problema, com menos
iteragdes ou menor residuo de poténcia que o melhor dos algoritmos sendo combinados
(o Desacoplado Répido). Mapas de Iteragdes para cada um dos 9 problemas exem-
plo sdo apresentados em Bardn (1991), junto com outras discussdes que basicamente
coincidem com a presente.

Do ponto de vista da analise de convergéncia, pode-se derivar uma condigio
suficiente para o algoritmo dado por (3.2), similar & dada pelo Coroldrio 3.1. Para isto,
re-escreve-se (3.2) de forma a enfatizar que o TA combina algoritmos representados
por operadores G; de médulos L;, a exemplo de (3.13):

2(k+1) = c(k)a(k) + wi(k)Gi(o(k)) + wyk) G (2(k)), (3.19)

onde c(k) =1 —wy(k) — wy(k). Assim, considerando que os pesos nio negativos
(w1(k),wq(k) > 0), e aplicando o Teorema 2.3, temos:

COROLARIO 3.2 o Team Algorithm dado por (3.2), ou de forma equivalente por (8.19),
que satisfaz a Hipdtese 2.1, converge para a inica solu¢do z* em D se:

le(B)] + wi(k) L1 + we(k) L, < 1 onde c(k) =1 — wi(k) — wqy(k).

Concluimos esta discussio enfatizando a capacidade dos TA de aproveitar pro-
priedades dos algoritmos sendo combinados. Assim, a velocidade de certos algoritmos
que nao conseguem convergir numa regido de interesse (como o Newton-Raphson no
Exemplo 3.1) pode ser aproveitada quando estes algoritmos sio combinados com ou-
tros métodos com boas caracteristicas de convergéncia, mesmo que mais lentos (como
o método do Gradiente no exemplo citado).

48



K { @
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x
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Figura 3.4: Implementag8o paralela de um TA com Administrador.

3.1.3 Administrador Assincrono

Na implementagdo da versdo paralela-sincrona, do Team Algorithm com Administrador
estudado nesta secdo, é natural utilizar trés processadores, como ilustra a Figura 3.4; o
processador 1 encarregado de executar o método NR, que representamos por um opera-
dor Gy, o processador 2 encarregado do método do Gradiente com um operador G,, e o
processador 3, implementando o Administrador, que se comunica com os dois primeiros
e implementa a equagdo (3.2). Por simplicidade na anélise que segue, consideramos o
TA com Administrador utilizando pesos constantes. Sendo assim, as iteracdoes do TA
paralelo-sincrono, podem ser matematicamente representadas pelas equagoes:

xi(k+1) = G IL‘(k)
x2(k+1) = Go(az(k) (3.20)
z(k+1) = ca(k) + wixi(k+1) + wy x2(k +1)

onde ¢=1—w; —wy, e xi(k+1) € R" representa o valor de z € R™ calculado,
na iteracao k, pelo processador ¢.

De forma similar, a versdo paralela-assincrona do TA com Administrador utili-
zando pesos constantes (ilustrada na Figura 3.4), pode ser matematicamente represen-
tada pelas equagobes:

xi(k+1) = Gi(z!(k)
x2(k+1) = Go(a*(k) (3.21)
zk+1) = cz(k) + wixi(k) + w2 x3(k)
onde lembramos que pela notagio introduzida em (2.12), z'(k) representa o valor
mais atualizado de z disponivel no processador i, na iteragio k. Conseqlientemente,
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x3(k), (i =1,2), representa o valor mais atualizado de y; na iteracio k, no proces-
sador 3 (o Administrador).

O TA assincrono dado por (3.21), funciona de seguinte forma: os processadores 1
e 2, se limitam a receber o vetor z enviado pelo Administrador e aplicar o operador G;
respectivo, para logo transmitir o novo valor de x; ao Administrador. Por sua vez, este
recebe valores atualizados de x; e realiza constantemente os calculos correspondentes,
atualizando o valor de z que logo serd transmitido aos outros processadores. Qutra
variante do Administrador assincrono serfa atualizar x somente apés receber algum
valor novo de ;.

Para estudar a convergéncia do TA assincrono dado por (3.21), definimos um
vetor de estado expandido W como:

Wi X1 Wi=x1
W = | W, £ X2 onde Wy = x2 (3.22)
I’Va z W3 =

conseqiientemente, a equagdo (3.21) pode ser re-escrita utilizando a notacio do vetor
de estado expandido:

Wik +1) G (W3 (k)
Wa(k+1) | = Ga (W2(k) (3.23)
Wa(k +1) cWs(k) + wi WP(k) + wy W(k)

Enfatizamos que o TA assincrono dado por (3.23), pode ser considerado como
um algoritmo bloco iterativo assincrono; conseqiientemente, o Teorema 2.1 pode ser
utilizado para obter uma condigéo suficiente de convergéncia para o mesmo.

Considerando os operadores §; como contrativos em D, com médulos L;, a matriz
de comparagao do algoritmo bloco iterativo assincrono, representado por (3.23), é dada
por:

0 0 Iy
H = 0 0 L, (3.24)
wy We lCI

Derivada a matriz de comparagao correspondente ao TA representado por (3.21),
ou de forma equivalente por (3.23), podemos escrever o seguinte corolario derivado do
Teorema 2.1:

COROLARIO 3.3 Sob as hipdteses 2.1 e 2.2, adequadamente reformuladas para consi-
derar o vetor de estado extendido W (em lugar de z), a versdo assincrona do Team
Algorithm com Administrador utilizando pesos constantes, dado por (8.21), ou de forma
equivalente por (3.23), converge para a unica solugio z* em D, se p(H) < 1, onde H

¢ dado por (3.24).
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Enfatizamos aqui que a Nota 3.3 é perfeitamente aplicivel ao TA assincrono,
considerando que a escolha de pesos dada na equagdo (3.17), para o caso em que
L, <1< Ly, também assegura que p(H) < 1.

A implementagio do TA assincrono dado por (3.21), é bem mais flexivel que a
correspondente versao sincrona, dado por (3.20), pois permite que o sistema continue
trabalhando mesmo quando um dos algoritmos, digamos G;, seja bem mais demorado
que o outro. Contudo, a estrutura do algoritmo, que trabalha com todo o vetor z
em cada processador, ndo permite toda a flexibilidade dos bloco TA estudados no
Capitulo 2, devido & necessidade dos processadores receberem alguma informacéo para
poderem realizar um trabalho til. Como exemplo, se 0 Administrador for muito lento
(por exemplo, por estar utilizando um algoritmo de minimizagéo), nenhum trabalho
util sera realizado nos processadores 1 e 2 até que recebam um valor atualizado de z.
Além disso, em Souza e Talukdar (1991) se discute a possibilidade da utilizacio de novos
algoritmos na combinagio. Neste caso, o Administrador deveria ser ‘re-projetado’, pois
a escolha de pesos deve ser adaptada A nova implementacéo.

Esta falta de flexibilidade do TA assincrono com Administrador, dado por (3.21),
levou a formulagdo dos A-teams com Administrador distribuido, por Souza e Talukdar
(1991). Nesse trabalho, propde-se eliminar o Administrador como processador inde-
pendente e distribuir as fun¢Ges administrativas entre os processadores, por meio de
um encapsulamento (shell). Nesta proposta de Souza e Talukdar, uma meméria global
é utilizada como mecanismo de comunicagio entre os processadores. O A-team assim
construido, ilustrado na Figura 3.5, trabalha da seguinte forma: cada processador exe-
cuta iterativamente o algoritmo a ele atribuido. O valor do residuo E(z) é monitorado
em cada processador para verificar os progressos obtidos. Se os algoritmos conseguem
obter melhores estimativas da solucdo, periodicamente esses valores sdo escritos na
meméria compartilhada e os algoritmos continuam trabalhando. Se algum algoritmo
nao consegue progredir, uma nova estimativa « da solugio é lida da meméria compar-
tilhada (exemplo: o melhor ponto disponivel), e o algoritmo é re-inicializado a partir
deste novo ponto.

Note que o A-team assim construido convergiria sem problemas para o Exem-
plo 3.1, pois mesmo que o Jacobiano Jg(z(0)) seja singular, o método do Gradiente
consegue avancar e escrever na memoria compartilhada um novo valor de z, que uma
vez lido pelo processador que executa o método NR, pode servir para que este resolva
o problema em poucas iteragbes. Nesta implementagio, a funcio administrativa se
limita a decidir, em cada processador, quando (ou em que condigdes) ler ou escrever
na memoria compartilhada.

Esta discusdo sobre os A-teams permite comprender que a grande vantagem
desta combinagio assincrona de algoritmos, que nio utiliza um processo Administra-
dor explicito, é a possibilidade de convergir em regiées bem mais amplas que qualquer
das regides nas quais poderia trabalhar cada algoritmo individualmente, com a pos-
sibilidade adicional de, eventualmente, poder encontrar mais de uma solucio (caso
exista). Em contrapartida, quando estamos interessados numa tnica solucio, somente
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Figura 3.5: Implementag8o paralela de um A-team.

um processador estd fazendo algum trabalho realmente 1til por vez, o que leva a pre-
judicar enormemente a aceleracdo para problemas mais simples (na realidade existe a
possibilidade de ‘slow down’).

Enfatizamos a facilidade com que os A-teams podem ser ampliados incorporando
novos algoritmos, pois cada processador somente esta em comunicagio com a memodria
compartilhada e portanto é independente dos outros processadores. Esta independéncia
com que cada processador trabalha em forma assincrona, sem nenhum controle central,
levou a comparar este tipo de organizacio com uma sociedade de insetos, capaz de
criar grandes obras a pesar dos rudimentarios ‘entes’ que constituem a sociedade,
assim como comparar-lo com a sofisticada sociedade de scientistas, capaz de produzir
os avancos cientificos de que somos testemunhas, postulando-se assim a potencialidade
dos A-teams de obter um efeito sinergético (Talukdar et al., 1991 e 1992).

Note que a implementacdo de um de A-team em sistemas computacionais de
memodria distribuida, é também possivel. Para isto, é suficiente que cada processador
utilize uma memodria local, e se comunique com os outros processadores via transmissio
de mensagens, em lugar de utilizar a memoria compartilhada.

Para finalizar esta segdo, enfatizamos que um Team Algorithm com Administra-
dor consegue combinar algoritmos diferentes de forma a aproveitar as caracteristicas de
cada um. Assim, no exemplo 3.1, foi possivel aproveitar a velocidade de convergéncia
do método NR, mesmo numa regido onde ele nio converge, quando combinado com o
método do Gradiente que consegue convergir nessa regiao, mas de forma muito lenta.
Contudo, a utilizacao do vetor todo na combinacio, ndo se mostra muito flexivel, e ndo
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permite viabilizar a resolugdo de problemas de grande porte, em sistemas computa-
cionais de meméria distribuida, a diferenca dos bloco TA estudados no Capitulo 2. A
possibilidade de combinar as vantagens dos TA com Administrador e dos bloco TA do
Capitulo 2, é discutida na proxima segio, onde se apresentam os Team Algorithms Ge-
neralizados, como uma alternativa capaz de combinar as caracteristicas das propostas
até aqui estudadas.

3.2 Team Algorithm Generalizado

Os Team Algorithms com Administrador discutidos na secio anterior apresentam a
interessante caracteristica de poder aproveitar as propriedades dos algoritmos sendo
combinados, quando estes operam resolvendo o mesmo conjunto de equacdes. Assim,
foi apresentado o Exemplo 3.1, no qual a velocidade de um algoritmo que nio necessa-
riamente converge na regiao de interesse é aproveitada quando o algoritmo é combinado,
por meio de um Administrador, com um outro que pode assegurar a convergéncia nessa
regido. Contudo, outras vantagens préprias do particionamento utilizado pelos bloco
TA do Capitulo 2, como a aceleragéo que se obtem resolvendo em paralelo subproblemas
menores, ou a viabililidade de resolver problemas de grande porte em computadoras de
memoria distribuida, estdo ausentes no TA com Administrador discutido na Secéo 3.1,
devido a atualizagdo do vetor todo, em cada processador (e por cada algoritmo).

A idéia central do presente trabalho é propor, formalizar e analisar o conceito
de Team Algorithm Generalizado, que por simplicidade continuaremos chamando de
TA, que reuna as vantagens préprias de cada uma das combinacgdes de algoritmos até
aqui estudadas. Assim, para manter as propriedades de boa aceleragio bem como da
viabilizagdo na resolugdo de problemas de grande porte em sistemas distribuidos, se
propoe manter as partigdes dos bloco TA do Capitulo 2, com a possibilidade de duplicar
(triplicar, etc.) as equagGes mais criticas (um conceito que serd esclarecido abaixo),
de forma que, somente estas sejam resolvidas por algoritmos distintos implementados
em processadores diferentes, com o gerenciamento de um Administrador. Desta forma,
assegura-se que o Team Algorithm Generalizado mantenha as propriedades do TA com
Administrador, sem perder as vantagens dos bloco TA.

Efetivamente, pode se notar no Exemplo 3.1 que o algoritmo do Gradiente nio
precisa modificar as quatro componentes de z para que o Jacobiano deixe de ser sin-
gular, pois resolvendo somente para trés componentes de z, o método NR ji terd
condi¢des de prosseguir. Vemos entdo que é possivel duplicar duas equagdes, e resolver
o novo sistema de dimenséao seis (em lugar de quatro), com uma parti¢io tal que trés
equagoes sejam resolvidas pelo método do Gradiente e as outras trés pelo método NR
(enfatizando que as equagdes repetidas a serem combinadas pelo Administrador devem
ser resolvidas tanto por um quanto pelo outro algoritmo).

A idéia de replicar certas equagGes para facilitar a resolucio de alguns proble-
mas, foi primeiramente proposta em Ikeda e Siljak (1980), no contexto dos sistemas
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dindmicos, com o nome de ‘overlapping decomposition’. Uma generalizacio destas
decomposigdes com ‘overlapping’, é apresentada em outro trabalho de Ikeda e Siljak
(1981), enquanto uma discussdo mais detalhada se encontra em Siljak (1981).

O conceito de ‘overlapping’ é generalizado no Principio de Inclusio para sistemas
dindmicos, em ITkeda et al. (1984). Variantes do tema sio novamente tratadas em uma
série de artigos como os de Ohta e Siljak (1985), Hodzic e Siljak (1986) e Ikeda e Siljak
(1987). Uma aplicagdo em estudos de estabilidade de redes elétricas, no contexto dos
métodos numéricos, é encontrada em Brucoli et al. (1987).

A comparagio entre uma particido simples, como aquela utilizada com os bloco
TA, e uma particdo com ‘overlapping’ parcial (replicagio de algumas equagdes), similar
a que sera utilizada com os TA generalizados, é analizada, para o caso linear, em Calvet
e Titli (1989); neste trabalho também sdo apresentados resultados numéricos para o
caso de redes elétricas, enfatizando as vantagens do ‘overlapping’ parcial.

A consideragio de ‘overlapping’ parcial num algoritmo de decomposigio (particio
de um problema em subproblemas) é apresentada em Sezer e Siljak (1991), permitindo
obter uma decomposi¢do com ‘overlapping’. Recentemente, um trabalho de Zetevié e
Siljak (1992) combina técnicas de ‘overlapping’ parcial e decomposicio para resolver
(2.1) num contexto paralelo sincrono, utilizando uma variagio do método de Newton

simplificado (SN).

Enfatiza-se que a novidade de nossa proposta na forma de utilizar ‘overlapping’
parcial, com respeito aos trabalhos acima citados, ndo é a duplicacdo de algumas
equagdes (‘partial overlapping’), mas o uso do Administrador para gerenciar apro-
ximacoes diferentes de uma mesma componente.

3.2.1 Introducao dos Team Algorithms Generalizados

No caso dos bloco TA estudados no Capitulo 2, foi assumido que a particio do pro-
blema era conhecida, e nos limitamos a estudar um problema com sua correspondente
particdo. Mantendo a mesma linha de trabalho, assumimos conhecida a particao em
blocos do problema a ser resolvido, sendo que cada subvetor, correspondente a cada
bloco, pode ser atualizado por um dos métodos disponiveis, ou por virios métodos
combinados, utilizando um Administrador.

Para facilitar a leitura, repetimos a continuacio a formulacio matematica do
problema, dada pelas equacGes (2.1) a (2.6) do Capitulo 2. Seja o sistema de equacdes
algébricas

o(z) =0, z € R", o:R"—>1R" (3.25)

definido num dominio D C IR", e seja a decomposicio cartesiana de IR™ dada por:

R*=R™ x--- x R, ny+-+n, =n. (3.26)
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e ademais D C IR™ um dominio tal que
D=D; x: X Dy, D;cR™, Vie{l,...,m} (3.27)
entao, um vetor z € D pode ser particionado de acordo com:

L1
T = ) z; € D;, ViE{l,...,m} (3.28)

Tm

Desta forma, ®(z) pode ser particionado de acordo com:

®,(z)
z)=| : |, &:DoR™ (3.29)
0., (2)

consequentemente, a equacgao a ser resolvida é dada por:

;(z) = 0, Vie{1,...,m} (3.30)

Para representar a informagao de quais algoritmos devem atualizar cada subve-
tor z;, e quais subvetores sdo atualizados em cada processador por seu correspondente
método, definimos a Matriz de Atribui¢io ¥ = {1;;} do TA Generalizado correspon-
dente.

DEFINIGAO 3.1 (MATRIZ DE ATRIBUIGAO)

Seja um Team Algorithm com:
e uma particio do vetor x dada por (8.28);
e p métodos possivelmente diferentes, representados por seus respectivos ope-

radores G1,...,G,, implementados em até p processadores, onde m > p;

A esse Team Algorithm associamos uma matriz UV = {1;;}, com elementos bindrios
bi; € {0,1}, de dimensio (m X p), onde ;; indica se o subvetor z; € ou ndo atuali-
zado pelo operador G;. A matriz V assim definida, é denominada Matriz de Atribuicdo
do Team Algorithm. FEssa matriz de atribuicdo € ordenada de forma que as primei-
ras T linhas, e somente elas, representem os subvetores atualizados por somente um
algoritmo.

Dado que a partir da definicdo da Matriz de Atribuicdo, podemos construir Team
Algorithms com diferentes graus de ‘overlapping’, nos referiremos a essa matriz como
Matriz de Atribuicdo associada a um TA Generalizado. Para ilustrar o conceito da
Matriz de Atribuigido associada a um TA Generalizado, consideramos o exemplo que
segue:
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Exemplo 3.2 Seja um TA que combina dois algoritmos diferentes (p = 2), que re-
presentamos pelos operadores G; e G3. Com este TA, queremos resolver um problema
particionado em trés blocos (m = 3), de forma que:

® r; seja atualizado somente por Gy,
® 1, seja atualizado somente por Gy, e

® z3 seja atualizado tanto por G4 como por Gb.

O Team Algorithm do exemplo 3.2 tem associado uma Matriz de Atribuicdo:

10
U =01 (3.31)
11

onde como exemplo, a coluna 1 de ¥ indica que Gy atualiza 2, e x5, enquanto a linha 3
indica que 3 ¢ atualizado tanto por G; como por G5. Note que neste exemplo r = 2
pois tanto z; quanto z3, e somente eles, sdo atualizados por um tnico algoritmo (z1
por Gy e z; por Gy).

Lembramos aqui que o problema ®(z) =0 a ser resolvido, satisfaz as equacdes
(3.25) a (3.30) e portanto tem dimensdo n, de acodo com a discussio da Secio 2.1.
Porém, quando consideramos ‘overlapping’, podemos usar a definicio de dimensdo ea-
pandida 7 dada em Ikeda e Siljak (1980), que considera o niimero total de equacoes
sendo resolvidas, ou seja, inclui as equagdes replicadas com a correspondente multipli-
cidade. Como exemplo, para a matriz de atribuigdo (3.31) temos:

n = ny+4+ng+ng € n =n+ny+n3+ng = n+nz;

isto porque o subproblema ®3(z) =0 é resolvido tanto por G; quanto por Gs.

Antes de considerar a implementagio assincrona do TA cuja matriz de atribuigao

associada é dada por (3.31), se apresentam a seguir uma série de caracteristicas da
Matriz de Atribuigio V.

Caracteristicas da matriz de Atribuicio ¥

1. Todo subvetor z; deve ser atualizado por no mfnimo um algoritmo e no maximo
pelos p algoritmos utilizados na combinacio:

P
1<Y ¢y <p Vie{l,...,m}
=1

]:

2. Todo operador G; deve atualizar no minimo um subvetor e no méximo os m
subvetores de z:

=1
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3. O Team Algorithm com Administrador proposto em Talukdar et al. (1983), e
discutido na segdo 3.1, é um caso particular com ‘overlapping’ total no qual:

r =0, m=1, p=2 e ¥=[1 1]

4. O bloco TA discutido no Capitulo 2, é um caso particular no qual a Matriz de
Atribuigdo é a matriz identidade (ou uma permutagio desta). Trata-se do caso
sem ‘overlapping’:

V=7 sendo p=m =r
5. O nimero r de subvetores atualizados por um e somente um algoritmo satisfaz

a relagio:
0<r<p<m<n

6. Se r > 0 se cumple que:
p
ViE{l,...,T‘} Z’(,bij =1
j=1

7. Dada a dimensdo n de um problema, a dimensdo expandida # , quando conside-
rando ‘overlapping’, satisfaz a relacéo:

m P m
A= D> Pyn 2 n=)
=1 j=1 =1

No que segue, consideramos exclusivamente o contexto parcialmente assincrono
que satisfaz a Hipdtese 2.2. Neste contexto, para um TA Generalizado que tenha um
subvetor z; atualizado por mais de um processador, sio disponiveis diferentes versées
desse subvetor, segum seja o algoritmo que o atualiza. Por este motivo, denotamos
como:

Xij --- & versdo do subvetor z; calculada pelo operador Gj;
e utilizamos a notagio:
z; ... para o subvetor calculado no Administrador a partir dos yx;;.

Como exemplo, no TA assincrono da Figura 3.6, com uma Matriz de Atribuicio
associada dada por (3.31), a versdo do subvetor 3 (z3) atualizada pelo processador 1 é
denotada por xs1, enquanto xs, denota a versdao atualizada por G,. A semelhanca do
TA assincrono estudado na segio anterior e dado por 3.21, o Administrador de pesos
constantes é executado no processador 3, combinando desta vez os subvetores ys; e
X31 de forma a gerar z3 segum:

z3(k+1) = caa(k) + wi xa1(di(k)) + wa xs2(d3(k)) (3.32)

onde ¢ =1— w; —wy. Enfatiza-se que =3, x31, Xa2 € IR™, pois sdo versSes
diferentes do mesmo subvetor.
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l I3 i I3

Processador 1 Processador 2
Ty R
Ty & Gn(:c) - Tg — Ggg(m)
Xa < Gai(z) | T2 X3z — Gaa(z)
A
X31 X32
Processador 3: Administrador
I3

— Tz «— cx3 + w; X31 + Wz X32

Figura 3.6: Implementag8o assincrona da versZo A de um TA.

Para escrevermos uma iteragdo do TA Generalizado, precisamos estender a nota-
¢ao dos operadores, introduzida em (2.7). Nessa oportunidade denotavamos por G; ao
operador executado no processador j, que atualiza o subvetor z;. Como no contexto dos
TA Generalizados, o operador G; pode atualizar também um subvetor z;, denotamos

esta operagdo por G;;. Assim, assumimos que o operador (G; executado no processador
J pode ser representado por:

Ghj()
Gj($)= , G,‘j(:c):D—)Di, ViE{l,...,m}, VjE{l,...,p}
Gmj()

(3.33)

Com a notagao introduzida, estamos em condigdes de estudar varias possiveis
versoes assincronas de um Team Algorithm Generalizado, resumidas na Tabela 3.2 ao
final do capitulo. Para isto, enfatizamos que o Administrador pode ser totalmente
implementado num tnico processador, como no TA Generalizado da Figura 3.6 que
implementa a equacio (3.32) no processador 3. Este Administrador é chamado de Ad-
ministrador Centralizado, para diferencia-lo do TA com Administrador Distribuido, no
qual as fungdes administrativas estao repartidas entre os processadores do sistema com-
putacional, e portanto nio é possivel identificar um tnico Administrador, a semelhanca
dos A-teams discutidos na subsegdo 3.1.3.

Para simplificar a apresentacio dos conceitos fundamentais dos Team Algorithms

Generalizados, no que segue consideramos exclusivamente os TA com Administradores
utilizando pesos constantes.
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Versao A: TA com Administrador Centralizado em processador dedicado

Um primeiro exemplo de TA assincrono com Administrador centralizado em pro-
cessador dedicado, foi estudado na secdo anterior, para o caso de ‘overlapping’ total
(ver Figura 3.4). Para exemplificar a utilizacdo de ‘overlapping’ parcial, considera-
mos o Team Algorithm Generalizado com Administrador centralizado em processador
dedicado, que tem associado a matriz de atribuigdo dada por (3.31). Este TA é esque-
matizado na Figura 3.6 e pode ser representado pelas equagdes abaixo:

[z (k+1) ] _ [ Gu(z'(k)) |

| Xxai(k+1) | Ga(z'(k)) |

] CEQ(k-I- 1) ] _ [ G22($2(k)) (334)
| xa2(E4+1) | | Ga(2P(k)) |

[za(k+1)] = [cxs(k) + wixa1(di(k)) + wzxs2(d3(k))]

onde ¢=1— w; — ws.

Devemos ressaltar que a introdugio das varidveis x3; € x32, faz com que um novo
vetor de estado W, que chamamos vetor de estado expandido, tenha que ser definido
para possibilitar a analise de convergéncia utilizando a mesma técnica introduzida no
Capitulo 2 para os bloco TA.

Wl(k) :vl(k) W1 =2 € R™
Wz(k) xz(k) W2 =g € IR"™2
W(k) = | Wa(k) | = | aa(k) onde { Wa=azz€R™ (3.35)
W4(k) XSl(k) W4 = xX31 € Rrs
W5(k) X32(k) W5 = X32 € IR™s

Nota 3.4 Para os bloco TA estudados no Capitulo 2 temos que: W; = z;, Vi €
{1,...,m}, eportanto W = =z € D CIR" pois ndo existe duplicacio de
varidveis, dado que nenhum tipo de ‘overlapping’ é utilizado.

Considerando a versao A do TA Generalizado com Administrador centralizado,
representado matematicamente por (3.34), e lembrando a relagio (3.28), temos que:

z €D = D]XD2XD3;

sendo assim, o vetor de estado expandido W, pertence a um Dominio Ezpandido D,
dado por:
W € Dw = D1XD2XD3XD3XD3;

pois lembramos que xa1, X32 € Z3 sdo versoes diferentes do mesmo subvetor.
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Processador 1 Processador 2

Ty T3
=1 Gula) ’ g zy — Gaa(z)
Xa1 — Gai(z) x
T3 cTg+ Wy Xar + Wy Xy |~ Xe2 Xa2 & Gal(2)

Figura 3.7: Implementagdo assincrona da vers&o B de um TA.

O estudo das condigoes de convergéncia dos TA, no caso geral, sera realizado na
préxima segdo. Mesmo assim, enfatizamos que o TA Generalizado dado por (3.34),
pode ser considerado como um algoritmo bloco iterativo assincrono que atualiza W;
conseqiientemente, o Teorema 2.1 pode ser utilizado para obter uma condigéao suficiente
de convergéncia, uma vez que as correspondentes hipdteses sejam atendidas no dominio
expandido D,,.

Versao B: TA com Administrador Centralizado sem processador dedicado

A implementagao assincrona da versdo A do TA Generalizado, utiliza um proces-
sador dedicado para implementar o Administrador. Porém, em muitos problemas de
engenharia como os tratados no préximo capitulo, o nimero de variaveis replicadas é
pequeno com respeito & dimensio do problema. Ainda mais, a complexidade (medida
pelo niimero de operacdes por iteragio) dos algoritmos sendo combinados, é bem maior
que a do Administrador que se limita a fazer uma soma ponderada de vetores. Sendo
assim, nem sempre se justifica dedicar um processador exclusivamente a implementacao
do Administrador. Vérias alternativas sdo entao possiveis, sendo provavelmente a mais
simples aquela esquematizada na Figura 3.7, para o TA Generalizado que tem asso-
ciado a matriz de atribuicio dada por (3.31), na qual a fungdo do Administrador é
incluida no processador 1.

A versdo B do TA Generalizado com Administrador Centralizado, esquematizado
na Figura 3.7, pode ser visto como uma simples variante da versdo A; tanto assim, que
ambas versdes tem o mesmo vetor de estado expandido W, dado por (3.35).

Nota 3.5 OQutra alternativa para evitar a utilizagdo de um processador dedicado as
funcées do Administrador, seria a distribui¢do das funcbes administrativas entre os
diversos processadores do sistema. Assim, de cada conjunto de processadores que
atualizam um mesmo subvetor, escolhe-se um processador para atualizar esse subvetor,
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Processador 1 Processador 2

T1, X31

Iy & Gu(fﬁ) > Ty G22(37)
Xxs1 — Gan(z) X32 — Gaz)
T2, X32
X3 « €1 T31 + Wiy X31 + Wa1 X32 |~ T3y « C3 T3 + Wi X31 + Wa2 X32

Figura 3.8: Implementag8o assincrona da versZo C de um TA.

utilizando a correspondente soma ponderada. Desta forma, nenhum processador é
sobrecarregado com todo o trabalho do Administrador.

Versao C: TA com Administrador replicado em cada processador

Uma outra alternativa de implementar uma versdo assincrona do TA com Ad-
ministrador Distribuido que tem associado a matriz de atribuicdo dada por (3.31), é
ilustrada na Figura 3.8. Nesta proposta, cada processador implementa seu préprio Ad-
ministrador, independentemente deste estar replicado em outros processadores. Neste
caso, cada processador j tem a sua versio do subvetor z3, que € denotada como z3;.
Note também que os pesos utilizados em cada replicagdo do Administrador nao neces-
sariamente devem ser os mesmos. Para considerar esta liberdade adicional dos pesos,
denotamos como w;; o peso associado ao subvetor y;. (calculado no processador &),
quando utilizado no Administrador do processador j, como ilustra a Figura 3.8. O TA
assincrono assim constituido pode ser representado pelas seguintes equagoes:

z1(k+1) Gu(z'(k))
xai(k+1) | = Gai(z'(k))
| za1(k+1) | | crzai(k) + win xai(k) + wa xa2(d3(k)) |
(3.36)
zo(k + 1) Gn(z*(k))
xaz(k+1) | = Gaa(z*(k))
| z39(k + 1) | | cox3a(k) + wig xa1(d3(k)) + waz xa2(k) |

Considerando a versao C do TA Generalizado com Administrador distribuido e
replicado, representado por (3.36), podemos definir o correspondente vetor de estado
expandido W como:

61



[ Wi(k) ] [ z(k) ] (W) =z, e R™
WQ(k) IIJQ(IC) W2 =2, € R
_ W3(k) def wgl(k) W3 =131 € R™
W(k) = Wa(k) = 252 k) onde | W, = 2ay € R™ (3.37)
Wi (k) xa1(k) Ws = xz1 € R™
L We(k) | | xaz2(k) [ Ws = x3, € R™
conseqiientemente,

W € D, = Dy X Dy X D3 X D3 X D3 X Da;

O ‘overlapping’ parcial discutido na introdugido do presente capitulo, e tratado
nos trabalhos de Ikeda e Siljak (1980, 1981, 1984 e 1987), pode ser considerado como
um caso particular da versdo C do TA com Administrador distribuido e replicado.
Efetivamente, se fazemos a seguinte escolha dos pesos

Wy = Weg = 1; wor = wyp =0

vemos que a funcdo do Administrador é simplesmente enfatizar a igualdade z3; =
X3j, 7 = 1,2. Em outras palavras, cada processador j (j = 1,2) se limita a resolver
seu subproblema local

- ml
®;(z) =0, onde z = | z,
P5(z)
L35
o que € equivalente a expandir o problema original ®(z) =0 de forma que as equagdes
correspondentes ao subproblema ®3(z) =0 sejam repetidas em cada processador.

3.2.2 Um Exemplo Ilustrativo de ‘Overlapping’ Parcial

Para aproveitar as vantagens que possibilita um TA com ‘overlapping’ parcial, é inte-
ressante estudar condicOes sob as quais esta técnica apresenta vantagens. Um primeiro
estudo para o caso linear é encontrado em Calvet e Titli (1989); porém, casos mais
complexos devem ainda ser estudados.

Para enfatizar algumas condigGes nas quais um TA Generalizado apresenta van-
tagens evidentes sobre os bloco TA estudados no Capitulo 2, se apresenta a seguir um
sistema quase-linear simples (n = m = 3), que facilita a andlise das caracteristicas de
convergéncia utilizando a metodologia introduzida no Capitulo 2.

Exemplo 3.3 Resolver, utilizando o método de Jacobi, o sistema de equagbes quase-
lineares Az = F(z) dado por:

a b 0 Ty d
e ¢ e zy | = | f(z2) (3.38)
0 b a T3 d



onde a matriz A = (a;;), com a;; > 0, é ndo singular (D = ac — be # 0), a funcio
f(z2) é Lipschitz continua com constante L, e a razdo b/a é ‘grande’.

O sistema de equacdes dado por (3.38) pode ser particionado de diversas formas,
dando lugar a diferentes alternativas de solugio, num contexto assincrono. Se analisam
a seguir 5 casos tipicos:

Caso 1: método de Jacobi,comn=m =p =3.

O algoritmo assincrono do método ‘point’ Jacobi, pode ser descrito pelas equacdes:

b+ 1] = [ = Loa(ai®)]
[oa(k+1)] = [ $(—eza(d2(k)) + f(a(k)) — exs(di(k))) ] (3.39)
ok +1)] = |4 = Saa(di(h) ]

Para a andlise de convergéncia do algoritmo assincrono (3.39), podemos utilizar
o Teorema 2.1; com este objetivo, derivamos a correspondente matriz de comparagao

Hi:
0 (b/a) O
Hy = | (e/c) (L/c) (6/0)]

0 (b/a) O

desta forma, para valores suficientemente grandes da razdo (b/a) temos que:

(3.40)

p(Hy) >1

conseqiientemente, o Teorema 2.1 ndo pode ser utilizado para assegurar a convergéncia
do algoritmo. Além disto, observando (3.39) podemos notar que tanto z; quanto z3
divergem quando (b/a) é muito grande. Portanto, o algoritmo assincrono dado por

(3.39), em geral, diverge.

Caso 2: método bloco Jacobi, com p =m = 2.

O algoritmo assincrono que utiliza o método bloco Jacobi (BJ), sem ‘overlapping’,
é descrito pelas equagdes:

b+ 1)) = [4 - Sa(a)]
(3.41)

zo(k+1) | _ 1| e —e| | f(2a(k)) — ez(di(k))
Rt R R | R

63



onde lembramos que D = ac — be # 0. Este algoritmo assincrono tem uma matriz de
comparagao H, correspondente, dada por:

0 b/a
H = | (4/D) (ZSL//I%) (3.42)

que mais uma vez caracteriza-se por ter:
p(Hy) > 1

conseqiientemente, o Teorema 2.1 nao pode ser utilizado para assegurar a convergéncia
do algoritmo. Ainda mais, observando (3.41) podemos notar que z; diverge quando
(b/a) é muito grande. Portanto, o algoritmo assincrono dado por (3.41), em geral,
diverge.

Vemos assim que ndo é possivel resolver o problema (3.38) num contexto assin-
crono, utilizando versdes sem ‘overlapping’ do algoritmo de Jacobi. Porém, utilizando
um ‘overlapping’ parcial referente a equagdo ®,(z) = 0, o que no caso é equivalente a
replica-la, é possivel construir diversas versdes de TA Generalizados para as quais, no
contexto da formulagdo do Capitulo 2, o raio espectral da matriz de comparagio p(H)
nao necessariamente tende a infinito quando a razdo (b/a) é muito grande; e portanto
a convergéncia pode ser assegurada utilizando o Teorema 2.1.

O novo sistema de equagbes a ser resolvido, denominado sistema expandido em
Ikeda e Siljak (1980), tem uma dimenséo expandida 7 = 4 e pode ser representado por:

a b 00 1 d
e c 0 ell|an f(za)

= 3.43
e 0 c e Ta2 f(z22) (3.43)
0 0 b a T3 d

Consideramos a seguir alguns TA Generalizados que resolvem (3.38) utilizando
‘overlapping’ parcial, o que equivale a resolver (3.43) combinando no Administrador
as duas versbes de z; ( z21 € Zg2). Além de utilizar ‘overlapping’ parcial, os TA que
se analisam a seguir, nesta subsecio, tem em comin os parametros: p = 2 e m = 3,
assim como uma escolha de pesos no Administrador que atende a relagdo ¢ > 0 (isto
para simplificar a analise de convergéncia dos TA Generalizados que seguem).

Caso 3: TA com Administrador centralizado em processador dedicado
(Versdo A da Tabela 3.2)

A semelhanca da versao A do TA Generalizado com Administrador centralizado
em processador dedicado (ilustrado na Figura 3.6), o algoritmo assincrono correspon-
dente é dado pelas equagoes: ‘
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[ a(k+1) ] 1] e =b]] d

| xau(k+1) | — D | —e a || f(z2(d3(k)) — exzs(di(k)) |

[ xn(k+1) ] _ 1 [ ¢ —e] [ floa(d(k)) — ezi(d2(k)) ] (3.44)
nsk+1) | T D | b e | d

[za(k+1)] = [cza(k) + wi xa1(d3(k)) + wa xa2(d5(k))]

que tem uma matriz de comparagido Hj correspondente, dada por:

0  (be/D) (bL/D)
Hs = | (be/D) 0  (bL/D) (3.45)

un Wy C

que ndo é funcio direta de (b/a) e portanto p(Hz) pode ser menor que 1. Sendo assim,
satisfeitas as condigdes do Teorema 2.1, a convergéncia do TA est4 assegurada.

Uma outra variante do Caso 3 com Administrador centralizado, semelhante 3
versao B do TA Generalizado com Administrador centralizado sem processador dedi-
cado, pode ser obtida implementando o Administrador num dos processadores encarre-
gados de implementar o método BJ, como por exemplo o processador 1. Neste caso, as
versoes diferentes do subvetor z; no processador 1 podem ser reduzidas a uma tnica
variavel z,, como ilustra o seguinte exemplo:

Caso 4: TA com Administrador implicito no Processador 1
(Verséo E da Tabela 3.2)

Para este exemplo, ndo temos uma equagio explicita para o Administrador.
Porém, ela esta incluida implicitamente no processador 1. O algoritmo assincrono
correspondente pode ser descrito pelas equacdes:

] R 2 e | P
com X;(k) = (c+w1)za(k) + wax22(d3(k)), e

[ ’;,?((,f :11))] _ % [_“z, -ce] [f(wz(d%(k)))d— em(d%(k))} (3.46)

onde a fun¢do do Administrador, de combinar mediante uma soma ponderada as di-
ferentes versGes de x5, é realizada implicitamente no processador 1 como parte dos
calculos na avaliacio de f(-). Dai surge o nome de Administrador implicito.

A matriz de comparagido H, correspondente a este algoritmo é dada por:

b lL(c+w1) (Lw; + €) ]

He =5 (L +e) 0

(3.47)
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a qual, para uma escolha apropriada de pesos, tem um raio espectral
p(H1) = b(L + €)/D
que nao depende dos pesos e satisfaz a relagio:

p(Hs) < p(Hs) (3.48)

Consideramos a seguir um TA com Administrador distribuido, semelhante 3
versaio C do TA com Administrador distribuido, representado na Figura 3.8. Mais
uma vez, consideramos a fungdo administrativa como implicita em cada um dos pro-
cessadores.

Caso 5: TA com Administrador Replicado e Implicito.
(Versdo D da Tabela 3.2)

A exemplo do Caso 4, ndo temos uma equagio explicita para a funcio do Admi-
nistrador. O correspondente método BJ assincrono pode ser descrito pelas equacoes:

[:cl(k+1)l_1'c -] d ]

en(k+1) |~ D | —e a || f(Ra(k)) — exs(dh(k))
) ] (3.49)
epk+1) | _ 1 [ a —e] [ f(xalk) — ezs(di(k))
za(k+1) | — D | -b ¢ || d
com X, (k) = (c1 +wu) z21(k) + wa z22( dj(k))
e Xa(k) = (c2+wn)zan(k) + wipza(di(k)).
A matriz de comparagio Hj, correspondente a este algoritmo, é dada por:
o, = b | (e +wnu)l (Lwy +e) (3.50)

D | (Lwiz+e) (co+ wa)L

a qual, para uma escolha apropriada de pesos, tem o raio espectral p(Hs) = b(L+e)/D,
que nado depende dos pesos e satisfaz a igualdade:

p(Hs) = plH) = (L +e) (3.51)

Enfatizamos novamente que o ‘overlapping’ parcial introducido em Ikeda e Siljak
1980) ¢ um caso particular do TA apresentado no Caso 5, para a seguinte escolha de
p ) g
pesos:

Wy =wy =1, wy=wy=20 que implica em: ¢; =c; =0
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Efetivamente, com esta escolha de pesos obtemos o algoritmo bloco Jacobi da equa-
¢do (3.43), que é representado pelas equacdes:

[ z1(k+1) | 1 ¢ b ] d ]

| za(k+1) | D | —e a || f(mn(k)) — eas(dy(k)) |

: ] ) o ) (3.52)
T2 k+1 a —e f oo k — €I d% k
et ] [ o ] [Plent®) - o)

que, claramente, tem o raio espectral dado por (3.51); dado que p(Hs) nio depende
dos pesos.

Enfatizamos aqui, que todos os TA Generalizados com ‘overlapping’ que foram
apresentados podem ter suas condigées de convergéncia asseguradas pelo Teorema 2.1,
mesmo quando a razdo (b/a) é muito grande, diferentemente dos métodos sem ‘over-
lapping’, que ndo conseguem convergir. Portanto, fica claramente estabelecido que a
utilizacdo de ‘overlapping’ parcial pode acarretar certas vantagens.

Resta determinar qual das 3 versdes do TA Generalizado com ‘overlapping’ é a
mais recomendavel. Para responder a esta pergunta, consideramos as equagdes (3.48)
e (3.51) e assim podemos obter a relagio:

p(Hs) = p(Hy) < p(Hs) (3.53)

portanto podemos concluir que o uso de um Administrador implicito nos Casos 4 e 5
é o mais recomendavel, um fenémeno que se repetird em contextos mais gerais abaixo.

Isto pode ser entendido porque o uso de um processador dedicado para imple-
mentar o Administrador, pode introduzir maiores atrasos num sistema assincrono. De
fato, a matriz de comparacdo Hs do TA com Administrador centralizado em processa-
dor dedicado, tem os elementos da linha 3 satisfazendo a relagao:

3
Zh3j = ’U)1+'U)2+C =1

=1

enquanto os elementos das outras linhas de Hj satisfazem a relagdo:

Shy = S(e+D) = plH) = p(Hs),  Vie{1,2)

=1
consequentemente, o motivo pelo qual o caso 3 apresenta um maior (ou igual) raio
espectral que os casos com Administrador implicito, é a presenca do Administrador em
processador dedicado.

De especial interesse sao os problemas nos quais um dado bloco 7, que denomi-
namos bloco critico ( ¢ = 2 no exemplo 3.3), estd fortemente ligado a outros (dois)
blocos; portanto, qualquer particdo sem ‘overlapping’ que separa algum dos trés blocos
considerados, corta uma ligagao forte, o que fica refletido na correspondente matriz
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de comparacdo, por um elevado valor das constantes bloco-Lipschitz que relacionam
esses blocos. Sendo assim, explica-se a dificuldade de convergéncia dos algoritmos sem
‘overlapping’.

Porém, replicando a equagdo correspondente ao bloco critico, ndo é necessario
cortar nenhuma ligacdo forte, e o correspondente TA Generalizado consegue, em geral,
resolver o problema. Assim, no Exemplo 3.3, z, est4 fortemente ligado a z; e z3 por ter
b>> a. Resolver z; em forma separada de z; ou 23 ndo permite assegurar a convergencia,
do algoritmo. A tinica solugdo encontrada foi replicar a equagao correspondente ao
bloco critico em z,, de forma a resolve-lo em forma conjunta com z; e z3, segundo seja
a copia do bloco critico considerada.

Outra situacdo na qual o uso de um Administrador pode apresentar apreciaveis
vantagens é quando se mostra dificil assegurar que G(D) C D. Nestes casos, o Admi-
nistrador pode verificar se um novo valor de z est4 na regido de interesse D e calcular
‘inteligentemente’ os pesos de forma a assegurar que z(k+1) € D. Um exemplo neste
sentido serd apresentado no préximo capitulo, quando se estuda o problema do Fluxo
de Poténcia Elétrica, no qual a solucio de interesse deve estar na faixa de 1 =+ ¢ p-u.
O Administrador pode assim trabalhar com pesos constantes enquanto a condigio é
satisfeita, mas modificar os pesos no caso do algoritmo gerar valores fora do dominio de
interesse. Com isto, o Administrador utilizado nos problemas exemplo do capitulo 5,
consegue evitar a divergéncia prematura de um algoritmo assfncrono.

Concluimos esta se¢io resumindo as situagdes nas quais podemos esperar vanta-
gens na utilizacdo de um TA Generalizado, apesar do custo computacional adicional que
pode significar o fato de replicar algumas equagdes e implementar um Administrador.

Quando usar um Team Algorithm Generalizado

1. Quando queremos utilizar um algoritmo rédpido que nem sempre converge isola-
damente e portanto necessitamos combini-lo com outro de melhor convergeéncia,

7
mesmo que mais lento, para assegurar a convergéncia. E o caso do Exemplo 3.1.

2. Quando ndo é possivel assegurar que G(D) C D, o Administrador pode ser
utilizado para evitar uma divergéncia prematura de um dos algoritmos sendo
combinados. Os problemas de fluxo de poténcia elétrica, do préximo capitulo,
exemplificam este caso, segum comentario acima.

3. Quando existem blocos criticos, fortemente acoplados a outros blocos, fato que
nao permite obter partigdes simples que resolvam o problema considerado. Re-
plicar os blocos criticos pode melhorar a convergéncia. E o caso do exemplo 3.3.
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3.3 Formulagao Matematica e Andlise de Conver-
géncia

Nesta segdo formalizamos matematicamente o conceito de Team Algorithm Generali-
zado e derivamos condiges suficientes de convergéncia para algumas das versGes apre-
sentadas nas segOes anteriores. O estudo de diferentes versdes de TA Generalizados com
Administrador, nesta segdo, tem por objetivo assentar as bases, de forma a fornecer
ferramentas suficientes a andlise das diversas variantes possiveis.

Sem perder a generalidade em nossa andlise, consideraremos exclusivamente o
Administrador que utiliza pesos constantes, para simplificar a notagso. Porém, lem-
bramos que os resultados podem ser facilmente estendidos & anilise de Administrado-
res utilizando pesos varigveis, como foi realizado na Segio 3.1, quando introduzimos
a versao sincrona dos TA com Administrador. Neste sentido, lembra-se ao leitor que
o teorema de convergéncia que serve de base a nossas demonstragdes, apresentado em
Kaszkurewicz et al. (1990), é vilido também para os problemas variantes no tempo,
como seria o caso do Administrador que utiliza pesos varidveis.

A anélise de convergéncia que se pretende fazer é similar aquela realizada no
Capitulo 2, quando foram apresentados os bloco TA. Enfatizamos que a particio do
problema e a opgdo pelo tipo de algoritmo para cada partigao, sdo considerados dados,
representados na matriz de atribuigdo W. Para facilitar a andlise que segue, relembra-
mos as trés hipdteses basicas que foram utilizadas na anélise do Capitulo 2, utilizando
agora a notagao especifica deste capitulo. Comecamos com a Hipétese 2.1 que esta-
belece a unicidade da solucdo do algoritmo utilizado para resolver um dado problema.
Note a inclusdo da nova notagio para os operadores, introduzida por (3.33), que repe-
timos a seguir:

Gij(=)
Gi(z) = : , Gij(z): D - D;, Vie{l,...,m}, Vje{l,...,p}
Gmi(z)

HIPOTESE 3.1 (UNICIDADE DA SOLUGAO)
Dado o sistema de equagées (2.1), que pode ser re-escrito como (2.6), definido num
conjunto fechado D C IR™ que satisfaz (2.3), existem p operadores G; tais que

Gi(D)cD; Yie{l,...,m}, Vie{l,...,p}

ou seja, G;(D) C D Vj € {l1,...,p}, e adicionalmente D apresenta um e somente
um ponto fizo

= : |, areD; CR% Vie{l,...,m}
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dos operadores G;. O ponto fizo z* € por sua vez solugdo de (2.1). Conseqientemente,
podemos escrever que:

z; = Gi;(z*) Vie{l,...,m}, Vje{l,...,p} (3.54)
e também
®;(z*) = 0, Vie {1,...,m} (3.55)

A Hipétese 2.2 que estabelece a condigdo de assincronismo parcial foi a segunda
hipétese utilizada, e pode ser aqui repetida sem modificacdes:

HIPOTESE 3.2 (ASSINCRONISMO PARCIAL)

dd € IN, Vk € IN, Vi, j € {1,...,m},

tal que di(k) € {k,k—1,...,k—d}. (3.56)

Por dltimo, foi considerado no Capitulo 2, a Hipdtese 2.3 estabelecendo que os
algoritmos utilizados sdo bloco-Lipschitz continuos no dominio de interesse. A mo-
dificacdo da notagdo dos operadores, faz com que seja necessirio incluir um terceiro
indice nas constantes bloco-Lipschitz, desta forma temos:

HIPOTESE 3.3 (BLOCO-LIPSCHITZ)
Cada operador Gi;j(z) dado por (3.83) € bloco-Lipschitz continuo em D, i.e.

() — s - 7 N Vie{l,...,m},
‘v’az,y S D) ”GQ(Q:') Gu(y)H S kiz:l l”k ” Ty Yk “, \V'J c {1,,p} (357)

Finalmente, introduzimos para a andlise que segue, uma tltima hipétese que
permite assegurar que o subvetor z; calculado pelo Administrador, pertence ao dominio
de interesse (D;). Isto é necessario para assegurar que o Administrador nio faca uma
escolha dos pesos que leve ao TA Generalizado a divergir.

HIPOTESE 3.4 (ESCOLHA DE PESOS NO ADMINISTRADOR)
O dominio D considerado nas hipdteses 3.1 e 3.8 € convezo ¢ a escolha de pesos
realizada no Administrador € tal que todo subvetor z; por ele calculado pertence a D;.

Nota 3.6 Denotando como Gy (W) ao operador que representa ao TA Generalizado
operando sobre o correspondente vetor de estado expandido W, onde W € D,, o
correspondente TA Generalizado pode ser representado por:

W Gta(W)
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entdo, as hipoteses 3.1 e 3.4 asseguram que
Gta(W) C D w

como sera facilmente notado na formalizagio dos TA Generalizados.

Para simplificar o estudo dos TA num contexto assincrono, assumimos uma matriz
de atribuig¢do ¥ ordenada, de forma que

. 1 set1 =7
Vie{l,...,r}, 'Q[){j:{o sei
o que implica em uma ordenagdo das varidveis de forma que todo subvetor z; com
¢ < r ¢ atualizado pelo processador ¢ (e somente por ele). Sendo assim, denotamos
como G ao operador Gy; com ¢ < r, que atualiza z;. Consegiientemente, denotaremos
como l,k, Vk € {1,...,m}, as constantes bloco-Lipschitz de G;.

No que segue, assumimos r > 1, de forma a escrever as equacbes dos Team
Algorithms Generalizados para o caso geral.

Versao A: TA com Administrador Centralizado em processador dedicado

Chamamos versdo A de um TA ao Team Algorithm Generalizado com Adminis-
trador centralizado em processador dedicado, como foi introduzido na subsegio 3.2.1
para o Exemplo 3.2, onde foi apresentada a versao A do TA que tem associado a matriz
de atribuicdo (3.31). O referido TA do Exemplo 3.2, esquematizado na Figura 3.6, tem
um vetor de estado expandido W dado por (3.35), que pode ser facilmente generali-
zado. Sendo assim, o vetor de estado expandido W, da versio A de um TA, para o
caso geral, é dado por:

Wy
W,=| : (3.58)
W
[ [z] € R™ para 1<:<r
de Vie{l } W, v
onde Vi€ {l,...,mj}, i = 9 v
¢21.X11 € RE+1)ni para r<i<m
(L YipXan

onde explicitamente multiplicamos x;; por ¥;; € {0,1} para enfatizar que algumas
componentes de W, sdo nulas, e portanto poderiam ser eliminadas do vetor de estado
expandido, quando o estudo se refere a um problema particular.
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Para exemplificar a notagio introduzida em (3.58), re-escrevemos a seguir o vetor
de estado expandido da versdo A do TA Generalizado do Exemplo 3.2:

W1 = I
Wy Wy = =,
W, = [ W, } , onde 23 (3.59)
Ws Ws= | xa1
X32

Conhecido o vetor de estado expandido, podemos representar ao TA com Admi-
nistrador centralizado que atualiza W,, num contexto assincrono, pelas equacoes:

[z:(k+1)] = [Giz'(k))] para 1 <z <r
z;(k +1) czi(k) + BE_ withi;xii(di(k))
Yaxalk+1) Ga(z'(k))

para r<i1<m

YipXip(k + 1) Gip(2P(k) )
(3.60)
onde lembramos que ¢ 4+ Yf_; w; = 1 por (3.14).

Nota 3.7 A relacdo (3.14) pode ser facilmente derivada no contexto dos TA Genera-
lizados assincronos, impondo a condigao de que se todas as versdes de um subvetor z;
sdo dadas pela mesma solugdo z}, a atualizagdo do Administrador deve ser a mesma
solugdo z7, i.e.

P
o Administrador calcula: ri(k+1) = ca} + Z w; T}
J=1
onde z(k+1) =z}
conseqiientemente,
P
l=c+ > w (3.61)
j=1

Considerando a versdao A do TA Generalizado do Exemplo 3.2, resulta facil verifi-
car que a representagao geral do algoritmo, dado por (3.60), se reduz & equagéo (3.34),
apresentada em oportunidade de representar o referido TA do Exemplo 3.2.

Uma, condigédo suficiente de convergéncia para o algoritmo assincrono representado
por (3.60) pode ser facilmente derivada utilizando o Teorema 2.1. Para, isto, observando
(3.60), resulta simples verificar que G4,(W,) C D,,, conforme Nota, 3.6.
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Com o objetivo de utilizar o Teorema 2.1, calculamos a matriz de comparacéio
H, da versao A do TA assincrono representado por (3.60), utilizando as constantes
bloco-Lipschitz da Hipétese 3.3:

H, = (), ij=1,....m (3.62)

onde as submatrizes I;; que representam a dependéncia de W; com W; sio dadas por:

(

7~ para 1<:<r
by € R e 1<j<r
7.0--- 1x(p+1) para l1<i<r
[ 0---0] € R e r<i<m
0
l'lj , <
i P41 para r<i1s<im
: € R e 1<j<r
lin;
Hy = pj
le| pawy --- YipWy
Lu 0 .o 0 € ROFIX(+) para r<i<m
: : : e Jj=1
lpyi O -+ 0
0 0 --- 0
Ly 0 -+ 0 e RE+VX(+) para r<i,j <m
Do el e JF#1
L iipj 0 fee O

Para exemplificar este resultado, damos a seguir a matriz de comparacio H,
correspondente a versdo A do TA Generalizado do Exemplo 3.2, representado por
(3.34): I

Lo ko0 o
In by bz 0 O
Ho=10 0 |c|] w w (3.63)
lin laiz lsis 0 0
lsor la2a Iz 0 0

Calculada a matriz de comparagdo H,, podemos escrever o seguinte corolario
derivado do Teorema 2.1,

COROLARIO 3.4 A wversdo assincrona do Team Algorithm Generalizado, que utiliza
um Administrador centralizado num processador dedicado (versio A), dado por (3.60),
converge para a inica solugio z* em D, sob as hipdteses 3.1 a 8.4, se p(H,) < 1,

sendo a matriz de comparagdo H, correspondente, dada por (3.62).
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Considerando a simplicidade da versdo B do TA com Administrador centralizado,
apresentado na segdo 3.1, assim como suas semelhancas com a versio A, passamos a
analisar diretamente a versdo C, que utiliza um Administrador distribuido e replicado
em cada processador.

Versao C: TA com Administrador distribuido e replicado

Consideramos a seguir a formulagdo geral da versio C do TA: um Team Algorithm
Generalizado com Administrador distribuido e replicado, do tipo ilustrado na Figura 3.8
para o Exemplo 3.2. Assim, utilizando o método com o qual derivamos uma condicio
suficiente de convergéncia para a versio A, podemos facilmente obter um resultado
equivalente ao Corolario 3.4.

Na ocasiao de apresentar a versdo C do TA considerado no Exemplo 3.2, o vetor
de estado expandido W correspondente, foi representado por (3.37). Generalizando
este conceito, o vetor de estado expandido W, da versao C do TA com Administrador
distribuido e replicado, pode ser representado por:

Wi
W,=| : (3.64)
W,
([ [z] € R™ paral <¢<r
SR
onde Vie {l,...,m}, W,;=:\ o
" 1; € R parar<i<m
i1 X1
.\ L ":bipXip i

lembrando que z;; é a versdo do subvetor z; calculada no processador j.

Para exemplificar a notacdo introduzida em (3.64), re-escrevemos a seguir o vetor
de estado expandido da versio C do TA Generalizado do Exemplo 3.2:

( W1 = I
W1 W2 = I
W, = | W, |, onde 4 al (3.65)
Wa W,y = T32
X31
\ X32
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O TA com Administrador distribuido e replicado que atualiza o vetor de estado
expandido W, dado por (3.64), pode ser representado pelas equacoes:

[zi(k+1)] = [Gi(2i(k))] para 1<i<r
[ za(k+1) ] [ e (k) + B7_; win i xii(di(k)) ]
sk +1) | _ | cpmalR) + B0y ws by xis( E(E)) .
baxak+1) | = Ga(2'(k)) para 1 << m
 doxnk+1) || Gyl 2?(k) ) !

(3.66)

onde denotamos como z’(k) ao valor de z disponivel no processador 7, na iteragao k,
ao aplicar os operadores Gj;, i.e.

[ z1(dj(k))
; di(k)) .
(k) = | = , Vi e {1,...,
(k) $r+1,j(k) 7e{ p}
L Zmi(k) |
e adicionalmente, verifica-se que Vj € {1,...,p} temos arelagio ¢; + Y0, wy; = 1

(justificativa similar & Nota 3.7).

Considerando a versdo C do TA Generalizado do Exemplo 3.2, resulta ficil verifi-
car que a representagao geral do algoritmo, dado por (3.66), se reduz & equacio (3.36),
utilizada para representar o referido TA do Exemplo 3.2.

Com o objetivo de derivar uma condigio suficiente de convergéncia para o al-
goritmo assincrono representado por (3.66), enfatizamos que mais uma vez é possivel

verificar que Gi,(W,) C D, a partir de (3.66).

Assim, a matriz de comparagiao H., correspondente & versio C do TA Generali-
zado representado por (3.66), é dada por:

H, = (Hy), ij=1,...,m (3.67)

onde as submatrizes H;; que representam a dependéncia de W; com W; sio dadas por:
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l;; € R para 1<:<r

Ljla - 9ip0---0] € R™” para 1<i<r

Hij=J 0 € R? para r<i<m

11 12
H;  Hjj

€ R¥**® para r<i<m
HIY H??

onde:
HY? = (0) e IRPXP
Hizjl = dia,g{lﬂj .. 'iipj} € IRpP*?
Hit = diag{|ci| - ||} € RPx»

(’/’ilwll) e ("/)ipwpl)
Hi? = : RO € IRPX?
("/’ilwlp) e (’/’ipwpp)

e finalmente, para 1 # j HY = H}? = (0) € IRP*?

r<j<m

Para exemplificar este resultado, damos a seguir a matriz de comparacio H,
correspondente a versio C do TA Generalizado do Exemplo 3.2, representado por

(3.36):

i Ly Ls 0 0 o0
121 122 0 lz3 0 0
Hc _ 0 0 I (] | 0 w11 Wa
0 O 0 | Co | Wi1g Waoy
lsn laiz lss O 0 0
L l321 1322 0 1323 0 0

(3.68)

Tendo derivado a matriz de comparagio, podemos aplicar diretamente o Teo-

rema 2.1 e obter o seguinte coroldrio:
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COROLARIO 3.5 A versdo assincrona do Team Algorithm Generalizado, com Admi-
nistrador distribuido e replicado em cada processador (versdo C), dado por (3.66),
converge para a tunica solugdo z* em D, sob as hipdteses 3.1 a 3.4, se p(H,) < 1,
sendo a matriz de comparagio H, correspondente, dada por (3.67).

Versao D: TA com Administrador distribuido implicitamente

No estudo de convergéncia da versio C do TA com Administrador distribuido,
que até aqui fizemos, mantivemos explicitamente as equagdes adicionais corresponden-
tes aos diversos Administradores, o que levou & replicagio, em cada processador, das
variaveis de estado afetadas por um ‘overlapping’ parcial. Assim, para cada subve-
tor z; afetado por um ‘overlapping’, temos duas versdes no mesmo processador: uma
variavel z;; calculada no Administrador, e outra varidvel x;; calculada pelo algoritmo
correspondente, sendo que na realidade, estamos interessados somente em uma delas.

O resultado desta duplicacio aparentemente initil, é a inclusio, na matriz de
comparacao H., de linhas com }; h;; > 1, correspondentes aos Administradores, que
podem prejudicar na obtengdo da condigdo p(H) < 1, bem como na minimizacio de

p(H).

A solugdo para este incoveniente é a representagao implicita das equacdes corres-
pondendentes ao Administrador, a exemplo do que foi apresentado nos casos 4 e 5 do
Exemplo 3.3. Assim, cada processador j tem uma tnica versdo do subvetor z; , que
denotamos z;;, que resulta da atualizacéo realizada pelo operador Gj; correspondente.

O vetor de estado expandido Wy da versao D do TA com Administrador dis-
tribuido implicitamente, pode assim ser representado por:

Wi
Wo=| : (3.69)
W,
([ [] € R™ paral <i<r
onde Vi€ {1,...,m}, W;={ | %a
: € RP™ parar <:<m
L L Tip

Para exemplificar W, dado por (3.69), damos a seguir o correspondente vetor de
estado expandido, para a versdo D do TA Generalizado do Exemplo 3.2:
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1A Z1 %1 i T
Wy = | Wy | = T2 onde 2 T n (3.70)
31 Wa = [ 31 ]
3 =

T32

O Team Algorithm correspondente pode ser representado pelas equacoes:

[zi(k+1)] = [G’:(:&’(k))] para 1<i:<r

zin(k+1) Ga(2(k)) (3.71)
: = : para r<z<m
zip(k + 1) Gip( 27(k) )

onde denotamos como 2’(k) ao valor de z utilizado no processador j, na iteracéo k, ao
aplicar os operadores G;;, i.e.

, & (k)
& (k) = N Vie{L,...,p} (3.72)
&5, (k)
wi i1y z;( df(k) ) paral <:<r
onde 73 (k) = { Y wjzag(di(k)) parar<i<m
»
com Yowy =1, Vi e{l,...,p} (3.73)
=1

A relagéo (3.73) pode ser derivada a partir da Nota 3.7, considerando a relagéo
(3.61) e notando que j4 ndo tem sentido utilizar um correspondente parametro ¢;, dado
que nao existem duas versoes de z;.

Representado o TA com Administrador distribuido implicitamente, podemos cal-
cular a matriz de comparagio H, correspondente:

Hy = (Hy), ij=1,...,m (3.74)

onde as submatrizes H;; que representam a dependéncia de W; com W; sdo dadas por:
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( 5:; €ER para 1<i<r e 1<j<r
Z;['wlz" w,n] € R*» para 1<:<r e r<j<m
l‘il}
H;; = < : € R? para r<i<m e 1<j<r
Lipj
lilj'wll Ziljwpl
€ RP*? para r<i<m e r<j<m
L lpiwip o lipjwpy

Como exemplo, a matriz de comparacao Hy; da versio D do TA Generalizado do
Exemplo 3.2, é dada por:

111 Zl:\z l;} w11 11::, Wa1
H, = log gy ly3 wa l23 way (3.75)

ls11 l312 l313 w11 l313 Wy
lag1 329 l323 W12 l323 W2

Calculada a matriz de comparacio Hy, que é a de menor dimensao de entre todas
as estudadas até aqui, e verificado que conforme & equacio (3.71) Gy (W) C D,,
podemos escrever o seguinte coroldrio derivado do Teorema 2.1:

COROLARIO 3.6 A versdo assincrona do Team Algorithm Generalizado, com Adminis-
trador distribuido implicitamente (versdo D), dado por (3.71), converge para a tinica
solugio z* em D, sob as hipdteses 8.1 a 3.4, se p(Hy) < 1, sendo a matriz de
comparagdo Hy correspondente, dada por (8.74).

Enfatiza-se que, utilizando a metodologia desta secio, é possivel derivar uma
condicdo suficiente de convergéncia, semelhante aquelas dadas nos coroldrios 3.4 a 3.6,
para cada possivel implementacio de um TA Generalizado. Os casos estudados foram
escolhidos por serem os mais intuitivos, mas lembramos que outras alternativas foram
discutidas no Exemplo 3.3.

Nota 3.8 Como o bloco TA estudado no Capitulo 2 é um caso particular do Team
Algorithm Generalizado, podemos verificar que as matrices de comparacio H das di-
ferentes versdes estudadas, dadas por (3.62), (3.67) e (3.74), coincidem com a corres-
pondente matriz de comparagéo derivada no Capitulo 2, quando ¥ = I,

79



3.4 Comparacao das diferentes versoes em termos
de convergéncia: um caso tipico

Para finalizar este capitulo, apresenta-se um exemplo no qual aplicamos as equagdes
gerais derivadas na secio anterior, com o objetivo de comparar os raios espectrais das
diferentes versdes, e tentar assim ter uma idéia de qual seria a implementagio mais
eficiente do ponto de vista da convergéncia.

Exemplo 3.4 Resolver o problema ®(z) = 0 dado pelas equagdes (2.1) a (2.6), utili-
zando uma implementagio assincrona, para o caso em que m =3 e

‘1’1(101, 502)
O(z) = Oy (21, z2)

q’s(mh 502,373)

utizando dois algoritmos, representados por Gy e G; sabendo que sdo satisfeitas as
hipéteses 3.1 a 3.4. Cada operador G; considerado tem uma correspondente matriz de
comparacdo H; dada por:

lin Lz O
Hy = | Ly L 0], i € {1,2} (3.76)

lsin laia lais

com constantes bloco-Lipschitz que satisfazem as seguintes relagdes para j € {1,2}:

(hi; < haj) . ... que favorece a utilizacio de Gy para resolver ®4(z) = 0.
(laij = l2j) . . . . que favorece a utilizacio de G, para resolver Qy(z) = 0.
Ia1j > lag;
e 0 que nao permite uma escolha evidente para resolver ®3(z) = 0.
Is13 < lag3

Efetivamente, o raio espectral p(H) de uma matriz de comparagio H = (hy;) é,
em geral, proporcional a seus elementos h;;. Sendo assim, para assegurar que p(H) < 1,
devemos tentar minimizar os h;; na hora de escolher os algoritmos bloco iterativos que
constituem um Team Algorithm. Portanto, considerando que a matriz de comparacio
do TA ¢é formado com a correspondente linha da matriz H; (ver Secio 2.3), é natural
escolher para cada bloco o algoritmo com menores h;;.

Conseqiientemente, pelas caracteristicas préprias do problema, é recomend4vel a
escolha de um TA que combine os algoritmos representados por Gy e G3, dado que G4
tem constantes bloco-Lipschitz menores na hora de resolver o subproblema ®;(z) = 0,
enquanto G2 minimiza os hy; correspondentes ao subproblema ®;(z) = 0. Porém,
ndo resulta evidente a escolha do algoritmo para resolver ®3(z) = 0, que pode ser
resolvido utilizando um tnico algoritmo, sem ser até aqui evidente qual dos dois, ou
uma combinagdo de ambos algoritmos utilizando ‘overlapping’ parcial.
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CONDIGAO
CASO | TEAM ALGORITHM Parametros de ¥ DE
CONVERGENCIA
1 sem Administrador | ¥3; = 1, 3 =0 Teorema, 2.1
2 sem Administrador | ¥3; = 0, Py =1 Teorema 2.1
3 Versao A P31 =1, hag = 1 Corolario 3.4
4 Versao C P =1, 3 =1 Corolério 3.5
5 Versao D 3 =1, Pag =1 Corolario 3.6

Tabela 3.1: Alternativas de solugdo do Exemplo 3.4.

Analisamos a seguir 5 alternativas de solugdo, utilizando Team Algorithms, ilus-

tradas na Tabela 3.1, denotando como Wy, (k = 1,...,5) a matriz de atribuigio do
caso k que pode ser escrita, em geral, como:
1 0
Up=| 0 1 |, Vk e {l,...,5} (3.77)

a1 a2
onde os valores de 13; e 3; estao dados na Tabela 3.1.
A seguir estudamos os operadores, matrices de comparagio e raios espectrais

correspondentes a cada caso da Tabela 3.1, com o objetivo de ordenar os raios espectrais
e assim escolher os casos que resultem mais eficientes.

Caso 1: bloco TA sem ‘overlapping’, com Gy resolvendo ®3(z) = 0.
Este bloco TA pode ser descrito por:

Sﬂl(k-l- 1) Gll( wl(k))
z3(k + 1) Ga(a'(k))

com uma matriz de comparagio H; dada por:

llll l112 0
H1= 1221 1222 0 (379)

l311 l312 1313

onde A3 = hog = 0 pois nem ®; nem P, sio funcgdes de z.

Para o calculo de p(H;) utilizamos o seguinte lema (apresentado em Horn e
Johnson, 1988; pp. 62):

LEMA 3.1 (RAIO ESPECTRAL DE UMA MATRIZ BLOCO TRIANGULAR)
Seja a matriz bloco triangular

_ Hll 0 nxXn .. niXn;i —
H_[Hm szlEIR onde H;elR e ny+ng=mn,

entdo: p(H) = maxiep,z p(Hi).
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Podemos notar assim que o Lema 3.1 pode ser aplicado & matriz de comparagao

H; dada por (3.79) fazendo:
Hy = hu - faa ) e Hy= [1313]
laar laga
Sendo assim, podemos escrever p(H;) como:
p(Hy) = max {o; s} | (3.80)

onde

o = p(Hn) (3.81)

Caso 2: bloco TA sem ‘overlapping’, com (¥, resolvendo ®5(z) = 0.
A semelhanga do caso anterior, este bloco TA pode ser descrito por:

.’171(k+1) Gu(ml(k))
$3(k+ 1) G32( $2(k))
com uma matriz de comparagao H, dada por:
hin lns O
H2 == 1221 1222 0 (3.83)
lag1 a2 l3gs
e consequentemente,
p(Hy) = ma,x{o; 1323} (3.84)

onde o foi definido em (3.81). Comparando os valores de p(H;) e p(H;); e considerando
que em nosso exemplo g3 < l393, concluimos que:

p(Hy) < p(H,) (3.85)

o que sugere que o TA, do caso 1, converge em menor nimero de iteracdes que o TA do
caso 2. Ademais, existem problemas para os quais somente o TA do caso 1 consegue
assegurar a convergéncia conforme o Teorema 2.1.

Analisa-se a seguir os TA com Administrador, utilizando ‘overlapping’ parcial,
formalizados na Segédo 3.3. Para isto, enfatizamos que as diferentes versdes do TA
utilizando ‘overlapping’ parcial, do Exemplo 3.4, tem associadas a mesma matriz de
atribuicdo (3.77), que a sua vez é idéntica & matriz de atribuicio do Exemplo 3.2. Na
anélise que segue somente se consideram pesos constantes nao negativos.

Caso 3: Versio A do TA com Administrador centralizado em processador dedicado.
Este TA pode ser representado por (3.60):

(El(k-l- 1) Gu(ml(k))
.'122(]6 + 1) Gzz( .’112(]0) )
za(k+1) | = | cza(k) + wixa(di(k)) + waxaa(d3(k)) (3.86)
xs1(k +1) Gai(2'(k))
| Xs2(k +1) I Gaa( 2*(k))
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que tem um vetor de estado expandido dado por (3.59). Portanto, a matriz de com-

paracdo Hs é dada por (3.62):

iy bais 0 0 O
lomp loza 0 0 O
Hy=| 0 0 |c| w1 w (3.87)
lan laz lsis 0 0
lag lsaz lss 0 0

Para simplificar o calculo de p(Hs) assumimos que os pesos sdo escolhidos de forma
que w;+w; = 1, o que implica ¢ = 0. Desta forma, aplicando o Lema 3.1 e realizando

alguns célculos obtemos:

p(H3) = max { o; \/w1l313 + w21323} (3.88)
onde o foi definido em (3.81).
Caso 4: Versio C do TA com Administrador distribuido e replicado.
Este TA pode ser representado por (3.66):
[ zi(k+1) ] Gu(z!(k)) ]
2ol + 1) Gaal 2(h))
z31(k+1) _ c1z31(k) + w1 xs1(k) + war xz2( d3(k) ) (3.89)
z3a(k +1) ca@32(k) + wiaxs1( di(k) ) + wazxza2(k) ’
xsi1(k+1) Ga(='(k))
| Xa2(k +1) | G (2*(k)) |
onde \
z (k) z1( di(k) )
g'(k) = | za(dy(k)) |, e (k) =
xgl(k)
assim, a matriz de comparagdo Hy é dada por (3.67):
by bz 0 0 0 0
lygp lyyy O 0 0 0
0 O I (5] I 0 w11 Woy
H,= 3.90
4 0 0 0 |eo| wiz wo ( )
bu Bz Iz 0 0 0
| lan I3z 0 33 0 0

que tem um vetor de estado expandido dado por (3.65).

Para simplificar o célculo de p(H,), assumimos a mesma escolha de pesos feita
no caso 3, em todos os processadores, i.e.,

onde w;+w; =1 (3.91)

Wy = W12 =Wy € Wo = Wy = Wy
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Desta forma, aplicando o Lema 3.1 e realizando alguns célculos obtemos:

p(H,) = max{a; \/w1l313 + w21323} (3.92)

Caso 5: Versio D do TA com Administrador distribuido implicito.

Este TA tem um vetor de estado expandido dado por (3.70) e pode ser representado
por (3.71):

CE]_(k'-l' 1) Gll(ﬁl(k))
xg(k + ].) _ G22( I%2(k))
.’L’31(k + ].) G31( Ii','l(k) )
3332(]9 + 1) G32( :%2(]9) )

(3.93)

onde -
[ z1(k)

g(k) = z2( (k) ) :
| wi za1(k) + wor z5( d3(k)) |

[ z1( di(k)) ]
iz(k) = zo(k)
| w12 31 ( d%(k)) + waz z32(k) |

portanto, a matriz de comparagido Hy é dada por (3.74):

hin e 0 0
o, = bon by 0 0 (3.94)

1311 1312 w111313 w211313
I3 I3, Wialaas woalsas

Para simplificar o cdlculo de p(H;), assumimos a mesma escolha de pesos (3.91)
feita para o caso 4; assim, aplicando o Lema 3.1 e realizando alguns cilculos obtemos:

p(Hs) = ma,x{a; (wila1z + wzl323)} (3.95)

Para comparar os raios espectréis até aqui calculados, consideramos que o bloco
TA do caso 1 tem p(H;) < 1, enquanto p(H;) > 1, e que os pesos w; e wy S50
apropriadamente escolhidos, de forma que os correspondentes TA Generalizados (com
‘overlapping’ parcial) tenham um raio espectral menor que um. Sendo assim, podemos
afirmar que:

p(Hy) < p(Hs) < p(H3) = p(Hs) < 1 < p(H,) (3.96)
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Conclusoes da Andlise do Exemplo 3.4

e De todos os casos estudados, o bloco TA do caso 1, que resolve ®3(z) = 0
utilizando G (sem ‘overlapping’), é o de menor raio espectral e por tanto uma
opgao recomendavel. Porém, se o algoritmo Gy é mais lento que o G, (por
exemplo, por utilizar maior nimero de operagdes por iteragio), qualquer TA
Generalizado (casos 3,4 e 5), utilizando ‘overlapping’ parcial, consegue combinar
ambos algoritmos de forma a obter um raio espectral menor que 1, para uma
escolha apropriada dos pesos.

e A utilizagdo de um Administrador implicito permite melhorar o raio espectral
com respeito aos TA com Administradores explicitos, por eliminar da matriz de
comparagao as linhas correspondentes aos Administradores (linha com os pesos),
que caracterizam-se por ter 3} ; h;; > 1 . Assim, no Exemplo 3.4, p(Hy) =

\p(Hs) <1, de onde p(Hs) < p(Hy).

Nota 3.9 Enfatizamos que o raio espectral somente dé4 uma idéia do ndmero de
iteragcbes até a convergéncia. A recomendagdo final para a utilizacio de um dado
algoritmo deve considerar também o nimero de operagdes por iteracao.

Sumario do Capitulo 3

Neste capitulo foram formalizados, no contexto assincrono dos sistemas distribui-
dos, os Team Algorithms Generalizados que incluem como casos particulares aos bloco
TA estudados no Capitulo 2, a proposta de Talukdar et al. (1983) que considera o
uso de um Administrador centralizado operando sobre todo o vetor z, assim como o
conceito de ‘overlapping’ parcial proposto em Ikeda e Siljak (1980).

Primeiramente, foi analisada a proposta de Talukdar et al. (1983), considerando
varias politicas para a escolha dos pesos utilizados no Administrador; comprovando-se
experimentalmente que a escolha de pesos constantes se mostra satisfatoria em geral,
quando os pesos sdo escolhidos corretamente. Porém, a politica de minimizacio do
residuo em norma infinito pode ser recomendada quando ndo é possivel fazer uma
escolha ‘a priori’ dos pesos constantes.

Os TA Generalizados foram introduzidos na Segao 3.2 como uma formulagio que
engloba os diferentes métodos citados acima, sendo que essa generalizagio permite
obter as seguintes vantagens:

o Resolver sistemas de equagdes algébricas que os algoritmos sendo combinados nao
resolvem isoladamente.
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T1PO DE ADMINISTRADOR
VERSAO || implicito / explicito | centralizado / distribuido | Processador
A explicito centralizado dedicado
B explicito centralizado 1
C explicito distribuido replicado
D implicito distribuido replicado
E implicito centralizado 1

Tabela 3.2: Versdes assincronas dos TA utilizando ‘overlapping’.

o Viabilizar a resolugéo eficiénte de sistemas de equagdes algébricas de grande porte
em sistemas computacionais de meméria distribuida, caracterizados por seu baixo
custo por instrucao.

o Permitir um consideravel ‘Speedup’, quando problemas de grande porte sao apro-
priadamente particionados em subproblemas menores que podem ser resolvidos
em paralelo. O balanceamento de carga computacional ndo se mostra tio critico
nas versdes assincronas (comparadas com a correspondente versio sincrona).

o Possibilitar a utilizacio de algoritmos rdpidos que nem sempre convergem no
dominio de interesse. Para isto, um TA pode combinar o algoritmo rdpido com
um outro de boa convergéncia no dominio considerado, mesmo que mais lento, e
aproveitar assim a velocidade do primeiro.

o Evitar a divergéncia prematura dos processos encarregados do célculo de alguns
subvetores. Isto é possivel como conseqiiéncia de uma apropriada escolha de
pesos no Administrador.

o Facilitar a resolucdo de sistemas de equagdes com blocos criticos, fortemente aco-
plados a outros blocos, como conseqiiéncia direta da utilizagio de ‘overlapping’
parcial.

Foram estudadas varias versdes de TA Generalizados utilizando ‘overlapping’ par-
cial, que resumimos na Tabela 3.2. A titulo de exemplo, trés versdes foram formalizadas
para o caso geral, num contexto assincrono, derivando-se para cada uma destas versoes,
uma condigao suficiente de convergéncia.

Varios exemplos foram apresentados, enfatizando-se as caracteristicas dos TA
Generalizados. Assim, foram comparadas as diversas versdes de TA Generalizados
com ‘overlapping’ parcial, que apresentaram em geral propriedades similares. Porém,
as versoes com Administradores implicitos, resultaram em matrizes de comparacao com
os menores raios espectrais.
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Capitulo 4

Problemas Exemplos

A utilizagdo dos Team Algorithms num contexto assincrono, foi até aqui postulada e
discutida dando exemplos de dimensées relativamente reduzidas, apessar de termos
afirmado que os TA apresentam as maiores vantagens na resolugdo de sistemas de
grande porte. Para embasar experimentalmente esta afirmacdo, escolhemos um pro-
blema exemplo de porte médio (616 equagdes), de solugdo seqliencial bem conhecida:
o problema de Fluxo de Poténcia Elétrica (Stott, 1974; Monticelli, 1983). A escolha
deste problema exemplo foi feita com base em razdes histéricas e praticas:

razoes histérias: a primeira proposta do que poderia ser considerado um bloco TA,
para resolver um problema de engenharia, é o trabalho de Dusonchet et al. (1971)
que propée justamente resolver o problema do fluxo de poténcia elétrica. Também

a primeira idéia de um TA com Administrador foi publicado num relatdrio da
drea elétrica (‘EPRI Report’, Talukdar et al., 1983);

razoes praticas: pelo interesse que a solugdo deste problema apresenta no contexto
da andlise de sistemas elétricos, bem como pela disponibilidade de dados reais
conhecidos de sistemas de médio e grande porte.

Escolhido o problema exemplo, este é descrito na segdo 4.1 juntamente com os
principais algoritmos hoje utilizados na sua solugdo em maquinas seqiienciais. Estes al-
goritmos sdo assim formalizados num contexto bloco assincrono, derivando-se também
condigbes suficientes de convergéncia nesse contexto. Uma proposta para utilizar um
Team Algorithm que combine os métodos bloco Jacobi e Desacoplado Réapido é ana-
lisada, no contexto assincrono, derivando-se uma condigdo suficiente de convergéncia
para o mesmo.

Dado nosso interesse num contexto paralelo assincrono, a segdo 4.2 descreve o am-
biente computacional utilizado em nossa implementacdo, incluindo detalhes do hard-
ware e do software. Para enfatizar as condi¢Ges sob as quais um TA apresenta as maio-
res vantagens, discute-se dois casos diferentes. O primeiro, é resolvido por um bloco
TA sem ‘overlapping’, cujos detalhes de implementagao sdo descritos na segao 4.3. O
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segundo caso, por ser um caso de convergéncia mais problemética, nio pode ser re-
solvido por um bloco TA e requer da utilizagdo de um TA com Administrador para
encontrar a solugdo. As diferentes versdes de um Team Algorithm Generalizado utili-
zando ‘overlapping’ parcial sdo apresentadas, para este caso, na secao 4.4. Os resultados
experimentais dessas implementacGes sido dados no Capitulo 5.

4.1 Fluxo de Poténcia Elétrica

O problema do Fluxo de Poténcia Elétrica (Stott, 1974) é também conhecido como o
problema do Calculo do Fluxo de Carga (Monticelli, 1983). Basicamente, o problema
consiste na determinagdo de tensdes, em magnitude e fase, dos barramentos de uma
rede elétrica, para uma dada condigio de geragio e cargas especificadas. A partir
destas tensoes, é possivel determinar o carregamento das linhas e outras grandezas de
interesse. O problema utiliza uma modelagem estitica da rede o que permite a sua
representagao por um conjunto de equagdes algébricas.

O problema do fluxo de poténcia elétrica é resolvido em vérias dreas do setor
elétrico, como o planejamento, a operagao e o controle do sistema. Por sua importancia,
métodos cada vez mais sofisticados foram criados para resolvé-lo. No periodo de 1930
a 1956 utilizaram-se analisadores de circuitos (ou ‘Network Analysers’) para resolver o
citado problema. Estes eram basicamente modelos reduzidos da rede em estudo.

As primeiras tentativas de resolver o problema do fluxo de poténcia elétrica uti-
lizando computadores seqiienciais, foram realizadas na década de 50; porem, com su-
cesso limitado. O primeiro programa computacional bem sucedido, foi desenvolvido
por Ward e Hale (1956), implementando um método iterativo derivado do método de
Newton. Os programas que se seguiram, continuaram utilizando métodos iterativos,
popularizando-se na década de 50 o método da matriz Y (detalhes em Stott, 1974).

A década de 60 trouxe grandes avancos nas técnicas de esparsidade (Duff, 1981;
Morozowski, 1981) que foram especialmente bem aproveitados pelo método de Newton-
Raphson proposto em Tinney e Hart (1967), que passou a ser o mais bem sucedido da
década. A incorporagio de caracteristicas préprias da rede no método de Newton levou
a postular o método desacoplado por Stott (1972). Aperfeicoamentos deste método
permitiram desenvolver o método Desacoplado Répido apresentado em Stott e Alsag
(1974) que domina até hoje as utilizagdes comerciais.

Centenas de trabalhos foram escritos estudando o problema do fluxo de carga
(veja referéncias em Stott, 1974) durante estas décadas, o que levou a um amadureci-
mento dos métodos de solugao no contexto seqiliencial. Contudo, postula-se nesta segio,
para um contexto paralelo assincrono, a utilizagdo de um Team Algorithm que com-
bina a versao bloco Jacobi do método da matriz Y com o método Desacoplado Répido,
para problemas em que nenhum dos métodos sendo combinados consegue isoladamente
resolver com bom desempenho todas as partes do sistema.
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Considerando que para resolver o problema do Fluxo de Poténcia Elétrica para
sistemas de grande porte hoje sio utilizados ‘mainframes’, a principal motivacio desta
secdo € a formalizagdo e andlise dos diversos métodos de resolucio do problema do
Fluxo de Poténcia Elétrica, no contexto dos algoritmos bloco iterativos assincronos,
descrito na Capitulo 2, de forma a viabilizar a solucio deste tipo de problema em
maquinas paralelas de custo reduzido.

A proposta de utilizar um Team Algorithm para resolver o problema do fluxo de
poténcia elétrica ndo tem por objetivo formular um método que apresente um desem-
penho superior em todos os problemas praticos; mas simplesmente, demonstrar que
existem casos para os quais um TA permite resolver problemas em que os métodos
envolvidos ndo conseguem resolver isoladamente ou o fazem com um desempenho no-
tavelmente inferior.

4.1.1 Formulacao Matematica do Problema

O problema do Fluxo de Poténcia Elétrica pode ser formulado como um sistema quase-
linear de equagoes do tipo Az = F'(z) (Bhaya et al., 1991) onde A est4d dada pela matriz
de Admitancia:

Y ={yn} €C™", com yu =G+ jBu€C; (4.1)

onde z € C" representa o vetor de voltagens, e F'(z) representa o vetor de corrente
I € C™. Sendo assim, o problema pode ser formulado mateméaticamente como:

Yz = I(z) (4.2)

Note que a tensao zy, do né k£ pode ser dada em coordenadas polares, por sua magnitude
Vi e fase 0, i.e.

zy = Vil € C, Vk e {1,...,n} (4.3)

A situagdo de regime em um sistema elétrico pode ser representada pela equa-
¢30 (4.2) juntamente com um conjunto de restrigdes operacionais sobre as poténcias e
voltagens dos nds (ou barras) da rede elétrica. Na resolugdo do problema, distingue-se
trés tipos de barras segum sejam as magnitudes especificadas para essa barra (Stott,
1974). Assim, uma dada barra k pode ser:

barra PQ ou barra de carga, quando a poténcia complexa injetada Sy = Py + Q% é
especificada;

barra PV ou barra de tensio controlada, quando a poténcia ativa Pj e a magnitude
da tensdo Vj sdo especificadas para essa barra;

barra slack ou barra de referéncia, quando a prépria tensdo z; da barra (ou nd) é
especificada.
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A barra de referéncia, é um conceito ficticio criado com dupla fungio: fornecer a
referéncia angular do sistema, sendo a prépria terra a referéncia de magnitude; além
de permitir fechar o balanco de poténcia do sistema, levando em conta as perdas de
transmissdo nao conhecidas antes de se ter a solugio final; dai a necessidade de se
dispor de uma barra na qual nio é especificada a poténcia ativa.

Dado que a corrente Ip(z)) em uma barra k ndo é especificada, ela pode ser
calculada como abaixo:

Se\* P —jQ
Tu(zy) = (E) = o, VEe{l,...,n} (4.4)

onde * representa o complexo conjugado.

Para varios métodos de solucdo aplicados a problemas com barras de tensao
controlada, a formulagdo do problema em coordenadas cartesianas, segundo (4.2), ndo
se mostra conveniente pois a magnitude da tensdo a ser controlada nio aparece em
forma explicita. Estes métodos formulam o problema do fluxo de poténcia como a
seguir (veja Monticelli, 1983):

{ Py = Vi Yiek Vi (Gri cosO; + By sinfy;)

Qr = Vi Tiek Vi (Gri sinby; — By; cosfy;) Vel .,n} (4.)

onde K ¢€ o conjunto de todas as barras adjacentes a barra k, incluindo a prépria barra
k; e 0; representa a diferenca de fase entre as barras k e 7, i.e. 8; = 0, — 6;.

O sistema nao linear de equagbes dado por (4.2), ou de forma equivalente por
(4.5), pode ser resolvido utilizando diferentes métodos iterativos descritos na litera-
tura (ver Stott, 1974), destacando-se o método da matriz Y, o método da matriz Z e
as variagoes do método de Newton. Dentre estes métodos, estamos interessados em
dois que serdo combinados para formar um Team Algorithm, utilizando a filosofia do
Capitulo 3, ou seja:

o Desacoplado Rapido é o mais utilizado comercialmente por suas excelentes carac-
teristicas de convergéncia na maioria das condi¢des normais de operagio. Este
método é uma variante aperfeicoada do método de Newton em coordenadas po-
lares.

o método da matriz Y ( numa variante bloco Jacobi (BJ) ), por permitir uma
paralelizagdo simples do problema considerado e permitir a solugdo de alguns
problemas para os quais o Desacoplado Rapido ndo consegue convergir adequa-
damente.

Como pretendemos utilizar métodos iterativos, ndo podemos deixar de discutir
o critério de parada a ser utilizado. Neste sentido, o critério mais utilizado é a partir
do desajuste de poténcia (ou ‘power mismatch’) que deve ser menor que uma dada
tolerancia €, onde o desajuste de poténcia AS é definido como:

AS ¥ max{ |AP|; |AQi|} onde AP +jAQ: = Si—amlf  (4.6)
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Uma caracteristica importante do problema de fluxo de carga é o alto grau de
esparsidade da matriz Y, o que permite utilizar técnicas especificas para obter algorit-
mos eficientes. Felizmente, estas técnicas estdo hoje bem desenvolvidas e existe uma
boa literatura disponivel (Duff, 1981; Morozowski, 1981).

Como estamos analisando métodos iterativos para resolver o problema de fluxo
de carga, devemos lembrar a necessidade de conhecer a regiao D na qual pretendemos
encontrar a solucdo de interesse, conhecida tecnicamente como ponto de operagdo .
Pelo fato do problema em questao ser ndo linear, a estimacdo desta regido D é de
fundamental importancia para obter o ponto de operagao desejado e excluir solugdes
falsas ou estranhas (Johnson, 1977); ou mesmo solugdes estiveis fora da regido de
interesse (Korsak, 1972). Adicionalmente, é necessario estimar uma condicéo inicial
z(0) e poder controlar que o algoritmo termine mesmo que ele saia da regido desejada.
Além disso, se pretendemos utilizar os teoremas e corolarios demonstrados para os TA
dos capitulos 2 e 3, é fundamental satisfazer a Hipotese 2.1. Afortunadamente, para a
grande maioria dos problemas praticos de interesse, esta regido D estd dada por (veja

Wu, 1977):

0 < omaw
ke {l,...,n} { IHZI—_1|<6 (4.7)

onde geralmente 0,,,, € de uns dez graus e € € menor que a unidade. A existéncia deste
dominio popularizou a condigdo inicial 2(0) conhecida como ‘flat start’ que consiste em
fazer todos os voltagens desconhecidos iguais a 1 p.u., e as fases iguais a 0.

Considerando nosso interesse em implementagdes paralelas num contexto assin-
crono, se apresenta a seguir o problema do fluxo de poténcia elétrica dado por (4.2),
em uma representacido por blocos. Para isto enfatizamos que por simplicidade, no
Capitulo 2 consideramos a representagao dos sistemas no conjunto dos reais IR, todavia
todos os conceitos, equagdes e resultados sdo facilmente estendidos ao conjunto C dos
complexos.

Formulacdo por blocos do problema do fluxo de poténcia elétrica

Na linha da formulagio do Capitulo 2, o problema do fluxo de carga dado por
(4.2) pode ser escrito como:
®(z) =0, zeC, o:C" - C" (4.8)
definido num dominio D C C™.
Como o objetivo é resolver este sistema de equagdes em blocos, no mesmo esquema
apresentado na secdo 2.1, o sistema é particionado de forma que cada processador

resolva somente uma parte do sistema completo, comunicando os resultados parciais.
Seja entdao a decomposigao cartesiana:

Ct"=C" x..--xC"", ny+-+n, =n. (4.9)
de forma que o dominio D satisfaga

D=Dyx X Dy, D;cCr,  Vie{l,...,m} (4.10)
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e um vetor z € D satisfaza (2.4); sendo assim, ®(z) é decomposto de acordo com:

04()
o(z) = : , o,:DcC"—-C™ (4.11)
O (2)
Conseqiientemente, o subproblema a ser resolvido em cada processador i é dado
por:
;(z) =0, Vie{l,...,m} (4.12)
que para o problema do fluxo de carga corresponde a:
() = > Va5 — L) (4.13)
J=1

onde, Y;; € C™xni e I;: D; —» C™,

Sendo o problema em questio quase-linear, podemos resolver (4.12) utilizando
em cada processador : um método representado por seu operador G;, que pode estar
dado por qualquer dos algoritmos estudados na se¢do 2.2 (ou combinagdo dos mesmos).

4.1.2 Variante bloco Jacobi do método da matriz Y

O método da matriz Y, analisado por Stott (1974), foi intensamente utilizado nas
primeiras implementagGes computacionais por sua simplicidade e também por exigir
minimos requisitos de meméria. Porém, sabe-se que a convergéncia do método néo é
boa em sistemas com barras de tensao controlada (Stott, 1974).

A idéia do método é muito simples na versdo seqiiencial: resolver iterativamente
a equacdo (4.2); para tanto, é necessdrio primeiramente calcular a corrente I usando
a relagao (4.4). Para o célculo da corrente I utiliza-se a poténcia complexa Sy, que é
dada nas barras PQ; porém, nas barras PV, @)} ndo é conhecida e deve ser estimada,
o que dificulta a convergéncia dos sistemas com barras de tensdo controlada. Varios
métodos existem na literatura para tratar o caso em que estas barras estao presentes.
Contudo, o resultado é sempre o mesmo: o método nao converge bem para sistemas

com barras PV (Stott, 1974).

Por outro lado, o método é facilmente paralelizivel e tem uma convergéncia
aceitavel em sistemas sem barras de tensdo controlada (resultados experimentais em
Bhaya et al., 1991). Para estes problemas sem barras PV, podemos escrever uma versio
bloco Jacobi do método da matriz Y, utilizando o algoritmo BJ descrito por (2.38). A
esta variante do método da matriz Y chamaremos daqui em diante simplesmente como
método bloco Jacobi (ou BJ), pois pode ser formulado fazendo A =Y, e particionando
o problema conforme (2.32) a (2.34). Assim, escolhendo M; = Y;; em (2.38), obtemos
o seguinte operador G; a ser utilizado pelo método:

Gi(z) = V' L(z:) — ), Yi'Yiz; Vie{1,...m} (4.14)

=L,

92



lembrando que este operador G; é bloco-Lipschitz continuo com constantes dadas por
(2.40). Para o caso particular (4.14), as constantes bloco-Lipschitz sio dadas por:

Yl sej =i
L = (4.15)
Vi Y|l sej #

onde a constante de Lipschitz I da corrente [;(z;) pode ser estimada conforme a
analise realisada em Bhaya et al. (1991).

Conseqiientemente, o Teorema 2.1 (ou de forma equivalente, o Corolério 2.1)
estabelece uma condigdo suficiente de convergéncia para uma implementacio assincrona
da versdo bloco Jacobi do método da matriz Y (ou simplesmente, método BJ).

4.1.3 Meétodo Desacoplado Rapido

O método Desacoplado Répido (ou DR), originalmente proposto em Stott e Alsag
(1974) com o nome de ‘Fast Decoupled Load Flow’, é hoje o método mais difun-
dido comercialmente para resolver problemas de fluxo de carga. O método foi sendo
aperfeicoado por décadas e alcangou um nivel significativo de eficiéncia para a grande
maioria dos sistemas de energia elétrica.

Como existe uma vasta literatura explicando os detalhes do método, nos limi-
taremos a apresentar apenas as férmulas, seguindo a linha de Monticelli (1983), que
deriva o método DR a partir do método de Newton em coordenadas polares, fazendo
aproximagoes sobre a matriz Jacobiana. Assim, o método DR consiste em melhorar, a
cada iteragdo, a estimativa das tensGes em magnitude e fase, calculando as corregoes

AV e Af de acordo com:

[A7P] = [B'][A] (4.16)
[52] = 1°11av] (4.17)

onde B’ e B” sdo matrizes constantes calculadas a partir da matriz de admitancia Y;
e os desbalanceamentos de poténcia AP e AQ) séo calculados segundo a equagéo (4.6).

Para justificar as vantagens do método DR, lembramos que o método de Newton,
do qual deriva o Desacoplado Répido, apresenta uma convergéncia quadritica numa
regido proxima da solugdo e portanto, em geral, é o método que converge no menor
numero de iteragdes para o problema considerado (Stott, 1974). Afortunadamente,
para a grande maioria dos problemas do fluxo de carga, o método DR conserva as
excelentes caracteristicas de convergéncia do método de Newton, sem a necessidade do
calculo do Jacobiano e de sua inversao a cada iteragao. Conseqilentemente, para muitos
problemas de interesse, o método DR converge em aproximadamente o mesmo niimero
de iteragoes que o método de Newton; porém, utilizando um nimero bem menor de
operagbes por iteragao, pois as matrizes B’ ¢ B” poden ser invertidas uma tnica vez
no inicio do processo, utilizando técnicas de esparsidade.
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Outra importante vantagem do método Desacoplado Répido é o baixo custo com-
putacional para verificar a terminac¢do do algoritmo, atendendo ao critério do ‘power
mismatch’ apresentado na subsegao 4.1.1. Isto porque AP e AQ ja sdo calculados como
parte do algoritmo, enquanto outros métodos, como o método da matriz Y ou o método
da matriz Z, necessitam do calculo correspondente quando é necessdrio verificar se ja
foi alcancada uma solugio aceitavel.

Enfatizamos que, diferentemente do método da matriz Y, o vetor de estado nao
¢ dado pelas n tensGes complexas representadas pelo vetor z € C*, mas por um vetor
¢ € R™1, onde q representa o niimero de barras PQ, definido como:

01

£ = (4.18)

| Vo |

o que facilita a solucdo de sistemas com barras de tensdo controlada, pois as magnitudes
das tensbes aparecem explicitamente na formulagio do problema dado em (4.5), que
serve de base para a derivagdo do método. Sendo assim, o método converge sem
problemas para a grande maioria dos problemas priticos, especialmente em sistemas
com barras PV. Ainda mais, o método consegue resolver problemas que nem mesmo o
método de Newton resolve (e vice versa).

Contudo, existem situagGes nas quais o método ndo tem uma boa convergéncia
(vide discussdo em Wu, 1977) e que basicamente podem ser reduzidas a dois casos:

e ramos com valores elevados da relagio R/X (resisténcia/reatancia);

o elevadas diferengas de fases 0y; entre barras adjacentes.

Afortunadamente, no primeiro dos casos, o problema pode ser muitas vezes su-
perado utilizando nds ficticios (conforme recomendagdes de Dy Liacco T.E., dadas em
Wu, 1977), quando sdo conhecidas ‘a priori’ os ramos com elevada relagao R/X.

A convergéncia da versdo seqiiencial do método DR foi estudada por Wu (1977).
Nesse trabalho demonstra-se que, se representamos o método por um operador ¢, i.e.

E(k+1) = ¢(¢(k)) ¢ € D (4.19)

onde D, estd dado por (4.7); entdo, o operador ¢ é Lipschitz continuo na norma—oo
em D;, com constante Cy; ou seja:

V1, &2 € D, [ (&) = d(&) lo < Cu llés = &2lo (4.20)
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onde a constante O, serd doravante denominada constante de Wu. C,, é funcio dos
dados do problema (B, B”,q, P e () e os pardmetros € € 04, do dominio D;. Note
que, se C,, < 1, o operador ¢ é contrativo e a convergéncia do método estd assegurada
pelo Teorema 2.3. Tal fato leva a postular o seguinte lema, demonstrado em Wu (1977):

LEMA 4.1 (CONVERGENCIA DO METODO DESACOPLADO RAPIDO)
Se para um dado problema do fluzo de poténcia, com condi¢do inicial de ‘flat start’,
se tem uma Constante de Wu menor que 1, e ademais os AG(0) e AV (0) satisfazem a

relacdo:

€ |A0(0

mpe{ <1080, vy} < -
k 6maa:

entdo, o problema do fluzo de poténcia elétrica tem uma unica solugdo em D¢ € o

método Desacoplado Rdpido converge geometricamente para esta solugdo.

A discussdo do método DR terminaria aqui a nédo ser pelo nosso interesse nas
implementagOes paralelas, e mais especificamente, na combinacao bloco assincrona de
algoritmos diferentes. Assim, se queremos combinar um método que utiliza um vetor de
estado 2 para representar as tensdes (como o método da matriz Y) com o método DR
que utiliza o vetor ¢, devemos conhecer a relagdo que existe entre ambos. Derivamos
neste contexto um lema que permite relacionar estes dois vetores de estado:

LEMA 4.2 seja D, C C o conjunto de tensdes complezas z = Vi e?% que satisfazem
(4.7), e seja D¢ C IR? o conjunto correspondente de vetores & = [Vi, Ok]T que também
satisfazem a mesma condigdo; entdo, existem constantes C; e C, que satisfazem as
sequintes relagoes:

V1,22 € Dy, |21 — 22| < Cellé — &oloo (4.21)
V€1, & € D, €1 — &2l < Colz1 — 5 (4.22)
onde | - | representa o mddulo de um nimero comple:co (i.e., |zx| = V&). Uma

estimativa destas constantes € dada por:

C, = 1 ( _0""”” ) e Ce=V2+42e+ € (4.23)

(1 —€) \sinbp,,

Prova.
Seja z1,29 € D, e &,& € De, entdo:

|Az|? = |21 — 2o = VE+VE—2ViVocos A = AV? +4V,V, sin? <A20>

Parte 1: demonstragcio para C;
por ser sinf3 < B (B € R) temos:

|Az[* < AV2+ViVAGT < AV2+ (1+ €)?A0° < [1+(1+ ¢)]max(AV?; AG?)
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conseqientemente, |Az| < C¢||Af|wo

Parte 2: demonstragdo para Cy,
Para verificar que ||A€||lco < Cy|Az| temos que satisfazer as seguintes desigualdades:

(a) AV? < C?|Agf?

() A8 < C?|Ag]

parte (a)  AV? < AV?+4ViVpsin? (&) = |Azf* < C2|Axf

sinOmaz sin(Ad /2)

e < TR3/72) logo:

2 2
AP < s sin® (ﬁ> < Vrnas ViVs sin® (&>

parte (b) por ser A<y < 2 tlemos que

= sin?0,,., 2 ) = sin?0,., (1 — €)? 2
conseqientemente,
62 1 Ab
2 < maz 2 .2 — 2 2
A9* < b (= 02 [AV + 4V1 Vs sin (——2 )] C: |Az|

Como existe uma relagio bi-univoca entre z e ¢ para um dado problema de fluxo
de poténcia elétrica, podemos pensar no método DR ndo somente como um operador
¢ sobre ¢, mas também como um operador Gpg sobre z. Neste caso, o método DR na
versao seqiiencial poderia ser representado por:

a(k+1) = Gpr(a(k)) (4.24)

o que leva a demonstrar o seguinte lema:

LEMA 4.3 (METODO DR VISTO COMO UM OPERADOR CONTRATIVO)

O operador Gpr(z) que representa o método Desacoplado Rdpido operando em coor-
denadas cartesianas € um operador contrativo no dominio D definido conforme (4.7)
em norma—oo, se

CDR = Cg Cw Ca, < 1

Prova.
Vz,y € D,
Gor(z) = Gor(Y)llew < Celld(és) — $(&)lloo
< C€ Cuw ”év - €y||oo
< CeCuwCslz —ylloo
]
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Nota 4.1 Para os valores de C, e C¢ dados por (4.23), tem-se que Cpr > C, e
portanto o lema 4.3 é bem mais conservativo que o Lema 4.1. Porém, o Lema 4.3 sera
util para se derivar condigbes suficientes de convergéncia de algoritmos combinados
para o problema em questao, num contexto assincrono.

Enfatizamos aqui que o lema 4.3 permite analisar o método DR como um ope-
rador contrativo, quando aplicado ao problema dado por (4.2). Analogamente, se
consideramos a decomposi¢ido do problema, dada por (4.11) a (4.13), podemos aplicar
o método DR a cada subproblema ®;(z) = 0 dado por (4.12), considerando as tensdes
néo atualizadas em cada processador ¢ como constantes a cada iteracido, dando a es-
tas barras o mesmo tratamento que a barra slack (tensdo conhecida). Desta forma, o
Lema 4.3 aplicado a cada bloco, permite calcular os médulos (ou constantes contrati-
vas) dos operadores aplicados a cada subvetor. Assim, se cada processador ¢ aplica um
operador contrativo Gpg; de médulo Cpg; a seu respectivo subproblema ®;(z) = 0,
no contexto assincrono, estamos em presenca do método das Iteragoes Contrativas,
discutido na subsegéo 2.2.4, justamente para sistemas quase-lineares, como é o caso do
problema do fluxo de carga.

Conseqiientemente, o Corolario 2.4 estabelece uma condicio suficiente de con-
vergéncia para a versao bloco assincrona do método DR, que no caso especifico do
nosso problema exemplo tem a forma abaixo:

COROLARIO 4.1 A wversdo bloco assincrona do método Desacoplado Rdpido, converge
para a unica solugdo =* em D, assumindo verdadeiras as Hipdteses 2.1, 2.2, 2.6 ¢ 2.7
(vdlidas para x € C), se

p(Hpr) <1
onde,
o sej =1
Rl Yl iy O
ST = i A

onde Iy, € a mesma constante de Lipschitz de I;(z;) dada em (4.15), e os valores de
a; = Cpri podem ser calculados para cada bloco a partir do Lema 4.5.

Nota 4.2 O método da solugio por componente, discutido na subsegio 2.2.3, poderia
ser utilizado fazendo com que cada processador i aplique sucessivamente o operador
Gpri, até alcangar a convergéncia local, e somente entido realize o intercambio de
informacdes correspondente com os outros processadores; essa seria uma possibilidade
de implementagao a ser estudada.

Para finalizar esta analise do método Desacoplado Répido, enfatizamos a im-
portancia dos parametros € € 0,,,; que delimitam a regido de interesse D, de acordo
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com (4.7), para determinar a convergéncia do método. Sendo assim, em alguns casos
mais criticos, pode ser estimada uma condigdo inicial z(0) = V(0) /() melhor que o
simples ‘flat start’ ((0) = 1) e assim o dominio D dado por (4.7) pode ser redefinido
(Wu, 1977) como o conjunto de tensdes z = V e’ que satisfazem:

|0k - ak(O) I S 0mam
Vk € {1,...,n} { Voo < (4.26)

4.1.4 Team Algorithms

Considerando todas as vantagens dos Team Algorithms no contexto bloco assincrono,
analisadas no Capitulo 3, postulamos a seguir a utilizagio dos mesmos na resolugao

do problema do fluxo de poténcia elétrica, em sistemas computacionais de meméria
distribuida.

Em geral, dado um problema com sua correspondente partigao em blocos, a es-
colha do algoritmo apropriado a cada subproblema deve ser realizada atendendo as
caracteristicas particulares do subproblema considerado. Sendo assim, a conformacao
do Team Algorithm resultante da escolha do algoritmo apropriado a cada subproblema,
depende do problema especifico que estd sendo considerado. Conseqiientemente, consi-
deramos um exemplo especifico de forma a ilustrar a conformagéao para posterior anélise
de um Team Algorithm.

Exemplo 4.1 Seja um sistema elétrico formado por m subsistemas tais que:

e todas as barras PV do sistema formam parte do subsistema, 1;

e os subsistemas 2 a m caracterizam-se por ter ramos com valores elevados da
relagdo R/X, assim como nés adjacentes com elevadas diferencas de fase.

Considerando que temos disponiveis os métodos DR e BJ, analisados nas sub-
secoes anteriores, para resolver o problema do Exemplo 4.1, torna-se evidente das
caracteristicas do problema proposto, a seguinte escolha de algoritmos para conformar
um TA adequado a solugao do problema considerado:

SUBSISTEMA 1: método Desacoplado Répido (Gy);
SUBSISTEMAS 2 a m: método bloco Jacobi (G;, 1=2,...,m).

Se os subsistemas estdo bem desacoplados, podemos pensar em implementar
um bloco TA sem ‘overlapping’, utilizando m processadores. Para isto, denotamos
como Gpr1 ao operador (G; correspondente ao método DR aplicado ao subvetor 1,
enquanto mantemos a notagdo G; para o operador do método BJ aplicado ao subvetor
i, (¢ =2---m). Desta forma a matriz de atribuigdo associada a este bloco TA é
dada pela mesma matriz identidade (veja caracteristica 4 da matriz de atribuigdo, na
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subsecdo 3.2.1). O bloco TA assim constituido pode ser representado, num contexto
assincrono, por:

PROCESSADOR 1:

z(k+1) = GDm( z' (k) ) onde Gpg; foi definido na subsegdo 4.1.3;

PROCESSADOR 1, 1=2,...,m:

zi(k+1) = G;(:ci(k) ) onde G; é definido conforme (4.14). (4.27)

Do exposto na segdo 2.3, a matriz de comparagio H = (h;;) do bloco TA dado por
(4.27) pode ser facilmente derivada a partir das matrices de comparacio dos métodos
sendo combinados. Assim, podemos escrever:

— (1. ~_} hi; dado por (4.25) sei=1 (método DR)
H= (h”)’ onde hij = { h;; dado por (4.15) set > 1 (método BJ)
(4.28)

Uma vez conhecida a matriz de comparagio, a convergéncia deste bloco TA pode
ser assegurada da mesma forma que na segio 2.3, utilizando o Teorema 2.1, adequada-
mente re-escrito para considerar agora ¢ como pertencente ao conjunto dos nimeros
complexos C (a0 invés do conjunto IR).

Contudo, pode acontecer que o bloco TA dado por (4.27) nio resolva adequada-
mente o problema considerado, e a utilizagdo de ‘overlapping’ parcial, com o corres-
pondente Administrador, tenha que ser considerada. O seguinte exemplo enfatiza este
caso:

Exemplo 4.2 Seja um sistema elétrico formado por m subsistemas com as mesmas
caracteristicas do Exemplo 4.1, no qual o subsistema m é um ‘bloco critico’ fortemente
ligado aos subsistemas 1 e (m —1).

Devido a semelhanga com o Exemplo 4.1, podemos escolher os mesmos algorit-
mos para resolver cada subproblema; porém, o bloco m deve ser resolvido no mesmo
processador que os blocos 1 e (m —1) ao mesmo tempo, para nio ‘cortar’ as ligacdes
fortes, o que somente é possivel utilizando ‘overlapping’ parcial. A Figura 4.1 ilus-
tra um sistema elétrico destas caracteristicas, com m = 5 subsistemas interligados.
Ligacoes fortes entre subsistemas sdo indicadas com linhas duplas; enquanto a parte
do sistema elétrico , tratada por cada processador (p =4) é indicada por uma curva
tracejada. Note a utilizagdo de ‘overlapping’ parcial entre os blocos 1 e 4, pois ambos
resolvem o subsistema 5.

Conseqiientemente, se propde a utilizagio de um TA Generalizado, com ‘over-
lapping’ parcial, que utilize p = m — 1 processadores, ja que o subsistema m seréd
replicado e resolvido em conjunto com os subsistemas 1 e (m — 1) respectivamente.
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Figura 4.1: Sistema elétrico do Exemplo 4.2 composto por 5 subsistemas
elétricos interligados (linhas duplas indicam ligagdes fortes). Note a
utilizag83o de ‘overlapping’ parcial, pois tanto o processador 1 quanto

o0 processador 4 resolvem o subsistema 5.
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