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Uma colorac8o prépria das arestas de um grafo &€ uma
atribuigcio de cores as suas arestas tal que arestas adjacentes
recebam cores distintas. O indice cromitico ¢ o menor numero de
cores necessidrias para colorir as arestas de um grafo. O problema
do indice cromatico, isto &, decidir se um grafo admite uma
coloragfo de arestas com um nimero dado de cores, & NP-completo.

Un grafo & de indiferenga =se & o grafo'interSeqﬁo de um
conjunto de intervalos unitarios. Um grafo ¢ split se o seu
conjunto de vértices pode ser particionade em um conjunto
independente e um conjunto gque induz uma clique. Um grafo £
clique—completo se suas cliques maximals se interseptam duas a
duas. -

Determinamos o indice cromatico para trés subclasszes da
classe dos grafos de indiferenga: os grafos split-indiferenga, os
indiferenca clique-completo reduzidos & os grafos unifio de duas
cliques maximais.

Apresentamcs um modelo linear binarlio para um grafo qualdquer,
com um ndmero de colunas linear no tamanho do grafo e propomos uma
estratéglia heuristica para resolvé-lo. Estudamos experimentalmente
o comportamento da heuristica em algumas classes de grafos e

conjeturamos que ela permite resolver bem o problema em grafos

pouco densos.
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A proper edge colouring of a graph 1s an assignment of
colours to 1lts edges such that adjacent edges have different
colours. The chr&matic index is the minimum number of colours
needed to properly colour the edges of a2 graph. The chromatic
index problem, i.e, to decide whether a graph admits a proper edge
colouring with a given number of colours, is NP-complete.

A graph is indifference if 1t is the intersection graph of a
set of unitary intervals in the real line. A graph is split if its
vertex set can ke partitioned into a stable set and a set that
indﬁces a clique. A graph is clique-complete if no two of its
maximal cligues are disjoint.

We find the chromatic index for three subclasses of
indifference graphs: split-indifference graphs, cligque-complete
reduced indifference graphs and graphs that are the union of two
maximal cliques.

We present a zero-one linesar model for any graph with a
linear number of columns in the size of the graph and we propose a
heuristic strategy for solving 1it. We test cbmputationaly thisg
heuristic in some classes of graphs and we conjecture that it

solves well the problem in graphs with low density.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Una coloragdlo prépria das arestas de um grafo & uma
atribuigiio de cores as suas érestas tal gue duas arestas
adjacentes recebam cores distintas., O {ndice crom&iico & o menor
numero de cores necessarlas para colorir as arestas de um grafo de

forma tal que arestas adjacentes tenham cores distintas.

Neste trabalho abordamos este problema para algumas classes
restritas de grafos do ponto de vista da teoria de grafos e o

problema geral da perspectiva de programaglo matemitica.

0O resultado mals importante relativo a este problema & o
Teorema de Vizing [86] que estabelece que o indice cromiatico de um
grafo & lgual ao grau maximo do grafo ou ac grau maximo mais um.
Lovasz & Plummer [17] apresentam uma prova construtiva deste
teorema gque proporciona um algoritmo polinomial para colorir
qualquer grafo com um numero de cores lgual ao grau maximo mais
um. Assim, o problema ainda n3o resolvido & decidir se um grafo
pode ser colorido com um nimero de cores igual ao seu grau maximo.

Leven e Galil mostram em [16] que =le & NP—completo para grafos

regul ares.

Unma das linhas de pesquiza em torno do indice cromatico
conslste em estudar este parametro em classes restritas de grafos.
Existem algoritmos eficientes para os grafos bipartidos [8] e para
os grafos completos [26]. Outra linha de pesquisa dedica-se ao
estudo de coloragdBes gue apresentam propriedades particulares. Uma
contribuigio deste trabalho ¢ uma colorag8io denominada perfeita.
Trata-se de uma coloraglio dtima que contém pelo menos um
emparelhaments perfelto onde todas as arestas possuem cores

diferentes. Provamos que todo grafo completo possul uma coloragio

perfeita.



Un grafo & perfeito quando todo subgrafo induzido admite uma
colorag8o dos seus vértices com ntimero cromdtico igual ao tamanho
da maior clique e & de comparablilidade se admite uma orientagio
tranzsitiva das suas arestas. Cai e Ellis mostram em [4]1 a

- NP-—completeza do indice cromatico para estas classes.

Uma <=subclasse dos grafos perfeitos &€ a classe dos grafos
indiferenga. Um grafo & de indiferenca se & o grafo interszegio de
um conjunto de intervalos unitirios. Um grafo & split se o seu
conjunto de vértices pode ser particlionado em um caonjunto estivel
e um conjunto que induz uma cligue. A classe dos grafos spli£~

indiferenga contém os grafos que =80 split e indiferenga.

Neste trabalho determinamos o indice cromatico para esta
ultima classe utilizando uma caracterizacglo egtrutural
desenvolvida por Szwarcfiter [24]1. A prova & construtiva e

proporeciona algoritmos eficientes para construlr a coloraqﬁo;

O subgrafo reduzide de um grafo & obtido identificando—se
cada subconjunto de vértices gémeos em um Unico vértice. Unm
grafo cligue-completo & aquele cujas cliques maximals se
interseptam duas a duas. Baseados nas propriedades estabelecidas
por de Mello em [18] com respeito ags grafos indiferenga clique-
conmpleto reduzidos provamos dque o indice cromatico & igual ao grau
maximo do grafo. Também determinamos o indice cromatico dos grafos

grafos que =80 unlfo de duas cliques maximals.

Outra abordagem do problema & através de programaglo linear.
Una coloragfo de arestas pode ser definida como uma partiglo do
conjunto de arestas em emparelhamentcs. Assim, podemos formular o
problema de colorag8o dtima como um problema de cobrimento das
arestas do grafo com ¢ menor nimero de emparelhamentos. Em vista
da relaclio entre estes dols problemas as formulagdes discutidas
na literatura consideram a matriz de incidéncia aresta-
emparel hamento. No programa linear obtido as condigdes de
binariedade das variavels s830 relaxadas e embora © numero de

colunas aumente exponencialmente com o tamanho do grafe, ele pode



ser resolvido eficientemente pelo algoritmo do elipsoide. O caso
ainda nfo resolvido & quando o valor 4timo do programa relaxado &
igual ao grau miximo mas a soluglo dtima ¢ fracionaria. Uma
abordagem conslste em acrescentar - ao programa rel axado
desigualdades vilidas que s80 satisfeitas por todas as solucBes
inteiras do programa linear mas n8o por todas as solugdes. Esta
estratégia tém resultado adequada para diversos problemas
combinatorialis [20), guando as desigualdades geram facetas da
envoltdéria convexa das solug@es inteiras. Stahl obtém em [23]1 um
conjunto de desigualdades vAlidas para o problema do indice
cromitico que contém uma restri¢fo para cada subconjunto de
vértices de cardinalidade impar. O modelo assim obtido contém
um numero exponencial de colunas e de restrigdes.

Neste trabalho formulamos um modelo linear que utiliza a
matriz de incidénclia vértice—-aresta do grafo ac invés da matriz
aresta-emparelhamento. A vantagem & que © numero de colunas &
linear no tamanho do grafo. Para o caso do valor &timo deste
programa resultar igual a zero mas a solug8o ser fraclonaria,
estudamos experimentalmeﬁte o comportamento de uma heuristica
baseada em acrescentar ilterativamente ao modelo relaxado somente
algumas das desigualdades vAlilidas determinadas por Edmonds [5]

para o problema de emparelhamentos.

Aplicamos a estratégia proposta a um conjunto de grafos de
diversas classes e os resultados permitem conjeturar que ela pode

ser bem sucedida para grafos que s3o pouco densos.

Descrevemos, a seguir, a distribulglio deste trabalho.

No Capituleo &2, apresentamos o Teorema de Vizing e os
resul tados encontrados na literatura relativos & complexidade do
prublema do indice cromatico.

No Capitule 3, consideramos o problema em trés subclasses dos
grafos indiferenga: os grafos split—indiferenqa, os grafos
indiferenga clique-completo reduzldos e os grafos unifio de duas
cliques makimais. Determinamos o indice cromético para cada uma

destas classes. Aqui mostramos também que todo grafo completo de



ordem par possul uma coloragio perfeita.

No Capitulo 4, apresentamos e discutimos a resclugio do

programa linear proposto na literatura.

No Capitule 5, propomos um outro modelo, também linear, & uma
estratégia heuristica para tentar resolve-lo. Estudamos

experimentalmente o comportamento desta heuristica em um conjunto

de grafos de até BO vértices.

Finalmente, no Capitulo &, apresentamos as conclusdes deste

trabalho e sugerimos dire¢8es para futuras pesqulsas.



1.1 DEFINIGOES E NOTAGOES BASICAS

Un grafe G & constituldo por um conjunto finito nfo vazio
V=V(GE) e outro conjunto E=E(G) de pares nfo ordenados de elementos
digtintos de V. 0Oz elementos de V s80 chamados vértices e os de E
s8o as arestazs de 6. Uma aresta & dencotada pelo par (u,v) de
vértices. Assim, os vértices u & v 580 vs extremos da aresta, e

s80 ditos incidentes a ela e adjacentes entre si.

Un grafo pode ser visualizado através de uma representaciio
no plano, na qual os vértices correspondem a pontos distintos no
planc, enquanto gue a cada aresta (u,v) &€ assoclada uma linha

‘unindo os pontos correspondentes a v e v.

O complemenio de um grafo G & o grafo G que possul o mesmo
conjunto de vértices de G e para todo par de vértices distintos u

e v de G, (u,v) & uma aresta delg-se e somente se (u, Ve E.

Um subgrafo H de um grafo G & um grafo tal que VIHDDEVIGE) e
ECHYSE(G)Y, Se, alem disso, E(H) for o conjunto de arestas de G que

tém ambos os extremos em V(H) entio H & subgrafo induzido por

V(H).

O grafo G-v, obtido do grafo G pela remogio do vértice v & o

subgrafo induzido pelo conjunto V™.

O grau, d(v), de um vértlce v & o nimero de arestas que
incidem em v. Um grafo & regular de grau k, quando todos os seus

vértices possulirem o mesmo grau k.

O simbolo A denota o malor grau de um vértice de G.

A wvizinhangcae ou aedjacéncia de um elemento v, Adj(vd, & o

conjunto de vértices adjacentes a wv.

Dois >grafos G & H s&o' Ilsomorfos se existir uma fungio

biunivoca ff:V(G)—-—PV(H) tal gque ((u,v)eE(G) s e somente se



(fCw ,f(w)) & E(H)Y ¥V u,v € V(GB).

Una seqléncia de vértices » v .... v tal gue (v ,v, deE,
1 2 k J o jrd

1=j=k & denominada camirhe de vooa v . Se todos ovs vértices do
camlnho forem distintos, o caminho & étmpleE. O valor k-1 & o
comprimenteo do caminho. Un cilclo & um caminho v,ov, v, onde v, =Y

e k=3

Uma corda de um caminho & uma aresta entre dols vértices v,oe

Qﬁ tal que 1#j+1 e imj-1.

Un caminho entre v & v sem cordas & diteo induzido. O caminho

induzido por k vértices ¢ denotado Pk e o cleclo induzido por k

vértices & denctado CM

Un grafo G & conexo se existir um caminho entre cada par de
vértices de G. Denominam—se componentes conexas (ou componentes)

do grafo G aos subgrafos maximals de G que sejam conexos.

Un grafo complete ou cligque & aquele cujos vértices sf8o dols

a dois adjacentes. O grafo completo com n vértices & denotado Kh.

Un conjunto tndependénte ¢ um subconjunto de vértices dois a

dols n3o adjacentes.

Um grafo G & bipartide quando o seu conjunto de vértices V
puder ser particlonado em dolis conjuntos V1 e Vz' talis que toda
aresta de G une um véritice de V1 a outro de Vé. Um grafo bipartido
completo possul uma aresta para cada par de vértices u e v, sendo

ue uev; e vevz. Se JV;|=r & |V2|=s ent8c o grafo bipartido

completo & denotado Kr o

Un conjunito parcialmente ordenade ou uma ordem parcial (5,25
consiéte de um conjunto n8c vazio S e uma relag8o bindria £ em S
que ¢ reflexiva, antissimétrica e transitiva. Se, além disso,
Aquaisquer dois elementos x e y de S sfio tais que ou x<y ou y=x,

entio (5,%) & uma ordem linear.



Un emparelhamento em G & um conjunto de arestas com extremos
distintos duas a duas. Um erparelhamento méximo & agquele gue
possul um nidmero maximo de arestas. Um emparelhamento em G £

perfeito quando cobrir todos os vértices de G,

A classe dos problemas de decisfo cuja solugio pode ser
encontréda ﬁor um algoritmo em tempo polinomial no tamanho da
entrada & denctada por P. O simbolo NP denota a classe dos
problemas de declsio que possuem um certificado sucinto & resposta

SIM do problema, reconhecido por um algoritmo polinomial no

tamanho da entrada.

Um problema em NP & completo se qualquer problema em NP puder
ser polinomialmente transformade a ele. Estes problemas pertencem

a classe dos problemas NP-completos.

¢



CAPITULO 2

O PROBLEMA DE COLORACAO DE ARESTAS NO CONTEXTO DA TEORIA DE GRAFOS

2.1 O iINDICE CROMATICO

Uma coloracfo das arestas de um grafo G & uma atribuicio de
cores Aas arestas de G Uma coloraglo & propria se arestas

adjacentes possuem cores diferentes. Se uma colorag8o utiliza k

cores ela & dita uma k-coloracio.

O indice cromidtico de G, (G, & o menor ntmero de cores
necessirias para colorir as arestas de G de forma tal que arestas
adjacentes possuam cores diferentes. Uma colorag8o prépria que

utiliza x*'(G) cores & chamada coloragdec &tima.

A Figura 2.1 mostra Ca) uma colorag8io prépria = (B uma

coloragio dtima para o grafo G, denominado piramide.

(a) coloragio prépria A (b) coloragio Stima
Figura 2.1: Colorag8o prépria e dtima de G.

Se uma aresta (ww) possul a cor k, diremos que a cor k esta

representada nos vértices u e v.

Observamos que se o grau maximo de G & A entio ' (G = Al



Ilustramos, a seguir, a definiciio acima determinando o indice

cromatico de alguns grafos simples e bem conhecidos.

TEOREMA 2.1 O indice cromitico de um grafo caminho Pn com n

vértices & 2.

Prova: O grau de Pn & 2, portanto x'(P > = &. Para obter uma
n
coloraclo com duas cores & zsuficlente alternar essas duas cores

nas arestas, ao longo do caminho.m

TEOREMA 2.2 O indice cromitico de um grafo circuito, Gn. com n

vértices esta dado por
= se n & par

- ¥ =
X (Ch)
3 se n €& impar

Prova: O grau de Cr & &, portanto x'(Cn) Z 2. S n & par enlio
k]

duas cores sio suficlentes, pols alternam—se es=sas duas cores nas

arestas ao longo do clrcuito. Quando n & impar, precisa—-se de uma

terceira cor para evitar que a primeira aresta colorida e a dltima

possuam a mesma cCor.m

2.2 O TEOREMA DE VIZING E O FROBLEMA DE CLASSIFICACAO

2.2.1 0 TEOREMA DE VIZING

Ate 19584 os melhores limites conhecideos do indice cromiatico

de um grafo G qualdquer, de grau maximo A, eram
A £ x"(6) = |a2 Al
A primeira desigualdade & trivial, & a segunda fol provada

por Shannon em 1949 [(22]1. Em 18964, Vizing (261 mostrou que a
segunda desligualdade pode ser substitulda por 3" (G £ A+l

=]



Se G & um grafo colorido com as cores o,/ .... entio
denotamos H(a, 3 o subgrafo de G induzido pelas arestas cuja cor &
a ou (3. Ohserve gque cada componente de HCa.ﬁ) deve ser um

caminho ou un circulito de comprimento par.

TEOREMA 2.3 (Teorema de Vizing)

Seja G um grafo de grau madximo A. Entioc A= (G = A+l

Prova: A primeira desigualdade & trivial. Para provar que
F'(B) = A+l o autor utilizou indug¢io no nimero de arestas de G, A

idéia & provar que se todas as arestas de G, menos uma delas,

‘podem ser coloridas com A+l cores entlo sexiste uma colorag8o para

todas as arestas de G com A+l cores.

Suponha gque cada aresta de G fol colorida com uma das A+1
cores dadas, com a Unica exceg8o da aresta e, Tow . Entio deve
existir pelo menos uma cor ndo representada no vértice v, e pelo
menos uma cor ndo representada no vértice W - Se alguma cor nio
estd representada nem em ¥ nem €m W ent8o esta cor pode ser
utilizada para colorir a aresta e, © que completaria a prova.
Cago contrario, seja o uma das cores nico representadas em v e seja

ﬂi#a uma das cores nio representadas em w - A prova contlinua nos

trés passos segulntes:

Passo 1: Seja e =vw, a aresta ilncidente no vértice v gque tem
atribuida a cor ﬁu. Esta aresta deve existir pols, caso contrario,
a cor ﬁi ndo estaria representada nem em v nem em v, © que
levaria a uma contradiglo com a hlipdtese inlclal. Em segulda,
apaga—-se a cor da aresta e, e agssocia-se a cor ﬁi a aresta &, -

Veja a Flgura 2.2(ad.

Pode-se assumir que os vértices v, woe w, pertencem a mesna
componente do subgrafo HCa,ﬁ:) pols, caso contrario, poderiam—se
intercamblar as cores das arestas na componente gue contém w, sem

alterar a cor da aresta e, Isto implica &m dque a aresta e, pode

10



ser colorida o, completando desta forma a colorag8o de 6. Assim, a

gsituag8o & como na Figura & 2(h).

Figura 2.8(a): Passo 1-Teorema de Vizing.

Cet, 33
i) _m

Figura 2.2(b): Passo 1-Teorema de Vizing.

Passo 2: Seja ﬁ;#ﬁa uma das cores ni3o representadas em v, Pode-se
assumir que a cor ﬁz estd reprentada em w pols, caso contrario
poderla-se completar a coloragiio de 6 colorindo e, com a cor ﬁ%'
Portanto, seja e ~vw, a aresta incidente em v gque possul a cor ﬁg.
Ent3o, apaga—-se a cor da aresta e, @ assocla—-se a cor ﬁ; a aresta
e, Pelo mesmo argumento do passo 1, podemos supor que os vértices

Ve w, e w pertencem A mesma components de HCm,BZ). A Figura 2.3

mostra a nova situagio.

v
Figura 2.3: Passo E8-Teorema de Vizing.

11



Pas=so 3: Repetindo o procedl mento anterior, obteremos
aeventualmente um vértice W, adjacente ao vértlice v, tal que a

aresta wvw nfo estd colorida e alguma cor ﬁt (1<k-1> nldo

k
representada em w . Como antes, podemos assumir que os vértices
vow e w pertencem & mesma componente T de H(o, 3 ). Dado que «o
L i
nio esti representada em », & 3 nlo esti representada em w, . T
t i+

deve ser o caminho desde v até w . due passa pelo vértice v
gque & formado sd de arestas coloridas alternadamente ﬁi e o

(ver Flgura Z.43. Este caminhe n8c contém W . pols ﬁt nio

estd representada em W, -

Figura 2. 4: Passo 3-Teorema de Vizing.

£
Se T ¢ a componente de HCa.ﬂf) que contém o vértice W, entio
T e T* devem ser disjuntas. Portanto, ¢ possivel intercambiar as

3%
cores nas arestas de T e colorir a aresta vui com of. ..

O Teorema de Vizing estabelece que o indice cromitico de um
grafo G, de grau maximo A, & A ou A+l. Dado gue para um grafo
qualquer, A pode ser determinado =m CXIECG)l) tempo, e gus da
prova do teorema surge um algoritmo eficiente para colorir as
arestas de G com A+l cores, poder-se—la pensar ser este teorema
utilizado para determinar 3’'(3) eficientemente. Infelizmente, isso
nias & verdade, pols o© problema de decis8c "x'(G=A ?" &

NP-completo, como veremos na segio segulnte.

i=



2. 2.2 0 PROBLEMA DE CLASSIFICACAO

O Teorema de Vizing (1984) proporciona uma forma simples de
classificar os grafos em uma de duas classes. Um grafo G se diz
que & de Classe { se x'(G)=A e de Classe 2 se ' (G)=A+l. Na segio
anterior vimos que os grafos caminho =s3o de Classe 1 e que os
grafos cilircuito de ordem {impar =80 de Classe 2. O problema estid en
aberto para a maloria de classes particulares de gratos.
Conjectura-se que a Classe & & reduzida. A base para esta
conjectura & estabelecida por Erdos e Wilson [6l1. Eles provaram
que quase todos os grafos =80 de Classe 1, no sentido que se PO
& a probabilidade de um grafo aleatorio, de n vértices, ser de

Clésse 1, ent8o P(n) -» 1 quando n —-Pow.

~ Parece natural esperar que duanto mals arestas um grafo
possuir, mals provavel seria gque ele pertenga a Classe 2. Belneke e
Wilson provaram uma condig¢8o necessaria para um grafo ser de

Clasze 2. Observe que o teorema & aplicavel sb quando n & {mpar.

TEOREMA 2.4 (Belneke & Wilson [11) Seja G um grafo com n vértices,

m arestas e grau maximo A. Ent3o G & de Classe 2 se m > A[}/z nJ.

Prova: Se G & de Classe 1 entio qualquer coloragio préprié das
arestas de G com A cores particiona o conjunto de arestas em A
conjuntos disjuntos. Mas, o ntimero de arestas de cada subconjunto
ndio pode exceder I}/z nJ. pols caso contrario, duas destas

arestas seriam adjacentes. Portanto, m % ALL@ nJ.l

A Seguir, enunciamos alguns corolirios deste teorema.

COROLARIO 2.5.

(1> Todo grafo regular de ordem impar & de Classe 2.

(11> Seja H um grafo regular de ordem impar < grau maximo A, Se G
£ qualdquer grafo obtido de H eliminando, no maxino, s2A-1
aresta=z, entio G & de Classe 2.

(1iiY Se H €& um grafo regular de ordem par e se G & qualquer grafo

obtido de H inserindo um novo vértice em qualquer uma das arestas



de H, entio G & de Classe 2.

Outro resul tado interessante relativo ao pr oblema de

clasgificagio, para grafos de grau maximo grande, & o seguinte.

TEOREMA 2.6 (Hilton & Johnson [121) Seja G um grafo com n vértices
e grau maximo A(G) > n-2. Se n & impar ent8o G & de Classe 2 se e

somente se |[ECE | > A(G |12z n|], e se n & par entfo G & de

Classe 2 se e somente se para algum vértice v € V@&, A(G-vI=A(®E)

e IEI( GNV) |>A( )] [_1/2( n—i)_l.

‘2.3 COMFLEXIDADE DO PROBLEMA DE COLORACXO DE ARESTAS

Em 1981 Holyer [13] provou que o problema de decidir se o
indice cromitico de um grafo 3-regular ¢ 3 ou 4 & NP-completo, o
que implica que o problema & NP-completo para um grafo gqualquer.
Holyer conjecturou nesse trabalho, também, que o problema anal ogo
para grafos de gr au maximo A & NP—completo. Posteriormente, em

1983, Leven e Galil [161, provaram esta conjectura.

2.3.1 NP-COMFLETEZA DO INDICE CROMATICO PARA GRAFOS REGULARES

A técnica utlilizada ¢ mostrar uma reduglo polinomial do
problema 3-5AT, que definiremos a seguir, ao problema de decidir o

indice cromidtico de um grafo.

Considere um conjunto de variidvels booleanas Yooy & OS
seus complementos ':zi,. P .':zm. Isto &, cada wvariavel u toma um
valor verdadeiro ou falss e u, & verdadeiro se & somente se 1:,,_ for
falso. Consldere, também, um conjunto de clausul as

C=XC ,C ,....,.C> nas varliavels U oye v e s, cada cliausul a C.
1 2 n 1 m . i
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i onde cada literal 1, &

consigtindo de trés literais 1. ,1, .
11 13 1}

e
Lz
uma variavel u, ou o seu compl emento Y -

Una clausula e dita satisfativel se existe uma atribuigio de
valores, verdadeiro ou falso, para as variidvels de tal modo gque
pelo menos um dos literals seja verdadelro. O problema de
B-satisfabilidade ou 3-SAT, consiste em determinar se existe uma
atribuligc8o de valores de verdade as varidvels tal gque toda

cliusula em C =seja satisfativel.

TEOREMA 2.7 (Holyer [131) O problema de determinar se o indice

cromidtico de um grafo 3-regular & 3 ou 4 ¢ NP—completo.

A idéia da prova & a seguinte. Dada uma instfncia ¢ do
problema 3-SAT, constrél-se um grafoe G que & 3-colorivel se e
sonmente ze C & satisfativel.

O grafo G ¢ construido através da unl8o de “partes" ou
componentes, cada uma delas realizando uma tarefa especifica.
Pares de arestas levam informagio entre as diversas componentes.
Em uma 3-coloraglo de G, estes pares de arestas, se diz que
representam b valor verdadeiro se as arestas possusm a mesma cor,

e que representam o valor falso se as arestas tiverem cores

digtintas.
Os autores definem trés tipos de componentes: uma associada a

cada variavel u ., uma para cada cliusula C,, e outra para os
j _ !

literals que s2a u.. Eles mostram como construlr o grafo 3-regular
i g

a partir delas, em tempo polinomlial.

TEOREMA 2.8 (Leven e Galil [161) Dado um inteiro k, o problema de
decidir se o indice cromiatico de um grafo regular, de grau k, & k

ou k+1 & NP-completo.
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2. 3.2 NP-COMFPLETEZA DO INDICE CROMATICO FARA OS GRAFOS PERFEITOS

Em wvista dos resultados anteriores, uma das linhas de
pesquisa em torno ao indice cromatico consiste em estudar este
parimetro em classes restritas de grafos. Cal e Ellis mostram em
[4] a NP-completeza do problema de decisfo assoclado ao indice
cromatico para os grafos regulares de comparabllidade e portanto
para os grafos perfeitos. Eles, também, provam a NP-compleza do

problema para os grafos livres de garra (K1 3).

Un grafo & perfeitc guando para todo subgrafo induzide o

ndmero cromitico & igual ao tamanho da malor clique.

Seja G o grafo direcionado ou orientado obtideo atribuindo uma
orientagc8o As arestas do grafo &, nfc orientado. Se para cada par
de arestas (u,v) e (v,w) de G, orientadas de v para v & de v para
w, existir a aresta (u,w) orientada de w para w, entlo & & uma
oritentacdo transitiva e G & um grafo de comparabilidade. Isto &, G
¢ de comparabllidade se e somente se G admite uma orientagho

transitiva das suas arestas.

TEOREMA 2.9 (Cal e Ellis [41) Dado k = 3 intelro, determinar o

indice cromitico de um grafo k-regular de comparabilidade &

NF—completo.

COROLARIO £.10 Dado um inteiro k¥ = 3, determinar o Iindice

cromatico de um grafo k-regular perfeito & NP-completo.

Prova: Todo grafo de comparabilidade & perfeito. =

2.3.3 CASOS POLINOMIAIS

Embora, o problema do indice cromatico resultar difieil,
ainda em classes restritas de grafos, existem algumas classes onde
ele pode ser resolvido eficlientemente.

O indice cromitico de um grafo completo K7 tem sido
i
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determinado por diversos autores, a saber: Vizing (261, Behzad,
Chartrand e Cooper [2] e Berge [3]1). Apresentamo=, a seguir, uma

prova construtiva desenvolvida por Filorini e Wilson.

TEOREMA 2.11 (Fiocorini e Wilson [(81) © indice cromatico de um
grafo completo, Kn. eztd dado por

n-—1 se n & par
P =
X (Kn)

n se n & impar.

Prova: Observe dJque x’(Kh) = n-l, pols o grau de cada vértlce &
n—1.

Se n & impar, entio o maximo ndmero de arestas que & possivel
colorir com uma mesma cor &€ i1-2(n—-1), caso contrario duas destas
arestas seriam adjacentes. Assim, o maximo nimero de arestas em Kn
& 1/2(1’1—1)2:'(1{“). De outra parte, o nimero de arestas de Kn &
1i-2{(n-1>n. Portanto, g;'(Kn) Z n. Para provar a ilgualdade, os
autores mostram uma forma de construlr uma coloragio prédpria com n
cores. Para isso, os vértices de Kn =80 colocados na forma de um
poligono regular e as arestas desté poligono s30 coloridas cada
uma com uma cor distinta. As outras arestas s%o coleoridas

atribuindo a cada uma delas a cor utllizada na aresta paralela

com ela na fronteira. Na Figura 2.5 ilustra-se o caso n=5.

Figura 2.5: Coloragio &Stima de K5.

Ocason = 2 & trivial. Se n > 2 & par, escolhe-se um vértice

qualquer, v, de Kh e o subgrafo induzlido Kn—v. que & um grafo



completo com n-1 vértices, & colorido da forma descrita acima. Em
cada vérticevhé exatamente uma cor nfio representada, e as cores
ndo representadas s8o todas diferentes. As arestas de Kh

incidentes em v =80 colﬁridas utilizando estas cores faltantes. m

A Figura 2.6 mostra o caso n=6.

Figura 2.6: Coloragl3o dtima de Kd.

Oz grafos bipartidos completos s80 outra classe de grafos
onde o Indice cromatico pode ser determinado eflclentemente.
Fiorini e Wilson apresentam, também, para este caso uma prova

construtlva.

TEOREMA 2.12 O indice cromitico de um grafo bipartido completo,

KF’Q, & max {r,=>.

Prova: Suponha, sem perda de generalidade, gque rs. Assim,
x’(K“Q) Z r. Para provar a igualdade os autores construem uma
r—-coloragio, da seguinte forma: os r vértices sio colocados em uma
linha horizontal & os s vértices em outra linha horizontal, abaixo
da primeira. A calorag8o & obtida atribuinde cores as arestas
incidentes em cada um dos s vértices. Em cada vértice as arestas
s80 consideradas na dire¢8o horaria e utilizando as cores
' - UGS S - TN 1 S S ; e {s,...,r51,...,s-1>. A

Figura 2.7 mostra a coloragio para K4 g W

Este resultadeo segue, também, como corolarlioe direto do

Teorema de Kdnig, a seguir.
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Figura 2.7: Colorag8o dtima de K4 s
TEOREMA 2.13 (Teorema de Ednig) Seja G um grafo bipartido com grau
maximo A. Ent8o x'(G) = A.
‘Prova: K&nig wuwtilizou indug8o no ntnmerco de 'arestas de G.
Claramente, ¢ suficiente provar gue se todas as arestas de G,
menos uma delas, sio coloridas usando, no maximo, A cores, ent8o

existe uma A-coloragio para todas as arestas de G.

Suponha que cada aresta de G possul uma das A cores, com a
Unica excegfo da aresta e=vw. Entio deve existir pelo menos uma
cor n8o representada no vértice v, e pelo menos uma cor nio
representada no vértice w. Se existir uma cor nfo representada em
ambos vértices v & w, entf8o pode-se utilizar esta cor para colorir
a aresta e, & a prova estaria completa. Caso contrario, seja a
uma das cores nioc representadas em v, (Fa uma das cores nio
representadas em w, & H(a,f3 o subgrafo conexo de & formado pelo
vértice w & todos os vértices e arestas de G que podem ser
alcangados desde w por um caminho consistente sd de arestas
coloridas o ou 3. Como G & bipartido, o subgrafo H(a,(3) ndo pode
conter o vértice v, e portanto podem—se intercambiliar as cores a &
{3 neste subgrafo sem afetar v ou a colorag¢lio restante. Logo, a

aresta (v,w) pode ser colorida com a cor o, completando, assim, a

a coloragco de G.m

Finalmente, apresentamos na Figura 2.8, junto com as relagdes
de pertinénecia de algumas classes de grafos perfeitos, a

complexidade do problema do indice cromitico restrito a estas



classes. Denctamos A —» B se a classe B de grafos estid contida na

classe A.

Un grafo de comparabilidade & de permutacdo se o seu grafo

complemento € também de comparabilidade.

Un grafo & dito sem P4 ou ceografe se ndo contém subgrafos

induzidos lsomérfos ao caminho P4.

Un grafo triangulede & aquele em que todo ciliclo induzido de

comprimento malor do que trés possui uma corda.

Un grafo triangulado € chamado split se o seu complemento for
£riangulado. Os grafos split, também sio caracterizados como
aqueles grafos cujo conjunto de vértices pode ser particionado em

um conjunto independente & um conjunto gque induz uma clique.

o érafo intersecdo de uma familia F de conjuntos & o grafo
obtido assocliando-se um vértice a cada conjunto da familia, e
definindo uma aresta entre dols vértices se e somente se os
conjuntos correspondentes se intersectam. Um grafo € de intervalo
se & o grafo interse¢fio de um conjunto de intervalos da reta real.
Se os iﬁiérvalos s80 unitarios entfo o grafo intersegio &

denominado grafo de intervalo préprio, intervaleo wunitdrico ou

indil ferenga.



NP~COMPLETO

Perfeito

Comparabilidade Triangul ado
a4
Permutacio Intervalo Split
Cografo Indiferenga
. vV
Unl do Duas Split-Indiferenga
Cliques w
Indif. Cligque-
‘ completo reduzido
Bipartido
Y
Cligques
Arvore
\ Caminho

Figura 2.8: Complexidade do Indice Cromatico em

Algumas Classes de Grafos Perfeitos.
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CAPITULO 3

05 GRAFOS INDIFERENCA

' Neste capitulo consideramos o problema do indice cromatico em
trés subclasses da classe dos grafos 1ndiferenca: os grafos
gplit—indiferenga, os grafos Indiferenca cllique—completo reduzidos
e os grafos unlfo de duas cliques maximals.

Na seg8o 3.1 apresentamos algumas caracterlzag®es dos grafos
indiferenca.

A seg8o 3.2 trata de dols tipos de coloragdes que usaremos
na coloragldo dos grafos antes mencionados. Apresentamos a

-coloracﬁo equitativa encontrada na literatura.' e definimos a

colorag8o perfelta.

Na segfo 3.3 determinamos © Iindice cromatico dos grafos
gplit-indiferenga, utilizando uma caracterizagio estructural
prépria da subeclasse. A seglo 3.4 estid dedicada aos grafos
indiferengca clique-completo reduzidos e a seglo 3.8 aocs grafos

unlfo de duas cligques maximals.
3.1 CARACTERIZACOES DOS GRAFOS INDIFERENCA

No capitule anterior fol definideo um grafo indiferenga como
aquele que & o grafo intersegfio de um conjunto de intervalos
unitarios na reta real. A Figura 3.1 mostra um grafo indiferenga e

sua representaclo por intervalos unitarios.
Um resul tado de Roberts que apresentamos a segulir,

caracteriza os grafos indiferenga em Ltermos das suas cligues

maximals.

TEOREMA 3.1 (Roberts [211) Um grafo ¢ de indiferenga se e somente
se admite uma ordem linesar sobre seus vértices, na qual os

vértices contidos em uma mesma clique maximal sdo consecutlvos.
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Figura: 3.1 Um grafo G indiferenga e a sua representagio

por intervalos unitarios.

Uma ordem linear sobre os vértices de um grafo gque satisfaz a
condl¢8o do teorema acima & chamada ordem indilferenca.
Oz grafos indiferenga foram também caracterizados por Eoberts

em termos de subgrafos proibidos.

TEOREMA 3.2 (Roberis [211> Os grafos indiferengca sio
exatamente os grafos de intervalo gque nio contém K1 g Como

subgrafo induzido. Veja Figura 3.2

Figura 3.2: O grafo K1

¥

3.2 COLORACOES DE CLIQUES DE ORDEM PAR

Diversos autores tém estudado o problema de colorag8o das
arestas de um grafo completo, também denominado um—fatorizagio do
grafo completo, desde o século passado. A publicagdo mais antiga,

devida a Kirkman [14], data de 1847. Porém, pela relagdo deste



problema com o problema dos torneios, € possivel que ele tenha

e2ido considerado ainda mals cedo.

Alguns dos trabalhos tém sido dedicados ao desenvolvimento de
algoritmos eficlentes para colorir uma clique, como fol mencionado
no capituleo anterior. Outros estudam guest®es relaclonadas com
coloragBes dgque apresentem propriedades particulares. Al gumas
destas questdes s8o0: Quantas arestas em comum podem ter duas
coloragtes prépriaz de uma clique de ordem par?, Qual & o malor
numero de arestas coloridas com cores distintas que contém um
ciclo hamiltoniano em uma colorag8o prépria de uma clique?, Qual &

o malor numero de cores diferentes em um emparelhamento perfeito

em yualgquer coloragio prépria?

Nesta se¢lo estamos interessados em coloragcdes Stimas de uma
clique de ordem par, Kn’ que apresentam emparelhamentos perfeitos
onde as arestas possuem todas cores distintas, e tamb&m em
propriedades das colorag@Ses prdprias com n cores. Woolbright [28]
provou gque em gualquer coloraclo prédpria de Kn (n par) existe um
emparel hamento perfelto, com nr2 arestas, tal gque nrz-1 delas

possuem cores distintas.

3.2.1 UMA COLORACAO PERFEITA

Un subgrafo de uma clidgque Kn colorida &€ chamado totalmente
multicoloride se todas as arestas do subgrafo possuem cores

diferentes,.

Denomi naremos coloragdo perfeita a uma colorag8o &tima gue

conté&m pelo . menos um emparel hamento perfelto totalmente

multicolorido.

TEOREMA 3.1 Existe uma colorag8o perfelta do grafo completo

Kh de ordem par.



Prova: Sejam VU eV os vértices de- Kn. Nos
referiremos a aresta (Ut'vj)' simplesmente como a aresta (¢, j3
para facilitar a notagio.

Consldere a segulnte matriz simétrica Mn. onde mij & a cor da

aresta (2, .

- 1 = 3 4 = n—2 n-1
1 - 3 4 B n—i 2
2 3 - 5 B e 1 4
3 4 5 - T e = &
4 5 5 7 - 9 3 2
n—= n-1 1 2 3 - n—3
n-1 2 4 ] 5 n-3 -

Os elementos da diagonal principal n8o interessam, pols o

grafo nfdo tem ciclos elementares.

Observe que
(i> mu = [2(1-1) mod (n-1Y+(j-131 mod (n—12
ge 1 =1 £n&, J¥n1e j > 1.

(11> m. . = n—1 se 1 21 < ns2.

i,n~t
(114> moo = {2(1i-131 mod (n—-12 para i = 1,2,...,n-1.
(1v) wo = [2(1i-1>7 mod (n-13 para & = 1 = n-1.
Cv) m = n—1.

1,10

A matriz M representa uma coloragfoc Stima de Kﬁ. polis em

n
cada linha e cada coluna os elementos sf8o todos distintos,
portanto arestas adjacentes possuem cores diferentes. Alem disso,

somente n—-1 cores sfico utilizadas.
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Para K a matriz M & a seguinte
12 12

- 1 2 3 4 5 & 7 8 g 10 11
1 ~ 3 4 5 ) 7 & o 10 11 2
2 3 - 5 & 7 8 o 10 11 1 4
3 4 5 ~ 7 8 g 10 11 1 2 &
4 5 & 7 - o 10 11 1 2 3 8
5 & 7 8 g - 11 1 2 3 4 10
& 7 8 g 10 11 - 2 3 4 5 1
7 8 g 10 11 1 2 - 4 5 06 3
8 e 10 11 1 2 3 4 - & 7 5
o 10 11 1 2 3 4 5 & - 8 7
10 11 1 2 3 4 5 & 7 ) - o
11 2 4 B 8 10 1 3 5 '7 g -

Em uma coloraglo perfelita existem ns2 arestas coloridas com

cada cor k.

[+

(-3

[

Para k impar as arestas coloridas com a cor k sdo:
(1, k+12>, (2,k), (3,k-1),04,k—2D,..... R ([k/i]. Pvﬁ]+1),
(R+t2,n-12, (R+3, 02>, .......... y(nsz+ k2], nozt|Roz)+a),

e a aresta (n<z+ [_k/z_]+1. nd.

Para k par as arestas coloridas com a cor R sdo:
(1,k+1), (&, k>, (3, k-1),...... (k72,72 +2),
(R+E2,n-1), (R+3,n-3D,....... y(nsz+ks2, nosztksz+ls,

e a aresta (k7z+1,n)

Considere o conjunto formado pelas arestas (1,2, (&,3>,

(3,4, ....,(n-1,n> localizadas na segunda diagonal da matriz Mn.

Sabemos que A 2(1i-1) mod (n~-1) + 1. Portanto,

2,4,5,..... , 14 i=n2 +#1,...,n—&



Logo, o= primeiros n—2 elementos deste conjunto de arestas
possuem cores diferentes. A aresta (n-1,n) tem a cor impar n-3,

isto &, a mesma cor da aresta (n-z-1.n-2)

Seja R o subconjunto, do conjunto anterior, formado pelas
arestas (1,28),0(3,4>,0(5,6),(7,8),....... yn—1,n). Entfo R & um

empar el hamento perfeito para Kn.

Quando ns2 & Impar teodas as arestas de R possuem cores
diferentes, pols a aresta (n-z-1i,n-2) ndo pertence a R. Portanto,

‘R & um emparelhamento perfeito totalmente multicolorido.

Se ns2z & par, tanto a aresta ((ns2-1,n-2) gquanto a aresta
(n—-1,n) pertencem a R Substituindo as arestas (1,2),(3,4) e
(n—1,n pelas arestas (3,n-1),(2,4) e Ci,n3 obtemnos um
emparelhamento perfeito totalmente multicolorido, pols a aresta
(3,n~2> tem a mesma cor da aresta (1,2), a aresta (2,4) possul a
mesma cor da aresta (n-s2+2, n-2+3) que nfoc pertence a R, e a
aresta (1,n) tem a cor da aresta ((n-z,n-s2+1> que tamb&m ndo

pertence a R. Assim, o conjunto R & totalmente multicolorido. =

Para Kiz o conjunto £€1,12,02,4>,(3,11),(5,6),(7,8),(9,100>
define um emparelhamento perfeito totalmente multicolorido, e a

coloraglo dada pela matriz Miz‘ & perfeita.

Para K14 temos gue o conjunto L(1,8),03,4),(5,65,(7,8>,
(9,103, (141,18, (13,142 > tambédm £ um emparelhamento perfeito

totalmente multicolorido e M“ proporciona uma coloragio perfeita.

COROLARIO 3.2 A coloragio &tima da clique Kn , de ordem par,
representada pela matriz Mh , do teorema anterlior, contém um
caminho de compriments n—2 totalmente multicol orido.

Prova: As n—2 arestas (1,2, (&2,35,..... y(n—-2,n-1), locallzadas na
segunda diagonal da matriz Mn formam um caminho em Kh. e todas

possuen cores distintaz.m



COROLARIO 3.3 A coloragfo étima da clique Kh. de ordem par,

representada pela matriz M, contém um ciclo hamiltonlano con n—-2
N

cores diferentes.

Frova: Considere o cliclo formado por todas as arestas da segunda

diagonal da matriz Mh e a aresta (1,n). =

Obhser vamos que o emparel hamento perfeito total mente

multicolorido do teorema 3.1 n8oc & o Unico gue possul essa

coloragio.
Quando n-z ¢ impar, outro emparelhamento, com as mesmas

propriedades, eatid constituide pelas arestas localizadas na
segunda diagonal de Mh . nic conslderadas no teorema e
acrescentando a aresta (1,nd. Isto &, as arestas
(2,3),04,5,(8,68),....,(n2,n-3), e (1,rm). Também, as arestas

localizadas na diagonal gque comegca na posigdo (1,n-2+1) & acaba na

posi¢lic (n-2,n) formam um emparelhamento perfeito totalmente

multicolorido.

Para n~ 2 par, os conjuntos de arestas considerados acima

apresentam exatamente uma cor repetida. Efetuando substituig8o de

algumas arestas, comoe na prova do  teorema, podemos obter
emperel hamentos com as caracteristicas desejadas. No conjunto
definldo pelas arestas (2,3),04,5>,....... y(n—2,n-12 e (1,n) as

arestas (1,n) e (n-z,n z+1) possuem a cor n-1. Substituindo as
arestas (2,32,0(4,5) & (1,n) pelas arestas (1,28),(3,4) e (n-1,nd
obtemos um conjunts totalmente multiecolorido. Para o© conjunto
(1,n-2+1), (2.n72+32>,...... yinsz-1,n), as arestas (n74,3-4n) e
(n z,n) possuem a cor n—&. Neste caso, consideramos as arestas das
diagonais vizinhas com esta. As arestas (1,n-72>, (2,n72+15,....,
(/4,3 4n—1) estio coloridas com as cores impares ns2-1, n-2z-3,
no2-5S, ... .. ,n—-3 respectivamente, e as arestas (n7a+l,a374n+2),
(ns/a+2,874n+3) , .. .. .. c(n-2—2,n-1) possuem as cores pares =2,4,6,..

.,n/2—4 respectivamente. Acrescentando aoc conjunto as arestas

(as4n, s~ 4n+1) e {(n-z-1,n que t&m as cores n-2 =) n—4,

respectivamente, obtem-se o resultado.

=28



3. 2.2 COLORACUOES EQUITATIVAS

Diversos tipos de coloragdes prdprias de um grafo tém silido
propostas. Uma das mals interessantes parece ser a coloragéo

equitativa definida por de Werra [27].

Seja )Q_L(v) o numero de arestas incidentes no vértice w
coloridas com a cor 1. Entfo, uma k-coloragcio de G & chamada

equitativa se
max oy I}Q,L( w) —kj(v) | =1 vV veV(3)

Consideremos a seguinte coloragio de Kﬁ com N ocores para n
par. Sejam € 1C,0- - -+ C 28 cOres a serem utilizadas. Vamos colorir
Kn de tal forma gque as cores ¢.» para i=1 ,2,'. ...,z estejam
representadas em todos os vértices de Kn’ & as cores c_L. para
i=nsz+l,....,n estejam representadas em exatamente n-—=2 vértices

de K .
ﬁ‘

A colorag8oc acima descrita & equitativa para K .  Basta
™
observar que se h,L & o numero de arestas coloridas com a cor ¢ em
B L

Kn. entio hi=n/2 para 1i=1,....,n"z e hi=n/z—1 para i=n-z+1,....,n.

Este tipo de coloraglo de uma clique de ordem par tem sido
utilizada na prova de diversos teoremas. Apresentamos, como
“exemplo, uma colorag8o equitativa de Kh, n par, utilizada por Cal

e Ellis, no seu trabalho sobre complexidade do indice cromatico.

TEOREMA 3.4 (Cai e Ellis [4]1) Existe uma n—coloragio da clique
Kn de ordem par, tal gue as cores nfo representadas em n-s2z dos
vértices do grafo s8o todas distintas e sio as mesmas cores nao

representadas nos outros nsz vértices.

Prova: Considere a colorag8o representada pela matriz Ln Y

seguir, e seja t=n-z.



1 = 3 4 ... t t+1 L. rn—1 n

= 3 4 5 . ..... L+l t+EB ... n 1

t t+1 L n—1 n ... -2 t-1
t+1 t+2 ... n O - t
n—1 & t-=2 t—-14  ........ n-3 n—2
n 1 e t—-1 t ... n-2 n-i

Cada elemento " indica a cor nioc representada no vértice 1.

Observe que moo= (2(1i-1>mod nd>+i1 para 1Zi=n. Portanto,
L .
" = m ara 1=2i<n/z2 e n & ara 1% 1#j =n-sz. Logo =
i ORI THALTINR e J ge. 2
cores nio representadas nos vértices vi,vz......v! s80 todas

distintas e =S80 as mesmas cores nfo representadas nos vértices
v PP ... 0 0N

t+i t+2 n
TEOREMA 3.5 A coloraglo de Kn de ordem par descrita no teorema

anterior & equitativa.

Praova: cada uma das cores indicadas pelo elemento " da matriz
Ln estsi fepresentada em n—2 vértices. Logo, existem nsz -1 arestas
coloridas com cada cor 1=1,3,5,....,n-1. As restantes cores estio
represehtadas em cada um dos n vértices de Kn. Portanto, existem

n-2 arestas coloridas com cada cor 1=2,4,6,....,n. =%

3.3 05 GRAFOS SPLIT-INDIFERENCA

Nosso interesse, nesta seglo, ¢ a classe dos grafos split-
indiferenga. O primeiro teorema apresenta uma caracterizagio
destes grafos, e posteriormenﬂe determinamos © indice cromatico,

apresentando uma prova construtiva.



3.3.1 CARACTERIZACXO ESTRUTURAL DOS GRAFOS SPLIT-INDIFERENCA |

Un grafo G & split—indiferenca se & split e 1ndiferenga.
Tanto os grafos split guanto os indiferenga foram caracterizados
no capitulo anterior. Claramente, um grafo que satisfaz
simul tapeamente alguma das caracterizagdes para ser split e alguma
das caracterizagBes para ser 1indiferenga pertence a subclasse
split—indiférehga. Szwarcfiter [84) caracterizou estes grafos em
termos das suas cliques maximals, proporeclionando, assim, uma

caracterizac8o estrutural prépria dos grafos split-indiferenga.
TEOREMA 3.6 (Szwarcfiter [241) Um grafo conexe G & split-
indiferenga se e somente se

1. G & uma clique, ou

2. G & a unifo de duas cligques maximais 61 = Gz tais que

GNG =K e GNG =K, ou
iz 1 z i 1

3. G & a uniio de trés cliques maximals Gi, 62 e Gg tais que
GG =K, 6N =K e
1 2 1 a 2 1
(1) Gaﬁ Ga = g ou (1i) V(61)U V(GB) = V(G .

1.Kn 2. Gl G2
. 61 G2 G3

Figura 3.3: Caracterizag8o dos Grafos Split-Indiferenga.

ifii] G1 G3
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A Figura 3.4 apresenta alguns exemplos de grafos split-

indiferenga.

=<
B v

Figura 3.4: Grafos Split-Indiferenca.

Uma propriedade interessante ¢ que se um grafo for split =

indiferenca entfo ele & de comparabllidade [7].

3.3.2 INDICE CROMATICO DOS GRAFOS SPLIT-INDIFERENCA

Utillizaremos a caracterizagio dada pelo teorema 3.4 para
determinar - o indice cromatico dos grafos split—-indiferenga. A
prova ¢ constructiva, portanto proporciona algoritmos eflcientes

para obter uma coloragio Stima.

TEOREMA 3.7 Seja G um grafo split-indiferenga com n vértices. Com

a notaglo anterior:

(a) Se G & uma clique, ou se G

GuU G tal que GNG = K e
1 2 12 1

G~N6 =K entioc
2 1 1

n—1i se n & par ou G = PQ

(B =

r- se n & impar = nzb5.

32



(k) S G = Giu qu C-J‘g tal que 61\62 = I{1 g GNG =K e
V(G&)ﬁ VCGQ) = ¢ entio

n—g gfe n & Iimpar, ou
x' (G = n & par, |V(G1) |¥n-2 e IV(GQD |£ns2
“n-i caso contrario

(c) Se G = GU GU G tal quse GG = K e GNG =K e
1 2 a 1 2 1 a =z i

V(Gi)'u V(G‘a') = V(@ entio

n-i se n & par, ou
e = n & fmpar e |V(G NG [+|V(G G| > S(n-1)-2
2 s 2 1 2
n caso contrario.
Prova: (a) Se G & uma clique o resultado vem do teorema 2.11.‘

Se G & a unlieo de duas cligques maximals entlo o grau maximo de G &
n—-1. Portanto, pelo teorema de Vizing, n-1 = 3'(G) = n.

Seja u o vértice tal gque (51\(32={u} e V.D vértice tal gue
Gz\Giﬁ{v}. G & subgrafo da clique de ordem n. De fato, ao

acrescentar a G a aresta (u,v) obtemos uma cllique com n vértlces.

Veja a Figura 3.5.

Figura 3.5: Grafo 6 split—-indiferenca tal que G=Giuc52

Se n & par, como ;;_"(Kn) = n—-1, entio x*(G) = n-1.
Sen & impar, utlilizamos © corclirio =2.50(11) para argumentar.
Este corolario estabelece que qualguer grafo obtido eliminando, no

maximo, 1-2A -1 arestas de um grafo regular de ordem impar, & de
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Claszse 2. Sendo que 1%i-2(n-13)-1 para nz=hH, temos que ' (G¥=n =e
n=5,

Obzerve Jque © Unico grafo split-indiferenga que possul a
estrutura dada e trés vértices € o caminho P:—.\'

Assim. se G & a unlio de duas cliques maximals, basta
acrescentar a aresta (u,v), colorir a clique resultante e

retira—-la em seguida, para obter uma coloragio Stima de G.

(b)Y Neste caso, o grau miximo de G ¢ n-2. Portanto,
n-2 = (G £ n-1.

Observamos gque Ga & uma clique de ordem p = n—=2. Se p & impar
ent o x'((’iz') = x'(sz') = n—2. Podemos colorir (’52 utilizando n—-Z
cores e tal gque em cada vértice exista uma cor nido representada.
Como estas cores sfo todas distintas, podemos extender a coloragio
de Gz aq grafo G, colorinde as arestas (u,x) para todo er(Gi\Gz)
com esSsSas cores. Anal ogamente para as arestas Cv,yd

v YEV(GS\62>' Como V(Gi)ﬁV(GS) = ¢ nlo precissamos de novas cores

Logo, x'(GY = n—2.

Se p & par, consideremos a seguinte partigio de V( (":‘2):
V=G InViG ), V. =sVWEINVWEIWG ) & V =VIGINVIG ), & sejam
1 1 2 2 2 1 3 a 3 2
Ci,Cz =] Cﬂ os subgrafos induzidos por \/1.\/2 =] Va respectivamente.
Suponha que |V1 |<p2 e |V9|£p/2. Construa em 6‘2 um
emparelhamento perfeito tal gque nehuma aresta possul seus dois

extremos no subgrafo Ci ou no subgrafo C.a. Veja Figura 3.6.

Fi gura 3.6: Emparelhamento Perfeito em (‘52.
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‘Utilizando o teorema 3.1 podemos atribulr cores diferentes as
arestas deste emparelhamento & completar a coloragioc de G;. Coma
Gz = Kn—z entio x'(C—‘»z) = n-3. Para extender esta coloragio de (‘52
ao grafo G utilizamos o segulnte procedimento que precissa de mals
uma cor, lsto &, da cor p = n—2. Seja (x,y> uma aresta pertencente
ao emparelhémehto construldo iniclialmente. Se xEV1 e era entio
trocamos a cor de (x,y) pela cor p & As arestas (u,x) = (y,v)
atribuimos a cor inicial de (x,y>. 5Se xe\/’1 & yevz. colorimos a
aresta (u,x) com a cor de (x,y?> & a aresta (x,y) com a cor p.

Analogamente, se er2 e er9 (veja a Figura 3.7).

Logo, x'(G)=x'(62)+1=n—2.

Figura 3.7: Coloraglo de G split—-indiferenga.



Para o caso IVi |>pr2z ou |V3l>p/z. suponha, sem perda de
generalidade, que 'Va|>p/z & consldere o subgrafo C:‘riut’:‘az.

Como (':‘»1LJ(5:'2 tem grau maximo n-2 entlo & subgrafo de Kn—i' Se
|Va |>ps2z  entdo IV1 |+ |V2 |fp-2 e |EC Kh_i) |- |EC Giuc':‘vz) [<p~z. Pelo
corolario 2.5011> (¢ GiuGZ) =n-1. Podemos, entio colorir Giuﬁz
colorlndo K“_1 e retirando as arestas acrescentadas. Para extender
esta coloraglo ao grafo G, as arestas (y,vd V yeva =30 coloridas
com as cores nfo representadas nos vértices y, sem preclssar de

novas cores. Assim, x'(G)=n-1.

Se |V1| { ps2 consideramos o subgrafo 62U63 e aplicamos o

procedimento anilogo.

(o) Se VCGi')LJVC(SZ)=V(G') entSo © grau maximo de G & n-1.
Portanto, n-1 = x"'(G> < n.

Se n & par como G & subgrafo da cligue de ordem n par, ent8o
x' (G =n-1.

e n & impar, dado que o grau maximo de G & n—-1 podemos
utilizar o tecrema 2.6. A condig¢fo necessaria e suficiente deste
teorema para o grafo G ser de Classe 2 & [E(G) |[>Als-zn]|. Como
JECG | = 12tn-1dn—{|V(G NG| + |V(EGNG)| + 1} entBo a condigio

-2 z 1
do teorema &
1.20n=-1dn—{ |V(G NG ) |+|V(G ~G > |} > 172(n-1>%. Portanto, se
2 3 2 4
|V(62\GS)|+|VCGZ\C51)| £ 172(n—-1)-8 entdo (G =n. Caso contrario
¥'(G) = n-1.m
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3.4 05 GRAFOS INDIFERENCA CLIQUE~COMPLETOS REDUZIDOS

3.4.1 CARACTERIZACAC DOS GRAFOS INDIFERENCGCA CLIQUE=COMPLETOS
REDUZIDOS

Seja G=(V,E> um. grafo Jqualquer; Mi"""ML as cligues
maximals de G; V(M{) e E(Mf) os conjuntos de vértices e arestas de

M.L. para i=1,...,1 = XL={1.8......1}.

Hamelink [10]1 define uma famillia de subconjuntos d4de V,
induzida pelas cliques maximais de G, cujos elementoz s8o os
conjuntos, VS’ definidos a sequir. Para todo subconjunto, nio
vazlo, & , de )(L

= s A b
\%  veV ~ ve ) VM) U ViMoo Y

s
ke ksXL\S

Assim, VS denota o conjunto de vértlces de G que pertencem
somente & interseglo das cliques cujos indices estio no conjunto
S. Para simplificar a notagfo escrevemos, simplesmente, S5=1,2,3 e

v para 5={1,2,3> e V

respectl vamnente.
123 {i,2,3> P

Como exemplo, considere o grafo da Figura 3.8 gue mostra um
grafa G com trés cliques maximals e subconjuntos S £ Xg indicados
na prépria figura. Se S nomela um vértice do grafo, gquer dizer que
V. #Z¢p e contém o vértice S. Temos entio, os conjuntos Vi.Vﬁy\ga.Vg

=
e Vﬂs nio vazlios & as demals VS' s = Xs’ vazlios.

i 123 3

12 z3

Figura 3.8: Partiglo clique de um grafo.



Hamelink demonstrou que os conjuntos VS’ 5 < Xl, nio vazlios,
formam uma partiglo de V e a denominou pariigéle cligue. Por este
motivo, as vezes, nos referiremos a VS como a regitédoe VS do grafo.
Observe dJque a reglio VS induz uma cligque em G, para Jgualdgquer

<
P = Xr

Doigs vértices v e w sio génmeos se ADJ(VWIIHYY = Adjlwiulwr.
Observe que dols vériices gémeos s8o0 adjacentes. Identificando
cada subconjunto de vértices gémeos de G em um Unico vértice
obtem-se © subgrafo reduzido de G, Mals formalmente, seja R uma
relagio de equivaléncia sobre os vértices de G definida por xRy se

e somente se X e y =30 vértices gémeos em G.

3 ¥ % .

O grafo G =G (V ,E ) denota o grafo que possul como canjunto

de vértices as classes de equivaléncia médulo R, Seja [x]1 a classe
»®

de equivaléncla determinada pelo elemento x, entd3o ([x],[yldeE =se

e somenté se (x,y)eE.

3¢
Chamaremos G de grafo quociente de G, Todo subgrafo H de G
tal que H & isomorfo a G* seri chamado de subgrafo reduszido. Por

definig¢8o, um grafo reduzido nio possul vértices gémeos.

Observamos que <sSubgrafos de grafos reduzidos ndc sio
necessariamenﬁe grafos reduzidos. Considere o grafo da Figura 3.9,
o subgrafo H gerado por {1,2,3,4) & um subgrafo n3o reduzido do
grafo indiferenga reduzido G.

-— —»
i 5

Figura 3.9 Um grafo indiferenga

(a
m‘
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Por construgio, tem—se que 6 & uym subgrafo induzideo de G.
Sendo que subgrafos induzideos de grafos indiferenga s8oc grafos
indiferenga, o grafo reduzido de um grafo indiferen;a & também

indiferenga.

O teorema 3.8 prova a unicidade da ordem indiferenga, no
seguinte sentido: um grafo indiferenca reduzido G admite

exatamente duas ordens indifereng¢a, uma inversa da outra.

TEOREMA 3.8 (Roberts [211) Seja G um grafo indiferenga reduzideo. A

ordem indiferenca & Unica.

Observe que a unicidade esti restrita aos grafos indiferenga,
pois no grafo K (Figura 3.8), que ¢ um grafo de intervalo
reduzido mas nio de indiferenga, qualguer permutagio das suas

cliques maximais & uma ordem linear.

de Mello [18]1 provou as seguintes propriedades em relagio

aos grafos reduzidos.

TEOREMA 3.9 (de Mello [18]) Dolis vértices de um grafo s8o gémeos

se e somente se pertencem ac mesmo elemento da partigio cligque do

grafo.

COROLARIO 3.10 Seja G um grafo. Ent3o H ¢ um subgrafo reduzido de

G =se e somente se os elementos da partiglo eclique de H sio

unitarios.

O grafo cligue, K(&), de um grafo G & o grafo interseclo das
cliques maximals de G. Um grafo G & cligue-completo =se K(G) for

um grafa completio.

O teorema 3.11, a seguir, mostra gue oS grafos
clique-completos que s8o indiferenga possuem um vértice universal,

isto &, um vértice gque & adjacente a todos os ocutros vértices do

grafo.



£,

TEOREMA 3.11 (Hedman [11]1) Todo grafo de intervalo qﬁe & clique-—

completo possul um vértice unilversal.

Portanto, sendo os grafos indiferenga uma subclasse dos
grafos intervalo, o teorema acima também & vialido para eles. C.P.
de Mello caracterizou os grafos indiferenga clique—-completos

utilizando a partigfo clique do grafo.

TEOREMA 3.12 (de Mello [181) Um grafo G & indiferenga cligue-
'completo com ! cliques maximals se & somente se os Unicos
subconjuntos S de )(L com VS * ¢ =80

1y,.44,8>,41,8,8>, ... .. B B A B I o M- SR B T = SO B g

{3,. .., 1>, ... LL1-1,13, (1.

COROLARIO 3.13 Seja G um grafo indiferenca clique-completo. Entfo

V<V < ... <V < v < Ll <V & uma ordem
4 12 12. . .1 z...1 L A

linear sobre a partigfo clique de G tal que regides gque contém

vértices de uma mesma cligque maximal s8o0 consecutivos na ordem.

Veja a Figura 3.10.

i 12 123 1234 234 34 4

Figura 3.10: Uma ordem indiferen¢a de um grafo

indiferenca clique—completo.

COROLARIO 3.14 (de Mello [181) Seja G um grafo indiferenga clique-—

completn., Se G contém 1 cliques maximais entlc a cardinalidade da

particlo clique de G & 21-1.

Observe que se G & um grafo indiferenga clique-—completo e

reduzido, a ordem linear sobre a partigio clique de G coinclide com

a ordem indiferenga, pols cada reglifo contém exatamente um vértice

de G.

40



3.4.2 INDICE CROMATICO DOS GRAFOS INDIFERENCA CLIQUE-~COMPLETO
REDUZI DOS

Para determinar o indice crdmatico dos grafos 1ndiferenca
clique—completos & reduzidos, determinamos primeiramente o numero

de arestas destes grafos, baseados nesta Gltima propriedade.
COROLARIO 3.15 Seja 6 um grafo indiferenga clique-—completo e
reduzide. Se G contém 1 cliques maximals ent8o o nimero de arestas

de G & m= 1-72(1-13(31-2).

Prova: Falaremos do vértice V_ do grafo ao inves da regllo VS que

5
contém apenas um vértice e denotaremos d( VS) ao grau do vértice
VS'
Temos que d( V12 k) = 1-1+k-1 = l+k—2 para k=1, e
d( Vk L) = 1-1+1-k = 21-k—-1 para 2=<k=l.
1 L
Entfo, m = 1,2 ¥}, d( V12. . .k) + a.-2), d( Vk. _ .L)
k=1 k=2
L L
m = 172 ¥, (1+k-8) + a-2F, (8l-k-15
k=1 k=
m o= a2 €1C1-2)+1/21(1+1) 411> %4121 (1~1)—C(1~-1)>

Logo, m = 1201 -1)3(31-2)m

TEOREMA 3.16 Seja G um grafo indiferenga clique-completo e
reduzido. Se G contém 1 cliques maximais, entfo o indice cromitico

de G & 2(1-1).

Frova: G possul um nmerc impar, 21-1, de vértices e o vértice
v & universal.

12. .. .1

O teorema 2.6 ecstabelece que G ¢ de Classe 1 se ¢ somente se
o nlimero de arestas m ¢ no maximo 8(1—1)2. Pelo corolério 3.15
m = 27201 -12(31l-28) = (1—1)2+1/zlil—1) e como 1-21] =% 1-1 entio G &

de Classe 1.m
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Para colorir um grafo 6 indiferenga cligue-completo e
reduzids, sendo gue G & de ox‘deJn impar, 21-1, =se G possul 1
cliques maximals, consideramos o subgrafo induzido H=G-v onde v &
um dos vértices extremos de G, isto &, Vi ou VL. Entioc H possui
2(1-1) vértices & grau maximo 2(1-1>-1, portanto, pelo tecsrema de
Vizing, 8(1-1)-1=% x'(& =Z2(1-1). Como H & subgrafo da cliqué de

ordem par K podemos construlr uma coloraglo egquitativa para

2d-1"
H com 2(1-1) cores tal gque cada cor ndo estd representada em dois
vértices de H. Suponha que v = VL e que a coloraglo & tal que as
cores hn80 representadas nos vértices {vi,viz......v > s8o

as mesmas cores ndo representadas nos vértlices {V12 Y, L

,VL__1 L}' entio es=za coloragio pode ser extendida ao grafo

colorindo as arestas (V Y VY, (V yVY L.,V Vv) com as
12. . .1 2...1 -1, 1

cores faltantes. Analogamente, se Vv =V1.

3.5 0S GRAFOS UNIZXO DE DUAS CLIQUES MAXIMAIS

. Seja G=(V,E) o grafo unlio de duas cliques maximals Kp e Kq.

Denotado também G = Kpu Kq.

Vamos supor dque Kpr‘i Kq s .

O conjunto de vértices de G resulta ser a unlfo de trés
conjuntos disjuntos, cada um deles induzindo uma clique:
V = V(K > N V(K D)

: p q

v V(Kq) ~ _V(Kp), e

VG ~ (VV 3 = VK > VK 3.

+ 8 P g

- b

v
4 a

If

li

2

Figura 3.11: Um grafo G unifio de duas cligques.
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Seja n o nuimero de vértices & A o grau maximo de G Se
KpﬁKq?ﬂrp entio todo vértice da eclique induzida por Vz £ universal

em G, portanto A = n-1.

TEOREMA 3.17 Seja G o grafo uniio de duas cligues maximais K &

P
Kq. com n vértices, m arestas & tal que Kpﬁ Kq # ¢ Ent3c o indice

cromatico de G &

n-1i sSe n & par ou
(G = n & impar e m<1,2Cn-132
n ge n & impar e m>i-z( n-1>2
Prova: Sendo que A = n-1, temos que n-1 = 3'(G) = n.
Se n & par, como G & subgrafo de uma cligue Kﬁ, entio

'

x' (G = n-1.
Se n & impar, pelo Teorema 2.6, 6 & de Classe & se e somente

se m > Al_i/zn_]. Logo, x'(3) = n se e somente se m > 12(n-1>%

Observe due se k=]V2] ent8c o nimerco de arestas de G &
m=1/2(n—1)n-l\/1| |V9', e a condicfio do teorema acima &, neste caso

1o2{n-1dn—-|V | |V_| > w2(n-132, que & equivalente a |V ||V |+,
11l 7a 1 3

Assim, se n & Iimpar ent8o 6 &€ de (lasse 2 se & somente se

|V | |V l((n—l)/z.
1 3

COROLARIO 3.18 Seja G o grafo unliio de duas eclligues maximals Kp =)
K, com n vértices., Se p = g & n & Impar, com a notag8o anterior,

entic G & de classe dois se = somente se |vil=|val=(1/2( n-13y3¥2.
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Neste capitulo temos provado gue o problema do indice
cromiatico pode ser resolvido eficientemente em algumas classes de
grafos indiferenca: os grafos split-indiferenga & indiferenga
cligue—completo reduzido. Tambem mostramos como determinar o
indice cromaticeo dos grafos unifco de duas cliques maximals., Assim,
a Figura 2.8 que mostrava a complexidade do problema em algumas

classes de grafos perfeltos fica como mostra a Flgura 3.128.
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NP-COMPLETO

Perfeito

Comparabilidade

Triangul ado-

Arvore

\\\\\\\\ﬁ’ Caminho

P
Permutagcio Intervalo Split
v
Cografo Indiferenga '
Uniao Duas Split-Indiferencga
Cliques
\4
Indif. Cligue-
T o — completo reduzido
- ~
~
~N
AN
Bipartido \/ \
Cliques \
\

Figura 3.18: Complexidade do Indice Cromatico.
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CAPITULO 4

O PROBLEMA DE COLORACAO DE ARESTAS NO CONTEXTO DE PROGRAMAGAO
MATEMATICA

Neste capitulo estamos interessados na abordagem do problema
de colorag8c de arestas através de programacio linear e a sua
relaglo com o'prablema de emparel hamentos.

Unma colorag8o prdpria das arestas de um grafo pode ser
definida como uma . particioc do conjunto de arestas em
emparelhamentos. Uma colorag8o & viidvel se e somente se arestas da
mesma cor formam um emparel hamento.

Assim, podemos formular o problema‘dé coloraéﬁo dtima como um

problema de cobrimento das arestas do grafo com o menor numero de

emparel hamentos.

4.1 O PROBLEMA DE EMPARELHAMENTO MAXIMO

Conslderemos um grafo G tal que cada aresta e tem associado
um peso c . O problema do emparelhamento de peso mdxime consiste
em determinar um emparelhamento MEE(G) em G tal gue a soma dos
pesos das suas arestas seja maximo. No caso de todas as arestas

ter peso 1 denomina-se emparelhamentc de cardinalidade mdxima.

O teorema a seguir, devido a Berge, & a base dos algoritmos
mals eficientes, exlistentes ate hoje, para determinar
emparel hamentos de cardinalidade maxima.

Deflnimos previamente a terminologlia necessaria.

Dado o grafo 6 & um emparelhamento M, um caminho em & se diz

al ternante relativo a M s as SUAS arestas pertencem

alternadamente a M & a ENM. Unm vértice v &€ dito exposto relativo a
M =se nehuma aresta em M & inpcidente em w». Um caminho em G & de

aumento relativo a M se & alternante e seus dolis vértices extremos

=80 expostos.
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TEOREMA 4.1 { Berge [31> Um empar el hamento M & de
cardinalidade maxima se & somente se nic existir um caminho de

aumento relativo a M.

A ideéia do algoritmo consiste em, a partir de um
empatrel hamento dado qualgquer, aumentar o tamanmnho de uma arvore de
caminhos alternéntes. enralzada em um vértice exposto. Se uma
folha da Arvore ¢ tambem exposta, entfo existe um caminho de

aumento.
A complexidade deste algoritmo & O(mn), sendo gque m & o

ntimero de arestas @ n o numero de vértices. .

Retornando ao problema geral de emparelhamento de peso
maximo, a formulag8o como problema de proéramagﬁo linear

binaria & a segulinte:

Maxc z c X
S.a. = x = 1 YveV{(G) (4.15

x =0,1 Veek(G) (4.2

onde &(v) & o conjunto de arestas incidentes no vértice v e xe=1

se a aresta e pertence aoc emparelhamento & x =0 caso contrario.
(=]

O programa linear obtido ao subspituir as condi¢ges (4.2
pelas condigBes xezO nic possul necessariamente solugldo &tima
inteira. Somente no caso de G ser bipartido a solugio & sempre
binAria, pois a matriz gerada pelas restrigfes (4.1) & a matriz de
iﬁcidéhcia vértice-aresta, que & totalmente unimodular se e

sumente s G for bipartido.

Os algoritmos polinomiais para este problema utilizam
impliclitamente uma descricio da envoltdria canvexa dos
enparelhamentos do grafo, através de desigualdades lineares.

Edmonds " [8]1 provou a seguinte caracterizag8o da envoltdria

conveXxa
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TEOREMA 4.2 Seja o grafo G=(V,E). Para UsV, seja E(U) o conjunto
de arestas com ambos extremos em _UA. O politopo definido pelas

restrigBes seguintes ¢ o casco convexo dos emparelhamentos de G

2 x =1 VvV (4.3
eeSH(v)Y @
5 < - ' -
T oemwe = LIVIE] YUsV tal que |U|23 e impar §4.4)
x = 0 Vecsk (4.5

As restrigdes (4.4) =80 validas pols em um emparelhamento

rcada aresta & incidente, no maximo, em dols vértices.

Ezsta caracterizaclio = o fato do pr‘oblemé de programacgio
linear estar na Classe P, n8c leva diretamente a um algoritmo

polinomial pols a caracterizagio contém um numero exponenclial (no

tamanho do grafo) de restrigdes.

O algoritmo polinomial para o problema de emparelhamento de
peso maximo, desenvolvido por Edmonds [5]1, utiliza dualidade para

certificar a otimalidade da solugB8o. Ele resolve o problema:

Max T ox
[-2= ™ & e
s.4a.
z x =1 YveY
eeSvY e
eerwi’e = LIVIE] VU=V tal gque |U[z3 e impar
x =0 Veck

O dual assocliado a este problema é&:

Min w = Zvevnv + ZUUUI/EJ Yy

: T+ Z y_ = cC vV ek
viesSivy v UieER MUY U &
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= 0 v veV

y, =0 vV UsV tal gue
jUlz3 e fmpar

O algoritmo mantém viabilidade primal e dual, e obtém a
otimalidade gquando as condig®es de folga complementar sio
satisfeitas. Em cada iteragio malor a cardinalidade do
emparelhamento & acrescentada. Isto ¢ felto resolvendo um problema
de emparelhamento de cardinalidade maxima. A complexidéde do
algoritmo & O(n‘). mas a estrutura de dados necessiria na
implementaglo & multo complexa. As implementagdes de Gabow [8] e

B

Lawler [15] tem complexidade otn’y .

4.2 O PROBLEMA DO INDICE CROMATICO

No contexto anterior, o problema de coloracio de arestas
consiste em determinar um cobrimento de cardinalidade minima das
arestas do grafo com emparelhamentos maximais, gque pode ser

formul ado como o programa segulinte:

C(IP) Min 1
s. a.
Ax = 1

» blnario

onde A & a malriz de incidénclia aresta-emparelhamento, isto &,
a =1 se a aresta 1 pertence ao emparelhamento j e ad=0 em Ccaso
1 8 1

contrario, & ¥ =1 se e somente se o emparelhamento j pertence ao
J

cobrimento.

Se consideramos a relaxag8o linear do programa acima,
obtemos © seguinte problema, denominado problema da coloragio

fraclonaria de arestas:

49



CLP) Min i
s.4a.
Ax = 1
x = 0

%
O valor dtimo deste problema, denotada yx (G, & chamado de

indice cromidticeo fracionario. O dual de (LP)Y &:

CDPF) Max 1y

s.a.

IA
>

vA
y':r"

!
o

que conslste em determinar um peso nfo negative y  para cada
&

aresta e de tal forma que a soma dos pesos das arestas emn cada

emparelhamento seja no maximo 1 e que a soma dos pesos de todas

as arestas seja maAxlimo,
"3
Claramente, % (@=Ex(6G) e pelo Teorema de Vizing X*CG)ﬁA(G)+1.

TEOREMA 4.3 Seja v(DP) o wvalor &timo do problema (DP). Se
viDPI>ACGE) ent8o x'(G)=A+1.

Prova: Observamos gque A(G2Vv(DP) pois uma soluglo vidvel para (DP)
& y;=1 para toda aresta eeé(v*1 onde v* & algum vértice de grau
maximo. Por dualidade, V(DP)=I*(G)EK'CG). FPortanto, se v(DP)>A(G)
entio x'(GI>A(G) e pelo Teorema de Vizing y’' (G =A(G)+1. 4

Aszsim, se VvIDPID>A(G) entio ' (G=A(G)+]L e se vIDPI=A(G) e
(LPY> admite soluglo &tima inteira entio x'(G)=ACG).

Embora o numero de colunas do problema (LP) possa aumentar
exponenclalmente com © tamanho de G, ele pode ser resolvido

efifcientemente.
Em efeito, o problema dual (DP) possui uma restricio por cada

emparel hamento maximal & a viabilidade de um vetor de pesos ndo
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negativos y pode ser verificada encontrando-se um emparelhamento
' de peso maAximg em G, Isto &, se o peso maximo € menor ou igual a 1
entio y & viidvel, caso contradrio o emparelhamento correspondente
define uma restri¢8so dual gue nio & satisfeita por y.

Como © problema de emparelhamento de peso maximo pode ser
resolvido em tempo polinomial, do resultado de Grdtschel, Lovasz
e Schrijver segue—-se que (DP) & (LP) podem ser resolvidos em tempo

polinomial pelo algoritmo do elipsoide.

" Desta forma, se X*CG)>A(G) ou  se x*CG'J:A(G) e exlste uma
solugBo &tima inteira para o problema (LP) ent8oc & possivel
encontrar uma coloraglio &tima das arestas de G em tempo
polinomial. O caso ainda nio resolvido & gquando x*(G)=A(G) mas as

solucdes Sdtimas de (LP) s80 fracionarias.

Uma abordagem para este caso consiste em adicionar ao
problema relaxado déSigualdades validas que =30 satifeitas por
todas as solugdes intelras de (LPY) mas n8o por todas as solugdes.
Seja P(G) o poliedro gerado pela envoltdria convexa do conjunto de
solugBes vidvels do problema (IP) e seja EU)Y com USV o
subconjunto de arestas com DS dois extremos em u. Um
emparel hamento pode cobrir no maximo [;/lelj arestas de E(W.
Stahl obbtém em [E83] © segulinte conjunto de desigualdades valldas
para P(G):

E%EM,HE'#¢ xja I |E'|/1}x2|U|J 1 vV UsV & (4.8
vV E'sE(W

onde xJ & a varlavel correspondente ac emparelhamento maximal MJ'

0O modelo gque resulta de acrescentar a (LP) as restricdes (4.6

contém um nimero exponencial de colunas e de restrigdes.

Unm caso interessante &€ quando U & impar e suas arestas formam

um clelo.
Se |U| ¢ impar & o subgrafo C=(U,E’') & um circuito entlo o

lado direito de (4.6) & [Yak+1)/k]=3 e obtem—-se o conjunto de

restrigdes de circuitos impares dado por
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zﬁeujrm#¢ Xj = 3 v ciréuito impar C 4.7
Eztas restrigdes, em dgeral, ndc =sido inmplicadas pelas
restric®es de (LP), a menos que |€|=3. Nemhauser e Park mostram em
{191 gque para um grafo 3-regular & suficlente adicionar ao
problema (LP) as>restrigﬁes de circuitos Iimpares para resolver o
problema de colorag¢io de arestas, o que n3o gquer dizer gue elas

definam P(G).
Seja v(ALP) o valor Gtime do problema  linear obtido

adicionando a (LP) as restrig@es (4.7).

TEOREMA 4.4 (Nemhauser e Park {[{181) Se G ¢ 3-regular e x ' (G)=4
ent3oc v(ALP)>3.

Oz autores também provaram o segulnte resultado.

TEOREMA 4.5 Se G=(V,E) & um grafo completo tal que |V|26 entdo as

restrigdes de circultos impares de tamanho 25 definem facetas para

P(G).

Alnda nio existe uma caracterizaclo dos grafos para os quals

estas restrigdes definem facetas.
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o



CAPITULO 5

UM MODELO DE PROGRAMACAO LINEAR PARA O PROBLEMA DE COLORAGAO DE
DE ARESTAS

Neste capitulo estamos interessados no estudo do problema de
coloragio das arestas de um grafo através de um modelo linear gque
utiliza a matriz de incidéncia vértice-aresta ao invés da matriz
aresta-emparel hamento., A vantagem & que o numero de colunas (e

linhas) da primeira ¢ linear no tamanho do grafo sendo gque na

tltima o nimero de colunas € exponesncial.

5.1 O MODELO LINEAR

Seja x k=1 e a aresta e recebe a cor k & = L=O no  caso
ak sk
contrario, =) seja K=i{1,23,.... ,A,A+13 o conjunto de cores

suficlentes para colorir um grafo de grau maximo A. A formulaglo

linear & a seguinte:

(P Min X

eER Xe,Aﬂ.
s.a. X %4 = 1 ¥ ek (4.8
= ek
pte =1 vV vaV, k=K (4.9)
esHoy ek
xek = 0,1 Y ek, keK (4.10)

as restrigfBes (4.8) impSem que cada aresta esk deve ser colorida

com uma Unica cor & as restrigBes (4.9 gque as arestas inclidentes

no vértlice veV devem ter cores distintas.
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Sob forma matricial o modelo &:

Min 1 xA4*t
s.4a.
I ¥ +1 %% + T S CoL ]
N x* <1
N xZ < 1
N x2 < 1
N X2 <y

Xk binario

onde I ¢ a matriz identidade dJde ordem |E]=m. N a matriz de
ineidéneclia vértice-aresta e Xk = CXﬂH}{ e e e ’ka)T'
Observamos que N & totalmente unimodular se e somente se o

grafao G € bipartido.

Substituindoe as condigdes de binariedade (4.10) por x;kzo
obtemos o problema relaxads (PR) assoclado a (P, Sejam viP) e
v(PR) o= valores &timos dos préblemas (P} & (FR) respectivamente e
x* a soluclo dtima de (P). Claramente, v(F>=0, Vv(PR)}z0O e

VCPRY Ev(P).

TEOREMA 5.1 Se v(PR)=0 e % & binaric entfo 3’ (G =A & se V(PRI>O
entio 3" (G)=A+1.

Prova: direta de v(PRI)=EV(P). &

Se viPRI=0 e x* & fracionario ndo & possivel conclulr o valaor

de 2" (6.
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5.2 RESOLUGAO DO MODELO LINEAR RELAXADO EM ALGUMAS CLASSES
DE GRAFOS

A idéia ¢ estudar experimentalmente o comportamento desta
formulag8o, como uma forma de explorar uma Justificativa para
aprofundar nela, no futuro. A estratégia consiste em resolver o
modelo relaxado (FR) & guando a soluglo obtlida n3do for inteira
resolver uma sequéncia de problemas. Cada novo problema & obtido
acrezcentando—se algumas das restriges (4.4) do politopo de
emparelhamentos ao problema anterior na sequéncia. Inicialmente,
Se |V| & impar acrescentamos as restrig¢Ses correspondentes a U=V,
Se a solugfo & novamente fracioniria ou |V| & par, os conjuntos U
considerados s8¢ tals gue contém arestas cujas varlavels sSo

fracionarias na solugfo do problema anterior.

Pdr outro lado, com o aobjetivo de induzir uma solugdo inteira
ezstudamos também o impacto de filxar inicialmente algumas
varidvels. Para ilsso, escolhemos um dos vértlices de grau maximo e
as arestas Iincidentes nele si30 coloridas com cores distintas. Seja
veV um dos vértices de grau méximo A em G entio para cada esed(v)
fazemos xek=1 para algum keK e xQL=O vV 1#k, escolhendo k de

T =1 -
modo que L e San 1 V essS0v).

A andlise computacional fol feita em 48 grafos, contendo
desde 6 até 50 vértices. Destes grafos 10 s30 bipartidos; 10 sio
triangulados, no sentido de Delsunay, sendo 6§ deles perfeitos; 10
=80 de comparabilidade; 5 sio grafos split (=] 5 s80
gplit-indiferenga. Além disso, foram consideradas as cliqueé Ks,
Kd.... e Kﬁz' Todos eles sf8o apresentados no apéndice. Chamanos BL
Tl =] (’.".,L i=1,...,10 os grafos bipartidos, triangulados e de
comparabllidade, respectivamente. Os grafos s=split =80 chamados

SL e os split-indiferenga SI_L i=1,..,5.

Oz problemas foram resolvidos utilizandoe o programa MPSX em

um computador IBM 9221-130. Os tempos s8c0 todos inferiores a dois

minutos de CPU.



Em primeiro lugar ¢ analisado o comportamente do modelo
relaxado . (PR) e em segulda comparado com os resultados ao fixar
as cores de um vértlce de grau maximo. Chamamos (P1) o modelo
resultante da fixag8o de variavels em (PR). HNas tabelas N1 até
N°S a segulr n & o nimero de vértices, m o ndmero de arestas, A o
grau maximo do grafo e = & o valor &timo. Na coluna x € indicado
se a soluglo & binarla ou nf8o (B = binéria, NB = nio binéria) =)
# A F. & o nimero de arestas com cores fracloniarias na solugio

Stima.

( PR) (P>

n m A z x  # A F. z x # AF
B & 8 4 o) B o) O B 0
B, ] & =] o B o O B o)
B, g 10 3 o B 0 o B O
B, 7 10 5 o B o o B s}
B, 7 iz 4 o) B o) o) B o)
B_ g8 1S 5 o) B o o) B o)
B, 8 =0 5 o) B 0 o) B o]
B, 25 32 5] O B O ¢ B o)
B, 30 40 7 0] B o o B o)
B,, 45 45 5 o) B o o) B O

Tabela N°1: Grafos Bipartidos
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(PR)

(P>

A,

n

)

)

M

NB

11

19
15
15

10

NB

NB

)

17

©
-

NB

0

NB

L9}
0

18

NB

0
4

R e R R R R R R

o
-t

Tabela N°2: Grafos Triangulados

(P

(PR

A,

A.

M

NB
NB

O I~
i

15
14

. N m
SRS SRS

NB

31

124

Q
0

2 0 2

43
75
48

Q
1}

M

NB

NB

40

3]

0
|

Yo g 3

-}

41

=24

12
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Tabela N°3:



(PR ( P1)
n m A z x 2 A F. z o # AF
S1 8 16 5 o) B O 0O B O
552 8 14 5 O E O O B O
Sa ia £8 g O NB 12 ] B O
S4 zZ0 57 iz O NB 44 O NB 8
Ss 28 102 16 0 NB 91 O NBE 70
51 7 =20 & O NB ig &) NE 1=
ST 2 8 27 7 0 NB 24 O NBE 15
151 10 34 8 @) NB 31 O NB 24
=1 12 51 10 O NB 48 O NB 36
SI, 10 40 g 0 NE cle ¢ NB 23
Tabela N°4: Grafos Split e Split-indiferenca
(PR2 ( Pi')
n m A z x # A F =z X # A F
K5 5 10 4 O NB 5 O NB &5
Ka 3] 15 5 O NE 8 O B 0
K7 7 21 5 O NB 19 O NB 18
Ka 8 28 7 0 NB 26 O B O
KD 9 35 8 ) NB 36 O NB 25
Km 10 45 9 O NB 42 O NB =29
K.u 11 55 10 O NB 55 O NB 44
Kié 1= 56 11 O NB 53 O NB 54
Tabela N°5: Cligques
Para os grafos bipartidos a solugfoc & sempre binaria.

Conzslderando o modelo relaxado (PR), dos grafos triangulados 6 tém

soluglo bindria & 4 fracionaria; dos de comparabilidade 7 tém

58



solugdo binaria & 2 nio; dos grafos split 2 tém solucdo binaria e

23 deles fraciondria; em todos os split-indiferenca a solugla &

fracioniria & também nas cligues.

No modelo (Pi) alguns dos problemas com solugdo fraclonaria

para (PE) conseguem uma solugdo inteira: T ,T ,T ,C, ¢ ,S5 ,K_ e
2’ s 10’ Ta 4’8" g

Ka' Mas, alguns dos problemas com solugfo binadria para (PR) ficam
agora fraclionarios: T;,CZ,C7 =3 CB. Portanto, para az classes
aqul consideradas pode—se conjecturar. que &€ convenlente comegar
com o modelo sem fixar variavels & s% no caso da soluglo resultar
fracionaria tentar induzir uma solugio inteira com este

procedimento.

Em seguida conslideram—se agqueles problemas para os quals nem
(PRY nem (F;) apresentam solugldo inteira e acrescentam-se a (P1)

as restricdes (4.4).

Igsto & felto ilterativamente, gerando—se uma sequéncla de

problemas PZ,PQ.P4,....etc, a partir de F’1 segundo a estratégia a
segulir.
Para obter F’,H_1 de F‘,L i=1,2,3,..... utiliza-se o procedimento

seguihtef

—Sejam LG J=1,..... yJ o= conjuntos de vértices da restrigio
(4.4 inclulidos no problema PL e seja W o conjuntb de vértices com

pelo menos uma aresta incldente fracionarla na solugdo dtima dele.

m‘
5y
[t

—-Se |W| & impar e WeU V j=1,...,J entfo U =W ,
A J1 t+l

obtido acrescentando a PL as restrig¢des geradas por L5+{

—Claso contrario, se W resultar com um numero insuficiente ou

inadequado de vértices, isto &, ,Lkl(S ou 'ULI par, pode-se:

(1> adicionar a W um dos vértices adjacentes a ele para obter a

cardinalidade adequada, ou eliminar algum dos vértices.
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(11> particionar W em varlos conjuntos UL de forma tal dJue para
cada UL: IULl seja impar e Ufﬂ% V j=1,...,7.

Acrescentar o conjunto UL ao problema PL para obter Phd. Se
tiver mals de um conjunto q-eles =30 acrescentados um por um, até
esgota-los, i1sto &, cada vezr gue adlciona-se um novo conjunto

gera—se um novo problema Pf

Se o nimero de arestas binarias {(com uma Unlica cor na solugio

Stimad de Pwa decrescer muito comparado com P enti8o escolher
1 L

outro UL para d4gerar P'1 Caso contrario acrescentar o seguinte
L+

conjunto Uf

Problema Pi Pz

z x # A F. z by # A F
Tp ] NB 4 O B o)
C5 O NE 7 O B
S4 o] NB 8 0 NB 13
Ss o NB 70 O NB 75
SI1 o) NB i= & B ¢)
312 O NB 15 o B o)
SI9 O NB =24 G NB g
SI4 o NB 36 O NS 38
51 o] NEB =3 ¢) NB ag
K5 O NBE ] = B O
K? ) NBE 15 3 B O
K9 O NB 25 4 NB =8
KQO O NB 29 6] NB 36
Ku. O NB 44 5 NB 44
K12 ) NB 54 6] NB 55

Tabela N°6: Restrig@iez adicionais



Na tabela N°6 apresentam—-se os resultados obtildos ao
acrescentar a (Pi) o conjunto U1 gerado pelos vértices com arestas
inclidentes fracionarias, isto &, arestas que tem mals do que uma

cor assoclada, no problema (Pi). O= resultados s8o comparados con

(F 3.
1

Asslm, dos 48 grafos 25 tém soluglo Iinteira no modelo (PR e
dos &3 restantes B consegem solugio biniria no modelo (Pi). Dos 15
grafos para os duals (Pi) tem soluglo fracionaria, para 6 deles o
model o (P2) apresenta solugfo binaria: os grafos Tp, Cs’ be SIf

K & K.
5 7

Nos outros problemas fol utilizado o procedimento descrito
anteriormente, gerando até um maximo de 10 probfemas (Fk).'Desta
forma, sé fol possivel encontrar soclugcdo binaria para Kp. Para
este tltimo, fol necessAirio resocolver & problemas Pi' Descrevemos a

segulir cada um destes problemas.

Dado gque na solugdo de (PR) todos os vértices tém arestas
fraclionirias, a exceglio do vértice que fol escolhido para fixar
vari4veis, resulta o conjunto W=(2,3,4,5,6,7,8,9>, mas |W|=8 que &
par. Adiclonando a W o vértice 1 oblemos Lh=v e acreséentando a

(P1) as restrigBes geradas por U1 obtem-se (Pz).

Na soluglo de (sz resultam s4 10 arestas binarias, das gquails

8 foram flxadas ao gerar (PR). Assim, temos que o conjunto W & o
mesmo  de (Pi). Portanto, eliminamos um dos vértices dele para
obter U2={3.4.5,6.7,8} e (PQ).

A zolugio de (Pab tem 12 arestas binarias e W & o mesmo de Pi
e FZ. Particionamos W em {&2,3,4>, +{5,6,7> e {8,9>. Como este

ltimo tem 8¢ dols elementos acrescentamos a ele o vértice 1.

O problema (P4) & obtido acrescentando a (PB) o caonjunto
Ug={8.3.4}. A solugBo contém &1 arestas binarias. A segulr,
adiclionamos a (Pq) o conjunto U4={5,5.7} obhtendo CP5). A =solucBo

tem s&% 12 arestas binarias, portanto elimina-se este conjunto do
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problema P5 e substitul —se por U4={1,8,9}. A nova soluglo de (P4)

tém 31 arestas binarias.

Da solugio de (P5) obtém-se W={(2,3,8.6,7,9r como |W|=5,
eliminando—-se [} vértlce 9 obtém—sea U5={2,3,5.5.7} gue &
acrescentado a (Fs) para obter (Pd}. A soluglo deste Ultimo &

binaria.

Para o grafo SI3 a melhor solug8o encontrada com esta
estratégla tem 3 arestas fraclonarias. Para os outros grafos o
nimero de arestas fraclondrias & grande (mais do que 50%).

Os grafos para os gquals nSo foram encontradas solugbes
binAdrias correspondem aos grafos mais densos, clidues e grafos que
contém uma cligque. Desta forma, a estratégla proposta nos

indica un caminho para continuar testando em grafos pouco densos.



CAFITULO &
CONCLUSDOES E PESQUISAS FUTURAS

Neste trabalho foli estudado o problema do indice cromatico
de dols pontos de vista. Partindo da teoria de grafos, utilizando
as propriedades estrubturals de algumas classes de grafos, e
estudando o problema geral do ponto de wvista da programagcio

matemitica.

Mostramos dque ainda em uma classe restrita de grafos, os
grafos indiferenga, nem todas as insténclias pertencem A mesma
classe cromitica. Ainda mais, provamos gque a pertinéncia de um
grafo split-indiferenga a Classe 1 ou a Classe 2 depende da sua
estrutura o mesmo acontecendo com os grafos unifco de duas cliques
maximals. Também provamos Jgue os Jgrafos indiferengca  cligque-

completo reduzidos =80 de Classe 1.

Em relagio a coloragdes com propriedades especlais, mostramos
que um grafo completo de ordem par possul uma colorag8o perfeita e
que nesta coloragio existe um ciclo hamiltoniano tal que todas as

arestas dele, menos uma, recebem cores distintas.

Una linha de pesquisa futura, que surge naturalmente, &
extender o calculo do indice cromidtico nas classes gque contenham
as agqul conslderadas. Os grafos split & os grafos de intervalo s8o
duas classes de grafos perfeitos gque apresentam propriedades

estruturals que poderiam resultar interessantes na coloragdo de

areastas.

0O modelo de programacio linear e a abordagem proposta para
sua soluclo foram estudados experlimental mente. Dos grafos.
utilizados na experiéncia computacional foram bem sucedidos os que
s8o pouco densos. Assim, ¢ interessante estudar em pesqul sas
nodelo proposto que sejam
também

futuras dezligualdades wvalidas para o

facetas da envoltéria convexa de soluges inteiras e

desenvolver estratégias andlogas para os grafos densos.
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APENDICE

Apresentamos neste apéndice o gratfos utilizados no

capitulo 5.

Grafos Bipartidos

Seja Bi.j o grafo bipartido completo tal que |V1|=i =) |V2I=j
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Grafos Triangulados
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Grafos de Comparabilidade
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