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Uma c o l o r a ç ã o  p r b p r i a  d a s  arestas d e  um g r a f o  é uma 

a t r i b u i ç ã o  d e  c o r e s  8 s  s u a s  a r e s t a s  t a l  que arestas a d j a c e n t e s  
I 

recebam cores" d i s t i n t a s .  O l n d i c e  crumAtico & o menor número d e  

c o r e s  n e c e s s i r i a s  p a r a  c o l o r i r  as arestas d e  um g r a f o .  O problema 

do  í n d i c e  cromAtico, i s t o  6 ,  d e c i d i r  se um graf-ü admi t e  uma 

c o l o r a ç ã o  d e  arestas com um n ~ m e r o  dado d e  c o r e s ,  é NP-completo. 

Um g r a f o  G d e  i n d i f e r e n ç a  se B o g r a f o  i n t e r s e ç ã o  d e  um 

c o n j u n t o  d e  i n t e r v a l o s  u n i t 8 r i o s .  Um g r a f o  B s p l i t  se O s e u  , 

c o n j u n t o  de vértices pode ser p a r t i c i o n a d o  e m  um c o n j u n t o  

independen te  e um c o n j u n t o  que  induz  uma c l i q u e .  Um g r a f o  & 

c l ique-comple to  se s u a s  c l i q u e s  maxiniais se i n t e r s e p t a m  duas  a 

duas .  

Determinamos o l n d i c e  c rom&tico  p a r a  t r&s s u b c l a s s e s  d a  

classe dos g r a f o s  de  i n d i f e r e n ç a :  o s  y r a f o s  s p l i t - i n d i f e r e n ç a ,  as 

i ndi  f  er ençâ  c1 ique-compl e t o  r eduz i  dos  e os g r a f  o s  uni  Yss d e  duas 

c1 i ques  maxi m â i  S. 

Apresentamos um modelo l i n e a r  GinArio p a r a  um g r a f o  qua lque r .  

com um nbmero d e  c o l u n a s  l i n e a r  no tamanho do g r a f a  e propomos uma 

e s t r a t & g i  a h e u r l  sti ca p a r a  r e s o l  v&-1 o.  Estudamos exper imenta l  mente 

o comportamento d a  h e u r l s t i c a  e m  algumas classes de g r a f o s  e 

conje turamos que  ela  p e r m i t e  r e s o l v e r  bem o problema e m  g r a f o s  

pouco densos .  
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A proper  e d g e  c o l o u r i n g  o f  a g r a p h  is a n  ass ignment  o f  

c o l o u r s  t o  its e d g e s  s u c h  t h a t  adjaciont edges  have  d i f f e r e n t  

c o l o u r s .  The c h r o m a t i c  i n d e x  is t h e  minimum number o f  c o l o u r s  

needed t o  p r o p e r l y  c o l o u r  t h e  e d g e s  o f  a graph.  The c h r o m a t i c  

i n d e x  problem, i .  e, t o  d e c i d e  whether a g r a p h  admi ts a p r o p e r  e d g e  

c o l o u r i n g  w i t h  a g i v e n  number of c o l o u r s ,  is NP-complete. 

A g r a p h  is i n d i f f e r e n c e  i f  i t  is t h e  i n t e r s e c t i o n  g r a p h  of a 

set of u n i t a r y  i n t e r v a l s  i n  Lhe real l i n e .  A graph  i s  s p l i t  i f  i ts  

vertex set can be p a r t i t i o n e d  i n t o  a s t a b l e  set and a set t h a t  

i n d u c e s  a c l i q u e .  A g r a p h  is c l i q u e - c o m p l e t e  i f  n a  t w o  of its 

m a x i m ã l  c l i q u e s  are d i s j o i n t .  

W e  f i n d  t h e  c h r o m a t i c  i n d e x  f o r  t h r e e  s u b c l a s s e s  o f  

i n d i f f e r e n c e  g raphs :  s p l i t - i n d i f f e r e n c e  g r a p h s ,  c l i q u e - c o m p l e t e  

r educed  i n d i f f e r e n c e  g r a p h s  and g r a p h s  t h a t  are Lhe u n i o n  o f  t w o  

maxi mal c1 i q u e s  . 

W e  p r e s e n t  a zero-one  l i n e a r  m o d e l  for a n y  g r a p h  w i  t h  a 

1 i nea r  number of  columns i n  t h e  s i z e  of  t h e  g r a p h  and w e  p r o p o s e  a 

h e u r i s t i c  s t r a t e g y  f o r  s o l v i  ng i t. W e  test computa t i  o n a l  y t h i  -â 

h e u r i s t i c  i n  s o m e  classes of g r a p h s  and w e  c o n j e c t u r e  t h a t  i t  

solves w e l l  Lhe problem i n  g r a p h s  w i t h  l o w  d e n s i t y .  
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CAPÍTULO 1 

I NTRODUÇÃO 

Uma coloração prdpria das arestas  de u m  yrafo t uma 

atribuição de cores as  suas arestas t a l  que duas arestas 

adjacentes recebam cores d is t in tas .  O Cndice crorilrxtt ico & O menor 

número de cores necessárias para colorir  as  arestas de u m  grafo de 

forma t a l  que arestas adjacentes tenham cores dis t intas .  

Neste trabalho abordainos es te  problema para algumas classes 

r e s t r i t a s  de grafos do ponto de v is ta  da teoria  de grafos e o 

problema geral da perspectiva de programação matem~tica. 

O resultado mais importante relat ivo a es te  problema .& o 

Teorema de Vizing C261 que estabelece que o indice cromático de um ' 

grafo B igual ao grau mAximo do yrafo ou ao grau mAximo mais um.  

LovAsz e Plummer E171 apresentam uma prova construtiva deste 

teor ema que propor ci  ona u m  a1 gor i tmo pol i nomi a1 par a col or i r 

qualquer grafo com u m  número de cores igual ao grau maximo mais 

u m .  Assim, o problema ainda não resolvido B decidir se um grafo 

pode ser colorido com u m  número de cores igual ao seu grau máximo. 

Leven e Galil mostram e m  C161 que e l e  B NP-completo para grafos 

r egul ares. 

Uma das linhas de pesquisa e m  torno do índice crc~mático 

conds t e  em estudar este parámetro e m  classes r e s t r i t a s  de grafos. 

Existem algoritmos ef icientes  para os grafos bipartidos C 81 e para 

os grafos completos C261. Outra linha de pesquisa dedica-se ao 

estudo de colorações que apresentam propriedades par ti cul ar es.  Uma 

contribuição deste trabalho r3 uma coloração denominada perf e i  ta.  

Trata-se de uma coloração &tima que cont&m pelo menos u m  

emparelhamento perfeito onde todas as arestas possuem cores 

diferentes. Provamos que todo graf o completo possui uma c01 oração 

perfeita. 



Um g r a f o  B perfeito quando t o d o  s u b g r a f o  i n d u z i d o  

c01 o ração  dos  s e u s  v & r t i c e s  com número cromát i  c o  i g u a l  

d a  m a i o r  c l i q u e  e B d e  comparab i l idade  se admi te  uma 

t r a n s i t i v a  d a s  s u a s  arestas. C a i  e E l l i s  m o s t r a m  

NP-completeza do  i n d i c e  cromiitico p a r a  estas classes. 

Uma s u b c l a s s e  dos  g r a f o s  p e r f e i t o s  é a c l a s s e  

admi te  uma 

ao tamanho 

o r i e n t a ç ã o  

e m  C41 a 

dos  g r a f o s  

i n d i f e r e n ç a .  Um g r a f o  B d e  indi feren~ct se e5 o y r a f o  i n t e r s e q ã o  d e  

um c o n j u n t o  d e  i n t e r v a l o s  u n i t i i r i o s .  Um g r a f o  é s p l i t  se o s e u  

con jun to  d e  v & r t i c e s  pode ser p a r t i c i o n a d o  e m  um c o n j u n t o  e s t á v e l  

e um c o n j u n t o  que  i nduz  uma c l i q u e .  A classe dos  g r a f o s  s p l i t -  

i n d i f e r e n ç a  cont&m o s  g r a f o s  que  são s p l i t  e i n d i f e r e n ç a .  

N e s t e  t r a b a l h o  determinamos o í n d i c e  c romá t i co  p a r a  esta 

61 ti m a  c1 asse u t i  1 i zando uma c a r a c t e r i z a ç ã o  estr u t u r  a1 

desenvolv ida  por S z w a r c f i t e r  C241. A prova B c o n s t r u t i v a  e 

proporc iona  a l g o r i t m o s  e f i c i e n t e s  p a r a  c o n s t r u i r  a c o l o r a ç ã o .  

O s u b g r a f o  reduzido d e  um g r a f o  é o b t i d o  i d e n t i f i c a n d o - s e  

cada  subcon jun to  d e  v é r t i c e s  g&meos e m  um ún i co  v é r t i c e .  Um 

g r a f o  c L ique-compLe to B a q u e l e  c u j a s  c1 i q u e s  m a x i m a i s  se 

i n t e r s e p t a m  duas  a duas .  Baseados na s  p rop r i edades  e s t a b e l  e c i d a s  

por d e  Mello e m  C181 com r e s p e i t o  aas g r a f o s  i n d i f e r e n ç a  c l i q u e -  

completo r e d u z i d o s  provamos que  o 1 n d i c e  crorngti ç o  é i g u a l  ao g r a u  

mbximo do  g r a f o .  Tambem determinamos o i n d i c e  c rom9t ico  dos  g r a f o s  

g r a f o s  que  são u n i ã o  d e  duas  c1 i yues  m a x i m a i  S .  

Outra  abordagem do  problema t a t r a v é s  d e  programação l i n e a r .  

Uma c o l o r a ç ã o  d e  arestas pode ser d e f i n i d a  como uma p a r t i ç ã o  do  

con j  un to  d e  arestas e m  emparel hamentoâ. A s s i  1x1, podemos fo rmula r  o 

problema d e  c o l o r a ç ã o  ó t ima  como um problema de  cobrimeirto d a s  

arestas do  g r a f o  com o menor número d e  emparelhamentos. Em v i s t a  

da  r e l a ç ã o  e n t r e  estes d o i s  problemas as f ormul a ç õ e s  d i s c u t i  d a s  

na l i t e r a t u r a  consideram a m a t r i z  d e  inc id t snc ia  arestâ- 

emparelhamento. N o  programa 1 i near  o b t i d o  as cond ições  d e  

b i n a r i e d a d e  d a s  va r iAve i s  s ã o  r e l a x a d a s  e embora o número d e  

co lunas  aumente exponencia lmente  com o tamanho do  g r a f o ,  ele pode 



ser reâol \ r i  do eficientemente pelo a1 gori tmo do e1 i psoi de. O caso 

ainda não resolvido e2 quando o valor btimo do programa relaxado B 

igual ao grau mhximo mas a solução &tima B fracionhria. Uma 

abordagem consi s t e  em acrescentar ao programa re l  axado 

desi gual dades vá1 i das que são s a t i  sf e i  t a s  por todas as  sol uções 

in te i ras  do programa linear mas não por todas as  soluções. Esta 

es t r  at&gi a t e m  r esul tado adequada par a d i  versos problemas 

combi natori a i s  C 203 , quando as desigualdades geram f acetaâ da 

envoltória convexa das s o l u ~ õ e s  in te i ras .  Stahl obtém em C231 um 

conjunto de desigualdades: vA1idas para o problema do indice 

cromático que contém uma restr ição para cada subconjunto de 

v& ti ces de car d i  na1 i dade i mpar . O modelo assi m obti do cont&m 

u m  número exponencial de colunas e de restrições.  

Neste trabalho formulamos u m  modelo l inear que u t i l i z a  a 

matriz de incid&ncia vértice-aresta do grafo ao invés da matriz 

aresta-emparelhamento. A vantagem B que o nrímero de calunas é 

l inear no tamanho do grafo. Para o caso do valor btimo deste 

programa resultar igual a zero mas a soluçYo ser fracionária,  

estudamos experimental m e n t e  o compor Lamento de uma heur i sti ca 

baseada e m  acrescentar i t e r a t i  vamente ao modelo relaxado somente 

a1 gumas das desigual dades vá1 i das deter m i  nadas por Edmonds C 51 

para o pr obl ema de empar e1 hamentos . 

Aplicamos a estratBgia proposta a u m  conjunto de grafoâ de 

diversas classes e OS resultados permitem conjeturar que e l a  pode 

ser bem sucedida para grafos que são pouco densos. 

Descrevemos, a seguir, a distribuição deste trabalho. 

No Capl tu lo  2,  apresentamos o Teorema de Vizing e os 

resultados encontrados na 1 i teratura relat ivos A complexidade do 

pr-ublrnia do i ndi ce cromhti co. 

No Capitulo 3, consideramos o problema e m  t r&s  subclasses dos 

gr af os i ndi f er ença: os gr af os spl i t -i ndi f er ença , os gr af os 

i ndi  f er ença c1 i que-compl e to  reduzi dos e os gr af os uni  ão de duas 

c1 iques maxi mai s. Determinamos o 1 ndice cromático para cada urna 

destas classes. Aqui mostramos Lambem que todo grafo completo de 



ordem par  pos su i  uma c o l o r a ç ã o  p e r f e i t a .  

N o  C a p i t u l o  4, apresentamos e d i s cu t imos  a r-esoluçYo do 

programa l i n e a r  p ropos to  na  l i t e r a t u r a .  

N o  Capl t u 1  o S.  propomos um o u t r o  model o. tambkm 1 i nea r  , e uma 

e s t r a t & g i a  h e u r i  s t i ca  p a r a  t e n t a r  resol ve-1 o .  E s  t udanios 

exper imenta l  mente o comportamento d e s t a  heu r i  sti ca e m  um c o n j u n t o  

de yra fos  de at& 50 v & r t i c e s .  

Fi na1 mente, no Capl tu10 6, apresentamos as conc lu sões  d e s t e  

t r a b a l h o  e s u g e r i  m o s  d i  reçaes p a r a  f u t u r a s  peâqui s a s .  



1 . 1  D E F I N I  ÇaES E NOTAÇOES B A S I  CAS 

Um grafo G B c o n s t i t u i d o  por um c o n j u n t o  f i n i t o  não  v a z i o  

V=VC G) e o u t r o  c o n j u n t o  E=EC G) d e  p a r e s  &o ordenados d e  e lementos  

d i s t i n t o s  d e  V. 0s e lementos  d e  V s s o  chamados v é r t i c e s  e os d e  E 

s ã o  as arestas d e  G. U m a  a r e s t a  é denotada  p e l o  par  Cu,v) de 

v&rtices. A s s i m ,  o s  v & r t i c e s  u e v s ã o  o s  extremas d a  a r e s t a ,  e 

são d i t o s  i n c i d e n t e s  a ela e a d j a c e n t e s  e n t r e  si. 

Um g r a f o  pode ser v i s u a l i z a d o  a t r a v & ç  de uma r e p r e s e n t a ç ã o  

no p l ano ,  na  qua l  o s  v é r t i c e s  correspondem a pontos  d i s t i n t o s  no 

p l ano ,  enquanto  que  a cada  aresta Cu, v> é a s s o c i a d a  uma l i n h a  

.un indo  os pontos  co r r e sponden t e s  a u e v. 
8 

O complemento d e  um g r a f o  G E3 o g r a f o  que possu i  o m e s m o  

c o n j u n t o  d e  v & r t i c e s  d e  G e p a r a  t o d o  par  d e  v é r t i c e s  d i s t i n t o s  u - 
e v d e  G, Cu,v) & uma aresta d e  G se e somenLe se Cu ,v )g  E. 

Um sub$ru jo  H d e  um g r a f o  G & um g r a f o  t a l  q u e  VCH)CVCG> e 

ECH)EECG). Se, a l e m  d i s s o ,  ECH> for o c o n j u n t o  d e  arestas d e  G que  

t e m  ambos os extremos e m  VCH) e n t ã o  H B subg.rafa i ndua ido  por 

VI H ) .  

O g r a f o  G-v, o b t i d o  do  g r a f o  G p e l a  r e m o ç Y o  do  v é r t i c e  v B o 

s u b g r a f o  i n d u z i d o  p e l o  c o n j u n t o  V\v. 

O g r a u ,  dCv), d e  uin v B r t i c e  v B o número de arestas que  

inc idem e m  v. Um g r a f  o B reguZar de g r a u  k ,  quando t o d o s  as s e u s  

v&rtires possuirem o mesmo g r a u  k. 

O si mbolo A deno ta  o maior g r a u  d e  um v é r t i c e  d e  ti. 

A viziinhança ou adj 'ac4ncia  d e  um e lemento  v ,  AdjCv), B o 

c o n j u n t o  de v&rtices a d j a c e n t e s  a v. 

Dois g r a f o s  G e H s ã o  i somor jos  se e x i s t i r  uma função  

b iun lvaca  f :  VCG) --bVCH) t a l  que  CU,W)EECG> se e somente se 



Uma seqii&ncia d e  v é r t i c e s  u v  . . . . v t a l  que  f v . ,  v .  I ç E ,  
1 2  k J J + i  

1 I j 5 k  & denominada caminho d e  v a v  Se t odos  as v B r t i c e s  do 
i k' 

caminho forem d i s t i n t o s ,  o caminho é simples. O v a l o r  k-1 B o 

comprimento do  caminho. Um ciclo & um caminho u u onde u =v 
1 2 k i k  

e kZ3. 

Uma corda d e  um caminho é uma aresta e n t r e  dois v é r t i c e s  vi e 

v  ta l  que i# j+l  e iP j -1 .  
j 

Um caminha e n t r e  u e v  sem c o r d a s  é d i t o  induzido. O caminho 

i n d u z i d o  por k v é r t i c e s  é denotado  P e o c i c l o  i n d u z i d o  por k 
k 

, v B r t i c e s  B denotado  C 
I 

k' 

Um g r a f o  G & conexo se e x i s t i r  um caminho e n t r e  cada  par  d e  

vér ti ces d e  G. Denomi nam-se corrrponen t es conexas <ou componentes2 

d o  g r a f o  G aos subg ra foâ  maximais de G q u e  s e j a m  conexos. 

Um g r a f o  completo ou cLigue B a q u e l e  c u j o â  v é r t i c e s  s ã o  d o i s  

a d o i s  a d j a c e n t e s .  O g r a f o  completo  com n v é r t i c e s  & denotado  K . 
n 

Um conjunto independente é um subcon jun to  d e  v é r t i c e s  d o i s  a  

do i  s não ad j a c e n t e s  . 

Um g r a f o  G B bipartido quando o s e u  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  V  

puder s e r  p a r t i c i o n a d o  e m  d o i s  c o n j u n t o s  V1 e V2, t a i s  que  t o d a  

aresta d e  G une um v é r t i c e  d e  V a o u t r o  d e  V .  Um g r a f u  bipartide 
1 2 

completo possu i  uma aresta p a r a  cada  par  de v & r t i c e s  u e v ,  sendo  

que  uçV e V E V .  e V e iV , I=s  e n t s o  o g r a f o  b i p a r t i d o  
i 2 

completo é denotadq K . 
r ,  a 

Um conjunto parcialmente ordenado ou uma ordem parcial C S .  5) 

c o n s i s t e  d e  um c o n j u n t o  não v a z i o  S e uma r e l a ç g o  b i n á r i a  5 e m  S 

que  t6 r e f l e x i v a ,  a n t i s s i m é t r i c a  e t r a n s i t i v a .  Se, a l é m  d i s s o ,  

qua i squer  d o i s  e lementos  x e y d e  S são t a i s  que  ou x l y  ou ysx,  

e n t ã o  CS.53 é uma ordem l i n e a r .  



Um emparelhamento e m  G & um c o n j u n t o  d e  arestas com extremos 

d i s t i n t o s  duas  a duas .  Um emparelhamento m.dximo é a q u e l e  que  

possu i  um n6mero mAxinio d e  arestas. Um emparelhamento e m  G B 

perfeito quando c o b r i r  t o d o s  o s  v é r t i c e s  d e  G. 

A classe dos  problemas d e  d e c i s ã o  c u j a  s o l u ç ã o  pode ser 

encon t r ada  por um a l g o r i t m o  e m  tempo po l inomia l  no tamanho d a  

e n t r a d a  B denotada  por P. O s imbolo  NP deno ta  a classe dos  

problemas d e  d e c i s ã o  que  possuem um c e r t i f i c a d o  s u c i n t o  à r e s p o s t a  

S I M  d o  problema,  reconhec ida  por um a l g o r i  tmo pol inomia1 no 

tamanho da e n t r a d a .  

Um problema e m  N P  i+ completo se qual  quer problema e m  NP puder 

ser p o l i  nomi a1 mente t rans formado  a e1 e. E s t e s  prdbl  e m a s  per tencem 

A c1 asse dos  pr  ob l  emas NP-comple tos. 



CAPITULO 2 

O PROBLEMA DE COLORAÇXO DE ARESTAS NO CONTEXTO DA TEORIA DE GRAFOS 

Uma coloração das arestas d e  um grafo G é uma atribuição de 

cores A s  arestas  de G. Uma coloração é própria se arestas 

adjacentes possuem cores diferentes. Se uma colorasão u t i l  i za k 

cores ela  & d i t a  uma k-coloraç%o. 

O indice cromático de G ,  x D C G > ,  15 o menor nfrmero de cores 

necessárias para colorir  as  arestas  de G de forma t a l  que arestas  

adjacentes possuam cores diferentes. Uma cal oração prbpr i a que 

u t i l i z a  x'CG> cores & chamada coloração d t i m .  

A Figura 2. i mostra Cal 

coloração ótima para o grafo G, 

C a) coloração prbpri a 

uma coloração pr6pria e Cb) uma 

denomi nado pi r & m i  de. 
\ 

2 3 

C b)  coloração dtima 

Fi gur a 2.1 .: Coloração pr 6pr i a e bt i  m a  de G. 

Se uma aresta  C u,u) possui a cor k ,  diremos que a cor k es tá  

representada nos vkrtices u e u. 

Observamos que se o grau rnhximo de G B A então x 'CG) I A. 



I l u s t r a m o s ,  a s e g u i r ,  a d e f - i n i c s o  a c i m a  de terminando u i n d i c e  

crorniitico d e  a l g u n s  grafxos s i m p l e s  e Gern conhecidos .  

TEOREMA 2.1 O i n d i c e  cromiit ico d e  um g r a f o  caminho P c o m  n  
n 

v é r t i c e s  é 8. 

Prova: O g r a u  d e  P B 2, p o r t a n t o  x'CP l I 2. Para  o b t e r  uma 
n i-l 

c o l  o r a c ã o  com duas  c o r e s  B auf  i c i  e n t e  a1 t e r i l a r  e s s a s  duas  c o r e s  

na s  arestas, ao longo  do caminho. i 

TEOREMA 2.2 O i n d i c e  c romá t i co  d e  um g r a f o  c i r c u i t o ,  C , c o m  1-1 
11 

v k r t i c e s  esta dado por 

se n & par 

Prova: O g r a u  d e  C & 2, p o r t a n t o  x 'CC > 2 2. Se 1-1 é par  e n t ã o  
r3 n 

duas  c o r e s  são s u f i c i e n t e s ,  p o i s  a1 ternam-se e s s a s  duas  r o r e s  na s  

arestas ao longo  d o  c i r c u i t o .  Quando n  B írnpar , p r e c i s a - s e  de unia 

terceira c o r  p a r a  e v i t a r  que  a p r i m e i r a  a r e s t a  c o l o r i d a  e a ú l t i m a  

possuam a m e s m a  c o r .  i 

2.2 O TEOKEMA DE VI ZING E O PROBLEMA DE CLASSI FI CAÇÃO 

2.2.1 0 TEOREMA DE VIZING 

A t é  1964 o s  melhores l i m i t e s  conhecidos  d o  í n d i c e  cromhLico 

d e  um gr a f  o  8 qual  que r .  d e  g r a u  máximo A, cir am 

A p r i m e i r a  d e s i g u a l  dade é t r i  v i  a1  , e a segunda f o i  provada 

por Shannon e m  1949 C22I. Em 1964, Vizing C261 mostrou que  a 

segunda d e s i g u a l  dade pode ser s u b s t i  t u i  d a  por 2' C G l  I A+1. 



Se G é u m  grafo colorido com as cores a , .  . . , então 

denotamos HCcii,P> o subgrafo de G induzido pelas ar-estas cuja cor .+ 
a ou /3. Observe que cada componente de HCa,/31 deve sei- um 

caminho ou u m  c i rcui to  de comprimento par. 

Seja G u m  grafo de grau m&ximo A. Então A 5 2'lGj I A+$. 

Prova: A primeira desigualdade é t r i  via1 . Para provar q u e  

2' C G> 4 A+l o autor uti l izou indução no número de arestas de G. A 

id&a B provar que s e  todas as arestas de G, menos uma delas, 

.podem ser coloridas com A+l cores então existe  unia co lo ra~ão  para 

todas as arestas de G com A + l  cores. 

Suponha que cada aresta de G foi colorida com uma das A+l 

cures dadas, com a única exceção da aresta e =vw . EntYo deve 
1 1  

ex i s t i r  pelo menos uma ror não representada no vf-rtice v, e pelo 

menos uma cor nso representada no vkrtice w . Se alguma cor nYo 
1  

es ta  representada n e m  em .v nem em w entYo es ta  cor pode ser 
i' 

util izada para colorir  a aresta e o que completaria a prova. 
1' 

Caio contrario. se ja  a uma das cores não representadas em v e se ja  

(3 #a uma das cores não representadas em w . A prova continua 110s 
1  1  

t r & s  passos seguintes: 

Passo 1: Seja e =vw a aresta incidente o v.&-tice v q u e  tem 
Z 2 

atribuída a cor 5. Esta aresta deve ex i s t i r  pois, caso contr-Ario, 

a cor não es ta r ia  representada n e m  em v nem em w 
1 ' u que 

levaria  a uma contradição com a hipc5tese in ic ia l .  Ein seguida, 

apaga-se a cor da aresta  e e associa-se a cor à aresta  e . 
2 1  

Veja a Figura S. SCaj. 

Pode-se assumi i que os v&ti ces v, w e w pertencem ã m e i r n a  
1  2 

componente do subgraf o HC a .  f3 j pois, caso contrário, poderiam-se 
1  

intercambiar as cores das arestas na coniponente que cont&m -to sem 
2 

a l te ra r  a cor da aresta  e .  I s to  implica em que a aresta e pode 
1  2 



ser colorida a ,  completando desta forma a coloraç3o de  G. Assim, a 

situação i- como na Figura 2. 2Cb3. 

Figura 2.2C a) : Passo 1 -~eor'erna de Vizing. 

Figura 2.2C bl : Passo 1 -Teor ema de V i  zi iig. 

Passo 2: Seja /3 Zf3 uma das cores não representadas e m  w . Pode-se 
2 i 2 

assumir que a cor /3 estA reprentada em w pois, caso contrgrio 
2 

poderia-se completar a coloraqão de G colorindo e com a ror (3 . 
2 2 

Portanto, seja  e =vw a aresta  incidente em v que possui a cor l j  . 
3 3 2 

Então, apaga-se a cor da aresta e e associa-se a cor (3 A aresta 
9 2 

e . Pela r n e s i n o  argumento do passo 1 , podemos supor que os ver ti çes 
2 

v. w e w pertencem A mesma coniponente de H C a , p  > .  A Figura 2. 3 
2 3 2 

mostra a nova situação. 



Passo 3: Repetindo o procedimento anterior , obter emos 

eventualmerite um v&rtice w adjacente ao v&rtice v ,  t a l  que a 
k 

aresta  uw nLio e e s t A  colorida e alguma cor 
k 

p C i<k-1 j I-130 

representada em w Como antes, podemos assumir que 6s vcfrtices 
k' 

V ,  L e wi+* pertencern B mesma componente T de HC a ,  p . 3 .  Dado que w 

não es tá  representada em v ,  e 1 3 ~  não esth represeirtada e m  w .  , T 
L +i 

deve ser o caminho desde v a t& w. que passa pelo vgiortice w. e 
L+% L 

que b formado sb de arestas coloridas alternadamente i @ 

Cver Figura 8.41. Este caminho nYa contém w pois pi não 
k ' 

estA representada em w  
k' 

Figura 2 .4 :  Passo 3-Teorema d e  Vizing. 

* 
Se T & a componente de HCw.p .1  que contbrn o v&rtice w er1tYo 

k 
T e T* devem ser disjuntas. PortaAto, + pomsivel intercarnbiar as  

* 
cores nas  arestas de T e colorir a aresta v w  com a. m .  

1: 

O Teorema de Vizing estabelece que o lndice cromático de u m  

grafo G, de grau mbximo A, é A ou A + 1 .  Dado que para u m  graf'o 

qual quer, A pode ser determinado e m  OC I EC G> I > tempo, e que da 

prova da teorema surge u m  algoritmo eficiente para colorir  as 

arestas  de G com A- t l  cores, poder-se-ia pensar ser es te  teorema 

util izado para determinar X' í G 1  eficientemente. Infelizmente, i s so  

não é verdade, pois o problema de drcisYo "2' CG>=A ?" é 

NP-compl eto,  como veremos na seção seguinte. 



2.2.2 U PROBLEMA DE CLASSLFICAÇÁU 

O Teorema de Vizing C 1964) proporciona unia forma simples de 

c lass i f icar  os grafas em uma d e  duas classes. Um grafo G se diz 

que B de Classe i se 2' C G> =A e de CLasse 2 se 2' i  G) = A t l  . N a  seçCio 

anterior vimos que os grafos caminho são de C l a s s e  1 e que os 

grafoi c i rcui to  de ordrin lnipar sâo de Classe 8. (5 problema está e m  

aberto para a maioria de classes particulares de gral'os. 

Conjectura-se que a Classe 2 B reduzida. A base para es ta  

conjectura é estabelecida por Erdos e Wilson C61. Eles provaram 

que quase todos os grafos são de Classe 1 ,  no sentido que se PCnl 

B a probabilidade de u m  grafo aleatorio,  de n vért ices ,  ser de 

Classe 1, então PCn3 -b 1 quando n -bm. 

Parece natural esperar que quanto mais arestas u m  grafo 

possuir, mais provhvel ser& que e1 e pertença A C1 asse 2. Eiei neke e 

Wilson provaram uma cqndiçâo necessh-ia para urn grafo ser de 

Classe 2. Observe que o teorema & aplirhvel sc5 quando n B impar. 

TEOREMA 2.4 CBeineke e Wilâon C 1  1 1  Seja G um grafo com n v t r t i ces ,  

m arestas e grau máximo A. Então G B de Classe 2 se m > A p / z  n J .  

Prova: Se G B de Classe 1 entSo qualquer coloraçâo própria das 

arestas de G com A cores particiona o conjunto de arestas  em d 

conjuntos disjuntos. Mas, o nhmero de arestas de cada subconjunto 

nSo pode exceder i nJ, pois caso contrário, duas destas 

arestas seriam adjacentes. Portanto, m 5 dLi,a n J .  

A segui r ,  enunci amos a1 guns coro1 á r i  os deste teorema. 

COROLARI O 2.5. 

C i 1 Todo grafci regular d e  ordem impar é de Classe 2. 

i i i l  Seja H u m  grafo regular de ordem impar e grau m8xima A .  S e  G 

B qualquer grafo obtido de H eliminando, no máximo, u2d-1 

a i - c ~ t a s ,  e n t Y o  G G de Classe 2. 

Ciii l  Se H & u m  grafo regular de  ordem par e s e  G é qualquer grafo 

obtido de H inserindo u m  novo vért ice em qualquer uma das arestas 



d e  H ,  e n t % o  G é d e  C l a s s e  2. 

Outro  r e s u l  t a d o  i n t e r e s s a n t e  re1 a t i v o  ao problema de  

c l a s s i f i c a ~ ã o ,  p a r a  g r a f o s  d e  g r a u  rnAximo g r a n d e ,  é o s e g u i n t e .  

TEOKEMA 2.6 C H i l  t o n  e Johnson C 121 1 Seja G um gr -a fo  com 1-1 v & r t i c e s  

e g r a u  m6ximo A( G l  2- n-2. Se n B impar e n t ã o  G B d e  C l a s s e  2 se e 

&mente se (ECGI I > ACG) LIA n J ,  e se n é par  e n t ã o  G B d o  

C l a s s e  2 se e somente  se p a r a  algum vértice v E V( G) , A( G-VI =A( G l  

e IECG\v> (>ACG) LilnCn-I> J .  

'2.3 COMPLEXIDADE DO PROBLEMA DE COLORAÇÃO DE ARESTAS 

Em 1981 Holyer [: 131 provou q u e  o problema d e  d e c i d i r  se a 

í n d i c e  cromático d e  um g r a f o  3 - r e g u l a r  é 3 ou 4 & NP-completo, o 

q u e  i m p l i c a  que  o problema 6 NP-completo p a r a  um g r a f o  q u a l q u e r .  

H o l  y e r  c o n j e c t u r o u  n e s s e  t r a b a l h o ,  tamb&m, que  o problema an+l  ogo 

p a r a  grafos d e  g r a u  máximo A é NP-completo. P o s t e r i o r m e n t e ,  erri 

lQ83, Leven e G a l i l  C l â l ,  provaram esta c o n j e c t u r a .  

S .  3.1 NP-COMPLETEZA DO Í N D I C E  CROMATICO PARA GKAFOS REGULARES 

A t k c n i c a  u t i l i z a d a  é most ra r  uma redução  p o l i n o m i a l  d o  

problema 3-SAT, que  d e f i n i r e m o s  a s e g u i r ,  ao problema d e  d e c i d i r  o 

í n d i c e  c r o m A t i c o  d e  um g r a f o .  

C o n s i d e r e  uni c a n j  u n t o  d e  v a r i á v e i s  bool e a n a s  ui, . . . , u e os 
- - m 

s e u s  complementos u i , .  . . . ,u . I s to  8, c a d a  v a r i á v e l  
ui 

toma um 
m - 

valor v e r d a d e i r o  ou  f a l s b  e u. B v e r d a d e i r o  se e s o r n e i i t e  se u. f o r  
L L 

f a l s o .  Consi d e r  e, t arribem , um c o n j u n t o  d e  c1 áuâu l  a s  

C=CCi, Cz, . . . , C > n a s  vari áveis  u , . . . . u , c a d a  c l á u s u l a  C. 
ri i-n L 



consistindo de t r&s  l i t e r a i s  L 
ii* 

e 
'i3 

onde cada l i t e r a l  L é 
i j 

uma vari Ave1 u ou o seu complemento -; 
k k ' 

Uma cl&usula e d i t a  sat Lsfat iveL se  existe  uma atribuição d e  

valores, verdadeiro ou fa lso ,  para as  vari2iveis de t a l  modo que 

pelo menos u m  dos li t e r a i s  se ja  verdadeiro. O problema de 

3-satisfabilidade ou 3-SAT, consiste em determinar s e  exis te  uma 

atribuição d e  valores de verdade A s  variáveis t a l  que toda 

clhusula em C se ja  sa t i s fa t lve l .  

TEOREMA 2.7 CHolyer C 133 2 O problema d e  deterlni nar s e  o indice 

cromhtico de u m  grafo 3-regular & 3 ou 4 é NP-completo. 

A id&ia da prova k. a seguinte. Dada uma' instâiicia C do 

problema 3-SAT, constrói-se u m  grafo G que $ 3-colc~rlvel se e 

somente se C B s a t i s f a t i  vel . 

O grafo G & construido através da uni30 de "partes" ou 

componentes:, cada uma de1 as real i zando uma tarefa especi f i ca. 

Pares de arestas 1 evam i nf ormaç%o entre as d i  versas componentes. 

Em uma 3-coloração de G. estes pares de arestas ,  s e  diz que 

representam o valor verdadeiro se as  arestas possuem a mesma cor, 

e que representam o valor fa lso  s e  a arestas tiverem cures 

d is t in tas .  

O s  autores def-inem t r&s  tipos de componentes: uma associada a 

cada varihvel u uma para cada cláusula C . ,  e outra para os 
i ' - J 

l i t e r a i s  que são u, . Eles mostram como construir o grafo 5-regular 
L 

a par ti r de1 as ,  e m  tempo pol i nomi a1 . 

TEOREMA 2.8 CLeven e Galil C l f S 1 )  Dado u m  in te i ro  k ,  o problema de 

decidir se o i ndice cromAtico de u m  grafo regular, de grau k ,  é k 

ou k+l é NP-completo. 



2.3.2 NP-COMPLETEZA DO I N D I C E  CKOMATICO PARA O S  GRAFOS PERFEITOS 

Em v is ta  dos resultados anteriores, uma das linhas de 

pesquisa em torno ao íirdice cromAtico consiste em estudar es te  

parámetro em classes r e s t r i t a s  de grafos. Cai e E l l i s  mostram em 

C 41 a NP-completeza do problema de decisão associado ao indice 

cromático para os graf os regul ares de comparabi 1 i dade e por tanto 

para os grafos perfeitos. Eles, Lambem, provam a NP-compleza do 

problema para os grafos l iv res  de garra C K í P S ) .  

Um grãfo é perfei to  quando para todo subgrafo induzido o 

número cromático G igual ao tamanho da maior clique. 

-iL 

Seja G o grafo direcionado ou orientado obtido atribuindo uma 

orientação A s  arestas do g r a f ~  G,  não orientado. Se para cada par 

de arestas  Cu,u> e Cv,w> de G,  orientadas d e  u para v e de v para 
A 

w ,  ex i s t i r  a aresta  Cu,w> orientada de u para w,  entáo G é uma 

crrientaçda transitiva e G é u m  grafo de comparaõilidade. I s t o  é, G 

& de comparabilidsde s e  e somente s e  G admite u m a  orientação 

t rans i t iva  das suas arestas.  

TEOREMA 2.9 CCai e , E l l i s  C411 Dado k 1 3 in te i ro ,  determinar o 

indice cromático de u m  graf'o k-regular de cotnparabilidade é 

NP-compl eto. 

COROLARIO 2.10 Dado u m  in te i ro  k > 3, determinar o indice 

cromgtico de u m  grafo k-regular perfei to B NP-compl eto. 

Prova: Todo graf o de comparabi lidade & perfeito. e 

2.3.3 CASOS POLINOMI A I  S 

Embora, o problema do indice cromático resultar di f i c i l  , 
ainda e m  classes r e s t r i t a s  de grafos, existem algumas classes onde 

e1 e pode ser resolvido eficientemente. 

O índice cromático de u m  yraf-o completo K tem sido 
r1 



determinado por diversos autores, a saber: Vizing C 863 , Belizad, 

Lhartrand e Cooper 2 1  e Berge C 3 1  2 .  Apresentamos, a seguir,  urna 

prova construtiva desenvolvida por Fi oi-i n i  e W i  1 son. 

TEOREMA 2.11 CFiorini e Wilson C81> O indice cromBtico de u m  

grafo completo, K , estA dado por 
n 

s e  n tS par 

se n S irnpar. 

Prova: Observe que ~ ' f  K 1 2 1 pois o grau de cada v&rtice & 
n 

n-l . 
Se n B ímpar, então o maximo número de aresta* que & possivel 

colorir com uma mesma cor & unCn-l> , caso cont-rhrio duas destas 

arestas seriam adjacentes. A s s i m ,  o m&xirna numero de arestas  em K 
n 

& 1/2Cn- l>~. ' IK 2 .  D e  outra parte, o número de arestas  de K & 
n n 

wzin-ljn. Portanto, x ' C K >  2 n. Para provar a igualdade, os 
n 

autores mostram urna Iorrna de construir uma coloração pr-bpria com n 

cores. Para i sso ,  os vértices de K âYo colocados na forma de u m  
r' . 

poligono regular e as arestas deste poligono são coloridas cada 

uma com uma cor d is t in ta .  As outras arestas são coloridas 

atribuindo a cada uma delas a cor uti l izada na aresta paralela 

com rola na f ronteira .  N a  Figura 2.5  i lustra-se o caso n=5. 

Figura 2.5: Coloração dtirna de K 
5 

O casa n = 2 B t r i v i a l .  Se n > 2 e par- ,  escolhe-se u m  vértice 

qualquer, v ,  de K e o subgrafo induzido K -v, que B um yrafo 
ri n 



completo com n-1 v&rt ices,  G colorido da forma descrita acima. Em 

cada vértice há exatamente uma cor não representada, e as cores 

não representadas sao todas diferentes. A s  arestas de K 
n 

incidentes e m  u sYo coloridas utilizando estas  cores f ã l  tanteç. i 

A Figura 2. €3 mostra o caso n=6. 

Figura 2.6: Coloração ótima de K 
6' 

h grafos bipartidos completos são outra classe de grsfos 

onde o índice cromAtica pode ser determinado eficientemente. 

Fiorini e Wilson apresentam, também, para es te  caso uma prova 

construtiva. 

TEOREMA 2.12 O índice cromhtico de u m  grafu bipartido completo, 

K , B max € r , s ) .  
r . 6  

Prova: Suponha, sem perda de generalidade, que rls. Assim, 

Z'CK 1 2 r .  Para provar a igualdade os autores construem uma 
P s S  

r-coloração, da seguinte forma: os r v&rtices são colucad~s  em uma 

linha horizontal e os s vSrtices em outra linha horizontal, abaixo 

da primeira. A coloraç9ia é obtida atribuindo cores às arestas 

incidentes e m  cada um dos s v&rtices. E m  cada v&rtice as arestas 

são consideradas na direção horSria e utilizando as  cores 

€1.2,. . . , r) ;Ç2,3, .  . . . , r , 1 ) ; .  . . . . . . ; e < s  , . . . ,  r , 1 ,  . . . ,  s-13. A 

Figura 2.7 mostra a coloração para K d e 3 .  

Este resultado segue, tamb&n, corno coro1 &ri  o d i re to  do 

Teorema de  K & n i  g , a segui r .  



Figura 2.7: Coloração dtima de K 
4 , s -  

TEOREMA 2.13 (Teorema de Kclnig) Seja G u m  yrafo bipartido com grau 

mhximo A. EntYo 2'CGj = A. 

Prova: Konig uti l izou induçIlio no núrnero de arestas de G. 

Claramente, é suficiente provar que s e  todas as  arestas  de  G, 

menos uma delas, são coloridas usando, no mAximo, A cores, então 

ex i s t e  uma A-coloração para todas as arestas de G. 

Suponha que cada aresta  de G possui uma das A cores, com a 

única exceção da aresta  e=vw. Então deve ex i s t i r  pelo menos uma 

cor nYo representada no vértice v, e pelo menos uma cor nYo 

representada no vkrtice w. Se ex i s t i r  urna cor não representada em 

ambos vértices v e w. então pode-se u t i l i za r  esta  cor para colorir 

a aresta e, e a prova es ta r ia  completa. Caso contrário, seja  a 

uma das cores não representadas e m  v, @#a uma das cores não 

representadas em w,  e HCa,/3> o subgrafo conexo de  G formada pelo 

v&rtice w e todos os vértices e arestas  de G que podem ser 

alcançados desde w por u m  caminho consistente s 3  de arestas  

coloridas a ou f3. Como G ta bipartido, a subgrafo H C a , ( 3 >  não pode 

conter o vhrtice v, e portanto podem-se intercambiar as cores a e 

p neste subgrafo sem afetar v ou a coloração restante.  Logo, a 

aresta C v , w >  pode ser colorida com a cor a ,  completando, aâsirn, a 

a coloração de G. i 
I 

Fi  na1 mente, apresentamos na Figura 2 .8 ,  junto com as relações 

de pertinência de algumas classes de grafos perfeitos,  a 

complexidade do problema do i ndi ce cromStico r e s t r i t o  a estas 



classes. Denotamos A -b B se a c l a s s e  B d e  g r a f o s  est8 c o n t i d a  na 

classe A. 

Um g r a f o  d e  compa rab i l i dade  é de permutaçth se o s e u  g r a f o  

compl ementa d t a m b é m  de comparabi 1 i dade.  

Um g r a f o  B d i t o  s e m  P4 ou cografo se não cont&m s u b g r a f o s  

i n d u z i d o s  isomc5rfos a o  caminho P . 
4 

Um g r a f o  triangulada B a q u e l e  em que  t o d o  c i c l o  i n d u z i d o  de 

comprimento m a i o r  d o  que  t rês  possu i  uma corda .  

Um g r a f  o  t r i a n g u l a d o  & chamado spl i t se o  seu. complemento f o r  

t r i a n g u l  ado.  Os g r a f  o s  s p l  i t , t a m b é m  s ã o  c a r a C t e r i z a d o s  como 

a q u e l e s  g r a f o s  c u j o  c o n j u n t o  de v 4 r t i c e s  pode ser p a r t i c i o n a d o  e m  

um c o n j u n t o  i ndependen t e  e um c o n j u n t o  que  induz  uma c l i q u e .  

O g r a f o  interseçao de uma f arnilia F d e  c o n j u n t o s  & o g r a f o  

o b t i d o  assoc iando-se  um v & r t i c e  a cada c o n j u n t o  da f a m i l i a ,  e 

d e f i n i n d o  uma aresta e n t r e  d o i s  v & r t i c e s  se e somente se o s  

c o n j u n t o s  c o r r e s p o n d e n t e s  se i n t e r â e c t a m .  Um g r a f o  & d e  intervalo 

se é o g r a f o  i n t e r s e ç ã o  de um c o n j u n t o  de i n t e r v a l o s  da  r e t a  r e a l .  

Se o s  i n t e r v a l o s  s ã o  u n i t A r i o s  e n t ã o  o  g r a f o  i n t e r s e ç ã o  é 

denominado g r a f o  d e  intervalo prdprio, intervalo unithrib ou 

indiferença. 



NP-COMPLETO 

Bi par ti d o  

P e r f e i t o  I 

1 
ngul a d o  

I n t e r v a l o  Sp l  i L 

I n d i f e r e n ç a  

U n i  A o  Duas 

C1 i ques  
1 

Spl i t -I nd i  f er e n ç a  

I nd i  f . C1 i que- 

comple to  r e d u z i  d o  

F i g u r a  2.8: Complexidade d o  í n d i c e  Crómátiço em 

A1 gumas C1 asses d e  G r  af os Per f ei t o s .  



CAPÍ TULO 3 

O S  GKAFOS I NDI FERENÇA 

N e s t e  c a p l  t u 1  o cons ideramos o p r o b l  e r n a  do i ndi  re r r o m i k t i  c o  e m  

t r&s ' s u b c l a s s e s  d a  classe d o s  g r a f o s  i n d i f e r e n ç a :  as gr -a fos  

s p l  i t -i ndi  f e r e n ç a ,  os y r a f  os i ndi  f  e r e n ç a  cl ique-campl eto r e d u z i  d o s  

e os g r a f o s  u n i ã o  d e  d u a s  c l i  ques  m a x i  m s i  s. 

N a  seção 3: 1 apresen tamos  algumas caracteri eaçBes dos g r a f  o s  

i ndi  f er ença .  

A seção 3.2 t ra ta  de d o i s  t i p o s  d e  c o l o r a ç õ e s  q u e  usaremos 

na  coloração d o s  g r a f  os a n t e s  menci onados.  Apresentamos a 

c o l  o r a ç ã o  e q u i  t a t i  vã  e n c o n t r a d a  na  1 i ter  a t u r a ,  e d e f i n i  m o s  a 

c o l  oração per  f  ei ta .  

N a  s e ç ã o  3 . 3  determinamos o i n d i c e  cr-oriifrtiro dos g r a f o s  

s p l i t - i n d i f e r e n ç a ,  u t i l i z a n d o  uma c a r a c t e r i z a ç Y o  e s t r u c t u r a l  

p r ó p r i a  d a  â u b c l a s s e .  A s e ç 5 o  3 . 4  e â t b  d e d i c a d a  aos g r a f o s  

i n d i f e r e n ç a  c l i q u e - c o m p l e t o  r e d u z i d o s  e a s e ç % o  3.5 aos g r a f o s  

uni50 de d u a s  c l i q u e s  maximais. 

3.1 CARACTERI z A Ç ~ E S  DOS GKAFOS I NDI FERENÇA 

N o  c a p l  t u 1  o a n t e r  i or f o i  def  i n i  d o  um y r  af o i ndi  f er e n ç a  c o r n o  

a q u e l e  q u e  2. o g r a f o  i n t e r s e ç ã o  de um c o n j u n t o  de i n t e r v a l o s  

u n i t A r i o s  n a  reta r e a l .  A F i g u r a  3.1 mos t ra  um g r a f o  i n d i f e r e n ç a  e 

s u a  r e p r e s e n t a ç â o  por i n t e r v a l o s  uni  t A r i  os. 

Um r e s u l t a d o  d e  k o b e r t s  que  apresen tamos  a s e g u i r ,  

c a r a c t e r i z a  os g r a f o s  i n d i f e r e n ç a  e m  t e r m o s  d a s  s u a s  c l i q u e s  

maxi m a i  S. 

TEOREMA 3.1 i Rober t ç  C 21 I 1 Urn graf-.o & de i nd i  f eretiça se e somente  

se a d m i t e  uma ordem l i n e a r  s o b r e  s e u s  v & r t i c e s ,  na  q u a l  os: 

v& ti ces c o n t i  d o s  e m  uma m e s m a  c1 i q u e  m a x i  m a l  são c o n s e c u t i  vos.  



re ta  real 
f 3 

2 .  5 

4 ci 

Figura: 3.1 Um grafo G indiferenqa e a sua representaçYo 

por i nter val os uni  tá r  i os. 

Uma ordem linear sobre os vértices de u m  grafo que sa t i s faz  a 

condição da teorema acima é chamada o r d e m  indiferença. 

Os graf os indiferença foram tamb&rn caracterizado-: por Koberti: 

e m  termos d e  âubyrafos proibidos. 

TEOREMA 3.2 CRoLerts L21 1 > 0s grafos indiferença são 

exatamente os grafos de intervalo que nYo cont&m K como 
1 . 9  

subgrafo induzido. Veja Figura 3 .2  

Figura 3.2: O yrafo K 
* &  3 

3.2 COLORAÇOES DE C L I W E S  DE ORDEM PAR 

Diversos autores têm estudado o problema de coloração das 

arestas de um graf o compl eto,  tarnb&in denominado um-f ator i zaçao do 

grafo completo, desde o s&culo passado. A publicação m a i s  antiga, 

devida. a Kirkman l141, data de 1847. Porkm, pela relação deste 



problema com o problema dos 'torneios, B posslvel que ele teirlra 

si do ronsi derado ainda mais cedo. 

A1 gunâ dos trabal hos têm si do dedi cados ao desenvol vi mente de 

a1 gor i t mos ef i ci  entes par a col or i r uma c1 i que, como foi mencionado 

no capi t u 1  o anterior . Outros estudam questões re l  aci onadas r u m  

col orações que apresentem pr opr i edades par ti cul ares . A1 gumas 

destas questões sYo: Quantas arestas em cornum podern ter  duas 

colorações prrfprias de urna clique de ordem par?, Qual é o maior 

número de arestas coloridas com cores d is t in tas  que contém u m  

c ic lo  hamiltoniano em uma coloração prbpria de uma clique?, Qual é 

o maior núinero de cores diferentes em u m  emparelhamento perfeito 

em qual quer col or ação pr bpr i a? 

Nesta seçYo estamos interessados em colorações 6tirna.s de uma 

cl 1 que de ordem par, Kn, que apresentam emparel harnentoâ perfeitos 

onde as arestas possuem todas cores d is t in tas ,  e tamb&m em 

pr opr i edades das col orações pr rfpr i as com n cores . Wool br i ght C 283 

provou que e m  qualquer col orat;ão própria de K C 1-1 par) existe  urn 
n 

empar e1 hamento per f e i  t o ,  com 2 ar es tas ,  t a1 que n/z-1 de1 as 

possuem cores d is t in tas .  

3. .S .  1 UMA LOLORAÇnO P E R F E I T A  

Um subgrafo de uma clique K colorida G chamado totalmente 
n 

muLticoLorido se todas as  arestas do subyrafo possuem cores 

di f er entes. 

knonii naremos coLoraçiPa per f ei ta a urna col uraçãu bti  ma que  

contem pelo . menos u m  emparelhamento perf e i  t o  to ta l  mente 

m u l  t i co l  or i  do. 

TEOREMA 3.1 Existe uma coloração perfei ta  do grafo completo 

K de ardem par. 
n 



Prova: S e j a m  v*, v-, . . . .  un o s  v & r t i c e s  de .  K . N o s  
n 

r e f e r i r emos  A a r e s t a  C vi, v .  ) . simplesmente como a a r e s t a  C i , j ' j  
J 

pa ra  f a c i l i t a r  3 notaçâo.  

Considere  a s e g u i n t e  ma t r i z  s i m e t r i c a  Mn. onde m. . & a co r  da 
L J 

aresta C i ,  j'1. 

O s  e lementos  da diagcmal p r i n c i p a l  não in t e r e s sam,  p o i s  o 

g r a f o  nSo t e m  c i c l o s  e lementares .  

Observe que 

C i )  r&. = C2ii-1) mod C n - l > + C  j-111 rnod Cn-1) 
~j 

se 1 5  i 5 h-2, j # 1-1-i e J :i i. 

C i i i )  mibnei = C2Ci-1) 3 mod Cn-1) pa ra  i = 1 , e , .  . .  ,n-1. 

( i v )  = C 2 i  I-1) 1 mod C n-1'1 pa ra  2 5 i I n-1. 

A matriz M r e p r e s e n t a  uma c o l o r a ç ã o  & L i m a  de Kn. p o i s  e m  
n 

cada l i n h a  e cada co luna  os elementos  s ã o  t a d o s  d i s t i n t o s ,  

por t a n t o  arestas a d j a c e n t e s  possuem c o r e s  d i f e r e n t e s .  A 1  e m  d i  são, 

solnei-ite n-1 c o r e s  s ã o  u t i  1 i zadas  . 



Para KIP a matriz M é a seguinte 
1 2  

Em uma coloração perfei ta  existem n/z arestas coloridas com 

cada cor k, 

Para k i mpar as arestas coloridas com a cor k são: 

" C 1 , k+l  > , C 2 ,  k) , 13 ,  k-1 , C 4 ,  k-21 , . . . . . , C fk/z1, fk /z l+l>  , 

" C k72, n-11 , C k+3, n-21 , . . . . . . . . . . , C n/z+ Lk/z_l, n/z+ Lk/zJ + 8 3  , 

" e a aresta  C n/n+ Lk/nJ +l , n1 . 

Para k par as arestas coloridas com a cor k sSo: 
" C 1 , k+l 1 , C 2, k> , C 3, k-1> , . . . . . : C k/2, k/2 +SI , 

" C k+2,  n-11 , C k+3, n-2) , . . . . . . . , C n/z+k&, n/z+k/z+l> , 

" e a aresta  Ck/z+l,n) 

Considere o conjunto f ormâdo pelas arestas C 1.21 . C 2.33 , 

( 3 . 4 1 ,  . . . . , C n-1 , n j  localizadas na segunda diagonal da matriz M n . 

Sabemos que m. = 2Ci-1) mod Cn-11 + 1. Portanto, ~ , i + i  



Logo, os p r imei  roâ n-2 e1 e r n e ~ i t o s  d e s t e  c ù n j u n t o  de arestas 

possuem cores d i f e r e n t e s .  A aresta Cn-1 , n >  tem a c o r  impar n-3, 

i s t o  é, a m e s m a  cor d a  aresta Cn/z-l,n/z> 

SeJa R o s u b e o n j u n t o ,  do c o n j u n t o  a n t e r i o r ,  formado p e l a s  

arestaâ C 1 . 2 )  , C 3,4) , C 5 , E I  , C 7 ,  S),. . . . . . . . , C n-1 , n) . Então  k B um 

ciripcri- a1 1-iamen to  p e r  f ei t o  par  a K . 
H 

Quando n/z é ímpar t o d a s  as arestas d e  K possuem cores 

d i f e r e n t e s ,  p o i s  a aresta Cnh-1  , n h >  não p e r t e n c e  a R. P o r t a n t o ,  

. R  & um emparelhamento p e r f e i t o  total mente mul ti c01 or i  do. 

Se n/z é p a r ,  t a n t o  a aresta Cn/z-1,nízj q u a n t o  a a r e s t a  

Cn-1,n) per tencem a R. S u b s t i t u i n d o  as a r e s t a s  C l ,21  , ( 3 , 4 >  e 

C n-1 , n) p e l a s  arestaâ C 3, n-11 , ( 2 . 4 )  e 1 n obtemos um 

emparel hamento p e r f e i t o  t o t a l m e n t e  mul ti col o r i  do ,  p a i s  a  a r e s t a  

C3,n-23 t e m  a m e s m a  cor d a  aresta ( 1 . 2 1 ,  a  a r e s t a  C2,4> p o s s u i  a , 

m e s m a  cor da aresta Cn/z+2, n/2+3> q u e  n ã o  p e r t e n c e  a R,  e a 

aresta C 1  , n >  t e m  a cor d a  aresta Cn/z.n/z+l> que tamlbm não 

p e r t e n c e  a R. A s s i m ,  a c o n j u n t o  R E- t o t a l m e n t e  m u l t i c o l o r i d o .  r 

P a r a  K o c o n j u n t o  €C1,12> ,CZ,45 ,C3,11)  .C5,81 ,C7,81 ,C8,101> 
i2 

de'fi  n e  um emparel  hamento p e r f e i t o  t o t a l m e n t e  mul ti c o l  or i do, e a 

c o l o r a ç ã o  dada  pela m a t r i z  Mlz. é p e r f e i t a .  

P a r a  K t e m o s  q u e  o c o n j u n t o  CC1,2> , (3.41, C5.61, C 7.81, 
14 

C9,10), C . 1 ,  , 4  tamb&m b um emparelhamento p e r f e i t o  

t o t a l m e n t e  m u l t i . c o l o r i d o  e Mie p r o p o r c i o n a  uma c o l c r a ç Y o  p e r f e i t a .  

COROLARIO 3.2 A c o l o r a ç ã o  b t i m a  da c l i q u e  K , d e  ordem p a r ,  
73 

r e p r e s e n t a d a  p e l a  m a t r i z  M , d o  teorema a n t e r i  a r ,  cont&m um 
n 

c a m i  r,ho d e  cornpri mentu n-2 t o t a l  mente mul ti cola- i do. 

Prova: A s  n-2 arestas C 1 . 2 )  , C S , 3 >  , . . . . . , C n-2, n-1) , locali  zadas: na 

segunda d i a g o n a l  da m a t r i z  Mn formam um caminho em K n , e t o d a s  

possuen cores d i s t i n t a s . n  



COROLARIO 3.3 A c o l o r a ç ã o  6 t i m a  da c1  i que  K , de ordem p a r ,  
n 

r e p r e s e n t a d a  pela m a t r i z  M , cont&w um c ic lo  hamilt.oniar:o con  1-1-2 
n 

cores d i f e r e n t e s .  

Prova: C o n s i d e r e  o c i c l o  formado por t o d a s  as arestas da segunda 

d i a g o n a l  d a  m a t r i z  M e a aresta C I ,  n)  . 
n 

Observamos q u e  o emparelhamento p e r f e i t o  to ta l  mente 

m u l t i c o l o r i d o  do t e o r e m a  3.1 não  é o finico q u e  p o s s u i  essa 

coloração. 

Quando nyz & ímpar ,  o u t r a  emparell-iamentu, com as mesmas 

p r o p r i e d a d e s ,  esta c o n s t i t u í d o  p e l a s  arestas l o c a l i z a d a s  n a  
I 

segunda d i a g o n a l  d e  M , nYo c o n s i d e r a d a s  no  teorema e 
n 

a c r e s c e n t a n d o  a aresta C l , n > .  I s to  6 , as a r e s t a s  

C 2.3) , (4.5) , C 5.6) , . . . . , C 11-53, n-3) , e (1 , n> . TambBrn, as a r e s t a s  

1 oca1 i zadas na di agonal  que  começa na  pos i  ç á o  C I , n/z+ll  e a c a b a  na  

p o s i ç ã o  C n/z, n >  f o r m a m  um emparel  hamento p e r f e i  t o  t o t a l m e n t e  

mul t i c o l o r i d o .  

P a r a  n/z p a r ,  os c o n j u n t o s  de a r e s t a s  c o n s i d e r a d o s  acima 

a p r e s e n t a m  exa tamente  uma cor r e p e t i d a .  Efe tuando  â u b s t i  t u i ~ s o  de  

algumas a r e s t a s ,  c o m o  n a  p rova  d o  t eo rema ,  podemos obter 

emperel  hamentos c o m  as c a r  ac ter is t i  caâ d e s e j a d a s .  N u  c o n j u n t o  

d e f i n i d o  p e l a s  arestas C 2 , 3 > , ( 4 , 5 >  , . . . . . . . ,  ín-2 ,n-1)  e C1 ,n j  as 

a r e s t a s  C 1  , n )  e <n/z ,n /z+l> possuem a cor n-1. S u b s t i t u i n d o  as 

a r e s t a s  C2,3) ,C4,5> e C 1  , n >  p e l a s  arestas C1,2) ,C3,4) e Cn-1 , n l  

obtemos um c o n j u n t o  t o t a l m e n t e  mul t i c o l o r i d o .  P a r a  o c o n j u n t o  

C 1 , n/z+l) , C 2,  n/z+Sl , . . . . . . , C n/z-1, n) , a s  a r  estas C n í d ,  w . i r~>  e 

Cn/z,n) possuem a cor 1-1-'2. N e s t e  c a s o ,  cons ide ramos  as al-estas d a s  

cli agonai  s v i  zi nhaç c o m  esta.  A s  ar estas ( 1 , n/z> , ( 2, n/z+1> , . . . . , 

C n/4, s/dn-1, e ç t Y o  calor i das com as cores i mpar es n/z-1 , n/z-3, 

n/z-5,. . . . . . n-3 r e s p e c t i v a m e n t e ,  e as a r e s t a s  C n / ~ + l ,  3ían4-2) , 

C n/a+2, 3/4n+3) , . . . . . . , ( n/z-2, n-1) possuem as c o r  eâ par  eâ % , 4 , 6 ,  . . 

. . . , n/z-4 r e s p e c t i v a m e n t e .  Acrerscer~Land~ ao c o n j u n t o  as a r e s t a s  

Cs/4n,s/rn+l) e Cn/z-1,nl que  t & m  a s  cores n/z e 11-4, 

r e s p e c t i v a m e n t e ,  obtem-se o r e s u l t a d o .  



3.2.2 COLORACOES EUUITATIVAS 

Diversos t ipos d e  coloraçBes próprias de u m  grafo t & m  sido 

propostas. Uma das mais. interessantes parece ser a coLoruçbo 

equitativa definida por d e  Werra C271. 

Seja k.Cv> o número d e  arestas incidentes no vkrtice v 
L 

coloridas com a cor i .  Então, uma k-cülora$ão de 17 S chamada 

equi t a t i  va s e  

k (V>-k.Cv> I 5 1 i ,  j I i V VEVC Gl  
J 

Consideremos a seguinte colorãcão de K com 1-1 cores para n 
ri 

par. Sej'am c ,\,-..,C as cores a serem utilizadas. Vamos colorir 
i >I 

K de t a l  forma que as cores c., para i .  . . . , i f  estejam 
n 

representadas em todos os vértices de Kl1, e as cores c., para 

i =n/s+l , . . . . , n estejam representadas em exatamente 11-2 vértices 

A coloraç%o acima descrita é equitativa para K .  Basta 
>I 

observar que se h. & o número de arestas coloridas com a cor c. em 
L L 

K , então h. =n/z para i =l , . . . . , isíz e h. =n/z-1 para i =n.fz+l , . . . . , n .  
ri L L 

Este t ipo de coloração de uma clique de ordem par tem sido 

u t i l  i zada na prova de diversas teor emas. Apresentamos , como 

exemplo, uma coloração equi t a t i  vã de K , n par, u t i  1 i zada por Cai 
n 

e E l l i s ,  no s e u  trabalho sobre complexidade do indice cromático. 

TEOREHA 3.4 (Cai e E l l i s  C41 > Existe urna n-co1orac;ãa da clique 

K de ordem par, t a l  que as cores não representadas em n/z dos n 
v&rtices do grafo são todas d i i t i n t ã â  e âYo as mesmas cor-os não 

representadas nos outros n/s v& ti ces. 

Prova: Considere a coloração representada pela matriz Ln * a 

seguir, e se ja  t=n/s. 



Cada elemento m.. indica a cor não representada no vért ice i .  
LL 

Observe que mii = C 2C i -1 1 mod n j  +l par a 195-1. Por tanto,  

r&. . = m para 1 Si I n / n  e r . .  . para 1 5  i j a 5 Logo, as 
LL t+i,t+i LL JJ 

cores nYo representadas nos v&- ti ces v ,  v . , v são todas 

d is t in tas  e são as  mesmas cores não representadas nos vt3rtices 

TEOREMA 3.5 A coloração de K de ordem par descrita no teor-ema 
ri 

anterior B equitstiva.  

Prova: cada urna das cores indicadas pelo eleinento m.. da matr-iz 
LL 

L es tá  representada em n-2 vértices.  Logo, existem n/z -i arestas  
n 

coloridas com cada cor 1=1,5,5, .  . . .  ,n-1. A s  restantes: cores estYo 

representadas em cada u m  dos n vbrtices de K . Portanto, existem 
n 

. . . .  n,fn arestas coloridas com cada cor i=2,d,B, .  n .  i 

3.3  O S  GRAFOS SPLIT-INDIFERENÇA 

Nosso interesse,  nesta seção, é a classe dos grafos s p l i t -  

i ndi f er ença. O primeiro teor ema apresenta uma car acter i zação 

destes grafos , e posteriormente determinamos o índice crainAtico, 

apresentando uma prova construtiva. 



3.3.1 CARACTEKIZAÇÃO ESTRUTURAL DOS GKAFOS S P L I T - I N D I  FERENÇA . 

Um g r a f o  G é split-indiferença se & s p l i t  e i n d i f e r e n ç a .  

Tant.0 os g r a f  o s  s p l  i t quan to  o s  i n d i f e r e n ç a  foram caracteri zadoâ 

no  cap i  t . u l o  a n t e r i o r .  Claramente ,  um g r a f o  que  s a t i s f a z  

i i m u l  taneamentg alguma d a s  c a r a c t e r i z a ç B e s  p a r a  ser s p l i  t e a1 guma 

d a s  c a r a c t e r i z a ç f i e s  p a r a  ser i n d i f e r e n ç a  p e r t e n c e  A s u b c l  asse 

s p l i t - i n d i f e r e n ç a .  S z w a r c f i t e r  C241 c a r a c t e r i z o u  estes g r a f o s  e m  

t e rmos  d a s  s u a s  c1 i q u e s  rnaxi mais ,  p r o p o r r i  onando, assi rn, uma 

c a r a c t e r i z a ç ã o  e s t r u t u r a l  p r ó p r i a  dos  g r a f  o s  s p l  i t - i n d i f e r e n ç a .  

TEOREMA 3 .6  CSzwarcafiter C2411 Um g r a f o  cai-iexo G & s p l i t -  

i n d i f e r e n ç a  se e somente se 

1. G B u m a  c l i q u e ,  ou 

2. G é a uni30 d e  duas  c l i q u e s  rnaxirnais G e G t a i s  que  
i 2 

G1\G2 = Ki e G2\Gi = Ki, OU 

3. G é a u n i ã o  d e  t rês  c l i q u e s  maximais Gi, (2 e G t a i s  que  
2 9 

F i g u r a  3.3: C a r a c t e r i z a ç ã o  dos  Grafos  S p l i t - I n d i f e r e n ç a .  



A Figura  3 . 4  a p r e s e n t a  a lguns  exrinplos d e  gra f  os s p l i  t-  

i ndi f er ença.  

F igu ra  3 .4 :  Grafos  S p l i t - I n d i f e r e n ~ a .  

U m a  p ropr iedade  i n t e r e s s a n t e  & que se um grãf o f-or s p l i  t e 

i n d i f e r e n ç a  e n t ã o  ele L+ d e  camparab i l idade  C 71. 

3.3.2 Í NDI CE CROMATI ÇO DOS GRAFOS SPLIT-INDI FERENÇA 

Uti l iza remos  a ca rac t . e r i zação  dada p e l o  teorema 5 . 4  para 

determi nar o i n d i c e  c romát ico  dos  gr  af o s  s p l  i t-i ndi f e r ença .  A 

prova d c o n s t r u c t i  va ,  p ~ r t a i s t o  proporciona a1 g o r i  tmos e f i c i e n t e s  

par a ob te r  uma co lo ração  btirna. 

TEOREMA 3.7 Seja G urn g r a f o  s p l i t - i n d i f e r e n ç a  com n v k r t i c e s .  Com 

a notaç3o a n t e r i o r :  

C a1 Se G B uma d i q u e .  ou se G = Giu G2 t a l  que %\Gz = K, e 

se n é par ou G = P 
9 

se 11 B impar e 1125. 

32 



i b j  Se G = tilU ti2U G9 ta1 que %\G2 = K e G  \G = Ki e 
f 3 2 

V i G í > n  Vi  G3> = 4 e r ~ t ã "  

n-2 se ti B i rnpa r  , ou 

n B par. IV(tiil I5rl/z e 1VCG l I 5 n / z  
3 

n -1 caso contrar i  o 

i c> Se G  = GiU G 2 u  G3 ta l  que I \ G 2  = Ki e G3\G2 = Kí e 

VI Gi5U Vi  G B j  = Vi G l  en tgo  

i 
n-1 se n & par. ou  

1 z ' i G >  = n & i m p a r  e (V< 2 \ G S I  I + (V( GzM3iI > ;< 11-11 -2 

n caço contrar io .  
1 

Prova: ia> Se G  é u m a  c l i q u e  o resu l t ado  v e m  do t e o r e m a  2.11. 

Se G  G a un ião  d e  duas  c l i q u e â  m a x i m ã i s  e n t ã o  o grau máximo d e  G B 

n-1. Por t an to ,  pelo t e o r e m a  de  V i z i n g ,  n-1 I: x'CGS 5 n.  

Seja u o v & r t i c e  t a l  q u e  G\G =<u> e Y o v & r t i c e  t a l  q u e  
1 2  

G \ G = { v 3 .  G B subgrafo da ç l i q u e  de  u r d e m  n .  De fa to .  ao 
2 1 

acrescentar a G  a 3rest.a i u, v> obteirios uma c l i q u e  com n  v & r t i c e s .  

V e j a  a F igura  3.5. 

F igura  3.5: G r a f o  G sp l i t - ind i f e re i~c ; - a  t a l  ,que G=GUG2 1 

Se n é par ,  como 2 ' C K  1 = n-1 , então  2' C G) = n-1. 
n 

Se n S. i m p a r ,  u t i l i z a m o s  o c o r o l A r i o  2 . S C i i I  para a r g u m e n t a r .  

E s t e  coro1 & r i  o estabelece q u e  q u a l  q u e r  graf CI obtido e1 i m i  nando, no 

mAxi  mo,  i 1 arestas de  u m  gr af o r egul  ar de  o r d e m  i m p a r  , & de  



C l a s s e  8. Sendo que  l i ~ f z C  13-1 > -1 p a r a  i115, t - e m 0 5  que  .x' C Gj =ir se 

nl5. 

Observe que o ün ico  y r a f o  sp l i t - i nd i f e r c - i i ç ã  que  possu i  a 

e s t r u t u r a  dada e tr&s v & r t i c e s  .& o caminho P . 
3 

A s s i m .  se G é a uni30 e duas  c l i q u e s  rnaximãis, b a s t a  

a c r e s c e n t a r  a a r e s t a  . C u , v l ,  c o l o r i r  a c l i q u e  r e s u l t a n t e  e 

ret ira-la e m  s e g u i d a ,  p a r a  o b t e r  uma c o l o r a ç ã o  bt ima d ê  G. 

Cbl N e s t e  caso, o g r a u  mAximo de  G B i>-2. P o r t a n t o ,  

Observamos que  G é uma c l i q u e  d e  ordem p = n-2. Se p é ímpar 
2 

e n t ã o  x ' I  G2j = X' í K > = n-2. Podemos crslür-ir G u t i l i z a n d o  1-1-2 
n-2 2 

cores e t a l  que  e r n  c ada  v é r t i c e  e x i s t a  uma co r  não r e p r e s e n t a d a .  

Como estas cores são tod,as d i s t i n t a s ,  podemos ex tdnder  a c o l o r a ç ã o  

de G2 a o  g r a f a  G, c o l o r i n d o  as arestas Cu,x> para todo xtzVCG1\2> 

com essas c o r e s .  Analoysmente p a r a  as  a r e s t a s  Cv, y> . 

V YEVC G 5 T )  . Como Ví G1) nVC G > - c#? iiso p r e c i  ssamos d e  novas cores 
9 

Logo, x ' íG> = n-S. 

Se p é p a r ,  cunâideremos a s e g u i n t e  p a r t i ç ã o  d e  VCG > :  
2 

C , C  e C o s  s u b g r a f o s  i nduz idos  por V V e V respecLivamente.  
1 2  9 1' 2 3 

Suponha que I V* 1 <p/2 e I V3 I<p/z. Cons t rua  em G2 um 

empare1 harnento p e r f  ei t o  t a l  que iiehuma aresta possui  s e u s  do i  s 

extremos no s u b g r a f o  C ou no s u b g r a f a  L . V e j a  F igu ra  3 .8 .  
1 3 

~i gur a 3.6: Empar e1 harnento Per f ei t o  em G . 
2 
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Utilizando o teorema 3.1 podemos atr ibuir  cores diferent.es à s  

arestas  deste emparelhamento e completar a coloração de G2. Como 

2 = K ent%o x'CG > = n-3. Para extender es ta  co lora~ão  de G2 
n-2 Z 

ao grafo G utilizamos o seguinte procedimento que precissa de maia 

uma cor. i s t o  &, da cor p = n-2. Seja C x , y >  uma aresta  pertencente 

ao emparelhamento construido in ic ia l  mente. Se XEV i e y e V 3  eiltiio 

trocamos a cor de Cx,yl pela cor p e A s  arestas C u , x 3  e C y , v S  

atr ibui  mos a cor i n i  c i  a1 de C x ,  y> . Se X E V ~  e y e V 2 .  colori mos a 

aresta  Cu,x) com a cor de  Cx,yl e a aresta Cx,y) com a cor p.  

Ana1 ogimente. se X E V ~  e y€V3 c veja a Figura 3.7) . 

Logo, X' C G> =x' C GP3 f 1 =n-2. 

Figura 3.7: Coloração de G split-indiferença. 
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Para O caso IV1 )>p/r ou IVs l > P / 2 ,  s u p o n h a ,  s e m  perda de  

general i dade, que 1 V3 I >  p/2 e corisi dere o subgr a f - o  G LG . 
1 2  

Como 5 u G z  t e m  grau m á x i m o  n-2 e i~ tão  r& subgrafo de  K . . Se 
I f  -1 

IV,I>p/2 e n t b  l V g I + l V 2 1 5 p / z  e IECK > I - I E c ~ u G ~ ~ I < ~ / z .  P e l o  
n-i 

corolário 2.5Cii> x ' C G G > = n - 1 .  P o d e m o s ,  e n t Y o  c ~ l o r i r  G i m 2  
i 2 

co lor indo K e re t i rando  as arestas  acrescentadas. Para e x t e n d r r  
n-i 

esta caloraçSo ao grafu  G, as arestas C y,v) V yeV3  sSo coloridas 

c o m  as cores não representadas nos: vértices y, sem preciãsar d e  

n o v a s  cor er . A s s i m ,  2' C G) =n-1. 

Se IV I < p/2 c o n s i d e r a m o s  o s u b g r a f  o G2UG9 e a p l i c a m o s  o 
i 

procedi mento aná l  ogo. 

(C) Se V(Gil lJVCG2>=V<Gj e n t % o  o g rau  r n A x i h o  de G & n-1. 

P o r t a n t o ,  n-1 I z ' C G f  I n .  

Se 11 B par cama G é s u b g r a f o  da  ç l i q u e  de  o r d e m  r1 palx, e n t ã o  . 
; i i ' (G> =n-1. 

Se n é ímpar,  dado que o grau mAximo  de G & n-1 pudemos 

u t i l i z a r  o t e o r e i n a  2.6.  A condição necessária e s u f i c i e n t e  d e s t e  

teorema para o grafo G ser de  C l a s s e  2 é ~ E C G > ~ > A F . / ~ I - ~ J .  Corno 

IE(  G) I = i/2< n-1 1 n-{ IVi G2\G3) I i-- I Vi  G 2 y )  1 + 1 ) e n t % o  a condiçao 

do teorema & 
2 

i/2( n-1) n-( IV( G2\G9) I + ]V( G 1) I 1 > 2 1 . P o r t a n t o ,  se 
2 

IV( G2\GS) I + }V( G2\Gij I 5 1/2i n-11-2 en t%o  r' G j  =n. C a s o  contrar io  

x ' C G >  = n-1.r 



3.4 OS GRAFOS I NDI FERENÇA CLI QUE-COMPLETOS REDUZIDOS 

3.4.1 CARACTERIZA@?d3 DOS GKAFõS I NDI FERENGA CLIQUE-LOMFLETOS 

REDUZI DOS 

Seja G=íV, ES um y r a f o  qua l  q u e r ;  M , . . . . ,ML as c l i q u e s  
1 

~iaximair  d e  8; VíMi> e ECM.1 o s  c o n j u n t o s  d e  v & r t i c e s  e arestas d e  
L 

Mi, p a r a  i=1, . . .  , 1  e X L = i l . c '  , . . . .  , l f .  

Hamelink E101 d e f i n e  uma f a m í l i a  d e  subconjun toç  d e  V,  

i n d u z i d a  p e l a s  c l i q u e s  maximais d e  G, c u j o â  e lementos  sSo  o s  

c o n j u n t o s ,  VS, d e f i n i d o s  a s e g u i r .  Para t o d o  subcon jun to ,  n%o 

vazio, S , d e  X L  

Vs = ' VÇV / VÇ n VíM,l \\ U V<Mkl 3 

k c s  k d L \ S  

A s s i m ,  VS deno t a  o  c o n j u n t o  d e  v & r t i c e s  de Si que  pertencem 

sutneiite A i n t e r s e ç ã o  d a s  c l i  ques  c u j  o s  i iicli  ces estLio no c o n j u n t o  

S .  P a r a  s i m p l i f i c a r  a no tação  escrevemos,  s implesmente ,  S = 1 , 2 , 3  e 

v123 
para S=<1,2,33 e V r e spec t i vamen te .  

< i r2 ,3 f  

Como exemplo, c o n s i d e r e  o g r d o  d a  F igu ra  3.8 que mostra  um 

g r â f o  G c o m  tr&s c l i q u e s  m a x i m a i s  e subconjun tos  S 5 X9 i n d i c a d o s  

na  p r b p r i a  f i  gura .  Se S nomeia um v é r t i c e  do  g r a f o ,  quer d i z e r  que  

V<@ e contem o v k r t i c e  S .  Temos en t%o ,  o s  c o n j u n t o s  Vt ,Vi2.VZI.V9 

" '123 
não vazios e o s  demais V S X S ,  v a z i o s .  s ' 

F i g u r a  3.8: Par t ic ;ão  c l i q u e  d e  um y r a f o .  



Hanielink demonstrou que os c o n j u n t o s  VS, 5' X L ,  não v a z i o s ,  

formam uma p a r t i ç ã o  d e  V e a detmminou p a r t  içdo cL i q u ~ .  Por- este 

motivo,  à s  vezes ,  nos  r e f e r i r e m o s  a V corno a regiao V -  do g r a f o .  S S 
Observe que a r e g i ã o  Vs induz uma c l i q u e  e m  G, para qua lquer  

S c XL. 

Dois v & r t i c e s  v e w sYo ge4nifios se AdjCvjMv3 = AdjCwju<w>. 

Observe que d o i s  v B r t i  ces g&nieos são a d j a c e n t e s .  I d e n t i  f i c a n d o  

cada subcon jun to  d e  vBrt ices  gêmeos d e  G em um rinico v 6 r t i c e  

obtem-se o qubyraf  o r eduz ido  d e  G. Mais foi-malmente, s e j a  R uma 

relação d e  e q u i v a l ê n c i a  s o b r e  o s  v é r t i c e s  d e  G d e f i n i d a  por xKy se 

e somente se x e y s ã o  v&rtices gêmeos em G. 

* x *  
O g r a f o  G*=G C V , E  1 denota  o g r a f o  que  p s s u i  coma cclnjunto 

d e  v & r t i c e s  as classes de e q u i v a l ê n c i a  módulo R .  Seja Cxl a classe 
X 

d e  e q u i v a l ê n c i a  de te rminada  p e l o  e lemento  x.  entYo C E x l  , C yI ) EE se 

e somente se (x,y)~E. 

3e 
Chamaremos G d e  g r a f o  q u o c i e n t e  d e  G. Todo âubgr-afo H d e  G 

* 
ta l  que H & i somorfu  a G ser8 chamado d e  subgrafo reduaido. Por 

def i ni ção, um g r a f  o r eduz i  d o  não  possu i  v&r ti ces gêmeos. 

Observamos que  suby ra fos  de g r a f o s  r eduz idos  não s ã o  

neces sa r i amen te  g r a f o s  reduz idos .  Cons idere  0 g r a f o  da  F i g u r a  3. g ,  

o s u b g r a f o  H ge r ado  por €1 ,8 ,3 .43  G um s u b g r a f o  não r eduz ido  do  

g r  af o i ndi  f  er ença  r e d u z i  do G. 

F i g u r a  3.9 Um g r a f o  i n d i f e r e n ç a  



Por cons t ruqão ,  tem-se que  il 4x1 s u b y r a f o  i n d u z i d o  d e  G. 

Sendo que subgr  af o s  i nduzi dos  d e  y r  a r o s  i ndi  f ereiiça s ã o  g r  a f  o s  

i n d i f e r e n ç a ,  o  g r a f o  r eduz ido  de  um y r a f o  i i - idiferenqã & também 

i ndi  f er ença .  

O t e o r e m a  3.8 prova a u n i c i d a d e  da  ordem i n d i f e r e n q a ,  no 

s e g u i n t e  s e n t i  do: um g r a f  o  i n d i f e r e n ç a  r eduz i  do G admi te  

exatamente  duas  o rdens  i ndi  f er ença  , uma i nver s a  d a  o u t r a .  

TEOREMA 3.8 C Rober t s  C 21 1 S S e j a  G um g r a f o  i n d i  f  e r enqa  r eduz i  do. A 

ordem i n d i f e r e n ç a  é ún ica .  

Observe que  a u n i c i d a d e  esta  r e s t r i t a  a o s  g r ã f o s  i n d i f e r e n ç a ,  

p o i s  no g r a f a  K ( F i g u r a  3. S:,, q u e  B um g r k f o  d e  i n t e r v a l o  
1 ,  9 

r e d u z i  d o  m a s  nYo d e  i ridi f  e r e n ç a ,  qua l  quer pertnutar;:ãu d a s  s u a s  

c1 i q u e s  m a x i  mais B uma ordem l i n e a r  

d e  M e l l o  C181 provou ar  s e g u i n t e s  p rop r i edades  em r e l a q ã o  

a o s  gr a f  os r eduz i  dos .  

TEOREMA 3. Y ( d e  M e l l o  C181> D o i s  v & r t i c e s  d e  urn grafo s ã o  y & m e o s  

se e somente se pertencem ao mesmo e lemento  d a  p a r t i ç ã o  c l i q u e  do 

g r  a f  o. 

COROLARIO 3-10 Seja G um g r s f o .  En tão  H é um s u b g r a f o  r e d u z i d o  d e  

G se e somente se o s  e lementos  d a  p a r t i ç ã o  c l i q u e  d e  H sYo 

uni  t A r i o s .  

O grltfo clique, K(Gj, d e  um g r a f o  G é o g r a f o  i i i t e r s e ç ã u  d a s  

c l i q u e s  m a x i m a i s  de G. Um g r a f o  G B rlique-completo se K(G)  f o r  

um g r a f o  completo. 

O teoreina 3 . 1 1 ,  a s e g u i r ,  mos t ra  que  o s  yi-afos 

c1 i que-compl e t o s  que  s&o i n d i f e r e n ç a  possuem um v& t.i ce uni  ver sal  , 
i s t o  &, um v & r t i c e  q u e  é a d j a c e n t e  a t o d o s  os o u t r o s  vrSrt iceç d o  

g r a f o .  



TEOREMA 3.11 C Hedman C 11 1)  Todo g r a f o  d e  i n t e r v a l o  & c l i q u r -  

completo  possui  um vbr ti ce uni ver sal . 

P o r t a n t o ,  sendo os g r a f  os i n d i f e r e n ç a  uma subc l  a s s e  dos  

grafoc; i n t e r v a l o ,  o teorema a c i m a  tamb&m é vhlidc,  p a r a  eles. C . P .  

d e  M e l  1 o c a r a c t e r i z o u  o s  g r a f  os i n d i  f  e r e n ç a  c1 i que-completos: 

u t i l i z a n d o  a p a r t i ç ã o  c l i q u e  do  g r a f o .  

TEOREMA 3.12 ( d e  M e l 1 0  C1811 Um g r a f o  G B i n d i f e r e n ç a  c l i q u e -  

completo  com L c l i q u e s  maximais se e somente se o s  unicoâ 

âubconjun tos  S d e  X L  com V Z # são S 
( 1 > , < 1 , 2 > , € 1 , 2 , 3 > ,  . . . - .  , € I  ,2,. . . ,1-13 ,<I ,2 ,  - . . , 1 3 , < 2 , .  . . , l > ,  

C3,. . . , I > ,  . . . . . ,€1-1 , l> ,<13 .  

ÇOROLARIO 3.13 Seja G um g r a f o  i i x l i f e r e n ç a  c l ique-completo .  E n t k  

vi < < . . . . . .  < v i 2 . . . L  < v < . . . . .  < VL é uma ordem 
2. . .L  

l i n e a r  s o b r e  a p a r t i ç ã o  c l i q u e  d e  G t a l  que  r e g i õ e s  que cont&m 

v & r t i c e s  d e  uma mesma c l i q u e  maxirnal s ã o  c o n s e c u t i v o s  na ordem. 

V e j a  a F igu ra  3 . 1 0 .  

F igu ra  3.10: Uma ordem i n d i f e r e n ç a  d e  um g r a f o  

i ndi f  e r r n ç a  c l i  que-compl e t o .  

COROLAR'IO 3 .14 ( d e  M e l l o  C181) Seja G um grafa  i n d i f e r e n ç a  c l i q u e -  

completo. Se G cont&m 1 c l i q u e s  maximais e n t ã o  a c a r d i n a l i d a d e  da  

p a r t i ç ã o  c l i q u e  de G B 21-1. 

Observe que  se G & um g r a f o  i n d i f e r e n ç a  d i q u e - ç a m p l e t o  e 

r e d u z i d a ,  a  ordem l i n e a r  s o b r e  a p a r t i ç ã o  c l i q u e  d e  G c o i n c i d e  com 

a ordem i n d i f e r e n ç a ,  p o i s  cada  r e g i ã o  contém exa tamente  um v é r t i c e  

d e  G. 



3.4.2 Í NDI CE CROMATI C0 DOS GRAFOS I NDI FERENLA CLI QUE-COMPLETO 

REDUZI DOS 

P a r a  de t e rmina r  o í n d i c e  c r b m a t i c o  d o i  yraf -os  i n d i f e r e n ç a  

c1 i que-compl e t o s  e r eduz i  d o s ,  d e t e r  rni nainos p r i  r n e i  r amente o nrfnier o 

d e  arestas d e s t e s  g r a f  as, baseados  nesta ú l t i m a  p rop r i edade .  

COROLARIO 3.15 Seja G um g r a f o  i n d i f e r e n ç a  c l ique-comple to  e 

r eduz ido .  Se G contém 1 c l i q u e s  maximai s e n t ã o  a nrlrmero d e  arestas 

d e  G & m= i/zC 1-1 1 C 31 -2) . 

Prova: Falaremos d o  v k r t i c e  V do  g r a f o  a o  í n v e s  d a  regi%o VS que  
S 

contém apenas  um v k r t i c r  e denotarernos dCV a o '  g r a u  d o  vertice S 

Temos que  d( V > = 1 - l + k - 1  = l+k-S p a r a  k l l ,  e 
12. . . k 

dC Vk 1 = 1 - l + l - k  = 21-k-1 par  a 2 l k 5 l .  . . . . L  

Então ,  m = i/z C dCViP 1 + 1/zZ c l C  V . . .  k k . .  . L  
i 

k=1 k=z 

Logo, .m = i/zC 1-1 > C 31 -2) i 

TEOKEMA 3.16 Seja G um g r a f o  i n d i f e r e n ç a  c l ique-comple to  e 

reduz ido .  Se G cont&rn 1 c l i q u e s  maxirnais, e n t ã o  o í n d i c e  c romá t i co  

d e  G B 2C1-I). 

Prova: G possu i  um número ímpar ,  81-1, d e  v é r t i c e s  e o v e r t i c e  

V B uni  ve r  sal . 
12.. . . L  

O teorema 2.6 e s t a b e l e c e  que  G é d e  C l a s s e  1 se e sorriente se 
2 

o nrIrmero d e  arestas m & no máximo 2C1-li . P e l o  c o r a l á r i o  3.15 

m = &/zC1-1) (31-2) = (1-1i2+i/z1C1-11 e como w n l  I 1-1 e n t b  G B 

d e  C1 asse 1. r 



Para  c o l o r i r  um g r a f o  G i n d i f e r e n ç a  c l ique-comple to  e 

r eduz ido ,  sendo  que  G & d e  ordem impar ,  1 1 ,  se G possui  1 

c l i q u e s  m a x i  m a i s ,  consideramos o s u h g r a f o  i n d u z i d o  H=G-V onde v  B 

um dos  vértices extremos d e  G, i s t o  C, V& ou VL. Então  H possui  

Si 1-1 1 v B r t i c e s  e, g r a u  mAximo 2( 1-1 1-1 , por t a i - i t . ~ ,  p e l o  teoretna d e  

Viz ing ,  C 1 1  - 1  2' C G 52C 1-1) .  Como H & s u b y r ã f o  d a  c l i q u e  d e  

ordem par  K2tL-í,, podemos c o n s t r u i  r uma c01 o ração  equ i  t a t i  va p a r a  

H c o m  2C 1-1 1 c o r e s  ta l  que  cada  co r  não e s t A  r e p r e s e n t a d a  e m  d o i s  

v & r t i c e s  d e  H. Suponha que  v  = V L  e que  a co1orãr;So B t a l  que as 

c o r e s  não r e p r e s e n t a d a s  nos v & r t i c e s  (:Vi, Vi=, . . . . , VLZ3 > s Y ü  . . . L - 1  

as mesmas c o r e s  não r e p r e s e n t a d a s  nos  v & r t i c e s  < V  12. . . L %  . . L*. - - 

- p v L - A , ~  3 ,  e n t ã o  e s s a  ro loraçYo pode ser e x t e n d i d â  a o  g r ã f o  G 
c o l o r i n d o  as arestas CV 

I 2 .  . . i I V Z .  . . L ,-VI,. - . . , ( V  v> com as 
L - 1 ,  t 

cores fal  t a n t e s .  Analogamente, se v =V . 
1 

3.5 O S  GRAFOS UNIÃO DE DUAS CLIQUES MAXIMAIS 

S e j a  G=C V, E> o g r a f  o  uniSro d e  duas  c l i  ques  maximais K e K . 
P '=I 

Denotado tsmbbm G = K U K . 
P 9 

V a m o s  supor  que  K ri K i ~ .  43. 
P 9 

O c o n j u n t o  d e  v C r t i c e s  de  G r e s u l t a  ser a u n i ã o  de tr&s 

c o n j u n t o s  d i  s j u n t o s ,  c ada  um de1 es induz indo  uma c1 i que: 

V = VCK 1 \ VCK j 
1 P 4 

V3 = VCK 1 \ N C K  1 ,  e 
=l P 

V = VCGS k CVíuV3j = VCK >n VCK 3 .  
2 P 4  

F igu ra  3.11: Um y r a f o  G un ião  d e  duas  c l i y u e s .  



Seja n o  nrfmero d e  vBrticec; e b o g r a u  m c l x i m o  d e  G. Se 

K nK ## e n t ã o  t o d o  v B r t i c e  d a  c l i q u e  i n d u z i d a  por V é u n i v e r s a l  
P q 2 

e m  G, p o r t a n t o  A = n-1. 

TEOREMA 3.17 S e j a  G o y r a f o  un ião  de duas  c l i q u e s  mãximais K e 
P 

K , com ri v é r t i c e s ,  rn arestas e t a l  que  K f 7  K # . Ei-~tCio o i n d i r e  
9 P 4 

c romá t i co  de  G B 

1 n -1 se n G par- ou 
2 

x 'CG> = 1-1 i ímpar e rnli/nCn-l j 

2 
n se n é ímpar e r n > i , 4  n - l>  

Prova: Sendo que  A = n-1, temos que  n-1 5 z ' C G >  5 n. 

Se n B par, c o m o  o G subg ra fo  de  uma ç l i q u e  K , entZo 
I', 

I 

x'CGI = n-1. 

Se n B ímpar ,  p e l o  Teorema 2.6, G & de C l a s s e  2 se e somente 
2 

se m > A L i ~ n j .  Logo. 2' C G j  = n se e somente se m > i/zC n-11 . r 

Observe que  se k = I V Z I  e n t ã o  o número d e  a r e s t a s  de  G B 

m=i/2(n-l)n-JViI lV91 ,  e a condição  do teorema acima i ,  n e s t e  caso ' 

2 
2 1 n- 1 V 1 . 1  V 1 > i/z( n-13 , que & e q u i v a l e n t e  a n > 2  1 V 1 I V 1 + l .  

i 3 

Assim, se n & impar e n t ã o  G é d e  C l a s s e  2 se e somente se 

COKOLAKIO 3.18 Seja G o  grafxo un i ão  d e  duas  c l i q u e s  m a x i  mais K e 
P 

K , c o m  i1 v k r t i c e s .  Se p = q e 1-1 B impar ,  com s no tação  a n t . e r i o r ,  
4 

en t%o  G é de c 1  asse d o i s  se e somente se 1 Vi 1 = 1 v3 1 =( 2/2( R-1 ) jl'". 



N e s t e  c a p i t u l o  temos provado que o p r o b l e m a  do í n d i c e  

c r o m 6 t i  co pode ser resolvi do e f i c i e n t e m e n t e  e m  a1 g u m a s  c1 asses d e  

graf os i ndi  f erença: os graf os: ãpl i t-i ndi f erença e i ndi.f  erença 

c1 i q u e - c o m p l e t o  reduzi do. T a m b e r n  m o s t r a m o s  c o m o  d e t e r r f i i  nar o 

i n d i c e  c r o m A t i c o  dos yrafas u n i ã o  de  duas  cliques m s x i m a i s .  A s s i m ,  

a F i g u r a  2 . 8  que m o s t r a v a  a c o m p l e x i d a d e  do p r o b l e m a  e m  a l g u m a s  

classes de  grafos perfeitos fica c o r n o  m o s t r a  a F igu ra  3.12. 



NP-COMPLETO 

P e r f e i  tü 

/' 
Cornpar a b i  1 i dade Tr i anyul ado 

I I\ 
I n t e r v a l a  Spl i t 

\1 
I ndi f er ença 

Uniao D u a s  I Spl i t -I ndi f er ença 

C1 i ques  

I iidi f . C1 i que- 

- - -  completo reduz ido  
- c  - - 

\ 

P \ 

\ 1 
B i  par  ti do \ 

\ 

A r  vor e \ 

Figura  3.12: Complexidade do  I ndi ce Crúri~áti co.  



CAPf TULO 4 

O PROBLEMA DE COLORAÇÃO DE ARESTAS NO CONTEXTO DE PROGRAMAÇXO 

MATEMATI CA 

Neste capi tu lo  estamos interessados: na abordagem do probl eina 

de coloraçYo de arestas atrat&s d e  proyramacZío l inear e a sua 

r e1 ação com o pr obl ema de empar e1 hament.0~. 

Uma coloração própria das arestas  d e  u m  yrafo pode ser 

definida como uma partição do conjunto de arestas  e m  

emparel hamentoâ. Urna coloração B viável s e  e somente s e  arestas da 

mesma cor formam u m  empar e1 hamento. 

Assim, pudemos formulas o problema de coloraçãú dtirna como u m  

problema de cobrimento das arestas do grafo com o menor número de 

empar e1 hãmentos. 

4.1 O PROBLEMA DE EMPARELHAMENTO MAXIMO 

Considereunos u m  yrafo G t a l  q u e  cada aresta e t e m  associado 

um peso c . O problema do emparelhamento de peso n~&ximc, consiste 
e 

em determinar um emparelhamento M5ECGI e m  G t a l  que a soma dos 

pesos das suas arestas se ja  inAximo. No caso de todas as  ai-estas 

t e r  peso 1 denomina-se erapare Lhuaentc de ccrdina L idcde rixixima. 

O teorema a segui r ,  devi do a Berge. =& a base dos a1 gor i tmoâ 

mais ef icientes ,  existentes a t é  hoje, para deter rid nar 

empar e1 hamentos de cãr d i  na1 i dade mAxi m a .  

Defini mos previ airiente a termi no1 ogi s neceãsAri a. 

Dado o grafo G e u m  empare1 hamento M, u m  carid nko ern G se diz 

aLternante relat ivo a M se as s u a s  arestas pertencem 

alternadamente a M e a E\M. Um v&rtice v d di to  exposto relat ivo a 

M se nehuma aresta em M & incidente em v. Um caminho em G B de 

aumento relat ivo a M s e  é alternante e s e u s  dois vértices extremos 

são expostos. 



TEOREMA 4.1 C Berge C 31 > Um ernparel hãment.o M é d e  

cardinalidade máxima se e somente se não ex i s t i r  u m  caminho de 

aumento re la t ivo  s M. 

A id&ia do alyoritrno consiste e m ,  a part i r  de um 

emparelhamento dado qualquer, aumentar o tamanho de unia Arvore de 

caminhos alternantes,  enraizada em um v&rtice exposto. Se uma 

folha da árvore to tambem exposta, então exis te  UM carninko de 

aumento. 

A complexidade deste a1 gori tino é OC ~nnl , sendo que m B o 

nomero de arestas e n o nbmero de vértices.  . 

Retor nando ao pr obl erna ger a1 d e  einpãrel harzento de peso 

máxi mo, a for mul ação como pr obl ema de pr o&- amac;ão 1 i near 

binária & â seguinte: 

Max E C x 
a E E  e e 

onde b(v1 & Q conjunto de arestas incidentes no vbrtice v e x =1 
e 

se a aresta  e pertence ao empsrrlhamento e x =O caso contrArio. 
e 

O programa linear obtido o subst i tu i r  as condiqEes ( 4 .  a> 
pelas condições x 20 não possui necessári amente solução ótima 

e 

in te i ra .  Somente no casa de G ser Lipartido a sõluqllrs B sempre 

binaria, pois a matriz gerada pelas restriçõeâ C4.1) é a matriz de 

inciddncia vbrtice-aresta, que é totalmente unimadular s e  e 

suriirrite se G for bipartido. 

Os a1 gori tmos poli numi ai  s para es te  probl erna ut i  1 i zam 

i mpl i ci  tamente uma descri çgo da envol t 8 r i  a convexa dos 

empar e1 hamentos do gr af o, através de deâi gual dades 1 i near es . 

Edmonds ' C51 provou a seguinte caracterizaçâo da envoltbria 

convexa 



TEOREMA 4.2 Seja o yrafo G=CV,E>. Para UEV, seja ECUS o conjunto 

de arestas com ambos extremos em U.  O poli topo definido pelas 

restrições seguintes B o casco convexo dos ernparel hamentos de G 

As restr ições 4 4 sYo vlralidas pois e m  um empare1hament.o 

cada aresta  é incidente, na mAximo. em dois vkrtices. 

Esta caracterização e o f a to  do problema de programação 

linear estar na Classe P ,  não leva diretamente a u m  algoritmo 

poli nomi a1 pois a caracteri záção contém um número exponenci a1 C no 

tamarho do gr af 01 de r es t r  i ções . 

O a1 gor i t m o  pol i nomi a1 par a o pr obl ema de einpar e1 h a m e i r t o  de 

peso mbxi mo, desenvolvi do por Edrnonds C 51 , u t i  1 i za dual i dade par a 

ce r t i f i ca r  a otimalidade da solução. Ele resolve o problema: 

Max E C x 
e E E  e e 

O dual associado a este problema &: 
!, 



v UCV t a l  que  

lu113 e impar 

O algoritmo mantém viabilidade prima1 e dual, e obtém a 

o t i  mal i dade quando as condi ções de f o1 ga compl ementai- sYo 

sa t i s fe i t as .  Em cada i teraçâo maior a cardi na1 i dade do 

emparelhamento é acrescentada. I s t o  é f e i t o  resolvendo u m  probl ema 

de emparelhamento de car di na1 i dade máxima. A compl exi dade do  

algoritmo B 0(n4). mas a estrutura de dados necesshria na 

implementação é muito complexa. A s  implementãções de Gabow C 91 e 

Lawler C151 tem complexidade 0(n9>.  

4.2 O PROBLEMA DO TNDICE CROMATICO 

No contexto anter ior ,  o problema de  caloração d e  arestas 

consiste em determinar u m  cobri mento de cardi na1 idade m l  n i  ma das 

arestas ds grafo com emparelhamentos maximais, que pode ser 

f ormul ado como o programa seguinte: 

CIP> Min l x  

S.  a .  

A x  I 1 

x binLrio 

onde A B a matriz de  inçid&ncia aresta-empareltramei-ito, i s t o  B ,  

a. =1 s e  a aresta  i pertence ao emparelhamento j e a..=O em caso 
4 L J 

contrário, e X,=i s e  e somente s e  o emparelhari~elito j pert.encci ao 
J 

cobri mentu. 

Se consideramos a relaxação linear do programa acima, 

obtemos o segui nte problema, denominada problema da col oraçzo 

Iracionária de arestas:  



34 
O valor b t i  mo deste problema, denotada 2 C GS , & chamado de 

índice cromático fracionário. O dual de CLPS é: 

C DP> Max l y  

S .  a.  

y A  < 1 

y 1 0  

que consiste em determinar u m  peso nYo negativo 
Ye 

para cada 

aresta e de t a l  forma que a soma dos pesos das arestas em cada 

emparelhamento se ja  no mmfiximo 1 e que a s'orna dos pesos de todas 

as arestas se ja  máximo. 

* 24 
C1 aramente, 2 ( (7) ixC G> e pel o Teor ena de V i  zi ng 2 i G)  I A (  G j  +l. 

TEOREMA 4 . 3  Seja vCDP) o valor ótimo do problema CISP2. Se 

Prova: Observamos que AC G) 5vC DP) pois uma solução viável para ( D F >  
3e * 

é ye=l para toda aresta  e&Cv ), onde v & algum vbr t i re  de grau 
* ,. m&xi m a .  Por dual i dade, VC DP) =x C DI 52' C G j  . Por tanto, s e  VC DP) >A( GS 

então x' C G> > AC G> e pelo Teorema de V i  zi  ng x' C G j  =BC Gj+1. 

A s s i m ,  s e  vCDP>>AC G) entLio X' C G> =A( G > + 1  e s e  v( DP> =A( G> e 

C L P I  admite soluç3o Citima in t e i r a  então X' C G l  =ACG> . 

Embora a nrlrmero de colunas do problema CLP> possa aumentar 

expanencialmelite com o tamanho de  G, e l e  pode ser resolvido 

eficientemente. 

Em efe i to ,  o problema dual CDPS possui uma restr ição por cada 

emparelhamento maximal e a viabilidade de um vetar d e  pesos nSo 



negati vos y pode ser ver i f i cada encontraiido-se urn empar e1 harnento 

de peso máximo e m  G. I s t o  é, s e  o peso rnBximo & menor ou i yual a 1 

entYo y é vi Ave1 , caso contrári o o emparel Iiameiito corr espondeiite 

define uma restr ição dual que nSo & s a t i s f e i t a  por y .  

Como o problema de emparelhamento de peso máximo pode ser 

resol vi do e m  tempo poli noinial , do resultado d e  Grotschel , Lovász 

e Sckri jver segue-se que C DP1 e C LP1 podem ser resol vidoâ e m  tempo 

pol i nomi a1 pel o a1 gor i t mo do e1 i psoi de. 

* 
Desta forma. s e  ~ C G > > A C G ~  ou s e  x CGj=ACG) e exis te  uma 

solução ttima in t e i r a  para o problema CLP) e~ztSo & possivel 

encontrar uma coloração btima das arestas  de G e m  tempo 
3t 

poli nomi a1 . O caso ainda não resol vi do 4 quando 2 C GS =AC G) m a s  as 

soluções ótimas de CLP) são fracion6rias. 

Uma abordagem para es te  caso consiste em adicionar ao 

problema r e1 axado desigual dades vá1 i das que são âa t i  f ei t a s  por 

todas as soluções in te i ras  de C LP> mas não por todas as soluçães. 

Seja PCG) o poliedro gerado pela envoltória convexa do conjunto de 

soluções viBveis do problema C I P I  e se ja  EC Uj com UCV o 

subconjunto de arestas com os dois extremos em U .  Um 

emparelhamento pode cobri r no máximo L g í z  I u I j  arestas de E( U) . 

Stahl obtém em C231 o seguinte conjunto de desigualdades válidas 

para PC G> : 

onde x é a varikvel correspondente ao emparelhamento msximal M 
j  J - 

O modelo que resul ta  d e  acrescentar ã CLPj as restr-icBes ( 3 .  B> 

cont&m u m  número exponencial de colunas e de restrições.  

Um caso interessante é quando U B impar e suas arestas  f orrnam 

u m  ciclo.  

S e  IUI ci impar e u subgraf-o C=CU,E'> B u m  c i rcui to  então o 

lado d i r e i t o  de C4.81 é r C Z k + l ) / k 1 = 3  e obtem-se o conjunto de 

restrições de circui tos  i mpares dado por- 



V ci rcui to  impar C 

Estas r r i ,  e J i 1  geral,  nYo são i rnplicadas pelas 

restrições de CLPI , a menos que I C  I=3. Nemhauser e Park mostram em 

C191 que para u m  grafo 8-regular t suficiente adicionar am 

problema CLP) as restrições de circui tos  impares para resolver CI 

problema de coloração de arestas ,  o que não quer dizer que elas 

def i nam PC G) . 

S j a  vCALP) o valor &,imo do problema linear obtido 

adicionando a CLP) as restrições ( 4 . 7 ) .  

TEOREMA 4.4 CNemhauâer e Park C l G ~ l >  Se G & 3-regular e ~ ' C c 7 j  =4 

então V( ALP) >3.  

O s  autores também provaram o seguinte resul tado. 

TEOREMA 4.8 Se G=CV,E> 6 u m  yrafo completo t a l  que IVIW.5 então a s  

restrições de circui tos  impares de tamanho 25 definem facetas para 

PC Gl . 

Ainda não exis te  uma caracterização dos grafos para os quais 

estas  restrições definem facetas.  



CAPÍTULO Li 

UM MODELO DE PROGRAMAÇXO LINEAR PARA O PROBLEMA DE LOLORAGÃO DE 

DE ARESTAS 

N e s t e  c a p l  t u 1  o es tamos i n t e r e s s a d o s  no e s t u d o  do p rob l  erna d e  

co lo r açSo  d a s  arestas de um g r a f o  â t r a v k s  d e  u m  modelo l i n e a r  que  

u t i l i z a  a m a t r i z  d e  i n c i d g n c i a  v & r t i c e - a r e s t a  a o  i nv& d a  m a t r i z  

aresta-ernparelhameizto. A vantagem G que o nrfiriero d e  c o l u n a s  Ce 

l i n h a s )  da  p r i m e i r a  B l i n e a r  na  tamanho do grafo s enda  que na 

ú l t i m a  o nhmero d e  c o l u n a s  é exponenci  a1 . 

5.1 O MODELO LINEAR 

S e j a  x =1 se a aresta e recebe a cor k e x =O na c a s o  
ek ek 

con t rAr io .  e seja K=<1,2,. . . . , A , i i + 1 3  o c o n j u n t o  de cores 

s u f i c i e n t e s  p a r a  c o l o r i r  um g r a f o  de g r a u  mAximo A.  A fo rmulação  

l i n e a r  é a s e g u i n t e :  

CPS Min 5: x 
seli e, 8+1 

S. a. x =I 
=kEX *k 

ss r e s t r i ç õ @ s  (4.8) impBem que  cada  a r e s t a  ~ E E  deve  ser c o l o r i d a  

com uma Única cor e as restric;-6rs C4.93 q u e  as  arestas i n c i d e t i t e s  

na  v t r t i c e  vçV devem ter c o r e s  d i s t i n t a s .  



Sob forma matricial a modelo é: 

onde I G a matriz identidade de urdem jEj=iit, N a matriz de 
T 

incid&ncia v&rtice-aresta e xk = C l 5  ~ , . ,  x > . 
rri lí 

Observamos que N G totalmente unimodular se r soment-r çe a 

grafo G é bipartido. 

Substi tuinda a s  condições d e  bi nari edade C 4-10> por xek?0 

obtemos o problema relaxado CPR) associado a C P ) .  Sejam VC IS> e 

vCPR) os valores ótimos dos problemas CP> e CPR) respectivamente e 
* 

Â: a so1uc;ão btirna de C . Clarai-neiit.e, vC P j  20, vC P K j  20 e 

VC PR) <vC P? . 

H 
TEOREMA 5.1 Se V( PR) =O e x e5 bingria e n t ã o  X' C G )  =A t- se VC PK>>O 

então 2' C G) =A+1. 

Prova: di r e t a  de VC P R S  SVC P) . i 

* 
Se VC PR)  =O e $ f r ac i  o&ri 0 não t possivel conclui r  o valor 

de  z 5 ( G ) .  



5.2 RESOLUÇZO DO MODELO LINEAR RELAXADO EM ALGUMAS CLASSES 

DE GRAFOS 

A i d&i a & estudar experi mental mente u comp~rtamento desta 

for m u l  ação, como .uma for ma de explorar urna j u s  ti f i ca t i  va par a 

aprofundsr nela, no f'uLuru. A estratégia consiste em resolver o 

modelo relaxado CPK> e quando a soluçâo obtida não for in te i ra  

r esol ver uma sequgnci a de pr obl emas. Cada novo pr oisl ema, f obti do 

acrerceiztando-se a1 guinas das reâtri~õéss C 4.41 do poli t.opo de 

emparelhamentos ao problema anterior na sequênci a .  I n i  c i  a1 mente, 

s e  IVI i impar acresceritamos as restrigdez correspondentes a U=V. 

Se a soluçSo é novapente frurionáriã ou )VI & par, os ccmjuntos U 

considerados são t a i s  que cont&m arestas cuja's variáveis sYo 

f raci onárias na solução do problema anterior.  

Por outro 1 ado, corri o objeti  vu de induzi r unia sul u ç S o  iiitei rã 

estudamos tainbhn o impacto de f i xar i i i i  c i  91 mente a1 guinas 

variaveis. Para i s so ,  ecbcolhemos u m  dos v&r ti ces de grau máximo e 

as arestas incidentes n e l e  são colori das com cores d i  ç t intaã.  Seja 

v& um dos v&rtices de grau mCrxi mo A em G entáu para cada e~6C v) 

fazemos x =i para algum k e K  e xeL=O V 1#k, ezcolhendcl k de 
ek 

modo que Z x =1 V e ~ ó f  v> 
~ E K  ek 

A anAlise coniputacional foi f e i t a  em 48 grafos, contendo 

desde €3 a t é  50 v&rtices. Destes grafos 10 são bipartidos; 10 sYo 

triangulados, no sentido de Delaunay, sendo €3 deles perfeitos; 10 

são de camparabilidade; 5 s3.o grafos â p l i t  e 5 çYo 

spl i L-indi ferença. A l & m  disso, foram consideradas as c1 i queâ K5, 

* . . . e Kii Todos eles  sgo apresentados no ap&ndice. Chamamos E. 
L 

Ti e C i = I , .  . . ,1O os grafos bipartidos. t.riangulados e de 
i 

comparabi 1 i dade, respecti vãmente. Os graf os spl i t são chamados 

Os problemas foram resolvidos utilizando o programa M P S X  em 

u m  computador IBM 9221 -130. 0s tempos são Lodos infer iores  a dois 

minutos de CPU. 



E m  pri m e i  r o  1 uyai- B anal i sado o compor Lamento do model o 

relaxado C P R j  e e m  seguida comparado com os resul Lados ao f ixar  

as cores de u m  vkr t ice  de grau mAxinm. Chamamos CP j o  modelo 
1 

resul tante  da f ixaçso de varihveis em C P R I .  Naâ tabelas N n l  a t é  

N Q 5  a seguir é o nt3mero de v&rt.ices, rn o número de  a res t a s ,  A o 

grau máximo do grafo e z é a valor btimo. N a  col una x B indicado 

se a solução é binária ou ireio i E3 = binár ia ,  NB = náo binár ia)  e 

# A. F. & o nllrmero de a res tas  com cores fracionhrias na so1uçl;o 

Tabela N a l :  G r a f  os Bipartidos 



rabel a N "2: Graf os Triangulados 

I 

Tabela N "3: Graf os d e  Compai-abilidade 



Tâbel a N "4: Graf os S p l i t  e S p l i  t - i n d i f  erença 

Tabela N"5: Cliques 

Para oâ grafos bipartidos a solução G sempre binAria. 

Considerando -o model o re l  ãxado C P H >  , dos gr d o s  t r  i angul ados €3 t & m  

soluçáo binária e 4 fracionaria; dos de comparabilidade 7 têm 



s o l u ç ã o  b i n á r i a  e 3 não; dos  g r a f o s  s p l i t  S t ê m  soluç2ío b iná r i a  e 

3 d e l e s  f r a c i o n á r i a ;  e m  t o d o s  os sp l i t - i nd i f e r en r ; - a  a soluçYo B 

f r a c i o n á r i a  e t a m b é m  na s  c l i q u e s .  

No modelo C P > a1 guiis dos  problemas com s o l  ufSo f raci on5r-i a 
i 

p a r a  C P R >  conseguem uma s o l  uçIio i n t e i  rs: T2, T6, Tio, C3 e L Q , \ , K G  e 

Ks. Mas, a l g u n s  dos  problemas coin s o l u ç ã o  b i n á r i a  p a r a  C PR> f i c am 

a g o r a  f r a c i o n h r i o s :  T5,C2,C7 e CB. Poi-tanto,  par-a as: classes 

aqu i  c o n s i  d e r a d a s  pode-se coir j e c t u r  ai- . que  B conveni  e n t e  coliiecyar 

com o modelo s e m  f ixar  v a r i á v e i s  e só no c a s o  da  s o l u ç ã o  r e s u l t a r  

f r a c i o n á r i a  t e n t a r  i n d u z i r  urna s o l u ç ã o  i n t e i r a  com este 

p roced i  mento. 

Em s e g u i d a  consideram-se  a q u e l e s  problemas p a r a  os q u a i s  nem 

CPRI nem CPi> apresen tam s o l u ç ã o  i n t e i r a  e ac rescen tam-se  a CP > 
i 

as restriç8es ( 4 . 4 ) .  

I s to  t f e i t o  i t e r a t i v a m e n t e ,  gerando-se  uma s e q u ê n c i a  d e  

problemas P2,P3.P4, .  . . . e t c ,  a p a r t i r  d e  P segundo a e s t r a t é g i a  a 
1 

s e g u i  r .  

P a r a  o b t e r  P d e  P. i = 1 , 2 , 3  , . . . . .  u t i l i z a - s e  o procedimento  
i+% L 

s e g u i n t e :  

-Sejam U .  j = 1 , .  . . . . ,J o s  conjui r tos  d e  v & r t i e e s  da  r e s t r i f ã o  
J 

C 4 . 4 )  i n c l u i d a s  no problema P. e seja W o e o n j u n t o  de  v b r t i c e s  com 
L 

p e l o  menos uma aresta i n c i d o n t e  f raci onAri a na s o l  ucyão b t i  m a  de le .  

-Se I W I  B linpar e W#U. V j=1 , . . . ,  J elit-50 UJ+&=W e Pifi B 
J 

o b t i d o  a c r e s c e n t a n d o  a f5, a s  r e s t r i ç õ e s  g e r a d a s  por U . 
L J t i  

- C a s o  c o n t r á r i o ,  se W r e s u l t a r  com um número i n s u f i c i e n t e  ou 

i nadequado d e  

C i > ã d i  c i  onar  

c a r  di na1 i dade  

v B r t i c e s .  i s t o  8 .  /VL / < 3  ou luL 1 p a r .  pode-se: 

a W um dos  v é r t i c e s  adjacentes :  a ele p a r a  o b t e r  a 

adequada,  ou  e1 i m i  n a r  a1 gum dos  vé r  ti ces . 



i p a r t i c i o n a r  W e m  v a r i o %  c o n j u n t o s  U de forma tal  que p a r a  
L 

c a d a  U - I U L 1  seja irnpar e U # U .  V j = 1 ,  . . . ,  J .  L - L J 

A c r e s c e n t a r  o c o n j u n t o  U a o  prolslema Pi p a r a  o b t e r  Pi+%. Se 
L 

ti v e r  mais d e  um coii jui i to  U eles silo aerescei- lados u m  por  um, at& 
L 

r s y u t A - l o s ,  i s t o  , c a d a  vez q u e  a d i c i o n a - s e  um novo coi i jui i tü  

g e r a - s e  u m  novo problema P. .  

Se o irúinerò d e  arestas t i r l á r i a s  Icorri uma ríiric-a cor na. s o l u ç ã o  

ó t ima)  de Pi+$ d e c r e s c e r  mui to  corriparado r ü r n  P. entYo e s c o l h e r  
L 

o u t r o  U p a r a  g e r a r  P 
L 

Caso coiitr A r i  o a c r e s c e r l t ã r  a s e g u i n t e  
i+i ' 

coii j u n t a  U, . 

Pr  o b l  ems P 
i 

P 
2 

z x # A. F. z x # A.  F. 

Tabe la  N "6: Restrições a d i c i o n a i  s 



N a  tabela N"õ apresentam-se os resultados obtidos ao 

acrescentar a C P 1 6 conjunto U gerado pelos ver-tices com ar-estas 
1 1 

incidentes fracionárias,  i s t o  &, arestas que tem mais do que unia 

cor associada, no problema C Pi> . O s  resul tados sSio comparados con 

Assim, dos 48 grafocl 25 têm soluçâo in te i ra  no modelo C P R j  e 

dos 23 restantes 8 conseyem solução bi nAria no iiiodelo i  P > . Dos 1 Ci 
i 

yrafos para os quaiç CP 1 tem solução IracionAria, para 6 deles o 
1 

model a C P 3 apresenta solução Binári a: os gràfos T , C5, SI1. SI 
2 .  P 2' 

K5 e K7. 

Nos outros problemas foi u t i  1 izado o procedi rnento descri t o  

anter i úr mente, gerando a t& um máxi mo de 1 0  probl emas í P, 3 . Desta 
L 

for ma. sb foi possl vel encontrar sol uqão bi i-iAi--i a  par a Par a 

es te  ultimo, foi r1ecessArio resolver 6 problemas P. .  Descrevemos a 

seguir cada u m  destes problemas. 

Dado que na  solução de C P R >  todos os vBrtices têm arestas 

fracionhrias, a exceqão do v&rtice que foi escolhido par-a fixar 

vãri&veis, resulta o conjunto W=€2,3,4,5,6,7,8,9>, mas IW1=8 q u e  é 

par. Adicionando s V? o v&rtice 1 obtemos U =V e acrescentando a 
1 

C P 1 as restrições geradas por Ui obtem-se C P 3 . 
1 2 

Na soluçãci de C P 1 resultam sb 10 arestas binárias, das quais 
2 

8 foram fixadas ao gerar CPKj. Assim, ternos que o conjunto W & o 

mesmo de C .  Portanto, eliminamos u m  dos vértices dele para 

obter U 2 = < 3 ,  4,s. 6,7,8> e CP j . 
3 

A soluç%o de C P3> tem 12 arestas binárias e W B o mesmo de P 
i 

e PI. Particionamos W em <8.3,4>. €5.8.7) r €8,93. Como es te  

Último te- sb dois elementos acrescentamús a e l e  o v&rtice 1. 

O problema C P4> é obtido acrescei-itai-ido a C P3j o conjunto 

U =<2,3,43. A soluçSo corlt8m 21 arestas  binárias. A seguir, 
3 

adicionamos a C P 1 o conjunto U =<S. 6.7) obtendo C P > . A sol uçâo 
4 4 5 

tem sb 12  arestas bin&iias,  portanto elimina-se es te  conjunto do 



problema P e substi tui-se por U =<l ,b,Q).  A izova solu~Yo de CP 1 
5 4 4 

t & m  31 arestas binárias. 

Da zolução de CF5j obtém-se W=<a,3,s,õ,7,9> c o m o  IW I=o, 
e1 i minando-se o v&rt.ice Y obt&m-se U ==ia, 3,5.~3,7> que B 

5 

acrescei-itado ã C P 3 psra obter C Pdj .  A sol uq&o dest.r r l r l  ti m o  & 
5 

binária. 

Para o grafo SI a melhor solução encontrada com es ta  
9 

estratbgia tem 3 arestas  fraciordrias.  Para os outros yrafos ü 

namero de arestas f racionárias B grande C mais do que 50%) . 

O s  grafos psra os quais não foram encontradas soluçEes 

binhrias correspondem aos yrafos mais densos, c l i iueâ e grafok que 

cont&m uma clique. Desta forma, a estratCyia proposta nos 

-0s. indica un caminho para continuar testando em grafos pouco den- 



CAPITULO 6 

CoNCLUSaES E P E S Q U I S A S  FUTURAS 

N e s t e  trabalho fo i  estudado o problema do indice ci-omático 

de dois pontos de vist.a. Part.indo da teor-ia de yraf os ,  ut i l izando 

a s  propriedades e s t ru tu ra i s  de algumas classes  de grafõs,  e 

estudando o problema geral do ponto de \rista da prograpmqão 

matemática. 

Mostramos que ainda em urna c lasse  r e s t r i t a  d e  yrafos, os 

gr af os i ndi f er  eizça , nem todas as  i nstâi-ici a s  pertencem B mesma 

c lasse  cromática. Ainda mais, provamos que a pert inência de um 

grafo s p l i  t-indiferença à Classe 1 ou à Classe 2 depende da sua 

es t ru tura  o mesma acontecendo com os grafos união de duas cl iques 

mãxi m â i  S. Tamb&m pr avamos que os gr af os i ndi f er ença c1 i que- 

completo reduzidos são de C1 asse 1. 

E m  r e l  ação a col or-ac$5es com propri edades eâpeci a i  s , 1nost.r amos 

q u e  um grafa completo de ordem par possui urna coloraç%o per fe i ta  e 

que nesta coloração e x i s t e  u m  c i c l o  katnil tot-tiãno t a l  que todas as 

ares tas  de1 e, menos uma, recebem cores d i s t in t a s .  

Uma l inha d e  pesquisa fu tura ,  que surge nat.uralmente, é 

extender o cblculo do indice cromAtico nas c lasses  que contenham 

as aqui cunsideradas. 0s graf os s p l i  t '  e os yraf os de intervãl  ü sCiü 

duas c1 asses de yrafos perfei tos  que apr-eâentam pr opii edades 

e s t ru tu ra i s  que poderiam r e s u l  Lar i i-tteressantes na coloração de 

arestas .  

O modelo de programação l inear  e a abordagem proposta par-a 

sua sol U Ç ~  foram estudados experimental mente. Dos graf os 

u t i  1 i zadoâ na exper i &nci a computaci onãl foram b e m  sucedi das os q u e  

sYo pouca densos. Assim, & in teressante  estudar e m  pesquisas 

fu turas  desigualdades vAl i das para o modelo proposto que sejam 

f acetas da enval t b r i a  convexa de soluções i n t e i  r a s  e também 

desenvolver e s t r  at&gi as  anál ogas par a os gr af os densos. 
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A P E N D I C E  

Apresentamos n e s t e  apgndi ce os graf os u t i l i  zador no 

capitulo 5. 

Graf os Bipartidos 

Seja B. . o g r a f o  b ipar t ido  completo tal que ] V  i I=i e IV 2 I=j 
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