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Life

Life is a chance, take it.
Life is beauty, admire it.

Life is beatitude, savour it.

Life is a dream, make it a reality.

Life is a challenge, face it.
Life is a duty, fulfil it.
Life is a game, play it.

Life is invaluable, take care of it.

Life is a wealth, preserve it.

Life is love, enjoy it.

Life is a mystery, penetrate it.

Life is a promise, keep it.
Life is sadness, get over it.
Life is an anthem, sing it.
Life is a struggle, accept it.

Life is a tragedy, seize it.

Life is adventure, dare it.
Life is happiness, earn it.

Life is life, stand up for it.

Mother Teresa.
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Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtencdo do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

Algoritmos e Complexidade de Decomposicao em
Grafos

Sulamita Klein

Outubro de 1994

Orientador : Jayme Luiz Szwarcfiter
Programa : Engenharia de Sistemas e Computacao

Estudamos alguns tipos de decomposi¢do em grafos.

Consideramos inicialmente a decomposi¢ao induzida pela existéncia de
um conjunto homogéneo em um grafo. Apresentamos um algoritmo de tempo
O(n®) que determina se um grafo admite um conjunto homogéneo.

A seguir consideramos a decomposicao induzida pela existéncia de um
par homogéneo em um grafo, que é uma generalizacao natural do conjunto
homogéneo. Apresentamos um algoritmo de tempo O(n®) que determina se
um grafo admite um par homogéneo.

Focalizamos também as decomposictes de grafos em cliques, sujeitas a
algumas restricbes dadas a priori. Consideramos um caso particular, que
chamamos de partigdo em clique-cruz e desenvolvemos um algoritmo linear
para determinar se um grafo admite tal partigao.

Discutimos problemas de reconhecimento de grafos com certos tipos de
cortes, assim como corte clique, corte estrela, corte estavel, corte assimétrico
e outros. Mostramos que o problema CORTE ESTAVEL ¢ o problema CORTE
MULTIPARTIDO COMPLETO sao NP-completos.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

Algorithms and Complexity of Graph Decomposition
Sulamita Klein

October, 1994

Thesis Supervisors : Jayme Luiz Szwarcfiter
Department : Computing and Systems Engineering

We study some types of graph decompositions.

Initially, we comsider the decomposition induced by the existence of a
homogeneous set in a graph. We present an O(n®) time algorithm which
determines if a graph admits a homogeneous set.

Secondly, we consider the decomposition induced by the existence of a
homogeneous pair in a graph. Homogeneous pairs are natural generalizations
of homogeneous sets. We present an O(n°) time algorithm which determines
if a graph admits a homogeneous pair.

We also study clique decompositions of a graph, with some restrictions
given a priori. We consider a particular case called clique-cross partition
and we develop a linear algorithm which determines if a graph admits such
partition.

We discuss some recognition problems of graphs with certain cutsets, such
as clique cutset, star cutset, stable cutset, skew cutset and others. We show
that the problem STABLE CUTSET and the problem MULTIPARTITE CUTSET

are NP-complete.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de algoritmos é um topico central em Ciéncia da Computagcao.
Nas 1ltimas duas décadas ocorreram avangos significativos nesse campo. HFs-
ses avangos vao desde o desenvolvimento de algoritmos rapidos até a des-
coberta surpreendente de certos problemas naturais para os quais todos os
algoritmos parecem ser ineficientes.

A 4rea de Algoritmos Combinatérios lida com problemas que envolvem
estruturas mateméticas finitas e discretas. F uma 4rea nova e apenas nos
altimos anos comegou a emergir como um campo sistematico do conhecimento,
ao invés de uma colegdo de truques variados. Novos algoritmos tém surgido.
Progressos rapidos tém sido feitos, principalmente de natureza matematica,
especialmente na compreensdo dos algoritmos, seu desenvolvimento e sua
andlise. Todos esses fatores fazem com que a area de Algoritmos Combi-
natérios tenha se tornado importante, localizando-se na fronteira da Ciéncia
da Computacdo e da Matematica.

O assunto do nosso trabalho nesta tese foi justamente o desenvolvimento
e analise de certos algoritmos combinatérios em uma estrutura matematica
muito especial: os grafos.

O estudo de algoritmos em grafos interliga as areas de Algoritmos Com-
binatérios e Teoria dos Grafos. A elaboracio de novas estruturas tedricas
motiva a procura de algoritmos que reconhecam essas estruturas.

Uma estratégia que tem se mostrado bastante efetiva na busca desses al-
goritmos é o método de Divisdo e Conquista. Esse método, como o nome diz,
procura dividir, isto é, decompor o grafo em uma hierarquia de componen-
tes, resolver o problema nessas componentes e gradualmente ir juntando as
solugdes, de maneira que no final seja obtida a solugdo para o grafo original.

O uso dessa estratégia encontra forte motivagao também na classe dos

grafos perfeitos, uma classe de grafos em que todo subgrafo induzido ad-



mite uma coloragao e uma clique com o mesmo tamanho. O problema do
reconhecimento de grafos perfeitos estd em aberto. Sabe-se que, juntando
dois grafos perfeitos através de determinadas operagdes, como por exemplo
substituicdo e identificacdo por clique, obtém-se um grafo também perfeito.
Diz-se que essas operagdes preservam perfeicdo. Um caminho natural para
testar a perfeicdo de um grafo, seria entdo decompor esse grafo através de
alguma operacao que preserve perfeicao e testar a perfeicdo para cada um
dos subgrafos obtidos. Infelizmente essa idéia ndo nos d4 um teste geral para
perfeicio, mas nos possibilita reconhecer diversas subclasses de grafos per-
feitos tais como a classe dos grafos separdveis por clique [18, 41, 38], a dos
grafos i-triangularizados [41] e a dos triangularizados [41, 38]. E também
como aplicagado dessa técnica, podemos resolver os problemas de otimizacéao:
clique maxima e nimero cromatico, para classes de grafos hereditarios em
geral, e em particular para algumas classes de grafos perfeitos, uma vez que
saibamos resolver os problemas nas componentes mais baixas da hierarquia.

Neste trabalho nos preocupamos com o problema de dado um grafo, como
encontrar certos conjuntos de vértices que induzem uma estrutura especial
nesse grafo. Ou ainda, olhando a relagdo desse conjunto de vértices com
o restante do grafo, como achar uma decomposicao do grafo através desse
conjunto.

Passamos agora a descrever a nossa contribuicio e como o nosso trabalho
estéd distribuido.

No capitulo presente, além da introducdo e localizacdo dos tépicos da
tese, damos as definigbes basicas da Teoria dos Grafos e Complexidade, com
as respectivas notagdes que serao usadas ao longo deste texto.

No capitulo 2, fazemos uma breve introdugao a classe dos grafos perfei-
tos e também apresentamos em detalhes o algoritmo de 2-satisfabilidade de
Aspvall, Plass e Tarjan [1], importantes para a compreensido dos algoritmos
desenvolvidos nos capitulos posteriores.

No capitulo 3, consideramos dois tipos de decomposi¢coes homogéneas
em um grafo, a decomposi¢io produzida pela existéncia de um conjunto ho-
mogeéneo e a produzida pela existéncia de um par homogéneo. Desenvolvemos
algoritmos eficientes, i.e., polinomiais, para ambos os casos, provamos suas
correcoes e analisamos suas complexidades. Observamos que o problema do
reconhecimento de um grafo com par homogéneo era um problema em aberto,
desde 1987, e pelo que é do nosso conhecimento, o primeiro algoritmo poli-
nomial que encontra um par homogéneo (se existir) é o que apresentamos na

se¢ao 3.2.



No capitulo 4, estudamos o problema da cobertura por cliques gene-
ralizada, também chamado problema da cobertura-(H, K). Apresentamos o
algoritmo desenvolvido por MacGillivray e Yu [29], que acha essa cobertura-
(H, K) em tempo polinomial para um grafo H sem triangulos. Consideramos
um caso particular desse problema , o qual denominamos Parti¢cdo em Clique-
Cruz e desenvolvemos um algoritmo (usando basicamente a mesma técnica
dos algoritmos do capitulo 3) que resolve esse problema em tempo linear.

No capitulo 5, discutimos problemas de reconhecimento de grafos com
determinados cortes, assim como corte clique, corte estrela, corte estavel,
corte multipartido completo e outros. Para os casos de corte estével e corte
k-multipartido completo construimos redug¢des polinomiais (para cada caso) a
partir de problemas NP-completos, estabelecendo assim que esses problemas
sao NP-completos.

Finalmente, no capitulo 6, apresentamos as conclustes desse trabalho,
assim como dire¢Oes para pesquisas futuras.

Os algoritmos originais desenvolvidos no capitulo 3 e no capitulo 4 foram
feitos em co-autoria com os professores Hazel Everett e Bruce Reed. Os
resultados originais do capitulo 5 foram obtidos em co-autoria com o professor
Kyriakos Kilakos.

Os resultados desta tese foram reportados nos seguintes trabalhos [13],
[14] e [25].

1.1 Definicoes e Notacoes Basicas

Nesta se¢ao vamos estabelecer algumas definigbes e notagdes basicas que

serdo utilizadas ao longo desta tese.

1.1.1 Grafos

Um grafo é um par ordenado GG = (V, E) onde V é um conjunto finito
nao vazio de vértices e I é um conjunto de pares nao ordenados de vértices
distintos, chamados arestas. Denotaremos o conjunto de vértices de um grafo
G por V(G), ou simplesmente por V, caso ndo haja ambiguidade. A mesma

convengao serd usada para seu conjunto de arestas F(G).

Um vértice z é adjacente a um vértice y em ¢ se {z,y} é uma aresta de

G. Neste caso também dizemos que z e y sdo vizinhos em (. Denotamos o



conjunto dos vértices adjacentes a z por Ng(z), ou simplesmente por A (z),

caso nao haja dividas quanto ao grafo em questao.

Um vértice z de G é dito isolado quando N (z) = 0, e é universal quando

N(z) =V \ {z}.

Uma aresta ¢ = {z,y} € E é incidente aos vértices z e y que sdo os

extremos de e.
Duas arestas sdo adjacentes se possuem um vértice em comum.

O grau de z, denotado por gg(z) é o nimero de vizinhos de z, isto é,

ga(z) = |[N(z)]. O simbolo § denota o maior grau de um vértice de G.

A ordem de um grafo G é o niimero de vértices de GG, ¢ é denotada por
|G| ou por |V(G)]. O tamanho de G é a soma do ndmero de arestas de G com
o nimero de vértices de G. Como é usual, vamos assumir que |V(G)| =n e
|E(G)] = m, onde |E(G)| denota o ndmero de arestas de G.

O complemento de um grafo G, denotado por G, é o grafo que tem o
mesmo conjunto de vértices de G e tal que dois vértices distintos sdo adja-

centes em G se e somente se nao sdo adjacentes em G.

Uma propriedade ¢ dita auto-complementar quando é satisfeita pelo grafo

e pelo seu complemento.

Um grafo H = (V(H), E(H)) é um subgrafo de um grafo G = (V, E) se
V(H) CVeEH)CE SeV(H)CV,V(H) # V entdo H é dito um
subgrafo préprio de G. Dado um conjunto de vértices X C V, X # 0, entio
o subgrafo induzido por X é o subgrafo H de G tal que V(H) =X e E(H) é
o conjunto das arestas de G que tém ambos os extremos emn X. O subgrafo
induzido por X é denotado por G[X].

Uma propriedade é dita hereditdria caso seja satisfeita pelo grafo e por
todos os seus subgrafos induzidos. Analogamente definimos uma classe de

grafos hereditaria.

O grafo G'\ v, obtido do grafo G pela remocao de um vértice v, é o sub-

grafo induzido pelo conjunto V'\ {v}. Analogamente, o grafo G\ H, obtido do



grafo G pela remogdo de um subgrafo H, é o subgrafo induzido pelo conjunto

VAV(H).

Dois grafos sdo isomorfos caso exista uma bije¢do entre os scus conjuntos

de vértices que preserve adjacéncia.

Quando um grafo G' néo contém subgrafo induzido isomorfo a algum grafo

H, dizemos que (@ é um grafo sem H’s ou livre de H’s.

Um grafo G é completo se quaisquer dois vértices distintos de G sédo ad-
jacentes. A menos de isomorfismo, existe um tnico grafo completo com n

vértices. Denotamos tal grafo por K.

Dados dois vértices z e y de um grafo G, um caminho entre eles é uma
seqiiéncia da forma P = [z = vy, vy, ...., 0 = y], onde os v;’s sdo vértices, dois
a dois distintos, e {v;,v; +1} € E, 1 < ¢ < k — 1. Em particular, P é um
caminho induzido se nao existem arestas entre dois vértices nao consecutivos.
Denotamos por P, um caminho induzido por k vértices. Observamos que Py

tem k& — 1 arestas.

Um ciclo é uma seqiiéncia C' = [v),vy,....,541] tal que [v1,vq,....,vE] é
wm caminho, v; = vz, € k > 3. Em particular C é um ciclo induzido ou
ciclo sem cordas se nao existem arestas entre dois vértices ndo consecutivos.
Denotamos por C um ciclo induzido por k vértices. Observamos que C} tem

k arestas.

Uma corda em um ciclo é uma aresta no grafo, cujas extremidades sao

vértices ndo consecutivos no ciclo.

Um grafo G é conezo se, para todo par de vértices distintos v e v em G,
existe um caminho de u a v. Caso contrario, G € desconezo. Uma componente

coneza de G é um subgrafo maximal conexo de G.

Um corte de um grafo é um subconjunto de vértices desse grafo tal que

o grafo obtido apds a sua remogdo é desconexo.

O grafo de linha L(G) associado a um grafo G é o grafo cujos vértices sdo

as arestas de G e cujas arestas sdo os pares de arestas adjacentes em G.



Um grafo G = (V, E) é bipartido se V pode ser particionado em dois
conjuntos X e Y (X UY =V e X NY = §), tais que toda aresta tem um
extremo em X e outro em Y. Os conjuntos X e Y sdo chamados partes de
G. Em particular, G é bipartido completo se é bipartido e se todo vértice de

X é adjacente a todo vértice de Y.

Um conjunto M C F é um emparelhamento em G se cada vértice de V' ¢

extremo de no maximo uma aresta de M.

Um conjunto de vértices K de um grafo G é uma clique se G[K] é um

grafo completo.

Um conjunto de vértices S de um grafo G é um conjunto estdvel ou con-
junto independente se os seus vértices sdo dois a dois nao adjacentes em G,

ou em outras palavras, se em GG o conjunto S ¢ uma clique.

Um grafo G é k-multipartido, k > 2 se V pode ser particionado em k con-
juntos estéveis Vi, Vs, ..., Vi, no vazios, tais que se {z,y} € F entdo z € V;
ey € V;, 1 # j. G é mullipartido se ele é k-multipartido para algum k& > 2.
Em particular um grafo bipartido é um grafo 2-multipartido. G € multipartido

completo se ele é multipartido e {z,y} € E se e somentese z € V; ey € Vj,

i

Uma cobertura por cliqgues de um grafo G é uma particdo do conjunto de

vértices de (G onde cada classe da particdo é uma clique.

Uma cobertura por estdveis ou coloragdo de umn grafo é uma particio
do conjunto de vértices desse grafo onde cada classe da particdo é um con-
junto estavel. Uma k-colora¢do é uma cobertura por exatamente k conjuntos
estéveis.

PARAMETROS DE (3:

w(@) - tamanho de wma maior cligue, i.c., o nimero de vértices de uma

clique maxima de .

k(@) - tamanho de uma menor cobertura por cliqgues, i.e., o nimero



minimo de cliques que cobrem os vértices de G.

a(@) - tamanho de um maior conjunto estdvel de (7, i.e., o nimero de
vértices de um conjunto estdvel maximo. Também chamado nimero de inde-

pendéncia de G.

x(G@) - nimero cromdtico de G, i.e., menor k para o qual existe uma
k-coloragao, ou ainda, o tamanho de uma menor cobertura por conjuntos

estdveis.

Um grafo G é perfeito se para todo subgrafo induzido H de G temos
w(G) = x(G@) (ou equivalentemente a(G) = k(G)). Grafos que ndo sdo per-

feitos sao ditos imperfeitos.

Um grafo G é minimalmente tmperfeito se ele ndo é perfeito, mas todos

os seus grafos induzidos préprios sdo perfeitos.

1.1.2 Grafos Direcionados

— —
Um grafo direcionado ou digrafo, G = (V, E), consiste de um grafo com
uma orientagdo no seu conjunto de arestas, i.e., cada aresta € um par orde-

nado de vértices distintos chamados arestas directonadas ou arcos.

Um arco a = (u,v) é incidente aos vértices u e v, que sao os extremos de
a. Além disso, dizemos que o arco a sai de u e entra em v. O grau de entrada
de um vértice v é o niumero de arestas que entram em v. O grau de saida de
um vértice v € o nimero de arestas que saem de v. Se o grau de enfrada de
v € nulo, v é chamado fonte. Se o grau de saida de v é nulo, v é chamado

sumidouro.

As definigoes de subgrafo, subgrafo induzido por um conjunto de vértices

sa0 as mesmas que para grafos, resguardadas as diregoes das arestas.

o . . 7 . = - ,
Um caminho direcionado entre dois vértices u ¢ v de G = (V, E) é uma
—
sequéncia da forma P = [u = v1, vy, ..., vx = v], onde os v;’s sdo vértices, dois
-
a dois distintos, e (v;,v;+1) € B, 1 <i¢<k—1.

.
Um grafo direcionado G é fortemente conexo se, para todo par de vértices
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distintos v e v de é, existe caminho direcionado de u para v € de v para u.
Os subgrafos maximais fortemente conexos de um grafo direcionado nao tém
vértices em comum e sdo chamados componentes fortemente conezas. Dize-
mos que (Cy, Cs, ..., Ck) é uma ordenagdo topoldgica reversa das componentes
fortemente conexas de (3 se para todo par 2,5, onde 1 < 1 < 5 < k, nao
existe aresta direcionada de algum vértice de C; para um vértice de C}. -Se
Cr e C] sao duas componentes fortemente conexas tais que existe uma aresta
direcionada de um vértice de C} para um vértice de C} entdo C} é chamado

de um predecessor de C) e C} é chamado de um sucessor de C.

1.1.3 As Classes P, NP, NP-completo

Um problema algoritmico costuma ser caracterizado como um conjunto
de todos os possiveis dados do problema, conjunto esse denominado conjunto
de instancias, e uma questio solicitada, denominada objetivo do problema.
Resolver um problema algoritmico consiste em desenvolver um algoritmo cuja
entrada seja uma instancia do problema e cuja saida responda ao objetivo do

problema.

Denotamos um problema # com conjunto de instancias D e questdo @)

por (D, Q).

Um problema (D, Q) é dito de decisio quando o objetivo consiste em

decidir se a resposta a questdo ) é SIM ou NAO.

Um algoritmo é eficiente ou polinomial quando sua complexidade de

tempo é uma funcio polinomial nos tamanhos dos dados de entrada.

Os problemas de decisao para os quais existem algoritmos eficientes que
os resolvam constituem uma classe que é chamada polinomial, e é denotada

por P.

Um problema de decisdo é dito ser ndo-deterministico polinomial caso
qualquer instancia SIM para o problema possua um certificado sucinto, isto
é, verificavel em tempo polinomial no tamanho da instancia. Essa classe de

problemas de decisdo é denotada por NP.



Sejam m1(D1, Q1) € m2(D2,Q2) dois problemas de decisdo. Uma trans-
formagao polinomial de 7 em 7wy é uma fungdo f : Dy — D,y tal que as

seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

e [ pode ser computada em tempo polinomial;

e para toda instancia I € D; do problema 7y, tem-se que 71(1I) possui

resposta SIM se se somente se mo(f(1)) possui resposta SIM.

Um problema de decisdo 7 pertence a classe NP-Completo quando as

seguintes condigbes sao satisfeitas:

e T € NP,

e para todo problema n’ € NP existe uma transformacao polinomial de

7 em 7.

Um problema que pertence a classe P é chamado polinomial, e um pro-

blema que pertence a classe NP-Completo é chamado NP-completo.

Como fonte de referéncias sobre complexidade indicamos [17] e [36].



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo é dedicado a apresentacdo de um embasamento tedrico
para o nosso trabalho. Na primeira se¢do damos um panorama geral sobre a
classe dos grafos perfeitos, motivando o préximo capitulo sobre decomposigio
homogénea. Na segunda se¢ao apresentamos o algoritmo de 2-satisfabilidade,

de grande importancia no capitulo 3 e capitulo 4.

2.1 Grafos Perfeitos

Um grafo é perfeito se cada um de seus subgrafos induzidos tem niimero
cromaético igual ao tamanho de uma maior clique.
Os grafos perfeitos foram definidos em 1961 por Claude Berge [2], que na

época propos as seguintes conjecturas:

Conjectura 1 Um grafo € perfeito se e somente se nem o grafo, nem seu

complemento contém um ciclo induzido impar com mais de trés vértices.

Conjectura 2 Um grafo € perfeito se e somente se seu complemento é per-
feito.

Trivialmente a Conjectura 1 implica a Conjectura 2. Por isso ficaram
conhecidas como Conjectura Forte e Conjectura Fraca dos grafos perfeitos,
respectivamente. Em 1972 Lovész [26] provou a Conjectura Fraca que passou
entdo a ser chamada Teorema dos Grafos Perfeitos. A Conjectura Forte con-
tinua em aberto até hoje, estimulando uma grande quantidade de trabalhos

com o seu desafio.

Nas tiltimas trés décadas a Teoria de Grafos e a Combinatdria tiveram

um grande desenvolvimento. Ligados a esse desenvolvimento emergiram al-
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gumas teorias fundamentais, assim como a teoria de Complezidade Compu-
tacional e a formulagao geral de problemas de otimizagdo combinatéria em
Programacdo Linear. O desenvolvimento de ambas esta profundamente rela-
cionado com grafos perfeitos. Os grafos perfeitos também contribuiram para
o desenvolvimento da teoria dos “Anti-Blocking Polyhedra”, para o estudo da
estrutura das faces dos politopos e para a no¢do de integralidade dual total
em programacao linear inteira. Por outro lado, constituem uma classe razo-
avelmente grande de grafos para os quais o nimero cromatico e o numero de
independéncia podem ser calculados em tempo polinomial [22]. Fm diversas
classes especiais de grafos perfeitos, os problemas de otimizagdo sdo resolvi-
dos polinomialmente por algoritmos rapidos, e envolvem idéias importantes
de algoritmos combinatérios, tais como busca em profundidade e algoritmo
guloso.

Mas, além disso, grafos perfeitos constituem também um assunto de per-
manente interesse para os mais tradicionais tedricos de grafos. Muitas vezes
resultados sobre grafos perfeitos generalizam outros resultados importantes
em diversos campos da Teoria dos Grafos.

Como fonte de consulta sugerimos [19, 28, 15].

2.1.1 O Teorema dos Grafos Perfeitos
Comegamos esta se¢do enunciando o teorema central de grafos perfeitos.

Teorema 1 [26] Teorema dos Grafos Perfeitos.

Um grafo € perfeito se e somente se seu complemento € perfeito.

A pega chave na demonstracao desse teorema é a operacdo de substitui¢do

que definimos a seguir:

Sejam G e H grafos e z um vértice de G. Construimos um novo grafo G’
substituindo o vértice = pelo grafo H da seguinte maneira:
Tomamos a unido disjunta de H e G\ z, e para todo par de vértices y e z,
comy € G\z ez € H,adicionamos uma aresta {z,y} se e somente se {z,y}

é uma aresta de (. Dizemos entdo que G’ foi obtido por substitui¢io de G.

A figura 2.1 apresenta um grafo G’ obtido por substituicao de um grafo
(G, onde o vértice z pertencente a (& foi substituido por um grafo f, e i é
um grafo induzido por um conjunto estavel de dois vértices.

O préximo lema, provado por Lovész, é usado na prova do Teorema dos
Grafos Perfeitos. Fsse lema assegura que a operagao de substitui¢io por um

grafo perfeito preserva a perfeicéo.
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X G G'

Figura 2.1: Operagao de substituicdo.

Lema 1 [26] Lema da Substituicdo.
Se um vértice de um grafo perfeito € substituido por um grafo perfeito entdo

o grafo resultante ¢ perfeito.

Nao podemos deixar de observar que Fulkerson [16] na mesma época,
enquanto desenvolvia a Teoria dos “Anti-Blocking Polyhedra”, havia reduzido
a Conjectura Fraca a afirmacdo: Substituicdo preserva perfei¢do, chegando

dessa forma bem perto da demonstracdo do Teorema dos Grafos Perfeitos.

Um conjunto homogéneo em um grafo G € um subconjunto préprio H dos
vértices de G contendo pelo menos dois vértices e tal que V(G) \ H pode ser
particionado em A = {z|z é adjacente a todo vértice de H} e N = {z|z néo
é adjacente a nenhum vértice de H}, onde A ou N sdo ndo vazios.

Na figura 2.2 apresentamos um exemplo de um grafo que contém um

conjunto homogéneo.

Figura 2.2: Grafo com conjunto homogéneo H = {e, f}.

Observamos que se G tem um conjunto homogéneco H e y é um vértice
qualquer de H, entdo G pode ser obtido substituindo no grafo G\ (H \ y),
o vértice y pelo grafo induzido por H. Reciprocamente, caso ¢ tenha sido
obtido por substituigdo de um vértice ¢ em G por um grafo induzido por

um conjunto de vértices H entdo H é um conjunto homogéneo em G’ com

A = Ng(m) e N = N@(.’L‘)
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A operagao de substitui¢io, além de ser um conceito fundamental na
demonstracio do Teorema do Grafo Perfeito, tem sido usada também para
provar que vérias classes de grafos sdo perfeitas; como por exemplo, os grafos

de comparabilidade [20] e os grafos sem F; [8].

2.1.2 Grafos Minimalmente Imperfeitos

A Conjectura Forte dos Grafos Perfeitos permanece em aberto até os
dias de hoje como um problema interessante, de formulacdo simples, embora
aparentemente muito dificil. Por tudo isso continua desafiando e estimulando

uma grande quantidade de trabalhos.

Um grafo é minimalmente imperfeito se ele ndo € perfeito, mas todos os

seus subgrafos induzidos préprios sao perfeitos.

Esse conceito nos permite a seguinte formulagio equivalente & Conjectura
Forte:

Conjectura 3 Os unicos grafos minimalmente imperfeitos sdo os ciclos in-

duzidos impares com mais de trés vértices e seus complementos.

O Teorema dos Grafos Perfeitos pode ser também reformulado em termos

desses grafos:

Teorema 2 Um grafo € minimalmente imperfeito se e somente se seu com-

plemento € minimalmente imperfeito.

Um dos caminhos que tem sido muito explorado na tentativa de se provar
a Conjectura Forte tem sido estudar e procurar novas propriedades dos grafos
minimalmente imperfeitos. Acredita-se que se for obtida uma lista extensa
dessas propriedades serd possivel mostrar que sé estes ciclos induzidos e seus
complementos satisfazem todas elas.

Nesse sentido, uma das primeiras contribui¢des foi a de Lovész [27], que
mostrou que todo grafo G minimalmente imperfeito admite precisamente
a(@).w(G)+1 vértices (onde () é o tamanho de um maior conjunto estavel
e w(@G) é o tamanho de uma maior clique de (). Além disso, para qualquer
vértice  de G, G\ = pode ser particionado em «(G) cliques de tamanho
w(@) e em w(@) conjuntos estiveis de tamanho «(G). Em particular os
grafos que tém essa propriedade recebem o nome de particiondveis ou grafos
(a,w). Observe que a classe dos grafos particiondveis contém a classe dos gra-

fos minimalmente imperfeitos. Além disso, a maior parte das propriedades
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estruturais dos grafos minimalmente imperfeitos sdo partilhadas pelos grafos
particiondveis. No momento sdo conhecidas poucas propriedades que sao sa-
tisfeitas pela classe dos grafos minimalmente imperfeitos e ndo sao satisfeitas
pela classe dos grafos particiongveis. Por isso tais propriedades adquirem
especial importancia e sdo chamadas propriedades que separam.

Como conseqiliéncia dos resultados de Lovasz acima mencionados, diver-
sas propriedades dos grafos minimalmente imperfeitos, envolvendo cliques e
conjuntos estdveis, foram obtidas por Padberg [32], e depois estendidas para
os grafos particiondveis por Bland, Huang e Trotter [3]. Mas os estudos dos
grafos minimalmente imperfeitos ndo tém se limitado apenas ao estudo de
suas cliques e conjuntos estaveis. Certos tipos especiais de cortes também
tém merecido atencio e resultados bastante interessantes acerca desses ob-
jetos tém sido obtidos. Como exemplos podemos citar os cortes clique e os

cortes estrela.

Um corte clique em um grafo G é um corte de G que é uma clique. Na

figura 2.3 apresentamos um exemplo de um grafo com um corte clique.

Figura 2.3: Grafo com corte clique C = {a, b, c}.

O lema a seguir é um resultado importante em coloracdo de grafos per-

feitos [33].
Lema 2 Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém um corte clique.

Um corte estrela em um grafo G é um corte de G que tem um vértice,
chamado centro da estrela, que é adjacente a todos os outros vértices do corte.
Observamos que um corte clique é um corte estrela em que todo vértice é o
centro. Na figura 2.4 apresentamos um exemplo de um grafo com um corte
estrela.

O conceito de corte estrela foi introduzido por Chvdtal [5], que mostrou o
lema a seguir, chamado Lema do Corte Estrela, o qual generaliza o resultado

anterior sobre corte clique.
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Figura 2.4: Grafo com corte estrela C = {a,b,c,d, e}, onde ¢ € o centro.de

C.

Lema 3 [5]

Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém um corte estrela.

O problema do reconhecimento de um grafo com corte clique foi resolvido
por Whitesides [40] e Tarjan [38], que exibiram algoritmos polinomiais para
determinar um corte clique. Ja o problema do reconhecimento de um grafo
com corte estrela foi resolvido pelo préprio Chvatal [5], que caracterizou gra-
fos com corte estrela e apresentou um algoritmo polinomial decorrente dessa
caracterizacao.

15 interessante observar a estreita relacdo que existe entre os conceitos de

corte estrela e conjunto homogéneo dada pelo lema a seguir:

Lema 4 Se um grafo contém um conjunto homogéneo entdo o grafo ou o seu

complemento contém um corte estrela.

Prova. Scja G um grafo com um conjunto homogéneo H. Por definigdo
|H| > 2 e V pode ser particionado nos conjuntos H, A ¢ N (j& definidos),
onde A ou N sdo ndo vazios. Se A e N s3o ndo vazios entdo tomando qualquer
vértice z de H, o conjunto C' = {z} U A & um corte estrela de G. Se A = {)
entio G é desconexo e qualquer vértice de I é um corte estrela de G. .Se

N = { entdo @ é desconexo e qualquer vértice de H é corte estrela de G. =

Além disso, temos também como consequéncia do lema 1 o seguinte re-

sultado:

Lema 5 Nenhum grafo mintmalmente imperfeito contém um conjunto ho-

mogéneo.
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Como a classe dos grafos perfeitos é auto-complementar, o conceito de
corte estrela pode entdo ser visto como uma generalizacao do conceito de
conjunto homogéneo.

Continuando nessa linha Chvatal [5] definiu um novo corte que chamou

de assimétrico (skew), que por sua vez generaliza o conceito de corte estrela.

Um corte assimétrico em um grafo GG é um corte de G que pode ser
particionado em dois conjuntos Vj e V; tais que se ¢ € V) e y € V, entdo
{z,y} € E. Na figura 2.5 apresentamos um exemplo de um grafo com corte

assimétrico.

Figura 2.5: Grafo com corte assimétrico C = {a,b,¢c,d,e}.
Observe que se C' é um corte assimétrico em G entdo G[C] é desconexo.
Um corte assimétrico é uma generalizacao particularmente interessante de
corte estrela porque temos o seguinte fato:

G tem um corte assimétrico se e somente se (¢ tem um corte assimétrico.

Este fato sugere naturalmente a seguinte conjectura proposta por Chvatal

[5]:

Conjectura 4 Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém um corte as-

simétrico.

Fissa conjectura assume uma importancia especial por ser uma proprie-
dade que separa a classe dos grafos particionaveis dos grafos minimalmente
imperfeitos. Mas essa conjectura tem se mostrado mais dificil de ser provada

do que se esperava. Procura-se entdo prova-la para casos mais simples.

Um corte multipartido complelo em um grafo G é um corte de G que

induz um grafo multipartido completo.

O corte multipartido completo ¢ um caso particular do corte assimétrico.

De fato: dado um corte multipartido completo C, tome um dos conjuntos
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estaveis de C' como V; e a unido dos restantes como V,. Temos que se ¢ € V;
ey € V, entido {z,y} € E e logo C é um corte assimétrico. O exemplo da
figura 2.5 é em particular um corte multipartido completo.

Recentemente Cornuejols e Reed [10] mostraram que:

Lema 6 Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém um corte multipar-

tido completo.

Ainda a respeito de generalizagdes de conceitos e propriedades que sepa-
ram, cabe aqui mencionar que o conceito de par homogéneo, aparece como

uma generalizagdo natural de conjunto homogéneo.

Um par homogéneo em um grafo G = (V, E) é um par {Q1, @2} de con-

juntos disjuntos de vértices desse grafo tal que:

® todo vértice de V' \ (@1 U @)3) é adjacente a todos os vértices de (), ou

a nenhum vértice de Qy;

® todo vértice de V' \ (@1 U Q2) é adjacente a todos os vértices de (5 ou

a nenhum vértice de @)q;
o 1012200 |Qa] 2 2
o [V\(Q1UQ2) > 2.

Na figura 2.6 apresentamos um exemplo de um grafo que contém um par

homogéneo.
a c

G
Figura 2.6: Grafo G com par homogéneo { {a,b},{c,d} }

Note que um conjunto homogéneo @)1 com |V \ Q1] > 2, corresponde a
um par homogéneo {Q)1, @2} onde ()3 é vazio. O resultado a seguir estabelece
a relagdo entre pares homogéneos e a classe dos grafos perfeitos, assim como

também generaliza o lema 5.
Lema 7 [7] Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém um par homogéneo.
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Os pares homogéneos foram introduzidos por Chvétal e Sbihi [7] em 1987,
assim como o lema 7, para provar que os grafos Berge sem touro sao perfeitos.
Um grafo é Berge quando nem o grafo, nem seu complemento contém um ciclo
impar induzido de tamanho pelo menos cinco. Um grafo sem touro é um grafo
que ndo contém como subgrafo induzido um grafo isomorfo ao mostrado na

Figura 2.7, é chamado um touro.

Figura 2.7: touro.

Como ja comentamos anteriormente, a maior parte das propriedades co-
nhecidas dos grafos minimalmente imperfeitos sao também validas para os
grafos particionaveis.

Como exemplo de propriedades que sdo satisfeitas por estas duas classes,
podemos citar a ndo existéncia de cortes estrela provada tanto para grafos
minimalmente imperfeitos quanto para grafos particiondveis [5].

Como a existéncia de cortes estrela generaliza a existéncia de corte clique
e também a existéncia de conjunto homogéneo (pelo lema 4), obtemos como
consequiéncia que a ndo existéncia de cortes cliqgues e a ndo existéncia de
conjuntos homogéneos sao propriedades que nao separam.

Por outro lado, a ndo existéncia de par homogéneo é uma propriedade
que separa, o que lhe confere um caracter especial. O mesmo se aplica a ndo
existéncia de corte assimélrico, caso a conjectura 4 seja verdadeira.

Para mostrar que uma propriedade separa estas duas classes, basta exibir
um grafo particionavel para o qual a propriedade que vale para os minimal-
mente imperfeitos ndao vale para ele.

Assim, para a propriedade da n&o existéncia de corte assimétrico em
um grafo minimalmente imperfeito, vamos considerar o grafo G' dado na fi-
gura 2.8. G € particionavel. De fato, basta observar que a remocao de qual-
quer vértice de G produz um grafo que pode ser particionado em trés cliques
de tamanho trés ou em trés conjuntos estaveis de tamanho trés e G tem um
conjunto estivel de tamanho trés e uma clique maxima de tamanho trés.
Além disso G ndo é um grafo minimalmente imperfeito porque contém um
Cs como subgrafo induzido préprio. Tome V; = {9,3} e Vo = {8,4}. V1 UV,

é um corte assimétrico de G.
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Figura 2.8: Grafo G particiondvel com corte assimétrico C = {9, 3,8,4}.

Agora, para mostrar que a néo existéncia de par homogéneo é uma pro-

priedade que separa vamos precisar da seguinte definigdo:
Dois vértices z e y de um grafo G sio ditos anti-gémeos se satisfazem:
o G\ {z,y} =N(z) UN(y);
e N(z)NN(y)=0.

Temos entao que:

Lema 8 [7] Todo grafo com pelo menos cinco vértices que contém anti-gémeos

contém um par homogéneo.

Prova. : Seja GG um grafo com anti-gémeos z e y e |G| > 5.
Seja 1 = N(:E) \ {:c,y} e 2= N(y) \ {iU,’y}-
Entdo @1 ou @, tem pelo menos dois vértices e pela defini¢do de anti-

gémeos, {@Q1, Q2} formam um par homogéneo para G. =

Como nenhum grafo minimalmente imperfeito contém um par homogéneo,
temos que nenhum grafo minimalmente imperfeito contém um par de anti-
gémeos. Hssa segunda propriedade embora saia como conseqiiéncia da pri-

meira, foi provada independentemente em [31].

Consideremos a seguir o grafo G dado na figura 2.9. Tal grafo é parti-
cionavel. De fato, basta observar que a remoc¢io de qualquer vértice de G

produz um grafo que pode ser particionado em trés cliques de tamanho trés
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ou em trés conjuntos estiveis de tamanho trés e G tem um conjunto estavel
de tamanho trés e uma clique maxima de tamanho trés. Além disso G néo
é um grafo minimalmente imperfeito porque contém um Cj5 como subgrafo
induzido préprio. Os vértices z e y constituem um par de anti-gémeos em
G, logo um par homogéneo em (. Exibimos entdo um grafo particionavel
que contém um par homogéneo, o que mostra que a ndo existéncia de par

homogéneo é uma propriedade que separa.

y

Figura 2.9: Anti-gémeos z e y.

No capitulo 3 apresentamos um algoritmo polinomial para achar pares
homogéneos em um grafo G, respondendo a uma questdo formulada por Fi-

gueiredo [15]:

o I possivel testar eficientemente a existéncia de um par homogéneo em
um grafo?

2.2 Algoritmo 2-satisfabilidade

Seja X = {z1,%3,...,To} um conjunto de varidveis booleanas. Uma
atribuicdo de valores de verdade para X é uma funcao:
t: X — {verdadeiro, falso}.
Seja € uma formula booleana tal que C' é uma conjungéo de clausulas,
onde cada cldusula é uma disjuncgao de literais, e cada literal ou é uma variavel
z; ou a negacao de uma variavel, 7;. A férmula C sobre X é satisfazivel se e

somente se existe uma atribuigao de valores de verdade para X que satisfaz C.
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Uma tal atribuigio de valores de verdade é chamada atribuicdo satisfatdria
para C. O problema de satisfabilidade é determinar se existe uma atribuigao
satisfatéria para C. E amplamente conhecido que o problema de satisfabi-
lidade é NP-completo para férmulas com trés literais por clausula (3-SAT)
(veja [17]). Entretanto, o mesmo problema, para férmulas com dois literais
por cldusula (2-SAT) pode ser resolvido em tempo polinomial {17]; Even, Itai,
e Shamir [12] delinearam o primeiro algoritmo de linear para o 2-SAT, e pos-
teriormente, Aspvall, Plass e Tarjan [1| desenvolveram um algoritmo linear
bem mais simples, o qual chamaram algoritmo 2-satisfabilidade. Vamos apre-

sentar esse algoritmo a seguir.

Seja. C' uma férmula sobre X tal que C' tem no méaximo dois literais
por cldusula. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que nao existem
cldusulas com apenas um literal (j& que a cldusula u é equivalente & clausula
u 'V u).

Algoritmo 2-satisfabilidade
Entrada: uma férmula C sobre X = {z1, 2z, ..., %}
Saida: SIM-C ¢ satisfazivel ou NAO-C nio ¢ satisfazivel. Se a resposta for

SIM, o algoritmo retorna também uma atribuicao satisfatoria para C.

Passo 1 Construa um grafo direcionado Go = (V(éo),E(é’o)) com 2n

vértices e 2|C| arestas como segue:

-
(i) Para cada varidvel z; adicionamos a V(G¢) dois vértices que cha-

mamos x; € T;. Dizemos que um deles é o complemento do outro.

(i1) Para cada cldusula u V v de C adicionamos a E(é’g) as arestas
direcionadas (%, v) e (U,u). Na figura 2.10 apresentamos uma re-

presentacdo grafica dessa relagao.

Figura 2.10: Cldusula vV v e sua representag¢do grifica.
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-
Passo 2 Ache as componentes fortemente conexas de G¢ e retorne-as em

ordem topoldgica reversa. Use, por exemplo, o algoritmo de Tarjan

dado em [37].

Passo 3 Processe as componentes fortemente conexas (na ordem recebida)

de Go segundo o procedimento geral dado a seguir:

Se a componente S ja foi marcada, ndo faga nada, passe para a seguinte.
Se S nao foi marcada, entdao se S = S, onde S é a componente dual de S
(a qual consiste do subgrafo induzido pelos vértices complementos dos

vértices de S), retorne NAO-C ndo ¢ satisfazivel e pare. Caso contrario

(S # S) marque S verdadeira e S falsa.

Passo 4 Retorne SIM-C € satisfazivel e também a atribuicio satisfatéria

para C' e pare.
Observagoes:

Observagdo 1 Por construgio G tem a seguinte propriedade de dualidade:
Go € isomorfo ao grafo obtido dele mesmo, invertendo o sentido das arestas
e complementando os nomes de todos os vértices (i.e., © passa a ser T e¢ T

passa a ser ).

Observagao 2 Pela propriedade de dualidade observada acima, toda compo-
nente fortemente conexa S de éc tem uma componente dual S que consiste do
subgrafo induzido pelos vértices complementos dos vértices de S. Desse fato
decorre que se Sy e So sdo duas componentes fortemente conezas de é’c eS) €
um predecessor de Sy, entdo S1 € um sucessor de Sy e vice-versa. Logo temos

que S1 e Sy sdo incompardveis se e somente se S e Sy sdo incompardveis.

Observagao 3 Suponha que sejam atribuidos valores de verdade aos vértices
de éc. Tal atribui¢do corresponde a um conjunto de valores de verdade para

as varidveis que tornam C' satisfazivel se e somente se:

(i) para todo i, vértices x; e T; recebem wvalores de verdade complementares;

(it) nenhuma aresta (u,v) (v — v) tem uw com a atribuigio verdadeira e v
com atribuicdo falsa. FEm outras palavras, nenhum caminho leva um

vértice verdadeiro a um vértice falso.

O teorema a seguir assegura a corre¢do do algoritmo.
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-
Teorema 3 C € satisfazivel se e somente se no grafo Go nenhum vértice
u; estd ma mesma componente fortemente conexa que o seu complemento u;

(i.e., nenhuma componente fortemente conexa S ¢ igual a sua componente

dual S).

Prova. Suponha que existe um vértice u; na mesma componente fortemente

conexa que o seu complemento %;. Entdo qualquer atribuicdo de valores
-

de verdade aos vértices de G, deve violar ou a observacdo 3(i) ou a ob-

servacdo 3(ii); logo C nao ¢é satisfazivel.

Para provar a reciproca, usamos o Passo 3 do algoritmo 2-satisfabilidade.
Esse passo ou detecta a condi¢do do teorema, i.e., acha algum vértice na
mesma, componente fortemente conexa que o seu complemento e s6 nesse
caso para prematuramente, ou marca as componentes fortemente conexas de
Ge de forma que obtemos uma atribuicdo de valores de verdade para.C. De
fato, das propriedades de dualidade e inducao decorre que toda componente
marcada verdadeira tem apenas componentes verdadeiras como sucessoras e
toda componente marcada falsa tem apenas componentes falsas como pre-
decessoras. Logo, se nao paramos prematuramente ao executar o Passo 3,
as componentes sdo marcadas de tal maneira que as componentes duais tém
valores complementares, e além disso, ndo existe nenhum caminho que va
de uma componente verdadeira para uma componente falsa. Se atribuimos
a cada vértice a mesma marcacdo da componente que o contém, obtemos
uma (atribuicdo de valores de verdade) satisfazendo a observagio 3(i) ou a

observacdo 3(ii). m

Consideremos agora um exemplo da execu¢ao do algoritmo 2-satisfabilidade

aplicado a uma dada férmula C'.

Entrada: C = {aV b,bVeE,bV d,bVd,dVal.

Passo 1: Construgao do grafo Go. Na figura 2.11 exibimos o grafo Geo
obtido.
Passo 2: Aplicagdo do algoritmo [37], que acha as componentes fortemente
conexas de Gl e as retorna na ordem topoldgica reversa:

Sy = {a}, Sy = {e}, Sz = {d,b}, Sy = {b,d}, S5 = {c}, S¢ = {@}. Veja
figura 2.12.

Observe que Sg = 57, S5 = 52, Sy = 5.

Passo 3: Processando as componentes:
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Figura 2.11: Grafo Gg.

o
IOIROE

Figura 2.12: As componentes fortemente conezas de Gg em ordem topoldgica

Teversa.

S1 := verdadeiro e Sg := falso;
Sz 1= verdadeiro e Sy := falso;
S3 := verdadeiro e Sy := falso.

Passo 4: SIM-C ¢ salisfazivel, e a atribuigio satisfatéria para C' é:
a = verdadeiro;
b := falso;
¢ := falso;

d = verdadeiro.
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Capitulo 3

Decomposicao Homogénea

Dizemos que um grafo admite uma decomposi¢do homogénea quando o

grafo possui um par homogéneo, ou em particular, um conjunto homogeéneo.

O objetivo deste capitulo é apresentar dois algoritmos originais para de-
composi¢oes homogéneas em um grafo. O primeiro determina se um grafo
tem um conjunto homogéneo e encontra esse conjunto, caso ele exista, em
tempo polinomial. O segundo, por sua vez, determina se um grafo tem um
par homogéneo e encontra esse par, caso ele exista, também em tempo poli-

nomial.

3.1 Um Algoritmo para Achar Conjuntos Ho-
mMogeneos

3.1.1 Introducao

Um conjunto homogéneo em um grafo G é um conjunto H de vértices de

G tal que:

e todo vértice de V'\ H é adjacente a todos os vértices de H ou a nenhum

vértice de H;
o |H| =2
o [V\H|>1

Observamos que essa defini¢do é equivalente a definicdo dada na segio 2.1.
De fato, a existéncia de um conjunto homogéneo H C V particiona o sub-

conjunto de vértices V '\ H em dois conjuntos, A e N, tais que:
A={veV |Nw)NH=H}
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N={veV|N@wnNH=0}

Podemos entao representar um grafo que possui conjunto homogéneo
como o diagrama da figura 3.1, onde a linha continua entre os conjuntos
A e H representa a propriedade de que cada vértice de A é adjacente a cada
vértice de H e a linha tracejada entre os conjuntos NV e H representa o fato

de que cada vértice de N ndo ¢é adjacente a nenhum vértice de H.

Figura 3.1: Grafo G' com conjunto homogéneo H.

Nesse diagrama ficam bem evidenciadas as propriedades de adjacéncia do

conjunto homogéneo H em relagdo aos conjuntos A e V.

Observe que conter um conjunto homogéneo €, por definicao, uma proprie-
dade auto-complementar. De fato: se o conjunto H € um conjunto homogéneo
de G entao H é também um conjunto homogéneo para o grafo complemento
G, onde os conjuntos A e N trocam de papéis, isto é:
A={veV|NwWNH=0}

N={veV|Nw)NH=H}

Um resultado chave na teoria de grafos perfeitos citado na se¢do 2.1 é que
nenhum grafo minimalmente imperfeito contém um conjunto homogéneo. De
fato, esse é um lema importante usado por Lovasz na prova de seu celebrado
Teorema do Grafo Perfeito [26] : “G é perfeito se e somente se seu com-
plemento é perfeito”. Esse resultado tem sido usado para provar que varias
classes de grafos sao perfeitas, por exemplo, os grafos de comparabilidade [20]

e os grafos sem Py [8].

Algoritmos polinomiais para achar conjuntos homogéneos sao dados em
[11, 30, 35). O mais rapido deles é o algoritmo de tempo O(m) desenvolvido
por Spinrad (n&o publicado ainda; veja [35] para um algoritmo de tempo

O((ma(m,n)))).
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O algoritmo que desenvolvemos para achar conjuntos homogéneos tem
complexidade O(n®). Logo, comparado com alguns dos anteriores ele néo é o
mais eficiente. No entanto, ele é um algoritmo bastante simples e que além

disso ndo requer uma estrutura de dados sofisticada.

Optamos por apresenta-lo por sua originalidade e também porque sua
compreensao facilita o entendimento posterior do algoritmo para achar pares

homogéneos, que nada mais é do que uma generalizagdo desse algoritmo.

3.1.2 Descrigao do Algoritmo Conjunto Homogéneo

Dado um grafo (G, vamos descrever um algoritmo de tempo O(n?) que
testa, para um vértice qualquer A de G, se G tem um conjunto homogéneo
H com h em H. Comecamos nosso algoritmo colocando todos os vértices do
grafo G em uma lista £. Aplicamos esse algoritmo a todos os elementos de
L, um de cada vez, a menos que o algoritmo pare antes, o que ocorre quando
é encontrado um conjunto homogéneo, que nesse caso é retornado. No final,
caso nao seja encontrado nenhum conjunto homogéneo o algoritmo retorna
NAO-G ndo tem wm conjunto homogéneo. O tempo total consumido pelo

algoritmo é de O(n?).

Particionamos o conjunto de vértices V* = V' \ h de G nos dois conjuntos

seguintes:

AH ={z € V*|{z,h} € E};
NH ={z e V*|{z,h} ¢ E}.

Considere um vértice z € AH. Como z ¢ adjacente a h € H ele ndo pode
estar em N. Logo z s6 pode ser colocado no conjunto A ou no conjunto H, o
que vamos indicar com a notagio z — A ou z — H. O conjunto AH contém
entao vértices de V* que s6 podem estar em A ou em H. Podemos argumentar
da mesma forma para um vértice x € NH. Como z ndo é adjacente a h € H,
ele ndo pode estar em A. Portanto o conjunto NH contém vértices de V*

que s6 podem estar em IV ou H. Temos entéo:

AHC{zeV*|z — Aouz — H};
NHC{zeV*|z— Nouz— H}.

A idéia do algoritmo, o qual segue aproximadamente algumas idéias de

Apsvall, Plass e Tarjan [1], é transformar os conjuntos AH e NH nos conjun-
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tos A, N e H, especificando para cada vértice se ele deve ou nao ser colocado
em H. Dizemos que um vértice é INTERNO se ele é colocado em H e EX-
TERNO caso contrario. Entao, depois que nossas escolhas foram feitas, A ¢é
a unido dos vértices EXTERNOS de AH, assim como N é uniao dos vértices
EXTERNOS de NH. Entdo H serd formado pelos vértices INTERNOS de AH
ede NH.

Iy facil ver que G contém um conjunto homogéneo H contendo & se e
somente se para todo par de vértices x e y as condigdes abaixo sdo satisfeitas.
As condigoes (I)-(IV) asseguram que os vértices sdo colocados de maneira que
todas as restricdes de existéncia de arestas e ndo arestas sdo satisfeitas e a
condigdo (V) assegura que H tenha no minimo dois vértices e que V' \ H tenha

pelo menos um vértice, como exige a definicdo de conjunto homogéneo.

(I) Se x e y sdo adjacentes e estdo em NH entao eles sao ambos INTERNOS
ou ambos EXTERNOS.

(IT) Se z e y ndo sédo adjacentes e estdo em AH entao eles sao ambos INTER-
NOS ou ambos EXTERNOS.

(ITI) Se z e y sdo adjacentes, z em NH ey em AH entdo se x ¢ EXTERNO,
y € também EXTERNO.

(IV) Se x ey ndo sdo adjacentes, zem NH ey em AH entao sey ¢ EXTERNO,
z é também EXTERNO.

(V) Existe pelo menos um vértice EXTERNO e um vértice INTERNO.

Algoritmo Conjunto Homogéneo

Entrada: um grafo G = (V, E) com |V]| > 3.
Saida: SIM-G tem um conjunto homogéneo ou NAO-G nio tem um conjunto
homogéneo. Se a resposta for SIM, o algoritmo também retorna um conjunto

homogéneo H.
Passo 0 Coloque os vértices de ¢ em uma lista L.

Passo 1 Se £ for vazia retorne NAO-G nio tem um conjunto homogéneo e

pare. Caso contrario, seja h o primeiro vértice de £. Remova h de L.

Passo 2 Particione o conjunto V* = V \ h nos dois conjuntos:
AH ={z e V*|{z,h} € E}
NH ={zeV*|{z,h} ¢ E}.
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Passo 3 Construa um grafo direcionado Gy, = (V(G4), E(G4)) como segue.
O conjunto V(éh) = AH U NH. O conjunto E(éh) é dado por:

(i) Para cada {z,y} € F, se z e y pertencem ao mesmo conjunto NI,

temos as arestas direcionadas (z,y) e (¥, z).

(i) Para cada {z,y} ¢ E, se « e y pertencem ao mesmo conjunto AH,

temos as arestas direcionadas (z,y) e (y, z).

(iii) Para cada {z,y} € E, 2 em NH e y em AH corresponde a aresta
direcionada (z,y).

(iv) Para cada {z,y} ¢ E, 2 em NH e y em AH corresponde a aresta

direcionada (y, z).

.
Passo 4 Ache as componentes fortemente conexas de G} e retorne-as em

ordem topolodgica reversa.

Passo 5 Processe as componentes fortemente conexas de G, (em ordem to-
poldgica reversa) como segue. Se Gy tiver apenas uma componente
fortemente conexa, entdo (G nao tem um conjunto homogeéneo para esse
vértice h escolhido. Neste caso, retorne para o Passo 1. Caso contrario,
marque todos os vértices das componentes fortemente conexas que pos-
suem predecessores com E ¢ os vértices das outras componentes (que
n&o possuem predecessores) com 1. Se existem apenas componentes iso-
ladas (i.e. componentes que nao tem predecessores e nem sucessores),
escolha nma delas, marque seus vértices com I e todos os vértices das

outras componentes com E.

Passo 6 Faca:

H = {vértices de AH marcados com I } |J {vértices de NH marcados

com 1} U{A}.

Retorne o conjunto H e a mensagem SIM-G tem um conjunto ho-

mogéneo. Pare.

3.1.3 Porque Funciona

Seja h um vértice qualquer de G. Vamos mostrar que o algoritmo marca
corretamente os vértices do grafo direcionado Gy tal que as condigdes (I)-(V)
sao satisfeitas se e somente se G tiver um conjunto homogéneo H com h € H.
Considere as arestas direcionadas de Gj,. A aresta (z,y), por exemplo, onde

z € NH ey € AH representa o fato de que se z for colocado em N, i.e., se
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for EXTERNO, entao y deve ser colocado em A, i.e., y nao pode ser INTERNO.
Iissa é exatamente a restri¢ao dada pela condigdo (III). Logo os vértices de éh
podem ser marcados de maneira que néo haja aresta (z,y) com z EXTERNO
e iy INTERNO se e somente se as condigoes (I)-(V) forem satisfeitas. Entdo

provamaos:

Lema 9 G tem um conjunto homogéneo H com h € H se e somente se 0s
vértices de G, podem ser marcados ou INTERNO ou EXTERNO (ou I ou E)

tal que as duas condigdes sequintes sdo satisfeitas:

(1) nenhuma aresta direcionada (z,y), pode ter ¢ EXTERNO € y INTERNO;

(it) eaiste pelo menos um vértice EXTERNO e um vértice INTERNO.
O préximo lema ¢é necessario para a prova de corre¢do do algoritmo.

Lema 10 Suponha que G tenha um conjunto homogéneo H com h € H.
Entao cada componente fortemente conexa de Gy, ou tem apenas vértices EX-
TERNOS ou apenas vértices INTERNOS.

Prova. Suponha que temos na mesma componente fortemente conexa um
vértice EXTERNO v e um vértice INTERNO u. Como eles estdo na mesma
componente, entdo existe um caminho direcionado de v para u e de u para v,
e isso claramente implica que a condigéo (i) do Lema 9 é violada por alguma

aresta. m

Agora estamos prontos para enunciar o teorema que assegura a corre¢ao

do algoritmo.

Teorema 4 O algoritmo determina corretamente se G tem um conjunto ho-

mogeéneo.

Prova. Suponha que o algoritmo nédo retorne insucesso. Nesse caso, o algo-
ritmo termina porque para algum vértice h, o grafo direcionado G, tem mais
de uma componente. Como todos os vértices de uma componente fortemente
conexa recebem a mesma marca e apenas as componentes que nao tém prede-
cessores (considerando o caso em que as componentes néo sao todas isoladas)
sao marcadas I, concluimos que nio hé aresta direcionada (z,y) com z mar-
cado E e y marcado I. E claro que isso é também verdade para o caso em que
todas as componentes séo isoladas. Como o algoritmo nos d4 pelo menos uma

componente marcada E e uma componente marcada I teremos pelo menos
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um vértice INTERNO e um vértice EXTERNO. Entédo, pelo Lema 9, G tem um
conjunto homogéneo.

Agora, vamos assumir que G tem um conjunto homogéneo H. Nesse
caso precisamos mostrar que o nosso algoritmo realmente acha um conjunto
homogéneo em G. Seja h um vértice de H. Entdo os vértices de Gh podem ser
marcados de tal forma que as condi¢bes do Lema 9 sdo satisfeitas. Nés que-
remos mostrar que o algoritmo acha tal marcac¢do. Suponha que o algoritmo
falha em achar uma marcacdo. Isso implica que Gh possul apenas uma unica
componente fortemente conexa. De acordo com o Lema 9 e o Lema 10, os
vértices dessa componente recebem todos a marca E ou todos a marca I.
Se todos recebem a marca E, entdo todos os vértices serdo EXTERNOS e te-
remos H = {h}, contradizendo a defini¢do de conjunto homogéneo. Se todos
recebem a marca I, entdo todos os vértices serao INTERNOS e teremos V = H,

também contradizendo a defini¢do de conjunto homogéneo. w

3.1.4 Complexidade

Podemos estimar a complexidade computacional do Algoritmo Con-

junto Homogéneo como segue:

O Passo 0 pode ser implementado em tempo O(n) e o Passo 1 pode ser
feito em tempo constante. No Passo 2 a constru¢do de cada um dos dois con-
juntos é executada em um tempo proporcional a n. No Passo 3 a construgéo
do grafo direcionado éh leva claramente tempo O(n?). O Passo 4 pode ser
feito usando o algoritmo de Tarjan [37], que acha componentes fortemente
conexas e as retorna em ordem topoldgica reversa em tempo proporcional ao
tamanho do grafo. Os passos 5 e 6 podem ser feitos em tempo linear. A
execugdo dos passos 1 ao 5 requer tempo O(n?). Como os passos 1 a b sdo
executados no maximo n vezes, o tempo total de execugio do algoritmo é

O(n®). Temos entdo:

Teorema 5 O Algoritmo Conjunto Homogéneo determina se um grafo possui

um conjunto homogéneo em tempo O(n3).

3.1.5 Exemplo do Algoritmo Conjunto Homogéneo

Consideremos o grafo G dado na figura 3.2. Vamos apresentar a seguir
um exemplo da execugio do Algoritmo Conjunto Homogéneo aplicado
ao grafo G.
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Figura 3.2: Grafo G.

Entrada: grafo G = (V, F) dado na figura 3.2.

Passo 0: £ ={g, f,t,¢,d,a,b,c}.
lteracao 1:

Passo 1: h:=g; L = {f,7,e,d,a,b,c}.

Passo 2: V* = V'\ {¢} é particionado nos conjuntos:
AH ={a,e, f};
NH = {b,c,d,1}.

Passo 3: construcdo do grafo G, = (V(ég),E(@g)), onde,
V(ég) = {a,e, f,b,¢,d,1} e,
E(ég) = {(b,¢),(c,b),(¢c,d),(d,c) (dados por (i)),
(a, f),(f,a), (a,¢),(e,a),(f,e)e(e, f) (dados por (ii)),
(b,a),(d,e),(d, ), (z,€), (4, f) (dados por (iii)),

(e,0),(f,0),(e,c),(f,c),(a,d),(a,?) (_c}ados por (iv)) }.
Na figura 3.3 apresentamos o grafo Gy obtido.

Passo 4: retorna: Cy = {a,e, f,b,¢,d,1} (dnica componente fortemente co-
nexa de ég).

Passo 5: retorna para o Passo 1.
lteragao 2:

Passo 1: h:=f, L = {i,e,d,a,b,c}.
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Figura 3.3: Grafo ég.

Passo 2: V* = V' \ {f} é particionado nos conjuntos:
AH = {d,g,1};
NH ={a,b,c,e}.

Passo 3: construgio do grafo G; = (V(éf),E(éf)), onde,
V(Gy) ={d,g,%,a,b,c, e} e,
E(Gy) = {(a,b), (b,0), (a, ), (¢,a), (b,¢), (¢, b) (dados por (i)),
(9,2), (4,9), (4, 9), (9, d), (d, %), (4,d) (dados por (ii)),
(a,9),(c,d), (e, g), (e,1),(e,d) (dados por (iii)),
(1,a),(d, a),(g,b), (3,b),(d, b), (g, ), (_2‘7 ¢) (dados por (iv)) }.
Na figura 3.4 apresentamos o grafo G, obtido.

Figura 3.4: Grafo éf.
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Passo 4: C; = {a,b,d,i,9}, C2 = {e} (na ordem topoldgica reversa).
A figura 3.5 nos mostra as componentes fortemente conexas obtidas em

ordem topoldgica reversa.

Cab,o,dig Do

Figura 3.5: As componentes fortemente conezas de éf em ordem topoldgica
TEVErsa.

Passo 5: {a”,b",d% % ¢g®} « {e!}.

Passo 6: retorna SIM-G tem wm conjunto homogéneo H = {e, f} e para.

3.2 Um Algoritmo para Achar Pares Homogéneos

3.2.1 Introducao

Um par homogéneo em um grafo G = (V,E) é um par {Q1,Q-} de

conjuntos disjuntos de vértices desse grafo tal que:

e todo vértice de V' \ (Q1 U @Q») € adjacente a todos os vértices de ()1 ou

a nenhum vértice de Qy;

e todo vértice de V' \ (Q1 U Q2) é adjacente a todos os vértices de () ou

a nenhum vértice de )o;
o |Q1] > 20u Q2| = 2;
o V\(QLUQ)|>2.

Pares homogéneos sdo uma generaliza¢ao de conjuntos homogéneos. Note
que um conjunto homogéneo )1 corresponde a um par homogéneo {@1, @2}
onde @)y é vazio com |V \ Q| > 2.

Observe que a existéncia de um par homogéneo {Q1, @2} em um grafo G
implica que o conjunto de vértices V' \ (@1 U Q2) pode ser particionado em

quatro conjuntos A, N, S5 e S, tais que:

A={v eV IN@)N(Q1U Q) =Q1UQ:};
N={oeV | N@)n (@ Uas) =0,
Si={veV|NwNQ=Q:, Nw)NQs =0}
So={v eV |NONQ:= Qs Nv)NQ = B}.
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onde N(v) = {z € V | {v,z} € E}. Podemos representar um grafo G
que tem um par homogéneo pelo diagrama na Figura 3.6, onde uma linha
continua entre dois conjuntos representa a propriedade de que cada vértice
de um conjunto é adjacente a todos os vértices do outro conjunto. Uma linha
pontilhada representa a propriedade de que nenhum vértice de um conjunto

é adjacente a qualquer vértice do outro conjunto.

~ 51
Q1| N~
N, T~ S
NP
Al >< e
N
Q2 L s,

Figura 3.6: Grafo com par homogéneo {Q1,Q2}.

Chvétal e Sbihi [7] provaram que nenhum grafo minimalmente imperfeito
contém um par homogéneo. Eles também mostraram que se um grafo G é um

grafo Berge sem touro entdo G satisfaz uma das cinco propriedades seguintes:
(i) G é bipartido;

(ii) G é bipartido;

(iii) G tem um par homogéneo;

(iv) G tem um corte estrela;

(v) G tem um corte estrela.

Observamos que esse resultado implica que a Conjectura Forte dos Gra-
fos Perfeitos vale para os grafos sem touro, ou em outras palavras, que todo
grafo Berge sem touro é perfeito. De fato, suponha que isso néo seja verdade.
Entao existe um grafo Berge sem touro G, minimalmente imperfeito. Mas
(G nao pode ser um grafo bipartido, porque todo grafo bipartido ¢ perfeito.
Além do mais, pelo Teorema do Grafo Perfeito (teorema 1), G' ndo pode ser

bipartido. Sabemos também que G ndo pode conter nem um par homogéneo
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e nem um corte estrela, porque essas estruturas ndo aparecem em grafos mi-
nimalmente imperfeitos (lema 7 e lema 3 respectivamente). E G também né&o
pode conter um corte estrela pelo teorema 1. Logo G ndo satisfaz nenhuma
das propriedades (i)-(v), o que é uma contradigéo.

Reed e Sbihi [34] desenvolveram um algoritmo polinomial para o reconhe-
cimento da classe dos grafos Berge sem touros.

Observamos que o reconhecimento de um grafo com par homogéneo estava
em aberto desde 1987.

3.2.2 Descricao do Algoritmo Par Homogéneo

Nosso algoritmo procura por um par homogéneo em dois estagios. Pri-
meiro ele verifica se (¢ tem um par homogéneo que € em particular um con-
junto homogéneo; i.c., se G tem um conjunto homogéneo H com |V \ H| > 2.
O lema 11 abaixo implica que podemos testar a existéncia de um tal H em

tempo O(m) usando o algoritmo de Spinrad.

Lema 11 Se G € um grafo com |V| > 4 e H € um conjunto homogéneo de G
com |V \ H| =1 entdo G tem um conjunto homogéneo H' com |V \ H'| > 2
se ¢ somente se o subgrafo G[H| de G, induzido por H, contém um conjunto

homogéneo.

Prova. Seja G um grafo com |V| > 4, ¢ H um conjunto homogéneo de
G com |H| = |V| -1, eseja V\ H = {z}. Nés observamos que ou z é
adjacente a todos os vértices de H ou a nenhum vértice de H. Logo, se H' é
um conjunto homogéneo de G[H] entdo H' é um conjunto homogéneo de G
com |V \ H'| > 2. Falta mostrar que se G tem um conjunto homogéneo H;
com |V \ H;i| > 2 entdo G[H] tem um conjunto homogéneo. Para isso, seja
H; um conjunto homogéneo de G com |V \ Hy| > 2. Se |H,| >3 ouz & H,
entdo, nesse caso f; N H é um conjunto homogéneo de G[H]|. Caso contrério,
Hy = {=z,y} para algum y € H. Mas agora x e y sdo ambos adjacentes a
todos os vértices de V \ {z,y} ou a nenhum vértice de V' \ {z,y}. Logo,
V\ {z,y} é um conjunto homogéneo de G[H]. »

No segundo estagio procuramos por um par homogéneo com ambos () e
()2 ndo vazios e ou Sy ou Sz ndo vazios. Sem perda de generalidade podemos
assumir que Sy € ndo vazio. Comecamos fazendo uma lista £ de todas as
possiveis triplas ordenadas de vértices (g1, g2, $1) tais que {q1,s1} € E e
{q2,51} € E. Entido G tem um par homogéneo se e somente se ele tem um

par homogéneo com ¢; em @)1, g2 em Q)5 € 8; em §; para alguma tripla de L.

36



Nés descrevemos um algoritmo de tempo O(n?) que testa para uma tripla
ordenada particular (g1, g2, $1) se G tem um par homogéneo com ¢; em @1,
g, em (Y5 e 81 em ;. Aplicamos esse algoritmo a todas as possibilidades, uma
de cada vez. Se alguma vez é achado um par homogéneo, ele é retornado.
Caso contrério, nés retornamos NAO-G ndo tem par homogéneo. O tempo
total de execugdo do algoritmo é de O(n5).

Nés particionamos o conjunto de vértices V* =V \ {q1, ¢2, 81} de G nos
oito conjuntos seguintes:

AQr={z eV~ | {z,q1} € £, {z,u} € E e {:L’,Sl} €k}

AQs={z e V* | {z,q1} € E, {z,q2} € E e {z,81} & E};

S$1Q1 = {z € V*|{z,q1} € E, {z, ¢} & Fe{z,51} € B}

So@Q1={z e V*|{z,q1} € E, {z,q.} € Fe{z,s1} € E};

$1Q2={z € V* | {z,q1} € E, {z,02} ¢ E e {z,51} ¢ F};

Se@a={z e V* | {z,q1} € F, {z,0} € Ee{z,81} & E};

NQr={z € V*[{2,q1} ¢ E, {2, 02} ¢ Ee{z,51} € E};

NQ,={zeV*|{z,q1} € FE,{z,q2} € F e {z,51} & E}.

Considere um vértice z € AQ);. Como z € adjacente a g1 € Q1, a g3 € Q)
e a 87 € 51 ele ndo pode estar nos conjuntos S; ou 53 ou ()3 ou N. Em
outras palavras = deve ser colocado ou no conjunto A ou no conjunto ¢)q, o
que indicaremos com a notagdo £ — A ou & — ;. Dessa forma, usando uma,
analise similar para os outros conjuntos, temos:

AQ: C{z eV* |z — Aouz — Q1};

AQ: C{z e V* |z — Aouz — Q2};

S101C{zeV*|z— Siouz— };

Se@Q1 C{zxeV*|z— Syouz— Q1};

S1Q2C {zeV*|z— Siouz— Qs

S53Q2 C{z € V*|z— Saouz — Qq};

NQi C{zeV*|z—=Nouz— Qi};

NQ,C{z e V*|z— N ouz— Qs}.

A idéia do algoritmo, similar as do conjunto homogéneo e que segue apro-
ximadamente algumas idéias de Apsvall, Plass e Tarjan [1], é transformar os
conjuntos AQ1, AQq, S1Q1, S2G1, S1Q2, S2Q2, NQ1 e N2 nos conjuntos
A, N, 51, Ss, Q1 e ()2, especificando para cada vértice se ele deve ou nio ser
colocado em @)1 U (2. Dizemos que um vértice é INTERNO se ele é colocado
em ()1 U ()2; € EXTERNO, caso contrario. Entdo, depois que nossas escolhas
foram feitas, A é a unido dos vértices EXTERNOS de AQ)y e AQ),, 51 é a unido
dos vértices EXTERNOS de 5101 € 51Q)2, S2 é a unido dos vértices EXTERNOS
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de S2Q1 e S92 € N é a unido dos vértices EXTERNOS de N(); € N@s. Logo
()1 serd formado pelos vértices INTERNOS de AQy, S1Q1, 5201 € NQ1, € (2
serd formado pelos vértices INTERNOS de AQ)2, S1Q)2, S2@)2 € NQs.

B facil ver que G contém um par homogéneo com ¢; em Q1, gz em @,
e 51 em S se e somente se para todo par de vértices ¢ e y as seguintes
condigbes sao satisfeitas. As condigbes (I)-(VI) asseguram que os vértices
sejam colocados de maneira que todas as restri¢coes de existéncia de arestas
e nio arestas sdo satisfeitas e a condigdo (VII) assegura que @)1 ou @), tenha
no minimo dois vértices e que V' \ )1 U ()2 tenha pelo menos dois vértices,

como exige a definicdo de par homogéneo.

(I) Se z e y ndo sdo adjacentes e estdo em um dos conjuntos AQ1, AQ2, S1Q1
ou S3()2, entao eles sao ambos INTERNOS ou ambos EXTERNOS.

(IT) Se z e y s8o adjacentes ¢ estdo em wm dos conjuntos S1Q3, S2@1, NQy
ou N@Q3, entdo eles sdo ambos INTERNOS ou ambos EXTERNOS.

(IIT) Se = € AQ1, y € AQ2 e ¢ e y ndo sdo adjacentes entdo eles s&o
ambos INTERNOS ou ambos EXTERNOS. Similarmente para z € AQ; e
y€S1Qrouy € 51Q2, € AQr ey ®@SQ1 0ouy € S2Q02, ez € S1Q); €
y € Sal.

(IV) Se ¢z € S1Gh, y € S2Q2 e ¢ e y sfo adjacentes entdo eles sdo ambos
INTERNOS ou ambos EXTERNOS. Similarmente para z € Sy ey € NQ3,
T € S5Qey € NQy, € 51Q2ey € NQayz € S2Q1 ey € NQy e
T € NQLey € NQs.

(V) Sez € AQ1,y € S2Q1 e = ¢ y ndo sdo adjacentes entdo se z ¢ EXTERNO
y também é EXTERNO. Similarmente para © € AQy ey € S2Q)2 ou
yeNQrouy € NQy,z€ AQz ey € S1Q1ouy € S1Q0uy € NQy
ouy € NQqs,z € S1Qr ey € S3@Qiouy € NQi,z € S1Qz ey € 510
ouy € NQrez € SoQrey € 53Qz0uy € NQ,.

(VI) Se z € AQ1, y € S2Q1 e z e y sao adjacentes entdao se z é INTERNO
y também é INTERNO. Similarmente para z € AQ; e y € S52Q); ou
yENQrouy €E NQy,z € AQs ey € 51Q10ouy € S1Q2 0ouy € NQ,
ory € NQo, x € S51Q1 ey € Ss@houy € NQi,z € 51Q2 ey € 51Q1
ouy € NQrex € 55G1 ey € S22 ouy € NQ,.

(VII) Existe pelo menos um vértice EXTERNO e um vértice INTERNO.
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Observamos que poderiamos evitar a condi¢do (VII) tentando todas as
possiveis escolhas para vértices INTERNOS € EXTERNOS em V*, e af entao apli-
car o algoritmo de Apsvall, Plass e Tarjan [1] diretamente para uma instancia
de 2-SAT descrevendo nossas condicOes. Isso nos daria um algoritmo de tempo
O(n") que com um pouco mais de cuidado pode ser melhorado para ser exe-
cutado em tempo O(n®). Nés néo sabemos se é possivel aplicar Apsvall, Plass
e Tarjan [1] para obter um algoritmo de tempo O(n®) para o nosso problema.

Entretanto o nosso algoritmo segue o algoritmo deles bem de perto.

Algoritmo Par Homogéneo

Entrada: um grafo G = (V, E) com |V| > 4.
Saida: SIM-G tem um par homogéneo ou NAO-G néo tem wm par homogéneo.

Se a resposta for SIM, o algoritmo também retorna um par homogéneo

{Q17Q2}'

Passo 0 Use o algoritmo de Spinrad de tempo O(m) para testar se G'tem um
conjunto homogéneo. Se ele retornar um conjunto homogéneo H com
|H| < |V — 2|, entdo retorne SIM-G tem um par homogéneo, )y = H e
@2 = 0 e pare. Se ele retornar um conjunto homogéneo H tal que V\ H
consiste de um 1nico vértice z entao aplique esse algoritmo de novo em
G[H]. Se G[H] tiver um conjunto homogéneo H' entéo retorne SIM-G

tem um par homogéneo, Q1 = H' e ()2 = ) e pare.

Passo 1 Taca uma lista £ de todas as triplas ordenadas (a,b,c) de vértices

de G de maneira que {a,c} € £ e {b,c} ¢ FE.

Passo 2 Se L for vazia retorne NAO-G ndo tem um par homogéneo e pare.
Caso contréario, seja 1" a primeira tripla de £. Seja ¢ o primeiro vértice
de T, g2 o segundo e s1 o terceiro. Remova T' de L.

Passo 3 Particione o conjunto V* = V' \ {q1, g2, $1} nos oito conjuntos:
AQi ={z e V*|{z,q1} € E,{z,a} € Ee{z,8.} € E};
AQ:={z e V*|{z,qn} € E,{z,q2} € Ee {z,81} € F};
SiQr={zeV*|{z,qn} € B, {z,81} € B e{z,q} & IE};
Sr={z € V" | {z, 2} € B, {z,51} € B e {z, 1} ¢ I}
51Q2 ={z e V*|{z,q} € £, {z, o} € E e {z,5} & E};
$@r={z € V" |{z,p} € B, {z,q1} ¢ Ee{w,51} ¢ E};
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NQl = {CC € V* | {CC,S1} < E) {m7ql} ¢E € {m7Q2} ¢E}7
NQy={z eV |{z,0} ¢ E, {z,02} ¢ L e {z,5} ¢ E}.

Passo 4 Construa um grafo direcionado Gy, 4,5 = (V(Goy oo ), E (éql,qz,sl))
como se segue. O conjunto V(Gyy g.6) = AQ1 U AQ3 U S1Q; U S3Q, U
5105 U 83Q; UNQ1 UNQ3. O conjunto £(Gy, 4.5)) é dado pelas duas
tabelas abaixo. Representamos a existéncia de duas arestas direcionadas
(z,y) e (y, ) entre vértices z e y por (z,y). A primeira tabela mostra
as arestas direcionadas dadas pela aresta {z,y} de GG, onde z pertence a
um conjunto da primeira coluna e y pertence a um conjunto da primeira
linha. A segunda tabela representa as arvestas direcionadas dadas pela

nao existéncia de arestas {z,y}.

(arestas) AQq | AQq | S1Q1 | S2Q2 | S1Q2 | S2Q1 | NQ1 | NQ2
AQI (yam) (y,m) (y7$) (y>$)
AQQ (y7$) (‘y,.'I)) (‘y,:l?) (y,IE)
S1Gh (z,y) (z,9) | (=z,9) | (v,2) | (y,2) | (,9)
5’2@2 (.'I}, ! ) ('7"7 y> (y7 .'I)) ($> y) <$7 y) (y7 .'I))
SlQZ (:E)y) (y>$) ("E)y) <$7y> (yam) <$)y>
SZQl (:E)y) ("E’y) (y7$) <$>y> <$7y) (‘y,ﬂ?)
NG (z,9) | (z,9) | (&,9) | {=:9) | (=9) | {=9) | (z,9) | (£,9)
NQ, (z,9) | (=y) | (=) | (=y) | (&y) | (=y) | (=,9) | (,9)

(ndo arestas) | AQ:1 | AQ: | S1Q1 | 5202 | S1Q2 | S2@1 | NQ

2
R

AQy (z,9) | (&:9) | (z,9) | (=,9) | (z,9) | (z,9) | (z,9) | (z,9)
AQZ <$7y> (:I?,y) (x,y) <$>y> ("E)y) ('7:7:'/) ("C)y) (:U)y)
$1Q1 (z,9) | (y,2) | (z,9) (v, 2) | (z,9) | (,9)

52Q2 (y,2) | (2,y) (=) | (%,9) | (v,2) (z,y)
SlQZ <$7y) (y7$) (:E;y) (y7$) <$7y> ("E)y)

SZQl (y)w) (w)y> (yw'E) ($,y) (*'E)y) (x,y)
NQl (377 y) (:I?, y) (:E: y) (377 y)

NQ, (2,9) | (z,9) (z,9) (=,y)

Passo 5 Ache as componentes fortemente conexas de Gy, g,,5, € retorne-as

2451

em ordem topoldgica reversa.

Passo 6 Processe as componentes fortemente conexas de Gy, 45,5, (€m ordem
topoldgica reversa) como segue. Se Gy, 4,5, tiver apenas uma compo-
nente fortemente conexa, entdo GG ndo tem um par homogéneo para essa

tripla de vértices escolhida, logo retorne para o Passo 2. Caso contrério
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marque todos os vértices das componentes fortemente conexas que pos-
suem predecessores com E e os vértices das outras componentes (que
nao possuem predecessores) com I. Se existem apenas componentes
isoladas (i.e. componentes que ndo tem predecessores e nem sucesso-
res), escolha uma delas e marque seus vértices com I e marque todos os

vértices das outras componentes com E.

Passo 7 Faca:

@1 = {vértices de ARy marcados com I } J {vértices de 51()y marcados
com I} U {vértices de S,(); marcados com I} U {vértices de NQ;
marcados com I} U {¢:}.

Q2 = {vértices de AQ, marcados com I } |J {vértices de S;Q2 marcados
com I} U {vértices de S2()2 marcados com I} |J {vértices de NQ,
marcados com I} U {g2} -

Retorne SIM-G tem um par homogéneo e os conjuntos ()1, ()2 € pare.

3.2.3 Porque funciona

Nesta segio, vamos assumir que temos uma tripla de vértices {q1, g2, 1}
dadas pelo Passo 2. Vamos mostrar que o algoritmo marca corretamente
os vértices do grafo direcionado G"ql,qz,sl tal que as condicdes (I)-(VII) sdo
satisfeitas se e somente se G tiver um par homogéneo com ¢; € @1, g2 € Q2
e 81 € 5].

Considere as arestas direcionadas de éql 2.5, A aresta (z,y), por exem-
plo, onde z € S,Q2 e y € AQ+, representa o fato de que se z for colocado em
S, 1.€., se z for EXTERNO, entdo y deve ser colocado em @1, i.e., ¥y ndo pode
ser INTERNO. Essa é exatamente a restricdo dada pela condigdo (VI). Logo,
os vértices de é91;92,51 podem ser marcados de maneira que ndo haja aresta
(z,y) com & EXTERNO e y INTERNO se e somente se as condigoes (I) a (VI)

sao satisfeitas. Entao provamos:

Lema 12 G tem um par homogéneo com ¢ € @1, g2 € Q2 € 51 € Sy se
e somenle se 0s vertices de (Gg, 4,5, podem ser marcados ou INTERNO ou

EXTERNO (ou I ou E) tal que as duas condigdes sequintes sdo satisfeitas:

(i) nenhuma aresta direcionada (z,y) pode ter x EXTERNO e y INTERNO;

(1) existe pelo menos um vértice EXTERNO e um vértice INTERNO.
O préximo lema é necessario para a prova de correcdao do algoritmo.
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Lema 13 Suponha que G tem um par homogéneo com q; € @1, @2 € Q2 €
sy € S,. Entdo cada componente fortemente conezxa de Gy, 4,5, 0% tem apenas
vértices EXTERNOS ou apenas vértices INTERNOS.

Prova. Suponha que temos na mesma componente fortemente conexa um
vértice EXTERNO v ¢ um vértice INTERNO u. Como eles estdo na mesma
componente, existe um caminho direcionado de v para u e de u para v, e
isso claramente implica que a condi¢go (i) do lema 12 é violada por alguma

aresta. m

Teorema 6 O algoritmo determina corretamente se G tem um par homogéneo.

Prova. Suponha que o algoritmo nao retorne fracasso. Pelo lema 11 sobre
conjuntos homogéneos, que sdo em particular pares homogéneos, se o algo-
ritmo termina no Passo 0, entdo ele de fato retorna um par homogéneo. Caso
contrério, o algoritmo termina porque para alguma tripla (g1, g2, 81), o grafo
direcionado éql 42,5, bem mais de uma componente. Como todos os vértices
de uma componente fortemente conexa recebem a mesma marca, e apenas os
vértices das componentes que n&o tém predecessores (considerando o caso em
que as componentes ndo sdo todas isoladas) sdo marcados I, temos que existe
aresta direcionada (z,y), com z marcado E e y marcado L E claro que isso é
também verdade para o caso em que todas as componentes sdo isoladas. Como
temos pelo menos uma componente marcada E e uma componente marcada
I, teremos pelo menos um vértice interno e um vértice externo. Entao pelo
lema 12, G tem um par homogéneo.

Agora, vamos assumir que G tem um par homogeéneo {@1, Q)2}. Nesse caso
precisamos mostrar que o nosso algoritmo realmente acha um par homogéneo
em (7. Se para esse par homogéneo um dos conjuntos ();, G2, ou (; U
@9 for um conjunto homogéneo contendo menos de |V| — 1 vértices, entdo
pelo lema 11 sobre conjuntos homogéneos, nés acharemos no Passo 0 um tal
conjunto homogéneo, o qual também é um par homogéneo. Caso contrério,
G tem um par homogéneo {()1, @2} tal que para alguma tripla de vértices
(a,b,c) em G nds temos a € Q1, b € Q2, ¢ € S1. Entdo os vértices de
éa,b,c podem ser marcados de tal forma que as condigdes do Lema 12 sao
satisfeitas. NOs queremos mostrar que o algoritmo acha tal marcacido na
iteracio na qual 7' = (a, b, ¢) (podemos assumir que o algoritmo executa essa
iteragdo, porque senao ele pararia anteriormente e portanto teria achado um
par homogéneo como requerido). Suponha que o algoritmo falha em achar

o
uma marcagido. Isso implica que Gy pc possui apenas uma tUnica componente
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fortemente conexa. De acordo com o lema 12 ¢ lema 13, os vértices dessa
componente recebem todos a marca E ou todos a marca I. Se todos recebem
a marca I, entdo todos os vértices serdo externos e teremos Q1 = ¢1 € Q2 = G2
contradizendo a definicdo de conjunto homogéneo. Se todos recebem a marca
I, entéo todos os vértices serao internos e V = ()1 U3 também contradizendo

a definicdo de par homogéneo. w

3.2.4 Complexidade

Podemos estimar a complexidade computacional do Algoritmo Par

Homogéneo como segue:

Os Passos 0 e 1 podem ser implementados em tempos O(m), O(n?) res-
pectivamente, ¢ o Passo 2 em tempo constante. No Passo 3 a construgao
de cada um dos oito conjuntos é executada em um tempo proporcional a n.
No Passo 4 a construgdo do grafo direcionado éql 2,5 leva claramente tempo
0O(n?). O Passo 5 pode ser feito usando o algoritmo de Tarjan [37] que acha
componentes fortemente conexas e as retorna em ordem topoldgica reversa
em tempo proporcional ao tamanho do grafo. Os passos 6 e 7 podem ser feitos
em tempo linear. A execugao dos passos 2 a 5 requer tempo O(n?). Como os

passos 2 a § sao executados no maximo (n) vezes, o algoritmo é executado

3
em um tempo total de O(n®). Temos entao:

Teorema 7 O Algoritmo Par Homogéneo determina se um grafo possui um

par homogéneo em tempo O(n®).

3.2.5 Um Exemplo do Algoritmo Par Homogéneo

Consideremos o grafo G dado na figura 3.7. Vamos apresentar a seguir

um exemplo da execugao do Algoritmo Par Homogéneo aplicado ao grafo

G.
Entrada: grafo G = (V, E) da figura 3.7.

Passo 1: £ = {(e, f,h),(a,9g,¢),(e, b, f),(e,c, k), .....}

Passo 2: ¢q; :=e¢,q2 := [,81:= I
L= {(Cb,g,6),(6,b,f),(e,c,h), ..... }
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Figura 3.7: Grafo G.

Passo 3: V* = V \ {e, f, h} é particionado nos conjuntos:

AGh = (I}

AQs = 0;
5161 = {d};
S2@1 = {9}
S1Q2 = {a};
SZQ2 - {ba c};
NQ. = 0;
NQz = 0.

Passo 4: Construgao de ée,f’h = V(ée,f’h),E(ée’f’h)), onde,
V(c:;e,f,h) ={a,¢e, f,b,¢,d,i} e,
E(Gez,1) =A{(b,¢),(c,b),(c,d),(d,c) (dados por (1)),
(a, f), (f,a), (a,€), (e, a),(f,e)e(e, f) (dados por (ii)),
(b,a),(d,e),(d, ), (i,e), (3, f) (dados por (iii)),
(e,0), (f,0), (e, <), (f, ¢), (a, d), (a, ) (iiados por (iv)) }.
Na figura 3.8 apresentamos o grafo G, obtido.

Passo 5: retorna:

Cr={b}, Cz = {a7g}7 Cs ={c,d}

A figura 3.9 nos mostra as componentes fortemente conexas obtidas em
ordem topoldgica reversa.

Passo 6: retorna:
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Figura 3.8: Grafo ée,f’h.

& (oG

Figura 3.9: componentes fortemente conexas de Geyp em ordem topoldgica
Teversa.

{67} — {a®,g"} — {c!,d"}.
Passo 7: retorna:

SIM-G tem um par homogéneo, Q1 = {d,e} e Q2 = {c, [} e péra.
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Capitulo 4

Decomposicao em Cliques

Nesse capitulo consideramos o problema de decompor um grafo em cli-
ques, ou em outras palavras, como € mais conhecido, o problema de determi-
nar uma cobertura por cliques desse grafo, obedecendo certas restrigoes dadas

a priori.

4.1 Introducao

O problema generalizado da cobertura por cliques de um grafo G pode
ser descrito assim: ‘

Dado um grafo H, queremos saber se existe uma decomposicao V4, Va, .. .,
Viv(my do conjunto dos vértices de G tal que cada V;, 1 =1,2,..., |V(H)|, é
uma clique (possivelmente vazia), e o grafo (¢ obtido pela contracdo de cada
conjunto V; em um tdnico vértice v; é um subgrafo de H. O grafo G = (f/, E)
é definido por: V = U{v;} i =1,2,...,|[V(H)| e & = {{v;,v;} | existe uma
aresta entre um vértice de V; e um vértice de V;}.

Se essa partigdo existe, dizemos que Vi, Vs, ..., Vv é uma cobertura-
(H,K) de G, onde K é o conjunto de todos os grafos completos (observe que
G[Vi] € K para todo ¢ = 1,2,...,|[V(H)|). Os conjuntos V;, 2 = 1,2,...,
|V (H)|, sdo chamados de blocos da cobertura.

A origem desse problema vem do problema geral COBERTURA-(H, C) de
um grafo G quando C' é um conjunto qualquer de grafos e H é um grafo
dado. Existem alguns problemas interessantes e bastante conhecidos de co-
bertura de grafos onde conjuntos especiais C sdo considerados. Por exemplo,
seja C o conjunto I dos grafos induzidos por conjuntos independentes, i.e.,
grafos sem arestas, incluindo o grafo vazio. O problema COBERTURA-(H, [)
¢ justamente decidir se os vértices de G podem ser cobertos por |V(H)| con-

juntos independentes {V4|h € V(H)}, disjuntos dois a dois, tais que se z # ¥,
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z,y € V(H), entdo existe uma aresta com um extremo em V; e o outro
extremo em V, somente se {z,y} € E(H). Em outras palavras, COBERTURA-
(H,I)é H-COLORAGAO [23]. Se H é em particular um grafo completo com n
vértices denotado por K, entdo o problema COBERTURA-(K,, ) é decidir se
os vértices de um grafo (¢ podem ser partitionados em no méaximo n conjun-
tos independentes, ou equivalentemente se G pode ser colorido com n cores.
Logo o problema COBERTURA-(K,, ) é exatamente o famoso problema.n-
COLORAGAO [24]. Agora, considerando C' como o conjunto K de todos os
grafos completos, incluindo o grafo vazio, o problema COBERTURA-(K,, K),
por sua vez, procura decidir se os vértices de um grafo G podem ser particio-
nados em no méximo n cliques. O problema COBERTURA- (I, K) é também
conhecido como PARTIGAO EM CLIQUES [24, 17].

MacGillivray and Yu [29] mostraram que se H é um grafo sem tridngulos,
entdo o problema generalizado da cobertura por cliques é polinomial, desen-
volvendo um algoritmo de tempo O(n!VH)H2) para resolvé-lo. Apresentamos
esse algoritmo na se¢do 4.2. Por outro lado, se K3 C H, esses mesmos au-
tores acreditam que o problema seja NP-completo. No momento eles estio
trabalhando nessa direcgio.

Na secdo 4.3 consideramos um caso particular do problema generalizado
da cobertura por cliques de um grafo G (cobertura-(#, K)) para H sem
triangulos, o qual denominamos particdo em clique-cruz, e apresentamos um
algoritmo 6timo para resolvé-lo.

Consideramos apenas grafos finitos, nao direcionados G = (V, E). Vamos

seguir a notagdo e algumas defini¢des dadas por McGillivray and Yu [29].

4.2 Descrigcao do Algoritmo de MacGillivray
e Yu

Vamos supor, daqui para a frente, que o grafo dado H é sem triangulos e
V(H) ={1,2,...,k}. Dada V4,Vs,..., V4 uma colecio de subconjuntos de
vértices de (G, disjuntos dois a dois, dizemos que Vi, Vs, ..., V; é extensivel se
existe uma cobertura-(H, K) dada por V/,Vy,...,V} de G, tal que V; C V/,
1 <t < k. (Estamos supondo que cada V' serd contraido a um vértice 7). A
cobertura VY, Vy,...,V/ é dita uma extensio de Vi, Va,..., V;.

A idéia principal do algoritmo de MacGillivray e Yu é, uma vez dada
uma coleg¢ao de subconjuntos Vi, Va,..., Vi, disjuntos dois a dois, determinar
se essa coleg@o é extensivel. O lema a seguir mostra que isso pode ser feito

em tempo polinomial. A sua demonstracdo é baseada na descricio de um
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algoritmo polinomial, que ¢é justificado passo a passo.

Lema 14 (MacGillivray,Yu) Sejam G e H dois grafos dados, |V (H)| = k.
Seja Vi, Va, ..., Vi uma colegdo de subconjuntos de V, disjuntos dois a dois.
Se H ¢ sem tridngulos, entdo existe um algoritmo polinomial que decide se

Vi, Va, ..., Vi € extensivel.

Prova. Consideremos inicialmente as seguintes observacoes:

Observagdo 1: Como cada bloco de uma cobertura-(H, K) deve induzir um
grafo completo, entdo cada vértice de V \|UX_, Vi deve ser adjacente a todos os

vértices de algum conjunto V;, caso contrario Vi, Va, ..., V; nao é extensivel.

Observagio 2: Nao existe extensdo se algum dos conjuntos V; (aumentados)
nio induz um grafo completo ou se existem vértices ndo adjacentes 2,7 €
V(H) tal que algum vértice em V; tem algum vizinho em V; (de acordo com

a definicao de cobertura-(H, K)).

Comegamos aumentando cada conjunto V; adicionando todos os vértices
que sdo forcados a pertencer a V; em qualquer extensdo. Isto é feito da
seguinte maneira.

Seja v € V \ UL, Vi. Se existe um tnico i tal que v é adjacente a todos os
vértices de V;, entao em qualquer extensdo de Vi, Vo, ..., Vi, temos que v € V.
Da mesma forma, se existem distintos 4, j,, tais que {7,7},{7,{} € E(H) ev
é adjacente a algum vértice de V;, a algum vértice de V; e a algum vértice de
Vi, entdo, necessariamente v € V; em qualquer extensao de V4, V4, ..., Vi. (Isso
decorre do fato de que H € livre de tridngulos.) Além do mais precisamos
testar se v é adjacente a todos os vértices de V;. Caso isso ndo ocorra,

Vi, Va, ..., Vi ndo admite extensao.

Agora, depois de terminada a primeira etapa, se ndo concluimos que
V1, Va,..., Vi ndo admite extensdo, significa que estamos numa situagao em
que cada V; induz um subgrafo completo de GG € onde se algum vértice em V;
é adjacente a algum vértice em V;, para 1 <1 # j <k, entdo {1,5} € E(H).

Podemos entao passar para a préxima e principal etapa que é reduzir o

problema a uma instancia de 2-SAT e assim completarmos o teste de extenséo.

Seja v € V \ UL, V;. Suponha t > 3 e que v é adjacente a pelo menos
um vértice em cada um dos conjuntos V,,, Vi,, ..., V;,. Como v nao foi
adicionado a nenhum V; na etapa anterior, sabemos que os vértices 1,13, ..., %

ndo induzem uma estrela em H. Logo, para todo r, 1 < r < 1, existe s,
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1 <s<t, s# T, tal que ¢, e 7, ndo sdo adjacentes em H. Concluimos entao
que v ndo pode pertencer a V] em nenhuma extensio. Como isto vale para
todo r, 1 < r < t, segue que nio existe extensdo nesse caso. Assim, se existe
extensdo, entdo t = 2 e {i1,172} € E(H). Para cada aresta {1,j} € E(H),
i < 7,seja F;; o conjunto de vértices de G que sao adjacentes a algum vértice
de V; e a algum vértice de V. Logo temos que, se v € E;; e existe extensao,
entdo ouwv € V; ouv € V.
Suponha que z € E;;, y € Fyps e {z,y} € E. Nesse caso temos duas
possibilidades a considerar:
(i) z e y pertencem ao mesmo bloco. Isso implica que 1, 7,7, s ndo sdo todos
distintos, i.e.,ouz=r,out=s,0uj=r,0u J = 8.
(ii) = e y estdo em blocos adjacentes. Por exemplo: z € V; ey € V,, entéo
deve existir aresta {i,r} em H. Analisando todas as possibilidades entdo
podemos assumir que se 1, 7,7, s sao todos distintos entdo ou {7,7}, ou {1, s},
ou {7,7}, ou {4, s} é uma aresta de H, caso contrario ndo temos extenséo.
Apbs essas consideragoes vamos definir uma instancia de 2-SAT como se
segue.

Seja X =V'\ Ule V; o conjunto de varidveis. As clausulas sdo descritas

abaixo.

A: {z :z € E;;, G[V; U {z}] ndo é completo}
B: {z : ¢ € E;;,G[V; U{z}] ndo é completo}
C: {33 V’y,fV:—y-I 513,"1/6 Eij){m7y}¢E}

D: {’l) Vi/— BV S Ez’jay € Ejl){may} gE}
E:{ZV7y:z € Ey,y € By, {z,y} ¢ E}

B {fEV’yIiE € Eij)y € Elj){may}gE}

P

H{evy,TVy:{x,y} € E,z € B,y € B, 1,7,7,s distintos, {i,7},{j,s} € E}
H: {z,y:{z,y} € E,z € Eyj,y € E., 1,7,7,s distintos, {¢,r} € E,{j,s} ¢ F}

I {z,7:{2,y} € E,x € E;;,y € E,,, 1, ],r,s distintos, {i,7} ¢ E,{j,s} € £}
{evy,zVvy:{z,y} € B,z € E;,y € B, 1,7,7,s distintos, {7, s},{j,7} € E}
K: {z,7:{z,y} € E,x € E;,y € E,,, 1,J,7,s distintos, {1,s} € E,{j,r} ¢ E}

L: {#,y: {z,y} € E,z € E;,y € E,, i,4,7,s distintos, {1,s} ¢ E,{j,r} € E}.

Falta apenas mostrar que:
Wi, Vo, ..., Vi € extensivel se e somente se existe uma atribuicdo de valores de

verdade que é satisfatoria.

Suponhamos que exista uma atribuicdo de valores verdade que é satis-
fatéria. Vamos definir os conjuntos V/,V;, ..., V! da seguinte maneira: para
1 =1,2,...,k coloque todos os vértices de V; em V. Para v € E;;, coloque
v em V/ se a varidvel v é verdadeira ¢ em V] caso contrrio. Vamos mostrar
que V/,V4,..., V] é uma cobertura-(H, K) de G.
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Como todas as clausulas dos grupos A e B sdo satisfeitas , temos que para
i=1,2,...,k, todo vértice em V' é adjacente a todos os vértices em V;, 1.e.
V! é uma clique.

Como todas as clausulas dos grupos C, D, E e I sao satisfeitas , temos que
sempre que z ¢ y sdo ndo adjacentes, com z € E;; ey € E,;, onde ¢, 7,7, s nao
s&0 necessariamente distintos, os vértices z e y pertencem a blocos distintos
da cobertura. Podemos entao dizer que as cldusulas de A a F sendo satisfeitas
garantem que cada bloco da cobertura induz um grafo completo.

Falta mostrar que se & e y sdo vértices adjacentes em (G, pertencendo
a blocos diferentes da cobertura, entdo esses blocos correspondem a vértices
adjacentes em H. Suponha que z e y sao vértices adjacentes , 2 € E;; e
y € F,s, onde 1, 5,7, s sdo distintos. Como observado anteriormente, podemos
assumir, ja que chegamos a esse estagio do algoritmo, que existe pelo menos
uma das arestas {1,7}, {1,s}, {J,7}, {J, s} (arcstas de H). Além disso, como
H é livre de triangulos , isso nos d4 seis casos , cada um dos quais, se ocorrer,
é coberto por uma cldusula em algum dos grupos G, H, I, J, K e L. Logo

Vi, Va,..., Vi € extensivel.

Suponhamos agora, que V1, V,,..., Vi é extensivel, e seja V{,V,... V|
uma extensgo. Como ja argumentado, se v € I, entdo em qualquer extensao
ouv €V ouwv €V, . Facga a varidvel v verdadeira se v € V/ e falsase v € V}

. I facil verificar que todas as clausulas sao satisfeitas.

Claramente todas as etapas que levam a reducgo a 2-SAT podem ser feitas
em tempo polinomial, assim como a propria redugdo. Como 2-SAT é linear

no numero de cldusulas (veja segdo 2.2), o algoritmo também é polinomial. =

Para determinar se alguma colegao é extensfvel, basta testar O(n*) cole¢des.

Logo, o algoritmo completo de McGillivray e Yu tem complexidade O(n*+2).

4.3 Um Algoritmo para Determinar Particoes
em Clique-Cruz

Uma particao em clique-cruz, que vamos abreviar por PCC, de um grafo
G ¢é uma particdo dos vértices de G em quatro cliques disjuntas A, B, C, D

tais que:

esexc Aeye (C,entdo {z,y} € F, e

esex€ Bey€D,entdo {z,y} ¢ F.
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Figura 4.1: PCC do grafo G. A, B, C e D séo cliques.

Observe que néo ha restricdes sobre as arestas entre vértices de A e B, B
eC,CeDeDeA.

Podemos representar um grafo G que possui uma PCC pelo diagrama. da
figura 4.1. A linha pontilhada entre A e C representa a propriedade de que
nenhum vértice de A ¢é adjacente a algum vértice de C'. Similarmente para B
e D. Os circulos representam cliques.

Nessa seg@o vamos apresentar um algoritmo linear para determinar se um
grafo G admite uma particdo em clique-cruz e determinar tal particao, se ela
existir, em tempo proporcional ao tamanho do grafo.

O problema da parti¢ao em clique-cruz é um caso particular do problema
da cobertura-(H, K), quando tomamos H como o ciclo induzido de 4 vértices,
como na figura 4.2. O algoritmo de MacGillivray e Yu resolve esse problema,

em tempo O(n®).

Figura 4.2: Grafo H = Cy.

I interessante notar que o problema de determinar se um grafo admite

uma PCC é equivalente ao problema de determinar se um grafo pode ser
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coberto por dois grafos bipartidos completos (Um grafo G tem uma PCC se
e somente se o seu complemento G tem uma cobertura por dois grafos bipar-
tidos completos ). O problema de cobrir um grafo por trés grafos bipartidos
completos é NP-completo [29].

Vamos mostrar como nosso problema pode ser transformado em uma
instancia de 2-SAT.

4.3.1 Descricao do Algoritmo Partigao em Clique-Cruz

Vamos descrever um algoritmo linear, que, dados dois vértices a e b,
determina se G tem uma PCC tal que a € A ¢ b € B. Poderiamos aplicar
esse algoritmo a todos os pares de vértices de G a fim de determinar se GG
tem uma PCC, mas esse procedimento levaria muito tempo. Em vez disso,
primeiramente determinamos trés vértices u, v, w tais que se G tem uma PCC
entdo ou (& tem uma PCC comu € A, v € B, ou G tem uma PCC com v € A
¢ w € B. Fazemos a = u e b = v (depois se necessrio repetimos para ¢ = v
eb=w.

Em seguida particionamos o conjunto de vértices V* = V' \ {a,b} de G

nos quatro conjuntos abaixo:

AB={z e V*|{z,a} € E e {z,b} € E};
BC ={zeV*|{z,a} { E e {z,b} € E};
CD=A{zeV*|{z,a} € Ee{z,b} ¢ E};
DA={z e V*|{z,a} € Fe{z,b} & FE}.

Considere um vértice x € AB. Como z é adjacente a a € A, x nao pode
estar na clique C e como z é adjacente a b € B, x ndo pode estar na clique
D. Em outras palavras & deve ser designado para o conjunto A ou para o
conjunto B, o que indicaremos com a notagdo z — A ou z — B. Dessa

forma, usando uma analise similar para os outros conjuntos, temos:

ABC{zeV*|z— Aouz — B}
BCC{zeV*|z— Bouz— C};
CDC{zeV*|z— Couz— D}
DAC{zeV*|z— Douz— A}

E f4cil ver que G contém uma PCC com ¢ € A e b € B se e somente se

as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

(I) se ¢ e y sdo vértices nao adjacentes e pertencem ao mesmo conjunto

AB,BC,CD ou DA, entao eles sdo designados para cliques diferentes.
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Por exemplo, se z e y estao em AB e z for designado para A, entdo y

deve ser designado para B.

(IT) se z e y s&o adjacentes e ¢ € AB, y € C'D entdo se z é designado para
A, y é designado para D; e se z é designado para B, y € designado para
C'. Similarmente para z € DA ey € BC.

(IIT1) se z ¢ y ndo sdo adjacentes e x € AB, y € DA entdo se z é designado
para A, y é designado para D. Similarmente para z € BC ey € AB,
zeCDeyec BC,exe DAeye CD.

(IV) se z e y sio adjacentes e ¢ € AB, y € DA entdo se y é designado
para D, z é designado para A. Similarmente para z € BC ey € AB,
zre€(CDeye BC,exe DAeye CD.

Agora para um dado par de vértices a,b construimos uma instancia de
2-SAT onde cada vértice de G corresponde a uma varidvel e cada aplicagdo
de uma das regras I-IV corresponde ou a uma ou a duas clausulas. Entao
podemos aplicar o algoritmo 2-satisfabilidade (veja secdo 2.2 para resolver

esse problema em tempo O(m + n).

Algbritmo PCC

Entrada: um grafo G = (V, £)

Saida: SIM-G tem uma PCC ou NAO-G ndo tem uma PCC. Se a resposta
for SIM, o algoritmo retorna também uma partigdo de V nas cliques A, B,C

e D que constituem a PCC.

Passo 0 Execute o procedimento de inicializagdo dado na segao 4.3.2. Esse
procedimento ou retorna NAO-G nédo tem uma PCC ou retorna SIM-G
tem uma PCC e também as quatro cliques A, B, C, D, ou retorna uma
tripla ordenada de vértices de (. Nos dois primeiros casos o processo
termina. Caso contrario, seja a o primeiro vértice desta tripla, b o

segundo, e assuma ¢ € A e b € B, e va para o Passo seguinte.

Passo 1 Particione o conjunto V* = V '\ {a, b} nos quatro conjuntos AB,

BC,CD e DA:

AB={z e V*|{z,a} € F ¢ {z,b} € I};
BC ={z€V*|{z,a} ¢ E e {z,b} € E};
CD={zeV*|{z,a} ¢ F c {z,b} & E};
DA={z e V*|{z,a} € E e{z,b} ¢ F}.
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Passo 2 Construa uma instincia de 2-SA'T' como se segue. Para cada vértice
z de V* associamos uma variavel move,. A idéia é transformar os con-
juntos AB, BC, CD e DA nos conjuntos A, B, C' e D, respectivamente,
movendo alguns vértices. Considere, por exemplo, um vértice z € AB.
O vértice z estd no conjunto A ou no conjunto B. Se ele estiver em
B entdo a varidvel move, val ser atribuido o valor verdadeiro, caso
contririo (i.e. se & € A) vai ser atribuido o valor falso. A seguir cons-

truimos cldusulas que correspondem as condigoes (I)-(IV) dadas acima.

(i) para cada {z,y} € I, z e y pertencendo ao mesmo conjunto AB,
BC, CD ou DA temos as cldusulas: '

(move, V move,) A (Thove, V Thovey)

(i) para cada {z,y} € E, z € AB,y € C'D temos as clausulas:

(move, V move,) A (Thove, V Tiove,)

Similarmente para {z,y} € E, x € DA, y € BC.
(iii) para cada {z,y} € £,z € AB ey € DA temos:

moveg V TMove,

Similarmente para ¢ € BC ey € AB,z € CD ey € BC, e
ze€ DAeye CD.

(iv) para cada {z,y} € £,z € AB ey € DA temos:
TMOVEL V movey

Similarmente para ¢ € BC ey € AB,z € CD ey € BC, e
zeDAeyeCD.

Seja C a conjuncdo dessa clausulas.
Passo 3 Aplique o algoritmo 2-satisfabilidade a C (veja segdo 2.2).
Passo 4 Se C é nao satisfazivel entdo GG nao tem uma PCC para esse par

escolhido de vértices, logo vé para o Passo 5. Caso contréario faga:

A={z € AB | move, = falso} U{z € DA | move, = verdadeiro} U{a}
B ={z € BC | move, = falso} U{z € AB | move, = verdadeiro} J{b}
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C ={z € CD | move, = falso} U{z € BC | move, = verdadeiro}
D ={z € DA | move, = falso} U{z € CD | move, = verdadeiro}
Retorne SIM-G tem uma PCC e os conjuntos A, B,C, D e pare.

Passo 5 Repita Passos 1 a 4 com a como o segundo vértice da tripla or-
denada dada no Passo 0 e b como o terceiro vértice. Se no Passo 4

ficar estabelecido que GG nao tem uma PCC para esse novo par, retorne
NAO-G nio tem uma PCC e pare.

4.3.2 O Procedimento de Inicializacao

Lembremos que o propésito desse procedimento é achar trés vértices de
G tais que G tem uma PCC se e somente se ele tem uma PCC com um
desses vértices em A e outro em B. No caso em que tais trés vértices nao
sdo achados, o procedimento determina corretamente se G possui ou n&o uma
PCC.

Comegamos contando as arestas de G. Se m < 4(L”£4J) entao evidente-
mente G ndo pode ser particionado em quatro cliques. Retorne NAO-G' ndo
tem uma PCC e pare. Caso contrario, nés achamos as componentes conexas
de G. Note que se G tem uma PCC entio cada componente conexa contém
pelo menos uma das quatro cliques. Se G tem mais do que quatro compo-
nentes entdo retorne NAO-G nio tem uma PCC e pare. Caso contrério,
procuramos por um Ps: um caminho induzido com trés vértices z,y, z e duas
arestas {z,y} e {y,2}. Veja figura 4.3. Observe que se G tem um Ps entédo
ou z, y ¢ z estao todos em cliques diferentes ou = e y estdo na mesma cli-
que e z estd em uma clique diferente. De qualquer forma, podemos assumir,
sem perda de generalidade que ou 2 € Aey € Bouy € Aez € B. Se
existir algum Ps entdo retorne os vértices desse P3. Caso contrario, sejam
(G4, G4, (3, G4 as componentes conexas de G, onde Gy, G3 e G4 sdo possivel-
mente vazias, retorne SIM-G tem wma PCC com A = V(Gh), B = V(G,),
C =V(Gs), D = V(Gy) e pare.

& —8— —8

Figura 4.3: Ps
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4.3.3 Complexidade

Estamos agora prontos para estimar a complexidade computacional do
Algoritmo PCC. '

Teorema 8 O Algoritmo PCC determina se um grafo tem uma PCC em
tempo O(m + n).

Prova. Esta claro que G possui uma PCC se e somente se existir uma atri-
buicio de valores verdade que é satisfatéria para C. Podemos estimar o tempo
de execugido do Algoritmo PCC da seguinte maneira. O procedimento de
inicializagdo, Passo 0, pode ser feito em tempo O(m + n). De fato, pode-se
achar as componentes conexas de (¢ em tempo linear no tamanho do grafo
[37]. Determinar se G tem um Ps pode ser feito em tempo linear no tamanho
do grafo usando uma busca em largura. No Passo 1 a construgado de cada
um dos quatro conjuntos pode ser executada em tempo proporcional a n.
No Passo 2 a construgido de uma instancia de 2-SAT leva tempo O(n?). O
Passo 3, o algoritmo 2-satisfabilidade, pode ser executado em tempo linear
no ndimero de cldusulas [1], que nesse caso é O(n?). Claramente o Passo 4
pode ser feito em tempo linear. Entdo o tempo de execucao dos passos 1 a
4 é O(n®). De acordo com o Passo 5, vamos aplicar Passos 1 a 4 no méximo
duas vezes. Logo o tempo de execugio do algoritmo é O(n?). Convém notar
que no comeco do procedimento de inicializagdo ndés contamos as arestas de
(G e continuamos apenas no caso de m ser maior ou igual a 4(“‘44]). Logo os

passos 1 a 4 sdo executados somente se m = O(n?). u

4.3.4 Um Exemplo do Algoritmo PCC

Consideremos o grafo G' dado na figura 4.4. Vamos apresentar a seguir

um exemplo da execugio do Algoritmo PCC aplicado a esse grafo.
Entrada: grafo G = (V, E) da figura 4.4.

Passo 0: Suponha que tenha sido retornado a tripla ordenada (a,b,c) que

induz um Ps; em G. Faga a:= a, b:= b.
Iteracgao 1.
Passo 1: V* = V \ {q,b} é particionado nos conjuntos:
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g f

Figura 4.4: Grafo G.

AB = {g};
BC = {c};
CD = {e, [};
DA = {d,h}.

Passo 2: A cada vértice v de V* é associada uma variavel m,. Seja C o
conjunto de clatdsulas obtidas das condigbes (I) a (IV) aplicadas a V*.
Condigao (1): (mq V my) A (7ig V my).
Condigao (I1): (m, V my) A (Tag V 1iy), (me V mq) A (T V ).
Condigao (T1I): my V g, me V g, me V g, mg NV Mg, mgV My, my, V.
Condigao (IV): my V my, Mg V me, Mg V me.

Passo 3: Aplicagio do algoritmo 2-satisfabilidade [1]. Na figura 4.5 exibimos
o grafo direcionado Go que é construido durante a execucdo desse algoritmo.
A figura 4.6 nos mostra as componentes fortemente conexas obtidas em ordem
topoldgica reversa. Observe que a componente Cp contém variaveis duais. O

algoritmo retorna: C € ndo satisfazivel.

Passo 5: Faga a:= b, b:=c.
Iteragao 2:

Passo 1: V* = V' \ {a, b} é particionado nos conjuntos:
AB = {;

BC = {d};
CD = {e, f,h}; DA = {a,g}.
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Figura 4.6: As componentes fortemente conexas de Go em ordem topolégica
TeVersa.

Passo 2: a cada vértice v de V* é associada uma varidvel m,. Seja C o
conjunto de cladsulas obtidas das condic,Ges (I)-(IV) aplicadas a V*.
Condicéo (I): (myg V ms) A (7 V Tg).
Condicéo (1I): (mqV ma) A (TRg V Tig).
Condicio (IlI): my V Mg, my V g, mg V Mg, mg V Ty, my V Me.

Condicéo (IV): M, V mq, Mg V my, g V myg, My V my.

Passo 3: Aplicagdo do algoritmo 2-satisfabilidade. Na figura 4.7 exibimos o
grafo direcionado Ge que ¢ construido durante a execugdo desse algoritmo. A
figura 4.8 nos mostra as componentes fortemente conexas obtidas em ordem

topolégica reversa.
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Figura 4.7: Grafo Ge.

() - ——(m)
/ / /
S e

Figura 4.8: As componentes fortemente conezas de G¢ em ordem topoldgica
TEVETSA.

Passo 4: retorna: Sim-G tem uma PCC:

A = {a, b};
B ={c,d};
C = {67 f}a
D ={g,h}.
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Capitulo 5

Decomposicao por Cortes

Neste capitulo consideramos alguns problemas de decisdo referentes a
problemas de reconhecimento de grafos com determinados cortes, tais como
corte clique, corte estrela, corte estavel, corte k-multipartido completo e ou-
tros. Definimos os problemas e exibimos para cada um dos casos de corte
estdvel e corte k-multipartido completo uma transformacao polinomial, que
estabelece que os problemas sdo NP-completos. Como conseqliencia obtemos
que os problemas de reconhecimento de grafos com corte multipartido com-
pleto, assim como o de grafos com corte bipartido completo sao NP-completos.

Observamos que esses quatro ultimos problemas citados estavam em aberto.

5.1 Introducao

Dado um grafo G é uma questao natural perguntar se G contém algum
grafo especifico H, tal que o conjunto de vértices de H seja um corte de G.
Lembramos que um corte de um grafo é um subconjunto de vértices desse
grafo tal que o grafo obtido apds a sua remogdo néo é conexo.

O interesse por certos tipos de cortes adquire relevancia na classe dos
grafos perfeitos, por induzirem decomposicbes, que muitas vezes preservém
as caracteristicas estruturais dessa classe.

Tém sido estudados com atencdo tipos especiais de cortes e resultados
bastante interessantes tém surgido relacionando grafos minimalmente imper-
feitos a esses cortes. Como exemplos podemos citar os cortes cliques e os
cortes estrela.

Um corte cligue em um grafo G' ¢ um corte em G que é uma clique. Um
resultado bastante conhecido é que um grafo minimalmente imperfeito néo
pode conter um corte clique. Ou em outras palavras, a identificacdo de dois

grafos perfeitos através de uma clique fornece um grafo perfeito.
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Um corte estrela em um grafo G é um corte em G que tem um vértice que é
adjacente a todos os outros vértices desse corte. Esse tipo de corte foi definido
por Chvétal que também mostrou que nenhum grafo minimalmente imperfeito
contém um corte estrela (Lema do corte estrela) [5], generalizando o resultado
citado anteriormente sobre corte clique. A complexidade do problema do
reconhecimento de um grafo com corte clique foi determinada por Whitesides
[40] e Tarjan [38], que exibiram algoritmos polinomiais para determinar um
corte clique. J& o problema do reconhecimento de um grafo com corte estrela
foi resolvido pelo préprio Chvatal [5], que caracterizou grafos com corte estrela
e apresentou um algoritmo polinomial decorrente dessa caracterizacao.

Continuando nessa linha Chvatal definiu um novo tipo de corte que cha-
mou de corte assiméirico (skew cutset) [5], que por sua vez generaliza a nogéo
de corte estrela.

Um corte é assimétrico quando pode ser particionado em dois conjuntos
Vi e V3, ndo vazios, tais que (z,y) € E se z € V] e y € V. Chvatal propds a

seguinte conjectura:

Conjectura 5 Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém um corte as-

simétrico.

Fssa conjectura assume uma importancia especial por ser uma proprie-
dade que separa a classe dos grafos particiondveis dos grafos minimalmente
imperfeitos (essas duas classes partilham a maior parte das propriedades).
Mas essa conjectura tem se mostrado mais dificil do que se esperava. Procura-
se entdo prova-la para casos de cortes mais simples.

O corte multipartido completo é um caso particular do corte assimétrico.
Um grafo G é dito multipartido completo quando seu conjunto de vértices
pode ser particionado em k conjuntos estaveis, de maneira que os vértices
de cada uma das particdoes sejam adjacentes a todos os outros vértices das
outras parti¢des. Em particular, quando ¥ = 2 temos um grafo bipartido
completo. Vamos dizer que um corte é multipartido completo quando o grafo
induzido por ele é um grafo multipartido completo. Analogamente definimos
corte bipartido completo.

Recentemente, Cornuejols e Reed [10] mostraram que nenhum grafo mi-
nimalmente imperfeito contém um corte multipartido completo. .

E quanto ao problema do reconhecimento de um grafo com corte as-

simétrico? Este problema pode ser esquematizado como segue:
Problema CORTE ASSIMETRICO
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Instancia: Grafo G = (V, F).

Questdo: O grafo G admite um corte assimétrico?

Esse também parece ser um problema dificil.

Nesse trabalho, mostramos que o problema de reconhecer um grafo com
corte k-multipartido completo é NP-completo. A demonstracao desse fato
é feita usando o problema CORTE ESTAVEL, que mencionaremos a Seguir.
Como coroldrio temos que o problema de reconhecer um grafo com corte

multipartido completo é também NP-completo

5.2 Corte Estavel

Um corte é dito estdvel quando o seu conjunto de vértices € um conjunto
estdvel. Veja na figura 5.1 um exemplo de um grafo com corte estavel. Tucker
[39] mostrou que os tinicos grafos minimalmenteimperfeitos que contém cortes
estéveis sio os ciclos induzidos impares de tamanho maior ou igual a cinco.
Em outras palavras, um grafo minimalmente imperfeito ndo admite corte
estével, a menos que seja um ciclo induzido impar de tamanho maior ou igual

a clnco.

Figura 5.1: Um grafo com wm corte estdvel {z,y}.

E quanto ao problema ao problema do reconhecimento de grafos com cor-

tes estaveis? Este problema pode ser esquematizado como se segue:

Problema CORTE ESTAVEL
Instincia: Grafo G = (V, E).
Questdo: O grafo G admite um corte estavel?
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Corneil ¢ Fonlupt [9] em um artigo recente, ao analisarem operagoes de
composicio nsando cortes estaveis, colocam essa questdo como em aberto
tanto para um grafo qualquer, como para um grafo perfeito.

Ao pensar nesse problema é natural pensar no problema “quase” equiva-
lente de achar um corte emparelhamento em um grafo de linha L(G).

Um corte emparelhamento em um grafo G é wn conjunto F' de arestas de
@, disjuntas duas a duas, tal que o grafo obtido apds a remocdo de F' ndo é

conexo.

Problema CORTE EMPARELHAMENTO
Instancia: Grafo G = (V, E).

Questio: O grafo G admite um corte emparelhamento?

Em 1970 R.L. Graham [21] lancou a seguinte pergunta: o problema do
reconhecimento de grafos com cortes emparclhamento é NP-completo? Essa
pergunta foi respondida apenas em 1984, por Chvétal [6] que mostrou que
reconhecer grafos com cortes emparelhamento para grafos com A > 4 é NP-
completo. Para grafos com A < 3 é dado um algoritmo eficiente para reco-
nhecimento de cortes emparelhamento.

Observamos que se G tem vértices com grau 1 entdo G tem um corte
emparelhamento que chamaremos de trivial, facil de achar.

O resultado a seguir € imediato:

Lema 15 G tem um corte emparelhamento nao trivial se e somente se L(G)

temn uwm corte estdvel.

E agora, como consequéncia direta do resultado devido a Chvatal, acima

citado, e do Lema 15 segue que:
Lema 16 O problema CORTE ESTAVEL é NP-completo.

Prova. A transformacao usada é a partir do problema CORTE EMPARELHA-
MENTO.

Seja G uma instancia para o problema CORTE EMPARELHAMENTO, GG sem
vértices de grau 1. Seja G’ = L(G) uma insténcia para o problema CORTE
ESTAVEL. Essa construcio pode ser feita claramente em tempo polinomial.

Basta entao mostrar que:

e (¢ tem corte emparelhamento nio trivial se e somente se G' tem corte

estavel.

Mas esse resultado decorre do lema 15. m
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5.3 Corte Multipartido Completo

Consideremos agora o problema do reconhecimento de grafos com cortes

multipartidos completos, que enunciamos a seguir.

Problema CORTE MULTIPARTIDO COMPLETO
Instincia: Grafo G = (V, E), k.
Questdo: O grafo G admite um corte k-multipartido completo?

Vamos mostrar que o problema CORTE MULTIPARTIDO COMPLETO é NP-
completo. Para isso vamos usar um resultado mais forte, i.e., vamos mostrar
que o problema é NP-completo mesmo com k& fixo, k > 2.

Consideremos entdo o seguinte problema:

Problema CORTE k-MULTIPARTIDO COMPLETO, k > 2
Instincia: Grafo G = (V, E).

Questao: O grafo G admite um corte k-multipartido completo?
Usando o resultado da segdo anterior provaremos o seguinte resultado:
Teorema 9 O problema CORTE k-MULTIPARTIDO COMPLETO é NP-completo.

Prova: A transformagcao usada é a partir do problema CORTE ESTAVEL.

Seja G uma instancia para o problema CORTE ESTAVEL. Construimos
uma instancia G para o problema k-MULTIPARTIDO COMPLETO ao adicio-
narmos a (G os vértices vi,vs,...,V5_1, tal que cada v;, 1 <2 < k—12¢
adjacente a todos os vértices de G, e {v;,v;} € E(G") para ¢ # j (observe que
esses k — 1 vértices constituem uma clique). Essa construgdo pode ser feita,
claramente, em tempo polinomial.

Resta mostrar que :

e (G tem um corte estdvel se e somente se G' tem um corte k-multipartido

completo.

Seja S um corte estidvel em . Em G', por construcao, os vértices
y P ¢ao,

V1, Vg, ...,Vk—1 530 adjacentes a todos os vértices de G, em particular a to-
dos os vértices de S. Logo S U {v1,vs,...,vk_1} é um corte de G'. Mas
S U {vy,vq,...,0_1} é um corte k-multipartido completo.

Seja S um corte k-multipartido completo em G’ . S’ necessariamente
contém os vértices v1,v2,...,Vk-1. Entdo S\ {vi,v2,...,v5_1} é um corte

estavel em G. m

Temos entao como conseqiencia:
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Corolério 1 O problema CORTE MULTIPARTIDO COMPLETO € NP-completo.

Observamos que o resultado do teorema 9 na verdade mostra uma familia
de problemas NP-completos indexada em &k (k > 2 ). Em particular, o pri-

meiro elemento desta familia é o problemas:

Problema CORTE BIPARTIDO COMPLETO
Instiancia: Grafo G = (V, E).

Questdo: O grafo G admite um corte bipartido completo?

Por outro lado, a construgdo do grafo G' na prova do teorema 9 mostra
uma outra familia de problemas NP-completos também indexada em & (k >

1), definida a seguir.

Problema CORTE k-MULTIPARTIDO COMPLETO ESPECIAL

Instincia: Grafo G = (V, E).

Questdo: O grafo G admite um corte multipartido completo C
onde C tem k& > 2 conjuntos independentes, com & — 1 con-
juntos contendo um tnico vértice cada, e um conjunto inde-

pendente com p vértices (p > 1)?

Em particular, o primeiro elemento desta familia é um tipo especial de

corte estrela :

Problema CORTE ESTRELA ESPECIAL

Instancia: Grafo G = (V, E).

Questdo: O grafo G admite um corte estrela C' onde C induz um
grafo bipartido completo (denotado por K ), sendo uma das

partes composta de um tnico vértice e a outra com p vértices
(p>1)?

O resultado de que o problema CORTE ESTRELA ESPECIAL é NP-completo
adquire um interesse maior quando confrontado com o fato de que o reconhe-

cimento de grafos com corte estrela é polinomial.
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Capitulo 6

Conclusoes

O encerramento de uma tese ndo é necessariamente um ponto final nesse
trabalho. Discutimos nesse capitulo varios problemas que se colocam a, partir

dos nossos estudos e resultados aqui obtidos.

Os algoritmos que desenvolvemos para determinar decomposigbes ho-
mogéneas: Algoritmo Conjunto Homogéneo ¢ Algoritmo Par Ho-
mogeéneo, assitm como o algoritmo para determinar particoes em clique-crugz,
Algoritmo PCC, usam basicamente a mesma técnica. Escolhemos alguns
vértices (aleatoriamente ou ndo, dependendo do caso) e particionamos entao
o restante do conjunto de vértices do grafo em subconjuntos de acordo com
certas relagoes desses vértices restantes com os escolhidos. A partir daf trans-
formamos o problema em uma instancia de 2-SAT (ou quase) considerando
todas as clausulas possiveis induzidas pelas relagoes de adjacéncias entre os
vértices desses conjuntos. Embora essa técnica tenha funcionado tao bem nos
nossos casos, ela ndo parece ser aplicavel a qualquer problema. Tentamos por
exemplo, aplicd-la para achar uma decomposi¢cdo em um grafo induzida por
um corte clique. Esse problema é sabidamente polinomial [40, 38]. No entanto
s6 conseguimos transforma-lo em uma instancia de 3-SAT, o que claramente
nos indica que para esse caso em particular, essa técnica ndo é apropriada,
ou que talvez sejam necessarias certas modificagdes que nao tornam seu uso
aconselhavel.

Mas, apesar disso, acreditamos que essa técnica pode ser usada com su-
cesso em outros problemas. Por exemplo, no reconhecimento de grafos split,
que sao grafos que podem ser decompostos em uma clique e um conjunto
estével, sabemos que ela funciona, embora ndo a tenhamos incluido no nosso

trabalho. A operacdo amaélgama , que induz uma decomposi¢do em um grafo,
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Nnos parece ser um caso promissor para a aplicagdo dessa técnica. Faz parte

de nossos futuros planos de trabalho.

Sobre os pares homogéneos colocamos as seguintes questoes:

o Ii possivel modificar o Algoritmo Par Homogéneo de modo que ele se
torne mais rapido? Mais precisamente, serd que podemos conseguir um
procedimento de inicializagao que escolha triplas de vértices apropriadas

de forma mais eficiente?

s

e E possivel obter um algoritmo de reconhecimento da classe dos grafos
Berge sem touros, usando o Algoritmo Par Homogéneo, que seja
mais eficiente que o algoritmo existente, desenvolvido por Reed e Shihi

[34]?

o I possivel desenvolver algoritmos eficientes para os problemas de otimi-
zagdo combinatoria: clique méxima e nimero cromatico para a classe
dos grafos Berge sem touros? Ou ainda, serd que podemos construir
em tempo polinomial uma arvore de decomposigao usando pares ho-

mogeneos que permita resolver esses problemas de otimizagao?

Sobre decomposicées em cliques, nds mostramos que para o caso parti-
cular, que chamamos de Particdo em Clique-Cruz, de uma cobertura (H, K),
onde H & um grafo sem tridngulos, o problema pode ser resolvido em tempo
linear. Achamos porém, que o problema generalizado das coberturas por
clique, i.e, o problema de determinar se um grafo G admite uma cobertura-
(H, K), onde H é um grafo sem tridngulos também pode ser resolvido em

tempo linear e pretendemos trabalhar nessa direcao.

E quanto aos problemas considerados no capitulo 5, gostariamos de res-
saltar que o problema do reconhecimento de grafos com corte assimétrico
que estd em aberto, adquire relevancia especialmente quando considerado
juntamente com a conjectura 4 que afirma que nenhum grafo minimalmente
imperfeito contém um corte assimétrico. Se essa conjectura for verdadeira, a
nao existéncia de corte assimétrico passa a ser uma propriedade que separa.

Achamos que possivelmente o problema CORTE ASSIMETRICO é NP-completo.
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