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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários para 
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Área: Otimização 

O Método de Descida Geodésica foi proposto por Luenberger no ano de 1972 com 

o objetivo de obter uma taxa assintótica de convergência para o Método de Gradiente 

Projetado, que resolve o problema de minirnizar f :  Rn + R sobre a restrição h(x) = 

O(h: Rn -+ Rrn). 

Nesta tese usamos as idéias de Luenberger para obter algoritmos conceituais na 

resolução do problema min f (x), x E M e M variedade riemanniana completa. 

Desenvolvemos o conceito de hessiano de uma função restrita a uma subvariedade e 

derivamos condições de otimalidade que permitem obter de maneira simples os resultados 

clássicos. 

Desenvolvemos elementos de Análise Convexa em Variedades Completas que per- 

mitem obter resultados de convergência global para minimização de funções convexas em 

variedades de curvatura não-negativa. 

Fazemos uma relação entre métricas, definida no conjunto de restrições, e direções 

de descida usada por diversos algoritmos. Isto permite mostrar, por exemplo, que o campo 

de direções usado no algoritmo Projetivo de Karmarkar é um campo gradiente. 



Summary of the PHD thesis presented to COPPE/UFRJ as a part of the necessary requisits 

needed to obtain the degree of Dnctor in Sciences. 

GEODESIC METHODS IN MATHEMATICAL PROGRAMMING 

João Xavier da Cruz Neto 

SEPTEMBER, 1995 

Advisor: Prof. Paulo Roberto Oliveira 

Program: System Engineering and Computation 

Field: Optimization 

The Geodesic Descent Method was proposed by Luenberger in 1972 with the aim 

of obtaining an assymptotic convergence rate for the projected gradient method, which 

solves the problem of minimizing f :  R" + R under the constraint h(t) = O (h: Rn + R). 

In this thesis we used Luenberger's idea in order to obtain conceptual algorithms 

for the resolution of the problem min f (x) , x E M where M is a complete Riemannian 

manifold. 

We develop the concept of the hessian of a function restricted for a submanifold and 

we derived optimality conditions that allows one to obtain in a simple way the classical 

results. 

We -developed the elements of convex analysis in complete manifolds, which allows 

the obtention of global convergence results for minimizing convex function on manifolds of 

non-negative curvature. 

We established a relation between metrics in the feasible set and descent directions 

employed by many algorithms. This allows one to show that, for instance, the direction 

field employed in Karmarkar Projective Algorithm is a gradient field. 
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As relqões da Geometria Diferencial (GD) e Cálculo Variacional são explícitas, por 

exemplo, na obtenção das superfícies de revolução de área mínima, e no estudo de geodésicas. 

A discretização de tais problemas pode levar a modelos de Programação Não-Linear 

(PNL), filha em dimensão finita do Cálculo Variacional. 

Há entretanto uma outra via que relaciona a PNL, assim como a Programação Linear 

(PL) à Geometria, que é tomada como instrumento de análise dos métodos existentes naquelas 

áreas de Programação Matemática. 

A nosso conhecimento, o primeiro trabalho com esta perspectiva é o de Luenberger [72] 

que obtém, através do conceito de geodésica, a taxa de convergência do método de gradiente 

projetado aplicado ao problema min f(x), s.a. h(x) = 0, onde f:  Rn -t R, h: Rn 4 Rm, 

m < n. 

Luenberger propõe inicialmente um método que denomina de "descida geodésica" (veja 

Figura 1): 

Figura 1 



1. dado xk viável (h(xk) = O), calcule a projeção pk de -V f (xk) no plano tangente à 

superfície das restrições M := {x: h(x) = 0); 

2. determine a geodésica (única) x(t), t > 0, de M ,  que verifique x(0) = xk e ?(O) = pk ; 

3. minimize f(x(t)), t > 0, obtendo tk, e xk+l = x(tk). 

A idéia subjacente à utilização da descida geodésica como uma aproximação do gra- 

diente projetado é o fato das geodésicas se comportarem localmente como os segmentos que 

seriam obtidos pela projeção do gradiente se M fosse plano. Além disto, à medida que o 

processo converge, a distância entre os pontos obtidos por cada um dos dois métodos tende 

para zero (segundo Luenberger, mais rapidamente que os respectivos passos tk). Assim, as 

taxas assintóticas de convergência de ambos os métodos é a mesma. Além da taxa assintótica 

de convergência, Luenberger estabelece a convergência global do método sobre hipóteses 

razoáveis: 

Teorema de Convergência Global (Luenberger [72]): 

Sejam f :  Rn + R, h: Rn + Rm, m < n, funções de classe C 3 .  Suponha que f é 

limitada inferiormente e que "O" é valor regular para a função h. Para cada x E M = {x E 

Rn; h(x) = 0) defina 

X(x) = V f (x)~h~(x)[Vh(x)~h(x)~]-~ 

e suponha que 

satisfaz a 1  5 L(x) 5 AI, a > O em T,M (espaço tangente de M em x). Se {xk) é a sequência 

de pontos -gerada pelo método de descida geodésico, então a correspondente sequência do 

negativo dos gradientes projetados pk = -V f (xk) - X(xk)Vh(xk) converge a zero. Além 

disso, xr, + xo E M que minimiza f sobre M. 

Gabay [82] propôs esta metodologia para os métodos de Newton e Quase-Newton, 

obtendo teoria e taxa assintótica de convergência similares aos casos irrestritos do Rn; além 

de trabalhar em um contexto mais geral, M C Rn variedade diferenciável munida da métrica 

induzida do espaço euclidiano, estabeleceu elementos de condições de otimalidade. 



Outra extensão do trabalho de Luenberger encontra-se em Rapsak [91], no qual esta- 

belece alguns elementos de análise convexa no contexto considerado por Gabay. 

Uma outra linha de pesquisa tem sido objeto de atuação de diversos autores, que têm 

analisado, através de instrumentos da Geometria Diferencial, as propriedades das trajetórias 

de algoritmos de pontos interiores da Programação Linear. Citemos os essenciais Bayer- 

Lagarias [89a, 89b], Lagarias [90] e Karmarkar [90]. O objetivo de todos eles é a análise das 

trajetórias contínuas associadas a determinadas classes de métodos. Suponha um problema 

genérico, 

min f(x), X E  M c R n .  (1) 

Considere um método destinado à resolução de (1) dado por: 

xk+l = xk + tk  dk, k 2 0, x, dado. (2) 

Em (2), dk é uma direção em Rn, em geral de descida para alguma função cp associada 

a (I),  isto é, cp(xk + tdk) < cp(xk), para t > O suficientemente pequeno; tr, > O é o passo dado 

nesta direção. 

Considere o limite em (2) para tk  + 0; obtém-se a equação diferencial 

Como d é uma função de x, ela define um campo de vetores definido em M .  A 

representação completa do problema é 

x(t), t 2 O é a trajetória contínua associada 

M  C Rn dependerá, é claro, da expressão de d, 

ao algoritmo discreto (2). Sua análise em 

mas também das propriedades de M .  

Este tipo de análise não tem valor apenas teórico. Questões como curvatura de x(t) e 

complexidade do cálculo de {ak) são relacionadas, como demonstrou Karmarkar em [90]. Os 

trabalhos de Meggido-Shub [89] e Adler-Monteiro [90] derivam propriedades para a seqüência 



gerada por (2) a partir de propriedades do sistema dinâmico (3) associadas ao algoritmo 

afim-escala de Dikin [67] e ao algoritmo projetivo de Karmarkar [84]. 

A tese é dividida em três capítulos. 

O Capítulo 1 tem como objetivo principal desenvolver um texto com elementos de Geo- 

metria Riemanniana necessários à leitura dos vários artigos citados, veja Oliveira-Xavier [94], 

bem como servir de subsídios aos capítulos posteriores. Ao mesmo tempo em que expomos 

os conceitos de Geometria, veja do Carmo [88], desenvolvemos exemplos ilustrativos de inte- 

resse da Programação Matemática sempre procurando adaptá-los aos objetivos dos capítulos 

seguintes. Como exemplo, citemos as expressões explícitas para geodésicas, gradientes e hes- 

sianos no ortente positivo e no simplex unitários, dois modelos de bastante interesse para a 

Programação Matemática. A dedução de expressões para o hessiano de funções restritas a 

uma subvariedade, por exemplo M = h-'(0) C Rn, o uso do Teorema de Hopf-Rinow nas 

provas de convergência de algoritmos de descida geodésica e uma "lei dos cossenos" (Teorema 

1.14) para variedades completas de curvatura não-negativa são contribuições importantes do 

capítulo. 

No Capítulo 2, usamos o material deenvolvido na seção 1.11, estabelecendo condições 

de Otimalidade num contexto amplo, que inclui o apresentado por Gabay [82] e, em particular, 

deduzimos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (Condição Necessária de 1Wrdem) 

e a condição de Semi-Definição Positiva do Hessiano do Lagrangeano, restrito ao espaço 

tangente das restrições (Condição Necessária de 2- Ordem). Apresentamos ainda elementos 

de Análise Convexa e estabelecemos Condições Necessárias e Suficientes para Convexidade 

de Funções; neste contexto, o Teorema de Convergência Global de Luenberger pode ser visto 

como estabelecendo a convergência do método gradiente para funções fortemente convexas 

definidas em M = h-'(0). Outro resultado interessante é o Corolário 2.6, que para 

f : M + R convexa e M compacta, demonstra que f é constante. 

Observe que se h é tal que h-l(0) é compacta, então, no Teorema de Luenberger, não existiria 

função f com tal hipótese. 



No Capítulo 3 tratamos de dois problemas: o primeiro consiste em, dado o Sistema 

Dinâmico (3) associado ao algoritmo (2), determinar a existência de uma métrica no conjunto 

de restrições de modo que as curvas integrais de (3) correspondam às curvas integrais do 

campo gradiente da função objetivo (a ser minimizada). Na resolução do problema de 

Programação Linear com o método de Dikin, Karmarkar forneceu uma resposta positiva, 

e está apresentado em Bayar-Lagorias [89]. Fornecemos uma outra demonstração para o 

resultado acima e mostramos que o Campo Projetivo de Karmarkar é uma representqão 

do campo de direções de Dikin no simplex unitário, portanto, campo gradiente; além disso, 
n 

introduzindo a métrica definida pelo hessiano da função h(x) = >: xi log x; no ortante 
i= 1 

positivo, mostramos que o sistema (3) associado ao algori tmo multiplicativo, proposto por 

Eggermont [90] (convergência estudada por Iusem [95]), corresponde às curvas integrais do 

campo gradiente da função objetivo. O segundo problema trata de estabelecer uma teoria de 

convergência do método gradiente com buscas exata e inexata. Com a hipótese sobre a função 

f :  Rn + R de ser de classe C1, com gradiente Lipschitziano e existência de mínimo, Burachik 

[95] estabeleceu a convergência global da sequência escolhendo a priori o tamanho do passo 

Xk em um intervalo que depende da constante de Lipschitz do gradiente. A demonstração se 

baseia na convergência quasi-Féjer e na desigualdade 

onde {xk) é a sequência gerada pelo algoritmo e x* é um ponto de mínimo. Kiwiel [83] obteve, 

em primeiro a expressão (4) em Rn. Com a hipótese de curvatura não-negativa, generalizamos 

a desigualdade (4) (Teorema 3.13), onde a distância euclidiana é substituida pela distância 

intrínsica da variedade. Com isso, estabelecemos a convergência global da sequência gerada 

pelo método de descida geodésica para variedades de curvatura não-negativa. 

De um modo geral, não demonstramos os resultados contidos na literatura citada; 

portanto, o que se encontra demonstrado é de nossa autoria ou é um resultado de fácil 

dedução da teoria desenvolvida e, possivelmente, com uma demonstração diferente. 



ELEMENTOS DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 

Neste capítulo apresentamos elementos de Geometria Riemanniana que serão usados 

nos Capítulos 2 e 3; os resultados apresentados, sem demonstrações, encontram-se em Do 

Carmo [88] e ilustramos com exemplos da Programação Matemática. 

1.2. Variedades Diferenciais em R" 

Limitâmo-nos à apresentação das idéias básicas que definem uma variedade. E um 

conjunto M em Rn formado pela reunião de um número finito ou enumerável de domínios 

Mj; cada Mj possui um sistema de coordenadas, denominadas locais, que de modo único 

determinam qualquer ponto de Mj por, digamos, (x:, . . . ,xy); se dois domínios Mj e Mk 

se interceptarem, os pontos comuns terão coordenadas de Mj (resp. Mk) que podem ser 

expressas por uma função diferenciável das coordenadas de Mk (resp. Mj). Pode-se supor 

que estas funções de passagens são de classe Cw. 

Exemplo -1 . l :  M r Rn 

Exemplo 1.2: M {(x, y); y > O} C R2 

Exemplo 1.3: M r int R? := {X E Rn; X i  > o} 

Exemplo 1.4: M E f-'(c), onde f :  D C Rn + R, D é um conjunto aberto de R", f é 

diferenciável e V f (x) # O, V x E D . 

Em R2, M corresponde às curvas de nível de f .  



Exemplo 1.5: Se f (x) = xS +. . .+ri, M = f-'(i) é a ((esfera" de Rn centrada na origem, de 

raio 1. Observe que apenas um sistema de coordenadas locais é insuficiente para determinar 

os pontos de M. 

Exemplo 1.6: Se f(x) = aTx, com ,f3 E R, a # O, M = f-'(B) é o hiperplano de R", 
T a x = p .  

Exemplo 1.7: Se f (x) = eTx, onde e = (1,. . . , I ) ~ ,  e f: D 4 R, onde D = int R;, então 

M = f-'(1) = { x :  eTx = 1,x >O). 

1.3. Espaço Tangente a uma Variedade - Fibrado Tangente 

Os exemplos que acabamos de apresentar são convincentes da importância da estrutura 

de variedade diferenciável. Na verdade, ela é ainda muito ampla para nossos objetivos. Va- 

mos, neste número e a seguir, enriquecê-la com outros conceitos, que serão também aplicáveis 

aos exemplos citados. 

Em uma variedade diferenciável pode-se definir curvas suaves (parametrizadas) dadas 

por a: I + M, onde I é algum intervalo de R, a(t) = (al  (t), . . . , a,(t)). Se t representar o 

tempo, a derivada é o vetor velocidade, tangente à curva, dado por &(t) = (&(t), . . . , &,(t)), 

aplicado em o(t) (veja Figura 2). 
- - 

Figura 2 
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Tomamos como definição de espaço tangente a uma variedade M em um ponto p o conjunto de 

todos os vetores tangentes às curvas suaves pertencentes a M passando por p; representamo-lo 

por T p M .  

Conforme veremos através de exemplos, a variação contínua de p em M leva a uma 

variqão contínua, de fato diferenciável, de T,M. A união destes espaços tangentes U TpM 
P E S  

é o que se denomina de fibrado tangente. Observe que neste conceito está explícito o sistema 

de coordenadas locais anteriormente descrito. 

Os exemplos a seguir se referem aos de mesmo número de variedades diferenciais: 

Exemplo 1.1: TpM M = R", Vp. 

Exemplo 1.2: TpM E R2, Vp. 

Exemplo 1.3: TpM Rn, Vp. 

Exemplo 1.4: TpM E {V f (p)L} (veja Figura 3) 

Exemplo 1.5: Tp M ((2x1, . . . , 2 ~ , ) ~ } ~  (veja Figura 3) (X = ( r i ,  . . , xn) representa P). 

Figura 3 

8 



Exemplo 1 . G :  TpA4 E aL (veja Figixa 4) 

Figura 4 

Exemplo 1.7: T g 4  E { e L }  (veja Figura 5) 

Figura 5 

1.4. Métricas Riernannianas e m  Variedades Diferenciáveis 

Em espaços lineares, como Rn , ou de matrizes, ou de funções, estamos habitua dos ao 

essencial conceito de métrica, necessário para determinar distância entre pontos do espaço, 

comprimentos de curvas, análise de erros, etc. 

9 



Uma forma de estender este conceito a Variedades é observar sua aplicação a curvas. 

Uma curva em Rn pode ser representada parametricamente por xi = fl (t), . . . , xn = f,(t), 

6) t E [a, b] ,  onde as funções f i  são diferenciáveis. O vetor v( t )  = (s, . . . , rt é O vetor 

velocidade, tangente à curva em t. O comprimento da curva, obtido por cálculo elementar é 

dado por 

onde ) 1 representa a norma euclidiana do vetor. O comprimento l é portanto a integral do 

comprimento do vetor tangente à curva. Fica assim claro que se uma curva pertencer a uma 

variedade diferenciável M, seu comprimento será obtido por medida realizada em vetores 

pertencentes ao espaço tangente à curva em cada ponto. Esta medida é o produto escalar 

(v, v)t calculado no ponto t da curva. 

Necessitamos portanto definir um produto escalar ( , ), no espaço tangente T p M ,  

para todo p E M. De um modo geral, sabemos que além do produto euclidiano tradicional, 

(v,w), = Cvi(p)wi(p)> podemos definir ( v , w ) ~  = Cgijvi(p)wj(p) = (Gv, w ) ~ ,  onde G é 
t i , j  

uma matriz simétrica definida positiva. Esta definição aparece de modo natural ao realizarmos 

uma mudança de sistema de coordenadas. Suponha (xl, . . . , xn) e (zl, . . . , zn) relacionados 

por xi = xi(zl, . . . , zn); se ri = zi(t) representar uma curva, teremos cada componente do 

dd e, portanto, chamando de v,, v, vetor velocidade no sistema (si) dada por = C ,x , 
j 

os vetores velocidade expressos nos sistemas respectivos (si), (zi), temos: 

onde 





Esta é a métrica (não-euclidiana) de Lobatchevsky (ou Poincaré). 

Observação: Os Exemplos 3 e 6 (este, em seu caso particular 7) serão tratados após o 

estudo de grupos de Lie, estruturas mais ricas que as estudadas até agora, e adaptadas a 

nossos objetivos. 

1.5. Grupo de  Lie e Métricas Invariantes por  Translação (Escalonamento) 

Recordemos que um conjunto S tem uma estrutura de grupo se se definirem as 

aplicações inversa e produto, respectivamente: 

X E S + X - - ~ E S  

X , Y E S + X Y E S ,  

verificando: 

i> ( X Y ~  = x ( Y ~ )  

ii) 3 e E S tal que ex = xe = x (e = elemento neutro de S) 

iii) x(x-l) = e. 

Em uma variedade diferenciável com uma estrutura de grupo é natural supor-se que 

as operações acima sejam diferenciáveis. Tem-se neste caso um grupo de Lie. 

Observação: As chamadas translqões à esquerda e à direita, definidas respectivamente por 

L,: S -, S, LY = X Y  

R,: S -, S, R,Y = yx 

são diferenciáveis e possuem respectivas inversas diferenciáveis, ou, conforme nomenclatura 

usual, são difeomorfismos. 

Um grupo simétrico ou Abeliano é o que verifica a invariância de permutação do 

produto (xy = yx). Em grupos de Lie Abelianos temos L, = R,. 

A partir de agora consideraremos que S é um grupo de Lie Abeliano. 



A fim de construirmos métricas adequadas em S ,  uma importante propriedade, e 

que se mostrará útil, é a de que a métrica independa de translqões (escalonamento, em 

nossas aplicações). De modo preciso, dizemos que uma métrica Riemanniana é invariante 

por transbação à esquerda se 

para todo x, y E S, u, v E Ty S; (5) é a definição de isometria para um difeomorfkmo, no caso 

L,. 

Construção de uma métrica invariante por traaslação 

A idéia é referir-se ao elemento neutro, e da seguinte forma: tome um produto ( , ), 
qualquer em TeS, e defina 

(u, V), := (d (Lx-I), U ,  d (Lz-i), V), , x E S, U, V E TxS. (1.6) 

A verificação de (5) é imediata; além disto L, depende diferenciavelmente de x, logo 

(6) define a métrica desejada. 

Exemplo 1.10: S = int(R3) = {x : x > O);T,S = Rn 

Estrutura de grupo: 

Com esta estrutura, S é um grupo abeliano. A diferenciabilidade das aplicações acima, 

induzida de Rn, faz também de S um grupo de Lie. 

Observação: Embora aqui apareçam de modo arbitrário, as definições de produto e inversa 

são naturais, decorrentes da necessidade de definição de e, esta, por sua vez, ponto essencial 



na obtenção dos métodos de escalonamento (afim-escala de Dikin [67] e os de Karrnarkar [84] 

e variantes, em geral). Nestes métodos, há um "retorno" ao elemento identidade. Esta 

explicação é válida para o exemplo a seguir em que o elemento identidade de (x E R; : 

eTz = I} é e / n .  

Vamos agora introduzir uma métrica Riemanniana invariante por translqão. Pre- 

cisamos de: 

i) um produto interno (uma métrica) em T,S(s Rn); tomaremos o usual ( u , ~ ) ,  := 

Deve-se observar que esta escolha é natural, sob a perspectiva dos métodos elipsoidais, 

em Programação Matemática, em que se procurar "cobrir" com os maiores elipsóides a região 

em consideração. No caso, em R;, o elipsóide centrado em e, (x - e)T(x - e) = cte é o que 

verifica esta propriedade, induzindo portanto a métrica euclidiana usual (veja Figura 6). 

Fig. 6 - E .é o maior elipsóide centrado em e, contido em R$ 

ii) calculo de d (L,- i ),; temos, sucessivamente: 



= (diag (L,. 21 . . , ) X n u,  d i a  ( L , .  $1 ,L) V) = C y. 
X n i 

e, por conseguinte, 

Trata-se de uma métrica representada por uma matriz diagonal, realizando portanto 

um escalonamento continuo do espaço R;. Em particular, um vetor do espaço tangente, 

u E R", aplicado em um ponto x E R;, tem seu comprimento dado por = (u,u):I2 = 

,I? uS/xS. Os vetores de comprimento constante se distribuem ao longo do elipsóide 

C uS/xS = e, no espaço tangente a S em x. 
i 

Denominamos G de (representação da) métrica afim-escala. 

Exemplo 1.11: 

S = { x  : e T x = l , x > O )  

Conforme observação feita no exemplo anterior, partindo do centro do simplex S, 

dado por eln = ( l l n ,  . . . , l ln ) ,  definâmo-10 como elemento identidade. E razoável definir a 

estrutura de grupo em S através de 

que garantem o fechamento (x y E S, x-I E S). Estas operações são diferenciáveis, S é 

portanto um grupo (Abeliano) de Lie. 



Obtenção de uma métrica Rieinanniaiia iiivariante por translações 

i) produto interno em TelnS. 

Considere a seguinte base em TeInS (obtida por cálculo direto a partir da expressão 

do espaço tangente): 

onde a coordenada 1 - l / n  ocupa a i-ésima posição e ui é o i-ésimo vetor unitário. Com 

TeInS munido do produto interno euclidiano canônico, definimos 

onde o fator n2 terá valor puramente estético, conforme ficará claro mais adiante. 

ii) Cálculo de d (L,-i ), . 
Por definição, L,: S + S, L,y = xy = w, onde denotamos xoy = (xl yl, . . . , xnyn). 

Y 

Assim 

- - n(xTw) 
[XW - xe] 

x Te 

x (Y _,,e Para w = ai, temos que d(L,)elnai tem a direção do vetor xai - xe = 

que é colinear ao vetor 

T T (X e)x0ai - (X ai)x0e 



Portanto V := {vl, . . . , é uma base de TxS.  Além disto é fácil ver que 

iii) Produto interno em um ponto genérico. 

Temos, finalmente, a partir da base V: 

Observação: Verifica-se uma interessante interpretação para a métrica definida no elemento 

neutro eln. Aproveitêmo-nos da base ,B para definir a matriz n x (n - 1) 

- 
Seja agora G uma matriz 12 x 12 representando uma aplicação de R+ em R+. Pro- 

- 
priedades de G restritas a TelnS (por exemplo, a definição positiva), podem ser expressas 

- 
através da representação ou "projeção de G" dada por ZTGZ. 

Tome G(x) = diag (3, . . . , &) , a matriz que define a métrica afim-escala. Por cálculo 

direto, obtemos: 

zTG(e/n)z = (n2(ai, aj)) = G(e/n), 



isto é, G(e/n) pode ser visto como uma projeção da matriz que representa a métrica afim- 

escala em eln, isto é, a métrica no TeIn(RT) induzida em TeInS. 

É necessário observar qlie, para efeitos de trabalho no espap R", e por coerência com 

O resultado acima, definimos gin = gni = O. Consideramos portanto v E TelnS dado pelas 

n-1 
(n - 1) primeiras coordenadas de v E Rn : (vi,. . . , vn-it 1 -  C v i ) .  

1 

Deste modo, a observação feita no exemplo anterior sobre o elipsóide centrado no 

T elemento unitário, aqui eln, é também válida agora: (x - :) G (t) (x - t) = cte, restrito 

ao simplex S, corresponde aos "maiores elipsóides" que o cobrem (veja Figura 7). 

Fig. 7 - O maior (resp. menor) elipsóide inscrito em (resp. circunscrito a) S 



1.6. Derivada Covariante, Conexões Afins 

Derivada Covariante 

Introduzimos os campos de vetores nos espaços tangentes a variedades. Em cada ponto, 

já o dissemos, eles representam a direção seguida pelas iterações sucessivas do algoritmo 

considerado em (2). Observados continuamente em S, isto é, através de versão continua do 

algoritmo, a trajetória por este seguida terá suas características (curvatura por exemplo) 

dependentes diretamente das características do campo. Surge assim a necessidade de se ter, 

para os campos, conceitos correspondentes ao de derivada de funções. 

Seja X um campo definido (em cada ponto) na variedade S. Como estaremos inte- 

ressados em trajetórias em S, consideramos, para uma curva a: I C R + S, o campo X ao 

longo da curva, que denominamos V(t) = X(a(t));  diz-se que V é induzido por X. 

Hipótese: Todos os campos e funções envolvidos serão supostos de classe C". 

Observe que por ser V(t) E Ta(tlS, não é obrigatório que a variação de V ao longo 

da curva, medida em cada .ponto por z ( t ) ,  também pertença ao espaqo tangente. Ve- 

remos então que sua projeção neste espaço é equivalente, pelas propriedades que possui, 

a um processo de diferenciação, denominado covariante. No caso de superfícies, há uma 

evidente interpretação geométrica para a derivada covariante ao longo de a(t): é o campo 

(tangente) diferenciável, dado por (veja Figura 8, extraída de do Carmo [88]): 



Vf ( f f ( t ) )  onde N é uma "normal" (e.g., se S = f - ' (c ) ,  f :  R" + R ,  N = k 
(o ( t ) )  I ). 

Fig. 8 - As componentes tangente e normal da derivada de V 

Esta expressão verifica as seguintes propriedades, que serão usadas como definição de 

Derivada Covariante de V ao longo de a :  

a) %(V + W) = + T, para qualquer outro campo W, diferenciável ao longo de a; 

b) &( f V) = f + %V, para qualquer função diferenciável f :  S i R. 

Conexões Afins 

Reportando-nos à interpretação geométrica acima, e lembrando que V é induzido por 

X em a, poderíamos ''ver" % como uma medida da variaqão de X segundo as direções 

dadas pelo-campo Y(t) := al(t) dos vetores tangentes a a(t). Isto é a chamada conexão afim, 

definida em uma variedade diferenciável S, denotada por VyX, que, neste caso, se escreve 

De um modo geral, para campos em fl := X ( S )  e funções reais em D = Cm(S), uma 

conexão afim é uma aplicação que verifica: 

V : f l x f l + f l ,  

(X, Y) + vxy 



i) v ( f x + g ~ ) Z  = f V x Z  + ~ V Y  

ii) Vx(Y + Z ) = V x Y + V x Z  

iii) VxfY = fVxY+X(f )Y,  

ondeX,Y,Z E R, e f ,g  E D. 

Observação: Demonstra-se que a aplicação que associa V, campo ao longo de a, a DVldt, 

derivada covariante ao longo de a, tal que DV/dt verifica a), b) e (9), é única. 

Expressão de conexões relativamente a coordenadas locais 

Suponha que os campos X, Y E R sejam representados em uma certa vizinhança local 

X :  U C Rn + S, de algum ponto p, por 

(a/axi representam os vetores da base do sistema de coordenadas locais). 

Temos, segundo as propriedades de definição de conexão afim: 

8 
V F '  Observe que J E R, podendo portanto ser também representado através da base 

local, isto é: 

que, substituido na equação acima, fornece: 



Definição 1.1: Símbolos de Christoffel, ou coeficientes da conexão afim V em U, são as 

funções (diferenciáveis) : 

r t j : u  C s .+ R, 

definidas por (10). 

Expressão da derivada covariante em termos de coordenadas locais e dos símbolos 

de Cliristoffel 

Seja, como acima, X: U + S um sistema de coordenadas locais em torno de P E S. 

Considere a curva a: I .+ X(U), diferenciável, expressa por a( t)  = (ui(t), . . . , a,(t)), 

e o campo ao longo de a definido por V(t) = C vk(t) &(t). O campo tangente a u é 
I; 

Portanto, utilizando propriedades da derivada covariante, obtemos 

Por outro lado, 

A última expressão é a que define, segundo (10), os símbolos de Christoffel rilc, que, 



substituido em (ll), fornece, para DVldt: 

1.7. Campos Paralelos e Geodésicas 

Em R" munido com a métrica Euclidiana a geodésica é o segmento de reta entre dois 

pontos p e q quaisquer que caracteriza a trajetória de menor comprimento que os liga. Se 

a: [a, b] + Rn, &(a) = p, a(b) = q é uma curva diferenciável passando por p e q, sendo o 

campo tangente % = (s, . . . , 9) associado fisicamente à velocidade, temos a aceleração 

0 d t  (i) d t  = (e,. . . , %) em cada ponto a(t)  definindo a propriedade de a ser geodésica 

dada por: 6 (%) = 0. 

A extensão desta noção às variedades exigirá apenas que a componente tangencial da 

derivada seja nula. 

Geodésica 

Uma curva parametrizada a: I + S é uma geodésica se o campo tangente ai(t) de a 

verifica 

Campos Paralelos 

De um modo geral, dados uma variedade S, uma conexão afim V e um campo V 

ao longo de uma curva diferenciável a: I + S, V é denominado paralelo (compare com Rn 

euclidiano) se % = 0, para todo t E I. 



Assim, se a for uma geodésica, a' é paralelo. 

Equações de Geodésica 

Dada a expressão (12)) um campo V paralelo é determinado pela equação 

ou, equivalentemente, pelo sistema de n equações diferenciais em vi, (os elementos & sáo 

linearmente independentes): 

Quando se trata de uma geodésica a(t)  = (xl(t), . . . , x,(t)), tem-se vi = 

último sistema se transforma em 

sistema de n equações diferenciais de 2" ordem, que possui solução única em algum intervalo 

I = [a, b] , verificando x(a) = a(a) e %(a) = %(a), dados (resultante da teoria de Equações 

Diferenciais Ordinárias). 

1.8. Conexões Afins em Variedades Rieiliailiiianas 

Um estudo detalhado dos símbolos de ChristofFel e derivada covariante em superfícies 

de R3 (veja do Carmo [76]), definidas por exemplo por f-'(c), para f :  R3 4 R, leva a 



2 
expressões dependentes de f i ,  de que se conclui que aqueles símbolos são simétricos em ij: 

I'.. = rk., e, conseqüentemente, a conexão afim expressa por meio destes coeficientes também '3 31 

é simétrica (veja (10)): Vala,, a /axj  = d/axi, para cada sistema de coordenadas 

locais. 

A extensão dos conceitos vistos nos números anteriores às variedades Riemannianas, 

em que se define uma métrica através de uma matriz simétrica e de um produto escalar 

(simétrico), torna natural a exigência de 

a a Conexões afins siniétricas: V a  - = Va ã2;. 
ti=; azj 8 x ~  

Será também necessária a 

Definição 1.2: Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim V e uma métrica 

Riemanniana ( , ). Diz-se que V é compatz'vel com a métrica ( , ) se e só se para todo par 

de campos de vetores V e W ao longo da curva diferenciável a :  I -, S se tem 

que é a regra usual de derivada de produto. 

Observação: Se a(t)  = (xl ( t ) ,  . . . , x,(t)) for geodésica, (14) leva a 

D da da  da D da! 

e, conseqüentemente, (%, 2)  é constante. 

O teorema a seguir é o instrumento teórico que garante a existência e unicidade de 

conexão adequada à métrica Riemanniana: 

Teoreina 1.1 (Levi-Civita): Dada uma variedade Riemanniana Ad, existe uma única conexão 

afim V em M satisfazendo as condições: 

a) V é simétrica; 



b) V é compatível com a métrica Riemanniana. 

(Esta conexão é denominada Conexão Riemanniana) . 

Prova: do Carmo [88]. 

Relação entre a  niétrica Rieinaiiiiiaiia e  os siiilbolos d e  Christoffel  

G ( x )  = (g i j ( x ) )  admite uma inversa G-' (s )  = (g i j ( x ) ) ;  mostra-se que 

Exemplo 1.12: M = Rn, com a métrica usual, ds = Cdx;dx; .  Neste caso, 
i 

gij(x)  = S i j ,  isto é, G ( x )  = I ,  

gi j (x)  = hj ,  I':, = O ,  para todo i ,  j, k = I , .  . . ,n. 

a DV Assim se V ( t )  = C v k ~  é um campo ao longo de uma curva a ,  temos = 
k 

%&, que é a própria derivada usual. Além disto, as equações das geodésicas em R" 
k 

(veja (13)) são 

cujas soluções são da forma 

x k ( t )  = akt + bk 

a :  R M a ( t )  = (al t + b l ,  . . . , ant + b,); 

Exemplo 1.13: M = int R?, com a métrica já definida ds2 = +dx;dx;, isto é 
i x' 

, ou G(x)  = diag (1 . . . , L) , gij(x) - xjxj x; ' 2: 

de que se obtém 

2 ~ - ' ( m )  = diag(z:, . . . , +,) e gii(x) = xizj J i j  . 



Cálculo dos símbolos de Cristoffel 

Repitamos a fórmula (15): 

i) i #  j,fixados: se k # m ,  gkm = O ,  eentão 

É fácil ver que se m # i ,  m # j ou m # i, j, se tem 

rm = o. 
23 

ii) i = j fixados; também aqui só interessa o caso em que k = m: 

se m # i, = O, e, finalmente, se m = i, 

Resumindo: 

e, segundo (10), 



Equações Geodésicas 

Se V ( t )  = C v ,  & é um campo ao longo de a ,  a expressão (12 )  implica em 
m 

Se a(t) = ( x l  ( t ) ,  . . . , x n ( t ) )  for geodésica, O campo V ( t )  = ( t )  fornece então o 

sistema 

Estas equações são independentes, cada uma podendo ser reescrita como 

1  d2xm 1  o=- - - -  1  d x ,  
x ,  d t2  X L  

Dadas as condições iniciais, x ( 0 )  = b  > O e i ( 0 )  = a E Rn obtemos 

1  d x ,  a,  -- - - am - + 109 xm(S)I::ó = -t , 
x m d t  b, bm 

-- xm't) - exp (F) =+ .-(i) = bm exp 
bm 

Assim, a geodésica de S, com condições iniciais a ( 0 )  = b  E &(O) = a,  é a curva 

a: R + S ,  

a = exp (:i) , . . . , in exp (:t)) 



Exemplo 1.14: S = {x E R"; eTx = 1, x > O), com a métrica já definida g i j ( s )  = 

1 zizj [b. .  2 3  - '1, n cujos símbolos de Cristoffel são dados por 

veja Karmarkar [90], pág. 58. 

Substituindo (18) na equação das geodésicas (13)) obtemos: 

Deduziremos a seguir a solução para estas equações. 

Dividindo cada uma das equações por x,, obtemos: 

somando em m, 

Subtraindo da anterior a última igualdade, obtemos agora, 

Fixemos as condições iniciais: 

De (20) temos que para cada m, 



com 

Portanto, 

xm(t) am -- - - exp [(c - 2) i ] .  
4) a1 

Da igualdade acima e usando o fato de que x( t )  E S, obtemos: 

1.9. Curvaturas 

Curvatura Rieniai~iliana 

Nesta seção apresentaremos a definição algébrica de curvatura e estudaremos suas 

propriedades. O que se perde por não abordarmos o significado geométrico é compensado 

pela facilidade de manipulação algébrica deste conceito. 

Definição 1.3. Seja M uma variedade Riemanniana com a conexão de Levi-Civita V. A 

função R: fi3 + 0 dada por 

é chamada a curvatura Riemanniana de M .  Nesta definição aparece o símbolo do colchete 

dos campos X e Y : [X, Y]. Como nos limitaremos à apresentação de resultados sem demons- 

tração, basta, aqui, dizermos que [X, Y] = Y S  - X Y  E 0. 



Observação: 

1) se M = R", é imediato verificar que R(X, Y)Z = O, V X ,  Y e Z E iR; 

2) se (U, x) é um sistema de coordenadas em torno de p E M e 

uma base de Tp M, então 

VeVe - V e V e  
Bxj  B z i  8 x i  Bxj  

pois, =,- I a  a ]  
= O. Assim diríamos que, a curvatura mede a não comutatividade da 

derivada covariante. 

Teorema 1.2. A curvatura R de uma variedade Ftiemanniana é tri-linear. 

Prova: do Carmo [88], pág. 90. 1 

Vamos agora obter a expressão da curvatura em coordenadas locais. 

Teorema 1.3. Seja ( U , x )  um sistema de coordenadas em torno de p E M e 

{L , z = 1, . . . , n uma base de Tp M. Neste sistema de coordenadas 

onde as componentes de R são dadas por 

ne =--rik - a 
i j k  dxj a e -re azi 3k + x ~ : ~ r ; ~  - qkrfS. 

s S 

Prova: do Carmo [88], pág. 92. 1 

Observação: Se nas coordenadas (U, x), escrevemos 



então, pela linearidade de R, temos 

Assim os coeficientes R:~, da curvatura só dependem dos coeficientes (símbolos de 

Christoffel) da conexão e das suas derivadas. 

Curvatura Seccioiial 

Passemos agora ao conceito de curvatura seccional (com valor real), que, embora bem 

mais simples que R, em um certo sentido a determina. 

Seja a um subespaço bi-dimensional do plano tangente T,M - defina a forma 

quadrática Q: a 4 R por 

Q(x,Y) = ( x , 4  (Y,Y)  - ( x , Y ) ~ .  

Observação: Geometricamente I Q(x, y) 1 representa a área do paralelograrno determinado 

por x e y. 

Definição 1.4. R(x, y)z := R(X,Y)Z(p), para qualquer conjunto de campos X, Y e Z E 

tais que, X ( p )  = x ,  Y(p) = y e Z(p) = z. 

Teorema 1.4. Sejam a C TpM um subespaço bi-dimensional e x,y E a, dois vetores 

linearmente independentes. Então 

não depende da escolha dos vetores x, y E a. 

Prova: do Carmo [M], pág. 94. 1 



Definição 1.5. Dados um ponto p E M e um subespaço bi-dimensional a C TpM, o número 

real K(x, y) = k(a), onde {x, y) é uma base qualquer de a, é chamado curvatura seccional 

de a em p. 

Observação: Segue da definição que a curvatura seccional k de M é uma função de valor 

real, definida no conjunto dos subespaços bi-dimensionais tangentes a M. 

Por definição, R determina L; veremos agora em que sentido k determina R. 

Suponhamos que dim(TpM) 2 2 e consideremos as seguintes aplicações tri-lineares 

satisfazendo as seguintes condições: 

("1 ( W x ,  y)z, t )  = - (R"Y,+, i); 

(b) (Ri(x, y)z, t )  = - (Ri(x, y)t, r ) ;  

(C) Ri(x, y)z + Ri(y, X)X + Ri(z, x ) ~  = 0; 

( 4  (Ri(x, Y)Z, t )  = ( ~ ' ( 2 ,  t)x, y); 

para i = 1,2. 

Observamos que a curvatura Riemanniana R de M,  satisfaz (a), (b), (c) e (d). 

Sejam agora x, y dois vetores linearmente independentes de TpM; definamos 

onde a é o subespaço bi-diirrensional gerado por x e y. Se para todo a C TpM, kl(a) = k2(a), 

então R1 = R2. 

Exemplo 1.15: Seja S = {x E Rn; x > 0) com a estrutura de variedade vista nos números 

anteriores. Como vimos em (16) seus símbolos de Christoffel são dados por 

l' 1 r . .  = --SieSij 
23 

X i  



e se tem 

Deste modo 

Temos a analisar os seguintes casos: 
8  - 

(a) i # k , q u e d e t e r m i n a V n ~ ?  = O , V i .  
8 x j  8 x i  

(b) i = k e j # k, e então 

Do mesmo modo 

8 - 
v ~ v ~ ~ ~  = O ,  se i #  k o u s e i  = k e j # k. 

8"i  

Assim, 

Vi,j ,  k .  

Portanto R ( X ,  Y)Z = O, V X ,  Y, Z E z(S),  isto é, a curvatura R de S é nula 

Exemplo 1.10: S = {x E Rn; eTx = 1,x  > O ) ,  com a métrica gij(z) = L[&.. x i x j  23  - '1. n 

Usando os símbolos de Christoffel dados por (20), pode-se mostrar que a curvatura R de S é 

nula. 



1.10. Subvariedades 

O objetivo deste número é o estabelecimento de alguns conceitos e propriedades na 

passagem de variedades a subvariedades. 

Sejam M n  e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável cp :  M t N é 

uma imersão se dpp :  TpM + T,(,]N é injetiva para todo p E M .  Se, além disso, cp  é um 

homeomofismo sobre cp(M) C N,  onde cp(M) tem a topologia induzida por N ,  diz-se que c p  

é um mergulho. Se M C N e a inclusão 

i: M + N é um mergulho 

diz-se que M é uma subvariedade de N. 

N a  maior parte das questões locais de geometria é indiferente tratar com imersões ou 

mergulhos. Isto provém da seguinte proposição que mostra ser toda imersão, localmente, um 

mergulho. 

Teorema  1.5. Seja v :  MF t M r ,  n 5 m, uma imersão da variedade Mi na variedade M2.  

Para todo p E Ml, existe uma vizinhança V C Ml de p tal que a restrição cp :  V + M2 é um 

mergulho. 

Prova: Veja do Carmo [88], pág. 13. 1 

Métrica Induzida 

Estamos interessados no caso em que N tem uma métrica Riemanniana ( ), isto é, 

N é uma variedade Riemanniana, e consideramos em M a métrica induzida de N,  isto é, 

Tem-se que M ,  munida desta métrica é uma variedade Riemanniana, chamada subva- 

riedade Riemanniana de N. 



Para cada p E M,  TpN pode ser visto com o produto interno'( ),, e o subespaço 

TpM tem um complemento ortogonal, denotado por (TpM)'- C TpN; podemos então usar a 

decomposição 

T, N = T, M e (T, M ) ~  

para definir duas projeções 

T: Tp N + Tp M (projeção tangencial) 

I: Tp N 3 (T, M ) ~  (projeção normal) 

tais que 

Exemplo 1.17: Seja A matriz m x n, posto de ( A )  = m < n, e seja N = int(R7) com 

métrica Riemanniana G(x) = D-2, onde D = diag(xl , . . . , a,). Definimos 

Da hipótese de posto (A) = 772, temos que M é subvariedade de N e podemos considerar 

M com a métrica induzida de N. Estamos interessados em determinar as projeções; para 

isso, observemos que para 

e a matriz adjunta de A, denotada por A*(x), é dada por 

, 
E fácil ver que v E T,N, v = VT + V N  verificando 

AvT = O 

VN=A*W, W E R m  
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Assim, 

Portanto, 

( 2 T  
2 T  -1 T v = v T = v - l v =  I -D  A (AD A ) A ) V .  

Desta forma, se definem as projeções tangencial e normal: 

T(x) = I- I (x) 

I (x) = D ~ A ~  ( A D ~ A ~ ) - '  A. 

Conexão Rieinailiiiaiia Induzida 

Seja (N, ( . )I) uma variedade Riemanniana com conexão Riemanniana V' dada pelo 

Teorema 1 (de Levi-Civita), e seja (M, ( . )) uma subvariedade Riemanniana de N (( . ) é a 

métrica induzida de N); então o teorema de Levi-Civita garante existência de uma conexão 

Riemanniana V de M. Considerando x E M ,  X, E T,M e Y E f l (M) ,  estabelece-se a 

seguinte relação entre V e V': 

Teorema 1.5 

- - 
onde X ,  Y são extensões locais a N dos campos X, Y. 

Prova: Veja do Carmo [88], pág. 57 (exercício 3). 1 

Corolário 1.1. Se c é uma curva em M e Y é um campo de vetores ao longo de c que é 

tangente à subvariedade M (ao longo de c), então 



- 
Prova: Fazendo a extensão de Y a toda variedade N obtemos um campo Y em N tal que 

F ( t )  = Y( t )  ao longo de c. Por propriedade de conexão, temos 

a segunda igualdade sendo decorrente do Teorema 5. 1 

Corolário 1.2. Uma curva c em M é uma geodésica se e só se 

D' dc 
z (z) 

é sempre perpendicular a M. Em particular, se uma geodésica c em N está inteiramente 

contida em M ,  então c  é uma geodésica em N. 

Observa~áo: Classicamente, a componente tangencial T (& (g) )  = T(c l ' ( t ) )  é chamada 

de vetor curvatura geodésica de c ,  enquanto 

é chamada curvatura geodésica de c; note que c  é geodésica de M se e só se K g ( t )  = O, v t .  

Exemplo 1.18. Retomemos o Exemplo 16. Uma curva 

x: I  + M, x ( t )  = ( x l  ( t ) ,  . . . , ~ . ( t ) ) ~ ,  I  = [a, b] ,  

é geodésica de M se e só se 



Calculamos, sucessivamente, 

I 
Usando o fato de que (T,(,)M) = 1 m ( D ' ( t ) ~ ~ )  garante-se a existência de uma curva 

A: [O,w*) -t Rm tal que Q (s) = D ~ A ~ x ( ~ ) ,  ou, em 

2 

= xk ak(t),  onde 

coordenadas, 

aa( t )  = [ATX(t)]i; (1.25) 

Observação: A geodésica poderia ter sido obtida pela clássica formulaçib do Cálculo Varia- 

cional, em que x(t) é solução de: 

onde x( ) pertence a algum espaço adequado de funções suaves. O integrando é a norma de 

$(t) na métrica D-2. 

Observe que, conseqüência desta formulação, a curva X(t) acima definida é natural- 

mente produzida como multiplicador de Lagrange da restrição Ax(t) = b. 

1.11. Gradiente e Hessiana 

Gradiente 

Denotemos por IR o conjunto de campos de vetores em M ,  onde M é uma variedade 

Riemanniana. 

Seja f :  M t R uma função diferenciável. Então o diferencial df da função f pertence 

ao dual IR* do espaço de campos de vetores R. 



Definição 1.5. O gradiente, denotado por grad f ,  de uma função f é o campo de vetor 

metricamente equivalente ao diferencial df. Assim, 

X E 0, onde X f denota a derivada de f segundo a direção do campo X. 

Se x: U C R" -+ M é um sistema de coordenadas locais em torno de p E M, com 

então 

logo 

af 
i  = ( r  , ) axi : f (A) dx; = C g i j  - 

j 

T 
x) é 0 vetor de derivadas parciais da função f o x. onde G-I = (g") e f 1  = (z,. . . , 

Exemplo 1.19: M = Rn com métrica Euclidiana. Então G-I = I e, portanto, (27) coincide 

com o vetor das derivadas parciais. 

Exemplo 1.20: A4 = int(RS) = {x E R"; x > 0) com a métrica dada por (7); assim, 

grad f (z) = D2 f (z) (1.28) 

onde D = diag(xl,. . . , x,). 

Exemplo 1.21: M = {a E R"; eTx = 1, x > 0) com a métrica bi-invariante dada por (8); 

assim, 

grad f (a) = (D - xxT)D fl(x) (1.29) 



Exemplo 1.22: Seja A matriz m x n, posto de A igual a m < n e S = {x E M; Ax = b, 

b E Rm} onde M é dado pelo Exemplo 17 acima. Com a métrica induzida, temos que 

grad f (x) = [I - D ~ A ~ ( A D ~  A ~ ) - ' ] D ~  fl(x) 

OU seja, 

grad f (x) = DII - D A ~ ( A D ~ A ~ ) - ' A D ] D  f '(x) 

Definição 1.6. p E M é um ponto crítico de f se grad f (p) = 0. 

Hessiana 

Definição 1.7. Seja f: M + R de classe C', r > 2. A hessiana de f ,  denotada por ~ f ,  é 

definida como a derivada covariante do campo gradiente. 

P a r a p E  M ,  v E TPM, 

Leina 1.1. Para cada p E M ,  o operador HP é auto-adjunto, isto é, 

para todo v ,  w E TpM. 

Prova: Decorrem da definição, página 17, os seguintes fatos: 

i) V é compatível com a métrica M X (Y, Z)  = (V; + 2) + (Y, vX) 
ii) V é simétrica ¢j V$ - V; = [X, Y]. 

Fazendo X = v, Y = w e Z = grad f em (i), obtemos: 

trocando X = w e Y = v, obtemos 

w (v, grad f) = (V:, grad f) (v, 
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Agora, 

( ~ p f . v ,  w) - (v, H!.w) = (v (w, grad f )  - (VY,grad f))- 

- (w (v,grad f )  - (VL,grad f ) )  = 

= [v(wf) - w(vf )I - [(V; - VW, grad f )I = 

= (vw - wv) f - (V; - v;) f = 

= [v,w]f - [v,w]f = O 

onde na última igualdade usamos (ii). I 

Com o Lema 1, para cada p E M,  definimos uma forma quadrática simétrica 

Hpf:T,M x T,M + R 

H ~ ( v ,  w) = (H!.v, w ) ~  = (vzrad f ,  w) 

ou mais geralmente 

Observação: A fórmula (33) tem a desvantagem de depender do conhecimento da métrica 

e da conexão, quando sabemos que uma determina a outra; assim, desenvolvemos o 

Lema 1.2. Para todo X, Y E fl 

Prova: 

Logo, 



Exemplo 1.23: M = R" com a métrica usual. Então = O (veja pág. 32); logo, 

coincide com a hessiana usual. 

Exemplo 1.24: M = int(RY), com a métrica gij(x) = x i r j  Então r; = -A&- x i  zm 6.. 13 (veja 

pág. 34). Assim, 

Portanto, 

Note que: 

n 

i) Se f :  M + R, f(x) = - C l o g  xi7 então 
i= 1 

grad f(x) = x e H: = 0. 

ii) Se f ( x ) = z ~ i ~ i  então 
Z 

grad f (x) = D2c e H: = diag(D-lc) 

onde D = diag(x1,. . . , x,). 

1 1 Exemplo 1.25: M = {x E R"; eTx = 1, x > O} com a métrica g i j ( ~ )  = =[Sij - ;I. Então 
F 

I ' ~ ( x )  = bij I x r n  - 4m .i J (veja Exemplo 14). Assim, 



Logo 

Observação: Se p E S é ponto crítico de f ,  nos exemplos acima, a hessiana H{ coincide com 

a hessiana de f o x: U C Rn + R onde x: U -+ S sistema de coordenadas locais em torno do 

ponto p. 

A observação se generaliza no 

Corolário 1.3. Se p E S é ponto crítico de f e x, Y E R então 

Prova: 

H[(%, ~ p )  = Xp(Ypf 1 - (v:&, , grad f (P)) 

Como grad f (p) = 0, segue o corolário. I 

Funções Lineares e Quadráticas em Variedade Riemaiiaiana 

Em analogia com o R", introduzimos a seguinte 

Definição 1.8. Seja f :  M + R de classe C2. f é dita: 

(i) Linear se Hf  (p) = O, ,Vp E M; 

(ii) Quadrática se Hf(p) = H constante # O ,  Vp E M. 

Exemplo 1.26. M = Rn com a métrica usual. Assim, 

(i) f é linear se e só se & (z)  = O, V i, j. Logo 

af - ( s )=a j ,  V j ;  as 



portanto 
n 

f(x)  = C a j x j  + b, com aj ,  b E R. 
j= 1 

(ii) f é quadrática se e só se & = aij, ou equivalentemente & (z) = aij, que 

implica em = aijxi + ~ ( x j ) .  

Como 3 = ajj, temos sucessivamente ipl(xj) = aj j ,  <p(xj) = aj jxj  + b j ,  e = aijxi + 

Exemplo 1.27. M = {x E R"; x > O} com a métrica gij(x) = &; usando (35), temos 

(i) f é l inea r seesó  se & = O  e ar: - + L =  X ;  axi = O .  

n 
Como & = O, V i  # j, tem-se f (x) = C bj fj(xj), onde cada f j  satisfaz 

j=l 

como fj(xj)  = log(ajxj), a j  > 0, satisfaz esta última equação, segue-se portanto que f é 

linear se e só se 

(ii) f é quadrática se e só se & = aij e a2f ax? + I = -  axj - a j j  . Consequentemente 
J 

axj . -i + '(xj) . Portanto -?L = aijxi + $(xj) O que implica em + $e = $I(xj) + aiJ zj "j 

aijxi = a j jx j  - xjS1(xj) - $(xj), V i  # j, O que é equivalente a a;j = O. Assim f(x) = 

n 
C fj(xj)  onde cada f j  satisfaz: 
j=l 



Para encontrar a solução geral desta equação, basta encontrar uma solução particular, 

pois para a equaçh homogênea associada, temos a solução do caso linear acima. Procuremos 

solução particular do tipo 

f j(xj)  = P x ~  

Por substituiçâo obtemos y = 2 e /? = 4, OU seja fj(xj) = 4 x 5  

Portanto f é quadrática se e só se 

onde c,ajj, bj,aj E R e a j  > 0. 

Hessiana em subvariedades 

Como foi feito para o gradiente, consideremos a seguinte situação: Seja (N, ( . ) I )  

variedade Riemanniana com conexão Riemanniana V' e seja (M, ( , )) subvariedade Rieman- 

niana, onde ( , ) é a métrica induzida de N; já vimos que a conexão V em M, dada pelo 

Teorema de Levi-Civita, satisfaz a relação 

para todo p E M,X ,Y  E R, onde T(p): TpN + TpM é a projeção definida em (22). Se 
- - 
f : ~ + R e  f = f l M : ~ + ~ ,  sabemosque 

Interessa-nos determinar a relação entre a hessiana de f e a hessiana de f .  

De (37), temos 

B:fl  x f l +  (fl)' 

onde RI denota os campos de vetores normais à subvariedade M. 



Lema 1.3. A aplicação B definida por (39) é bilinear e simétrica. 

Prova: Veja do Carmo [88], pág. 127. 1 

Seja p E M e q  E ( T ~  M ) ~ .  A aplicação H,, : Tp M x Tp M + R dada por 

H,(x, Y )  := ( B ( x ,  Y ) ,  7 )  

é, pelo Lema 3, uma forma bilinear simétrica. 

Observe que à aplicação bilinear H,, fica associada uma aplicação linear auto-adjunta 

S,: T p M  -, T p M  por 

(S&),  Y )  = H&, Y )  = ( B ( x ,  Y ) ,  7 )  (1.40) 

Teorema 1.6. Seja p E M ,  I E Tp M e 7 E (T, M ) ~ .  Seja f i  uma extensão local de q  normal 

a M .  Então 

S,,(x) = -T(~,(V'."). (1.41) 

Prova: Veja do Carmo [88], pág. 128. 1 

De (38) ,  podemos escrever 

grad 7 = grad f + I (grad f ) .  

Observe que I (grad f )  E ( ~ 2 ~ )  e que uma extensão a N do campo grad f ,  denotada 

por grad f ,  á dada por 

grad f = grad f - ( I  (grad 7))  (1.42) 

onde (I (grad 7)) é uma extensão do campo I (grad f ) .  

Teorema 1.7. Seja p E M e x E T p M .  Então 

onde S ,  é dada por (41) com q  =I (grad f ( p ) ) .  
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Prova: 

Usando a definição (7) e a extensão (42), temos: 

Usando o Teorema 6 na última igualdade, concluimos a prova. I 

Para M = F-'(O), onde F: N + Rm é de classe Cm e "O" é valor regular de F ,  então 

M é subvariedade Riemanniana de dimensão (n - m). Neste caso, temos: 

Corolário 1.4. Se F = (Fl,. . . , F,), p E M e x E TpM, então 

m 
onde X(p) é dado por I (grad f (p)) = C X j(p) grad Fj(p). 

j= 1 

Prova: 

Note que {grad Fl(p), . . . , grad F,,(p)) é base do (T,M)~; assim, existe X(p) E Rm 

(único) tal que 

Para cada q E N, o campo 

é uma extensão do campo I (grad f) normal a M. 



Pelo Teorema 6, temos 

Fj + J p  .( )VI x grad Fj I) 

dX. pois = O. 

Usando a definição de hessiana, conclui-se o Corolário 4. 1 

Corolário 1.5. Seja M = F-l(0), p E M e x E T p M .  Então 

onde X (p) é dado em (44). 

Prova: 

Segue do Teorema 7 e do Corolário 4. 1 

Exemplo 1.28: Seja N = int(R;) com a métrica gii(p) = onde p E N .  Seja F:  N 
PiPj ' 

Rm, F(P) = Ap - b com A. matriz de posto 172 < t i .  Temos Fj(p) = aTp - b j  onde a j  é a 
n 

j-ésima linha da matriz A. .Suponha &I = F-'(O). Se f (p) = C cip; temos de (41) 
i=l 

onde D = diag(pl, . . . ,p,). 

Neste caso, hT = C ~ D ~ A ~ ( A D ~ A ~ ) - '  e T(p) = I - D ~ A ~ ( A D ~ A ~ ) - '  A e substituindo 

em (45) encontra-se a hessiana da função f (y) = ciy; restrita a Ay = b. 
i 
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1.13. Variedade Completa e Teoreina de  Hopf/Riiiow 

Tendo em vista o objetivo de desenvolver algoritmos em variedades Riemannianas 

que façam uma minimização unidimensional ao longo de Geodésicas, é natural trabalhar 

com variedades em que as geodésicas estejam definidas para qualquer valor do parâmetro 

as variedades completas. Além disso, o que também as torna úteis é o fato (Teorema de 

Hopf/Rinow) de que dados dois pontos quaisquer existe sempre uma geodésica que os liga 

que minimiza o comprimento entre todas as curvas diferenciáveis por partes que os ligam. 

Definição 1.9. Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se para todo 

p E M, as geodésicas y(t) que partem de p estão definidas para todos os valores do parâmetro 

t E R. 

Exemplo 1.29: M = Rn com a métrica euclidiana gij(x) = Sij é completa, pois dados 

vimos que a i-ésima componente da geodésica, que é 

está definida para todo valor do parâmetro t E R. 

Exemplo 1.30: M = int(R7) com a métrica gij(x) = é completa, pois dados 

vimos em (17) que a i-ésima componente da geodésica é 

y i t = x i  e ( t ) ,  i =  I , . .  ,n 
x; 

que está definida para todo parâmetro t E R. 
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1 Exemplo 1.31: M = {X E R"; eTx = 1, x > 0) com a métrica gij(x) = (&i j  - i) é 

completa, pois dados 

y(0) = x E A 4  e +(O) = v  E TzM 

vimos em (21) que a i-ésima componente da geodésica é 

que está definida para todo t E R. 

No que se segue, consideraremos M conexa. 

É conveniente introduzir uma distância numa variedade Riemanniana (não necessari- 

amente completa) M como segue. São dados p, q E M e seja y: [a, b] -, M diferenciável por 

partes tal que y(a) = p  e y(b) = q. 

Definição 1.10. A distância d(p, q) é definida por 

Prova: Veja do Carmo [88], pág. 146. 1 

Teorema 1.9. A topologia induzida por d em M coincide com a topologia inicial de M. 

Prova: Veja do Carmo [88], pág. 146. 1 

Teoreina 1.10 (Hopf/Rinow). Seja M uma variedade Riemanniana e seja p E M. As 

seguintes afirmações são equivalentes: 



1) Os limitados e fechados de M são compactos. 

2) M é completa como espaço métrico. 

3) M é geodesicamente completa. 

4) Para todo q E M existe uma geodésica y ligando p a q com d(p ,  q) = comprimento de 

y, isto é, o ínfimo em (46) é atingido por uma geodésica. 

Prova: Veja do Carmo [88] pág. 147. 1 

Exemplo 1.32: M = int(R;) com a métrica gij(x) = Dados p, q E M existe uma 

única geodésica ligando p a q, pois se y;(t) = p; exp ( ~ t )  e ai(t)  = pi exp ( z t )  são as 

i-ésimas componentes das geodésicas que satisfazem y;(O) = ai(0) = pi e yi(l)  = ai(?) = qi, 

então 

qi = pi exp (P) (2 -) - 
=piexp -t 3 vi = twi. 

Vamos obter a expressão da distância nesta variedade: 

i) !li = Pi exp(5)  * vi = log(qi /pi)pi 

Assim, 

Logo 



Exemplo 1.33: M = {X E R"; eTx = 1, x > O} com a métrica gij(x) = & [sij - i]. Dados 

p, q E M mostra-se que 

veja Karmarkar [90], pág. 59. 

Corolário 1.6. Se M é compacta, então M é completa. 

Corolário 1.7. Uma subvariedade fechada de uma variedade Riemanniana completa é com- 

pleta na métrica induzida; em particular, as subvariedades fechadas de um espaço euclidiano 

são completas. 

Observação: Do Corolário 7, segue que o problema 

min f (x) 

s.a. F(x) = O 

pode ser visto como um problema particular de minirnizar uma função definida em uma 

variedade Riemanniana completa, desde que F-'(O) seja conexa. 

O teorema a seguir fornece condição suficiente para a conexidade de F-'(0). 

Teoreina 1.11. Para m 5 n, seja F: Rn t Rm de classe CT, r > 2 tal que 

Então F 1 ( 0 )  é uma subvariedade conexa do Rn. 

Prova: Veja Diener [87], pág. 182. I 



1.14. Teorema de Topoiiogov e a lei, dos cosseiios 

É razoável esperar que a taxa de convergência de um método ao longo de geodésicas 

dependa da velocidade de afastamento das geodésicas que partem de cada ponto p E M. 

Pode-se mostrar que, localmente, tal velocidade de afastamento depende do sinal da curvatura 

seccional de M no ponto p; isto é, o seguinte esquema se verifica: 

K = O  K < O  

Figura 9 

Numa variedade Riemanniana denominamos de triângulo geodésico o conjunto de três 

geodésicas 71, 7 2 ,  73, 7;: [O, li] + M tal que 

yi(Ci) = Y ~ + ~ ( O )  (módulo 3) e li + Ci+i > Ci+z. 

Denotaremos por a;, O 5 aii 5 o ângulo entre -+;(Ci) e ji+i(0). 

Quando M = R2 com uma métrica gij(z) = cte que não depende do ponto z E M, 

então M tem curvatura seccional - chamada curvatura Gaussiana-nula; as geodésicas são 



retas. Neste caso, dados três pontos distintos a ,  b, c em M ,  tais pontos determinam um único 

triângulo geodésico T de M com vértices a, b, c. Seja a o ângulo do vértice c e sejam A, B, 

C os comprimentos dos lados opostos aos vértices a, b, c, respectivamente. Então vale a lei 

dos cossenos: 

Procuramos estabelecer uma relação do tipo (50) em um triângulo geodésico em função 

do sinal da curvatura seccional de M. 

Teorema 1.12. Seja M uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa com 

curvatura seccional k 5 O. Sejam a, b, c três pontos de M. Tais pontos determinam um único 

triângulo geodésico T de M com vértices a,  b, c. Seja a o ângulo do vértice c e sejam A, B, 

C os comprimentos dos lados opostos aos vértices a, b, c, respectivamente. Então vale 

Prova: Veja do Carmo [88], pág. 259. 1 

Para obter uma relação do tipo lei dos cossenos para curvatura seccional não-negativo 

(k 2 O), precisamos do Teorema de Toponogov, que está enunciado em do Carmo [88]. pág. 

235. 

Teorema 1.13 (Toponogov) . Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura 

seccional k 2 H. Sejam yl e 7 2  segmentos de geodésicas normalizadas em M com yl(0) = 

y2(0). Indiquemos por M2(H) uma variedade de dimensão dois com curvatura constante H. 



Admitamos que a geodésica yl é minimizante e que, se H > O, o comprimento de 7 2  é menor 

ou igual a r/@. Consideremos em M2(H) duas geodésicas normalizads il, y2, tais que 
- 

TI(O) = %(O), L(yi) = L(7i) = l i ,  i = 1,2, e ang(Tl (O), ?,(O)) = ang(?l (O), j2(O)). Então 

Observação: 

i) No Teorema 13 a notação L(yi) = L(ii)  = li é o comprimento da geodésica Ti. 

ii) Para o próximo teorema, adotaremos a seguinte notação 

yi) 7 2 ,  7 3  triângulo geodésico, com cada yi normalizada tais que yl, y2 são mini- 

mizantes; além disso, denotemos por a = ang(jl(0), -j3(13)), A = L(yl), B = L(y3) e 

c = L(y2). 

Teorema 1.14 (Lei dos cossenos). Seja M uma variedade Riemanniana completa com cur- 

vatura seccional k 2 O. Seja {yl,y2, 7 3 )  triângulo geodésico normalizado tal que yl, 7 2  

segmentos de geodésicas minirnizantes. Com a notação acima, vale 

Prova: Seja M2 a variedade afim, gerada pelos vetores jl (O), Y3(t3) e transladado para 

yl(0), munido da métrica constante e igual a de M no ponto y1(O); assim, M 2  é variedade 

Riemanniana de dimensão dois e curvatura seccional nula. 

Note que as geodésicas de M2  são retas; em particular considere 

Em M~ temos o triângulo {yl(0), Tl(A), Y3(B)), que satisfaz: 

A = d(% (O),  51 (A)), B = d(y1 (O), h ( B ) )  e a = anng(Tl (O), ;,(B)). 
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Figura 12 

Usando a lei dos cossenos em M 2 ,  obtemos: 

d2(% ( A ) ,  73 (B) )  = A2 + B2 - 2AB cos a. 

que conclui a prova. I 



2.1. Introdução 

O elo entre a Geometria e a Progra.mação Nã.0 Linear se estabeleceu primeiramente 

através das coildiqões de otimalidade e dos conceitos básicos de análise convexa. Este capítulo 

trata destes pontos, utilizando paste do material desenvolvido no capítulo anterior. Em gera.1 

os resultados se asseinel1-ia.m forinalinente aos clássicos, válidos em variedades lineares. 

2.2. Condições de Otimalidade 

Seja Ad uma variedade Rieinanniana completa e f : Ad + R de classe CT, r 2 1. Nesta 

seção derivaremos coildições de otimalidade para o problema 

Como conseqiiêilcia, deduziremos as coildições de otima.lidade para o problema clássico 

inin f(x) 

s.a 

h ( 2 )  = O 

Z E Rn, 

onde h: R7' t Rn' é classe CT e "O" valor regular para função h. 

Teoreina 2.1. (Condição necessária de primeira ordem). 
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Seja f :  &I + R de classe C'. Se x* é ponto de mínimo, então grad f (x*) = 0. 

Prova: Basta mostrar que (grad f (x*), v)  = O para todo v E Tx* 14. 

Dado v E Tx*Ad. Seja y: R + M geodésica tal que ~ ( 0 )  = x* e +(O) = v. Então t = O 

é ponto de mínimo local para a função 

portanto h'(0) = 0; desde que h'(0) = (grad f (x* ), v) ,  segue o resultado. I 

Como corolário do Teorema 1, obtemos o teorema dos Multiplicadores de Lagrange. 

Corolário 2.1. (Multiplicadores de Lagrange). 

Seja h: R" -+ R n V e  classe C" com "0" valor regular de h. Se z* é uma solução local 

para 

min f (x) 

s.a 

12(x) = o 

2 E RIZ, 

então existe A*  E R''' t . 1  que 

f '(x*) - C x;h:(x*) = 0) 

onde 12 = (hi , . . . , 12.t,,)T 

Prova: Seja Ad = 11.-~(0), então 14, com a. métrica induzida do R n ,  é variedade Riemanniana 

completa e, além disso (Capítulo I), 

a) grad f(z)=T(z)f1(xt.)  



Assim, se x* é ponto de mínimo local, segue do Teorema 1 que grad f (x*) = 0. 

(a) Implica que f '(a*) E (T,. M ) l  e de (b) esiste A *  E Rm tal que 

f '(a*) = C xyll:(a*), 

o que mostra o corolário. I 

Teoreima 2.2. (Condição necessária de segunda ordem). 

Seja f :  A I  + R de classe C'. Se a* é ponto de mínimo local, então 

Prova: Dado v E T,*A/l. Seja y: R -+ Ad, ~ ( 0 )  = x*, +(O) = v geodésica e defina h: R + R, 

h(t) = f (y(t)). Então 

i) hl(t) = grad f(y(t))T j ( t )  + lzl(0) = O 

i )  hl'(t) = j( t)T ~ ; ( ~ , j ( t )  + grad f ( ~ ( t ) ) ) ~ ? ( t )  = j( t)T ~ ; ( ~ ) j ( t )  pois é campo pa- 

ralelo; logo, hl'(0) = vTfi;* v. 

Desde que z* é ponto cle mínimo local, segue que t = O é ponto de mínimo local para 

h; portanto, 1z1I(0) 2 O o que mostra o teorema. I 

Corolário 2.2. Sejam h e x* como no Corol&rio 2. Entã.0 existe A* E Rm tal que 

ii) Se L(s*) := H$ -C Ai H::, então v T ~ ( x * ) v  > O para todo v E R" tal que Dh(z*).v = 
i 

o. 

Prova: Seja A4 como na prova do Corolário 2. (i) é este Corolário. Para mostrar (ii), basta 

observar que: 

(a) T,+Af = {V E RIL; Dlz(a*).v = 0). 



(b) f = f l M ,  então o Corolário 1.4 implica, 

= vT~(x*)v,  para v tal que Dh(x*)v = 0. 

O corolário segue aplicando o Teorema 2 à função f: M -t R. I 

Teorema 2.3 (Condição suficiente de 2- ordem). 

Seja f :  M + R de classe C 2 .  Se x* é ponto de M satisfazendo: 

i) grad f(x*)=O. 

ii) H$ definida positivo 

então x* é ponto de mínimo local de f .  

Prova: Dado v E T,* M, 1 1 ~ 1 1  = 1. 

Seja q o menor auto-valor da matriz H!* , que é positivo. Por Taylor, temos 

t2 
f (y(t)) = f (x*) + -vT H!* v + 0(t2), 

2 

onde y: (-e, e) + M é uma curva satisfazendo y(0) = x* e +(O) = v. Assim, 

e, portanto, existe to que não depende de v,  tal que para O < t < to tem-se que 

Corolário 2.3. Seja h como nos corolários anteriores e suponha que exista x* E Rn , A* E Rm 

tais que h(x*) = O e fl(x*) - C Arh:(x*) = O. Suponha também que se y E Rn, Dh(x*)y = O 
i 



então y T ~ ( x * ) y  > O,  onde L(x*)  = H:* - C X ~ H ; : .  Então x* é ponto de mínimo local de f 

sujeito a h ( x )  = 0. 

Prova: Análogo aos casos anteriores. I 

2.3. Coilvexidade ein Variedades Rieiiiaiiiiiailas 

2.3.1. Introdução 

Esta seção foi motivada pelo trabalho de T. Rapcsali [91], o qual generaliza o con- 

ceito de função convesa em variedades diferenciáveis munidas da métrica induzida do Rn;  

basicamente, obtém condições de 1- e 2% ordens de convesidade. 

Estabelecemos os resultados obtidos por Rapcsak, para funções definidas em uma 

variedade Riemaimiana completa, que contém, em particular, as consideradas por aquele 

autor. Além disso, mostramos que, no caso da. variedade ser compacta, todas as funções 

convexas são constantes. 

2.3.2. Coiwexidade d e  Coiljuiitos e d e  Fuiições 

Esistein diversas generalizações na Geometria Riemaniliana que estendem o conceito 

de convesidade em R''; discutiseinos alguns de importância para a programação matemática. 

Definição 2.1: Dizemos quê A C A4 é totdmente convexo se pa.ra quaisquer dois pontos p e 

q de A, não necessariamente distintos, as geodésicas 1iga.ndo p e q estão inteiramente contidas 

em A. 

Exemplo 2 .l. A4 = R'', com a métrica usual, qualclues conjunto conveso, no sentido clássico, 

é totalmente convexo. 

Exeinplo 2.2. Se p E A4 e esiste um laço geodésico não trivial em p, isto é, uma geodésica 

y: [a, b] t A4 tal que ?(a) = 1) = y(b) e y ( t )  # p para algum t E [O, 11, então o conjunto 



A = {p) não é totalmente convexo (logo, em geral, conjuntos unitários não são totalmente 

convexos). 

Definição 2.2: Dizemos que A C M  é convexo se para todo par de pontos p e q em A existe 

uma geodésica minimal ligando p e q, contida em A. 

Exemplo 2.3. M e conjuntos unitários são conjuntos convexos. 

Exemplo 2.4. M  = Sn, com métrica induzida do R"+', e A o hemisfério inferior aberto é 

convexo, enquanto um hemisfério fechado não é convexo. 

Definição 2.3: f : M  + R é dita função convexa se sua restrição a qualquer geodésica de M 

é uma função convexa da reta, isto é, se y: R + M é geodésica, então 

f o y: R t R é convexa. 

Teorema 2.4: f :  M  t R é convexa se e somente se para todo y: [a, b] -+ M segmento de 

geodésica e para qualquer X E [O, 11, verifica-se 

Prova: Segue direto da definição. I 

Note que a definição acima é a generalização natural da definição clássica de função 

convexa para M  = R" munido da métrica usual, pois, dados p e q, a geodésica ligando p e q 

é y: [O, 11 4 M, 

Para a E R, definimos o conjunto de nível M a ,  M a  = {X E M ;  f (x) I a). 

Corolário 2.4: Se f :  M + R é convexa, então Ma é totalmente convexo. 
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Prova: Dados p, q E Ma. Seja y: [O, b] -i &I geodésica tal que ~ ( 0 )  = p e y(b) = q-  

Mostremos que y(t) E Ida ,  para todo t E [O, b]. 

Existe X E [O, b] tal que t = Xb. Pelo Teorema 4, segue 

f ( ~ ( t ) )  = f ( ~ ( ( 1 -  X)O + Xb)) I (1 - X)f (do) )  + Xf 

=(i-A)f(p)+X.f(q) I ( l - A ) a + X a = a .  

Logo, y(t) E Ma. I 

Teoreina 2.5: Se f :  Ad t R é convexa., então f é localmente Lipschitziana, portanto, 

contínua. 

Prova: A prova é idêntica ao caso clássico e será omitida. I 

No que segue, f :  A4 t R denotará função de classe C', r 2 1; em geral, estaremos 

interessados no caso r 2 2. 

2.3.3. Condições Necessárias e Suficientes para Coiwexidade de F'uiições 

Teoreina 2.6 (Primeira Ordem): f : A4 t R é convexa se e só se, para qualquer ponto 

p E Ad, y: R + Ad geodésica com y(0) = 11, vale a. desigualdade 

Prova: (3) Definimos 12: R t R, h(t) = f ( ~ ( t ) ) .  De ser f convexa e classe Cr segue que h 

é convexa e de classe C', portanto 

Agora observemos que lz'(0) = (grad f (p), +(O)) o que mostra (4). 

(+) De modo a.nálogo, usando (4) mostra.-se que 1z é convexa. I 

Corolário 2.5: Se f :  A4 t R é convexa, então todo ponto crítico de f é ponto de mínimo 

global. 



Prova: Seja p E M ponto crítico de f ,  isto é, 

dado q E M ,  q # p, pelo Teorema de Hopf-Rinow, existe uma geodésica y: R + M e b E R+ 

tais que 

~ ( 0 )  = P e y(b) = q. 

Usando (4), temos que 

o que mostra que p é ponto de mínimo global de f .  I 

O corolário a seguir fornece condição suficiente para que uma função convexa seja 

constante. 

Corolário 2.6: Seja M compacta e f:  M -+ R convexa. Então f é constante. 

Prova: Da compacidade de M e da continuidade de f ,  segue que f tem ponto de máximo e 

mínimo, os quais são pontos críticos de f . ;  da convexidade de f e do Corolário 5, segue que 

o ponto de máximo é ponto de mínimo e, portanto, f é constante. I 

Observamos que Bishop-O'Neill [69] usa o conceito de funções convexas para obter 

informações sobre a topo1ogi.a da variedade; neste trabalho, através de técnicas de sistemas 

dinâmicos, estabelecem o resultado abaixo, do qual o Corolário 6 é um caso particular. 

"Se M é variedade Riemanniana completa tendo volume finito, então todas as funções 

convexas em M são constantes.'' 

Teorema 2.7 (Segunda Ordem): Seja f :  M -+ R de classe CT, r 2 2. f é convexa se e 

somente se, para todo p E M a hessiana de f em p, 



é semi-definida positiva. 

Prova: (=+) Dados p E M e v E Tp M, queremos mostrar que 

Seja y: R -+ M a geodésica (única) tal que 

devido a que vi(" = O ((y é geodésica) e, na última igualdade, devido ao Lema 1.1 (item Y ( t )  

1.11). Em particular, para t = O temos 

como queríamos mostrar. 

(e) Dado p E M ,  seja y: R + M uma geodésica tal que y(0) = p; basta mostrar que 

h: R * R, h(t) = f ( y ( t ) )  é convexa; da análise clássica, significa mostrar que h"(t) 2 O. De 

(6) e da hipótese da semi-definição positiva da hessiana, segue que h"(t) 2 O, o que mostra 

que f é convexa. I 

Corolário 2.7 (Teorema 5.1 de Rapcsak [91]): Suponha que 



seja conexa; seja f :  M + R de classe C2 e suponha que {grad hj(x); j = 1, . . . , n - L, x E M )  

seja linearmente independente. Então f é convexa se e somente se a matriz 

é semi-definida positiva para todo x E A4, onde Hf  e H,  hj são as hessianas euclidianas das 

funções f e hj, j = 1 , .  . . ,12 - k, e p(x) é a ~oinponente ortogonal do grad f(x). 

Prova: Com a hipótese dos graSdientes linearmente independentes, M é variedade Riemanni- 

ana completa, com a métrica induzida do Rn; do Corolário 1.5, segue que H! f (x, p(x)) em 

(7) é a liessiana de f 1,; pelo Teorema 7 segue o corolário. I 



3.1. Introdução 

A associação entre métricas e direções de descida é uina ferramenta utilizada desde 

os priinóidios da programação matemá.tica contínua.. Parcialmente explorada nos textos, 

por exemplo Luenberger [84] e Poliali [Si], esta idéia é sistematicamente explorada neste 

capítulo; além disso, discutiremos a convergêilcia de métodos geodésicos que usam a direção 

do gradiente, associado à métrica, para busca uilidiinensional ao longo da curva geodésica. 

3.2. Uina Visão de Métodos Priinais Através de Métricas Rieimailiiiaiias 

Partindo da propriedade de que o gmdiente depende da métrica (item 1.11) e a solução 

do subprol~leina que define direções de descida (veja abaixo) são equivalentes, revisamos o 

resultado de. que a maioria dos métodos primais clássicos são métodos de gradiente em alguma 

métrica (Riemanniana.) adequada; além disso, verifica-se que as direções utilizadas pelos 

algoritinos afim-escala de Diliin, projetivo de 1i;armarl;a.r e o i~~ultiplicativo de Eggermont 

podem ser enqua.dra.dos como gradiente. Através desta associaçã.~ é possível gerar métodos 

(Direções) a partir de qualquer métrica Riemanniana. 

Direção de Máxiina Descida 

Consideremos o problema geral da progiamaçã~o não-linear 

min .f (z) 
xEA:ICRn 

onde f :  R" t R é uma fui1çã.o de cla.sse C', r > 1, e A4 é uma variedade Riemanniana. 



Nesta estrutura, define-se classicainente o problema gerador de direção de descida, 

relativo a (1): 

onde df (x; v) é a derivada direcional de f em x na direção v E T,M. Observamos que a 

solução (única) de (2) depende do produto interno definido no espaço tangente de M no 

ponto x, isto é, depende da métrica Riemaimiana definida em Ad. 

Desde que o gradiente é metricamente equivalente ao diferencial de f, então 

d?(x; v) = (grad f (x), v) 

e pela desigualdade de Caucliy-Schwa.rtz, segue que V*(%)  = - II irad '" f(x) f(,) I é a soluqão de (2). 

Nas prósimas seções a.presenta.mos, em 3.1, alguns métodos primais clássicos, sob a 

perspectiva de métodos de gradiente, seguindo-se em 2.2, algoritmos de pontos interiores. 

Limitamo-nos sempre às restrições 1inea.res. 

3.2.1. Métodos Clássicos 

Progração iiáo-linear i r restr i ta  

Consideremos o caso particular de (1) dado por 

temos o resultado triviaJ: 

Teoreima 3.1: 

1. Suponlia f E C'. Então a direção de Cauclly é a direçã.0 oposta do gradiente onde o 

R" é munido da métrica euclidiaila.. 



2. Suponha f E C3 e admita que M := {x E R"; fl'(x) é definida positiva) é não vazio. 

Então o método de Newton aplicado ao problmea (1) é um método de gradiente, onde 

M é munido da métrica definida pela hessiana fl'(x). 

Prova: Mostremos (2). Como M é aberto, segue que T,M = Rn para todo x E M. 

Para x E M ,  

define uma métrica Riemanniana em M, pois f E C 3 ;  além disso, v E T,M, 

df (x, 4 = ( f W ,  4 = (fl'(x)[f 'Wl-' fl(x),  v )  

= (IfU(x)l-' fl(x),v). . 

Da unicidade do campo gradiente, segue que a direção de Newton é a direção oposta à do 

gradiente. I 

Observação: De modo análogo, o teorema pode ser estendido a uma matriz G ( x )  simétrica 

definida positiva; por exemplo, as utilizadas nos métodos de quase-Newton. 

Programação não-linear com restrições de igualdade lineares 

Trata-se de métodos primais que resolvem a classe de problemas dada por 

min f (x) 

s.a. Ax = b 

x E Rn 

onde A é uma matriz m x n, de posto m (m < n) e b E Rm. 

Munindo o Rn com uma métrica Riemanniana qualquer, para o sistema de coordenadas 

canônicas, a cada x E Rn está associada uma matriz simétrica definida positiva n x n G(x); 



o problema gerador de direção de descida em x: 

min (f '(x) , v)  

s.a. (G(x)v, v) = l 

Av=O,V € R n  

As condições de otimalidade de (4) fornecem a solução (a menos de constante) 

V*(x) = -G-'I2 [I - G'-'I2 A ~ ( A G - '  ~ ~ 1 - l  A G - ~ I ~ I G - ~ I ~  f '(x) (3.5) 

Teorema 3.2. A direção (5) é oposta. ao gradiente da. restrição da função f à subvariedade 

das restrições munida da. métrica induzida do espaço ainliente. 

Prova: Seja j = f l d r = U .  Com a métrica induzida, temos 

grad f (x) = T(x) gra.d f (x), 

onde T(x) é a. projeção sobre o espa.ço tangente da  subvariedade no ponto x. Esta é dada por 

T(z) = I - A* (x)[.4.4* (x)]-I A, 

onde ,4*(x) é a adjunta. da matriz A; isto é, 

A*(x)  = c : - ~ ( N ) , A ~ .  

Portanto, 

T(N) = I - G-I A ~ ( A G - ~  ( x ) ~ T ) - l  A. 

Usando o fato que grad f(x) = G-'(2) f '(x), obteinos - grad f(x) = V*(x). I 



3.2.2. Métodos Primais de Pontos Interiores 

Estamos interessados na seguinte classe de problemas: 

min f (x) 

s.a Ax = b 

x > o  

onde f :  Rn + R é uma função de classe CT, (r > 1). A é uma matriz m x n de posto 

m (m < 1 2 )  e b E Rm. 

Métodos prinlais de pontos interiores é a classe de métodos que resolvem o problema 

(6) gerando uma seqüência {z" satisfazendo: 

i) .k+i = 2% tkvk ,  onde V' E A~ (espaço nulo de A) e t k  E R+ de modo que 

f (xk+l) < f (zk);  

ii) AX" b 

iii) x) > O, para j = I , .  . . ,n .  

Os algoritmos de Diliiil (1967) e ICar111arliar (1984) são os principais representantes 

desta classe de métodos. A seguir inostra.remos que o de Diliin é metodo gradiente, isto 

é, Vk = - grad f ( z k )  em uma métrica conveniente; além disso, obteremos a direção de 

ICarmarlisr como uma representa.ção da direçã.0 de Diliin no espaço tangente do simplex 

unitário. 

O algoritmo associa. a cada n: E R'', Ax = b, z > O,  a direção de busca no espaço nulo 

de A, 

V ( X )  = -D[I - ~ d ~ ( - 4 ~ ' - 4 ~ ) - '  ,4D]Df1(x) (3.7) 

onde D = D, := cli~?.g(n:~,. . . , z,,). 

A interpreta.çã.o da direção afim-escala (7) como o (simétrico do) gradiente cor- 

respondente a uma determinada métrica Riemanniana é um resultado obtido por I<armarkar 

e apresentado por Bayer e lagar ia.^ (1989). 



Teoreima 3.3. A direção afim-escala (7) é oposto ao gradiente da restrição da  função f à 

subvariedade das restrições do problema (6) munida da métrica induzida do R+, dada no 

Exemplo 1.10 (item 1.5). 

Prova: Veja Exemplo 1.22 (item 1.11). 1 

A direção de Karinarkar derivada de Dikiii 

Karmarliai [84] mostra que o problema (6) é equivalente a 

min f (z) 

s.a. Az = O 

T e z = l  

z > o 

onde f, A são como em (6) e, além disso, e = (1, . . . , l)T E Rn satisfaz Ae = 0. 

O algoritmo associa a cada z E Rn, Aa = O,  eTz = 1 e z > O, a direção de busca 

que pertence ao espaqo tangente da variedade das restrições no ponto z. 

O que faremos a seguir é uti1iza.r a, ba.se do espaço tangente do simplex unitário no 

ponto z ,  obtida no Eseinplo 1.11 (item 1.5), para obter uma representação adequada Z(z) 

do espaço tangente, isto é, tal que 

Do Esemplo 1.11, temos que V = {vi, . . . , v,,- ), onde vi = ei -x é base do T, S; assim, 

para traballiarinos com vetores de 17. coordenadas, consideremos a matriz Z(z) = (vl,.  . . , v,) 

cuja i-ésima coluila. é o elemento v; da base V e v,, = e, - z .  R.eescrevemos Z ( x )  como 



Teorema 3.4. A direçã.0 (9) do método projetivo de Karmarkar é dada pela Z(x) -  

representação da direção (7 )  do método afim-escala de Dikin. 

Prova: Dado s E int (R:) ta.1 que A s  = O e eTx = 1, seja V ( x )  direção de Dikin, dada por 

(7).  Então: 

Z ( x ) V ( s )  = - ( I  - seT)DII - D A T ( ~ D Z A T ) - '  AD]  D f l ( x )  

= -[D - x x T ] [ I  - DAT(AD2AT)-I  A D ] D  f l ( x )  

= V&!), 

onde usamos a igualdade e T ~  = xT. 

Métodos iiiultiplicativos 

São métodos de pontos interiores propostos por Eggermont [90] para resolver o pro- 

blema 

min f ( x )  

s.a x > O 

Dentre as famílias de direções propostas, Iusem [95] analisa a convergência do método 

descrito por 

= - ~ ~ c p ,  

onde 

Propomo-nos mostrar que a diieç2.0 (13) é a direção do gradiente relativo a uma 

determinada métrica R.ieinanniana. definida em int (R?). 

Seja 

N 

h: int (RI;) + R, h,(") = C xi log "i. 



Considere int (R?) munido da métrica definido pela hessiana da função h; assim, para cada 

x E int (R?), a matriz dos coeficientes da métrica é dada por 

G(x) = diag ($, . . . , $) . 

Teorema 3.5. A direção (12) é o gradiente da função f relativa à métrica (13) definida em 

int (R?). 

Prova: Usando (1.26) (item 1.11), obtemos 

Demonstraremos a seguir que a importante propriedade de variedade ser completa não 

é verificada no caso aqui tratado. 

Teorema 3.6. int (R?) munido da métrica (13) é uma variedade Riemanniana incompleta. 

Prova: M := int (R?) com a métrica usual induzida do Rn é uma variedade Riemanniana 

incompleta, pois suas geodésicas são semi-retas que não estão definidas para todo valor do 

parâmetro. 

Basta então mostrar que 

g = (gl, . . . , gn): M + int (Ry ) 

é uma isometria; desde que g é um difeomorfismo, é equivalente mostrar que o jacobiano 

Jg (x): T, M -, T, (int (R:)) 

é uma isometria linear. Dados 



tem-se 

Dada a matriz A E Rmxn de posto completo m < n e para b E Rm, consideremos a 

subvariedade S = {x E int (R;); Ax = b} munida da métrica induzida. 

De modo análogo ao Exemplo 1.17 (item 1.10), temos definido as projeções tangencial 

e normal dadas, respectivamente, por 

Teorema 3.7. Seja f :  S + R diferenciável. O campo gradiente de f é dado por 

grad f (x) = [D - DAT(ADAT)-I AD] f '(x). (3.14) 

Prova: Segue da definição de gradiente e da expressão para l ( x ) .  I 

Corolário 3.1. A direção de Karmarkar, no simplex unitário munido da métrica induzida 

(13), é o oposto do campo gradiente da função quadrática f (x) = f C c ~ x S .  
i 

Prova: Para A = eT, temos que r E S, ADAT = eTx = 1 e de (14) segue 

grad f (x) = [D - sxT] Dc = -Vk(x). I 

3.3. Métodos de Descida Geodésica 

A partir da conexão estabelecida entre métricas e direções de gradiente, a construção 

de um método prima1 de descida precisará da definição de uma curva sobre a qual se fará a 
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busca de mínimo local. Observe que a trajetória "natural" que é intrinsecamente ligado à 

estrutura Riemanniana, é a geodésica. Assim o método de descida, proposto por Luenberger 

[72] com fins de obter a taxa de convergência do algoritmo de gradiente projetado, é a opção 

coerente para as direções consideradas. 

Gabay [82] estendeu o trabalho de Luenberger para o problema 

min f (x) 

x E M 

onde f:  M + R é de classe C1 e M C R" é uma variedade diferenciável com métrica induzida 

do R". 

Considere então o Algoritmo A a seguir: 

Algoritmo A (Gradiente com busca exata) 

1. Dado xk, calcule o grad f (xk)  no plano tangente à superfície das restrições M; 

2. Determine a geodésica (única) x(t), t 3 O, de M que verifique x(0) = xr, e ICk(0) = 

-grad f ( x k ) ;  

3. Minimize f (x(t)), t 2 0, obtendo tk  e faça xk+i = x(tk). 

Com a hipótese de conjunto de nível Mo = {x E M; f(x) 5 f(xo)) limitado, Gabay 

provou o 

Teorema 3.8. A sequência {rk} construída pelo algoritmo A (descida geodésica) está bem 

definida; ou é sempre finita, terminando em um ponto critico, ou é infinita e qualquer ponto 

de acumulação é um ponto crítico. Se os valores críticos de f são distintos, então a sequência 

{xk} converge a um ponto crítico. 

Consideraremos também a convergência do algoritmo do gradiente nas versões de busca 

aproximada de Armijo e passo em um intervalo fixo. 

Algoritmo B (Regra de Armijo). 

O passo 3 é substituído por 
. - 

tk := 2-'k t, 



onde t > O é dado e ik  é o menor inteiro positivo tal que 

sendo ci E (O, i). 
Gabay [82] observa que sua prova é válida para regra de Armijo. 

Algoritino C. 

O passo 3 é substituído por: 

são dados SI > O e S2 > O ta.is que 

51r  + 52 < 1, 

onde r é a constante de Lipsclitz associa.clo a.o campo gra.dieilte de f .  Escolha 

Buraclik [95] estuda a coilvergência do Algoritmo C para o caso em que A4 = Rn e f 

convexa. 

Teoreina 3.9. Seja f :  Ad t R de classe C', Ad completa e gradiente r-Lipschitziano. Seja 

{xk } a seqüência gerada pelo Algoritmo C. Então: 

(i) Existe uma. constante ,i? > O tal que 

(ii) se o conjunto de nível AI1° é limitado, e11tã.o a seqüência é fracamente convergente ao 

conjunto de pontos críticos, isto é, se verifica 

(a,) a seqüência {xk) é limitasda.; 

(13) lim d ( ~ ~ + ~ , x ~ )  = 0; 
li-o3 

(c) qualquer ponto de acumulaç&o da seqúência {zk) é ponto crítico. 



Na seção 3.5 provaremos a convergência da seqüência, retirando a hipótese de Mo 

limitado, mas acrescentando a "convexidade" de f e a curvatura seccional não-negativa de 

M .  

Para ficar mais claro o Algoritmo C, recordemos que se y: R + M é uma geodésica, e 

denotando por Py(t): Ty(0)M + Ty(,)M o transporte paralelo ao longo da geodésica y, que 

identifica o espaço tantente de M em y(0) com o espaço tangente em y(t), então PJt) é uma 

isometria linear para cada t fixo. 
t 

Denotemos por L(t) := S, I l+(s) I I ds O comprimento da curva y entre o ponto ?(O) e 

y(t); assim, y: R -, M é geodésica se e somente se L(t) = ,f?t para algum P > 0. 

Definição 3.1. f : M + R é dita de gradiente Lipschitiziana, com constante r, se para todos 

p, q E M e y: [O, a] + M geodésica com y(0) = p e y(a) = q, se verifica 

para todo t E [O, a]. 

Lema 3.1. Sejam p, q E M e y: [O, a] + M geodésica ligando p a q. Se $: M + R é de classe 

C', então 

Prova: Do Teorema Fundamental do Cálculo, temos 

Do fato de y' ser campo paralelo e Py(t) isometria, segue 

~ ( t )  = P,(t)+(O) e (grad f ( P ) ,  +(o)) = (py(t) grad f (P), P-A~)+(o)) 

e substituindo na igualdade acima, obtém-se (18). 1 
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Prova do Teorema: Mostremos (i) 

De ?(O) = - grad f (xk), Lema 1 segue 

t k 

f(xr+i) = f (xk)-tkll grad (xk)112+ J (grad f ( ~ ( t ) )  - p,(t) grad f ( ~ * ) , - ~ , ( t )  grad f ( ~ k ) )  dt. 
o 

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz juntamente com a hipótese de gradiente 

r-Lipschitiziano e o fato de Py(t) ser uma isometria linear, segue 

Com tk escolhido como em (16), temos 

o que mostra (i). 

Mostremos (ii): 

A seqüência { f (xk)) é decrescente e da compacidade de M o ,  segue que existe 

lim f (xk)  =.e* < f(xn). 
k-03 

Assim, 

Portanto, lim tk 1 1  grad f (xk)l 1 = 0; como SI < tk, segue que 
k+oo 

lim Ilgrad f(xk)ll = O  
k+ao 
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Temos então que: 

(a) segue da hipótese de que M o  é limitado e de (i), 

(b) d(xk+l, xk) 5 L(7k) = tk 1 1  grad f (xk)ll 

Logo 

lim ~ ( X ~ + ~ , X ~ )  5 lim tkll grad f(xk)ll = 0. 
k+oo 

(c) Seja x* ponto de acumulação da seqüência {xk); assim, existe uma subseqüência {xkj } 

tal que 

lim xtj = x*. 
j+oo 

Da continuidade do gradiente e de (19) segue que x* é ponto crítico. 

3.4. Exemplo 

Algoritmo de descida geodésica no simplex uiiitário 

Estamos interessados em resolver o problema 

T min c x 

Aplicaremos o Algoritmo A (busca exata) e mostraremos propriedades teóricas. Embora de 

solução trivial, o problema (20) tem servido a diversos autores como paradigma para a análise 

de complexidade de métodos de pontos interiores, no que se refere ao número de iterações. 

Citemos principalmente, Meggido-Shub [89], Karmarkar [90], Anstreicher [91] e Ye [94]. 

Obteremos, inicialmente, uma proposição semelhante à B.2 de Megiddo-Shub [89]. Em 

seguida, mostraremos que a função custo, ao longo da geodésica que passa pelo centro do 

simplex com velocidade dada pela direção de Karmarkar (ou seja, oposta ao gradiente), é 



estritamente decrescente; além disso, fornecemos uma estimativa do tamanho do passo t, que 

garante, em uma iteração do Algoritmo A, uma E-solução. 

No que se segue, o vetor custo será da forma c = (O,. . . , O ,  c*+l,. . . onde 

c . . . , c > 0, cl-iamado por I(armarliar de norn~alizado; além disso, o simplex 
- 
S = {I E R;; eTs = 1) é o fecho da variedade S = {z E int (R:); eTx = 1) com a 

métrica bi-invariante. 

Teoreima 3.10. Dado z E S. Seja y: R i S geodésica tal que y(0) = x e +(O) = - grad f (x). 

Então: 

(a) P a r a i , j  5 b e t E R+, 

1 
(b) lirn y(t) = *(zi,. . . , sn, 0,. . . , o ) ~ ,  

t++m C .i 

que é uma so1uç.ã.o do problema. (20). 

Em particular, se z = i e (centro do sin-iples), então a geodésica tende ao centro da 

face ótima do problema.. 

Prova: 

(a) Segue direto da expressão para a geodésica (1.20), (item 1.8). 

(11) Decorre do fato de que lim yl (t)  = + e que yi(t) = z y l ( t )  exp(-cizit). I 
i++m C xj 

Teoreina 3.11. Seja x = :i e (centro do simplex) e y : R  i S geodésica como no Teorema 
n 

10. Então a função custo, ao longo da ge0désic.a y ,  h: R+ 4 R, lz(t) = C ciyi(t) é monótona 
i=l 

decrescente. 

1 1 Prova: Se z = , e, e1itã.o -yi(t) = - esp (-% t ) ,  onde 
a í 0  



Assim, 

1 
n 

a' h ( t )  = - Cci exp (-: t )  = -n- 
a ( t )  a(t> ' 

Agora, 

(ul(t))" ua"( t )a( t )  = 

Portanto, h l ( t )  < O que demonstra o teorema. I 

Corolário 3.2. Da.do e > 0. O Algoritmo A, aplicado ao problema (20), encontra uma 

solução a.prosimada verificando 

em uma iteraçã.0; uma estimativa do tamanho do passo pode ser dada por 

17 
t ,  = 

min{c;; c; > O )  
log (T) . 

Prova: Os Teosemas 10 e 1.1 garantem encontra.r uma E-solução para o problema (20) com 

uma iteração do Algoritmo -4; basta ei1tã.o ana1isa.s o quociente em (21). 



pois -& < % < n .  

Assim, (20) ocorre para t ,  tal que 

Ye [94] mostra que se o ponto inicial escolhido, no algoritmo de Karmarkar é o ponto 

n 1 - 2 - n  
T 

xO = (2- , n-1 , - V , c) n-l , então não se obtém em O(log(n/~)) iterações a iterada x k  

satisfazendo 

Mostraremos que o Algoritmo A aplicado ao problema (20), partindo do ponto xO 

acima, encontra uma E-solução em uma iteração, com tamanho do passo 

Neste caso, em analogia à demonstração do Teorema 11 definimos 

e a função custo, ao longo da geodésica ~ ( t ) ,  

Teorema 3.12. A função h, definida em (23), é monótona decrescente; além disso, o Algo- 

ritmo A, aplicado ao problema (20), encontra uma solução aproximada verificando 

rn 

C' xk 
< E ,  para E > O dado, 

CTXO 



em uma iteração; uma estimativa do ta.manho do pa.sso pode ser dado por 

Prova: Análoga ao teorema anterior. I 

3.5. Coiwergêiicia Global: Probleinas Coiivexos eim variedades de curvatura não- 

negativa 

Nesta seção exploramos a convesidade para a obtenção da convergência global dos 

métodos geodésicos. Será no entanto essencial que a variedade possua curvatura não-negativa, 

de modo a se garantir uma propriedade geral dos métodos da Programação Não-Linear, 

conforme obtido, no R", por Buiachilí [95] (Teorema 14 desta seção). 

O lema abaixo será usado na prova de convergência dos algoritmos B e C. 

Leina 3.2: Seja Ad um espaqo métrico completo. Se a. secliiência { x ~ ) ~ , - ~ ,  com xk E M, 

tiver ponto de acunlulação ?i sa.tisfa.zendo 

a 3  

onde > O e C SI, é somável, entáo 
k=C 

Prova: Dado E > 0, existe 121 E N tal que 

Para h- > 12.1, usa.ilc10 (24)) temos 



Agora, usando (25) na última desigualdade obtemos 

d(xk, i?) < e para todo L > nl 

o que mostra o lema. I 

O teorema seguinte, que generaliza o resultado similar de Kiwiel [83] para Rn, é 

o resultado mais importante desta seção, pois com ele é possível provar convergência de 

algoritmos para funções convexas, não necessariamente diferenciáveis. Em Oliveira-Ferreira 

[95] desenvolvem algoritmos de sub-gradientes em Variedades Riemannianas para funções 

convexas não-diferenciáveis, usando o resultado abaixo para provar sua convergência. 

Teorema 3.13: Seja f:  M + R convexa. Se a curvatura seccional de M é não-negativa, 

então para qualquer y E M, vale: 

onde {xk} é a seqüência gerada pelo método gradiente e X k  é o tamanho do passo. 

Prova: Sejam y;: [O, a;] + M, i = 1,2, geodésicas minimizantes normalizadas tais que 

yi(0) = xk, yi(a1) = y, y2(0) = y e y2(a2) = xk+l; pelo Teorema 1.14 (item 1-14), temos 

onde O é o ângulo que os vetores Yl(0), - grad f (xk) formam. 

Como cos(7r - O) = - cos O 

usando (27), segue 

do Teorema 2.6 (item 2.3.3) e (28) segue (25). 1 
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Vimos na seção 3.3 que o método gradiente, mesmo com a hipótese de gradiente ser 

r-lipschitiziano - algoritmo C - somente obtivemos a convergência fraca da seqüência {xk) ao 

conjunto de pontos críticos de f com a hipótese de conjunto de nível limitado; nos próximos 

dois teoremas provaremos a convergência global das seqüências geradas pelos algoritmos B, 

C sem a hipótese de conjuntos de níveis limitados; por outro lado faremos hipótese sobre a 

curvatura de Ad e a convesidade de f .  

Teoreilia 3.14: Seja f :  Ad + R convesa,, de classe C1 e gradiente r-Lipschitziano e M com 

curvatura não-negativa. Então a seqiiência gerada. pelo algoritino C converge globalmente 

para um ponto de inínimo, caso esista.. 

Prova: Seja a = min f ( z )  > -m. Ei1tã.o Af" # $; seja y E Ada. Pela desigualdade (26) e 
x E M  

por se ter y E Ma, chega-se a 

00 

Usando que A i  1 1  gracl f (xn)l l 2  < $( f (zo) - a )  (veja demonstração do Teorema 3.9) e a 
k=l 

desigualdade (29) temos que d2(xk, y) < d2(xo, y) + i( f (xO) - a); portanto, {xn} é limitada. 

Pelo Teorema de Hopf-Rinow, temos que a seqüência {xk) tem ponto de acumulação 

x* ; como a seqüência { f ( x ~ ) )  é decresc.ente, veja (Teorema 9), pela continuidade da função 

f ,  segue-se que 

lim f ( z k )  = f( .r*) e f(n.*) 5 f ( x k ) .  
k-rx, 

Usando (30), (25) e (29), conclui-se que a seqiiência {xk)  tem ponto de acumulação 

x* satisfazendo 

d2(zk+1, x*) 5 c12(xk, x*) + Sk, (3.31) 

Pelo Lema 2, temos 

lim zk = x*. 
k-c0 



Usando a desigualdade O < Si 5 X I, e lim X k  I I grad f (xk ) 1 1 = 0, obtém-se lim I I grad f (xk)' 
k - r m  k-mo 

De (32) e da continuidade do gradiente, temos 

grad f (x*) = O. 

Finalmente da convexidade de f ,  deduz-se que x* é ponto de mínimo. I 

Vimos, pela observação após o Teorema 8, que qualquer ponto de acumulqão da 

sequência gerada pelo Algoritmo B é ponto crítico da função f ;  mostraremos que para f 

convexa e M com curvatura positiva, a sequência converge globalmente para um ponto de 

mínimo, caso exista. 

Teorema 3.15: Seja f :  M + R convexa, de classe C1 e M com curvatura não-negativa. 

Então a sequência gerada pelo Algoritmo B converge globalmente para um ponto de mínimo 

de f ,  caso exista. 

Prova: Pela observação acima, basta provar que a sequência é convergente, caso f admita 

mínimo. 

Seja a := min f(x), y E Ma. Pelo Teorema 13, y E Ma temos: 
xEM 

Do modo como X k  é escolhido, temos que 

da desigualdade (33), segue que 

isto é, 

{ x k )  é limitada. 
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Pelo Teorema de Hopf-Rinow e convexidade de f segue que a seqüência {xk) tem 

ponto de acumulação x* E fila . Novamente da desigualdade (33) e do Lema 2, chega-se 

lim xk = x*. 
k-w 
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Desenvolvemos uma teoria de convergência em que os resultados se assemelham aos 

clássicos da otimização irrestrita, o que corresponde a nosso objetivo inicial. 

Uma extensão desta tese é a resolução dos problemas abaixo, fazendo uso dos resulta- 

dos de convergência apresentados nos Capítulos 1 e 3. 

Problema 1. Minimização de uma função quadrática convexa no simplex, isto é, 

1 T min-x ~ x + b ~ x + c  
2 

onde Q é uma matriz simétrica semi-definida positiva, b E Rn e c E R. 

O problema (1) aparece no desenvolvimento de métodos de descida para problemas 

de otimização não-diferenciável, Kiwiel [86], e é de grande importância para a indústria de 

mineração, Szidarovszky [87]. 

Além da teoria específica, espera-se que a implementação do algoritmo B leve a resul- 

tados atraentes. 

Problema 2. Dada a matriz Q simétrica, encontrar O # x E Rn, X E R que resolva 

Uma solução para (2) pode ser obtida como solução da minimização de uma função 



n 
cpadrática convexa restrita à esfera Sn-' = {x E Rn; X: = 1): 

i= 1 

1 
min -xT Qx 

2 

A esfera Sn-I é O modelo de variedade Riemanniana completa (compacta) de cur- 

vatura seccional constante positiva ( K  E I), do Carmo; além disso, dados p E Sn-' e 

v  E TpSn-' 1 1 ~ 1 1  = 1, a geodésica com essas condições iniciais é dada por 

(yl'(t) = -y(t)). 

Novamente, podemos aplicar o algoritmo B ou então calcular a constante de Lipschitz 

do campo gradiente e aplicar o algoritmo C. 

Problema 3. O problema 

min f (x) 

coresponde a um modelo de interesse, seja em termos de aplicações, Iusem [95], seja em 

termos de desenvolvimento de métodos, Poliak [87]. 

No ortante positivo, temos as geodésicas explícitas, curvatura nula e expressão fechada 

para o hessiano, o que permite desenvolver métodos de Newton (2% ordem) ou então aplicar 

os algoritmos do Capítulo 3. 

Finalmente, pensamos também em estabelecer uma teoria local, isto é, obter uma "lei 

dos cossenos" onde se tenha informação de curvatura não-negativa em uma vizinhança do 

ponto ótimo e, com isso, estender os resultados de convergência. 
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