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Neste trabalho estuda-se o problema de enumeração da família de conjuntos 
independentes maximais de um grafo dado, considerando-se também o problema de 
contagem do número de conjuntos independentes maximais (c. i.m.) existentes em um 
grafo dado. O problema de determinar o número de conjuntos independentes 
maximais de um grafo qualquer é #P-completo. 

Desenvolvem-se algoritmos para construir a família de conjuntos independentes 
maxirnais de caminhos induzidos, ciclos induzidos, grafos grade completas de duas 
linhas, grafos de intervalo e grafos triangularizados; transformando esse problema no 
problema de se determinar todos os caminhos maximais fonte-sumidouro num digrafo 
que depende da classe pasticular considerada. Determina-se, além disso,. a equação de 
recorrências que caracteriza o número de c. i. m. e sua solução. Modificando-se o 
algoritmo para gerar todos os c. i. in. de um grafo de intervalo, é possível contar o 
número deles. A complexidade total de cada algoritmo é polinomial no tamanho do 
grafo e no número de c.i.m., no entanto a complexidade por c.i.m. é linear no número 
de vértices. 

Logo, trabalha-se com a estratégia de operar dois grafos para os quais dispõe-se da 
família de c.i.m. de cada um deles. Desenvolve-se um algoritmo para gerar a família de 
c.i.m. de um grafo separável por cliques e de um grafo série-paralelo a dois terminais, 
aproveitando a ái-vore de decomposição do grafo e as operações de unir dois grafos por 
conexão série, por um conjunto comum a ambos e por conexão paralela. 
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In this work, it is studied the problem of enumerating the family of maximal 
independent sets of a given graph, it is also consider the problem of counting the 
number of maximal independent sets of a given graph. The problem of determining the 
number of maximal independent sets of any graph is #P-complete. 

It is developed algorithms to construct the family of maximal independent sets for 
induced paths, induced cycles, complete grid of two lines, interval graphs and 
triangulated graphs; transforming this problein in the problem of generating a11 tlie 
maximal source-sink paths of an oriented graph which depends on the particular class 
of graph. It is also determined the recurrence equation which characterized the number 
of maximal independent sets of a complete grid of two lines. Modifiing the algoritlm 
to generate a11 the maximal independent sets of ai1 interval graph, it is possible to count 
them. The total complexity of each algorithm is polynomial in the size of the graph and 
in the nuinber of maximal independent sets of the graph. 

Working with tlie strategy of operate two graphs, it is developed algorithms to 
construct the family of maximal independent sets for clique separable graphs and for 
two terminal series-parallel graphs, given the tree decomposition of the graph and the 
family of maximal independent sets of the primitive graphs, in polynomial time of the 
size of the graph and of the number of maximal independent sets of the graph. 
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Capítulo 1 : INTRODUCÃO 

Capítulo 1 

Neste capítulo é apresentado o problema de estudo do trabalho, formulam-se todas as 
definições necessárias para o desenvolvimento do tema, e se descreve a distribuição do 
trabalho nos capítulos seguintes. 

1.1. O Problema 

Os problemas básicos de combinatória podem ser descritos como: Quantos 
elementos têm um conjunto dado? e Qual é o conjunto dos elementos que satisfazem 
determinadas propriedades? O primeiro problema coi~esponde à contagem das 
configurações com as propriedades desejadas para peitencer ao conjunto, e o segundo 
corresponde à enumeração dessas configurações. 

A configuração particular de interesse aqui é um conjunto independente ou conjunto 
estável de um grafo. Um conjunto independente de um grafo é um subconjunto de 
véitices tal que não são adjacentes dois a dois; um conjunto independente é maximal se 
não existe outro conjunto independente que o contenha em forma própria; um conjunto 
independente é máximo ou maior se não existe outro de cardinalidade maior. 

Em relação aos conjuntos independentes de um grafo G dado, tem-se os problemas: 
- determinar o tamanho a(G) do maior conjunto independente de G 
- determinar o número i(G) de conjuntos independentes maxirnais de G 
- gerar a família F(G) de conjuntos independentes maximais de G. 

O tamanho a(G) corresponde ao maior número de elementos de V não relacionados 
entre si. O número i(G) dá a quantidade de combinações maximais de elementos não 
adjacentes dois a dois. A família F(G) de conjuntos independentes maximais 
representa todas as combinações maximais, sem duplicação, dos elementos de V não 
adjacentes dois a dois. 

O problema de determinar o tamanho a(G) do maior conjunto independente de um 
grafo G é NP-completo [Cook, 1973; Garey e Johnson, 19791. O problema de 
determinar o número i(G) de conjuntos independentes maximais de um grafo G 
qualquer, é #P-completo [Sirnon, 1977; Valiant, 19791. 

Este trabalho trata dos problemas de contagem e de geracão de todos os conjuntos 
independentes maximais em classes particulares de grafos. 

Lawler (1976a) prova que o número cromático de um grafo, isto é: o número mínimo 
de cores necessárias para colorir os vértices de um grafo de modo que vértices 
adjacentes possuam cores diferentes, pode ser obtido por um algoritmo de 
complexidade de pior caso de 0(nm[1+3d3]n), utilizando a partição dos vértices em 
conjuntos independentes maximais. 
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1.2. Definições básicas e notação 

1.2.1 Grafos 

Um grafo não direcionado G(V,E) consiste de um conjunto finito não vazio V e um 
conjunto E de pares não ordenados de elementos distintos de V. Os elementos de V são 
os vértices e os de E são as arestas de G, respectivamente. Denota-se [V I = n, $ I = m. 
Quando for necessário especificar o grafo corrente, denota-se V(G) ou VG e E(G) ou 
EG ao conjunto de vértices e ao conjunto de arestas de G, respectivamente. Uma aresta 
é denotada pelo par (v,w) de vértices que a formam, ela é incidente aos vértices v e w. 
Dessa forma, v e w são os extremos da aresta e eles são adjacentes. 

Caso interesse a ordem em cada aresta, então (v,w) é diferente de (w,v) e o grafo é 
chamado grafo direcionado ou digrafo G(V,@, diz-se que (v,w) está orientada de v a 
w. É costumem falar de vértice ou nó, e de aresta ou arco, nesse caso. 

Em geral, se fala de grafo em vez de grafo não direcionado, a não ser quando for 
necessário especificar. 

Um grafo representa-se geometricamente associando cada vértice com um ponto 
distinto e cada aresta com uma linha unindo os pontos correspondentes a seus extremos. 

O grafo ~ ( v , E )  onde E = {(x,y) E VXV 1 x # y, (x,y) e E ) é o grafo complemento 
de G(V,E). 

Um grafo é completo se existe uma aresta entre cada par de seus vértices. 
Para um elemento v de V, denota-se Adj(v) ao conjunto de vértices adjacentes a v. 

Chama-se grau do vértice v ao número de vértices adjacentes a ele, e denota-se gr(v). 
Ou seja gr(v) = I~dj(v) I. Um vértice com grau zero é denominado isolado, um vértice 
com grau igual ao número de vértices é denominado universal. 

Dados vl e vk em V, chama-se caminho de vl a vk a uma seqüência de vértices v], 
v2, . . ., vk tal que (V~ ,V~+~)  EE, para 1 I j  I k- 1 com k > 1. O comprimento do caminho é 
o número de arestas que o compõem. Um ciclo é um caminho v], v2, ..., vk, vk+] tal que 

= V, com k 2 3. Uma corda de um caminho é uma aresta não pertencente ao 
caminho e que une dois vértices dele. Um caminho entre v e w sem cordas é dito 
induzido. Analogamente um ciclo é induzido se não possuir cordas. O caminho 
induzido e o ciclo induzido de k vértices denotam-se Pk e Ck, respectivamente. 

Se um grafo não contem nenhum ciclo então diz-se que o grafo é acíclico. 
Um subgrafo H(V',E') de um grafo G(V,E) é um grafo tal que V' E V e E' E E. Se 

E' for o conjunto de arestas de G que contêm todas as arestas existentes em E com 
ambos os extremos em V' = A, diz-se que H é o subgrafo induzido por A e denota-se 
H = GA. 

Um grafo é conexo se existe caminho entre cada par de seus vértices; caso contrário é 
desconexo. Um grafo sem arestas é chamado totalmente desconexo. Se um grafo é 
desconexo, chamam-se componentes conexas a todo subgrafo induzido'dele que seja 
conexo e não esteja contido em nenhum outro subgrafo conexo. 

Em um grafo conexo, denomina-se distância d(v,w) dos vértices v e w ao 
comprimento do menor caminho entre v e w. 



Capítulo 1: INTRODUÇ~O 

Dado G(V,E) e um vértice v E V, denota-se G - v ao grafo obtido ao retirar de G o 
vértice v e todas as arestas incidentes a v. O grafo G - H, obtido de G(V,E) pela 
remoção do subgrafo H(Vr,E'), é o subgrafo induzido por V - V'. Dado B(V*,E*), o 
grafo G + B tem o conjunto de vértices V u V* e o conjunto de arestas E u E*. 

Uma árvore é um grafo conexo acíclico. Distinguem-se dentro de uma árvore os 
vértices com grau igual a um, os quais são chamados de folhas. Uma árvore é 
denominada enraizada quando algum vértice r é escolhido como especial, r é chamado 
raiz da árvore. Dados dois vértices v e w de uma árvore enraizada T de raiz r; se v 
pertence ao caminho de r a w em T, então v é ancestral de w e w é descendente de v. Se 
além disso (v,w) E E então v épai de w e w éfilho de v. Se é relevante a ordem em que 
os filhos de cada vértice são considerados então a árvore é enraizada e ordena&. Uma 
árvore binária é uma árvore enraizada ordenada em que cada vértice possui, no máximo, 
dois filhos. 

Dada T(V,E) uma árvore enraízada e v E V, uma subárvore TV de T é a árvore 
enraizada cuja raiz é v, definida pelo subgrafo induzido em T pelos descendentes de v. 

Em um grafo direcionado, dehe-se o grau de enirada g,(v) de um vértice v como o 
número de arestas que possuem v como extremo final; andogamente, o grau de saida 
g,(v) de um vértice v como o número de arestas que possuem v como extremo inicial. 
Uma fonte 6 um vértice com grau de entrada nulo, enquanto que um sumictouro é um 
com grau de saída nulo. 

Em uma árvore direcionada, para as folhas g,(v) = 1 e g,(v) = O; se existe um e só um 
vértice com g,(v) = 0, esse vértice é a raiz da árvore. 

Dado um grdo direcionado D, diz-se que o vértice v alcmça ou atinge o vértice w se 
existe algum caminho de v a w em D, sendo w alcanpível ou atingivel de v. A redu@o 
iransit'iva DR de um dígrafo Ib é o menor dígrafo que preserva a. alcançabilidade de D; 
também é conhecida como Diagrama de Hasse de D. 

Um conjunto independente ou conjunto esbável de G é um subconjunto de vértices tal 
que não são adjacentes dois a dois. I é um conjzmto independente namcimal (c.i.m.) se I é 
um conjunto independente e todo vértice de V - 1 é adjacente a, pelo menos, um vértice 
de I. Um conjunto independente é máximo ou maior se não existe outro de cardinalidade 
maior. Todo conjunto independente máximo é maximal. 

Uma cliqzre é um subconjunto C de vértices tal que todo par de seus elementos é 
adjacente dois a dois. C é maximuZ se não existe outra clique C' de G que contenha 
C de forma própria. Uma clique é múxima ou ma& se não existe outra de maior 
cardinal. Toda clique máxima é maximal. 

O tamanho de una clique máxima de 6 é denotado por a(G) e o de um maior 
conjunto irdependente de G por a@). O nhzero de conjuntos independentes maximais 
de G denota-se i(G). A fmilia de todos os conjuntos independentes maxirnais de G 
denota-se F(G). Dessa forma, i(G) = IF(G) 1. 

Por exemplo, o grdo completo 3K, tem uma só clique maximal que corresponde ao 
grafo todo, logo a(G) = n, cada vértice vj induz um c.i.m. Ij = (vj), assim i(G) = n, 
a(G) = 1, F(G) = ( (vl), (vz) , ..., (v,) ). Por outra parte, o grafo totalmente 
desconexo I, tem um só c.i.m. I que corresponde ao conjunto de vértices de In, cada 
vértice vj induz uma clique maximal q = (vj), assim F(G) = ( (v1, v2 , ..., v,) ), 
i(G) = 1, a(G) = 1, a(G) = n. 
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Um caso fácil é o grafo estrela com conjunto de vértices V = {u, vl, ..., v,), onde u 
é um vértice universal e cada vértice vj só está ligado com u. Neste caso, toda aresta 
(u,vj) corresponde a uma clique maximal, F(G) = { {u), {vl, v2 , . .., v,) ), o(G) = 2, 
i(G) = 2, a(G) = n. 

Um grafo G(V,E) é bipartido quando o seu conjunto de vértices V puder ser 
particionado em dois subconjuntos VI, V2 tais que toda aresta de G une um vértice de 
VI a outro de V2; denota-se V = VI u V2. 

Um grafo grade completa Gn,p tem como conjunto de vértices o conjunto de pares 
ordenados (i,j), com 1 5 i 5 n, 1 5 j < p . Existe uma aresta entre os vértices v=(vi,vj) e 
w=(wi,wj)seIvi-wiI = I  e Ivj-wjI = O  ou Ivi-wiI =Oe Ivj-wjI =I. 

Um grafo G(V,E) é de intervalo se existe uma correspondência 1-1 entre o seu 
conjunto de vértices V e uma família de intervalos reais (Iv)v,v, de fosma que, para 
todo par de vértices distintos u, v tem-se: (u,v) E E se e somente se I, n I, +- 0 ;  isto é, 
os vértices estão ligados se os intervalos coi-sespondentes se interceptam. A família 
{Iv)v,v é chamada representação de G por intervalos. 

Um grafo G(V,E) é arco-circular se existe uma correspondência 1-1 entre o seu 
conjunto de vértices V e uma família A = de arcos de circunferência de um 
circulo, de forma que, para todo par de vértices distintos u, v tem-se: (u,v) E E se e 
somente se A, e Av se overlapam; isto é, os vértices estão ligados se os arcos de 
circunferência correspondentes se interceptam. A é denominado modelo arco-circular 
de G. 

Um grafo G(V,E) é círculo se existe uma correspondência 1-1 entre o seu conjunto 
de vértices V e uma família A = {Av),,v de arcos de cordas de um circulo, de forma 
que, para todo par de vértices distintos u, v tem-se: (u,v) E E se e somente se as cordas 
A ,  e Av correspondentes se interceptam. 

Um grafo G(V,E) é triangularizado ou corda1 se cada ciclo de comprimento maior 
do que três possui uma corda. 

Um grafo G(V,E) é de comparabilidade se admite uma orientação transitiva de suas 
r.r & 

arestas; isto é, uma orientação Ê tal que no grafo direcionado G(V,E) para todo x, y, z 
i. 

em V tem-se: se (x,y) e (y,z) estão em Ê então necessariamente (x,z) está em E. 
Dada uma orientação acíclica Ê de um grafo não disecionado G(V,E), se existe um 

caminho dirigido vi - vj em G, então vi é um ancestral de vj e vj é um descendente de 
vi. denota-se <vi,vj> ao conjunto de vértices que são simultaneamente descendentes de 
vi e ancestrais de vj. Ê é denominada localmente transitiva se os subgrafos induzidos 
por <vi,vj> são de comparabilidade. Nesse caso, diz-se que G é de comparabilidade 
local. 

Um grafo G(V,E) é separável por cliques se G é tipo 1, isto é: V pode ser 
particionado em dois conjuntos V = VI + V2 com VI u V2 = V, VI n V2 = 0 tal que 
Gv, é um grafo bipartido conexo com card(V1) > 3, Gv, é uma clique e em G, todo 
vértice de VI é adjacente a todo vértice de V2; OU G é tipo 2, isto é: G é um grafo 1- 
partito completo, para algum k, V = VI + V2 + ... + Vk com Vi n Vj = 0 'v' i # j, todo 
Vi é um conjunto independente e 'v' i ;é j todo vértice de Vi é adjacente a todo vértice de 
y; OU G tem um corte de véstices K que é uma clique, isto é: G - K é desconexo e os 
subgrafos Gi induzidos por Ci u K são separáveis por cliques, onde Ci com i = 1, .., k 
são as componentes conexas de G - K. 
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O grafo G obtido por conexão série dos grafos G1(V1,El,~11,~12) e 
G2(V2,E2,~21,~22) com V1 n V2 = 0, onde vl l  e v12 são os vértices terminais de G1, 
v 2 ~  e são OS vértices terminais de G2, identificando os vértices v12 e val, é dado por: 
VG = VI u V2 , EG = El  u E2 , com vértices terminais vl  e O grafo G obtido 
por conexão paralela dos grafos Gl(VI ,E1,vl 1 ,~12)  e G2(V2,E2,~21,~22) com V1 n V2 
= 0, onde v l l  e v12 são OS vértices terminais de G1, v 2 ~  e são OS vértices 
terminais de G2, é dado por: VG = V1 u V2, EG = El  u E2, com véi-tices terminais 
v1 e v2 (vl = vll  = v 2 ~ ,  v2 = v12 = vZ2). 

Um grafo G é série-paralelo a dois terminais se ele pode ser obtido por um número 

finito de aplicações sucessivas de conexões série elou conexões paralelas, a partir do 

grafo série-paralelo básico ou mínimo Gby consistente de dois vértices ligados por uma 

aresta simples. 

Sejam SI = xl, x2, ..., xp e S2 = y,, y2, ..., yq duas seqüências de inteiros; diz-se que 

S1 é lexicograficamente menor do que S2, e denota-se S1 <L S2, quando: 

e x i s t e l I j I p , q  talque xk=yk paratodok < j e xj <yj, 
ou então: p < q e para todo 1 I k < p tem-se xk = yk. 

1.2.2 Complexidade 

Para exprimir analiticamente a complexidade de um algoritmo utiliza-se a notação O 
para limite superior e a notação o para limite inferior. 

Dadas duas funções não negativas f e g de variável inteira positiva, diz-se que f é da 
ordem de g, denota-se f=O(g), quando existem constantes c e no >O tais quefln) 5 cg(n) 
para todo n 2 no. Seflx)lg(x) + O quando x + co entãoflx) N o(g(x)). Se existem três 
constantes positivas a, b, c tais que a 5 Iflx)lg(x)I 5 b para I x I 2 c entãom) = W(g(x)). 

Dado que o número de conjuntos independentes maximais de um grafo qualquer 
pode ser exponencial ( i(G) < 3 nd3 ), então ao avaliar a complexidade dos algoritmos 
para contar e enumerar os conjuntos independentes maximais, deve considera-se este 
fato. Johnson, Yannakakis e Papadimitriou (1988) consideram três tipos de 
complexidades de tempo: 

(a) Tempo totalpolinomial: o tempo necessário para enumerar todas as configurações é 
limitado superiormente por um polinómio no tamanho do grafo e no número de c.i.m. 
do grafo. 

(b) Tempo incremental polinomial: dadas várias configurações, o tempo para gerar a 
próxima é polinomial no tamanho do grafo e no tamanho dos conjuntos já obtidos. 

(c) Retardo polinomial: o tempo necessário entre enumerar uma configuração e a 
seguinte está limitado superiormente por um polinómio no tamanho do grafo. 
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1.3. Conteúdo da tese 

No presente trabalho, desenvolve-se algoritmos para construir a família de conjuntos 
independentes maximais no caso particular de caminhos induzidos, ciclos induzidos, 
grafos grade completas de duas linhas, grafos de intervalo, grafos triangularizados, 
grafos separáveis por cliques e grafos série-paralelo a dois terminais. Também se 
carateriza o número de conjuntos independentes maxirnais no caso particular de 
caminhos induzidos, ciclos induzidos, grafos grade completas de duas linhas e grafos 
de intervalo. 

No capítulo 2 resume-se os resultados, encontrados na literatura, relacionados com o 
número i(G) de conjuntos independentes maximais de um grafo G. 

No capítulo 3 descrevem-se quatro algoritmos, da literatura, para enumerar todos os 
conjuntos independentes maximais de um grafo qualquer. 

No capítulo 4 apresenta-se os algoritmos desenvolvidos para construir a família de 
conjuntos independentes maximais no caso particular de caminhos induzidos, ciclos 
induzidos, grafos grade completas de duas linhas, grafos de intervalo e grafos 
triangularizados. Todos estes algoritmos baseiam-se na idéia de transformar o problema 
de construir a família de c.i.m do grafo dado no problema de determinar todos os 
caminhos maximais fonte-sumidouro num digrafo que depende da classe particular 
considerada. 

Na seção 4.1 desenvolve-se um algoritmo para gerar todos os conjuntos 
independentes maximais de um caminho induzido, de tempo linear para cada conjunto 
independente maximal, Para esta classe de grafos tem-se um limite superior para o 
número de c.i.m. dado por Füredi (1987). Utilizando a mesma idéia dos caminhos 
induzidos, é possível gerar a família de c.i.m. de um ciclo induzido em tempo linear 
para cada c.i.m., apresentado na seção 4.2; Furedi (1987), também, apresenta um limite 
superior para o número de c.i.m. nesta classe de grafos. Em ambos casos, a 
complexidade total do algoritmo é polinomial no tamanho do grafo e no número de 
c.i.m. do grafo. Da mesma forma, na seção 4.3 desenvolve-se um algoritmo de tempo 
linear para cada c.i.m. de grafos grade completas de duas linhas; a complexidade total 
do algoritmo é polinomial no tamanho do grafo e no número de c.i.m. do grafo. 
Determina-se, além disso, a equação de recorrências que caracteriza o número de c.i.m. 
neste caso, e a solução dessa equação que dá o número de c.i.m. de uma grade completa 
de duas linhas (Villanueva, 1 995). 

Na seção 4.4, apresenta-se o algoritmo de Leung (1984) para gerar todos os 
conjuntos independentes maximais de um grafo de intervalo. Generalizando a idéia do 
algoritmo para gerar os c.i.m. de um caminho induzido, obtém-se um algoritmo para 
um grafo de intervalo com complexidade total polinomial no tamanho do grafo e no 
número de c.i.m. dele, no entanto a complexidade por c.i.m. é linear no tamanho do 
grafo. Este algoritmo é mais eficiente que o desenvolvido por Leung. Modificando esse 
algoritmo é possível contar o número de c.i.m. de um grafo de intervalo dado 
(Villanueva, 1993). Apresenta-se, também, o algoritmo de Leung (1 984) para gerar 
todos os conjuntos independentes maximais de um grafo arco-ciscular para o qual ele 
utiliza o algoritmo de grafos de ntervalo. 
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Na seção 4.5, descreve-se, o algoritmo desenvolvido por Leung (1984) para gerar 
todos os conjuntos independentes maximais de um grafo triangularizado. Generalizando 
a idéia do algoritmo para gerar os c.i.m. de um caminho induzido, obtém-se um 
algoritmo para um grafo triangularizado com complexidade total polinomial no 
tamanho do grafo e no número de c.i.m. dele; a complexidade por c.i.m. é linear no 
número de vértices, isto representa uma melhora em relação ao algoritmo de Leung. 

No capítulo 5 trabalha-se com a estratégia de operar dois grafos para os quais dispõe- 
se da família de c.i.m. de cada um deles. Dependendo do tipo de operação nos dois 
grafos que compõem o grafo de interesse, constrói-se a família de c.i.m. dele. Na seção 
5.1 considera-se a operação conexão série de dois grafos com um vértice comum a 
ambos, o qual é uma articulação do grafo resultante. Primeiro descreve-se o algoritmo 
desenvolvido por Boulala e Uhry (1979) para gerar um conjunto independente de peso 
máximo, desenvolve-se então um algoritmo para gerar a família de c.i.m. de um grafo 
obtido como conexão série de outros dois grafos, dadas as famílias de c.i.m. de esses 
dois grafos menores, com complexidade total polinomial no tamanho do grafo e no 
número de c.i.m. dele. Na seção 5.2 generaliza-se a conexão série, isto é a construção 
de um grafo com uma articulação ao caso de um grafo com um conjunto articulação 
que é uma clique primeiro descreve-se o algoritmo desenvolvido por Boulala e Uhry 
(1979) para gerar um conjunto independente de peso máximo; logo, obtém-se um 
algoritmo para gerar a família de c.i.m. de um grafo obtido como conexão série de 
outros dois grafos identificando uma clique comum em ambos, dadas as famílias de 
c.i.m. de esses dois grafos menores, com complexidade total polinomial no tamanho do 
grafo e no número de c.i.m. dele. 

Na seção 5.3 desenvolve-se um algoritmo para gerar a família de c.i.m. de um grafo 
separável por cliques, aproveitando a árvore de decomposição por cliques e a operação 
de unir dois grafos por um conjunto comum a ambos (Villanueva, 1994). 

Na seção 5.4 considera-se a operação conexão paralela de dois grafos com dois 
vértices comuns a ambos, os quais são denominados vértices terminais do grafo 
resultante; primeiro descreve-se o algoritmo desenvolvido por Boulala e Uhry (1 979) 
para gerar um conjunto independente de peso máximo. Logo, desenvolve-se um 
algoritmo para gerar a família de c.i.m. de um grafo obtido como conexão paralela de 
outros dois grafos, dadas as famílias de c.i.m. de esses dois grafos menores, com 
complexidade total polinomial no tamanho do grafo e no número de c.i.m. dele. 

Na seção 5.5 desenvolve-se um algoritmo para gerar a família de c.i.m. de um grafo 
série-paralelo a dois terminais, aproveitando a árvore de decomposição do grafo e as 
operações de unir dois grafos por conexão série e por conexão paralela. 

No capítulo 6, apresenta-se as conclusões deste trabalho. Inclui-se um quadro resumo 
dos algoritmos encontrados na literatura e os algoritmos propostos aqui, em classes 
particulares de grafos, para enumerar todos os conjuntos independentes maximais de 
um grafo dado, junto com sua complexidade e o(os) autor(es). Além disso, indicam-se 
algumas linhas de pesquisa em relação ao problema estudado neste trabalho. 

Finalmente, no capítulo 7 se da a lista de referências bibliográficas citadas no 
trabalho. 
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Capítulo 2 

CONTAGEM DE CONJUNTOS INDEPENDENTES 
MAXIMAIS 

O problema de contar todas as configurações que satisfazem uma determinada 
propriedade é fiequente em combinatória. Em particular, em Teoria de Grafos, o 
problema de contar todos os conjuntos independentes maximais de um grafo dado tem 
captado a atenção e estudo dos pesquisadores. Furedi (1987), Griggs, Grinstead e 
Guichard (1988), Liu (1994) apresentam limites superiores para este número em um 
grafo qualquer. Wilf (1986), Sagan (1988), Meir e Moon (1988) consideram o caso de 
árvores. Hujter e Tuza (1993) estudam os grafos sem triângulos. Liu (1993) se preocupa 
dos grafos bipartidos. 

Dada a relação entre conjunto independente e clique, o problema de determinar o 
número de conjuntos independentes maximais de um grafo qualquer pode reduzir-se ao 
problema de determinar o número de cliques maximais do grafo. Moon e Moser (1965) 
estudam este número para um grafo qualquer; Szwarcfiter e Barroso (1991) provam 
que o número de cliques maximais de um grafo círculo pode ser calculado em tempo 
O(nm). 

Neste capítulo apresenta-se resultados da literatura, relativos ao número de conjuntos 
independentes maximais de um grafo. Considera-se, primeiro, o caso geral de um grafo 
qualquer. Em seguida, o caso particular de árvores, para as quais Wilf (1986) apresenta 
um limite superior e desenvolve um algoritmo de tempo linear para calcular esse 
número. Finalmente, considera-se outros casos particulares, para os quais dispõe-se de 
um limite superior do número de c.i.m. do grafo. 

2.1. Limite superior para o número de c.i.m. 

Moon & Moser (1965) determinam o número máximo m(n) de cliques maximais em 
um grafo com n vértices. Este número é: 
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Como corolário tem-se que para todo G(V,E) com card(V) = n, i(G) 5 3n13 

Eles apresentam os grafos extremos que atingem este número, figura 2.1, onde Ki 
indica o grafo completo de j vértices, m é o único inteiro que satisfaz 

t = [log m] + 1, 

denomina-se A, B e C aos vértices da primeira, segunda e terceira coluna, 
respectivamente, e D ao conjunto de 2m-1 + 1 vértices dentro do retângulo na coluna B. 
Cada véstice de A é unido a todos os outros vértices de A, em forma análoga para B e 
C. Cada vértice a tipo A é unido a cada véi-tice de B não contido num grafo completo 
ligado por uma linha com a. Cada vértice c tipo C é unido a cada vértice de D não 
contido lium grafo completo ligado por uma linha com c. 

Fig. 2.1 : Grafos extremos de Moon & Moser 

Estes grafos correspondem aos grafos conexos de n vértices que possuem o maior 
número de cliques maximais e este numero é m(n). Esses grafos são grafos círculo, isto 
é, o grafo interseção de n cordas de um círculo, onde a cada corda associa-se um vértice 
e dois vértices são adjacentes se as cordas correspondentes se interceptam. 
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Considerando que C 6 dique em G se e somente se C é conjunto independente em c, 
então o número máximo de conjuntos independentes maxitnais de um grafo de ordem n é 
m(n) e os grafos extremos que atingem este número são H,, apresentados na figura 2.2, 
que correspondem aos complementos dos grafos de Moon & Moser e não são conexos. 

Fig. 2.2: Grafos complementos de grafos extremos de Moon & Moser 

Furedi (1987) prova que, dado G com n vértices então: ou 6. é isomorfo a H, e 
portanto i(G) = m(n) ou i(G) 5 r@), onde r(n) limita o número de conjuntos 
independentes maximais em um grafo de n vértices, dado pela fingão 
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Os grafos extremos que atingem este limite com i(G) = r(n) são: F2 = 2 K1 com 
i(F2)=2, F3 = P3 OU K2 + KI com i(F3) = 2, F4 = P4 OU K3 + K1 com i(F4) = 3, 
F5 = C5 com i(F5) = 5, F6 = 3 K2 com i(F6) = 8, F7 = C5 + K2 com i(F,) = 10; 

- 

apresentados na figura 2.3, e para n 2 8 tem-se 
r 

mas eles não são conexos. 

Fig. 2.3: Grafos extremos F2, ..., F7 de Füredi 

Furedi apresenta, também, o seguinte limite superior co(n) para i(G) no caso que G é 
conexo de ordem n 2 50: 

Além disso, conjectura que é valido para todo n e constrói os grafos extremos T,, 
apresentados na figura 2.4, que correspondem à versão conexa dos grafos H, de Moon 
e Moser, da forma seguinte: 

Para n = 3t: 
SejaG=tK3,  x E V. 
Unir x com uma aresta a cada uma das t-1 componentes conexas de G. 

Paran=3t+ 1: 
Seja G = K1 + t K3, x O vértice isolado. 
Unir x através de uma aresta a t-1 copias de K3 e com três arestas à 
outra componente K3. 



Paran=3t+2:  
Seja G = K4 + (t-1) K3 + Ki, B O vértice isolado. 
Unir x com três arestas a uma componente K3 e com uma aresta a cada 
uma das outras componentes conexas. 

Fig. 2.4: Grafos extremos de Furedi 

Ele apresenta como exemplos o caso do caminho sem cordas P, e do ciclo sem 
cordas C,. Tem-se i(P, ) 5 2an-2 , +(Cn ) 5 , onde a é a única solução real da 
equação 1+a=a3 e n é o número de vértices. 

Ele prova que: dado um grafo G conexo com n vértices e grau máximo A(G) 5 6, 
então i(G) 1 3d3 1 .OO9-n+3. 

Por outro lado Griggs, Grinstead e Guichard (1988) determinam um limite superior 
para o número i(G) de conjuntos independentes maximais de um grafo conexo qualquer 
G com n vértices e caracterizam os grafos extremos que atingem este limite. Eles 
apresentam a seguinte fiinção limite superior para i(G): 

que coincide com o limite c,@) determinado por Füredi, considerando t = 



Se n 5 4 o grafo completo K, de n vértices é o único grafo conexo com h(n) 
conjuntos independentes maximais, neste caso i(&) = h(n) = n. 

Se n = 5 K5, C5 e os dois grafos da fígura 2.5 têm h(n) c.i.rn. com i(G) = h(n) = S. 

Fig. 2.5: Grafos com i(G) = 5 

Se n 2 6, eles constroem os grafos extremos com i(G) = h(n), apresentados na figura 
2.6, segundo a seguinte regra: 

Se n = O(mod 3): 
Seja G = 1113 K3, v um vértice qualquer de um K3 qualquer. 
Unir v com uma aresta a cada uma das outras (nl3-1) componentes de G. 
O grafo resultante é igual ao grafo T3t construído por Furedi neste caso. 

Se n = l(mod 3): 
Seja G = (n-4)/3 K3 + K4, V um vértice de K4. 
Unir v com um vértice de cada K3. 
O grafo resultante é igual ao grafo T3t+l construído por Furedi, o K4 é 
obtido pelo K1 e o K3 ao qual é ligado com três arestas. 

Se n E 2(rnod 3'): 
Seja G = (n-8)/3 K3 + 2 K4, v um vértice de um dos K4. 
Unir v com um vértice do outro K4 e com um vértice de cada K3. 
O grafo resultante é o grafo T3t+2 constniido por Furedi, ao unir o vértice 
isolado com um K3 através de três arestas forma-se um K4. 

- 

Fig. 2.6: Grafos extremos de Griggs, Grinstead e Guichard 
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Além disso, Griggs, Grinstead e Guichard provam que, para cada n, este é o único 
grafo conexo com h(n) c.i.m.. 

Liu (1994) prova duas conjecturas relativas ao maior número de ç im.  de um grafo de 
ordem n, formuladas por P. Erdos quem junto com Moser foram os primeiros a 
perguntar pelo número máximo de cliques maximais de um grafo e os grafos extremos 
com este número. 

Considerando i(0) = 1, Liu prova que 

Ele generaliza o limite dado por Furedi provando que, dado c E Z+ 3 t > O, t E R tal 
que: se G é um grafo conexo de n vértices com grau máximo A(G) I c então 

Ele prova, também, que 3 M E Z+ e 3 c(M) E Z+ tal que: se G é conexo de ordem n 
com grau máximo A(G) 2 c(M) então i(G) 5 3d3 ( 1 + (1lM A(G)) )-n+3. 

Liu prova a primeira conjectura que diz: 

Para uma família 4t, = { G 1 6 é conexo ), se A@(n) = o(n) então i@(n) = 0 ( 3 ~ ~ ) ,  

dada a fungão AD:ZC -+ ZCu(0) por A@(n) = max{A(G) / G E@, I V(G) I = a). 

Na figura 2.7 exibe-se um grafo G de n vértices com i(G) = 0(3d3), para k>O inteiro 
qualquer considera-se n = (3nl + 1) k, tem-se A(G) = nl + 2 = (n - k) / (3k) + 2. 

Fig . 2. 7: Grafo de Liu 

A segunda conjectura de Erdos é: 
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Se @ é uma família de grafos tal que l&) = oo se n 4 co então im(n) = 0 ( 3 ~ ~ ) ,  
onde I&) é o comprimento de um caminho mais longo. 

Liu prova o seguinte resultado que é mais forte: 

Existe um número real t > O tal que se G é um grafo de ordem n então 

onde d é o comprimento de um caminho mais longo de G. 

Para provar esta propriedade precisa-se do seguinte fato: 

Se H é um subgrafo induzido de G então i(H) I i(G), 

e da seguinte igualdade: 

Para um grafo G(V,E), x, y E V, se x e y são adjacentes então 

onde: G(x;y) é o grafo obtido ao retirar de G as arestas incidentes a x exceto (x,y) e 
acrescentar as arestas unindo x a cada vértice de Adj(y) - (x), 
i(x) denota o número de c.i.m. de G que contém s, 
P(x) denota o número de c.i.m. em G - x que estão contidos em G - x - Adj(x). 

Dado qualquer inteiro positivo c, seja G = + com H, grafo complemento 
dos grafos extremos de Moon e Moser, então G tem hm caminho mais longo de 
comprimento c e i(G) = 0(3d3). 

2.2. N6mem de c.i.m. para árvores 

Wilf (1986) determina o número máximo de conjuntos independentes maximais que 
uma árvore de n vértices pode ter. Este é dado pela kngão 

se n 2 2  par 
(n-1)/2 se n í5npar 

sen=O 
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Ele exibe as árvores extremas que atingem este número, apresentadas na figura 2.8. 

Fig. 2.8: Árvores extremas de Wilf 

Sagan (1988) apresenta uma prova mais simples que a dada por Wiq para o número 
de c.i.m, de uma árvore dada com n vértices. Ele caratefia as árvores que atingem este 
limite como os bastões de comprimento O se n é ímpar e os bastões de comprimento 1 e 
3 se n é par. 

Um bastão de comprimento 1 é obtido da seguinte construção: 
1) começar com um caminho P de I vértices 
2) acrescentar caminhos de comprimento dois a vértices de P com grau 1. 

Na figura 2.9 exibem-se os primeiros elementos da família de bastões de comprimento 
o. 

Fig. 2.9: Bastões de comprimento O 

Na figura 2.10 encontram-se alguns elementos da família de bastões de comprimento 
1. 

Fig. 2.10: Bastões de comprimento 1 
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Ele, também, prova que o mínimo valor de i(T) dentre todas as árvores T de n 
vdrtices é 2 e a única árvore que o atinge é a árvore-estrela B1,n-l da figura 2.1 1. 

Fig. 2.11: Árvore-estrela Bl,n-l 

Meir e Moon (1988) estudam o comportamento assintótico do número médio e(n) de 
c.i.m. e do tamanho médio p(n) dos c.i.m., numa árvore enraizada de n vértices, 
considerando as árvores pertencentes a certas famílias. Eles determinam que: 

onde q, E e S são constantes que dependem da famííia de árvores considerada. Por 
exemplo, para a famííia de árvores binárias tem-se; 

lim [e(2 k + 1)] = 1,2499 ... 

lim ~ ( 2 k  + 1 )  = 0,4824 ... 
k+oo 2 k + 1  

Zito (1991) prova que, o número de conjuntos independentes máximos de uma árvore 
de n vértices está limitado por 

e constrói as árvores extremas que atingem este número, apresentadas na figura 2.12. 
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Fig. 2.12: Árvores extremas de Zito 

WiIf (1986), também, desenvolve um algoritmo de tempo linear para calcular o 
número de conjuntos independentes maximais de uma dada árvore T(V,E). A idéia do 
algoritmo é calcular para cada vértice v de T o número de c.i.m. da subárvore TV 
enraizada em v, começando pelas folhas e em ordem não crescente da distânçia da raiz a 
v. 

Seja r a raiz de T, consideram-se as arestas de T orientadas de forma que a raiz é 
fonte e as folhas são sumidouros. Para cada vértice v de T defíne-se: 

uv = I( c.i.m. de TV / v não pertençe ao c.i.m. ) 1. 

Tem-se: 
u,=n& - n u ,  

weF(v) weF(v) 

pf= 1, uf = O para f folha 

p, = ~(T(FE I)). 
ZEN(F) 
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Para implementar o algoritmo precisa-se do vetor d de distâncias da raiz r de T aos 
vértices VI, v2, ..., V, numerados em forma não crescente de d(v) com v, = r. A cada 
vértice v associa-se um rótulo ( pv,uv). 

O método de Wilf é implementado segundo o algoritmo 2.1 descrito a seguir: 

Algoritmo 2.1: Contagem dos c.i.m. de uma árvore 

Dada a árvore T(V,E) enraizada em r, I V I = n, I E I = rn, o vetor d de distâncias 
à raiz 

1. introduzir um filho fictício a cada folha 
2. para todo v vértice fictício efetuar 
2.1 rotular v com (1,O) 
2.2 pv = 1 

u, =O 
3. para j = 1 até n efetuar 
3.1 se vj é folha então rotular vj com (1 ,O) 
3.2 caso contrário efetuar 

F(vj) = { filhos de vj } 
N(vj) = { netos de vj } 
A =  1 
B = l  
para todo w €F(vj) efetuar 

A = A x p w  
B = B x u ,  

u v j = A - B  
A =  1 
para todo w eN(vj) efetuar 

A = A x p w  
p VJ . = u v i + A  

rotular vj com ( pvj,uvj). 

Complexidade: 

A complexidade total do algoritmo 2.1 é O(nm), isto é tem tempo polinomial no 
tamanho do grafo. 

Por exemplo, para a árvore T da figura 2.1 3 tem-se: 



Fig. 2.13: Exemplo contagem de c.i.m. em árvores (algoritmo de Wilf) 

vértices fictícios: k, 1, rn, n, o 

ordem nos vértices segundo d(v): j, i, h, g, f, e, d, c, b, a, r 
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Efetivamente, a família de c.i.m. da árvore T é: 

logo i(T) = 14. 

2.3. Niimero de c.i.m. para casos particulares 

Liu (1993) determina que, o número máximo de c.i.m. de um grafo bipartido com n 
vértices é b(n) = 2La: e os únicos 8"fDs extremos que atingem este limite são os grafos 

onde n 2 2, O < r < Ln/2J e Tk são as árvores extremas de WiK 

Ele prova que no caso de grafos bipartidos conexos, o numero máximo de c.i.m. é o 
limite dado por Wiifpara as árvores e os iínicos grafos extremos que atingem esse limite 
são T, no caso acíclico e no caso em que os grdos possuem ciclos são os grafos B, da 
figura2.14 comr 2 3  e t 22. 
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Fig. 2.14: Grafos bipartidos conexos com ciclos extremos 

Hujter e Tuza (1993) provam que: se G é um grafo sem triângulos com n 2 4 vértices 
então 

se n par 
i(G) r 

A iguaidade é válida se e somente se G é isomorfo ao grafo E, apresentado na figura 
2.15, onde 

n se n par 

C5 + ( n  - 5 )  K1 se n ímpar 

Fig. 2.15: Grafos sem-triângulos extremos. 



Capítulo 3: F&IA 

Capítulo 3 

GERAÇÃO DE CONJUNTOS INDEPENDENTES MAXIMAIS 

O problema de gerar todas as configurações que satisfazem uma determinada 
propriedade é frequente em combinatória. Em particular, em Teoria de Grafos, o 
problema de gerar todos os conjuntos independentes maximais de um grafo dado tem 
captado a atenção e estudo dos pesquisadores. Os algoritmos de Paull e Unger (1959), 
Tsuluyama et alii (1977), Loukakis e Tsouros (1981), Loukakis (1983) e Johnson et alii 
(1988) resolvem este problema. 

Dada a relação entse conjunto independente e clique, o problema de gerar a família 
de conjuntos independentes maximais de um grafo qualquer pode reduzir-se ao 
problema de gerar a família de cliques maximais do grafo. Este problema pode ser 
resolvido com os algoritmos de Marcus (1964), Mulligan e Corneil(1972), Akkoyunlu 
(1973), Bron e Kerbosch (1973) e Osteen (1974). 

Neste capítulo são apresentados quatro algoritmos da literatura, para gerar a família 
de conjuntos independentes maximais de um grafo qualquer. Os algoritmos 
considerados são os de Paull e Unger (1959), Tsukiyama et alii (1977), Loultalus 
(1 983) e Jolmson et alii (1988). 

3.1. Algoritmo de Paull e Unger (1959) (descrito em Lawler ,1976b) 

Dado o grafo G(V,E) com conjunto de vértices V = {vl, v2, ..., V,}, Paull e Unger 
fazem uma constmção recursiva para gerar a família F(G) de c.i.m. de G. 

Eles definem: 
Fj = { família de c.i.m. do subgrafo Gj induzido por {v,, ..., vj} ) 

com isto F(G) = F,. 
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Fig. 3.1 : Exemplo do Lawler 

A idéia é construir Fj+l a partir de Fj. 

Observacão 3.1: 

1 .- Dado um c.i.m. I em Fi; 
se I n A d j ( ~ ~ + ~ )  = 0 &tão vj+~ pode ser agregado a I, logo I u {vjtl} E Fj+l, 
se I n A d j ( ~ ~ + ~ )  + 0 então v j + ~  não pode ser agregado a I e portanto I E Fj+l. 

2.- Dado um c.i.m. I' em Fj+l; 
se vj+l 5' I' então I' é iun c.i.m. de Gj, isto é I' E Fi, 
se v j+~ E I' então I '-{V~+~} I para algum I t Fj tal que I' = I  - A d j ( ~ ~ + ~ )  u 

Observacão 3.2: 

Um c.i.m. I' E Fj+l pode ser obtido a partir de dois c.i.m. diferentes I1 e I2 de Fj. 
Isto é: 

1' - { vj+i> =I1 - { vj+iI =I2 - { vj+í). 

Para o exemplo da figura 3.1, I' = { l,5} E F5 é gerado por I1 = {1,3} e I2 = { 1,4} 
com 11, I2 E F4. 

Define-se o multiconjunto 

Dada a obsesvação 3.2, F;+l é um multiconjunto porque pode conter conjuntos com 
duplicadas. 

Tem-se 
Fj+l c Fj u F'j+,. 

Para obter Fj+l a partir de Fj v F;+, é preciso eliminar os conjuntos que são 
duplicata de outros c.i.m. e aqueles conjuntos que não são maximais. 
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Dada a família Fj de c.i.m. do subgrafo Gj induzido por {vl, ..., vj), Paull e Unges 
constroem a família Fj+l segundo o seguinte procedimento 3.1 : 

Procedimento 3.1: Procedimento de Paull e Unger 

Passo 1 : constiuir F:i+l 
para todo I E Fj: F;+l = F;+l V{ I - A d j ( ~ ~ + ~ )  u { v ~ + ~ )  ) 

Passo 2: eliminar conjuntos não maximais e duplicadas. 

O método de Paull e Unger pode ser implementado segundo o algoritmo 3.1 descrito 
a seguir: 

Algoritmo 3.1: Algoritmo de Paull e Unger 

Dado G(V,E) conexo, Adj(vj) 'd vj E V, I V I = n, I E I = m 
1. F1 = {vl) 
2. para j = 1 até n - 1 efetuar 
2.1 F'. =0  ~ + 1  
2.2 para todo I E Fj efetuar 

F'. = F'. 
J+I .1+1 U{ I - Adj( vj+l) U { vj+l I 

2.3 F = Fj u F;+, 
2.4 eliminar de F os conjuntos duplicata de outros c.i.m. e os conjuntos não 

maximais 
2.5 Fj+i = F 
3 F(G) = F,,. 

Complexirtnde: 

Passo 1: O(1) 
Passo 2: é executado O(n) vezes 

2.1: O(1) 
2.2: O(n i(G) ) pois I Adj( I 5 n, I Fj I < I F, I = i(G) 
2.3: O(1) 
2.4: O(n[ i(G)]2) pois I Fj 1 5 1 Fj+l 1 < 1 F, I = i(G) 

precisa comparar I Fj I I Fj+, I conjuntos 
2.5: 0(1) 

total do passo 2: O(n2[ i(G)]2 ) 
Passo 3: O(1) 

A complexidade total do algoritmo 3.1 é O($[ i(G)]2), isto é tem tempo total 
polinoinial no tamanho do grafo e no número de c.i.m. do grafo. A complexidade de 
retardo do algoritmo não é polinomial no tamanho do grafo. O espaço requerido é 
O(m + n i(G)). 

Para o grafo G da figura 3.1 tem-se: 
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Lawler, Lenstra e Rinnooy Kan (1980) apresentam uma generalização do algoritmo 
de Paul1 e Unges para a construção de Fj+l a partir de F., descartando os conjuntos J 
independentes não maxirnais e os conjuntos duplicadas de outros c.i.m.. Eles 
apresentam o seguinte procedimento para este alvo: 

Procedimento 3.2: Procedimento de Lawler, Lenstra e Rinnooy Kan 

Passo 1 : para cada I E Fj determinas todos os conjuntos independentes I' que são 
maximais em relação a I u { vj+~) 

Passo 2: para cada I': se I' é maximal para Gj+i então I' E q+, 
Passo 3: para cada I' que seja maximal se ele já está em Fj+, então descartá-lo. 

3.2. Algoritmo de Tsuluyama, Ide, Ariyoshi e Shirawaka (1977) 

Dado o grafo G(V,E), Tsuluyama et alii constroem a família Fi+l de c.i.m. do 
subgrafo Gj induzido por {v,, . . ., vj) eliminando conjuntos repetidos e conjuntos 
independentes não maximais, de forma mais eficiente que Lawler et alii. 

No passo 3, em vez de comparar I' com todos os elementos já incorporados a .i+l , 
I' é introduzido em Fj+i se e só se ele é obtido do menor lexicográfico I de Fj entre 
todos os c.i.m. de Fj que podem gerar I'. 

Observacão 3.3: 

1. Dado I E Fj, o conjunto independente I' = I - Adj( u { v j + ~ )  de Gj é maximal 
se e somente se 

V k < j + 1, vk e I tem-se Adj(vk) n I' + 0. 

Caso contrário: para vk tal que Adj(vk) n I' = 0 tem-se I' u { vk) é c.i.m. de Gj+l 
e portanto I' não é maximal. 
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Isto acontece no exemplo da figusa 3.1, ao construir F3 tem-se 

j = 2  I = { 2 )  I '={3)  
k = 1 1 e I' Adj(1) = (2) I' = 0 
efetivamente {1,3) é c.i.m de G3. 

2.- Para evitar c.i.m. duplicados, dado I E Fj, o c.i.m. I' = I - A d j ( ~ ~ + ~ )  u { v ~ + ~ )  é 
introduzido em Fi+l se e somente se I n A d j ( ~ + ~ )  é lexicograficarnente menor que 
todos os outros T n A d j ( ~ ~ + ~ )  com T E F. tal que T n Adj(vj+,) = I n Adj(vjt1). .I 

Isto é: I E Fj satisfaz a condição lexicográfica se e somente se 

&% < j+ 1, vk e I tal que Adj (vk) n [ I - Adj (vi+l)] = 0 

ou equivalentemente: 

'v' k <j+l,  vk e I tem-se Adj(vk) n [ I  - [ A d j ( ~ ~ + ~ )  n { v ~ + ~ ,  ..., vj)] ] # 0. 

Isto acontece no exemplo da figura 3.1, ao constsuir F5 os c.i.m. {1,3) e { 1,4) de F4 
induzem o c.i.m. (1,5): 

I={1 ,3 )  I -Ad j (S )={ l )  InAdj (5 )={3)  
T = {1,4) T - Adj(5) = (1) T n Adj(5) = (4) 

I n Adj(5) é lexicograficamente menor que T n Adj(5), 
logo I' = I - Adj(5) u (5) = {1,5) é incorporado a F5 enquanto T - Adj(5) u (5) não 
o é, evitando assim as duplicatas. 

Para implementar o algoritmo, constrói-se uma árvore binária ensaizada em {vl), de 
altura n, cujas arestas são construídas em cada passo ao fazer uma busca em 
profundidade na árvore. Cada vértice no nível j da árvore corresponde a um c.i.m. I de 
Fj. O nó I E Fi pode ter no máximo dois filhos; se I n A d j ( ~ ~ + ~ )  = 0, isto é I não 
contém vértices adjacentes a então I tem um único filho I' = I u Caso 
contrário, I n A d j ( ~ ~ + ~ )  é não vazio, o filho direito é 1 e tem filho esquerdo I' com 
I' = I - A d j ( ~ ~ + ~ )  u {vj+]) se I' é maximal e satisfaz a condição lexicográfica. 

Este método é descrito no algoritmo 3.2 utilizando uma pilha Q cujo último elemento 
corresponde ao nó corrente que está sendo examinado. 
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Alaon'tmo 3.2: Algoritmo de Tsukiyama et alii 

Dado G(V,E) conexo, Adj(vj) V Vj E V, I V I = n, I E 1 = m 
1. I=  (v1) 

j = l  
Q = I  

2. enquanto Q r f  0 e existam elementos não marcados em Q efetuar 
seja I o último elemento não marcado de Q 
marcar I 
j = NIVEL(I) 
se I n Adj( # 0 então efetuar 

FILHODZR(T) = I 
Q = Q U rnHODIR(I) 
NIVEL(1) = j + 1 

I' = I - Adj( v ~ + ~ )  u ( vj+~) 
k= 1 
enquanto k < j + 1 efetuar 

se vk P I então 
se I' n Adj( vk) = 0 então k = j + 100 (I' não maximal) 

k=k+ 1 
se k = j + 1 então efetuar 

k =  1 
enquanto k < j + 1 efetuar 

se vk P I então 
se Adj( v d  n [I - [Adj( vjil) n {vk+i, . .., vj )I ] = 0 

então k = j + 100 (I' não menor lexicografico) 
k = k +  1 

se k = j + 1 então efetuar 
FILHOESQ(I) = I' 
Q = Q u FILHOESQ(1) 
NIVEL(l) = j + 1 

se j = n - 1 então efetuar 
imprimir FILHOESQ(1) se existir 
i m p r i i  FILHODIR(I) se existir 
retirar Z, FILHOESQ(I) e FILHODIR(1) de Q. 

Passo 1 : O(1) 
Passa 2: é executado O( i(G)) vezes 

2.1 : O(1) 
2.2: O(n ) 
2.3: O(1) 
2.4: O((m + n) n) 
2.5: O((m + n) n) 



2.6: O(1) 
2.7: 0(1) 

total do passo 2: O(nm i(G)). 

A complexidade total do algoritmo 3.2 é O(nm i(G)), possui tempo polinomial no 
tamanho do grafo e no número de c.i.m. do grafo. No entanto, o tempo existente entre a 
geração de um c.i.m. e o próximo corresponde ao tempo de passar de uma folha da 
árvore a seguinte, da esquerda para a direita, este tempo é O(nm), isto é tem retardo 
poiinomial entre dois c.i.m.. O espaço requerido é O(m + n). 

A execução do algoritmo 3.2 no grafo G da figura 3.1 fornece os seguintes resultados, 
o subíndice no conjunto I em Q indica o nivel de I na árvore binaria: 

A árvore construída durante o processo para o grafo da figura 3.1 é exibida na figura 

Fig. 3.2: Árvore associada ao grafo G (algoritmo de Tsukiyama et aiii) 

logo F G )  = f {2,51,(1,4I,{1,51,(1,3) 1. 
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3.3. Algoritmo de Loukakis (1983) 

Loukakis faz backtracking para constsuir a família de c.i.m. de um grafo dado 
G(V,E) com conjunto de véitices V = {vl, v2, . .., V,,). O procedimento representa-se em 
uma árvore TG. 

Para isto ele define em cada passo da busca os conjuntos a seguir, os quais 
caracterizam o nó x corrente: 

W+, é um conjunto independente 

W-, = { vértices já considerados na busca e que não podem peitencer a nenhum c.i.in. 
que contenha W+, ) 

W', = { vértices candidatos a serem incorporados a WfX ). 

Denotando Adj(W+,) = { v E V 1 3 w E Wfx com (v,w) E E ) tem-se: 

W', = V - [W+, u W-, u Adj(W+,)] 

V = W+, u Adj(W+,) u W-, u W',. 

O processo começa no vértice u de menor grau. 

Ao ramificar a partir de um nó x da árvore de busca com conjuntos W+,, W-, e W', 
já determinados, escolhe-se um vértice u E Wrx a ser unido a WfX, seja y o filho de x 
na áivore TG então: 

w+, = Wf, u {u) 

W', = W', - N[u] 

se W-, Adj(W+,) e 3 u E W ' ~  tal que Adj(u) n W', = 0 então todo c.i.m. que 
contenha WfX deve conter u. 

Quando não é possível acrescentar mais véitices a W+,, isto é W', = 0, então W+, 
pode ser maximal, faz-se backtracking retirando o último vértice v incorporado a Wfx e 
volta a z o pai(x), atualiza-se 

w-, = w-, u {v) 
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Observação 3.4: 

Ao fazer backtracking (W' = 0 )  observa-se: 

- se W-x c Adj(W+,) então V = W+x u Adj(W+.J e portanto W+, é c.i.m. de G 

- se WqX b Adj(Wf.J então 3 u E W-x - Adj(W+.J com W+, n Adj(u) = 0 logo 
W+, u fu)  é um conjunto independente e portanto W+, não é maximal. 

Um vértice u EW-x é denominado fechado se u EAdj(W+,), caso contrário u é 
denominado aberto. 

Com isto, tem-se: 

Pro~riedade 3.1: 

W+, é c.i.m. se e somente se Wrx = 0 e 'v' u E W - ~  é fechado. 

Para irnplementar o algoritmo, Loukakis utiliza um conjunto M tal que M@ é 
positivo se vj tW+,, M(j) é negativo se -vj GWX; o conjunto Z que corresponde ao 
conjunto de vértices abertos e o parâmetro 

O se W-, c Adj(W+,)  

1 se não 

O algoritmo 3.3 implementa o método de Loukttkis, constrói a árvore de busca a partir 
de um nó raiz artificial R com W'R = V, W+R= W R  = 0. 

Algoritmo 3.3: Algoritmo de Loukakis 

Dado G(V,E) conexo, Adj(v) 'v' v E V, I V / = n, I E 1 = m 
1. M = O  

u = R  
WfR = v 
Z = 0  
t=O 
k = R  

2. determinar o vértice u de menor grau 
3. x = u  

pai(u) = R 
M = M u  fu) 
W' = W' 

u pai(u) - Nu1 
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4. enquanto [{x) u Adj(x)] cz Z efetuar 
4.1 enquanto W', # 0 efetuar 
4.1.1 se t = 1 então efetuar 

Z = Z - [{k) u Adj (u)] 
se Z = 0 então t = O 

caso contrário efetuar 
k = Z(1) 
se Adj(k) n W', # 0 então efetuar 

determinar a E Adj(k) n W', 
pai(a) = u 
u = a  
t =  1 

se W', # 0 então efetuar 
a = WXu(l) 
pai(a) = u 
u = a  
se Adj(u) n W'pai(,) = 0 então mascar u 
M = M u  {u) 
W',  = wrPai(,, - Nu1 

4.2 imprimir M - Cj I -j E M) 
4.3 seja v o elemento de M com sinal + e não marcado que está mais à direita 

Z = {V) u {j I -j E M, j E Adj(v) ) 
R(v) = Cj I j E M ou -j E M e j ou -j estão à direita de v) 
M = M - R(v) 
trocar v por -v em M 
wrP,i(v) = w', u ( R(v) u [Adj(v) n Wrpai(v>I ) 
x = M(l) 
k = Z(1) 

4.4 se Adj(k) n W'pai(v) = 0 então ir a 4.3 
4.5 caso contrário efetuar 

determinar u E Adj (1) n W'pâi(v) 
pai(u) = pai(v) 
t = l  
se Adj(u) n W'pai(,) = 0 então marcar u 
M = M u  {u) 
W', = WrPai(,) - N[u]. 

Passo 1: O(1) 
Passo 2: O(nm) 
Passo 3: O(n) 
Passo 4: é executado O( i(G) ) vezes 

4.1 : é executado O( n ) vezes 
4.1.1: O(n  + m) 
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4.1.2: O(m) 
4.2: 0(1) 
4.3: O(n + m) 
4.4: O(n) 
4.5: O(n + m) 

total do passo 4: O( [nm + n + m] i(G) ) = O( nm i(G) ). 

A complexidade total do algoritmo 3.3 é O(nm i(G)), possui tempo polinomial 
tamanho do grafo e no número de c.i.m. do grafo. No entanto, o tempo existente entre a 
geração de um c.i.in. e o próximo corresponde ao tempo de passar de uma folha da 
árvore à seguinte, da esquerda para a direita. Este tempo é O(nm), isto é tem retardo 
polinomial entre dois c.i.in.. O espaço requerido é O(m + n). 

Por exemplo para o grafo G da figura 3.1 tem-se os resultados a seguir: 

A árvore construída durante o processo para o grafo da figura 3.1 é exibida na figura 

Fig. 3.3: Árvore associada ao grafo G (algoritmo de Loukakis) 

logo F(G) = { {1,3),{1,4),{1,5),{2,5) 1. 



Loukakis 
seguir 

apresenta 
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como exemplo o grafo % da figura 3.4, com os resultados a 

Fig . 3.4: Exemplo de Loukakis 

A árvore construída durante o processo para o grafo GL da figura 3 .4  é exibida na 
figura 3.5. 



Fig. 3.5: Árvore associada ao grafo % (algoritmo de Loukakis) 

Loukakis e Tsouros (1981) apresentam um algoritmo de busca em profbndidade para, 
dado um grafo gerar a família de c.i.m em ordem lexicográfica. O procedimento é similar 
ao de Loukakis (1983) utilizando os conjuntos W+,, W-x e W', correspondentes a um 
conjunto independente, aos vértices já considerados na busca e que não podem pertencer 
a nenhum c.i.m. que contenha W+, e aos vértices candidatos a serem incorporados a 
W+, de modo a obter um c.i.m. que contenha todo vértice de W+x mas nenhum vértice 
de W,. 

O esquema lexicográfico é obtido com as seguintes regras: 
- ramificar um nó x que seja o de menor índice em W', 
- fazer backtracking no último vértice introduzido em W+,. 

No esquema lexicográfico os vértices são examinados numa ordem fixa., isto produz 
um aumento na complexidade do algoritmo, mas a complexidade total fica da mesma 
ordem, isto é Q(nm i(G)). 

3.4. Algoritmo de Johnson, Yannakakis e Papadimitriou (1988) 

Dado o grafo G(V,E), eles desenvolvem um algoritmo para gerar todos os conjuntos 
independentes maximais do grafo G, em ordem lexicográfica com retardo polinornial 
entre dois conjuntos consecutivos. 

Eles, também, provam que não existe um algoritmo com retardo polinomial entre dois 
conjuntos para gerar a família de c.i.m. de um grafo dado na ordem lexicográfica reversa, 
a menos que P = NP. 
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Para gerar a família F(G) de c.i.m. de G em ordem lexicográfica, Johnson et alii 
primeiro determinam o c.i.m. lexicograficamente menor, depois constroem o próximo 
c.i.m. dados o anterior e o c.i.m. no subgrafo Gj induzido por {vl, ..., vj), e assim por 
diante. 

Eles utilizam uma pilha Q para armazenar os c.i.m. construidos no processo, mas se 
um c.i.m. já está em Q então ele é descartado. 

O algoritmo 3.4 irnplementa o algoritmo de Johnson et alii. 

Algoritmo 3.4: Algoritmo de Johnson et alii 

Dado G(V,E) conexo, Adj(vj) V vj EV, I V I = n, I E I = m 
1. Determinar I* o primeiro c.i.m. de G lexicograficamente menor 
2. inserir I* em Q 
3. enquanto Q # 0 efetuar 
3.1 seja I o mínimo lexicográfico não marcado de Q 
3.2 marcar I 

imprimir I 
3.3 para todo vj EV efetuar 

se existe vi E I com i < j, (vi ,vj ) E E então efetuar 
Ij = I n {vi, ..., vj) 
se Ij - Adj(vj) u {vj) é c.i.m. de Gj então efetuar 

determinar T o primeiso c.i.m. de G lexicograficamente 
menor que contém Ij - Adj (vj) u {vj) 

incluir T em Q se ele não está. 

Complexidade: 

Passo 1 : O(n + m) 
considerar os vértices na ordem v,, . . ., v, ; se vi não é adjacente a nenhum 
vértice já introduzido em I* então unir v. a I* J 

Passo 2: O(1) 
Passo 3 : é executado i(G) vezes 

3.1 : O(n log [i(G)]) 
3.2: O(1) 
3.3: O ( n [ n + m + n ] )  O(nm) 

total do passo 3 : O( nm i(G)). 

A complexidade total do algoritmo 3.4 é O(nm i(G)), com retardo polinomial 
O(nm) entre dois c.i.m. gerados em ordem lexicográfica, listando cada c.i.m. quando 
ele é gerado. Então necessita espaço O(n). 

Por exemplo para o grafo G da figura 3.1, o algoritmo 3.4 produz os resultados a 
seguir: I* = {1,3) 
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Na tabela 3.1 apresenta-se um resumo dos algoritmos desenvolvidos para construir a 
família de conjuntos independentes maximais de um grafo dado e suas complexidades. 

Tabela 3.1: Progresso nos algoritmos para gerar F(G) 

I I . ,, I 

Loultakis e Tsouros I 198 1 O( nm i(G) ) 0 ( n + m )  I 

AUTOR 
Paul1 e Unger 
Tsukivama et alii 

Loukakis 1 -1983 1 O( nm i(G) ) I O ( n + m )  I 
I I , ,, I 

Johnson et alii 1988 O( nm i(G) ) O( n )  I 

ANO 
1959 
1977 

3.5. Algoritmos para grafos particulares 

Gupta, Lee e Leung (1982) desenvolvem um algoritmo para determinar um 
conjunto independente máximo em tempo O(nlog(n)), para um grafo de intervalo dado 
através da representação por intervalos. Leung (1984) faz backtracking no algoritmo de 
Gupta, Lee e Leung e gera todos os conjuntos independentes maximais de um 
grafo de intervalo em tempo O(n + b), onde b é a soma do número de véitices de 
todos os conjuntos independentes maximais. Leung apresenta, também, um 
algoritmo de complexidade O(n+b) para o caso de um grafo arco-circular dado, 
com b igual à soma do número total de vértices de todos os conjuntos independentes 
maximais de G, utilizando o algoritmo para grafos de intervalo. Ele desenvolve um 
algoritmo de tempo O((n+e)i(G)) para gerar a família de conjuntos independentes 
maximais de um grafo corda1 dado, onde e é o número de arestas do grafo . 

Kashiwabara et alii (1992) desenvolvem um algoritmo de tempo O(n225 + b) para 
gerar todos os conjuntos independentes máximos de um grafo bipartido, com b igual à 
soma do número total de vértices de todos os conjuntos independentes máximos de G. 

COMPLEXIDADE TOTAL 

i(G)I2 ) 
O( nm i(G) ) 

ESPAÇO 
O ( m + n  i(G)) 

O ( n + m )  
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Capítulo 4 

SOLUÇÃO POR TRANSFORMAÇÃO DO PROBLEMA 

Neste capítulo apresentam-se os algoritmos desenvolvidos para construir a família de 
conjuntos independentes maximais no caso particular de caminhos induzidos, ciclos 
induzidos, grafos grade completas de duas linhas, grafos de intervalo e grafos 
triangularizados. Todos estes algoritmos baseiam-se na idéia de transformar o problema 
de construir a família de c.i.m do grafo dado no problema de determinar todos os 
caminhos maxirnais fonte-sumidouro num dígrafo que depende da classe particular 
considerada. 

4.1. Caminhos sem cordas 

Um caminho sem cordas ou caminho induzido P, é uma seqüência de vértices v,, 
..., v ,  tal que (V~ ,V~+~)  E E para i = 1 ,.., n-1, e não existe nenhuma outra aresta em P,. 

O caminho P, é desenhado de forma horizontal, os seus vértices são denotados por 
1,2, ..., n da esquerda à direita, como é mostrado na figura 4.1. 

Fig. 4.1 : Caminho P, 

Um conjunto independente maxirnal de P, é descrito pela seqüência de vértices que o 
compõem. Por exemplo para P5, I=1,3,5 representa o c.i.m. I={l,3,5). 
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Seja: Pn um caminho de n vértices sem cordas, 
F(Pn) a família de conjuntos independentes maximais de Pn, 
i(PJ = card(F(P,)) = número de c.i.m. de P,. 

Considere por exemplo P7, a família de c.i.m. de P7 é 
F(P7)={{1,3,5,7),{1,3,6),{1,4,6),(í,4,73,(2,4,6),{2,4,7),{2,5)), o número de c.i.m. 
de P7 é i(P7) = 7. 

Na tabela 4.1 exibe-se a família F(P,) e o número i(PJ de c.i.m. dos caminhos P1 a 
P9. 

Tabela 4.1: C.i.m. de P1, P2, . . ., P9 

Observacão 4.1: 

Considerando cada c.i.m I como uma sequência de vértices I = VI, v2, ..., vk observa- 
se: 
- o primeiro vértice da seqüência é 1 ou 2 
- o último vértice da sequência é (n-1) ou n 
- o vértice seguinte ao vértice i, se existir, é o vértice (i+-2) ou o (i+3). 
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Algoritmo para gerar a família F(Pn) de c.i.m de Pn 

Lema 4.1: 

A família F(P,) de c.i.m. de P, corresponde ao conjunto de todos os caminhos das 
raízes até as folhas das duas árvores binárias T1 e T2, mostradas na figura 4.2, onde Ti é 
enraizada em j; cada vértice i tem dois filhos i+2 e i+3, para lii<n-3, o vértice n-2 tem 
um só filho rotulado n; os vértices rotulados n-1 ou n são as folhas das árvores, para 

Fig. 4.2: Árvores T1 e T2 

Prova: 

Dadas as árvores binárias T1 e T2 construidas segundo o lema 4.1, tem-se que cada 
caminho 1 = vl, v2, ..., vk em Tj desde a raiz j = vl até uma folha vk corresponde a um 
c.i.m de P, pois, em Ti existe a aresta (vp,vq) se e somente se (vp,vp) P E(Pd, isto é 
sse vq + vp + 1, logo é conjunto independente e I é maximal pois não é possível 
acrescentar mais vértices a I, dado que: a raiz vl é 1 ou 2, (1,2) E E(P,), se vp E I 
então vp+2 E I OU vp+3 E I, (vp,vP+l) E E(P,), a folha é n-1 ou n e (n-1,n) E E(P,). 
Os caminhos tem que ser raiz-folha, caso contrário o c.i.m. não é maximal. 

Dado um c.i.m. I = { vl, v2 ,..., vk ) de P, com vl < v2 < ... < vk , a seqüência I dada 
por vl, v2,. . ., vk corresponde a um caminho raiz-folha em Tj, pois como I é maximal 
então vl é 1 ou 2, vk é n-1 ou n, se vp E I então E I ou E I, não existe 
(vp,vp+l) E E(D) pois (i,i+l) E E(P,), não existe (vp,vq) E E(D) com vq > vp+3 pois 
não seria inaximal. 

+ 
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Por exemplo, na figura 4.3 apresenta-se o caminho P7, as árvores T, e T2 associadas 
a P7. OS caminhos da raiz até as folhas na árvore TI são {1,3,5,7), {1,3,6), {1,4,6), 
{1,4,7); na árvore T2 tem-se os caminhos {2,4,6), {2,4,7) e {2,5,7) desde a raiz até as 
folhas. 

Fig. 4.3: c.i.m. de P7 

Observacão 4.2: 

O lema 4.1 descreve um algoritmo para gerar F(P,), constsuindo as árvores binárias 
TI e T2, O qual tem complexidade de espaço exponencial. Para evitar este problema, 
transformam-se as duas árvores em um digrafo acíclico D com conjunto de vértices 
V(D) igual ao de P,, V(D) = {1,2, ..., n); para 1 5 v < w 5 n, existe a aresta (v,w) em 
E(D) se e somente se w = v + 2 ou w = v + 3. Dessa forma, as fontes de D são 1 e 2, 
os sumidouros são n - 1 e n. Esta transformação é expressa no lema 4.2, logo após o 
exemplo 4.4, a prova desse lema é omitida por ser similar à do lema 4.1. 

Por exemplo, na figura 4.4 apresenta-se o dígrafo D associado a P7. OS caminhos 
fonte-sumidouro em D são {1,3,5,7), {1,3,6), {1,4,6), {1,4,7), {2,4,6), {2,4,7) e 
{2,5,7) 
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Fig. 4.4: Dígrafo associado a P7 

Lema 4.2: 

A família F(Pn) de c.i.m. de Pn corresponde ao conjunto de caminhos maxhais 
fonte-sumidouro do dígrafo acíclico D com conjunto de vértices V@) = f 1, 2, ..., n); 
existe a aresta (v,w) em E(D) se e somente se w = v + 2 ou w = v + 3. As fontes de D 
são 1 e2, ossumidourossão n - 1 e n .  

Algoritmo: 

Dado n, desenvolve-se um algoritmo para construir a família F de c.i.m de Pn, 
utilizando a caracterização pelo dígrafo D descrito no lema 4.2. O algoritmo 4.1 
implementa este procedimento. 

Al~oritp~o 4.1: Família de c.i.m. de um caminho induzido 

Dado n 
1. Constniiro dígrafoDcomV(D)=V(G)e(v,w) E E@) e w = v + 2  o u w = v + 3  
2. Gera- todos os caminhos fonte-sumidouro de D. 

Passo 1: O(n) 
Passo 2: O(a) por caminho, ao fazer busca em profùndidade irrestrita 

(ver observação 4.3). 

A complexidade total do algoritmo 4.1 6 O(n i(P,)), possui tempo polinomial no 
tamanhcr do grafo e no número de c.i.m. do grafo. No entanto, o tempo por c.i.m. é 
O@). O espaço requerido é O(n + m). 
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Observacão 4.3: 

Uma busca em profundidade irrestrita (B.I.P.) em um digrafo D é um processo 
sistemático de se percorrer os vértices e as arestas de D, de forma que: 
- marca-se o vértice inicial que é uma fonte (é a raiz da busca) 
- no passo geral, seleciona-se algum vértice marcado v incidente a alguma aresta (v,w) 

ainda não explorada, marca-se w 
- o vértice marcado é escolhido como aquele mais recentemente alcançado na busca, 

dentre todos os vértices marcados 
- cada aresta é visitada um número finito e qualquer de vezes 
- apenas os vértices e as asestas alcançáveis a partir da raiz são incluídos na busca. 

Utiliza-se uma pilha Q para asmazenar os vértices marcados. Cada vez que ingressa à 
pilha Q um sumidouro, tem-se armazenado em Q um caminho fonte-sumidouro (na 
ordem contrária que ingressou a Q). 

Para obter todos os caminhos fonte-sumidouro, o procedimento de busca deve 
aplicar-se a partir de cada uma das fontes de D. 

Seja S(v) = { w E V / (v,w) E E@) } o conjunto de sucessores de v. O passo 2 do 
algoritmo 4.1 pode corsesponde ao algoritmo 4.2 a seguir. 

Alporitmo 4.2: B.I.P. para caminhos fonte-sumidouro 

Dado o digrafo DR 
desmarcar todos os vértices 
definir uma pilha Q 
para todo s fonte de DR efetuar 

P(s> 

Procedimento P(v) 
colocar v na pilha Q 
se v é sumidouro então efetuar 

listas o conteúdo da pilha Q 
retirar v de Q 

caso contrário efetuar 
marcar v 
para todo w em S(v) efetuar 

se w P Q então P(w) 
retirar v de Q 
desmarcar v. 

Por exemplo, para o caminho P8 obtém-se o digrafo D da figura 4.5. Os caminhos 
fonte-sumidouro em D são {1,3,5,7}, {1,3,5,8}, {1,3,6,8), {1,4,6,8} {1,4,7}, {2,4,6,8}, 
{2,4,7), {2,5,7} e (2,5981 



Fig. 4.5: Dígrafo associado a P8 

Número de c.i.m. de P, 

Lema 4.3: 

O número de c.i.m. de um caminho sem cordas Pn é dado pela relação: 

Prova: 

Seja I E F(Pnn2), I = (vl, v2,. ., vt), existem duas possibilidades: 

(a) vn-~ E I, t = n-2, então I u (n) E F(Pn) 

(b) E I, t = n-3, então I u (n) E F(Pn) 

Seja I E F(Pn..3), I = {vl, v2, ..., vt), há dois casos: 

(c) ~ ~ - 3  E I, t = n-3, então I u {n-lf E F(Pn) 

(d) v& E I, t = n-4, então I u (n-í) E F(P,). 

O c.i.m. I do caso (b) é igual ao c.i.m. I. do caso (c), depois do vdrtice (n-3) em I 
pode seguir o (n-i) ou o n. Para construir F(PJ considera-se que ao c.i.m. I do caso (b) 
acrescenta-se o vértice n e ao c.i.m I do caso (c) o (n-1). 
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O c.i.m. I do caso (d) está contido no c.i.m. I do caso (a), depois do vértice (n-4) em 
I pode seguir o (n-2) ou o (n-1), depois do vértice (n-2) em I só pode seguir o n; 
considerando o c.i.m. I de (d), I u (11-21 corresponde ao c.i.m. I do caso (a). Para gerar 
F(Pn) considera-se que ao c.i.m. I do caso (a) acrescenta-se {n) e ao c.i.m. I do caso (d) 
é acrescentado {n-1) . 

6 

Observacão 4.4: 

A prova do lema 4.3 fornece um algoritmo recursivo para construir F(P,) a partir de 
m'n-2) e Wn-3). 

Por exemplo, para obter F(P7) a partir de F(P4) e de F(P5), tem-se: 

Observacão 4.5: 

A equação de recoi~ências 
i(Pn) = i(Pn-2) + 

é equivalente a equação 1 + x = x3 
apresentada por Furedi (1987) cujas soluções são: x, = 1,32472 

x2 = -0,662359 + 0,56228i 
x3 = -0,662359 - 0,56228i. 

Observacão 4.6: 

O número de c.i.in. de P, satisfaz a relação: 

i(Pn) 1 2 a"-2, 

onde a = x, é a única solução real da equação 1 + x = x3. 
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4.2. Ciclos sem cordas 

Um ciclo sem cordas ou ciclo induzido C, é um grdo com n vértices VI, v2, ..., v, tal 
que (V~,V~+~)  EE para i = 1, ..., n, considerando vn+~ = vl, n23; e tal que não existe 
aresta entre nenhum outro par de vértices. 

Os vértices de C, são denotados por 1,2, . . ., n. 

Na figura 4.6 apresentam-se os ciclos sem cordas C3 e C4. 

4 

c 
Fig. 4.6: Ciclos C3 e C4 

Seja: C, um ciclo de n vértices sem cordas, 
F(c,) a família de conjuntos independentes maximais de C,, 
&Cn) = card(F(C,)) = número de c.i.m. de C,. 

Um conjunto independente maximal é descrito pela seqüência de vértices que o 
compõem. Por exemplo para C4, f = í,3 representa o c.i.m. I = (1,3). A família de c.i.m. 
de (114 é F(C4) = W,3),~2,4i  i .  

Na tabela 4.2 apresenta-se a família F(CJ e o número i(CJ de conjuntos 
independentes maximais dos ciclos induzidos C3 a Cg. 
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Considerando cada c.i.m. I como uma seqüência de vértices I = vl, v2 ..., vb observa- 
se: 
- o primeiro vértice da seqüência é 1 ou 2 ou 3 
- o último vértice da seqüência é n ou (n-1) ou (a-2) 
- depois do vértice i pode seguir o vértice (i+2) ou o (3-3). 

Algoritmo para gerar a famaia F(C,) de c.i.m. de C, 

Para gerar a família F(CJ de conjuntos independentes mawiiais de C,, trabalha-se 
com dois caminhos que são subgrafos induzidos de C,: Pn-l e P2,* onde Pn-1 é o 
caminho sem cordas com vértices 1, 2, . . ., n-1 e P2, é o caminho sem cordas com 
vértices 2, 3, .., n. 

Por exemplo, para C3 consideram-se os caminhos P2 e P2 apresentados na figura 
4.7, para C4 os caminhos P3 e P2 da mesma figura. 

Fig. 4.7: Ciclos C3 e C4, caminhos P2, P2,3, P3 e P2,4 

Segundo lema 4.1 : 
- a família F'(P,J de c.i.m. de Pn-l corresponde ao conjunto de caminhos da raiz até as 
folhas das árvores T1 e T2 seguintes: 
T1 tem raiz 1, folhas n-1 e n-2, T2 tem raiz 2, folhas n-1 e n-2, 
em T1 e T2 o vértice i tem dois fillios: i+2 e i+3 para isn-4, o vértice n-3 tem só um 
m o  o n-1, 
- a família F(P2,,) de c.i.m. de P2 , corresponde ao conjunto de caminhos da raiz até as 
folhas das árvores T3 e T4 seguintes: 
T3 tem raiz 2, folhas n-1 e n, T4 tem raiz 3, folhas n-1 e n, 
em T3 e T4 O vértice i tem dois filhos: i+2 e i+3, iIn-3, o vértice n-2 tem, apenas, um 
filho o n. 
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Observacão 4.8: 

T2 é uma subárvore de T3. 
Se n par: 

em F(Pn-1) aparecem os caminhos 2, 4,6, . . ., n-2 e 2,5, . . ., n-1 de T2, 
em F(P2,) aparecem os caminhos 2, 4, 6, ..., n-2, n e 2, 5, ..., n-1 de T3. 

Se n ímpar: 
em T1 está o caminho: 1,3, 5, ..., n-2 e o caminho 1,3, 6, ..., n-1, 
em T4 está o caminho: 3, 5, ..., n e o caminho 3, 6, ..., n-i, 
em F(Pnnl) aparecem os caminhos 2,4, ..., n-1 e 2, 5, . . ., n-2 associados a T2, 
em F(P2,) aparecem os caminhos 2, 4, ..., n-1 e 2,5, . .., n associados a T3. 

Lema 4.4: 

A família F(Cn) de c.i.m do ciclo sem cordas C, corresponde ao conjunto de 
caminhos da raiz até as folhas das árvores Al e A2, e ao conjunto de caminhos da raiz até 
a folha a da árvore A3, as quais são descritas abaixo. 

Al tem raiz 1, folhas n-2 e n-1, 
A2 tem raiz 2, folhas n-1 e n, 
A3 tem raiz 3, folhas n-1 e n, 
em Al, A2 e A3 o vértice i tem dois filhos: i+2 e i+3 se i< n-3, 
em AI o vértice n-3 tem o filho n-1, 
em A2 e A3 O vértice n-3 tem os filhos n-1 e n, 
em A2 e A3 O vértice n-2 tem o m o  n. 

Prova: 

Dadas as árvores binárias Al, A2 e Ag construidas segundo o lema 4.4, tem-se: 
- cada caminho I = vl, v2,. . ., vk em Aj, para j = 1,2, desde a raiz j = vl até uma folha vk 
corresponde a um c.i.m de Cn pois, em Aj existe o arco (vp,vq) se e somente se a 
aresta (vp,vq) e E(C& isto é sse q -+ p + 1, com q n, logo I é conjunto independente e 
I é maximal pois não é possível acrescentar mais vértices a I, dado que: a raiz v1 é 1 ou 
2, (1,2) E E(Cn); se vp E I então vpt2 E 1 ou vp3 E J, (vp,vPl) E E(C& e a folha é 
n-2 ou n-1 em AI dado que (l,n), (n-1,n) E E(Cn), e em A2 a folha é n-1 ou n. Os 
caminhos tem que ser raiz-folha, caso contrário o c.i.m. não é maximal. 
- cada caminho I = vl, v2, ..., vk em A3 desde a raiz vl = 3 até a folha vk = ai 

corresponde a um c.i.m de C, pois, em A3 existe o arco (vp,vq) se e somente se 

(v,,vq) E(CJ, isto é sse q t p + 1, com q < n, logo I 6 conjunto independente e I é 
mama1 pois não é possível acrescentar mais vértices a I, dado que: (1,n) E E(C,). Se 
vp E I então vpt2 E I OU vpfl E I, pois (vp,vptl) E E(Cn). Um caminho I' desde a raiz 
até a foíha n-1 em Ag não é maximal pois está incluído no c.i.m. I = I' u (1). 

Dado um c.i.m. I = ( vl, v2 ,..., vk ) de C,, a seqüência I = VI, v2 ,..., vk corresponde 
a um caminho raiz-folha em Aj, pois como I é maximal então vl é 1, 2 ou 3, vk é n-2, 
n-1 ou n, se vp E I então vpt2 E I ou vp3 E I, não existe (vp,vp+l) E E@) pois 
(i,i+l) E E(C,), e não existe (vp,vq) E E@) com vq > vp + 3 pois não seria maximal. 

4 



Por exemplo, na figura 4 . 3  exibe-se o eiclo C7, as árvores AI, A2, A3 associadas a 
C7, os caminhos raiz-folha de AI e de A2, e os caminhos da raiz até a folha marcada 7 da 
árvore As. 

árvores caminhos raiz-folha 

Fig. 4.8: c.i.m. de C7 
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Observacão 4.9: 

O lema 4.4 descreve um algoritmo para gerar F(C,), construindo as árvores binárias 
A,, A2 e A3, O qual tem complexidade de espaço exponencial. Para evitar este 
problema, transformam-se as três árvores em um digrafo acíclico D, com conjunto de 
vértices V(D) igual ao de C,, V(D) = V(C,) = {1,2, ..., n); existe a aresta (v,w) em 
E(D) se e somente se w = v + 2 ou w = v + 3. Dessa forma, as fontes de D são 1 e 2, 
os sumidouros de D são n - 1 e n. Esta transformação é exprimida no lema 4.5 que vem 
logo após o exemplo, dispensando a prova pois esta é similar à prova do lema 4.4. Este 
digrafo é o mesmo que o construido no caso de caminho induzido. 

Ao gerar os caminhos fonte-sumidouro de D, é possível conferir se a fonte utilizada é 
1 e o sumidouro é n, nesse caso o caminho gerado pode induzir dois c.i.m.: {l,3, ..., n-2) 
e {3,5 ,..., n); se o caminho gerado contém o vértice 3 então {3,5 ,..., n) é c.i.m. de C,,; 
senão, isto é o caminho começa em 1 mas não contém o vértice 3 então ele é descartado 
pois não é c.i.m. de C,. Também, deve-se conferir se n - 2 está no caminho, nesse caso 
{1,3 ,..., n - 2) é c.i.m.. 

Por exemplo, na figura 4.9 apresenta-se o digrafo D associado a C7. OS caminhos 
maximais fonte-sumidouro em D são {1,3,5,7), {1,3,6), {1,4,6), {1,4,7), {2,4,6), 
{2,4,7), {2,5,7); onde nem todos esses caminhos correspondem a c.i.m. de C7 dado 
que (1,7) E E(C7). Considerando o caminho I = {1,4,7), observa-se que ele contém o 
vértice 1 mas não contém o vértice 3, logo ele não é considerado pois I - (1) = {4,7) 
não é maxirnal. 

Lema 4.5: 

Fig. 4.9: Digrafo associado a C7 

A família F(C,) de c.i.m. de C, obtém-se a partir do conjunto de caminhos maximais 
fonte-sumidouro do digrafo acíclico D com V(D) = (1, 2, ..., n) e tal que existe a 
aresta (v,w) em E(D) se e somente se w = v + 2 ou w = v + 3. As fontes de D são 1 
e 2, os sumidouros são n - 1 e n. Se o caminho fonte-sumidouro de D começa na fonte 
1 e termina no sumidouro n, deve-se conferir: primeiro, se o caminho gerado contém o 
vértice 3 então {3,5, ..., n)  é c.i.m. de C,; segundo, se o caminho gerado contém o 
vértice n - 2 então {l,3,. . .,n - 2) é c.i.m. de C,,. 
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Algoritmo: 

Dado n, desenvolve-se um algoritmo para construir a farníiia F de c.i.m de Cm 
utilizando a caracterização pelo dígrafo D descrito no lema 4.5. O algoritmo 4.3 
implementa este procedimento. 

Al~odtmo 4.3: Pamilia de rni.m. de um ciclo induzido 

Dado n 
1. Construir o dígrafo D com V(D) = V(G) e (v,w) E E(D) G w = v + 2 ou w = v + 3 
2. Gerar a família F de todos os caminhos fonte-sumidouro de D 
3. Para todo caminho I = VI, vz ,..., vk de P efetuar 
3.1 se vl = 1 e vk = n então efetuar 

retirar I de F 
se v2 = 3 então efetuar 

F = F u [I - {vl)] 
se vk-l = n - 2 então efetuar 

F =  F u [I- {vk)] . 

Passo 1 : O@) 
Passo 2: O(n) por caminho, ao fazer busca em profundidade irrestrita 

(ver observação 4.3) 
Passo 3: é executado i(Cn) vezes 

3.1: O(n) 

A complexidade total do algoritmo 4.3 é O(n i(Cn)), possui tempo polinornial no 
tamanho do grafo e no número de c.i.m. do grafo. No entanto, o tempo por c.i.m. é 
O@). O espaço requerido é O(n + m). 

Na figura 4.10 exibe-se o ciclo C*, o dígrafo D associado a C8 e os caminhos fonte- 
sumidouro de D. 



7 

díg rafo caminhos fonte-sumidouro 

1 

Fig. 4.10: c.i.m. de C8 

Com isto 

aplicando o passo 3 do algoritmo 4.3 tem-se: 
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Número de c.i.m. de C, 

Lema 4.6: 

O número de c.i.in. de um ciclo sem cordas C, é dado pela relação: 

i(cn> = i(C,-,) + i(C,-,) para n 2 6, 
i(C,) = 3, 
i(C4) = 2, 
i(C,) = 5. 

Prova: 

Seja I E F(Cn-2), I = {V,, v2, ..., vk), existem três possibilidades: 

(a) vk = n-2, n-2 E I (1 P I) então I u {n) E F(C,) 

(b) vk = n-3, n-3 E I 
(bl) 1 E I então I u {n-1) E F(C,) 
(b2) 1 P I então I u {n) E F(C,) 

(c) vk = n-4, n-4 E I (1 E I) então I u {n-1) E F(Cn) 

Seja I E F(C,-,), I = {v,, v2, . . ., vk), há três casos: 

(d) vk = n-3, n-3 E I (1 I ) 
(dl) 3 P I então I u {n-1) E F(C,) 
(d2) 3 E I então I u {n) E F(Cn) 

(e) vk = n-4, n-4 E I . 
(el) 1 61 I então I u {n-1) E F(Cn) 
(e2) 1 E I então I u {n-2) E F(Cn) 

(f) vk = n-5, n-5 E I (1 E I) então I u {n-2) E F(C,) 

O c.i.m. I E F(C,-,) do caso (c) é igual ao c.i.m. I E F(C,-,) do caso (e2), depois do 
vértice (n-4) em I pode seguir o (n-2) ou o (n-1). Para constmir F(C,) considera-se o 
c.i.m I do caso (c), acrescenta-se o vértice (n-1) e ao c.i.m. I do caso (e2) é 
acrescentado o vértice (n-2). 
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O c.i.m. I E F(Cna) do caso (b2) é igual ao c.i.m. I E F(Cn-3) do caso (dl), depois 
do vértice (n-3) em I pode seguir o (n) ou o (n-1), pois 1 P I. Para construir F(C,) 
considera-se o c.i.m I do caso (b2) acrescenta-se o vértice (n) e ao c.i.m. I do caso (dl) 
é acrescentado o vértice (n-1). 

O c.i.m. I E F(Cn-3) do caso (f) está contido no c.i.m. I E F(Cn-2) do caso (bl), 
considerando o c.i.m. I de (f), I u {n-3) corresponde ao c.i.m. I do caso (bl), depois do 
véitice (n-3) pode seguir o (n-1) mas não o véitice n pois 1 E I. Para gerar F(Cn) 
considera-se o c.i.m. I do (bl) união {n-1) e ao c.i.m. I do (f) acrescenta-se o (n-2). 

O c.i.m. I E F(Cn-3) do caso (d2) está contido no c.i.m. I E F(C,-2) do caso (bl), 
considerando o c.i.in. I de (d2), I u {I)  corresponde ao c.i.m. I do caso (bl), depois do 
vértice (n-3) pode seguir o (n-1) e o vértice n se 1 P I. Para gerar F(Cn) considera-se o 
c.i.m. I do (bl) união {n-1) e ao c.i.m. I do (d2) acrescenta-se o (n). 

O c.i.m. I E F(Cn-3) do caso (el) está contido no c.i.m. I E F(Cn-2) do caso (a), 
considerando o c.i.m. I de (el), I u {n-2) corresponde ao c.i.m. I do caso (a), depois do 
vértice (n-2) pode seguir só o (n) se 1 P I, depois do vértice (n-4) pode seguir o (n-1) 
ou o (n-2). Para gerar F(Cn) considera-se o c.i.m. I do (a) união {n) e ao c.i.m. I do 
(el) acrescenta-se o (n-1). 

4 

Obsewacão 4.10: 

A prova do lema 4.4 produz um algoritmo recursivo para gerar a família F(Cn) a 
partir das famílias F(Cn-,) e F(C,-3). 

Por exemplo, para obter F(C9) a partir de F(C6) e de F(C7), tem-se: 
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A equação de recorrê,ncias 
i(CJ = i(C&) + i(Cn-3) 

é equivalente à equação 
1 -I- x = x3 

apresentada por Füredi (1987) cujas soluções são: xl = 1,32472 
x2 = -0,662359 i- 0,56228i 
x3 = -0,662359 - 0,56228i. 

Com isto tem-se o seguinte limite para o número de c.i.m. de C,: 

onde a = x1 é a única solução real da equação 1 + x = x3. 
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4.3, Grafos grade completas de duas linhas 

Um grafo grade completa G,, é aquele cujo conjunto de vértices V(Gq,p) é o 
conjunto de pares ordenados (i,j), com 1 5 i 5 q, 1 5 j 5 p . Existe u m  aresta entre os 
vértices v=(vi,vj) e w=(wi,wj) se Ivi-wiI = I  e Ivj-wjI = O  ou Iy-wiI  = O  
e I vj - wj I = 1. A dimensão da grade é o número de vértices qp do grafo. 

A grade Gq,P representa-se graficamente em q linhas e p colunas, numerando as linhas 
de cima para baixo e as colunas da esquerda para a direita. Se considera q 5 p pois as 
grades Gq,p e Gp,q são isomorfbs. 

Na figura 4.1 1 apresenta-se a grade completa G3 de 3 linhas e 7 colunas. 

Fig. 4.1 1 : Grade G3,7 

Para simplificar o desenho da grade se escreve o número de ordem da linha e o da 
coluna, segundo a regra especificada acima, como é exibido na figura 4.12. 

Fig. 4.12: Exemplo de notagão, grade G3,7 

Casos particulares: 

q = p = 1 : corresponde a um vértice isolado V = {v) 

q = k, p = 1 : corresponde ao caminho induzido Pk 

q = 1, p = k: corresponde ao caminho induzido Pk 

q = p = 2: corresponde ao ciclo induzido C4 
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Um conjunto independente maximai (c.i.m.) de Gq,p é descrito pelo conjunto de pares 
ordenados que representam aos vértices que o compõem. Por exemplo para 6 3  7, 

= , , , , 3 , , 4 , , 5 , , 3 , , 3 3 , ( 3 3 5 , 3 , ) 1  é lJm c-i.m. 

Seja: %,P uma grade de qp vértices, 
F(Gq,J a família de conjuntos independentes maxímais de Gq,p, 
i(Gqp) = ~ard(F(G~,~))  = numero de c.i.rn de GqP. 

o número de c.i.m. de G2,3 é i(&,3) = 4. 

Grades comoletas GQ 

Na figura 4.13 apresenta-se G2,p para p = 1, . . ., 5 .  

Fig. 4.13: Grades G2 1, ..., G2,5 



Na tabela 4.3 exibe-se a família F(G2 p) e o número i(G2,p) de c.i.m. dos grafos grade 
completas G2,p para 1 < p 5 5. 

Tabela 4.3: C.i.m. de G2 . . ., G2,5 

Observação 4.12: 

Considerando cada c.i.m I como uma seqüência de pares ordenados de vértices 
I = (i17jl), (i27j2)7 . . ., (ik,jk) observa-se: 
- a primeiro elemento da sequência é (1,l) ou (2,1) 
- o último par da seqüência é (1,p) ou (2,p) 
- depois do par ( l j )  pode seguir o v6rtice (2,j+1) ou o (2,j+2) 
- depois do par (2,j) pode seguir o vértice (l,j+l) ou o (1,j+2). 

Lema 4.7: 

A família F(G2,p) de c.i.m. de Gzg corresponde ao conjunto de todos os caminhos das 
raizes até as folhas das duas árvores bindrias TI e T2, mostradas na figura 4.14, onde TI 
esta enraizada em (1,1), T2 está enraizada em (2,l); cada vértice (1,j) tem dois filhos 
(2,j-t-1) e (2,j+2), para 11j<p-2, o vértice (1,p-1) tem um só fíího marcado (2,p), cada 
vértice (2,j) tem dois m o s  (l,j+l) e (l,j+2), para l ~ j ~ p - 2 ,  o vértice (2,p-1) tem um só 
filho marcado (1,p); as folhas das árvores são os vértices marcados (1,p) ou (2,p). 
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Fig. 4.14: Construção das árvores T1 e T2 

Prova: 

Dadas as árvores binárias T1 e T2 construidas segundo o lema 4.7, tem-se que cada 
caminho I = (vl,wl),(v2,w2), . . ., (vk,wk) em Tj desde a raiz (vl,wl) até uma folha {vk,wk) 
corresponde a um c.i.m de G2,p pois, em Tj existe um arco de (vp,wp) a (vq,wq) se e 
somente se tem-se um dos dois casos seguintes: 

v p = l ,  vq=2> wqGWp+l OU wq=wpf 2 
vp=2, v q = l ,  wq=wp+l  ou wq=wpf 2, 

logo é conjunto independente e I é maximd pois não e possível acrescentar mais vértices 
a I, dado que na raiz (v1,w1) v1 é 1 OU 2, ((1,1),(1,2)) E E(Gs ,), se (vp,wp) E I então 
(vq,wpl) E I OU (vq.wptZ) c K E w 2 , , j  com Ivq - vp I =  1, e a 
folha é (1,n) ou (2,~). Os caminhos tem que ser raiz-folha, caso contrário o c im.  não é 
maxirnal. 

Dado um c.i.m. I = ( (vl,wl), (v2,w2), . . ., (vbwI<) f de G2,p, a seqüência 
I = (vl,wl),(v2,w2), ..., (vk,wk) corresponde a um caminho raiz-folha em Tj, pois como I 
é maximal então vl 6 1 ou 2, se (vp,wp) E I então (vq,wpC1) E I OU (vq,wpç2) E I com 
v, = v, + 1 (modl), e wk = n. 

+ 

Por exemplo, na figura 4.15 apresentam-se as árvores T1 e T2 no caso da grade 
completa G2 



Fig. 4.15: Árvores TI e T2 associadas a a2$ 

O lema 4.7 descreve um algoritmo para gerar F(G2 & construindo as árvores binárias 
TI e T2. O qual tem complexidade de espaço eqonencial. Para evitar este problema, 
transformam-se as duas árvores em um dígrafo acíclico D com conjunto de vértices V(D) 
igual ao de Gzg, V(D) = {(171)7(1,2) ,..., (l,p),(2,1),(2,2) ,..., (2,p)); tal que existe o arco 
((l,v),(2,w)) em E(D) se e somente se w = v + 1 ou w = v + 2, e existe o arco 
((2,v),(l,w)) em E(D) se e somente se w = v + 1 ou w = v + 2. Dessa forma, as fontes 
de D são (1,l) e (1,2), os sumidouros são (1, p) ou (2, p). Esta transforma@o se 
exprime no lema 4.8, a continuação do exemplo, o qual não precisa prova pois esta é 
similar a prova do lema 4.7. 



Fig . 4.16: Dígrafo associado a G2 7 

Lema 4.8: 

A família F(G2,p) de c.i.m. de G2,p corresponde ao conjunto de caminhos maximais 
fonte-sumidouro do dígrafo acíclico D com conjunto de vértices V(D) = ((1,1),(1,2), ..., 
(l,p),(2,1),(2,2),. . .,(2,p)); tal que existe o arco ((l,v),(2,w)) em E(D) se e somente se 
w = v + 1 ou w = v + 2, e existe o arco ((2,v),(l,w)) em E(D) se e só se w = v + 1 
ou w = v + 2. As fontes de D são (1,l) e (1,2), os sumidouros são (I, p) ou (2, p). 



Aleoritmo: 

Dado P, desenvolve-se um algoritmo para construir a família F de c.i.m de G2,p, 
utilizando a caracterização dada pelo dígrafo D descrito no lema 4.8. O algoritmo 4.4 
implementa este procedimento. 

Alaoritmo 4.4: Família de ç.i.m. de uma grade completa G2,p 

Dado p 
1. Construir o dígrafo D com V@) = V(& p) 

((l,v),(Z,w)) E(D) o w = v + 1 ou w = v + 2 
((2,v),(l,w)) E E(D) a w = v + 1 ou w = v + 2 

2. Gerar todos os caminhos fonte-sumidouro de D. 

Complexidade: 

Passo 1 : O(p) 
Passo 2: O(p) por caminho, ao fazer busca em profundidade irrestrita 

(ver observação 4.3). 

A complexidade total do algoritmo 4.4 é O(p i(G2 p))7 possui tempo polinomial no 
tamanho do grafo e na número de c im.  do grafo. N; entanto, o tempo por c.i.m. e 
O@). O espaço requerido é O(p). 

Por exemplo, na figura 4.17 apresenta-se o dígrafo associado a G2 *. 

Fig. 4.17: Dígrafo associado a G2 
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A equação de recorrências 

é equivalente a equação 1+x=x2 
cujas soluções são: xl = (1 + d5)/2 

x2 = (1 - 45)/2. 

Logo, tem-se o seguinte resultado. 

Lema 4.10: 

O número de c.i.m. de uma grade completa G2,* B dado por: 

Tem-se: 
i w 2 3  = 2 Fp p 2 3 

com Fp O número de Fibonacci de ordem p. 

Considere por exemplo G2 7: 

pelo lema 4.9: 
i(G2,7) = j(G2,6) i(G2,5) 

pelo lema 4.1 0: 
i ( ~ ~ , ~ )  = (2/45)[(1+ 451121 7 - (2145) [(I - 45)/2] 7 = 2 F~ 

logo 
i(G2 7) = 26. 

Considerando as relações que satisfaz i(G2p), então o número de c.i.m. de um grafo 
grade completo G2,p 6 limitado por: 
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4.4. Grafos de intervalo 

Um grafo G(V,E) é de intervalo se existe uma correspondência 1-1 entre o seu 
conjunto de vértices V e uma família de intervalos reais de forma que, para todo 
par de vértices distintos u, v tem-se: (u,v) E E se e somente se I, n I, ;t 0; isto é, os 
vértices estão unidos se os intervalos correspondentes se interceptam. A família (I,] v,v 
é chamada representação de G por intervalos. 

Na figura 4.18 exibe-se o caminho P5 e sua representação por intervalos. Em geral 
todo caminho P, é um grafo de intervalo, não acontece o mesmo com os ciclos C, pois 
não é possível encontrar uma representaqão de modo que Ij ri Ij+l $0, b' j = 1, ..., ia-1, 
mas S , n I l = 0 , s e n > 3 .  

Fig. 4.18: P5 e (Ij>j=1,5 

Algoritmo de Gupta, Lee e Leung 

Gupta, Lee e Leung (1982) desenvolvem um algoritmo para determinar um conjunto 
independente máximo em tempo O(n logn), para um grafo dado através da 
representação por intervalos. 

Cada intervalo Ij é representado pelo seu limite esquerdo ej e pelo seu limite direito 
dj, Ij = [ej,$]. Supae-se que estes limites são todos diferentes. 

A idéia do algoritmo é construir um conjunto independente máximo através da 
seqiiência de intervalos J = 4,, I,,, ...; onde Ij, corresponde ao intervalo com menor 
limite direito, I$ ao primeiro intervalo posterior a Si-, na reta real e que não o intercepta. 

O algoritmo 4.5 a seguir implementa este método. 
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Algoritmo 4.5: Conjunto Independente Máximo 

Dado G grafo de intervalo por {Ij}j=l,n, Ij = [ej,dj], j =1, ..., n, I V I = n 
1 .Ordenar os limites dos intervalos em forma crescente na seqüência L 
2 . J = 0  
3. Enquanto L # 0 efetuar 

determinar dk = min {dj / 1 I j I n) 
J =  J u  {k) 
retirar de L: ek, dk e todos os limites correspondentes a intervalos que contém dk 

(Ij tais que ej < dk < dj) 
4. Devolver J. 

Complexidade: 

A complexidade é dada pela ordenação dos limites dos intervalos, isto é O(n logn). 

Gupta, Lee e Leung provam que o limite inferior para determinar um conjunto 
independente máximo é fi(n logn) devido à ordenação dos intervalos, logo, esse é 
ótimo. 

Observacão 4.17: 

Dada a família de intervalos na reta real, que define o grafo de intervalo, considera-se 
o conjunto independente maximal que contém o vértice correspondente ao intervalo 
mais à esquerda. 

Na figura 4.19 apresenta-se o grafo G1 e sua representação pela família de intervalos 
{Ij)j=1,7. Aplicando o algoritmo de Gupta, Lee e Leung para gerar um conjunto 
independente máximo, tem-se L = el, e,, e3, dl, e4, d2, e5, d3, e6, d4, e7, d5, d6, d7; com 
isto gera-se o conjunto {l,4,7). 

Fig. 4.19: Exemplo 1 do algoritmo de Gupta, Lee e Leung 



Para o grafo G2 e sua família de intervalos {lj)j=l 6 da figura 4.20, aplicando o 
algoritmo de Gupta, Lee e Leung tem-se L = el, e2, di, ed, 4, eg, d3, e5, d4, e6, d5, d6; 
com isto gera-se o conjunto independente máximo (l,3,5). 

Fig. 4.20: Exemplo 2 do algoritmo de Gupta, Lee e Leung 

Algoritmo para gerar a familia F(G) de c.i.m de G 

Algoritmo de Leung 

Leung (1984) considera G dado por uma representação por intervalos (Ij)j=l,n onde 
4 = [ej,dj], j = 1, ..., n. Define: 

k talque dj <ek,dk Sdi V Ii talque dj <ei 

A se Ik n20 existe 

NEXT(4) corresponde ao primeiro intervalo posterior a 4 na reta real que não 
intercepta a Ij. 

NEXTGROUP(Ij) corresponde ao conjunto de intervalos, incluindo NEXT(Ij), 
posteriores a 4 na reta red, que não interceptam a 4 mas interceptam NEXT(3) . 
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Com estas definições o algoritmo de Gupta, Lee e Leung para gerar um conjunto 
independente máximo, pode ser descrito da seguinte forma: 

Algoritmo 4.6: Conjunto Independente Máximo 

Dado G grafo de intervalo por {Ij}j=i,n, Ij = [ej,dj], j =i ,..., n, I V I = n 
1. Ordenar os limites dos intervalos em forma crescente 
2. Para todo j = 1 até n determinar NEXT(Ij) 
3. Determinar I, tal que d, = min {dj / 1 I j I n) 
4. J = {t) 
5. Enquanto NEXT(1J z h efetuar 

J = J u {NEXT(IJ) 
t = NEXT(1J 

6. Devolver J. 

Para o grafo G, da figura 4.19 tem-se: 

logo, gera-se o conjunto independente máximo J = {1,4,7). 

Leung gera todos os conjuntos independentes maximais de G grafo de intervalo. Ele 
determina, primeiro, um conjunto independente máximo J com o algoritmo de Gupta, 
Lee e Leung e efetua backtracking desde o último elemento s de J para atrás, 
examinando todas as possibilidades. Para isto, ele utiliza uma lista para cada posição da 
sequência J. 

Seja J uma sequência de vértices que pertencem a um conjunto independente 
maximal de G. 

Seja I, o intervalo tal que d, = min {dj / 1 I j I n). 
O primeiro elemento de J é t ou algum outro índice r tal que I, intercepta I,. 

Se j é o último elemento da sequência J constmída até o momento, então não se pode 
acrescentar nenhum intervalo que intercepte a Ij; pode acrescentar-se um intervalo Ik 
que não o intercepte, isto é tal que dj < ek. Para garantir a maximalidade do J obtido ao 
final do processo, k deve pertencer a NEXTGROUP(Ij). 



Este método é implementado no algoritmo 4.7, cada vez que um c.i.m. é gerado ele é 
Estado e realiza-se o backtracking. 

Algoritmo 4.7: Familia de Conjuntos Independentes Maximais 

Dado G grafo de intervalo por (Ij)j=l,n, Ij = [ej,4], j =I,. . .,n, I V I = n 
1. Ordenar os limites dos intervalos em forma crescente 
2. Para todo j = 1 até n efetuar 

determinar NEXT(Ij) 
determinar NEXTGROUP(Ii) 

3. Determinar I, tal que d, = min (dj / 1 < j-5 n) 
4. L, = (t) u (j /ej  < dt< dj) 
S. I' = I, 

k = l  
6. Enquanto NEXTGROtTP(I') # 0 efetuar 

k = k + l  
Lk = Nl3XTGROUF(I') 
r = NExa(f') 

7. Listar 1 1 c.i.m. escolhendo o primeiro elemento das (k-1) primeiras listas e um 
elemento de Lk 

8. k - k -  1 
9. Enquanto I Lk 1 = 1 e k 2 1 efetuar 

k = k -  1 
10. Se k = O então PARAR 

caso contrário efetuar 
retirar o primeiro elemento de Lk 
I' = primeiro elemento de Lk 
se NEXTGRUUP(I') # 0 então ir a 6 

caso contrário efetuar 
listar um c.i.m. considerando o primeiro elemento de LI, . . ., Lk 
ir a 9. 

A complexidade total do algoritmo 4.7 é O(n2 + P), onde P é a soma do número de 
vértices de todos os c.i.m.. 

Para o grafo G1 da figura 4.19 tem-se: 
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Para o grafo G2 da figura 4.20 tem-se: 

Algoritmo proposto 

Seja: G um grafo de intervalo, 
F(G) a família de conjuntos independentes maximais de G, 
i(G) = card(F(G)) = número de c.i.m de G. 

c.i.m, 

1,335 
1,3,6 
1,425 

2,335 
2,3,6 

ITERAÇÃO 

1 

2 

3 

Para o grafo G1 da figura 4.19 tem-se F(G1) = f { 1,4,7), (1,5), f l,6), f2,5), f2,6), 
(2371, f3NY f3Y711, i(G1) = 8. 

LISTAS 
L, L2 
1 3 5 
2 4 6 
1 4 6 
2 
2 3 5 

6 



Pro~riedade 4.1 (Glrnore e Hoffman, 1964): 

G é um grafo de intervalo se e somente se suas cliques maximais podem ser ordenadas 
de forma que, para todo vértice as cliques maximais que o contêm são consecutivas na 
ordem. Esta ordem linear das cliques maximais se denomina ordem canonica. 

Para o caminho P5 tem-se a ordem can6nica com as cliques maximais definidas por 
Cl = {1,2), C2 = {2,3f, C3 = (3,4) e C, = (43). NO caso do grafo G1 da figura 4.. 19, a 
ordem canónica das cliques maximais é dada pelas cliques Cl = {1,2,3), C2 = {2,3,4), 
C3 = {3,4,5), C, = {4,5,6) e C5 = {5,6,7). Para o grafo G2 da figura 4.20, Cl =(1,2), 
C2 = {2,4), C3 = {3,4), C ,  = (4,s) e C5 = {5,6). OS grafos podem desenhar-se como 
exibidos na figura 4.21, cada aresta (vi,vj) tal que ( V ~ , V ~ + ~ )  E E para todo k = i, . .., j-1, 
corresponde a uma aresta maximal que representa a clique maximal {vi, vi+l, . . ., vj). 
Tem-se F(G2)={{1,4,6), {1,3,5), (1,3,6f, {2,3,5), {2,3,6) 1, i(G2)=5. 

Fig. 4.21: Cliques maxirnais de G1 e G2 

Considerando a ordem canbnica C1,C2, .. . Ct das cliques mmimais de G, cada vértice 
v é rotulado com o par r,=(a,b,), onde: 

a,= menor índice i tal que Ci contem v 
b,= maior índice i tal que Ci contem v. 

Pela propriedade 4.1 tem-se v e q, V j < a, e v q, 'v' j > bv 
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Observação 4.18: 

Considerando um conjunto independente maximal I como a seqüência de vértices 
I = v1,v2,. .., vb com k I n, observa-se: 
- vl pertence a Cl, pela maximalidade de I, 
- se Z foi construído até o seu s-ésimo elemento com r,=(a,,b,), então o próximo 
elemento da sequência será um vértice w com %=(aw,bW) tal que bs<a,. 

Dado que, para cada v, da seqüência I existem diferentes possibilidades para vel 
estas possibilidades correspondem num grafo direcionado D ao conjunto de vértices 
V(D) igual ao de G e tal que existe a aresta (v,w) em E(D) se e somente se bv<a,. Desta 
forma, cada vértice de Cl é uma fonte e cada vértice de Ct é um sumidouro, onde t é o 
número de cliques maximais de G. Cada caminho maximal fonte-sumidouro em D 
corresponde a um conjwito independente maximal de G. 

Lema 4.11: 

A família F(G) de conjuntos independentes maximais de G grafo de intervalo 
corresponde ao conjunto de caminhos maximais fonte-sumidouro do dígrafo acíclico D 
com conjunto de vértices V(D) = (vl,vz, ..., V,) e tal que existe a aresta (v,w) em E(D) 
se e somente se bv<a,. 

Prova: 

Dado o digrafo D, construído segundo o lema 4.11, tem-se que cada caminho maximal 
I = vl, v2,. . ., vk em D desde uma fonte vl até um sumidouro vk corresponde a um 
c i m  de G pois, em Ià existe o arco (v,w) se e somente se (v,w) P E(G), isto é sse 
bv<aw, logo é conjunto independente e I é maxllnal pois não é possível acrescenta mais 
vértices a I, dado que: a fonte vl E Cl, o sumidouro vk E C ,  se v E I então algum 
w E C, com s > bv deve pertencer a I . 0 s  caminhos tem que ser fonte-sumidouro e tem 
que ser maximais (s igual ao menor a, tal que bv<aw) não incluindo arestas induzidas 
por transitividade, caso contrário o c.i.m. não é maximal. 

Dado um c.i.m. I = ( VI, v2,. . ., vk ) de G com vl < v2 . . . vk , a seqüência I dada 
por vl, v2, ..., vk corresponde a um caminho fonte-sumidouro em D, pois como I é 
maximal ent2io vi E Cl, vk c C, e se vp E I então vp + 1 é igual a algum w E C, 
com s igual ao menor a, tal que bv<a,. 

* 

Por exemplo, para o grafo G1 da fígura 4.19 tem-se: 
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Na figura 4.22 tem-se o digrafo D1 associado a G1 e a redução transitiva DRi de D,, 
a família de c.i.m. de G1 é F(G1) = {{1,4,7), {1,5), {1,6), {2,5), {2,7), {2,6), {3,6), 

Fig. 4.22: Digrafo e redução transitiva associados a G1 

Dado G, desenvolve-se um algoritmo para constiuir a família F de c.i.m de G, 
utilizando a caracterização dada pelo digrafo D descrito no lema 4.1 1, para garantir que 
os caminhos sejam maximais trabalha-se na redução transitiva de D. O algoritmo 4.8 
implementa este procedimento. 

Al~oritmo 4.8: Família de c.i.m. de um grafo de intervalo 

Dado G grafo de intervalo 
1. Determinar a ordem canônica das cliques maximais C1, C2, . . . , Ct 
2. Para todo v E V rotular V com r, = (a,,b,) onde: 

a, = menor índice i tal que v E Ci 
b, = maior índice i tal que v E Ci 

3. Construir o digrafo D com V@) = V(G) e (v,w) E E(D) a bv<a, . 

4. Construir a redução transitiva DR de D 
5. Gerar todos os caminhos fonte-sumidouro de DR. 



Passo 1 : O(n+m) utilizando o algoritmo de reconhecimento de Booth e Leuker( 1976) 

Passo 2: O(n+m) usando o algoritmo de Olariu (1991) para determinar uma ordem 
Jinear dos vértices. 

Passo 3 : O(n2) 
Para o dígrafo D tem-se V(D) = V(G) e (v,w) E E(D) u b, < a,, isto é: v e w 

podem pertencer ao mesmo c.i.m. se I, n I, = 0 mas I, n I, = 0 e b, < a,. Basta 
comparar os rótulos de todos os pares de vértices. 

Passo 4: O(nm) 
Redução transitiva de um dígrafo acíclico 

Passo 5: O(n) por caminho, ao fazer busca em profitndidade irrestrita (observapão 4.3). 

A complexidade total do algoritmo 4.8 é O(n(m+ i@))). No entanto, o tempo por 
c.i.m. é O(nm), dado que para gerar um c.i.m. é preciso os passos 1 a 4 com tempo 
O(nm) e apenas uma vez o passo 5. O espaço requerido é O(n + m). 

Para o caminho induzido P, com V(Pn) = {1,2,. ..,ti}, a ordem canónica é dada pelas 
diques maximais Ci = { i,i+l) para i = 1, ..., n-1. O rótulo do vértice i é ri = (i-1,i). Na 
figura 4.23 apresenta-se a redução transitiva qR do dígrafo D associado ao caminho PIO. 
Em geral, para Pn as fontes são 1 e 2, os sumidouros são n-1 e n, cada vértice i está 
ligado ao (i+-2) e (i+3). A família de c.i.m. de Pio é ((1,3,5,7,9), f 173,5,7,10), 
{173,5,8,10)7 f1,3,6,9), f1,3,6,8,10), f174,7,93, {1,4,7,10f, f174,6,9f, f1,4,6,8,10), 
{2,476,8,10), %4,6,9), f2,4,4,91, f2,4,7,10), f2,5,7,9), f2,5,8,10), (2,5,8,W )com 
i(Plo) = 16. A redução transitiva DR do dígrafo D coincide com o dígrafo D construído 
segundo o lema 4.2. 

Fig. 4..23: Redução transitiva de Plo 
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Para o grafo G2 da figura 4.20 tem-se: 

Na figura 4.24 apresenta-se o dígrafo D2 associado a G2 e a redução transitiva DR, de 
D2, afamília de c im.  de G2 é F(G2) = {(1,4,6}, (1,3,5), {1,3,6}, {2,3,5), {2,3,6}}. 

Fig. 4.24: Dígrafo e redução transitiva associados a G2 

O grafo subjacente ao dígrafo D construido é 6. O algoritmo dado 6 um caso 
particular do algoritmo de Szwarcfiter e Barroso (1988) para determinar as cliques 
maxirnais de um grafo dada uma orientação localmente transitiva de suas arestas. Este 
método pode ser descrito da seguinte forma geral: 

Al~oritmo 4.9: Cliques Maximais de um Grafo de Comparabilidade Local 

Dado G e uma orientação localmente transitiva de G 
1. Determinar a redugão transitiva 6 
2. Encontrar todas as arestas mada i s  de e 
3. Para cada aresta maximal (v,w) E E@) 

encontrar todos os caminhos v-w em GR. 

A complexidade total do algoritmo 4.9 é O(n(m + t)) onde t é o número de cliques 
maxirnais de G. 
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Número de c.i.m. de G 

Utilizando o mesmo processo anterior do algoritmo 4.8, é possível contar o número 
de c.i.m. de um grafo de intervalo, atribuindo um rótulo I(v) a cada vértice v de DR, 
rótulo que depende do rótulo dos seus descendentes. Primeiro, faz-se a atribuição aos 
sumidouros e logo, considerando S(v) o conjunto de sucessores de v, sobe-se no dígrafo 
atribuindo o seguinte rótulo: 

I 1 sev é sumidouro 

Z(v) = 
se não 

w E S(v)  

com isto 

i ( G ) =  l(v).  
v fonte 

Seja: 
FONTE = ( s E V(DR) / s é fonte de DR 1, 

FOLHA = ( f E V(DR) / f é  sumidouro de DR ), 

dist(v,s) a distância entre os vértices v e s em DR, que é igual ao comprimento 
do menor caminho dirigido entre v e s no grafo %. Se não existe caminho dirigido de v 
a s então dist(v,s) = 0. 

O procedimento para contar o número de c.i.m. de um grafo de intervalo pode ser 
implementado segundo o algoritmo 4.10 apresentado abaixo: 



A l k w b w  4.10: Contagem de c.i.m. de um grafo de intervalo 

Dado G grafo de intervalo 
1. Determinar a ordem canónica das cliques maximais Cl, Cz, . . . , C, 
2. Para todo v E V rotular v com rv=(av,bv) onde: 

a, = menor índice i tal que v E Ci 
b, = maior índice i tal que v E Ci 

3. Construir o dígrafo D com V(D) = V(G) e (v,w) E E(D) e bv<aw 
4. Construir a reduqão transitiva DR de D 
5. Para todo v E V&) 

para todo s E FONTE 
se v é fonte então dist(v,s) = O 
caso contrário calcular dist(v,s) 

d(v) = max ( dist(v,s) / s E FONTE ) 
h = max ( d(v) / v E V(DR) 1 
para todo v E FOLHA 

l(v) = 1 
enquanto h 2 O efetuar 

h = h -  1 
para todo v tal que d(v) = h 

se v não é sumidouro então 
l(v) = o 
para todo w E S(V) 

l(v) = 1(v) + 1(w) 
i(G) = O 

para todo v E FONTE 
i(G) = i(G) + l(v). 

Os passos 1 a 4 são os mesmos do algoritmo 4.8 para enumerar todos os c.i.m. de G, 
com complexidade O(nm). 

Passo 5: O(n m) 

A complexidade total do algoritmo 4.10 é O(nrn), 

Aplicando os algoritmos 4.8 e 4.10 ao exemplo apresentado por Leung, grafo da 
figura 4.25, tem-se: 



Capítulo 4: TRANSFORMAÇÃO 

Fig. 4.25: Exemplo de Leung 

A ordem canónica das diques maxhnais é Cl = {1,2,3), C2 = f 2,4,5), C3 = {4,5,6), 
C4 = {6,7,8), os rótulos dos vértices apresentam-se na tabela seguinte: 

Na figura 4.26 apresenta-se o dígrafo D associado ao grafo G da figura 4.25 e a 
redugão transitiva DR de D; o conjunto de fontes é FONTE = {1,2,3), o conjunto de 
sumidouros é FOLHA = {6,7,8}. 

Fig. 4.26: Dígrafo e redução transitiva associados ao grafo de Leung 

A família de c.i.m. de G é f{1,6), (1,4,7), (1,4,8), {1,5,7), {1,5,8), (2,6), (2,7), 
{2,8), {3,6), (3,4,7), {3,4,8), {3,5,7}, {3,5,8) ). As distâncias são: 

79 



A distância máxima para cada vértice é: 

com isto: 

logo h = 2, os rótulos dos vértices são: 

e portanto i(G) = 13. 
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Obsewacão 4.20: 

Leung (1984) desenvolve um algoritmo para gerar todos os conjuntos independentes 
maximais de G grafo arco-circular, em tempo O(n2 + P) onde B é a soma do número de 
vértices de todos os c.i.m.. Para isto, ele identifica um ponto no círculo, abre o círculo e 
aproveita o algoritmo 4.7 para gerar todos os conjuntos independentes maximais de um 
grafo de intervalo. O procedimento é descrito a seguir. 

Grafos arco-circulares 

Um grafo G(V,E) é arco-circular se existe uma correspondência 1-1 entre o seu 
conjunto de vértices V e uma família A = de arcos de circunferência de um 
círculo, de forma que, para todo par de vértices distintos u, v tem-se: (u,v) E E se e 
somente se A, e A, se interceptam; isto é, os vértices estão unidos se os arcos de 
circunferência correspondentes se interceptam. A é denominado modelo arco-circular 
de G. 

Na figura 4.27 exibe-se o ciclo induzido C, e sua representação por arcos de 
circunferência. Em geral, todo ciclo induzido C, é um grafo arco-circular. 

Fig. 4.27: C5 e {Aj)j=l,5 

Leung considera G dado por urna representação por arcos de circunferência 
A={Aj)j=l,n. Supóe-se que os n arcos cobrem todo o círculo e que os pontos finais dos 
arcos são todos diferentes. Seja x um ponto qualquer no círculo, que não coincide com 
nenhum ponto final dos arcos de A. Caminhando sobre o círculo na direção dos 
ponteiros de um relógio, a partir do ponto x, denota-se os pontos finais do arco Aj como 
limite esquerdo ej e limite direito dj, j = 1, ..., n. 



Seja y um ponto no círculo tal que a região Q não contem nenhum ponto final dos 
arcos de A. 

Seja Ar= (Aj,, Aj, ..., Aj, ) o conjunto de arcos que contém @, logo A - A' é um 
grafo de intervalo dado por sua representagão por intervalos, considerando cada arco Aj 
como o intervalo [ej,djl na reta real. 

A idéia do algoritmo de Leung para gerar a família de c.i.rn. do grafo arco-circular G 
é: 
1" Gerar todos os c.i.m. de A - A'. 

Para cada c.i.m. I gerado: se todos os arcos de A' interceptam com algum elemento 
de I então I é c.i.m. de G, pois nenhum arco de A' pode ser agregado a 1. 

2" Para cada arco Aji em A': enumerar todos os c.i.m. que contém Aj, modificando o 
algoritmo de Leung para grafos de intervalo. 

Define-se V Aj E A: 

I 
Ak E A tal que Ak não intercepta com Aj  e dk é o mais próximo a dj 

(no sentido do relógio começando do lado direito de Aj) 

NEXT (Aj) = entre todos os arcos que não interceptam Aj  

( A  caso contrário 

I Ar E A I At não intercepta Aj e d 
~ m ( ~ j  ) 

NEXTGROUP (Aj) = (ordenados em forma crescente da distãncia dos lados direitos ) 

NEXT(Aj) corresponde ao primeiro arco posterior a Aj, segundo a ordem dada a 
partir do ponto x, que não intercepta com Aj. 

NEXTGROUP(Aj) corresponde ao conjunto de arcos posteriores a Aj no círculo, que 
não interceptam com Aj mas interceptam com NEXT(Aj), inclui a NEXT(Aj). 



O algoritmo 4.1 1 a seguir, implementa o método de Leung. 

Al~oritmo 4.11: Família de Conjuntos Independentes Maximals 

Dado G(V,E) grafo arco-circular por fAj)j=l,n, Aj descrito por ejydj, I V I =n 
1. F = O  

Para todo j= 1 até n efetuar 
determinar NEXT(Aj) 
determinar NEXTGROUP(Aj) 

2. Escolher x um ponto qualquer no círculo 
determinar y tal que ny não contém nenhum ponto final dos arcos Aj, j = 1, . . ., n 
A'= { Aji / xy c Aji 1 
p =  larl 

3. Construir a família F' de c.i.m. do grafo representado pelos intei-valos reais de A - A' 
4. Para todo I E F' efetuar 

para todo B E A' efetuar 
se V D ~ I t e r n - s e D n B = @ e n t ã o i r a 4  

F = F u  (I) 
L, = A' 
k =  1 
seja B o primeiro arco de LI 

5. enquanto NEXTGROUP(l3) + 0 e 
3 K ENEXTGROUP(B) tal que K não intercepte L1(l), .. ., Lk-l(l) efetuar 

k = k + l  
para todo D E NEXTGROUP(B) 

se D não intercepta LI(l), ..., Lk-l(l) então = Lk u D 
B = NEXT(B) 

6. Listar I I c.i.m. escolhendo o primeiro elemento das (k-1) primeiras listas e um 
elemento de Lk 

7. k = k -  1 
8. Enquanto I Lk I = 1 e k 2 1 efetuar 

k = k -  1 
9. Se k = O então PARAR 

caso contrário efetuar 
retirar o primeiro elemento de Lk 
B = primeiro elemento de Lk 
se NEXTGROUP(B) + 0 e 3 KENFXTGROUP(B) 

tal que K não intercepta L1(l), ..,Lk-l(l) então ir a 5 
caso contrário efetuar 

listar um c.i.m. pegando o primeiro elemento de LI, .. ., Lk 
ir a 8. 

Complexidade; 

A complexidade do algoritmo 4.1 1 é determinada pelo passo 3 para gerar a família de 
c.i.m de um grafo de intervalo, utilizando o algoritmo 4.7 de Leung é O(n2 + P), onde P 
é a soma do número de vértices de todos os c.i.m.. 



Para o ciclo induzido C5 com a representação A = (A1, A2, ..., A5) da figura 4.27, 
sejam x e y como exibidos na figura 4.28. 

Fig. 4.28: Exemplo para C5 

Com isto: 
-4' = (4YA5f 
p = 2  

Na figura 4.29 exibe-se a representação A - A' por intervalos da reta real e o grafo de 
intervalo G - G' representado por esta família, para o caso do ciclo induzido C5. 

r A-A'  G - G '  

A2 - A3 
-A 

ea2 e4d3 d4 

Fig. 4.29: A - A' associado a C5 

A família de c.i.m. de G - C' é F(G - G') = ( (2,4j ,  (3) f .  
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Para I = f S,4) tem-se: AI ri A2 # 0, A5 n A4 # 0, logo (2,4) é c.i.m. de G. 
Para I = (3) tem-se: AI n A3 = 0, logo (3) não é c.i.m. de G. 

Logo, afamí1iadec.i.m. deC5é F(CS)= ( (2,4),{1,3,5},(1,4),(2,5) ). 

Leung apresenta como exemplo o grafo de intervalo GL da figura 4.30. 

c.i,m. 

L 3 3  

1,4 

522 

ITERAÇAO 
(passo 5) 

1 

2 

3 

Fig. 4.30: Grafo de Leung 

J 

LISTAS 
L, L3 
A1 A7 A5 
AS A4 
A1 A4 
AS 
A5 A,, 

A partir desse grafb constrói-se o grafo arco-circular com o modelo arco-circular 
dado na figura 4.3 1, agregando os vértices 9 e 10 e as arestas ( 7 3 ,  (8,9), (3,10), (8,lO) 

Fig. 4.3 1 : Exemplo de grafo arco-circular 
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Tem-se: 

Sejam x e y tais que x E A9 n Alo, y E Ag n Alo, 
A = { 4, . . e ,  A101 
A' = ( A,, 4 0 )  

G - G' coincide com o grafo dado por Leung, com a representação por intervalos A-A' 
apresentada na figura 4.32. 

Fig. 4.32: Exemplo de Leung 

Para I = {1,4,7) tem-se: A9 n A7 f 0, 
Alo n Ai = 0, Alo n A4 = 0, Aio n A7 = 0, logo {1,4,7) não é c.i.m. de G. 

Para I = {1,4,8) tem-se: 
AgnAg f0, AlonAg f 0 , l o g o  {1,4,8) éc.i,m. deG. 

Para I = (1,5,7) tem-se: A9 n A7 3~ 0 
AlonAl  =0, AlonA5 = 0 , A l o n A 7  = a ,  logo {1,5,7) nãoéc.i.m.de6. 



Para I = (1,5,8) tem-se: 
AgnAs  $ 0 ,  AlonA8 $ 0 ,  logo {1,5,8) éc.i.m. deG. 

Para I = (1,6) tem-se: 
A 9 n A I  = 0 ,  A g n &  = a ,  logo (1,6) nãoéc.i.m.deG. 

Para I = {2,6} tem-se: 
A g n A 2  = 0 ,  A g n A 6  =0, logo (2,6}  nãoéc.i.m.deG. 

Para I = f 2,7) tem-se: Ag n A7 + 0 
AlonAz = a ,  AlonA7 = 0 ,  logo (2,7) nã0éc.i.m. deG. 

Para I[ = (2,s) tem-se: 
AgnAs  # 0 ,  A10nA8 $0, logo (2,8) c5c.i.m. deG. 

Para I = {3,4,7) tem-se: 
A g n A 7  + 0 ,  AlonA3 f 0 , l o g o  (3,4,7) 6c.i.m. deG. 

Para I = (3,4,8) tem-se: 
AgnAs  + 0 ,  AlonA,  $0,1ogo {3,4,8)éç.i.m. deG. 

Para I = {3,5,7} tem-se: 
AgnA7 + 0 ,  A I o n A 3  $ 0 ,  logo {3,5,7) éc.i.m. deG. 

Para I = (3,§,8) tem-se: 
AgnAs  $0, AlonA8 $ 0 ,  logo {3,5,8} éc.i.m. deG. 

Para I = {3,6) tem-se: 
Ag n A3 = 0, Ag n & = 0, logo (3,6) não é c.i.m. de G. 

(passo 5) L, L3 LP. 
1 

2 

3 

A9 A7 A4 
A1 0 A1 A5 

A?. A6 
A9 A1 A4 
A10 A2 A5 

A6 
A9 A2 A6 

9,3,4 
9,3,5 
9,3,6 
9,174 
9,175 
9Yh6 
9,296 
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4.5. Grafos Triangularizados 

Um grafo G(V,E) é triangularizado ou corda1 se cada ciclo de comprimento maior do 
que três possui uma corda. 

O grafo G da figura 4.33 é triangularizado. 

Fig. 4.33: Exemplo de grafo triangularizado 

Todo grafo de intervalo é triangularizado. 

Um vértice v E V é simplicial se o subgrafo induzido por Adj(v) for completo. No 
exemplo da figura 4.33, a é simplicial e d não o é. 

Seja S = ul, u2, ..., U, uma sequência de ordenação dos vértices de G. S é um 
esquema de eliminação perfeita (E.E.P.) se 'v' ui E V tem-se que ui é um vértice 
simplicial de G - {ul, .., ui-'), S-'(v) corresponde à ordem de v segundo a sequência S. 
Para o grafo da figura 4.33, S = c, a, b, d, e é um esquema de eliminação perfeita de G. 
Isto dá uma nova ordenação dos vértices exibida na tabela seguinte: 

Dada una ordenação S dos vértices de G, para v E V define-se o conjunto dos 
vértices monotonamente adjacentes a ele: 

MAdj(v) = { w E Adj(v) 1 w está à direita de v em S ( S-l(v) < S-'(w)) ). 

Para o exemplo da figura 4.33, com S = c, a, b, d, e, tem-se: MAdj(a) = {b,e) 
MAdj(b) = {d,e) MAdj(c) = {b,d) MAdj(d) = {e) MAdj(e) = { ) . 



Propriedade 4.2 (Fulkerson e Gross, 1965): 

Se G(V,E) é triangularizado com card(V) > 1 então 'v' v E V o grafo G-v é 
triangularizado. 

Pror~riedade 4.3 ( Rose, 1970): 

G é triangufarizado se e somente se G possuir um esquema de eliminação perfeita. 

Algoritmo de Gavril 

Gavril (1972) desenvolve um algoritmo para determinar um conjunto independente 
máximo de um grafo triangularizado, em tempo Q(n + m), dado um E.E.P. do grafo. 
Esse procedimento é descrito no algoritmo 4.12 a seguir. 

Aliwitmo 4.12: Conjunto Independente Máximo 

Dado G(V,E) grafo triangulaxizado, S um E.E.P. de G e MAdj(v) 'v' v EV 
1. Desmarcar todos os vértices 
2. J=M 
3. Repetir até que todos os vértices estejam marcados 

determinar o menor j tal que uij esta desmarcado 
J =  J v(uj) 
marcar uj e todo w E MAdj(uj) 

4. Devolver J. 

Para o grafo 4; da figura 4.33, com S = c, a, à, d, e, obtém-se J = f a,c). 

Para o grafo de intervalo q, exemplo do Leung (1984), exibido na figura 4.34 tem-se 

Fig. 4.34: Grafo de Leung 

Com este E.E.P. tem-se MAdj(a) = f b, c) MAdj(b) = (c) MAdj(c) = (d, e) 
MAdj(d) = f e, f ) MAdj(e) = { f ) M M f )  = { gy h 1 MAdj(g)= { h f 
MAdj(h) = { ) e gera-se o conjunto independente máximo J = (a,d,g). 



Algoritmo para gerar a famíua F(G) de c.i.m de G 

Algoritmo de Leung 

Leung (1984) gera todos os c im.  de um grafo triangularizado G. Ele determina, 
primeiro, um conjunto independente máximo J corri o algoritmo de Gavd e efetua 
backtracking segundo a ordem dos vértices dada pelo E.E.P.. 

Inicialmente todos os vértices estão desmarcados. Marcar ul e todo w em MAdj(ul) 
com o valor 1, unir ul e MAdj(q) na lista L1. Os ~értices de L1 induzem uma clique e 
todo vértice não marcado é independente com ul. Para identificar uj que possa estar no 
mesmo c.i.m. que ul, determinar o menor j tal que uj não está marcado (o menor pela 
maximalidade do c.i.rn.). Marcar uj e todo w E MAdj(uj) que não esteja marcado com o 
valor 2, unir uj e MAdj(uj) na lista h com L2(1) = uj. Os vértices de L2 formam uma 
clique e são independentes com ul. 

Repete-se o processo até que todos os vértices estejam marcados, criando-se k listas. 
Cada vkrtice aparece em uma lista Lj de comprimento I(Lj) e está marcado com o 
número de ordem da lista a qual pertence. Cada lista induz uma clique. Cada vértice de 
Li é independente com o primeiro elemento de LI, L2, . .., Li-l. A partição dos vértices 
nas listas corresponde a uma cobertura de V por cliques. 

Ao enumerar Ll(l), L2(1), ..., Lk_l(l), LkQ) para todo j = 1, ..., ](h) obtém-se todos 
os c.i.m. que contém L1(l), Lz(l), ..., Lk-l(l). Depois precisa-se gerar todos os c.i.m. 
que contém L1(l), Lz(l), ... ,Lk-*@); para isto: desmarcar tados os vértices de Lk, 
examinar os vértices adjacentes a Lkm1(2). Logo com Lk-1(3) e assim por diante fmendu o 
backtracking. Utiliza-se um ponteiro PTRO) para indicar o vértice da lista Lj que está 
sendo examinado. 

Esse método é codificado no algoritmo 4.13 seguinte: 



Capitulo 4: TRANSFORMAÇÃO 

Aliwritmo 4.13: Família de Conjuntos Independentes Maximais 

Dado G(V,E) grafo triangularizado, S um E.E.P. de G e MAdj(v) V v EV 
l .Para j=l ,S ,  ..., n 

MARCA(uj) = O 
k=O 

2. Para j = 1, 2, ..., n efetuar 
se MARCA(uj) = O então 

k = k + l  
MARCA(ttj) = k 
PTR(k) = 1 
Lk(l) = Uj 

l(k) = 1 
para todo w E MAdj(uj) efetuar 

se MARCAfw) = O então 
MARCA(w) = k 
l(k) = 1(k) + 1 
L k ( W  = w 

3. Para j = 1,2, ..., l(k) 
listar o c.i.m. dado por L1(PTR(l)), k(PTR(S)), ..., Lk..i(PTR(k-l)), Lk(i) 
MARCA(Lk(i)) = O 

4. k = k -  1 
5. Para todo w E Adj(Lk(PTR(k)) efetuar 

se MARCACw) = - k então MARCA(w) = O 
6. PTR(k) = PTR(k) + 1 
7. Se PTR(k) > l(k) então efetuar 

para j = 1,2, ..., l(k) efetuar 
MARCA(Lk(i)) = O 

k = k -  1 
se k = O então PARAR. 
caso contrário ir a 5 

caso contrário efetuar 
para todo w E Adj(Lk(PTR(k))) efetuar 

se MARCA(w) = O então MARCA(w) = - k 
se existe v E V com MARCA(v) = O então ir a 2 
caso contrário efetuar 

listar o c.i.m. dado por Lk(PTR(j)) para j = 1, . . ., k- 1 e &(PTR(k)) 
ú a 5 .  

A complexidade por c.i,m. é O@), sendo G conexo; a complexidade total do 
algoritmo 4.13 é O((n + m) i@)). 
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Para o grafo G da íigura 4.33, com S = c, a, b, d, e, tem-se: 

Para o exemplo do Leung, exibido na figura 4.34, com S = s, b, c, d, e, f, g, h tem- 
se: 

ITEM~AO 
(passo 2) 

1 
PTR(1) = 1 
PTR(2) = 1 

2 
PTR(1) = 1 
PTR(2) = 2 

3 
PTR(1) = 1 

LISTAS i e.i,m. 
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Algoritmo proposto 

Seja: G um grafo triangularizado, 
S = ul, u2, ..., u, um esquema de eliminação perfeita de G, 
F(G) a família de conjuntos independentes maximais de G, 
i(G) = card(F(G)) o número de c.i.m de G. 

Para o grafo G da figura 4.33 tem-se F(G) = { {c,a), {c,e), {b), {d,a) ), i(G) = 4. 

Observacão 4.21: 

Considerando um conjunto independente maximal de G como a sequência de 
vértices I = v', v2, ..., vk com k I n, observa-se: 
- o primeiro vértice vl de I corresponde ao primeiro elemento ul do esquema de 
eliminação perfeita S ou a um vértice de MAdj(ul), 
- se até um passo dado, tem-se construído I até o seu s-ésimo elemento então o 
elemento seguinte v,+' será um vértice que não pertença ao conjunto MAdj(v,). 

Dado que, para cada v, da seqüência existem diferentes possibilidades para escolher 
o elemento v,~, produzindo cada uma delas um c.i.m diferente, estas possibilidades 
correspondem em um grafo direcionado D ao conjunto de vértices V(D) = V(G). O 
conjunto FONTE de fontes de D é dado por ul e todos os vértices de MAdj(ul), o 
conjunto SUMID de sumidouros de D é formado pelo último elemento da sequência S 
e todos os uj não fonte tais que {w / S-'(w) > S-l(uj)} - FONTE - MAdj(uj) = a), isto 
é { uj / V w não fonte com S-'(w) > S-l(uj), w E Adj(uj) ). Existe o arco (v,w) em D 
se v não é sumidouro, w não é fonte, [ S-'(v) < S-l(w) e w não pertence a MAdj(v) ] 
ou [ S-l(v)>S-'(w) e v não está em MAdj(w) 1. 

Um vértice universal em G é um vértice isolado em D. 
O tamanho de um conjunto independente máximo a(G) coi-responde ao comprimento 

de um caminho mais longo em D. 

Lema 4.12: 

Dado S um E.E.P. de G grafo triangularizado: 
A família F(G) de c.i.m. de G corresponde ao conjunto de caminhos maximais 

fonte-sumidouro em um digrafo D com V(D) = V(G) tal que existe o arco (v,w) em 
E(D) se v não é sumidouro, w não é fonte, [ S-l(v) < S-l(w) e w não pertence a 
MAdj(v) ] ou [ S-l(v)>S-l(w) e v não está em MAdj(w) 1. O conjunto de fontes de D é 
dado por ul e todos os vértices de MAdj(ul), o conjunto de sumidouros de D é 
formado pelo último elemento da sequência S e todos os uj não fonte tais que 

{W I S-'(w) > S-l(uj)} - FONTE - MAdj(uj) = 0>, 
isto é { uj 1 'd w não fonte com S-l(w) > S-l(uj), w E Adj(uj) ) . 
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Prova: 

Dado o digsafo D, construído segundo o lema 4.12, tem-se que cada caminho 
maximal I = vl, v2,. . ., vk em D desde uma fonte vl até um sumidouro vk corresponde 
a um c.i.m de G pois, em D existe o arco (v,w) se e somente se (v,w) e E(G), isto é sse 
v P Adj(w) e w e Adj(v), logo é conjunto independente e I é maximal pois não é 
possível acrescentar mais vértices a I, dado que: a fonte vl E [{ul) u MAdj(ul)], o 
sumidouro vk E [{un) u { uj / V w não fonte com S-l(w) > S-l(uj), w E Adj(uj) }I, se 
v E I então algum w MAdj(v) com S-l(v) < S-l(w) deve pertencer a I . Os caminhos 
têm que ser fonte-sumidouso e têm que ser maximais não incluindo arestas induzidas 
por transitividade, caso contrário o c.i.m. não é maximal. 

Dado um c.i.m. I = { vl  , vz,.. ., vk ) de G, a seqüência I dada por vl , v2,. . ., vk 
corresponde a um caminho fonte-sumidouro em D, pois como I é maximal então: 
v, deve pertencer a [{ul) u MAdj(ul)], 
v, E [{un) u { uj 1 V w não fonte com S-l(w) > S-l(u.), J w E Adj(u.) J )I , 
se vp E I então vptl é igual a algum w E MAdj(v) com S-'(v) < S-l(w). 

+ 

Por exemplo, para o grafo G da figura 4.33, com S = c, a, b, d, e, tem-se: 

FONTE = {c,b,d) 
SUMID = {a,e) 

Na figura 4.35 apresenta-se o digsafo D associado a G e a redução transitiva DR de 
D. Com isto gera-se a família de c.i.m F(G) = { {c,a), {c,e), {b), {d,a) ). 

Fig. 4.35: Digrafo D associado a G e redução transitiva DR 

Para o mesmo grafo G da figura 4.33, considerando o E.E.P. S = a, c, b, d, e, tem- 
se: FONTE = {a,b,e) 

SUMID = {c,d) 
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Observacão 4.21: 

A família F(G) construida independe do E.E.P. considerado. 

Na figura 4.36 apresenta-se o digrafo D associado a G e a redução transitiva DR de 
D, obtidos com este novo E.E.P. Com isto gera-se a família de c.i.m 
F(G) = { {aYc)Y{e,c),{b),{aYd) 1. 

Fig. 4.36: Digrafo D associado a G e redução transitiva DR 

'itmo: 

Dado G e S um E.E.P. de G, desenvolve-se um algoritmo para construir a família F 
de c.i.m de G, utilizando a caracterização pelo digrafo D descrito no lema 4.12. O 
algoritmo 4.14 implementa este procedimento. 

Algoritmo 4.14: Família de c.i.m. de um grafo triangularizado 

Dado G(V,E) grafo triangularizado, S = ul, u2, ..., U, um esquema de eliminação 
perfeita de G e os conjuntos monotonamente adjacentes MAdj(uj), j = 1, .. ., n 

1. Construir o digrafo D com V(D) = V(G) 
FONTE = {u, ) u MAdj (ul) 
SUMID = {u,) u { uj 1 {w / S-l(w) > S-l(uj)) - Adj(uj) - FONTE = 0 } - FONTE 
(v,w) E E(D) e v P SUMID, w P FONTE, 

[S-l(v) < S-l(w) e w e MAdj(v)] 
ou [S-'(v) > S-'(w) , v P MAdj (w) e (w,v) e E(D)] 

2. Constsuir a redução transitiva DR de D. 
3. Determinar todos os caminhos fonte-sumidouro de DR. 

Passo 1 : O(&) 
Passo 2: O(nm) 
Passo 3 : O(n) por caminho 

A complexidade total do algoritmo 4.14 é O(n(m+ i(G))). No entanto, para i(G) > m, 
a complexidade por c.i.m. é O(@, isto representa uma melhora em relação ao algoritmo 
de Leung (1984). O espaço requerido é O(n + m). 



Capítulo 4: TRANSFORMAÇÃO 

Obsewacão 4.22: 

Dado um grafo triangularizado, constsuis um esquema de eliminação perfeita pode 
ser feito em tempo O( n -t m ) utilizando busca em largura lexicográfica, que permite o 
reconhecimento de um grafo de esta classe (Rose et alli, 1976). 

Para o grafo de intervalo do Leung, da figura 4.25, com S = a, b, c, d, e, f, g, h tem- 
se: 

FONTE = {a,b,c) 
SUMID = {g,h) 

Na figura 4.37 exibe-se o digrafo DL associado ao grafo de Leung e sua redução 
transitiva Dm. 

Fig. 4.37: Digrafo DL associado ao grafo de Leung e redução transitiva Dm 

Com isto gera-se a família de c.i.m F(GL) = {{a,d,g}, {a,d,h), {a,e,g), {a,e,h), 
{a,f), {b,d,g), {b,d,h}, {b,e,g), {b,e,h), {b>fIY {c,f}, {c,& {cYh) 1. 
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Capítulo 5 

SOLUÇÃO POR OPERAÇÓES EM GRAFOS 

Neste capítulo apresenta-se os algoritmos desenvolvidos para construir a família de 
conjuntos independentes maximais no caso particular de grafos separáveis por cliques e 
grafos série-paralelo a dois terminais. Estes algoritmos baseiam-se na idéia de 
decompor o grafo de interesse em dois ou mais grafos menores, construir as famílias de 
conjuntos independentes maximais desses grafos, reconstruir o grafo original operando 
os grafos menores e, ao mesmo tempo, construir a família de conjuntos independentes 
maximais do grafo de interesse a partir das famílias correspondentes aos grafos 
menores. As operações consideradas são identificação de um vértice comum em dois 
grafos, o qual é uma articulação do grafo resultante da operação (conexão série); 
identificação de uma clique comum a dois grafos, o qual é um conjunto articulação do 
grafo resultante; e conexão paralela de dois grafos com dois vértices comuns a ambos. 

5.1. Grafos com Articulações 

Seja G(V,E) com a E V, onde a é uma articulação de G, isto é: G é conexo e G - a 
é desconexo. Logo, G pode ser decomposto em dois grafos G1(V1,E1) e G2(V2,E2) 
tais que: V1 u V2 = V ,  V, n V2 = {a), El  u E2 = E 
com a forma geral exibida na figura 5.1. 

Fig. 5.1 : Gsafo com uma articulação 

O grafo G é obtido por conexão série dos grafos Gl e G2 (G = G1*G2). 



Algoritmo de Boulala e Uhry 

Boulala e Uhry (1979) desenvolvem um algoritmo, de tempo linear no número de 
vértices do grafo, para construir um conjunto independente de peso máximo. Para isto 
eles de£wem: 

S: = conjunto independente de peso máximo do grafo G1 dentre os que contém a 

sal = card(Sal) = peso de S,' 
-- 

5,' = conjunto independente de peso máximo do grafo G1 dentre os que não contém a 
- - 
s,' = card(g1) = peso de S,' 

S2 = conjunto independente de peso máxímo do grafo G2 considerando a com peso 
-. 

a, = s,1- sal 

s2 = card(S2) = peso de S2. 

O conjunto independente S de peso máximo do grafo G é dado por: 

se a E S2 então S = S2 u S,i 
- 

se a 52  então S = 52 u Sal 

- 
com peso s = s2 + sal. 

Para o grafo G da figura 5.2, r, vértice a é uma articulação, considerando os grafos G1 
induzido por f a,b,c} e G2 induzido por (a,d,e}, e todos os vértices com peso 1, então: 
W l )  = ( b-G?Cb),b) 1 W 2 ) q  i ~ M d } , ( e )  1 
Sal = (a) sal = 1 Sal=(b)  s > = 1  
peso de a em G2 muda a 0, S2 = (d }, a $S2, 
logo um conjunto independente máximo é S - (b,d } com cardinal s = 2. 

Fig. 5 2: Exemplo do algoritmo de Boulala e Uhry 
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AIgoriÉmo proposto 

Seja: F(G) a família de conjuntos independentes maximais de G, 
i(G) = card(F(G)) = número de c.i.m. de G, 
a uma articulaçiio de G que o separa em G1 e G2. 

A idéia é construir a família F(G) de conjuntos independentes maximais de G a partir 
das famílias de c.i.m. de G1 e de G2. 

Observacffo 5.1: 

Dados I1 um conjunto independente maximal qualquer de G1 e I2 um conjunto 
independente maximal qualquer de G2, tem-se as seguintes possibilidades: 

(1) I1 n I2 = {a) (figura 5.3) => E = I1 u l2 é c.i.rn. de G 

I é conjunto independente porque il' (u,v) E E com u €V1 - {a) e v €V2 - (a), 
I é maximal porque I1 e I2 são maximais. 

Fig. 5.3: Caso I1 n I2 = {a) 

(2) a P X1, a P I2 (figura 5.4) => I = Il u I2 é c.i.m. de G 

I é conjunto independente porque if(u,v) E E com u E V ~  -{a) e v E V2-{a>, 
por outra parte, dado que: a eIl então 3 i1 E I1 com (a,u) E El, 

a @I2 então 3 v E I2 com (a,~) cE2, 
Il e I2 são maximais, 

logo não é possível acrescentar mais vértices a I1 u I2 e portanto I é maximal. 

Fig. 5.4: Caso a 11, a P 12 



(3) a E 11, a P I2 (figura 5.5) I = p1 - {a}] u I2 é c.i.m. de G 

a e12 então 3 z E I2 com (a ,~ )  caso contrário I2 não seria maximal, logo 
para I ser conjunto independente a não pode pertencer a I, 
I1 e I2 são maximais então não é possível acrescentar mais vértices a I, 
para garantir a maximalidade de I deve 3 v E AdjGl(a) com (v,w) E E(G,), w E I1. 

Fig. 5.5: Caso a E 11, a P I2 

A observação 5.1 é a justificativa da propriedade 5.1 enunciada abaixo, a qual por 
sua vez é a base do procedimento descrito no algoritmo 5.1. Este procedimento 
independe da escolha da articulação. 

Propriedade 5.1: 

Dadas as famílias F(G1) e F(G2) de c.i.m. de G1 e de G2, para i = 1,2 sejam: 

Fai = família de c.i.m. de Gi que contém a 

- 
Fa = família de c.i.m. de Gi que não contém a 

então F(G) é construída segundo o seguinte procedimento: 

1.- Para todo I1 E Fal , para todo I2 E Fa :  I1 u I2 E F(G) 
corresponde aos c.i.m. de G que contém a 

- - 
2.- Para todo I1 E F: , para todo I2 E Fa :  I1 v I2 E F(G) 

3 .- Para todo I1 E F,1 : 
se 3 w E I1 tal que 3 v E AdjGl(a) com (v,w) E E, então 

'v' 1, E ?a :  [Il - {a)] u I2 E F(G) 

4.- Para todo I2 E F a  : 
se 3 w E I2 tal que 3 v E AdjG2(a) com (v,w) E E2 então 

V 1, E F:: Il V [I2 - {a}] E F(G). 
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Por exemplo, para o caminho P8 da figura 5.6, considerando a articulação a = 4, tem- 
se: 

Fig. 5.6: Caminho P8 

O algoritmo 5.1 implementa o procedimento para construir a família F de c.i.m, de 
um grafo G com uma articulação, dadas as famílias de c.i.m. dos subgrafos G1 e G2. 
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Al~opitmo 5.1: Família de c.i.m de um grafo com uma articulação 
- - 

Dados G, GI, G2, a articulagão de G, F(Gl), F(G2), Fal, F2, F,', ~2 
F = 0  

1. SeF: t0 eFz#@então 
para todo I1 E F ,~  

para todo I2 E Fa2 
F = F u ( I ~ w ~ C , )  

2. Se $2 t 0 e $2 $0 então 
para todo I1 E $2 

para todo I2 E 

F = F u ( I ~ u I ~ )  
3. s e  Fz $ 0  então 

para todo I1 E Fal 
se 3 w E Il tal que 3 v E AdjGl(a) com ( v , ~ )  E E1 então 

para todo E g2 
F=Fu ( [Il- {n}]uIs )  

4. Se ?> t 0 então 
para todo I2 E F? 

se 3 w E Is tal que 3 v E AdjG2(a) com (v,w) E E2 então 
para todo I~ E F,1 

F = F u  ( Ilu [I2- (a}]). 

Passo 1 : i(G1) i(G2) uniões de conjuntos disjuntos 

Passo 2: i(Ç1) i(G2) uniões de conjuntos disjuntos 

Passo 3: n2 i(G1) i(G2) uniões de conjuntos disjuntos 

Passo 4: n2 i(G1) i(G2) uniões de conjuntos disjuntos 

Logo a complexidade do algoritmo 5.1 é da ordem O( n2 i(G1) i(G2) uniões de 
conjuntos disjuntos), isto é O($ i(G1) i@,)). 

Para o grafo G da figura 5.2, tem-se: 
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Número de c.i.m. de G 

Propriedade 5.2: 

Sejam : 
i'(G1) = número de c.i.m. de G1 que contém a 
ir(G2) = número de c.i.m. de G2 que contém a 

iU(G1) = número de c.i.m. de G1 que contém a e tal que a se encontra 
à distância maior que dois de qualquer outro vértice do c.i.m. 

ir'(G2) = número de c.i.m. de G2 que contém a e tal que a se encontra 
à distância maior que dois de qualquer outro vértice do c.i.m. 

então : 
i(G1) - ir(G1) = número de c.i.m. de G1 que não contém a 

i(G2) - ir(G2) = número de c.i.m. de G2 que não contém a 

logo: 

O número de c.i.m. de um grafo G com uma articulação a que o separa em G, e G2 é 
dado pela relação: 

Tem-se: 
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5.2. Gmfw com um Conjunto Articulação Cliqiae 

Seja G(V,E) um gt-afo tal que V = Vi u V2, E = El u E2, VI n V2 = K onde K 
induz uma clique, isto é: G obtém-se a partir dos g&os G1(Vr,Ei) e G2(V2,E2) 
fazendo a identi6cação dos vértices da clique K, que é subgrafo de G1 e de G2. G tem a 
forma gerd exibida na figura 5.7. 

Fig. 5.7: Grafo com um conjunto articulação clique 

Algoritmo de Boulafa e Uhry 

Boulala e Uhry (1979) generalizam o algoritmo para construir um conjunto 
independente de peso máunmo, em tempo linear no numero de vértices. Eles definem: 

Para todo a E K: S, = conjunto independente de peso máximo de G1 que contém a 

s, = card(S3 peso de S, 
- 
SK = conjunto independente de peso máximo do grafo G1 dentre os que não contém 

nenhum vértice de K 
- 
SK = card(&) peso de SK 

52 = conjunto independente de peso máximo de G2, considerando em G2 os vértices de 
ri. 

K com peso o l ~  s,- sK V a e K  

s2 = card(S2) = peso de 52 

O conjunto independente S de peso máximo do grafo C é dado por: 

se $2 n K = (a) então S = S k  SS, 
- 

se S 2 n K = 0  então S = S 2 u S K  

com peso s = s2 + SK. 



Considere, por exemplo, os grafos G1 e G2 da figura 5.8 com K = {b,d,e). Ao 
identificar os vértices da clique K obtém-se o grafo G. 

Fig. 5.8: Exemplo de grafo com um conjunto articulação clique 

Para o grafo G da figura 5.8 considerando todos os vértices con peso unitário, tem-se 

% = f b l  sb' 1 sd= sd' 1 
- 

s e =  { e >  se= 1 s,= { a >  sK' 1 

S2 = { c,e ) s2 =1 

S2 A K = {e) =r um conjunto independente máximo é S = { c,e ) com cardinal s = 2. 

Algaritmo proposto 

A idéia e construir a família F(G) de conjuntos independentes maximais de G a partir 
das faraílias de c.i.m. de Gl e de G2. 

Observação 5.2: 

Dados I1 um conjunto independente maxúnal qualquer de G1 e I2 um conjunto 
independente maximal qualquer de G2, tem-se as seguintes possibiiidades: 

(1) 1, n K =I2 n K =  0 (figura 5.9) 
logo I1 n I;! = B, e dado que Zf(u,v) E E para u €Vl - K e v E V2 - K então 
Il u I2 E F(G) 
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Fig. 5.9: Caso I1 n K = I2 n K = 0 

(2) I1 n K = I2 n K = (a) (figura 5.10) 
logo I1 n I2 = (a), com a E K então I1 u I2 E F(G) 

Fig. 5.10: Caso I1 n K  = I2 n K = (a) 

(3) I1 n K = (a), I2 n K = 0 (figura 5-11) 
logo I1 n I2 = 0 , 3  (a,v) E E2 com v E V2 - K, caso contrário I2 não seria maximal 
então I = [I1 - (a}] u I2 é conjunto independente, 
para garantir a maximalidade de I deve 3 u E AdjGl(a) com (u,w) E E(G1), w E I1; 
nesse caso I = [Il - {a}] u I2 EF(G) 

Fig. 5.11: CasoIl n K =  (a), 1 2 n K = 0  

(4) I l n K =  (a], 12nK= (b) c o m a f b  
logo II n I, = 0, 

3 u  c I l - K  ~ o m ( a , u ) e E ~  
3  v E I2 - K com (b ,~ )  E2 



(4a) se (u, b) E E1, (v,a) E E2 (figura 5.12) então 
I = [I1 - {a)] u [Iz - {b)] é conjunto independente, para garantir a maximalidade 
de I deve 3 u E I1 - {a) com (u,w) E E(Gl) e 3 v E I2 - {b) com (v,@ E E(G2); 
nesse caso I = [Il - {a)] u [I2 - {b)] E F(G) 

Fig. 5.12: Caso X1 n K = {a), I2 n K = {b), a + b, (u,b) €El, (v,a) €E2 

(4b) se (v, b) E El, (v,a) e E2 (figura 5.13) 
se 3 V'E I2 com (vr,a) E E(Ç2) então Il u [I2 -{b) J é c.i.rn. de G 
mas já apareceu ao caso (2) com I1 e ([I2-{b) ]u{a) ) 

Fig. 5.13: Caso I1 n K =  {a), I2 n K =  {b), a r f  b, (u,b) E El, (v,a) E2 

(4c) se (u,b) e: El, (v,a) i )  E2 (figura 5.14) 
se ,8 V*E I1 com (v*,b) E E(Gl) e .3 V'E I2 com (vr,a) E E(G2) então 
Il u [I2 - (b)] e [I1 - {a)] u I2 são c.i.m. de G mas já apareceram no caso (2) 
com Ilu 12' e I1'u I2 , onde 12*= [I2-{b)] u {a) e Il '= [Ii-{a)] u {b). 

Fig. 5.14: Caso I1 n K =  {a), I2 n K =  {b), a # b ,  (u,b) 4E1, (v,a) i)E2. 



A observação 5.2 é a justificativa da propriedade 5.3 enunciada abaixo, a qual a su vez 
é a base do procedimento descrito no algoritmo 5.2. 

propriedade 5.3: 

Dadas as famílias F(G1) e F(G2) de c.i.m. de Gl e G2, para i= 1,2 sejam: 

= f ad i a  de c.i.m. de G, que não contêm nenhum elemento de K 

tr a E K: F: = família de c.i.m. de Gi que contêm o vértice a de K 

então F(G) é construída segundo o seguinte procedimento: 
- - 

1.- Para todo I1 E ~ ~ 1 ,  para todo I2 E FK2 : I1 u Is E F(G) 

2.- Para todo a E K, para todo I1 E F,1, para todo I2 E F,2: I1 u I2 E F(G) 

3.- Para todo a E Ky para todo I1 E Fal, 
se 3 w E I1 tal que 3 v E AdjGi(a) com (v,w) E E(Gl) então 
para todo E FK2: 11~ - {a)] u I~ E F(G) 

Para todo a E K, para todo I2 E Fa, 
se 3 w E I2 tal que 3 v E AdjGz(a) com fv,w) E E(G2) então 
para todo I1 E FKl: I1 u {I2 -{a)] E F(G) 

4.- Para todo a E Ky para todo b E K - (a) 
para todo I1 E F2, para todo I2 E Fb2 
se 3 u E Il - (a) com ( u , ~ )  E E(Gl) e 3 v E I2 - (b) com (v,a) E E(G2) então 
I = [Il - (a)] u [I2 - {b)] E F(G). 

Observacão 5.3: 

Um c.i.m. I E F(G) gerado no passo 4 pode ser obtido a partir de um c.i.m. ]El E F,1 e 
dois c.i.m. diferentes I2 E Fb2 e 12' E Fc2 com b, c E K - {a), tais que 

1,' - { b) = I2 - { C). 

Para evitar incorporar c.i.m. com duplicatas em F(G), no passo 4, podeise comparar 1 
com todos os elementos já incorporados a F(G). Um método mais eficiente para evitar 
duplicatas em vez de comparar I com todos os elementos já incorporados a F(G) é, I é 
introduzido em F(G) se e somente se ele é obtido do menor lexicográfíco I2 E Fb2 
dentre todos os c.í.m. I2 E Fb2, 1,' E FC tais que l2 -{ bb) = 12- -{ c) V 6, c E K -(a), 
para cada a E K. Para isto basta considerar os elementos b, c E K -{a) em ordem 
lexicográfica e verificar que para todo c <L b tem-se I2 -{ b) f 12' -{ C), 



O algoritmo 5.2 implementa o procedimento para construir a família de c im.  de um 
grafo G com um conjunto articulação clique, dadas as famílias de c.i.m. dos subgafos 
Gle G2. 

Algoritmo 5.2: Família de ci.m. de um grafo com conjunto articulação clique 

Dados GI, 62, F(Gl), Z7(G2), @, FK2, F:, FB 'da EK 
F =0 

I .  ~ e $ l t 0 e F 2 t 0  então 
para toáo E FK1 

para toáo E F2 
F = F u ( I 1  u12} 

2. Para todo a E K 
se F: r f  0 y FB $0 então 

para todo I1 E Fal 
para todo I2 E Fa2 

F = F u ( I ~ u I ~ }  
3. Se FK2 t 0 então 

para todo a E K 
para todo I1 E Fal 

se 3 w E I1 tal que 3 v E AdjGl(a) com (v,w) E E(G1) então 
para todo I2 E G2 

F = F u  ( [I1 - (a11 ur2 1 
Se SKl t 0 então 

para todo a E K 
para todo Is E F,2 

se 3 w E X2 tal que 3 v E AdjG2(a) com (v,w) E E(G2) então 
para todo E FK1 

F = F u  f Il u[12- (a)]) 
4. Para todo a E K 

para todo b E K - (a) escolhidos em ordem lexicográfica 
para todo Il E Fal 

para todo I2 E Fb2 
se para todo c <L b tem-se I2 -( b) ;t 12' -{ C) então 

se 3 u E 11-(a) com (u,b) E E1 e 3 V E 12-(b} com (v+) €E2 
então F =  Fu ( [I1 - (a)] u [b- (b)]}. 

Passo 1 : i(G1) i(G2) u"ões de conjuntos disjuntos 
Passo 2: i(G1) i(G2) uniões de conjuntos disjuntos 
Passo 3: a3 i&) i(Gz) uniões de conjuntos disjuntos 
Passo 4: n4 i(G1) i(G2) uniões de conjuntos disjuntos 

Logo a complexidade do algoritmo 5.2 é da ordem O(n4 i(G1) i(G2) ). 



Capítulo 5:  OPERACAO 

Por exemplo, para o grafo G da figura 5.8 tem-se: 
- - 

K =  (h,d,e) FKs = FK2 = 0 

Fbl = ( Cbf 1, Fdl = C b,df f , Fel= ( Ief f 

F b 2 = I  Cbf 1, Fd2= I (df f Fe2=I fc,ef f 

aplicando o algoritmo 5.2: 

Passo 2: 

Passo 4: 

Para o grafo GG da figura 5.15 com K = (b,c,g), tem-se a deçomposição nos grafos 
Gl e G2. 

Fig. 5.1 5: Exemplo do Gavril 
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Tem-se: 

aplicando o algoritmo 5.2: 

Passo 2: 

Passo 4: 

O número de c.i.m. de um grafo G com um conjunto articulação dique K que o 
separa em G1 e G2 está limitado segundo a relação: 



5.3. Grafos Separáveis por Cliques 

Um grafo G(V,E) é separável por cliques se satisfaz uma das três condigões descritas 
abaixo: 
1) G é tipo 1 : V pode ser particionado em dois conjuntos 

V=V1 + VzcomV1 u V 2 = V ,  V1 n V 2 =  0 
tal que: Gv, é um grafo bipartido conexo com card(V1) 2 3, 

f;vz é uma clique, 
em G, todo vértice de V1 é adjacente a todo vértice de V2. 

2) G é tipo 2: G é um grafo k-partito completo, para algum k, isto é: 
V=V1+V2+ ...+ Vk com V i n V j = O  Vi~j,todoViéumconjunto 
independente e V i # j todo vértice de Vi 6 adjacente a todo vértice de Vj. 

3) G tem um corte de vértices K que é uma clique, isto é: G - K é desconexo e os 
subgrafos Gi induzidos por Ci u K são separáveis por cliques, onde Ci com i = 1, . ., k 
são as componentes conexas de G - K. 

Por exemplo, na figura 5.16 apresenta-se o grafo G que é separável por cliques. 

Fig . 5.16: Grafo separável por cliques 

Arvore de deeomposiçio por cliques 

Dado G(V,E) conexo, a árvore de decomposição por cliques TG é uma árvore com 
raiz G. Cada nó H de TG, representante do grafo H com um corte de cliques K (isto é: 
K é clique de H e H - K é desconexo) tem como filhos nós associados com os subgrafos 
Hi induzidos por C; u K, onde os Ci são as componentes conexas de H - K. As folhas 
de TG são grafos primitivos tipo 1 ou tipo 2. 

Na figura 5.17 apresentam-se: os subgrafos G1, G2, G3 e G4 obtidos ao decompor o 
grafo G da fimra 5.16; com a clique K = {b,c,e) de G, tem-se o subgrafo G1 induzido 
por {a,b,c,e) é tipo 1, o subgrafo G2 induzido por {b,c,d,e,f) é separável por cliques 
com K2 = (b,d,e) clique maximal de G2, G3 induzido par {b,c,d,e) é tipo 1, G4 
induzido por (b,d,e,f) é tipo 2, e a árvore de decomposir;ão por cliques TG do grafa G. 



Fig. 5.17: Árvore de decomposição por cliques 

Gavril(1977) desenvolve um algoritmo de reconhecimento de um grafo separável por 
cliques, no qual constrói a árvore de decomposição por cliques, em tempo O(d), e 
prova que esta árvore tem no máximo nz vértices. 

Whitesides (1 984) apresenta um algoritmo de reconhecimento utilizando um algoritmo 
para determinar se um grafo dado possui um corte clique (Whitesides, 1983) e 
construindo a árvore de decomposi@o por cliques, em tempo O(n5). Se um grafo não 
possui um corte clique então deve ser um grafo primitivo tipo 1 ou tipo 2. Ela, também, 
determina um conjunto independente de peso máximo. Para um grfo  tipo 1 faz 
referência ao algoritmo de Burlet e Uhry (1984) para os grafos de paridade (grafos tais 
que todo ciclo ímpar tem duas cordas que se cruzam) famllia a qual pertencem os grafos 
bipartidos. Para um @o com um corte clique utiliza o algoritmo de Boulala e Uhry 
(1 979). 

Algomitmo proposto 

Para construir a família F(G) de conjuntos independentes maximais de um grafo G 
separável por cliques utiliza-se a árvore de decomposiqão por cliques TG do grafo G. 

Cada nó H da árvore TG tem filhos H1, H2, ..., Hk com Hi induzido por Ci w K, k 



o número de componentes conexas de G e K um corte chue  de G. Se opera com o 
algoritmo 5.2 para construir a família de c.i.m. de um grafo H com um conjunto 
articulação K que é clique. 

O processo começa considerando os grafos primitivos localizados nas folhas da árvore 
TG, como os grafos H,. Slrbe-se nesta árvore, aplicando o algoritmo 5.2, até a raiz dela 
que corresponde ao grafo de interesse. 

O algoritmo 5.3 irnplementa o procedimento para construir a família de c.i.m. de um 
grafo G separável por cliques, dadas a árvore de decomposição por cliques TG e as 
famílias de c.i.m. dos subgrafos primitivos gerados na decomposição utilizando o 
algoritmo 5.2 para gerar a família de c.i.m. de um grdo construído pela identíficação de 
uma clique comum em dois grafos 

AlauM'tma 5.3: Família de c.i.m de um grafo separável por diques 

Dados G e a árvore de decomposição por cliques TG 
1. Determinar a altura h da árvore TG 
2. Para todo grafo primitivo d;P associado as folhas de TG 

construir a família F(Gp) de c.i.m. de Gp 
3. Para j = 1 até h-1 efetuar 

para todo nó Gj no nível h - j de TG efetuar 
determinar a familia F(Gj) do grafo associado ao nó Gj. 

Passo 1 : O(n) 
Passo 2: é executado Q(n) com tempo O(n) 
Passo 3: é executado O(n2) vezes pois TG tem no mhimo n2 vértices, 

pelo algoritmo 5.2 com tempo O( n4 i(Gi) i(Gz)), dado que G1 e G2 são os 
fiihos de Gj em TG, 

A complexidade total do algoritmo 5.3 é O(n6 i(G1) i(G2) ). 

Por exemplo, para o grafo G da figura 5.16 aplicando o algoritmo 5.3 tem-se: 

Passo 1 : 
altura h = 3 



novamente com o algoritmo 5.2, F(G) = { {a,d}, {a,e), {a$}, {b,f],{c,d}, {C$) } . 

Para o grafo GG da figura 5.15, exemplo do Gavril, com K = {b,c,g), tem-se a 
decomposição nos grafos G1 que é tipo 1 e G2 que é tipo2, exibidos na mesma figura. A 
árvore TG é exibida na figura 5.18. 

Fig. 5.18: Árvore de decomposição por cliques do exemplo do Gavril 

Passo 1 : 
altura h = 2 

Passo 3 : 
usando o algoritmo 5.2 obtém-se 

Aplicando os algoritmos 5.2 e 5.3 ao exemplo apresentado por Leung, grafo da 
figura 4.25 que é de intervalo e portanto é separável por cliques, com a árvore de 
decomposi@o por ciiques da figura 5.19, K = (4,5,6) decompoe 6 nos grafos G1 
induzido por (1,2,3,4,5,6) e G2 induzido por {4,5,6,7,8) que é tipo 1, K1 = {2,4,5) 
decompoe G1 nos grafos G3 induzido por { 1,2,3,4,5) que é tipo 1 e G4 induzido por 
(2,4,5,6) que é tipo 2, exibidos na figura 5.20; tem-se: 

Fig. 5.19: Árvore de decomposiçiio por cliques do exemplo do Leung 



Fig. 5.20: Grafos parciais no exemplo de Leung 

Passo 1 : 
altura h = 3 

Passo 3 : 
para G1 dadas F(G3) e F(G4), K1 = {2,4,5), usando o algoritmo 5.2 obtém-se 

passo 2: 



passo 4: 

(*) estes c.i.m. não são considerados pois são gerados no caso a = 4. 

Passo 3 : 
para GL dadas F(G1) e F G ) ,  K = {4,5,6), usando o algoritmo 5.2 obt6m-se 

passo 2: 
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passo 4: 

(*) estes c.i.m. não são considerados pois são gerados no caso a = 5. 



5.4. Grafos com conexão paralela 

O grafo G = G1 I I G2 obtido por conexão paralela dos grafios Gl(Vi,El,vll,v12) e 
G2(V2,E2,~21,~22) com V1 n Vs = 0, onde vll e v12 são os vértices terminais de G1, 

vzl e são OS vértices terminais de G2, identificando os vértices vil com vzl e v12 
com é dado por: VG = V1 u V2 , EG = Ei u E2 , com vértices terminais vi e v2 
(vl = v11 = vzi, v2 = v12 = v& exibido na figura 5.21. 

Fíg, 5.2 1 : Conexão paralela 

Algoritmo de Bowlala e Uhry 

Boulala e Uhry (1979) desenvolvem um algoritmo, de tempo linear no ntimero de 
v&tices, para construir um conjunto independente de peso máximo de um grafo G 
obtido por conexão paralda de outros dois grafos G1 e G2. 

Dados G1(V1,El,vll,v12) e G2(V2,E2,~~1,~2~) com VI n V2 = 0, onde vil e vl2, 
são os vértices terminais de G1, e v22 são os vértices terminais de G2, com pesos 
pesol(v) e peso2(v) do vértice v em G1 e G2, respectivamente. 

G = G1 I k;, d dado por: VG = VI u V2 , EG = El u E2 , com vértices terminais a 
e b (a = vll = vzl, b = v12 

Eles definem: 

Sabl = conjunto independente de peso máximo do grafo G1 dentre os que contém a e b 

s,,l = card(Sabl) = peso de Sabl 



- 
Sabl = conjunto independente de peso máximo do grafo G1 dentre os que niio contém a 

nem b 

Sal = conjunto independente de peso máximo do grafo G1 dentre os que contém a mas 
não contém b 

s; = card(S,') = peso de S; 

Sbl = conjunto independente de peso máximo do grafo G1 dentre os que contém b mas 
não contém a 

sbl = card(Sbl) = peso de 

S" = conjunto independente de peso máximo do grafo G* 

s* = card(S*) = pesa de S*. 

S2 = restrição de S" a G2 

s2 = card(S2) = peso de S2. 

O conjunto independente S de peso máximo do grafo G é dado por: 

se a E S2 e b E S2 então S = S2 V Sabl 

se a B $2 e b P' S2 então S = S2 v gbl 
s e a  E@ e b @ S2 então S = S 2 u  Sal 

se a S2 e b E S2 então S = 5 2  V Sbl 

com peso s = s* + a. 

O grafo G* é construído dependendo das conexões existentes em G1 e G2, segundo 
.i. 

os casos seguintes, considerando = sabl + sabl - (s2-t- sbl): 

1) Se (a, b) E El (figura 5.22) então 
G*(V*,EYF) com V* =V2 

- 1 a,* = peso+) = s,' - sab - 1 ab* = p€S%(b) = sbl - Sab 
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Fig. 5.22: Caso (a,b) E El 

2) Se ao > O (figura 5.23) então 
G*(V*,E*) com V* = V2 u {c), C E VI, C e V2 

E* = E2 u ((a,c),(c,b)) 
a,* = peso*(v) = peso2(v) 'v' v €V2 - {a, b) 

Fig. 5.23 : Caso ao > O 

3) Se ao < O (figura 5.24) então 
G*(V*,Ee) com V* = V2 u {c,d), c,d E VI, c,d e V2 

E* = E2 u f(a,Mc,d),(d,b)l 
a,* = peso+(v) = peso2(v) 'v' v €V2 - {a, b) 

121 



Fig. 5.24: Caso a, < O 

4) Se ao = O então pode assimila-se ao caso 2 ou ao 3. 

Por exemplo, para o grafo G da figura 5.25 com os grafos G1 e G2 da mesma figura, 
tem-se: 

C 

b 

e 

Fig. 5.25: Exemplo do algoritmo de Boulala e Uhry 
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ao = 3, o grafo G* é construído segundo o caso 2 e é exibido na figura 5.26, com os 
pesos dos vértices indicados do lado deles. 

Fig. 5.26: Grafo G* do exemplo do algoritmo de Boulala e Uhry 
. 

com isto: 
o = - 2  

s* = {(c,d) s* = 4  
logo: 

S2= (d) s2 = 1 

portanto S = {d,c) é um conjunto independente de peso máximo s = 2. 

Algoritmo proposto 

A idéia é construir a família F(G) de conjuntos independentes maxímais de um grafo 
G obtido por conexão paralela de dois grafos G1 e G2, a partir das famílias de c.i.m. dos 
grafos G1 e G2 que o compõem. 
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Observacão 5.4: 

Seja G = G1 1 I G2 com vértices terminais a e b, tem-se duas possibilidades: 
(a,W @ EG 
W) E EG 

Dados Xl um conjunto independente maximal qualquer de G1 e I2 um conjunto 
independente maximal qualquer de G2, existem vários casos: 

1 .- (a,b) e EG (figura 5.27) 

Fig. 5.27: Caso (a,b) EG 

(la) s E I1 n 12, b G Il n I2 => I = 11 u I2 é c.i.m. de C 

I1 e I2 são maximais então não é possível acrescentar mais vértices a I, e são 
conjuntos independentes, logo I é conjunto independente maximal 

(lb) a E I, n 12, b E 11, b e I2 3 I = [Il - (b}] u I2 é c.i.m. de G 

b e12 então 3 z E I2 com (b,z) €E2 caso contrário I2 não seria maximal, logo 
para T ser conjunto independente b não pode pertencer a I, 
I1 e I2 são rnaximais então não é possível acrescentar mais vértices a I, 
para garantir a maximalidade de I deve 3 v E AdjGl(b) com (v,w) E E(G1), w d1 

(lc) a E I, n 12, b Il u I2 2 I = Il u I2 é c.i.m. de G 

para I ser conjunto independente b não pode pertencer a I, 
I1 e12 são mawilais então não é possível acrescentar mais vértices a I 

(Id) a E 11, a @I2:, b E 12, b e 11 => I = [I1 - (a)] u [I2 - (b}] é c.i.m. de G 

b eI, então 3 u E I1 com (b,u) €El caso contrario I1 não seria maxitnal, 
a @I2 então 3 z E I2 com (a ,~)  €E2 caso contrário I2 não seria maxirnal, 



I1 e I2 são maximais então não é possível acrescentar mais vértices a I, 
para garantir a maximalidade de I deve 3 v E AdjG2(b) com (v,w) E E(G2), w €I2 
e 3 t G AdjGl(a) com (t,x) E E(G1), x €11 

(le) ac I1 ,  acr12, b c I 1 ,  b g 1 2  12 1=[11-(a,b)] u12 éc.i.m.deG 

b @I2 então 3 u E I2 com (b,u) €E2 caso contrario I2 não seria maximal, 
rt @I2 então 3 z E I2 com (a,z) €E2 caso contrário I2 não seria maximal, 
I1 e I2 são maximais então não é possível acrescentar mais vértices a I, 
para garantir a maximalidade de I deve 3 v E AdjG1(b) com (Y,w) E E(C1), w €II 
e 3 t E AdjGl(a) com (t,x) E E(G1), x €Il 

b @Il então 3 u E I1 com (b,u) €El caso contra~o I1 não seria maximal, 
b e12 então 3 u' E I2 com (b,u') €E2 caso contrário I2 não seria maximal, 
a @I2 então 3 ;e E I2 com (a ,~)  €E2 caso contrário I2 não seria maximal, 
I1 e I2 são maximais então não é possível acrescentar mais vértices a I, 
para garantir a maximalidade de I deve 3 t E AdjGl(a) com (t,x) E E(G1), x €II 

I1 e l2 ssão rnaximais então não é possível acrescentar mais vértices a I. 

2.- (a,b) E EG (figura 5.28) 
supoe-se (a,b) E E1, então a e b não pertencer simultaneamente a Il 

Fig. 5.28: Caso (a&) E El 

para 1 ser conjunto independente b não pode pertencer a T, 
I1 e I2 são maximais então não é possível acrescentar mais vértices a I 



b @I1 então 3 u E I1 com (b,u) E E ~  caso contrário I1 não seria maximal, 
a @I2 então 3 z E I2 com (a ,~ )  €E2 caso contrário I2 não seria maximal, 
Il e I2 são maximais então não é possível acrescentar mais vértices a Z, 
para garantir a maximalidade de I deve 3 v E AdjG2(b) com (v,w) E E(G2), w €I2 
e 3 t E AdjGl(a) com (t,x) E E(G1), x €Il 

I1 e I2 são maximais então não é possível acrescentar mais vértices a I 

(2d) a E 12, a @ 11, b Il u I2 3 I = I1 u [I2 - {a)] é c.i.m. de G 

b @Il então 3 u E Il com (b,u) €El caso contrário I1 não seria maximal, 
b @I2 então 3 u' E I2 com (b,u') €E2 caso contrário I2 não seria maximal, 
a @I1 então 3 z E I1 com (a,z) E E1 caso contrário I1 não seria maximal, 
f e I2 são maximais então não é possível acrescentar mais vértices a I, 
para garantir a maximalidade de I deve 3 t E AdjG2(a) com (t,x) E E(G2), x €I2 

b @I1 então 3 u E I1 com ( b , ~ )  €E1 caso contrário I1 não seria maximal, 
a @I1 então 3 z E I1 com (a,z) E El caso contrário II não seria maxirnal, 
Il e I2 são maximais então não é possível acrescentar mais vértices a I, 
para garantir a maximalidade de I deve 3 v E AdjG2(b) com (v,w) E E(G2), w €I2 
e 3 t E AdjG2(a) com (t,x) E E(G2), x €I2 

b @I1 então 3 u E I1 com (b,u) €El caso contrário I1 ngo seria maximal, 
b @I2 então 3 u' E I2 com (b,uT) €E2 caso contrário I2 não seria maximal, 
a @I2 então 3 z E I2 com (a,a) €E2 caso contrário I2 não seria maxirnal, 
I1 e I2 são maximais então não é possível acrescentar mais vé,rtices a I, 
para garantir a maximalidade de I deve 3 t E AdjGl(a) com (t,x) E E(G1), x €I1 

(2g) a E I1 n 12, b E 12, b e I1 então I = [Il - {a)] u I2 é conjunto independente 
de G mas não é maximal, está considerado no caso (2b). 

Por exempb, para o ciclo C5 da figura 5.29, considerando a decomposi@o nos grafos 
G1 e G2 da mesma figura, tem-se: 
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caso (Ia): I1 = {a, b), I2 = (a, b) -, I = (a, b} E F(C5) 
caso (lb): I1 = (a,b), IL = {a,e) 3 I = {a,e) E F(C5) 
caso (lb): I1 = {a,b), I2 = (b,d) 3 I = {b,d) E F(CS) 
caso (1 e): I1 = {c), I2 = {a, b) 3 I = (c) não maximal 
caso (10: I1 = {c), I2 = {a,e) J I = (c,e) E F(C5) 
caso (19: = {e), I2 = {b,d) 2 1 = {c,d) E F(C5) 

A observação 5.4 é a justificativa da propriedade 5.5 enunciada abaixo, a qual a sua vez 
é a base do procedimento descrito no algoritmo 5.4. 

Proeriedade 5.5: 

Dadas as famílias F(G1) e F(G2) de c.i.m. de G1 e de G2, sejam para i =1,2: 
Fabi = família de c im.  de Gi que contém a e b, - 
Fabi = f d a  de c.i.m. de Gi que não contém a nem b, 
Fa = familia de c.i.m. de Gi que contém a mas não contém b, 
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Fbi = família de c.í.m. de Gi que contém b mas não contém a, 
então F(G) é construida segundo o seguinte procedimento: 

1 .- Se (a,b} P EG então 
a) para todo I1 E Fabl, para todo I2 E Fab? I1 u I2 E E(G) 
b) para todo I1 E Fabl, 

se 3 v E AdjGl(b) com (v,w) E E(G1), w €I1 então 
para todo I2 E Fz:  []C1 - (b}] u I2 E F(G) 

para todo I1 E Fabl, 
se 3 v E AdjGl(a) com (v,w) E E(G1), w €I1 então 
para todo I2 E Fb2: [I1 h (a}] u I2 E F(G) 

c) para todo I1 E Fal, para todo I2 E Fa2: I1 u I2 E F(G) 
para todo I1 E Fbl, para todo I2 E Fb2: I1 u I2 E F(G) 

d) se 3 v E AdjG2(b) com ( v , ~ )  E E(G2), w €12 e 3 t E AdjGl(a) com (t,x) E E(Gi), 
x €I1 então: 

para todo I1 E Fal, para todo 12 E Fb2: [I1 - (a)] u [I2 - (b}] E F(G) 
se 3 v E AdjG2(a) com (v,w) E E(G2), w €I2 e 3 t E AdjGl(b) com (t,x) E E(G1), 
B €Il então: 

para todo I1 E Fbl, para todo I2 E F?: [I1 - (b)] u [I2 - (a)] E F(G) 
e) se 3 B E AdjGl(b) com (v,w) E E(Gl), w €I1 e 3 t E AdjGl(a) com (t,x) E E(G1), 

x €I1 então: 
para todo Il E hbl ,  para todo I2 E Fab2: [I1 - {a,b)] u I2 E F(G) 

f )  se 3 t E AdjGl(a) com (t,x) E E(G1), x €Il então: 
para todo I1 E Fal, para todo I2 E Kb2: [I1 - (a)] V I2 E F(G) 

se 3 t E AdjGl(b) com (t,x) E E(G1), x €Il então: 
para todo I1 E Fbl, para todo I2 E gb2: [[I I {b]] LJ I2 E F(G) 

d 

g) para todo I1 E Fabl, para todo I2 E Fab2: 111 u I2 E F(G). 

2.- Se (a,b) E El então 

a) para todo I1 E Fal, para todo I2 E F?: I1 u I2 E F(G) 
para todo I1 E Fbl, para todo I2 E Fb2: Il u I2 E F(G) 

b) se 3 v E AdjG2(b) com ( v , ~ )  E E(G2), w €I2 e 3 t E AdjGl(a) com ( t , ~ )  E E(Gl), 
x então 
para todo I1 E Fal, para todo I2 E Fb2: [I1 - (a}] u [I2 - f b}] E F(G) 

se 3 v E AdjG2(a) com (v,w) E E(G2), w d2 e 3 t E AdjGl(b) com (t,x) E E(Gl), 
x €I1 então 

para todo Il E Fbl, para todo I2 E F?: [I1 - {b}] u [I2 - {a}] E F(6) 
c) para todo Il E Fabl, para todo I2 E Eb2: I1 + E F(G) 



d) se 3 t E AdjG2(a) com (Cx) E E(G2), x d2 então 
para todo I1 E Fabl, para todo I2 G FZ: Il u [I2 - (a)] E F(G) 

se 3 t E AdjG2(b) com (t,x) E E(G2), x s12 então 
para todo Il E Fabl, para todo I2 E Fb2: I1 V [I2 - (b)] E F(G) 

e) se 3 v E AdjG2(b) com (v,w) E E(G2), w €I2 e 3 t E AdjG2(a) com (t,x) E E{G2), 
x €I2 então - 
para todo I1 E Fabl? para todo I2 E Fb2: I1 u [I2 - (a,b)] E F(G) 

f )  se 3 t E AdjGl(a) com (t,x) E E(Gl), x €Il então - 
para todo Il E Fal, para todo I2 E Fab2: [Il - (a)] u I2 E F(G) 

se 3 t E AdjGl(b) com (t,x) E E(Cl), x €Il então 
L 

para todo I1 E Fbl, para todo I2 E ~ ~ ~ 2 :  [I1 - (b)] V I2 E R(G). 

O algoritmo 5.4 Unplementa o procedimento para construir a família de c.i.m. de um 
grafo G obtido pela conexão paralela de dois grafos identgcando seus dois vértices 
terminais, dadas as famílias de c.i.m. desses dois grafos. 

Alporitm 5.4: Ramíiia de t9.m de um grafo conexão paralela de doia; grafos 

Dados 6, G1, G2, a e b vértices terminais de G, F(Gl), F(G2), Fabl, Fab2, Fabl, Fab2, 
Fal, F,2, Fbly Fb2 

1. Se (a, b) g EG então efehiar 
1.1 se Fabl f 0 e Fab2 f 0 então efetuar 

para todo I1 E Fabl 
para todo I2 E Fab2 

F = F u  {Xlu12)  
1.2 se Fabl # 0 e Fa2 f 0 então efetuar 

para todo I1 E Fabl 

se 3 v E AdjGl(b) COM (v,w) E E(G1), w €Il então efetuar 
para todo I2 E F a  

F = F u  ( [I1 - (b)]u12)  
se Fabl f 0 e Fb2 f 0 então efetuar 

para todo I1 E Fabl 
se 3 v E AdjGl(a) com (v,w) E E(Gl), w €I1 então efetuar 

para todo I2 E Fb2 
F = F u  {[I1 - f a ) ]u12 ]  
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1.3 se F: t 0 e F,2 # 0 então efetuar 
para todo I1 E Fal 

para todo I2 E F? 
F = F u  (I1 u 1 2 )  

se Fbl rts 0 e Fb2 # 0 então efetuar 
para todo I1 E Fbl 

para todo I2 E Fb2 
F = F ~ { l ~ u l [ ~ )  

1.4 se F:# 0 e Fb2 t 0 então efetuar 
se 3 v E AdjG2(b) com (v,w) E E(G2), w d2 

e 3 t E AdjGl(a) com (t,x) E E(G1), x €I1 então efetuar 
para todo f E F,1 

para todo I2 E Fb2 

F = F u  ( [I, - {a)l u F 2 -  {b l l )  
se Fbl f 0 e F? # 0 então efetuar 

se 3 v E AdjG2(a) com (v,w) E E(G2), w 
e 3 t E AdjGl(b) com (t,x) E E(G1), x €I1 então efetuar 

para todo I, E F~~ 

para todo I2 E F> 

F = FU ( [I1 - IWl u [I2 - (a11 f 
1.5 se Fabl f 0 e Fab2 f 0 então efetuar 

se 3 V E AdjGl(b) com (v,w) E E(G1), w €11 

e 3 t E AdjGl(a) com (t,x) E E(G1), x €I1 então efetuar 
para todo I1 E F&l 

para todo I2 E Fab2 
F= Fu ( [I1 - {a,b)] u 1 2 )  

1.6 se F,' t- !i3 e cb2 t 0 então efetuar 
se 3 t E AdjGl(n) com (t,x) E E(G1), x €I1 então efetuar 

para todo I1 E F: 
para todo I2 E gb2 

F = F u  { [I, - {a)] u 1 2 )  
se Fbl t 0 e Fab2 # 0 então efetuar 

se 3 t E AdjGl(b) com ( t ,~ )  E E(G1), x €Il então efetuar 
para todo X1 E Fbl - 2 para todo I2 E Fab 

F = F u  ( [I, - {b)] V 12) 



1.7 se Fabl # 0 e ~~~2 # 0 então efetuar 

para todo I1 E Fabl 
para todo I2 E Fab2 

F = F u { I ~ u I ~ )  
2.  Se (a,b) E E1 então efetuar 

2.1 se F,1# 0 e F z  f 0 então efetuar 

para todo I1 E F> 
para todo I2 E Fa2 

F = F u ( I ~ u I ~ )  
se Fbl f 0 e Fb2 f 0 então efetuar 

para todo I1 E Fbl 
para todo I2 E Fb2 

F = F u { I 1 u I 2  

2.2 se F , ~  # 0 e Fb2 f 0 então efetuar 
se 3 v E AdjG2(b) com (v,w) E E(G2), w €I2 

e 3 t E AdjGl(a) com (t,x) E E(GI), x €I1 então efetuar 

para todo I1 E F> 
para todo I2 E Fb2 

F = Fu ( r11 - (a11 u [I2 - IWl) 
se Fbl f 0 e F a  # 0 então efetuar 

se 3 v E AdjG2(a) com (v,w) E E(G2), w €I2 
e 3 t E AdjGl(b) com (t,x) E E(G1), x €I1 então efetuar 

para todo I1 E Fbl 
para todo I2 E F z  

F=Fu ( [I, - o-olu 112- fali 1 
2.3 seFabl#0eFab2t0entãoefetuar - 1 para todo I1 E Fab - 2 para todo I2 E Fab 

F = F u ( 1 1 ~ 1 2 )  

2.4 sei?abl#OeFzãOentãoefetuar 
se 2 t E AdjG2(a) com (t,x) E E(G2), x €I2 então efetuar - 1 para todo Il E Fab 

para todo I2 E F a  
F = F u  (I1 u [I2- (a)]) 
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se Fabl t 0 e ~~2 + 0 então efetuar 
se 3 t E AdjG2(b) com (t,x) E E(G2), x €I2 então efetuar 

para todo I, E Zabl 

para todo I2 E b2 
F = F u  (Il u[12- (b)])  

2.5 se Fabl # 0 e F,~Z t 0 então efetuar 
se 3 v E AdjG 2(b) com (v,w) E E(G2), w d2 
e 3 t E AdjG2(a) com (t,x) E E(G2), x €I2 então efetuar 

para todo 4 E Fab1 
para todo I2 E FJ 

F = F u ( I, u [I2 - (a,b)] ) - 
2.6 se F: t 0 e Fab2 f 0 então efetuar 

se 3 t E AdjGl(a) com (t,x) E E(q) ,  x €I1 então efetuar 

para todo I1 E F: - 2 para todo I2 E Fab 

F=Fu(  [I1 - ( a ) ] u 1 2 )  

se Fbl t 0 eFab2 ;e 0 então efetuar 
se 3 t E AdjGl(b) com (t,x) E E(G1), x €Il então efetuar 

para todo I1 E Fbl - 2 para todo I2 E Fab 

Complexidade: 

Passo 1: 
1.1 : i(Gl) i(G2) 
1.2: n2 i(G1) i(G2) 
1 -3 : i(Gl) i(G2) 
1.4: n2 i(Gl) i(G2) 
1.5 : n2i(G1) i(Gz) 
1.6: n2i(Gl) i(G2) 
1.7: i(Gl) i(G2) 

total do passo 1: O( n2 i(Gl) i(G2) ) 
Passo 2: 

2.1: i(G1) 4G2) 
2.2: n2 i(G1) i(G2) 
2.3: i(Gl) i(G2) 
2.2: n2 i(Gl) i(G2) 

2.2: n2 i(Gl) i(G2) 
2.2: a2 i(G1) i(G2) 

total do passo 2: O( n2 i(G1) i(G2) ) 



Capítulo 5:  OPERAÇÃO 

Logo, a complexidade do algoritmo 5.4 é O(n2 i(G1) i(G2) ). 

Para o grafo G da figura 5.25, considerando a decomposição nos grafos G1 e G2 
segundo a figura 5.30, tem-se: 

Eig. 5.30: Exemplo do algoritmo conexão paralela 
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5.5, Grafos sérieparalelo a dois terminais 

Um grafo Ç é série-paralelo a dois terminais se ele pode ser obtido por um número 

h i t o  de aplicagões sucessivas de conexões série dou conexões paralelas, a partir do 
grafo série-paralelo básico ou mínimo %, exibido na figura 5.31, que consiste de dois 
vértices unidos por uma aresta simples, os dois vértices são os terminais de 6. 

Fig. 5.3 1 : Grafo série-paralelo mínímo 

O grafo G - G1*G2 obtido por conexão série dos grafos G1(V1,El,vll,v12) e 
G2(V2,E2,v21,v22) com V1 n V2 = 0, onde vll e v12 são os vértices terminais de G1, 
vzl e v2, são os vértices terminais de G2, identificando os vértices v12 e vzl, é dado por: 
VG = V1 u V2 , EG = El u E2 , com vértices terminais vl e e é exibido na figura 

5.32. A conexão série dos grafos G1 e G2 que gera o grafo G é equivalente a considerar 
que G tem uma articulação correspondente ao vértice v12 = vsl que o separa em G1 e 
G2 . Esta operação é descrita na seção 5.1. 

f G, 

Fig. 5,32: Conexão série 

O grafo G = G1 1 I G2 obtido por conexão paralela dos grafos G1(VlyEli~11i~12) e 
G2(V2,E2,v21i~22) com Vi n V2 = 0, onde vll e v12 são os vértices terminais deC1, 

vzl e v22 são os vértices terminais de G2, identificando os vértices vll com v 2 ~  e v12 
com vs2, é dado por: VG = V1 u V2 , EG = El u E2 , com vértices terminais vi e v2 
(vl = v,, = v2,, v2 = v12 = v ~ ~ ) ,  exibido na figura 5.33. Esta operação é descrita na seção 
5.4. 



Fig. 5.3 3 : Conexão paralela 

Arvore de deeomposiçiío 

Dado um grafo G série-paralelo constrói-se uma árvore binária de decomposiqão, 
onde cada nó v é rotulado com S ou P para indicar se é realizada uma conexão série ou 
uma conexão paralela nos grafos correspondentes aos fiihos do nó v, e é rotulado com a 
aresta (u,v) se for o grafo série-paralelo mínimo. Na figura 5.34 exibe-se o grafo G, os 
grafos usados na construção e a árvore de decomposição TG de G. 

Fig. 5.34: Árvore de decomposição 



Capítulo 5 :  OPERAÇÃO 

Boulala e Uhry (1979) provam que a árvore de decomposição pode ser construida em 

tempo linear e que tem no máximo n vértices. 

Algoritmo proposto 

Para construir a família F(G) de conjuntos independentes maximais de um grafo G 

série-paralelo a dois terminais, utiliza-se a árvore binária de decomposição. Subindo 

nesta áivore TG desde as folhas até a raiz, opera-se com os algoritmos para construir a 

família de c.i.m. de um grafo obtido por conexão série (algoritmo 5.1) ou por conexão 

paralela (algoritmo 5.4) de dois grafos G, e G2, a partir das famílias de c.i.m. dos 

grafos G1 e G2 que o compõem, começando com as famílias dos grafos mínimos 

correspondentes às folhas da árvore. 

O algoritmo 5.5 implementa o procedimento para construir a família de c.i.m. de um 
grafo G série-paralelo, dadas a árvore de decomposição por cliques TG e as famílias de 
c.i.m. dos subgrafos primitivos gerados na decomposição utilizando o algoritmo 5.1 
para gerar a família de c.i.m. de um grafo construído por conexão série de dois grafos e 
o algoritmo 5.4 para gerar a família de c.i.m. de um grafo construído por conexão 
paralela de dois grafos. 

Algoritmo 5.5: Família de c.i.m de um grafo série-paralelo a dois terminais 

Dados G e a árvore de decomposição TG 
1. Determinas a altusa h da árvore TG 
2. Para todo grafo primitivo Gp associado às folhas de TG 

construir a família F(GP) de c.i.m. de GP 
3. Para j = 1 até h-1 efetuar 

para todo nó Gj no nível h - j de TG efetuar 
determinar a família F(Gj) do grafo associado ao nó Gj. 

Passo 1 : O(n) 
Passo 2: é executado O(n) vezes com tempo O(1) 
Passo 3: é executado O(s) vezes onde s é o número máximo de vértices de TG, s < n, 

pelos algoritmos 5.1 e 5.4, tempo O(n2 i(G1) i(G2)), dado que Gl e G2 são 
os filhos de Gj em TG. 

A complexidade total do algoritmo 5.5 é O(n3 i(G,) i(G2) ). 
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Por exemplo, para o grafo G da figura 5.34 aplicando o algoritmo 5.5 tem-se: 

Passo 1 : 
altura h = 4 

Passo 3 : 

G5 = G7*G8 

aplicando o algoritino 5.1 3 F(G5) = { {2,4), (3 ) ) 

G ~ = G ~ I  1 6 6  

aplicando o algoritmo 5.4, vértices terminais 2 e 4: 

G1 =G3*G4 
aplicando o algoritmo 5.1 3 F(Gl) = {{1,3},{1,4},{2}} 

G=Gl*G2 

aplicando o algoritmo 5.1 3 F(G) = {{1,3,5),{1,4),{2,5}}. 
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Capítulo 6 

CONCLUSOES 

Este trabalho versa sobre dois problemas de combinatória: Quantos conjuntos 
independentes maximais existem em um grafo dado (contagem) e Qual é a família de 
conjuntos independentes maximais de um grafo dado (enumeração). 

No capítulo 2 resumem-se os resultados, encontrados na literatura, relacionados com 
o número i(G) de conjuntos independentes maximais de um grafo G. No capítulo 3 
descrevem-se quatro algoritmos, da literatura, para enumerar todos os conjuntos 
independentes maximais de um grafo qualquer. 

No capítulo 4 desenvolvem-se algoritmos para construir a família de conjuntos 
independentes maximais no caso particular de caminhos induzidos, ciclos induzidos, 
gsafos grade completos de duas linhas, grafos de intervalo e grafos triangularizados; 
transformando o problema de constiuir a família de c.i.m do grafo dado no problema de 
determinar todos os caminhos maximais fonte-sumidouro num dígrafo que depende da 
classe particular considerada. Primeiro, desenvolve-se um algoritmo de tempo linear 
para cada conjunto independente maximal, para gerar todos os conjuntos independentes 
maximais de um caminho induzido. Utilizando a mesma idéia dos caminhos induzidos, 
é possível gerar a família de c.i.m. de um ciclo induzido em tempo linear para cada 
c.i.m.. Em ambos casos, a complexidade total do algoritmo é polinornial no tamanho do 
grafo e no número de c.i.m. do gsafo. 

Da mesma forma, desenvolve-se um algoritmo de tempo linear para cada c.i.m. de 
grafos grade completas de duas linhas, a complexidade total do algoritmo é polinomial 
no tamanho do grafo e no número de c.i.m. do grafo. Determina-se, além disso, a 
equação de recorrências que caracteriza o número de c.i.m. neste caso e a solução dessa 
equação que dá o número de c.i.in. de uma grade completa de duas linhas. 
Generalizando a idéia do algoritmo para gerar os c.i.m. de um caminho induzido, 
obtém-se um algoritmo pasa um grafo de intervalo, a complexidade por c.i.m. é 
polinomial no tamanho do grafo e a complexidade total é polinomial no tamanho do 
grafo e no número de c.i.m. dele. Este algoritmo é mais eficiente que o desenvolvido 
por Leung. Modificando esse algoritmo é possível contar o número de c.i.m. de um 
grafo de intervalo dado. Além disso, obtém-se um algoritmo para um grafo 
triangularizado, com complexidade total polinomial no tamanho do grafo e no número 
de c.i.m. dele, no entanto a complexidade por c.i.m. é linear no número de vértices; isto 
representa uma melhora em relação ao algoritmo de Leung. 
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Uma pergunta que surge naturalmente é, em que classes de grafos é possível 
caracterizar um dígrafo de modo que enumerar todos os conjuntos independentes 
maximais do grafo seja equivalente a resolver o problema de gerar todos os caminhos 
maximais fonte-sumidouro do grafo. 

Outro problema é generalizar a enunleração e a contagem de conjuntos 
independentes maximais para grades completas, no caso geral de n linhas. 

No capítulo 5 trabalha-se com a estratégia de operar dois grafos para os quais dispõe- 
se da família de c.i.m. de cada um deles. Dependendo do tipo de operação nos dois 
grafos que compõem o grafo de interesse, constrói-se a família de c.i.m. dele. A 
primeira operação considerada é a conexão série de dois grafos com um vértice comum 
a ambos, o qual é uma articulação do grafo resultante; primeiro descreve-se o algoritmo 
desenvolvido por Boulala e Uhry (1979) para gerar um conjunto independente de peso 
máximo. Em seguida, desenvolve-se um algoritmo para gerar a família de c.i.m. de um 
grafo obtido como conexão série de outros dois grafos, dadas as famílias de c.i.m. 
desses dois grafos menores, com complexidade total polinomial no tamanho do grafo e 
no número de c.i.m. dele. Generaliza-se então a conexão série, isto é a construção de 
um grafo com uma articulação no caso de um grafo com um conjunto articulação que é 
uma clique, primeiro descreve-se o algoritmo desenvolvido por Boulala e Uhsy (1979) 
para gerar um conjunto independente de peso máximo; após, obtém-se um algoritmo 
para gerar a família de c.i.m. de um grafo obtido como conexão série de outros dois 
grafos identificando uma clique comum em ambos, dadas as famílias de c.i.m. desses 
dois grafos menores, com complexidade total polinomial no tamanho do grafo e no 
número de c.i.in. dele. Utilizando esse algoritmo, desenvolve-se um algoritmo para 
gerar a família de c.i.m. de um grafo separável por cliques, aproveitando a árvore de 
decomposição por cliques e a operação de unir dois grafos por um conjunto comum a 
ambos. 

A segunda operação considerada é a conexão paralela de dois grafos com dois 
vértices comuns a ambos, os quais são denominados vértices terminais do grafo 
resultante; primeiro descreve-se o algoritmo desenvolvido por Boulala e Uliry (1979) 
para gerar um conjunto independente de peso máximo; em seguida, desenvolve-se um 
algoritmo para gerar a família de c.i.m. de um grafo obtido como conexão paralela de 
outros dois grafos, dadas as famílias de c.i.m. de esses dois grafos menores, com 
complexidade total polinoinial no tamanho do grafo e no número de c.i.in. dele. 
Finalmente, desenvolve-se um algoritmo para gerar a família de c.i.m. de um grafo 
série-paralelo a dois terminais, aproveitando a árvore de decomposição do grafo e as 
operações de unir dois grafos por conexão série e por conexão paralela. 

Esta decomposição do problema em subproblemas menores da mesma natureza, é 
uma boa alternativa para continuar a pesquisa em relação aos conjuntos independentes 
maximais de um grafo. Uma possibilidade é considerar outras operações em grafos e 
aproveitar suas propriedades, por exemplo a amálgama de dois grafos [Burlet e Fonlupt, 
19841 a qual preserva o fato do grafo ser perfeito, propriedade que também satisfaz a 
união de dois grafos através de uma clique comum. É interessante analisar o que 
acontece nos grafos série-paralelo em geral, sem identificar os vértices terminais; pois a 
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propriedade de ser série-paralelo é hereditária mas ao identificar os vértices terminais já 
não é válida, todo subgrafo de um grafo série-paralelo dois terminais é série-paralelo 
mas os vértices terminais não são, necessariamente, os mesmos. 

Também, falta estudar o problema de determinar o número de c.i.m. de grafos 
obtidos operando outros grafos menores. Poderia ser possível determinar uma relação 
entre o número de c.i.in. dos grafos menores e o número de c.i.m. do grafo resultante da 
operação. 

A tabela abaixo resume as classes de grafos para as quais existem algoritmos, na 
literatura ou desenvolvidos neste trabalho (* no ano), indicando-se a complexidade total 
e a referência. 

a . , I I 

nade completa 2xp I P i(G) Villanueva * I 

G W O  
qualquer 

caminho induzido 
ciclo induzido 

intervalo I n2+ p I Leung 1 1984 1 
I - 

intervalo I n (m + i(G)) I Villanueva I * I 

COMPLEXIDADE 
n m i(G) 

n i(G) 
n i(G) 

As possíveis linhas de pesquisa nesse tema são: 

AUTOR 
Tsukiyama et alii 

Villanueva . 

Villanueva 

arco-circular 
triangularizado 
triangularizado 

separável por cliques 
série-paralelo 

- Desenvolver algoritmos para enumerar todos os conjuntos independentes maximais 
em outras classes de grafos. 

ANO 
1977 

* 
* 

- Estudar o número de conjuntos independentes maximais em outras classes de grafos, 
determiná-lo exatamente ou por uma equação característica ou por limites superiores e 
inferiores. 

n2+ p 
( n  + m ) i ( G )  
n (m + i(G)) 

n6 i(G1) i(G2) 
n3 i(G,) i(G9 

- Caracterizar o grafo interseção IG de conjuntos independentes maximais de um grafo 
G dado; isto é: existe um vértice em IG por cada conjunto independente maximal de G, 
e existe uma arista unindo dois vértices de IG se os c.i.m. correspondentes se 
interceptam. 

Leung 
Leung 

Villanueva 
Villanueva 
Villanueva 

1984 
1984 

* 
* 
* 
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- Caracterizar classes de grafos utilizando o grafo interseção de conjuntos 
independentes maximais do grafo, de forma análoga ao feito com o grafo interseção de 
cliques [Hedman - 1984, De Mel10 - 1992, Szwarcfiter - 1991, Szwarcfiter e Bornstein - 
19941. 

- Contar e enumerar todos os conjuntos independentes maximais de hipergrafos. 
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