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Introdução

Este trabalho tem como objetivo produzir exemplos de derivações simples de

C[x, y] de grau 3 e exemplos genéricos de folheações de grau superior a 3 sem

soluções algébricas. Há alguns anos, a exibição de famı́lias de derivações associadas

a folheações sem solução tem se mostrado uma tarefa mais árdua do que o esperado.

Pelo Teorema de Jouanolou, que afirma que o conjunto das folheações de grau d ≥ 2

sem curvas algébricas invariantes é não vazio e denso no conjunto das folheações

de grau d ≥ 2 de P2. Portanto, pode-se imaginar uma aparente facilidade em se

encontrar tais folheações. Ao contrário, muitos trabalhos utilizaram abordagens

nada triviais para a produção de famı́lias de derivações relacionadas a estas referidas

folheações. Ver [1], [4], [5] e [6].

No caṕıtulo 1, apresentamos as definições algébricas básicas, o problema da

holonomia em álgebras de Weyl e a questão da d-simplicidade. No caṕıtulo seguinte,

reapresentamos a questão utilizando a linguagem das folheações holomorfas, e

resultados da teoria que serão fundamentais para a realização de nossos objetivos.

No caṕıtulo 3, exibimos os campos de grau 3 produzidos com o aux́ılio da ferra-

menta computacional Singular, e os procedimentos utilizados para a confirmação

da simplicidade na maioria dos casos. Veremos que o programa produziu também

casos com singularidades dicŕıticas, exemplos estes que não podem ser abordados

utilizando a mesma estratégia usada nos exemplos sem tais singularidades (uti-

lização do teorema de Carnicer). Um dos exemplos produzidos pelo programa com

singularidades dicŕıticas é estudado no caṕıtulo 4, onde detalhamos a prova de

simplicidade utilizando uma abordagem distinta.

Finalmente, no caṕıtulo 5, exibimos o estudo de uma folheação associada a uma

derivação onde um dos polinômios envolvidos possui grau muito maior do que 3.

Analisamos singularidades e provamos a ausência de solução algébrica para o campo

genérico, dado que tal folheação possui apenas singularidades reduzidas. Isso nos

permite utilizar o teorema de Carnicer (ver [2]), também usado nos casos de grau 3.
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Caṕıtulo 1

O problema algébrico

Temos nesta seção introdutória o objetivo de esclarecer a motivação do estudo

de derivações simples de anéis polinomiais em geral, e da procura por famı́lias destas

derivações. Para isto precisamos de algumas definições e resultados básicos da teoria

de anéis diferenciais, D-módulos e álgebras de Weyl.

1.1 Definições fundamentais e resultados básicos

Sejam K um corpo e R uma K-álgebra comutativa.

Definição 1.1. Uma derivação de R é um operador K-linear d de R que satisfaz a

regra de Leibniz: para todo a, b ∈ R,

d(ab) = ad(b) + bd(a).

Usa-se a notação DerK(R) para o R-módulo das derivações de R.

Se d é uma derivação de um anel R, um ideal I de R é chamado d-ideal se

d(I) ⊆ I. Diz-se ainda que I é d-estável, ou d-invariante. Se os únicos d-ideais de

R forem (0) e R, este anel é dito d-simples, ou que d é uma derivação simples de

R.

Definição 1.2. Sejam K um corpo de caracteŕıstica zero, e K[x1, ..., xn] = K[X]

o anel polinomial em n variáveis sobre K. Sua álgebra de operadores K-lineares é

EndK(K[X]). Sejam x̂1, ..., x̂n e ∂1, ..., ∂n elementos de EndK(K[X]) definidos por

x̂i(f) = xif

e

∂i(f) =
∂f

∂xi
,
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para todo f ∈ K[X]. A álgebra de Weyl de ordem n, An(K), ou simplesmente An,

é a K-subálgebra de EndK(K[X]) gerada por {x̂1, ..., x̂n, ∂1, ...∂n}. Por uma questão

de consistência, escreve-se A0 = K.

Proposição 1.3. Toda derivação de K[X] é da forma
∑n

i=1 fi∂i, para fi ∈ K[X],

i ∈ {1 · · ·n}, onde ∂i = ∂
∂xi

é a derivada parcial com relação à i-ésima variável.

Demonstração. Ver [3], pg. 21, Prop. 1.3.

Denotamos por dimKA a dimensão de A como K-espaço vetorial.

Teorema 1.4. Se M = ⊕i≥0Mi é um módulo graduado finitamente gerado sobre o

anel polinomial K[X], então existem um polinômio χ(t) ∈ Q[t] e N ∈ N tais que

s∑
i=0

dimK(Mi) = χ(s)

para todo s ≥ N . Este é o Polinômio de Hilbert de M .

Demonstração. Ver [3], Teorema 9.1.1, p. 74.

Seja R uma K-álgebra. Uma famı́lia F = {Fi}i≥0 de K-espaços vetoriais é uma

filtração de R se

1. F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ R,

2. ∪i≥0Fi = R,

3. Fi · Fj ⊆ Fi+j.

Uma filtração de An é a filtração de Bernstein, denotada por B. Denotamos

por Bk o conjunto de operadores de An de grau menor ou igual a k. Estes Bk são

subespaços vetoriais de An. É fácil verificar que a famı́lia B = {Bk}k≥0 satisfaz as

condições acima.

Agora consideremos M um An-módulo (à esquerda). Uma famı́lia Γ = {Γi}i≥0

de K-espaços vetoriais de M é uma filtração de M se satisfaz

1. Γ0 ⊆ Γ1 ⊆ · · · ⊆M ,

2. ∪i≥0Γi = M ,

3. BiΓj ⊆ Γi+j.

Além disso, cada Γj é um espaço vetorial sobre K de dimensão finita. Denotamos

por grΓM a soma direta dos fatores Γi/Γi−1, com i ≥ 0. Esta é chamada álgebra

graduada associada à filtração Γ.
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Seja M um An-módulo (à esquerda) finitamente gerado. Suponha que Γ seja

uma boa filtração de M com relação à filtração de Bernstein B (ou seja, o módulo

graduado grΓM é finitamente gerado sobre Sn = grBAn ). Denotamos por χ(t,Γ,M)

o polinômio de Hilbert do módulo graduado grΓM sobre o anel polinomial Sn. Isto

é, para t >> 0, temos

χ(t,Γ,M) =
t∑
0

dimK(Γi/Γi−1) = dimK(Γt).

A dimensão d(M) de M é deg(χ(t,Γ,M)) (onde deg(p) é o grau do polinômio p

durante todo o texto).

Enunciamos a seguir, remetendo à prova em [3], pg. 83, Teorema 4.2, a Desi-

gualdade de Bernstein.

Teorema 1.5. Se M é um An-módulo (à esquerda) finitamente gerado, então

d(M) ≥ n

Se um An-módulo à esquerda finitamente gerado M tem dimensão d(M) = n,

ele é holônomo. Se considerarmos An como An-módulo, tem-se que d(An) = 2n

(isto é, An não é holônomo) enquanto d(K[X]) = n, e portanto um anel polinomial

sobre um corpo de caracteŕıstica zero é holônomo como An-módulo. Ver detalhes

em [1].

1.1.1 A questão da d-simplicidade

Até 1985 acreditava-se na veracidade de uma conjectura que afirmava se-

rem todos os módulos irredut́ıveis holônomos (ou simples, i.e., que não possuem

submódulos próprios não-nulos) sobre An. Neste ano, um artigo de J. T. Stafford (ver

[15]) mostrou a falsidade da conjectura. Stafford construiu exemplos de derivações

d de K[X] e polinômios f ∈ K[X] = K[x1, · · · , xn] de forma que An/An(d+f) fosse

um An-módulo irredut́ıvel e não holônomo.

Em 1988, uma outra abordagem por J.Bernstein e V.Lunts [1] mostrou um pro-

cesso para a geração de famı́lias de derivações que davam origem a vários tipos de

An-módulos simples não holônomos. Entretanto os exemplos de Stafford não se

enquadravam nas famı́lias geradas pelo procedimento de Bernstein e Lunts.

Em 2002, S. C. Coutinho mostrou em [6] uma construção que dava origem a uma

série de derivações simples d tais que An/An(d+ f), para polinômios f apropriados,

fossem irredut́ıveis não holônomos. Os exemplos de Stafford se encaixam na famı́lia

de An-módulos irredut́ıveis de Coutinho.

Assim, há algum tempo as derivações simples vêm sendo objeto de estudo e

pesquisa, pela possibilidade de que certas classes de tais derivações, que estão as-
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sociadas a determinado anel polinomial, dêem origem a módulos simples sobre An.

Além disso, anéis d-simples comutativos estão relacionados à construção de anéis

não comutativos simples. Para mais informações, ver [7].

A abordagem dos problemas envolvendo derivações simples de anéis polinomiais

pode ser feita a partir de diversas áreas da matemática, e há aplicações tanto em

álgebra e geometria algébrica, quanto em teoria de folheações holomorfas, havendo

inclusive uma relevante ligação com a teoria de equações diferenciais. Ver [10] e [12].

1.1.2 Derivações simples e unimodularidade

A seguinte definição será fundamental durante todo o trabalho apresentado neste

texto.

Definição 1.6. Uma dupla (a, b) com a, b ∈ C[x, y] é uma linha unimodular se

existem u e v ∈ C[x, y] tais que ua+ vb = 1, isto é, o ideal gerado por a e b é o anel

C[x, y].

Seja d uma derivação da forma d = a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

, com a, b ∈ C[x, y]. Uma sin-

gularidade de d é um ponto p0 = (x0, y0) ∈ C2 tal que a(x0, y0) = 0 = b(x0, y0).

Claramente a linha (a, b) é unimodular se, e somente se, d não possui singularidades.

Definição 1.7. Uma solução algébrica de d em K[X] é um polinômio f ∈ K[X]

tal que d(f) = gf , onde g é algum polinômio em K[X].

Diz-se também que f é estável por d, ou que o ideal gerado por f é d-invariante.

Lema 1.8. Uma linha (a, b) é unimodular se, e somente se, d = a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

não

possui ideal maximal invariante.

Demonstração. Pelo Nullstellensatz de Hilbert a(x, y) = b(x, y) = 0 não tem solução

se, e somente se, (a, b) = 1. Se d possui singularidade e a(p0) = b(p0) = 0, isto é

equivalente a dizer que o ideal maximal associado mp0
= (x−x0, y−y0) é invariante

por d. Por um lado,

a
∂

∂x
(mp0

) + b
∂

∂y
(mp0

) ⊆ mp0
,

pois pelo Nullstellensatz, se a(p0) = b(p0) = 0, então a, b ∈ mp0
. Reciprocamente,

suponha mp0
invariante por d. Assim, tem-se h(x, y) = x− x0 ∈ mp0

, e dáı d(h) =

a.1 = a ∈ mp0
, logo a(p0) = 0. O mesmo racioćınio se aplica a b.

Como se sabe, C[x, y] é um anel de dimensão de Krull igual a 2. Esta dimensão

é dada pela altura dos ideais maximais do anel, que são primos. Portanto, testar

a d-simplicidade de C[x, y] é testar a d-estabilidade dos ideais de altura 2 (i.e., dos

ideais maximais, que são da forma mp0 = (x − x0, y − y0)) e dos ideais de altura

1 (principais, pelo Teorema do Ideal Principal de Krull, isto é, da forma (f) para

algum polinomio f). Então, podemos resumir o que foi exposto como segue:

5



1. mp0 é d-invariante se, e somente se, p é singularidade de d

2. (f) é d-invariante se, e somente se, f define curva invariante.

No caṕıtulo a seguir, exploraremos as ideias acima do ponto de vista de folheações

holomorfas.
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Caṕıtulo 2

Sobre folheações

2.1 Reformulação do problema

2.1.1 Definições básicas

Seja n ≥ 1 um inteiro. Consideremos x, y, z as coordenadas homogêneas do plano

projetivo complexo P2. Uma folheação holomorfa de P2 de grau n é definida por uma

1-forma Ω = Adx+Bdy +Cdz, com A,B,C polinômios homogêneos de grau n+ 1

satisfazendo xA+yB+zC = 0. Uma 1-forma satisfazendo esta condição é chamada

de projetiva. Uma singularidade da folheação é um ponto p do plano projetivo tal

que A(p) = B(p) = C(p) = 0. O conjunto de singularidades da folheação é denotado

por Sing(Ω). Em nosso trabalho estudamos folheações com Sing(Ω) finito, isto é

mdc(A,B,C) = 1.

Um polinômio homogêneo F ∈ C[x, y, z] é uma solução algébrica de Ω se existe

uma 2-forma η com coeficientes em C[x, y, z] de modo que

Ω ∧ dF = Fη.

Seja o morfismo

πz : Uz → C2

[x : y : z] 7→ (x/z, y/z)

Vejamos que o pullback de uma 1-forma ω em C[x, y] por esta aplicação, multipli-

cada por uma potência de z conveniente (escolhida de forma que não haja polos

na imagem do pullback) nos devolve a folheação Ω definida anteriormente. Isto é,

π∗z(ω) = Ω. Esta folheação de P2 é dita induzida pela derivação d e denotada por Ωd.

Descrevemos abaixo o processo que relaciona os coeficientes de ω e Ω neste processo

de projetivização.
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Seja ω = bdx− ady. A derivação ou campo dual de ω é

d = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
.

Suponhamos a prinćıpio que o grau de a e b sejam iguais a k. Tomando as aplicações

x 7→ x/z e y 7→ y/z, teremos

b(x/z, y/z)d(x/z)− a(x/z, y/z)d(y/z) =

1

zk
bh
(zdx− xdz

z2

)
− 1

zk
ah
(zdy − ydz

z2

)
=

1

zk+2

(
zbhdx− zahdy + (yah − xbh)dz

)
.

Aqui, ah significa a homogeneizado em z, de forma que agora este é um polinômio

em x, y e z. O mesmo ocorre em bh. Fazemos A = zbh, B = zah e C = yah − xbh,
e multiplicamos a forma obtida por zk+2, para eliminar polos, se yak − xbk 6= 0,

onde ak e bk são os termos homogêneos de maior grau em a e b. Se yak − xbk = 0,

multiplicamos por zk+1. Obtemos, assim, a forma Ω = Adx + Bdy + Cdz. Se por

exemplo deg(b) = k > n = deg(a), então no processo acima a diferença será que

zk−nah aparecerá no lugar de ah.

Reciprocamente, consideremos Uz o aberto na topologia de Zariski do plano

projetivo definido por z 6= 0. Consideremos ω a desomogeneização de Ω com relação

a z. Isto é o mesmo que restringir a folheação Ω de P2 a Uz, de modo que obtemos

uma folheação de C2. Para obter ω, basta tomar o caminho inverso descrito acima

para a projetivização. Teremos ω = bdx − ady a 1-forma correspondente no plano

complexo, com a, b ∈ C[x, y], que é a forma Ω desomogeneizada. Tome

d = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
.

A 1-forma ω é a 1-forma dual da derivação d. A folheação Ω restrita a Uz corresponde

a ω, que é induzida pelo campo vetorial d.

Uma observação muito importante a fazer aqui é que claramente Sing(Ωd) ∩ Uz
coincide com o conjunto de singularidades de d. Portanto, se d é simples, então é

definida por uma linha unimodular e dáı temos que as singularidades da folheação

estão todas em z = 0, isto é, na reta no infinito L∞ (isto é, o conjunto de pontos

que satisfaz z = 0).

Uma derivação d = a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

induz um campo vetorial da forma (a, b) em C2,

onde a = a(x, y) e b = b(x, y) são polinômios. Vimos que a mesma derivação está

associada a uma forma Ω = Adx+Bdy+Cdz, onde mdc(A,B,C) = 1, que induz um

campo de planos em C3. Seja X uma curva algébrica, X = Z(F ) = {p ∈ P2;F (p) =

0}, tangente ao campo em todo ponto que não seja singularidade de Ω. Assim, X é

invariante pela folheação definida por Ω. O campo normal ao campo induzido por

8



d é da forma (−b, a). Se f = F (x, y, 1) é reduzido, então

0 = ∇f(p) · (−b(p), a(p)) =
(
− b∂f

∂x
+ a

∂f

∂y

)
(p).

Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert (Nullstellenzats), temos que o ideal gerado por

f contém −b∂f
∂x

+ a∂f
∂y

. Assim, existe g ∈ C[x, y] tal que

−b∂f
∂x

+ a
∂

∂y
= gf.

O campo dual da derivação −b ∂
∂x

+ a ∂
∂y

é ω = adx+ bdy. Temos também

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy.

Assim,

ω ∧ df =

(
a
∂f

∂y
− b∂f

∂x

)
dxdy = gfdxdy = fη,

onde η é uma 2-forma em C2 com coeficientes polinomiais. Se π é a aplicação

projetivização apresentada anteriormente, temos que

π∗(ω ∧ df) = π∗(fη),

donde

π∗(ω) ∧ d(π∗(f)) = π∗(f)π∗(η).

No processo de projetivização aparecem pólos de multiplicidade m, que eliminamos

multiplicando a equação acima por zm, obtendo finalmente

Ω ∧ dF = FΣ,

onde Σ é uma 2-forma em P2 com coeficientes polinomiais.

Ou seja: dado um polinômio livre de quadrados não constante f ∈ C[x, y], diz-se

que f é uma solução algébrica de d se a homogeneização de f com relação a z é F ,

solução algébrica da folheação Ωd. Pelo racioćınio descrito acima, conclúımos que

isto é o mesmo que dizer que f é solução de d no sentido de invariância do ideal

principal gerado por f por d, ou seja, que existe g ∈ C[x, y] tal que

d(f) = gf.

Isto é, o ideal principal (f) é d-estável. Obtemos então a seguinte conclusão:
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Proposição 2.1. A derivação d é simples se, e somente se, Sing(Ωd) ⊂ L∞ e d

não possui soluções algébricas.

Logo, sabendo que (a, b) é unimodular, testaremos somente a inexistência de

ideais principais invariantes por d para testar a simplicidade da derivação d. Para

provar que uma certa derivação d não possui solução algébrica, dada a forma dual

ω de d, vamos usar durante este trabalho o seguinte resultado.

Proposição 2.2. Se ω = bdx−ady, com a, b ∈ Q[x, y], possui uma solução algébrica,

então existe um polinômio reduzido com coeficientes racionais que é invariante por

ω.

Demonstração. Esta proposição encontra-se provada em [21] (Prop. 2.1) e em [19]

(Prop. 3.3, pag. 36), portanto não repetiremos sua demonstração aqui.

Isto é, quando os coeficientes de a e b são racionais, se existe F ∈ C[x, y] tal que

d(F ) = G.F para algum G ∈ C[x, y], então deve existir um polinômio f ∈ Q[x, y],

reduzido, tal que d(f) = g.f para g ∈ Q[x, y]. Isto simplifica nosso trabalho de forma

significativa, já que podemos utilizar diversos resultados e propriedades referentes

ao anel Q[x, y].

Assim, a estratégia geral será supor que existe f ∈ Q[x, y] tal que

d(f) = gf

para algum polinômio g. Utilizaremos resultados da teoria de folheações para rela-

cionar singularidades e limitações no grau de f (Teorema de Carnicer).

Estas abordagens (unimodularidade, uso do Singular, e aplicação de resulta-

dos de folheações holomorfas) serão utilizadas no estudo do caso em que inicial-

mente estamos interessados, de derivações com polinômio cúbico, que será descrito

no Caṕıtulo 3.

Um fato importante a ser citado sobre singularidades segue abaixo.

Proposição 2.3. Dada uma folheação F de P2 induzida por Ω = Adx+Bdy+Cdz,

com Ax+ By + Cz = 0, se F não possui singularidades nos pontos tais que z = 0,

então F possui singularidades nos pontos onde z = 1. Isto é, toda folheação de P2

possui singularidades.

Demonstração. Pelo Teorema de Bézout, os polinômios A e B têm um número finito

de zeros comuns, ou melhor deg(A)deg(B) zeros comuns, contando com multiplici-

dades. Seja p = (x0, y0, z0) um destes pontos tais que A(p) = B(p) = 0. Assim,

como xA+ yB + zC = 0, então

x0A(p) + y0B(p) + z0C(p) = 0,
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donde

z0C(p) = 0.

Se z0 6= 0, então C(p) = 0, e assim temos uma singularidade onde z = 1 (é uma

singularidade de P2). Se z0 = 0, isto é, se p ∈ L∞, então basta aplicar uma trans-

formação projetiva de modo que p /∈ L∞ e assim podemos aplicar o mesmo racioćınio

usado no caso z = 0.

2.1.2 Campos sem solução e o Teorema de Carnicer

Aqui precisamos enunciar um resultado fundamental na teoria das folheações ho-

lomorfas, devido a M.N. Carnicer [2] e que será aplicado em nosso estudo. Um

dos problemas mais importantes na teoria de folheações holomorfas, o Problema

de Poincaré, deu origem ao estudo que resultou no Teorema de Carnicer (que, por

sua vez, é uma solução parcial do Problema de Poincaré). Este problema pode ser

enunciado da seguinte maneira:

Dada uma 1-forma ω = a(x, y)dx + b(x, y)dy, existe um limite para o grau de

suas curvas invariantes, e que dependa somente de caracteŕısticas particulares de

ω?

Suponha que a folheação F de P2
C induzida pela 1-forma Ω possua uma singulari-

dade p ∈ Uz (sem perda de generalidade). Consideremos V uma vizinhança de p tal

que esta seja a única singularidade de F em V . Podemos fazer isso se supusermos Ω

saturada, isto é, Sing(Ω) é um conjunto finito. Para simplificar a notação, podemos

supor uma escolha de coordenadas tais que possamos considerar p = (0, 0). Um

blow-up (explosão) de V com centro em p é a superf́ıcie definida por:

Bp(V ) = {
(
(x, y), [u : v]

)
∈ V × P1;xv = yu}.

A aplicação blow-up é o morfismo φ : Bp(V ) → V definida por φ((x, y), [u : v]) =

(x, y). Vemos claramente que Bp(V ) é a união de dois abertos isomorfos a V ,

o conjunto tal que u 6= 0 e o conjunto dos pontos tais que v 6= 0. Assim, se

v 6= 0, por exemplo, podemos considerar que o isomorfismo leva (u, y) a
(
(yu, y), [u :

1]
)
∈ Bp(V ). Identificando Bp(V )|v=1 com V , temos que φ restrita a Bp(V )|v=1 fica

φv(u, y) = (uy, y). Usando racioćınio análogo com u 6= 0, teremos φu(x, v) = (x, xv).

Notemos que no complementar do fechado (chamado divisor excepcional) abaixo

E = φ−1(p) = φ−1(0, 0) = {((0, 0), [u : v]);u, v ∈ C},

a aplicação φ é um isomorfismo.
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Seja d = a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

o campo dual associado a ω = Ω|Uz . Sabemos que, por

hipótese, a(p) = b(p) = 0. Sejam λ1 e λ2 os autovalores da matriz jacobiana J(p),

onde J(x, y) é a matriz [
∂a(x, y)/∂x ∂a(x, y)/∂y

∂b(x, y)/∂x ∂b(x, y)/∂y

]
.

A singularidade p é dita reduzida caso λ2 6= 0 e satisfaça:

• λ1 = 0, ou

• λ1/λ2 /∈ Q+ (isto é, a razão dos autovalores não é um racional positivo).

Caso ambos a singularidade não seja reduzida, existe (segundo Seidenberg [14])

uma resolução (sequência de blow-ups) da singularidade p tal que ou ela resulte

em uma singularidade reduzida, ou num ponto que não seja mais singularidade da

folheação.

Suponha que p = (0, 0) seja uma singularidade do campo vetorial X induzido

pela derivação d = a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

. A definição que seguirá é válida para singularidades

fora da origem, basta aplicar uma transformação projetiva, e por isso podemos

tomar p = (0, 0). Seja malg(a) a multiplicidade algébrica de a, isto é, o menor

inteiro positivo tal que a tenha componente homogênea de grau m não nula; assim,

a = am + am+1 + · · · . A multiplicidade algébrica do campo é definida por

m = min(malg(a),malg(b)).

Desta forma, o campo X tem componente de menor multiplicidade dado por Xm =

am
∂
∂x

+ bm
∂
∂y

. Seja F ′ o pullback da forma ω que define F pelo blow-up π : S ′ → S

com centro em p, onde p é uma singularidade de F , isto é, F ′ = π∗(ω), e S é

um conjunto algébrico complexo irredut́ıvel. Se o divisor excepcional π−1(p) for

invariante por F ′, então o blow-up é dito não dicŕıtico. Caso contrário, é dicŕıtico.

O seguinte resultado é capital para a verificarmos se a folheação é ou não dicŕıtica

com relação ao blow-up em questão. Para a prova, ver [24], p. 489.

Proposição 2.4. Seja p uma singularidade da folheação F . Então F é não dicŕıtica

com relação ao blow-up π : S ′ → S com centro p se, e somente se

xbm(x, y)− yam(x, y) 6= 0,

sendo m é a multiplicidade algébrica do campo d = a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

que define a folheação

em S.

12



Consideremos a resolução (sequência de blow-ups)

Sn → Sn−1 → · · ·S0,

onde cada πi : Si+1 → Si possui centro em pi, e pi é singularidade da folheação Fi
associada. Se cada blow-up é não-dicŕıtico, então diz-se que a singularidade p = p0

é não-dicŕıtica. Caso algum dos blow-ups seja dicŕıtico, portanto, diz-se que a

singularidade é dicŕıtica. Esta condição é independente da resolução. Para ver a

prova disto, ver [24].

Proposição 2.5. Seja p uma singularidade da folheação F . Se

1. p é uma singularidade reduzida, ou

2. a parte linear da derivação associada ao campo vetorial que define F em p tem

a forma (x+ y) ∂
∂x

+ y ∂
∂y

,

então p é uma singularidade não-dicŕıtica de F .

Demonstração. Ver [24], (2.b),p.517.

Lembremos que, ao relacionarmos os coeficientes a e b do campo induzido por

d com os coeficientes de Ω, supondo a e b com mesmo grau, chegamos à seguinte

forma:

zbhdx− zahdy + (yah − xbh)dz = zbhdx− zahdy + ∆dz.

Mas estamos interessados em folheações sem solução algébrica além de z = 0. Se

∆ = yah − xbh 6= 0 em z = 0 (e neste caso C = ∆), teremos que a reta definida por

z = 0 é invariante pelo campo, ou seja, z = 0 será solução da folheação:

Ω ∧ dz = (Adx+Bdy + Cdz) ∧ dz = zη,

pois dz ∧ dz = 0 e A = zbh, e B = −zah. Se ∆ = yah(x, y, 0) − xbh(x, y, 0) é

identicamente nulo, temos que z divide ∆ e os coeficientes de dx e dy de Ω, e para

manter a saturação, consideramos

Ω = bhdx+ ahdy +
∆

z
dz = Adx+Bdy + Cdz,

isto é, Ω com todos os coeficientes divididos por z. Claramente temos xA+yB+zC =

0. Mas sendo ∆(x, y, 0) = yah(x, y, 0) − xbh(x, y, 0) = 0, temos que yah(x, y, 0) =

xbh(x, y, 0). Ocorre que os termos ĺıderes de a e b, que são an e bn, não são afetados

pela homogeneização, e bh(x, y, 0) = A(x, y, 0) = bn(x, y), assim como −ah(x, y, 0) =
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B(x, y, 0) = −an(x, y). Sabendo que yah(x, y, 0) = xbh(x, y, 0), conclúımos que

yan(x, y, 0) = xbn(x, y, 0), donde an = xh e bn = yh, onde h ∈ C[x, y] é homogêneo

de grau n− 1. Ou seja:

a = xh+ ã,

onde ã é um polinômio de grau menor ou igual a n− 1, e

b = yh+ b̃,

onde b̃ é de grau menor ou igual a n− 1.

Seja X o campo vetorial (a, b) induzido por d = a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

. Consideremos

uma reta genérica não-invariante por d (passando pela origem a menos de uma

transformação afim) λ = αx + βy = 0. Logo, d(λ) /∈ (λ), onde (λ) é o ideal gerado

por λ. Vamos calcular o número de pontos de tangência entre a reta λ e o campo

X. O vetor normal à reta é n = (α, β). Portanto, nos pontos de tangência ocorre

aα + bβ = 0,

enquanto

λ = αx+ βy = 0.

A primeira equação tem grau n e a segunda, grau 1. Pelo Teorema de Bézout, deve

haver n pontos de interseção entre as curvas definidas pelas equações acima. Mas,

olhando mais de perto para o caso em que a reta no infinito (isto é, definida por

z = 0) não é invariante pela folheação, temos: a = xh + ã e b = yh + b̃, donde

aα + bβ = 0 fica

(xh+ ã)α + (yh+ b̃)β = 0,

mas βy = −αx. Portanto, a última equação fica, substituindo −αx por βy:

αxh+ αã− αxh+ βb̃ = 0,

ou seja, procuramos pelos pontos que satisfazem

αã+ βb̃ = 0,

que possui no máximo n − 1 soluções, dados os graus máximos de ã e b̃. Assim,

temos a motivação geométrica para a seguinte definição:

Definição 2.6. O grau da folheação F induzida pela forma projetiva Ω = Adx +

Bdy + Cdz, onde deg(A) = deg(B) = deg(C) = m é o número de tangências do

campo vetorial X induzido por d com relação a retas genéricas de C2 não invariantes

por X. Mais precisamente: se d é a derivação a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

, onde a e b são polinômios
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de grau m, associada à forma Ω, que induz a folheação projetiva F , temos duas

situações posśıveis:

1. se z é solução algébrica da folheação (isto é, ∆ 6= 0 em z = 0), então o grau

de deg(F) = n;

2. se z não é solução algébrica da folheação (isto é, ∆ = 0 em z = 0), então o

grau de deg(F) = n− 1.

Se o grau de a é diferente do grau de b, temos que A = zbh. Portanto deg(A) =

n+ 1, se, por exemplo, n = deg(b) > deg(a). Vimos que neste caso também teremos

deg(B) = deg(C) = n+ 1.

Podemos, então, enunciar o Teorema de Carnicer e o teorema que o segue, de

fato um corolário do Teorema de Carnicer, que para nós será uma das principais

ferramentas utilizadas neste trabalho.

Teorema 2.7. (M.M. Carnicer, 1994) Seja F uma folheação do plano projetivo

complexo P2. Se C é uma curva algébrica irredut́ıvel invariante por F e não há

singularidades dicŕıticas de F em C, então

deg(C) ≤ deg(F) + 2.

Demonstração. Ver [2].

Teorema 2.8. Seja F uma folheação de P2
C induzida pela derivação

d = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
,

cujas singularidades sejam todas reduzidas, tal que z seja solução algébrica de d. Se

f ∈ C[x, y], f /∈ C, é uma solução algébrica de d, então

deg(f) ≤ n+ 1,

onde n = max{deg(a), deg(b)}.

Demonstração. Como z é solução de d, então temos ∆ 6= 0. Isto significa que o grau

da folheação é n. Além disso, se f é solução de d, então zf também é solução. O

Teorema de Carnicer então nos dá

deg(f) + 1 = deg(zf) ≤ n+ 2,

donde

deg(f) ≤ n+ 1.
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Observemos que todas as derivações estudadas neste texto satisfazem a condição

de ter z como solução (dado que ∆ = yah(x, y, 0) − xbh(x, y, 0) 6= 0 em todos os

casos). Se as singularidades forem reduzidas, obtemos uma limitação para o grau

da solução proposta para a folheação. Isto facilita o estudo do problema já que não

precisamos nos preocupar com graus acima desta cota. Mais adiante neste texto

utilizaremos novamente o corolário do Teorema de Carnicer no estudo de campos

sem solução (não necessariamente induzindo derivações simples) algébrica de grau

maior do que 4.

2.2 O teorema de Jouanolou e genericidade

Diz-se que uma propriedade é muito genérica se é válida no conjunto complementar

de uma união enumerável de fechados não-vazios num certo espaço topológico M ,

se este complementar for não-vazio. Equivalentemente, um elemento pertencente a

uma interseção enumerável de abertos não-vazios é dito muito genérico. A expressão

genérica descreve a propriedade válida numa interseção finita de abertos. Por uma

questão de simplicidade e praticidade no uso da nomenclatura, utilizaremos, neste

texto, genérico com o primeiro significado, o de muito genérico. Nesta seção enun-

ciamos o Teorema de Jouanolou, que afirma que uma folheação genérica de grau d

de P2(C) não possui solução algébrica. O teorema e sua demonstração foram pu-

blicados em 1979, na monografia de J.P. Jouanolou, Équations de Pfaff algébriques.

Para a prova, ver [20], páginas 157-160. Não repetiremos sua demonstração aqui,

mas precisamos ressaltar alguns fatos expostos durante a prova na monografia de

Jouanolou para uma melhor compreensão de sua aplicação em nosso trabalho. O

que utilizaremos de fato é o argumento da demonstração, e não o teorema em si.

Jouanolou chama uma 1-forma projetiva algébrica Ω de forma de Pfaff, e de

equação de Pfaff a classe de 1-formas módulo o produto destas por constantes não-

nulas. Também denota por PC(Vm) a projetivização do espaço vetorial de formas

de Pfaff de grau m sobre P2, que de fato é o conjunto da equações de Pfaff. Se Zm

é o conjunto das equações de Pfaff sem solução algébrica, tem-se Zm ⊂ PC(Vm) e o

enunciado:

Teorema de Jouanolou:Seja m ≥ 3. Então Zm é uma interseção enumerável

não-vazia de abertos do tipo Zariski em PC(Vm).

Ou ainda: uma folheação genérica de grau m ≥ 3 em P2 não admite nenhuma

curva algébrica invariante.

Vamos, aqui, analisar a argumentação que leva a concluir o seguinte fato funda-

mental em nosso texto, como veremos mais adiante:

Proposição 2.9. O conjunto das equações de Pfaff sem solução de grau exatamente
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igual a t, é um aberto não vazio na topologia de Zariski.

Durante a demonstração, Jouanolou define Wm−1 como o espaço vetorial com-

plexo das 2-formas com coeficientes polinomiais homogêneos de grau m− 1, StC(C3)

o espaço vetorial complexo dos polinômios homogêneos de grau t e o conjunto

Yt ⊂ Vm ×Wm−1 × StC(C3) é dado por

Yt = {(ω, α, f);ω ∧ df = αf, (ω, α) 6= (0, 0), f 6= 0}.

Depois, é definida uma subvariedade projetiva Ȳt de PC
(
Vm×Wm−1

)
×PC

(
StC(C3)

)
da

seguinte forma: se (λ, µ) ∈ C∗×C∗ e (ω, α, f) ∈ Yt, segue que (λω, λα, µf) ∈ Yt por

causa da relação ω∧df = αf , donde pode-se definir Ȳt como o quociente Yt/C∗×C∗.
Observemos que a sequência de projeções canônicas

PC(Vm ×Wm−1)× PC(StC(C3))→ PC(Vm ×Wm−1)→ PC(Vm)

dadas por

[ω : α]× [f ] 7→ [ω : α] 7→ [ω]

não está bem definida pois se ω = 0, então não necessariamente tem-se α = 0. Mas

o morfismo algébrico

πt : Ȳt → PC(Vm),

dado pela restrição a Ȳt nas projeções descritas acima, está bem definido. Isto ocorre

porque se ω = 0, pela relação

ω ∧ df = αf,

temos 0 = αf . Como f 6= 0, então α = 0. Sendo Ȳt projetivo, πt(Ȳt) é um fechado

de Zariski. Observemos que o fechado πt(Ȳt) é o conjunto das equações de Pfaff de

grau m que possuem soluções algébricas de grau t. Jouanolou conclui que

Zm = PC(Vm)−
⋃
t≥1

πt(Ȳt).

Um detalhe importante é que, se Zm 6= ∅, então

Ut = PC(Vm)− πt(Ȳt),

isto é, o conjunto das equações de Pfaff sem solução de grau exatamente igual a t, é

um aberto não-vazio na topologia de Zariski, e portanto um subconjunto denso de

PC(Vm).
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Caṕıtulo 3

Derivações simples e o Singular

3.1 Linhas unimodulares e singularidades

Seja d uma derivação da forma d = p ∂
∂x

+ q ∂
∂y

.

Vimos, pelo lema 1.8 e pela subseção 1.1.2, que buscar linhas unimodulares é

uma estratégia inicial para testar a simplicidade de uma derivação. Garantimos com

isto que os ideais invariantes pela derivação, se existirem, têm altura menor do que

2. Desta forma, neste caso, sobram apenas os ideais principais a serem testados com

relação à invariância por d. Lembremos que:

Um ideal de altura 1 (isto é, principal) é invariante por d se, e somente se, seu

gerador f ∈ C[x, y] é solução de d (ou, equivalentemente, existe g ∈ C[x, y] tal que

d(f) = gf).

Tomamos p(x, y) = xy + b, onde b ∈ Q, com b 6= 0, e q(x, y) = a9y
3 + a8xy

2 +

a7x
2y + a6x

3 + a5x
2 + a4xy + a3y

2 + a2x+ a1y + a0, onde q foi considerado em sua

forma mais geral posśıvel de grau 3. Os polinômios acima possuem coeficientes a

determinar. Se há zeros comuns entre p e q, estes pontos são as singularidades de d,

e vice-versa. Vejamos que elas devem ser da forma (x0,−b/x0), pois se p(x0, y0) =

x0y0 + b = 0, então y0 = −b/x0. Além disso, x0 6= 0 e y0 6= 0, pois b 6= 0.

Suponhamos que haja singularidades. Então podemos considerar apenas as abs-

cissas (as coordenadas x0) destes pontos. Estas abscissas são as ráızes do polinômio

resultante ρ = Resx(p, q), que é o determinante da Matriz de Sylvester dos coefici-

entes de p e q em x (isto é, ρ é um polinômio em x).

Teorema 3.1. Existem α, β ∈ Q[x, y] tais que

ρ(x) = α(x, y)p(x, y) + β(x, y)q(x, y).

Demonstração. Ver [13], pág. 202.
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Logo, se p0 = (x0, y0) é uma singularidade de d, teremos

ρ(x0) = α(p0)p(p0) + β(p0)q(p0) = 0.

O polinômio ρ(x) é da forma

ρ(x) = ρtx
t + ρt−1x

t−1 + · · ·+ ρ1x+ ρ0,

onde os coeficientes ρi são polinômios nas variáveis aj e b, e t = deg(p)deg(q)(ver

[13], cap. IV, seção 8). Em nosso caso, deg(ρ) = 6. Isto sugere a estratégia seguinte

para a obtenção de condições sob as quais tenhamos (p, q) unimodular: forçamos ρ a

não ter ráızes, ou forçamos condições sobre os coeficientes de ρ de modo que x0 = 0

seja a única raiz deste polinômio, o que sabemos ser proibido pela condição b 6= 0.

Assim, como ρi é uma expressão polinomial em aj e b, encontraremos relações de

dependência entre estas variáveis (que são os coeficientes de p e q, e constitúımos

novos polinômios apenas com as ”variáveis independentes”. Explicaremos a seguir.

Estratégia em linhas gerais: O polinômio ρ não possui ráızes apenas se for

uma constante não-nula. Assim d não tem singularidades. Se ρ(x) = ρ6x
6 + ...+ ρ0,

uma condição suficiente para a unimodularidade de (p, q) é que

ρ6 = ρ5 = ... = ρ1 = 0

e

ρ0 6= 0.

Mas os polinômios ρi são nulos (i 6= 0) para alguma escolha dos coeficientes aj e b

enquanto ρ0 6= 0 para esta mesma escolha se, e somente se ρ0 /∈ rad(ρ1, ..., ρ6), onde

rad(ρ1, · · · , ρ6) é o radical do ideal gerado pelos coeficientes ρi para i ∈ 1, · · · , 6.

Dáı, utilizamos o programa Singular para realizar esta operação. Pelo Teorema

da Decomposição Primária para ideais (ver [23], pag. 55), o ideal I gerado por

ρ1, · · · , ρ6, sem ρ0, pode ser escrito como interseçao finita de ideais primários, e

para cada um deles existe um único ideal primo associado. O programa exibe uma

decomposição e os geradores de cada ideal primo associado. Verificamos então se ρ0

pertence ao dado ideal primo ou não usando a ferramenta computacional. Consi-

deramos então as relações entre os geradores para determinar em que condições ρ0

pertence ao ideal, e obtemos os coeficientes independentes nestas relações de modo

a construir um polinômio q̂ tal que (p, q̂) seja uma linha unimodular. Daremos mais

detalhes adiante (próxima seção) com a exibição de um exemplo.

Outra forma de obter linhas unimodulares usando este racioćınio é estudarmos

em que condições ρj 6= 0 para algum j 6= 0 enquanto ρ6 = ... = ρ̂j = ρj−1 = ... =
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ρ0 = 0, e ρ̂j indica a omissão do termo ρj na igualdade. Teremos que ρ(x0) = ρjx
j
0 =

0⇒ x0 = 0, o que é imposśıvel pela imposição sobre b. Logo, novamente precisamos

obter condições em que ρj /∈ rad(ρt, ..., ρ̂j, ρj−1, ..., ρ0). Como antes, utilizamos o

Singular para tal tarefa, decompondo o ideal gerado por ρ0, · · · , ρ̂j, · · · , ρ6 (onde

ρ̂j significa a ausência deste coeficiente entre os geradores do ideal) em componentes

primárias. Verifica-se se nosso coeficiente não pertence a cada ideal primo associado

aos ideais primários da citada decomposição. Usando as mesmas operações descritas

na estratégia anterior, mais uma vez obtemos uma linha unimodular.

Após a obtenção de uma linha unimodular, resta testar os ideais principais,

questão abordada mais adiante. Detalharemos o processo computacional na próxima

seção.

3.2 Descrição do procedimento e resultados obti-

dos

3.2.1 Procedimentos no Singular

Consideramos a derivação dada por

p
∂

∂x
+ q

∂

∂y
,

onde p(x, y) = xy+ b, com b ∈ Q, e q(x, y) = a0 + a1x+ a2y+ a3x
2 + a4xy+ a5y

2 +

a6x
3 + a7x

2y + a8xy
2 + a9y

3, ai ∈ Q. Procuramos primeiro, segundo a estratégia

delineada na seção anterior, condições para as quais, a partir de (p, q), possamos

obter uma linha unimodular. Para detalhar melhor os principais procedimentos

utilizados no uso do Singular, vamos mostrar o que foi feito para produzir um dos

casos com singularidades reduzidas em z = 0 (como veremos na próxima seção).

Exibimos os comandos e trechos de linhas de código, explicando basicamente o que

está sendo realizado.

ring r = 0, (x,y,b, a(0..9)), dp;

Determinamos acima o anel de polinômios com os coeficientes (b e a0, · · · , a9) e

variáveis (x e y) que serão utilizados.

poly p = x*y+b;

poly q = a(0)+a(1)*x+a(2)*y+a(3)*x^2+a(4)*x*y+a(5)*y^2+

a(6)*x^3+a(7)*x^2*y+a(8)*x*y^2+a(9)*y^3;
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poly R = resultant(p,q,y);

matrix m = coef(R,x*y);

print(m);

matrix B = permcol(m,4,7);

Nos comandos acima, determinamos o polinômio resultante de p e q em y, isto

é, o determinante da Matriz de Sylvester em x de p e q, denotado por R (o mesmo

ρ descrito anteriormente). A matriz dos coeficientes de R é a matriz m abaixo:[
x6 x5 x4 x3 x2 x 1

ρ6 ρ5 ρ4 ρ3 ρ2 ρ1 ρ0

]
A matriz B é a matriz m cujas colunas 4 e 7 foram trocadas. O propósito é

gerar um ideal com os coeficientes de R, nomeados ρ0, · · · , ρ6, mas sem ρ3 neste

caso. Vamos utilizar as colunas 1 a 6 de B, como descrito abaixo:

int k = 1;

ideal i = B[2,1];

while (k < ncols(B)-1)

{k= k+1;

i = i, B[2,k];}

O ideal i gerado pelos coeficientes descritos na segunda linha de B, nas colunas

1 a 6, foi criado. A seguir, pedimos ao programa que construa a lista L, que exibe

a decomposição de i em ideais primários, usando o comando a seguir.

list L = primdecGTZ(i);

A lista exibe 4 ideais primários, cada um seguido de seu ideal primo associado.

Uma destas duplas segue abaixo:

L:

[1]:

[1]:

_[1]=a(0)

_[2]=b

_[3]=a(6)

_[4]=a(3)

[2]:

_[1]=a(0)

_[2]=b

_[3]=a(6)

_[4]=a(3)
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Notemos que L[1][2] é o ideal primo associado. Cada linha exibe um gerador do

ideal. Verificaremos se ρ3 = −ba4 + a0 pertence a cada ideal primo consituinte na

decomposição primária de i.

ideal j = L[1][2];

ideal j1 = std(j);

Criamos acima a base de Groebner associada ao ideal primo L[1][2] com o co-

mando std(j) (std vem de standard basis).

poly ro3 = -b*a(4)+a(0);

reduce (ro3, j1);

O comando reduce, acima, determina, via algoritmo da divisão, se ρ pertence ao

ideal j1 (que é o primo j = L[1][2] já normalizado pela base de Groebner com o

comando std) ou não: se a resposta de reduce for 0, o elemento pertence a j1; se

diferente de 0, não pertence.

Fizemos o mesmo com todas os outros ideais primos. Exibimos a seguir as outras

componentes primárias com seus ideais primos associados.

[2]:

[1]:

_[1]=a(9)

_[2]=a(5)

_[3]=-a(2)*a(7)+a(1)*a(8)

_[4]=b*a(8)-a(2)

_[5]=b*a(7)-a(1)

_[6]=a(6)

_[7]=a(3)

[2]:

_[1]=a(9)

_[2]=a(5)

_[3]=-a(2)*a(7)+a(1)*a(8)

_[4]=b*a(8)-a(2)

_[5]=b*a(7)-a(1)

_[6]=a(6)

_[7]=a(3)

[3]:

[1]:

_[1]=a(2)
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_[2]=a(1)^2

_[3]=b*a(7)-a(1)

_[4]=b*a(1)

_[5]=b^2

_[6]=a(6)

_[7]=a(3)

[2]:

_[1]=a(2)

_[2]=a(1)

_[3]=b

_[4]=a(6)

_[5]=a(3)

[4]:

[1]:

_[1]=a(5)

_[2]=a(2)^2

_[3]=-a(1)*a(2)*a(7)+a(1)^2*a(8)

_[4]=a(1)^2*a(2)

_[5]=a(1)^3

_[6]=b*a(7)-a(1)

_[7]=b*a(1)*a(8)-a(1)*a(2)

_[8]=b*a(1)*a(2)

_[9]=b*a(1)^2

_[10]=b^2*a(8)-b*a(2)

_[11]=b^2*a(2)

_[12]=b^2*a(1)

_[13]=b^3

_[14]=a(6)

_[15]=a(3)

[2]:

_[1]=a(5)

_[2]=a(2)

_[3]=a(1)

_[4]=b

_[5]=a(6)

_[6]=a(3)

Vejamos os resultados das reduções (verificações de que ρ3 pertence ou não a cada

um dos 4 ideais primos da decomposição). Cada linha é o resto da divisão nas bases

de Groebner.
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a(0)

-b*a(4)+a(0)

a(0)

a(0)

Isto é, neste exemplo, ρ3 /∈ L[i][2], para i = 1, · · · , 4. Desejamos verificar em

que condições temos ρi = 0, i 6= 3. Uma forma de realizar isto aqui é igualar a

0 todos os geradores de cada ideal primo, e reaver as relações que obtivermos dáı,

substituindo em q. Pelas reduções acima, vimos que ρ3 não pertence a nenhum

destes ideais (restos foram não-nulos). Isto nos garante que ρ3 não será afetado

pelas relações entre os outros coeficientes. Observando os componentes primos na

decomposição L, vemos que as análises devem ser feitas apenas em L[2][2], pois os

outros componentes possuem b como gerador e teŕıamos que fazer b = 0, o que é

descartado por hipótese.

Analisando L[2][2] e realizando as substituições em q:

> poly q1 = subst(q,a(9),0);

// ** redefining q1 **

Aqui fizemos a9 = 0 no polinômio q, obtendo um polinômio q1. O mesmo é feito a

seguir com os outros geradores de j = L[2][2].

> q1;

x^3*a(6)+x^2*y*a(7)+x*y^2*a(8)+x^2*a(3)+x*y*a(4)+y^2*a(5)+x*a(1)+y*a(2)+a(0)

> poly q2 = subst(q1,a(5),0);

// ** redefining q2 **

> q2;

x^3*a(6)+x^2*y*a(7)+x*y^2*a(8)+x^2*a(3)+x*y*a(4)+x*a(1)+y*a(2)+a(0)

> poly q3 = subst(q2,a(6),0);

// ** redefining q3 **

> q3;

x^2*y*a(7)+x*y^2*a(8)+x^2*a(3)+x*y*a(4)+x*a(1)+y*a(2)+a(0)

> poly q4 = subst(q3,a(3),0);

// ** redefining q4 **

> q4;

x^2*y*a(7)+x*y^2*a(8)+x*y*a(4)+x*a(1)+y*a(2)+a(0)

> poly q5 = subst(q4,a(1),b*a(7));

> poly q6 = subst(q5,a(2),b*a(8));

> q6;

x^2*y*a(7)+x*y^2*a(8)+x*y*a(4)+x*b(1)*a(7)+y*b*a(8)+a(0)
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Após todas as posśıveis substituições, obtivemos o polinômio q̂, que sem prejúızo

na compreensão continuaremos denotando por q(x, y) = a7x
2y + a8xy

2 + a4xy +

ba7x+ ba8y + a0. Temos, pela construção acima, que (p, q) é uma linha unimodular

sob condições impostas aos coeficientes. Isto é: produzimos uma linha de modo

que existam escolhas para os coeficientes ai e b tais que (p, q) seja unimodular.

Importante observar que, nos casos em que a redução de ρi na base de Groebner

respectiva ao ideal primo analisado foi igual a 0, nada foi feito. São casos que

simplesmente foram ignorados por não inflúırem de modo algum na produção de

polinômios com coeficientes livres de relações, como é o q acima.

Da mesma forma operamos com todos os coeficientes ρi do polinômio resultante

R = ρ, produzindo os casos descritos na próxima seção.

3.2.2 Casos produzidos

Exibimos aqui os polinômios q̂ = q produzidos segundo os procedimentos descritos,

listando-os por coeficiente que foi deixado de fora da geração do ideal i estudado

pelo programa Singular, como descrito na seção anterior, e por isso cada item

começa por “ρi 6= 0”. Há diferença entre as abordagens dos casos em que q possui

termos x3 e/ou y3, e a dos casos sem qualquer um dos dois termos. Na análise de

singularidades em z = 0 (quando realizarmos a projetivização da forma associada à

derivação constitúıda por p e q em cada situação) do segundo caso, as singularidades

são reduzidas, e no primeiro caso as singularidades em z = 0 são dicŕıticas, como

veremos adiante. Por isso listamos os polinômios q produzidos em duas classes

separadas.

Sem y3 e/ou x3:

1. ρ1 6= 0:

q(x, y) = a7x
2y + a8xy

2 + a4xy + a5y
2 + ba7x+ ba8y + ba4

2. ρ2 6= 0:

q(x, y) = a7x
2y + a8xy

2 + a4xy + ba7x+ a2y + ba4.

3. ρ3 6= 0:

a7x
2y + a8xy

2 + a4xy + ba7x+ ba8y + a0

4. ρ4 6= 0

q(x, y) = a7x
2y + a8xy

2 + a4xy + ba8y + a1x+ ba4.
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5. ρ5 6= 0:

q(x, y) = a7x
2y + a8xy

2 + a4xy + a3x
2 + a7bx+ ba8y + ba4.

Com x3 e/ou y3:

6. ρ6 6= 0:

q(x, y) = a7x
2y + a8xy

2 + a6x
3 + ba7x+ ba8y + ba4.

7. ρ0 6= 0:

q(x, y) = a7x
2y + a8xy

2 + a9y
3 + a4xy + ba7x+ ba8y + ba4.

Na primeira classe desta lista, vemos um padrão: q = a7x
2y + a8xy

2 +

S(x, y) = xyλ + S, onde o grau de S é menor ou igual a 2, e λ = a7x + a8y.

Isto será importante na próxima seção, onde analisamos as singularidades das

derivações que possuem q como coeficiente de ∂
∂y

de uma das formas acima.

Devemos ressaltar que o mesmo processo descrito na seção anterior foi feito

calculando-se polinômios resultantes em y, e as mesmas linhas unimodulares

da lista acima foram produzidas.

3.3 Análise de singularidades em z = 0

Como não existem singularidades em z 6= 0, já que (p, q) é linha unimodular

(construção com uso do Singular), vamos analisar as singularidades em z = 0 para

a projetivização da derivação

p
∂

∂x
+ q

∂

∂y
,

sabendo que p = p(x, y) = xy + b, e q = q(x, y) é um dos polinômios de grau 3

produzidos acima, no caso em que o termo homogêneo de grau 3 não é múltiplo

constante de x3 ou y3. Veremos que as singularidades são reduzidas, de forma que

podemos limitar o grau das soluções e usar o Teorema de Carnicer. No caso em que

ocorre y3 ou x3, há singularidades dicŕıticas, como veremos no próximo caṕıtulo,

o que torna muito mais dif́ıcil a abordagem do problema da d-simplicidade e da

inexistência de soluções algébricas em geral para o campo d. Então enunciemos o

resultado desta seção:

Proposição 3.2. As singularidades em z = 0 de

d = (xy + b)
∂

∂x
+
(
a7x

2y + a8xy
2 +R(x, y)

) ∂
∂y
,
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onde a7x
2y+ a8xy

2 +R(x, y) = q é um dos polinômios exibidos na seção 3.2.2, com

deg(R) = 2, b, ai ∈ Q, b 6= 0, a7 6= 0, a8 6= 0 e a5 > 0, são não-dicŕıticas.

Demonstração. A 1-forma dual deste campo é

ω = qdx− pdy,

onde p = xy + b e q = a7x
2y + a8xy

2 + R(x, y). A homogeneização é folheação de

grau 3

Ω = (a7x
2y + a8xy

2 + zRh)(zdx− xdz)− (xyz + bz3)(zdy − ydz) =

= z(a7x
2y+a8xy

2+zRh)dx−z(xyz+bz3)dy+(xy2z+byz3−a7x
3y−a8x

2y2−xzRh)dz,

onde Rh é o polinômio R homogeneizado em z. Assim, as singularidades em z = 0

só podem ocorrer em a7x
3y+ a8x

2y2 = 0, isto é: x = 0, y = 0 ou λ = a7x+ a8y = 0.

Vamos analisar então o que ocorre nos abertos Ux e Uy de P2.

(i) x = 1:

ωx = −z(yz + bz3)dy + (y2z + byz3 − a7y − a8y
2 − zR̄)dz,

onde R̄ = Rh(1, y, z). O campo associado é dado por

−(y2z + byz3 − a7y − a8y
2 − zR̄)

∂

∂y
− z(yz + bz3)

∂

∂z
,

e a matriz jacobiana fica, em z = 0,[
a7 + 2a8y −y2 − R̄

0 0

]

Em y = 0, um autovalor é 0 e o outro é a7, que é não-nulo por hipótese. Em

y = −a7/a8, temos os autovalores 0 e −a7. Portanto as singularidades são reduzidas

em x = 1.

(ii) y = 1:

ωy = z(a7x
2 + a8x+ zR̄)dx+ (xz + bz3 − a7x

3 − a8x
2 − xzR̄)dz,

onde, agora, R̄ = Rh(x, 1, z). O campo dual é

d = −(xz + bz3 − a7x
3 − a8x

2 − xzR̄)
∂

∂x
+ z(a7x

2 + a8x+ zR̄)
∂

∂z
,
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cuja matriz jacobiana em z = 0 fica igual a[
3a7x

2 + 2a8x −x+ xR̄

0 a7x
2 + a8x

]

O x = −a8
a7
6= 0 já foi analisado na carta x = 1, portanto não precisamos

repetir. Mas em x = 0, a matriz é nula, e portanto deveremos efetuar uma explosão

(blow-up) nesta singularidade. Isto é necessário para resolver a singularidade (já que

segundo o teorema de Seidenberg, existe uma sequência de resoluções que resultam

em uma singularidade reduzida - ver [14]). Nosso desejo é, ao longo da sequência,

não encontrar qualquer singularidade dicŕıtica.

(1) Realizando a explosão na primeira carta, isto é, fazendo x := zt, e z := z:

z(a7z
2t2 + a8zt+ zR̂)(tdz + zdt) + (tz2 + bz3 − a7z

3t3 − a8z
2t2 − z2tR̂)dz

= z2(a7z
2t2 + a8zt+ zR̂)dt+ z2(t+ bz)dz,

onde R̂ = R̄|x=zt. Como a 1-forma não está saturada, cancelamos z2, obtendo a

forma ω̄y:

ω̄y = (a7z
2t2 + a8zt+ zR̂)dt+ (t+ bz)dz.

O campo dual é

d = −(t+ bz)
∂

∂t
+ (a7z

2t2 + a8zt+ zR̂)
∂

∂z
,

cujas singularidades em z = 0 ocorrem em t = 0. A matriz jacobiana em z = 0 = t

é [
−1 −b
0 R̂(0, 1, 0)

]
Em z = 0, temos R̂(0, 1, 0) = R2(0, 1), onde R2 é o componente homogêneo de grau

2 em R. Se x divide R2, então R̂(zt, 1, 0) = 0 em t = 0 e temos uma singulari-

dade reduzida. Senão, lembremos que estamos estudando derivações onde um dos

polinômios constituintes, q, é um dos casos exibidos na lista da seção 3.2.2, onde

não há múltiplos constantes de x3 ou y3, e numa rápida consulta vemos que o único

caso em que x não divide R2 é tal que R2 = a4xy+ a5y
2. Assim, R2(0, 1) = a5, com

x = zt. Como a5 > 0 e racional, o quociente entre −1 e a5 é um número racional

negativo. Logo, a singularidade é reduzida.

(2) Explodindo a forma ωy na segunda carta, isto é, fazendo x := x e z := xt,
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temos:

xt(a7x
2 + a8x+ xtR̂)dx+ (x2t+ bx3t3 − a7x

3 − a8x
2 − x2tR̂)(xdt+ tdx)

= x2(t2 + bxt4)dx+ x2(xt+ bx2t3 − a7x
2 − a8x− xtR̂)dt,

onde R̂ = R̄|z=xt. Saturamos a forma cancelando x2.

ω̃y = (t2 + bxt4)dx+ (xt+ bx2t3 − a7x
2 − a8x− xtR̂)dt,

cujas singularidades em x = 0 ocorrem em t = 0. Seu campo dual é

d = −(xt+ bx2t3 − a7x
2 − a8x− xtR̂)

∂

∂x
+ (t2 + bxt4)

∂

∂t
.

Sua matriz jacobiana em x = 0 é[
−t+ a8 + t(∂R̂

∂x
+ R̂) 0

bt4 2t

]
que fica, em t = 0, igual a [

a8 0

0 0

]
Assim, um autovalor é a8 6= 0 e o outro é nulo. Logo a singularidade é reduzida.

Portanto, podemos usar o teorema de Carnicer para garantir que o grau de

posśıveis soluções é limitado. Verificaremos, a seguir, que estas soluções não existem,

fazendo uso do Singular e do teorema 2.8, corolário do teorema de Carnicer: sendo as

singularidades destes campos todas reduzidas, as derivações d só podem ter soluções

algébricas f em Q[x, y] de grau máximo 4, já que o grau das folheações induzidas

por nossas derivações é 3. No programa, testaremos as soluções de grau no máximo

4 em formato mais geral posśıvel, e verificaremos a impossibilidade das mesmas.

3.4 Testando os ideais de altura 1

O objetivo desta seção é usar o resultado obtido na seção anterior e a construção de

linhas unimodulares no Singular para obter o seguinte:

Teorema 3.3. A famı́lia de derivações

d = (xy + b)
∂

∂x
+ (a7x

2y + a8xy
2 + S(x, y))

∂

∂y
,

tais que ai, b ∈ Q, b, a7, a8 6= 0, deg(S) ≤ 2, e a5 > 5 (no caso em que aparece a5y
2

em S), são derivações simples de C[x, y].
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É interessante enunciar seu equivalente na linguagem de folheações holomorfas:

Teorema 3.4. A famı́lia de folheações projetivas de grau 3 induzidas pelas 1-formas

duais de derivações descritas acima satisfazem:

i. Suas singularidades pertencem ao conjunto de pontos tais que z = 0;

ii. não possuem soluções algébricas.

Consideramos aqui, apenas para efeito descritivo, o polinômio q = a7x
2y+a8xy

2+

a4xy+a5y
2 + ba7x+ ba8y+ ba4, um dos polinômios exibidos na subseção 3.2.2, e que

não possui x3 ou y3. O mesmo racioćınio pode ser utilizado em todas as derivações

d tais que o polinômio q, que multiplica a derivada parcial em y, seja da forma

a7x
2y + a8xy

2 + S(x, y), com as restrições do enunciado do teorema 3.3 acima.

Pelo que nos mostrou a análise de singularidades em z = 0, as singularidades são

reduzidas sob as hipóteses de que b, a7, a8 6= 0, a5 > 0, ai, b ∈ Q. Assim, podemos

usar o teorema 2.8 (corolário do teorema de Carnicer) para este caso. Logo, se existir

solução f para d = p ∂
∂x

+ q ∂
∂y

, então deg(f) ≤ 4, pois o campo tem grau 3.

Para agilizar os cálculos que serão realizados pelo programa, fazemos uma análise

e verificamos que, não apenas neste exemplo, mas em todos os casos produzidos que

não possuem x3 ou y3, ocorre o descrito a seguir.

Suponhamos que d tenha uma solução algébrica f de grau n. Pela proposição

2.2, podemos supor que existe f polinômio de grau n em Q[x, y] tal que,

d(f) = p
∂

∂x
(f) + q

∂

∂y
(f) = gf

para algum polinômio g em Q[x, y]. Observa-se que g deve ter grau no máximo igual

a 2. Escrevemos λ = a7x+ a8y, e assim q = xyλ+ a4xy + a5y
2 + bλ+ ba4.

Lema 3.5. Se fn é o termo homogêneo de grau n do polinômio f , então fn /∈ Q[x].

Demonstração. Suponhamos fn = cnx
n, onde cn ∈ Q é não-nulo. Portanto, ∂fn

∂y
= 0.

Comparando os termos de grau n+ 2 da equação d(f) = gf , obtemos xyλ.0 = g2fn,

donde g2 = 0. Assim, os termos de grau mais alto têm grau n + 1 em d(f) = gf , e

satisfazem a equação

xy
∂fn
∂x

+ xyλ
∂fn−1

∂y
= g1fn. (3.1)

Sustituindo fn na equação (3.1), temos

ncnyx
n + xyλ

∂fn−1

∂y
= g1cnx

n, (3.2)

donde y divide g1. Logo g1 = αy, para alguma constante α. Substituindo isto na

equação (3.2), e cancelando y, temos
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xλ
∂fn−1

∂y
= (α− n)cnx

n. (3.3)

Portanto, λ divide (α − n)cnx
n, e assim α = n. Dáı, da equação (3.3), temos que

∂fn−1

∂y
= 0 e, portanto, fn−1 = cn−1x

n−1.

Agora comparemos os termos de grau n:

xy
∂fn−1

∂x
+ xyλ

∂fn−2

∂y
= g1fn−1 + g0fn. (3.4)

Substituindo os termos conhecidos na equação acima, temos

(n− 1)cn−1yx
n−1 + xyλ

∂fn−2

∂y
= nycn−1x

n−1 + g0cnx
n, (3.5)

donde conclúımos que y divide g0, e portanto que g0 = 0. Substituindo isto em (3.5)

e cancelando y,

(n− 1)cn−1x
n−1 + xλ

∂fn−2

∂y
= ncn−1x

n−1 (3.6)

ou, equivalentemente,

xλ
∂fn−2

∂y
= cn−1x

n−1. (3.7)

Portanto, λ divide o membro direito da equação (3.7), e dáı temos cn−1 = 0. Pela

mesma equação, o membro direito ser nulo implica que ∂fn−2

∂y
= 0, ou ainda que

fn−2 = cn−2x
n−2.

Agora estudamos os termos de grau n− 1.

xy
∂fn−2

∂x
+ b

∂fn
∂x

+ xyλ
∂fn−3

∂y
+ (a4xy + a5y

2)
∂fn−2

∂y
+ bλ

∂fn−1

∂y
= g1fn−2 (3.8)

Substituindo os termos conhecidos, ficamos com

(n− 2)cn−2yx
n−2 + bncnx

n−1 + xyλ
∂fn−3

∂y
= ncn−2yx

n−2 (3.9)

Rearrumando a equação acima, temos

bncnx
n−1 + xyλ

∂fn−3

∂y
= 2cn−2yx

n−2 (3.10)

Pela equação (3.10), temos que y divide bncnx
n−1, e como cn 6= 0 e n 6= 0, então

b = 0. Absurdo.

Por causa do Lema 3.5, podemos analisar os componentes ĺıderes homogêneos

em ambos os lados, sabendo que estes termos têm grau n+2 (já que os componentes

de grau n+ 2 não se anulam na derivação com relação a y). Lembremos que o grau
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de g é, no máximo, igual 2. Escrevendo a equação apenas para os termos de grau

n+ 2,

q3
∂fn
∂y

= g2fn, (3.11)

onde q3 = a7x
2y+a8xy

2 = xyλ, λ = a7x+a8y. Seja fn = pn1
1 p

n2
2 ...p

nt
t a decomposição

de fn em seus fatores irredut́ıveis pi. Assim,

∂fn
∂y

=
t∑
i=1

nip
ni−1
i

∂pi
∂y

pn1
1 ...p̂i

ni ...pnt
t

= pn1−1
1 ...pnt−1

t

t∑
i=1

ni
∂pi
∂y

p1...p̂i...pt

Na equação acima, p̂i
ni denota o fato de pni

i não ocorrer no respectivo termo do

somatório, no produto.

Assim, substituindo isto na equação (3.11) e cancelando os termos comuns, temos

xyλ
t∑
i=1

ni
∂pi
∂y

p1...p̂i...pt = g2p1...pi...pt (3.12)

Na equação (3.12), nenhum dos fatores pi divide o somatório no lado esquerdo.

Assim, cada pi deve dividir xyλ. Como x, y e λ são irredut́ıveis, então podemos

supor, sem perda de generalidade que p1 = x, p2 = y e p3 = λ. Portanto, conclúımos

que o componente homogêneo ĺıder de f é da forma fn(x, y) = λe1xe2ye3 , onde

e1, e2, e3 ≥ 0 e e1 + e2 + e3 ≥ 1.

Agora, procedemos como descrito abaixo. Cada forma posśıvel para f , com todas

as variações de graus até 4, foi considerada com coeficiente ĺıder 1, já que o programa

não conseguiu realizar os cálculos com coeficientes gerais. Pelo que foi dito acima, o

termo ĺıder de f deve ser da forma fn(x, y) = λe1xe2ye3 , onde λ = a7x+a8y. Por isso,

precisamos realizar quatorze operações para cada polinômio como descreveremos no

exemplo a seguir, onde e1 = e3 = 1 e e2 = 2:

ring r = (0,a(0..9), b(1)), (c(0..14), e(1..6),(x,y)), dp;

poly lambda = a(7)*x + a(8)*y;

poly f = lambda*y^2*x + c(9)*x^2*y + c(8)*x*y^2 + c(7)*x^3 + c(6)*y^3 +

c(5)*x^2 + c(4)*y^2 + c(3)*x*y + c(2)*x + c(1)*y + c(0);

poly p = x*y+b;

poly q = a(7)*x^2*y + a(8)*x*y^2 + a(4)*x*y + a(5)*y^2

+ b*a(7)*x + b*a(8)*y + b*a(4);

Determinamos nos comandos acima os polinômios envolvidos nos cálculos a seguir.
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Supõe-se, nesta operação espećıfica, que a solução f tem a forma λy2x + c9x
2y +

c8xy
2 + c7x

3 + c6y
3 + c5x

2 + c4y
2 + c3xy + c2x+ c1y + c0, onde ci ∈ C.

poly f1 = diff(f, x);

poly f2 = diff(f, y);

poly d = p*f1 + q*f2;

poly g = e(1)*x^2 + e(2)*x*y + e(3)*y^2 + e(4)*x + e(5)*y + e(6);

poly w = d - g*f;

matrix m = coef(w,x*y);

int k= 1;

ideal i = m[2,1];

while (k < ncols(m)) {k = k+1; i = i, m[2,k];}

Acima, descrevemos d e o cofator g em d(f) = g.f , que sabemos ter grau no máximo

2. O polinômio w = d(f)− g.f é nulo se f realmente é solução de d. Assim, vamos

estudar as relações entre seus coeficientes gerando um ideal com eles e analisando

sua estrutura, via seus geradores, a seguir.

i;

i[1]=(-a(7))*e(1)+(2*a(7)^2)

i[2]=(-a(8))*e(1)+(-a(7))*e(2)+(5*a(7)*a(8))

i[3]=(-a(8))*e(2)+(-a(7))*e(3)+(3*a(8)^2)

i[4]=(-a(8))*e(3)

(...)

i[25]=-c(0)*e(6)+(a(4)*b(1))*c(1)+(b(1))*c(2)

Aqui interrompemos a exibição dos geradores, mas há vinte e cinco deles. Com o co-

mando std(i), abaixo, verificamos que o ideal em forma padrão (isto é, considerando-

se a base de Groebner criada para ele) gerado por eles é todo o anel (o único gerador

é 1).

std(i);

_[1]=1

>

Isto é, não existe relação entre os coeficientes de forma que w possa ser nulo.

Portanto, mostramos que f = λ1y
2x + c9x

2y + c8xy
2 + c7x

3 + c6y
3 + c5x

2 + c4y
2 +

c3xy + c2x + c1y + c0 não é solução polinomial para a equação d(f) = g.f . Isto se

repete em todas as variações posśıveis para e1, e2 e e3 no termo homogêneo ĺıder das

posśıveis soluções, nos casos em que o polinômio q não tem como termo homogêneo

ĺıder múltiplos constantes de x3 ou y3. Desta forma, com repetidas operações do

Singular e sob as hipóteses assumidas sobre os coeficientes de p e q, mostramos que

d = p ∂
∂x

+ q ∂
∂y

não tem solução algébrica.

33



Caṕıtulo 4

Um exemplo com singularidade

dicŕıtica

Lembremos que a linha unimodular (p, q), com p(x, y) = xy + b e q(x, y) = a7x
2y +

a8xy
2 +a9y

3 +a4xy+ba7x+ba8y+ba4 foi produzida pelo programa Singular, como

descrito no Caṕıtulo 3, com p, q ∈ Q[x, y]. Consideremos o campo d = p ∂
∂x

+ q ∂
∂y

.

Vamos escrever q(x, y) como

y(a7x
2 + a8xy + a9y

2) + a4xy + ba7x+ ba8y + ba4.

Fazendo a troca de notação a7x
2 + a8xy + a9y

2 = α, temos

q = yα + a4xy + ba7x+ ba8y + ba4.

Lembremos que uma condição fundamental para que a linha (p, q) seja unimodular

é que b 6= 0. Suponhamos também que a7, a8, a9 6= 0.

Como veremos neste caṕıtulo, a folheação induzida pela forma dual da derivação

acima possui singularidade dicŕıtica no infinito (z = 0), e isto significa que não

podemos aplicar o teorema de Carnicer para limitar o grau de uma curva invariante

a partir do grau da folheação. Por isso teremos que usar métodos diversos dos

utilizados nos caṕıtulos anteriores para tratar deste exemplo. Mostraremos que d

não possui solução algébrica. Isto é: não existe f ∈ C[x, y] tal que

d(f) = g.f

para g ∈ C[x, y].

Lema 4.1. O polinômio α = a7x
2 + a8xy + a9y

2 é genericamente irredut́ıvel sobre

Q.

Demonstração. Observemos que α = a7x
2 + a8xy + a9y

2 é irredut́ıvel sobre Q se, e
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somente se ᾱ = a7t
2 + a8t + a9 é irredut́ıvel sobre Q. Se α = p1(x, y)p2(x, y), onde

p1 e p2 são polinômios homogêneos de grau 1, então fazendo t = x/y, temos:

α(ty, y) = p1(ty, y)p2(ty, y) = y2p1(t, 1)p2(t, 1),

onde a segunda desigualdade vem de uma conhecida propriedade geral dos po-

linômios homogêneos de grau n: F (sx, sy) = snF (x, y). Assim, teŕıamos que

ᾱ = p1p2 é redut́ıvel sobre Q. Usando o mesmo racioćınio de trás para a frente

verifica-se a rećıproca. Desta forma, basta vermos que a7t
2+a8t+a9 é genericamente

irredut́ıvel sobre Q. Temos que, sendo um polinômio com coeficientes racionais de

grau 2, é redut́ıvel somente se seu discriminante ∆ = a2
8 − 4a7a9 for um quadrado

perfeito em Q, ou melhor,

a2
8 − 4a7a9 = u2,

onde u ∈ Q. Mas isto não é satisfeito por todas as escolhas de coeficientes: a7 =

a8 = a9 = 1, por exemplo, não satisfaz esta condição.

Assim, conseguimos um exemplo que não satisfaz a condição necessária para que

α seja redut́ıvel em Q. Observemos que a relação a2
8 − 4a7a9 = u2 é satisfeita por

pontos (a7, a8, a9, u) de um fechado na topologia de Zariski de P3(Q). Assim, os

coeficientes que não satisfazem tal condição determinam um aberto do tipo Zariski

em P2(Q) para cada u, e por sua vez polinômios α irredut́ıveis em Q. Assim, os

coeficientes que não satisfazem a condição para redutibilidade em geral determinam

uma interseção enumerável de abertos Zariski em P2(Q). Por isso, α é genericamente

irredut́ıvel sobre Q.

Lema 4.2. A folheação induzida pela forma cujo campo dual é d possui uma singu-

laridade dicŕıtica em z = 0.

Demonstração. À derivação d = p ∂
∂x

+ q ∂
∂y

está associada a 1-forma ω = qdx− pdy.

A homogeneização de ω é dada por

q(x/z, y/z)d(x/z)− p(x/z, y/z)d(y/z).

Como o polinômio de grau mais alto é q e tem grau 3, no denominador desta forma

aparece z3.z2, onde o fator z2 vem de d(x/z) e d(y/z). Assim a forma acima precisa

ser multiplicada por z5 (para que desapareçam os pólos), o que nos dá a 1-forma

projetiva abaixo:

Ω = q̄zdx− p̄z2dy + (yzp̄− xq̄)dz,

onde p̄ e q̄ são os polinômios p e q homogeneizados. O termo que não é diviśıvel

por z ocorre no produto com dz e é x(a7x
2y + a8xy

2 + a9y
3), vindo de xq̄. Fazemos
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z = 0 na forma acima e obtemos as singularidades em: x = 0 e nos pontos tais que

a7x
2y + a8xy

2 + a9y
3 = 0.

Analisemos a singularidade (0 : 1 : 0), desomogeneizando a forma em y = 1.

Ω|y=1= ωy = q̃zdx + (xz + bz3 − xq̃)dz,

onde q̃ = a7x
2 +a8x+a9 +a4xz+ ba7xz

2 + ba8z
2 + ba4z

3. Assim, o campo associado

à forma acima é dy = −(xz + bz3 − xq̃) ∂
∂x

+ zq̃ ∂
∂z

, que possui a seguinte matriz

Jacobiana:

J =

[
−z + q̃ + x ∂q̃

∂x
−(x+ 3bz2) + x∂q̃

∂z

z ∂q̃
∂x

q̃ + z ∂q̃
∂z

]
A matriz acima fica, em z = x = 0, igual a[

a9 0

0 a9

]
A matriz é diagonal, e portanto seus autovalores são iguais a a9 6= 0. Logo, a

razão entre os autovalores é 1, o que nos dá uma singularidade não-reduzida. Mas,

além disso, a matriz acima pode ser escrita como a9 · I, onde I é a matriz identidade

2× 2. Isto significa que o campo tem multiplicidade algébrica 1 sendo que o termo

linear é da forma

a9(x
∂

∂x
+ z

∂

∂z
).

Portanto, de acordo com a Proposição 2.4, da seção 2.1.2, temos que a singularidade

é dicŕıtica.

Portanto, neste caso não podemos aplicar o teorema de Carnicer e utilizar

ferramentas computacionais para verificar de imediato a inexistência de soluções

algébricas para d. Vamos analisar a possibilidade de uma solução e exibir um exem-

plo de campo sem solução algébrica utilizando estratégias diferentes das utilizadas

no caso não-dicŕıtico.

Seja f = f(x, y) uma solução algébrica de d de grau n em Q[x, y], isto é, existe

g ∈ Q[x, y] de grau no máximo 2 tal que

d(f) = g.f.

Nossos esforços serão maiores no caso em que fn é da forma cnx
iyj, cn ∈ Q,

cn 6= 0, i, j > 0. Assim, vamos mostrar primeiro que f não possui termo ĺıder da

forma cnx
n.

Lema 4.3. Se f é solução da derivação d, então f /∈ Q[x].
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Demonstração. Se f ∈ Q[x], então de d(f) = f.g conclúımos que deg(g) ≤ 1, pois

d(f) = (xy + b)∂f
∂x

possui grau n + 1 e gf possui grau deg(g) + n. Além disso,

d(f) = f.g nos dá:

(xy + b)
∂f

∂x
= g.f,

donde temos um absurdo, pois xy+b, de grau 2, deve dividir o membro direito (pois

b 6= 0), mas g possui grau 1, e f ∈ Q[x], ou seja, f não é diviśıvel por um polinômio

em Q[x, y].

Lema 4.4. Seja α um polinômio irredut́ıvel como no Lema 4.1. Então o polinômio

linear f = vy + s, com v, s ∈ Q, não é uma solução de d.

Demonstração. Se f = vy + s fosse solução, então por d(f) = g.f teŕıamos vq =

g(vy + s), onde s e v são constantes. Assim, deg(g) = 2. Portanto pode-se escrever

g como soma de seus componentes homogêneos como a seguir: g = g2 + g1 + g0.

Logo, comparando os termos de grau 3 de vq = g(vy + s) temos

vyα = vyg2,

donde g2 = α. Comparando os termos de grau 2 da mesma equação, temos

va4xy = g2s+ g1vy = sα + g1vy.

Assim, conclúımos que y divide α, imposśıvel já que α é irredut́ıvel e v 6= 0.

Lema 4.5. Se f = f(x, y) é solução do campo d, então f possui grau deg(f) > 1.

Demonstração. Suponha n = 1. Isto é, f(x, y) = ux + vy + s, para u, v e s ∈ C,

e v 6= 0 como consequência do Lema 4.3. Pelo Lema 4.4, u 6= 0. Escrevemos

g(x, y) = g2(x, y) + g1(x, y) + g0 como soma de seus componentes homogêneos.

Assim, podemos comparar os termos de grau 3 da equação d(f) = gf , obtendo

vy(a7x
2 + a8xy + a9y

2) = vyα = (ux+ vy)g2. (4.1)

Temos que y divide g2, pois não pode dividir ux+ vy, já que u 6= 0. Assim, g2 = yλ,

onde λ é homogêneo de grau 1 e não diviśıvel por y. Substituindo de volta g2 na

equação (4.1), cancelamos y e assim obtemos

λ(ux+ vy) = vα,

donde λ divide α, imposśıvel já que α é irredut́ıvel e v 6= 0.
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Definição 4.6. Seja i0 o menor ı́ndice tal que fi ∈ Q[x] para todo i > i0, i ∈
{1 · · ·n}.

Lema 4.7. Se i0 < n, então i0 = n− 1 ou i0 = n− 2, e o cofator g de f tem grau

no máximo 1.

Demonstração. Pelo Lema 4.3, temos i0 > 0. Agora, suponhamos i0 < n − 2

qualquer (isto é, pelo menos fn, fn−1 e fn−2 ∈ Q[x]). Seja g = g2 + g1 + g0. Mas,

sendo i0 < n, então f = cnx
n + R, onde R possui grau no máximo igual a n − 1 e

cn 6= 0. Portanto, temos d(f) = g.f igual a

(xy + b)
∂f

∂x
+ q

∂f

∂y
= g.f.

Mas a equação acima nos diz que g2 = 0, pois o membro esquerdo é a soma de

(xy+ b)∂f
∂x

, que possui grau n+ 1, com q ∂f
∂y

= q ∂R
∂y

, que possui grau no máximo igual

a 3 + (n− 2) = n+ 1.

Comparando os termos homogêneos de mais alto grau (no caso, n+1) em d(f) =

gf :

xy
∂fn
∂x

= g1fn

Substituindo acima fn = cnx
n obtemos g1 = ny.

Comparando termos de grau n:

xy
∂fn−1

∂x
= g1fn−1 + g0fn

Como fn−1 = cn−1x
n−1,

xycn−1(n− 1)xn−2 = cn−1x
n−1ny + g0cnx

n

e assim

−ycn−1 = g0cnx

A única possibilidade oferecida pela equação acima é g0 = cn−1 = 0.

Analisando os termos de grau n− 1:

xy
∂fn−2

∂x
+ b

∂fn
∂x

+ yα
∂fn−3

∂y
= g1fn−2 + g0fn−1 + g2fn−3

Mas como g2 = g0 = 0, a equação acima fica igual a

cn−2(n− 2)yxn−2 + bncnx
n−1 + yα

∂fn−3

∂y
= g1fn−2 = ncn−2yx

n−2
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Fazendo as substituições necessárias, obtemos

yα
∂fn−3

∂y
= xn−2(2ycn−2 − nbcnx),

mas α, sendo irredut́ıvel, deve dividir algum fator do membro direito, imposśıvel, já

que não divide o termo de grau 1 e nem pode dividir xn−2. Logo, se supusermos i0 <

n− 2, obtemos uma contradição. Portanto, se fn ∈ Q[x], temos i0 ∈ {n− 1, n− 2}.

Proposição 4.8. Se d possui solução algébrica de grau n em Q[x, y], então seu

componente homogêneo ĺıder fn não pertence a Q[x].

Demonstração. Segundo o Lema 4.7 acima, se fn = cnx
n (cn ∈ Q) então temos duas

possibilidades para o ı́ndice i0 descrito anteriormente.

(a) i0 = n− 1;

Neste caso, o grau mais alto na equação d(f) = g.f será n + 1, como visto na

demonstração do Lema 4.7. Estes termos satisfazem

xy
∂fn
∂x

+ yα
∂fn−1

∂y
= g1fn

Lembremos que, de acordo com a demonstração do Lema 4.7, g2 = 0. Se substi-

tuirmos os termos conhecidos, teremos

xyncnx
n−1 + yα

∂fn−1

∂y
= g1cnx

n

Por esta equação, vemos que xn deve dividir ∂fn−1

∂y
, que tem grau n − 2 e não

pode ser 0 por hipótese, absurdo. Logo, este item não se realiza.

(b) i0 = n− 2;

Portanto, os termos de grau mais alto, n + 1, em d(f) = g.f , satisfazem uma

equação envolvendo apenas a derivada em x, como no Lema 4.7, e analogamente

conclúımos que g1 = ny.

Analisando os termos de grau n, temos:

xy
∂fn−1

∂x
+ yα

∂fn−2

∂y
+ a4xy

∂fn−1

∂y
= g1fn−1 + g0fn.

Mas fn−1 = cn−1x
n−1. Logo a equação acima fica

y(n− 1)cn−1x
n−1 + yα

∂fn−2

∂y
= nycn−1x

n−1 + g0cnx
n

Como em (a), xn−1 divide ∂fn−2

∂y
, que não é 0 e possui grau n− 3. Absurdo.
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Agora estudaremos o caso em que fn /∈ Q[x]. Desejamos provar que há exemplo

de campo satisfazendo nossas condições que não possui tal solução. Lembremos que,

se fn /∈ Q[x], então g2 6= 0. Além disso, α é irredut́ıvel em Q[x, y], e b, a7, a8, a9 6= 0.

Seja fn = pl11 · · · pltt a fatoração de fn em seus componentes irredut́ıveis pi distin-

tos. Então

∂fn
∂y

=
t∑
i=1

lip
li−1
i

∂pi
∂y

pl11 ...p̂
li
i ...p

lt
t ,

onde p̂lii indica a ausência do fator no respectivo produto. Substituindo isto na

equação dos termos de grau mais alto, n+ 2, dada por

yα
∂fn
∂y

= g2fn,

cancelamos os fatores excedentes e ficamos com

yα
t∑
i=1

li
∂pi
∂y

p1 · · · p̂i · · · pt = g2p1 · · · pt.

Nesta equação, podemos dizer, para todo i ∈ {1, · · · , t}, que pi não divide o so-

matório, e como cada um dos fatores é irredut́ıvel, sendo α irredut́ıvel sobre Q,

temos, sem perda de generalidade na escolha das componentes, que p1 = y e p2 = α.

Logo,

fn = ykαm,

com k +m ≥ 1.

Observação: se k ≥ 1, da equação yα∂fn
∂y

= g2fn conclúımos que

g2 = kα +my
∂α

∂y
.

Assim, temos que y não divide g2, pois não divide α e k 6= 0.

Objetivo: vamos mostrar, para uma instância do polinômio q, que não podemos

ter k = 0, isto é, que y não divide g2. Usaremos esta conclusão num argumento para

concluir que o campo d = (xy + 1) ∂
∂x

+ (yα+ x+ y) ∂
∂y

, onde α = x2 + xy + y2. não

possui solução algébrica.

Lema 4.9. O polinômio q(x, y) = yα + x+ y é irredut́ıvel sobre Q[x, y].

Demonstração. Suponhamos que q(x, y) = yα+x+ y = (β+λ+ c)(l+ c′), onde β é

homogêneo de grau 2, λ e l são lineares e c, c′ constantes. Temos, assim, o seguinte:

1. cc′ = 0, donde c = 0 ou c′ = 0;
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2. lβ = yα, e como α é irredut́ıvel, temos β = eα e l = y
e
, onde e é alguma

constante não-nula.

Se c′ = 0, então, comparando os termos de grau 1, temos o seguinte:

x+ y = cl =
c

e
y,

o que é claramente falso. Se tivermos simultaneamente c′ = c = 0, a equação acima

também nos dá um absurdo, x = −y. Logo, tomemos c′ 6= 0 e c = 0. Comparando

termos de grau 2, obtemos

0 = c′β + lλ,

mas usando o item (2), temos que isto é equivalente a

0 = c′eα +
yλ

e
,

o que implica que y divide α, contradizendo a irredutibilidade de α.

Lema 4.10. Se o termo ĺıder de f for da forma fn = αm, então m > 2.

Demonstração. Inserimos estes dados no Singular de acordo com o que foi explicado

na seção 3.3.2, e o programa mostrou que tal d não possui solução algébrica de grau

menor ou igual a 2 com termo ĺıder fn = αm.

Proposição 4.11. k > 0, isto é, y não divide g2.

Demonstração. Consideremos f solução algébrica de d, com grau n . Suponhamos

que y divida g2, isto é, k = 0. Assim, analisando os termos de grau n + 2 de

d(f) = g.f , conclúımos que fn = αm, com m ≥ 1, e g2 = my ∂α
∂y

= my(x+ 2y).

Analisamos os termos de grau n+ 1 da equação d(f) = gf :

yα
∂fn−1

∂y
+ xy

∂fn
∂x

= g2fn−1 + g1fn.

Substituindo os termos conhecidos:

yα
∂fn−1

∂y
+ xy(mαm−1∂α

∂x
) = my

∂α

∂y
fn−1 + g1α

m (4.2)

Desta equação, vemos que y divide g1. Logo, existe constante c1 tal que g1 = c1y.

Cancelando y e substituindo x∂α
∂x

por 2α−y ∂α
∂y

(pela relação de Euler, nf = x∂f
∂x

+ ∂f
∂y

,

onde f é polinômio homogêneo de grau n):

α
∂fn−1

∂y
+mαm−1(2α− y∂α

∂y
) = m

∂α

∂y
fn−1 + c1α

m (4.3)

41



Pela equação (4.3), α divide m∂α
∂y

(fn−1 + αm−1y). Como m > 2 pelo Lema 4.10,

então α divide fn−1. Logo, fn−1 = Qαt, com t ≥ 1 e mdc(α,Q) = 1.

Substituindo fn−1 na equação (4.3):

αt(t
∂α

∂y
Q+ α

∂Q

∂y
) +mαm−1(2α− y∂α

∂y
) = m

∂α

∂y
αtQ+ c1α

m (4.4)

Temos que t ≤ m−1, pois caso contrário, na equação acima teŕıamos α dividindo

y ∂α
∂y

, absurdo.

Se t < m− 1, então pela mesma equação conclúımos que α divide ∂α
∂y
Q(m− t),

o que é imposśıvel. Logo, t = m− 1 e deg(Q) = 1. Cancelando então αt = αm−1 da

equação anterior:

((m− 1)
∂α

∂y
Q+ α

∂Q

∂y
) +m(2α− y∂α

∂y
) = m

∂α

∂y
Q+ c1α (4.5)

Pela equação acima, α divide −∂α
∂y

(Q + my). Como α é irredut́ıvel de grau

2, então Q = −my. Logo, fn−1 = −αm−1my. Substituindo Q na equação (4.5),

conclúımos que α∂Q
∂y

+ 2mα = c1α, ou melhor, c1 = 2m+ ∂Q
∂y

= 2m−m = m.

Até o momento, temos:

• fn = αm, ou seja, n = 2m;

• g2 = my ∂α
∂y

;

• fn−1 = −αm−1my;

• g1 = my.

Analisando os termos de grau n:

yα
∂fn−2

∂y
+ (x+ y)

∂fn
∂y

+ xy
∂fn−1

∂x
= g2fn−2 + g1fn−1 + g0fn

Susbtituindo os termos conhecidos:

yα
∂fn−2

∂y
+ (x+ y)(mαm−1∂α

∂y
) + xy(−m(m− 1)yαm−2∂α

∂x
)

= my
∂α

∂y
fn−2 −m2y2αm−1 + g0α

m (4.6)

Nesta equação, vemos que y divide

mx
∂α

∂y
− g0α = mx(x+ 2y)− g0(x2 + xy + y2),

ou melhor, y divide mx2− g0x
2. Assim, devemos ter g0 = m. Reescrevendo mx∂α

∂y
−

g0α com g0 = m, temos myαm−1(x− y). Substituindo a mesma de volta na equação
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(4.6):

yα
∂fn−2

∂y
+myαm−1∂α

∂y
+myαm−1(x− y)−m(m− 1)xy2αm−2∂α

∂x

= my
∂α

∂y
fn−2 −m2y2αm−1 (4.7)

Rearrumando, cancelando y e substituindo em (4.7) a expressão x∂α
∂x

por 2α−y ∂α
∂y

(relação de Euler):

α
∂fn−2

∂y
+mαm−1(2x+ y)−m(m− 1)yαm−2(2α− y∂α

∂y
) = (4.8)

= m
∂α

∂y
fn−2 −m2yαm−1

Pela equação acima, α divide m∂α
∂y

((m− 1)y2αm−2 − fn−2). Como m > 2, então

α divide fn−2. Portanto existe um polinômio R com mdc(R,α) = 1 tal que fn−2 =

αsR, s > 1.

Como 2m − 2 = n − 2 = 2s + deg(R), então s ≤ m − 1. Substitúımos fn−2 na

equação (4.8):

αs(s
∂α

∂y
R + α

∂R

∂y
) +mαm−1(2x+ y)− 2m(m− 1)yαm−1+

m(m− 1)y2αm−2∂α

∂y
= m

∂α

∂y
αsR−m2yαm−1

Se s = m − 1, na equação acima podeŕıamos cancelar αm−2 e assim α dividiria

m(m − 1)y2 ∂α
∂y

, imposśıvel. Se s < m − 2, cancelaŕıamos αs, e assim α dividiria

(m − s)∂α
∂y
R, também imposśıvel, pois m − s 6= 0. Logo, s = m − 2, donde fn−2 =

αm−2R, com mdc(α,R) = 1 e deg(R) = 2. Relembrando os dados obtidos até aqui:

• fn = αm, ou seja, n = 2m;

• g2 = my ∂α
∂y

;

• fn−1 = −αm−1my;

• g1 = my;

• g0 = m;

• fn−2 = αm−2R, onde mdc(α,R) = 1 e deg(R) = 2.

Analisando os termos de grau n− 1.
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yα
∂fn−3

∂y
+ (x+ y)

∂fn−1

∂y
+ xy

∂fn−2

∂x
+
∂fn
∂x

=

g2fn−3 + g1fn−2 + g0fn−1

Substituindo os termos conhecidos:

yα
∂fn−3

∂y
+ (x+ y)(−mαm−1 −my(m− 1)αm−2∂α

∂y
)+

xy((m− 2)αm−3∂α

∂x
R + αm−2∂R

∂x
) +mαm−1∂α

∂x
=

my
∂α

∂y
fn−3 +myαm−2R−m2yαm−1

A equação acima nos diz que y divide mαm−1(∂α
∂x
− x) = mαm−1(x + y). Vê-se

que é imposśıvel.

Portanto temos um absurdo. Assim, y não divide g2.

Proposição 4.12. O campo induzido por d = (xy+1) ∂
∂x

+(yα+x+y) ∂
∂y

não possui

solução algébrica em C[x, y].

Demonstração. Suponha que f(x, y) = am(x)ym + · · ·+ a1(x)y + a0(x) seja estável

por d, onde aj(x) ∈ Q[x], i.e., d(f) = gf para algum g ∈ Q[x, y]. Temos deg(g) ≤ 2.

Pelos Lema 4.5 e Proposição 4.8, sabemos que m ≥ 1. Como am 6= 0, temos

d(
f

am
) =

f

am
(g − d(am)

am
).

Logo, f̂ = f
am

é estável por d em Q(x)[y]. Seja

f̂ = ym + bm−1y
m−1 + · · ·+ b0,

onde bj =
aj
am
∈ Q(x). Denotamos b′j =

dbj
dx

e a′j =
daj
dx

.

O termo de maior grau posśıvel em y em d(f̂) é

my3.ym−1 = mym+2.

Como o grau de f̂ é m em y, então degy(g −
d(am)
am

) = 2, e como am ∈ C[x], então

degy(g) = 2. Por sua vez, o termo de mais alto grau em d(f) também é amy
m+2.

Agora, escrevemos

f(x, y) = am(y)xm + am−1(y)xm−1 + ...+ a0(y).
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Vamos utilizar o mesmo racioćınio usado acima. Se m = 0, então temos

q
∂f

∂y
= gf.

Mas q é irredut́ıvel sobre Q, logo deve dividir gf . Como f ∈ C[y], então yα+ x+ y

divide g. Absurdo, já que g tem grau exatamente 2, pelo que foi mostrado no ińıcio

desta demonstração. Logo, m > 0. De forma análoga ao que foi dito acima, tomando

f̂ = f
am

, e bj =
aj
am
∈ C(y), temos

d(f̂) = (g − d(am)

am
)f̂ .

O termo de mais alto grau em x em d(f̂) é

yb′m−1x
m+1.

Como degx(f̂) = m e d(am)
am
∈ C(y), então degx(g) = 1. Assim já que deg(g) = 2

e pelas duas análises acima temos simultaneamente que degx(g) = 1 e degy(g) = 2,

então conclúımos que g é da forma ay2 +bxy+cx+dy+e, com a, b, c ∈ Q. Mas pela

Proposição 4.11, y não pode dividir g2. Portanto d não possui solução algébrica em

Q[x, y], e consequentemente não possui solução algébrica em C[x, y], pela Proposição

2.2.
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Caṕıtulo 5

Um caso genérico de grau maior

do que 3

Agora estudamos um campo da forma d = p ∂
∂x

+ q ∂
∂y

, onde p(x, y) = xy + b, como

antes, mas q(x, y) = xQ(x, y) +R(x, y), com deg(Q) = n− 1 > 2 e deg(R) ≤ n− 1,

sendo Q homogêneo e irredut́ıvel sobre Q. Notemos que, neste caṕıtulo, trataremos

de campos que admitem singularidades no aberto z 6= 0. Vejamos que isto é verdade.

Seja (x0, y0) tal que p(x0, y0) = 0, isto é,

y0 = −b/x0.

Se Q̃ = Q(x,−b/x) e R̃ = R(x,−b/x), temos que

xn−1q(x,−b/x) = xnQ̃(x) + xn−1R̃(x) = q̃(x)

é um polinômio em x, e portanto possui zeros. Como x0 6= 0, então xn−1
0 6= 0, e dáı

q(x0,−b/x0) = 0 na equação acima.

Assim, o que poderemos mostrar é a ausência de soluções algébricas de d em

C[x, y], não sua d-simplicidade, pois esta requer a inexistencia de singularidades em

z = 1. Mas, como veremos, a construção de um tal campo sem solução pode ser re-

lativamente trabalhosa, apesar da densidade do conjunto de folheações sem solução

em Fol(d), de acordo com o teorema de Jouanolou. Ainda estamos interessados na

utilização do Teorema de Carnicer, e para tanto precisaremos analisar as singulari-

dades finitas e em L∞. Garantindo que estas singularidades satisfazem as condições

do Teorema de Carnicer, será posśıvel limitar o grau das soluções, se estas existirem.
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5.1 Estudo de singularidades

5.1.1 Singularidades em z = 0

Mostraremos, nesta subseção, o seguinte fato:

Proposição 5.1. A folheação induzida pela forma ω = qdx − pdy dual do campo

d = p ∂
∂x

+ q ∂
∂y

, onde p = p(x, y) = xy+ b, b 6= 0, e q = q(x, y) = xQ(x, y) + q0(x, y),

com Q irredut́ıvel sobre Q e homogêneo de grau n−1, q0 um polinômio homogêneo de

grau n−1, satisfazendo q0(0, 1) 6= 0 e n > 5, possui apenas singularidades reduzidas

em z = 0.

Considere a forma ω = qdx − pdy associada ao campo d = p ∂
∂x

+ q ∂
∂y

descrito

no enunciado acima. Notemos que, nesta subseção, estamos estudando um caso

restrito, R = q0.

Homogeneizamos ω em z:

Ω = (xQ+ zq̄0)(zdx− xdz)− zn−2(xy + bz2)(zdy − ydz).

Aqui, denotamos por q̄ o polinomio q homogeneizado, isto é, q̄ = xQ + zq0. Arru-

mando os termos na expressão acima,

Ω = zq̄dx− zn−1(xy + bz2)dy + (yzn−2(xy + bz2)− xq̄)dz.

Assim, as singularidades nos pontos tais que z = 0 são dadas por:

x = 0 ou q̄|z=0= xQ = 0 =⇒ x = 0 ou Q = 0.

Análises nos abertos Ux e Uy

(a) Desomogeneizando a forma relativamente a x (x := 1).

ωx = −zn−1(y + bz2)dy + (zn−2y(y + bz2)− q̃)dz,

com q̄|x=1= q̃, sendo ωx a forma dual de

dx = −(zn−2y(y + bz2)− q̃) ∂
∂y
− zn−1(y + bz2)

∂

∂z
.

A singularidade de interesse neste caso em z = 0 é dada por q̃ = 0, isto é,

Q̃ = Q|x=1= 0.

A matriz Jacobiana em um ponto para o qual z = 0 é
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J =

[
∂(q̃)
∂y

∂(q̃)
∂z

0 0

]

Em z = 0, ∂(q̃)
∂y

= ∂Q̃
∂y

. Temos que Q̃ = ∂Q̃
∂y

= 0 não pode ocorrer, pois Q̃ é

irredut́ıvel. Logo, as singularidades em x = 1, z = 0, ∀n ≥ 3, n ∈ N são todas

reduzidas.

(b) Agora desomogeneizamos Ω com relação a y (y := 1). Usaremos a notação:

q̂ = q̄|y=1= xQ̂+ zq̂0, onde Q̂ = Q(x, 1) e q̂0 = q0(x, 1).

ωy = zq̂dx+ (zn−2(x+ bz2)− xq̂)dz,

cujo campo correspondente é

dy = −(zn−2(x+ bz2)− xq̂) ∂
∂x

+ zq̂
∂

∂z
.

A matriz Jacobiana deste campo nos pontos tais que z = 0 é:

J =

[
x∂(q̂)
∂x

+ q̂ x∂(q̂)
∂z

0 q̂

]

• Caso 1: Q(x0, 1) = 0 onde (x0 : 1 : 0) é singularidade do campo.

Não precisamos analisar este caso, pois supomos x0 6= 0 aqui, e isto já foi con-

templado no item (a) (desomogeneização com relação a x).

• Caso 2: x = 0. Aqui o jacobiano é nulo e precisaremos efetuar blow-up na

singularidade (0 : 1 : 0).

(a) x := zt e z := z;

ω̂y = zq̂(zt, z)(zdt+ tdz) + (zn−2(zt+ bz2)− ztq̂(zt, z))dz

= z2q̂(zt, z)dt+ zn−2(zt+ bz2)dz.

Como q̂ = xQ(x, 1) + zq0(x, 1) (q0 é homogêneo de grau n− 1), temos

q̂(zt, z) = z(tQ(zt, 1) + q0(zt, 1)).

Logo a 1-forma ω̂y não-saturada é dada por

z3q̂(zt, z)dt+ zn−1(t+ bz)dz.
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Obtemos, depois de dividir a forma por z3, e usando a mesma notação sem prejúızo

na compreensão do texto,

ω̂y = (tQ(zt, 1) + q0(zt, 1))dt+ zn−4(t+ bz)dz,

de modo que temos singularidade nos pontos (t0 : 1 : 0) tais que t0Q(0, 1)+q0(0, 1) =

0. Para observar o que ocorre no jacobiano, calculemos algumas derivadas. De-

notando a derivada parcial de F (x, y) com relação a x por ∂F
∂x

, e sabendo que

x = u(z, t) = zt é função de z e t, temos, pela regra da cadeia, que ∂F
∂t

= ∂F
∂x

∂u
∂t

= z ∂F
∂x

.

Aplicando isto abaixo, ao calcularmos a derivada de q̂ com relação a t:

∂

∂t
(tQ(zt, 1) + q̂0(zt, 1)) = Q(zt, 1) + zt

∂Q

∂x
(zt, 1) + z

∂q0

∂x
(zt, 1),

e assim
∂

∂t
(tQ(zt, 1) + q0(zt, 1))|z=0= Q(0, 1).

Analogamente, derivando q̂ com relação a z e tomando z = 0:

∂

∂z
(tQ(zt, 1) + q0(zt, 1))|z=0= t2

∂Q

∂x
(0, 1) + t

∂q0

∂x
(0, 1).

Na singularidade temos t0Q(0, 1) + q0(0, 1) = 0, e portanto

t0 = −q0(0, 1)

Q(0, 1)
,

já que Q(0, 1) 6= 0 (Q é irredut́ıvel sobre Q, e portanto não é diviśıvel por x). O

jacobiano em z = 0 do campo d = −zn−4(t+ bz)∂/∂t+ (tQ(zt, 1) + q0(zt, 1))∂/∂z é

J =

[
0 0

−Q(0, 1) t2 ∂Q
∂x

(0, 1) + t∂q0
∂x

(0, 1)

]
Para obtermos a singularidade reduzida, o termo t2 ∂Q

∂x
(0, 1) + t∂q0

∂x
(0, 1) não pode

ser nulo em t0. Observemos que, como t0 = − q0(0,1)
Q(0,1)

6= 0, pois por hipótese q0(0, 1) 6=
0, temos que a condição para o não anulamento de ambos os autovalores do jacobiano

acima é (
Q
∂q̂0

∂x
− q̂0

∂Q

∂x

)
(0, 1) 6= 0.

Tomemos o seguinte exemplo:

q̄0 = (xn−1 + yn−1)
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Temos q̂0 = q̄0(zt, 1) = (zt)n−1 + 1 e assim q̂0(0, 1) = 1. Além disso,

∂q̄0

∂x
= (n− 1)xn−2,

o que nos dá
∂q̄0

∂x
(zt, 1)|z=0= 0.

Assim, (
Q
∂q̂0

∂x
− q̂0

∂Q

∂x

)
(0, 1) = 0 =⇒ −∂Q

∂x
(0, 1) = 0.

Mas isto não ocorre, por exemplo, se Q(x, y) = xn−1 + xyn−2 + yn−1, já que áı
∂Q
∂x

(0, 1) = 1. Logo, a singularidade (0, 0)× [t0 : 1] é reduzida.

(b) x := x e z := xt;

A forma fica como abaixo, a prinćıpio:

xtq̄(x, 1, xt)dx+ ((xt)n−2(x+ bx2t2)− xq̄(x, 1, xt))(xdt+ tdx) =

(xt)n−1(1 + bxt2)dx+ x2((xt)n−2(1 + bxt2)− q̄(x, 1, xt))dt.

Mas, sabendo que

q̄(x, 1, xt) = xQ(x, 1) + xtq̄0(x, 1),

a 1-forma após a explosão é, de fato, igual a

(xt)n−1(1 + bxt2)dx+ x3(xn−3tn−2(1 + bxt2)− (Q(x, 1) + tq̄0(x, 1)))dt

Saturando a forma (dividindo-a por x3), temos

ω̃y = xn−4tn−1(1 + bxt2)dx+ (xn−3tn−2(1 + bxt2)−Q(x, 1)− tq̄0(x, 1))dt.

Observemos que a explosão (blow-up) aqui é realizado em x = z = 0, projetando

(x, y) × [u : t], com u 6= 0, em (x, z) = (0, 0), de modo que z = xt. Assim, resta

que a única singularidade posśıvel ocorre se x = t = 0. Mas na forma acima, isto só

seria posśıvel se Q(0, 1) = 0. Isto é falso. Logo, não há qualquer nova singularidade

a ser analisada nesta carta do blow-up.

Provamos assim que a folheação induzida pela forma ω = qdx − pdy dual do

campo d = p ∂
∂x

+ q ∂
∂y

possui apenas singularidades reduzidas em z = 0, se p =

p(x, y) = xy + b e q = q(x, y) = xQ(x, y) + q0(x, y), com Q irredut́ıvel sobre Q e

homogêneo de grau n− 1, q0 um polinômio homogêneo de grau n− 1, satisfazendo

q0(0, 1) 6= 0 e n > 5.
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5.1.2 Singularidades em z = 1

Vamos mostrar que as singularidades do campo d = (xy+ b) ∂
∂x

+(xQ+ c) ∂
∂y

, onde

b 6= 0, b, c ∈ Q, Q irredut́ıvel de grau n − 1, são reduzidas. Observamos que este

campo não é o mesmo estudado na subseção anterior, 5.1.1.

A matriz Jacobiana do campo é dada por

J =

(
y x

Q+ xQx xQy

)
Notação: por brevidade, usaremos Qx = ∂Q

∂x
e Qy = ∂Q

∂y
.

Consideremos as funções traço e determinante da matriz J :

tr(J) = y + xQy

e

det(J) = xyQy − xQ− x2Qx = xyQy − xQ− x((n− 1)Q− yQy)

= 2xyQy − nxQ,

onde na segunda igualdade usamos a relação de Euler.

Vamos considerar uma singularidade qualquer p = (x0, y0) do campo. Vamos

usar a notação Q0 = Q(x0, y0) e J0 para a matriz J calculada no ponto p. Assim,

teremos x0y0 + b = 0, logo y0 = −b/x0, e também x0Q0 = −c. Portanto,

det(J0) = −2bQy(x0, y0) + nc.

Se λ1 e λ2 são os autovalores de J , então

(tr(J))2

det(J)
=

(λ1 + λ2)2

λ1.λ2

=
λ1

λ2

+
λ2

λ1

+ 2.

Vamos mostrar que este quociente não pode ser racional. Assim, não há como

λ1/λ2 ser racional, e poderemos dizer que a singularidade é reduzida, e portanto não

dicŕıtica. Logo, enunciamos o seguinte:

Suponhamos que o quociente acima seja um número racional. Assim, existem α

e β 6= 0 ∈ Z tais que (tr(J))2

det(J)
= α

β
. Dáı,

0 = βtr2(J)− αdet(J) = β(y0 + x0Qy(x0, y0))2 − α(−2bQy(x0, y0) + nc)

= β(y2
0 + 2x0y0Qy(x0, y0) + x2

0Q
2
y(x0, y0)) + 2αbQy(x0, y0)− αnc

Rearrumando a equação acima e lembrando que x0y0 = −b:
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0 = β(y2
0 − 2bQy(x0, y0) + x2

0Q
2
y(x0, y0))) + 2αbQy(x0, y0)− αnc =

= (βy2
0 − αnc) + 2b(α− β)Qy + βx2

0Q
2
y

Agora substitúımos y0 = −b/x0 acima e obtemos

0 = (β(−b/x0)2 − αnc) + 2b(α− β)Qy(x0,−b/x0) + βx2
0Q

2
y(x0,−b/x0) (5.1)

Como deg(Qy) = n− 2, temos que

Ψ(x) = xn−2Qy(x,−b/x) ∈ Q[x].

Portanto, multiplicando a equação (5.1) por x2(n−3), obtemos:

0 =
b2β

x2
0

x
2(n−3)
0 −(αnc)x

2(n−3)
0 +2b(α−β)xn−4

0 xn−2
0 Qy(x0,−b/x0)+β(xn−2

0 Qy(x0,−b/x0))2

= b2βx
2(n−4)
0 − αncx2(n−3)

0 + 2b(α− β)xn−4
0 Ψ(x0) + βΨ2(x0)

que é um polinômio (aqui, em x := x0) sempre que n ≥ 4. Ou seja, podemos afirmar

que a abscissa de uma singularidade que tem quociente de autovalores racional deve

anular o polinômio

θ(x) = b2βx2(n−4) − αncx2(n−3) + 2b(α− β)xn−4Ψ(x) + βΨ2(x)

para alguma escolha de α, β ∈ Z.

Sabe-se que as ráızes de um polinômio irredut́ıvel sobre Q sofrem ação transitiva

de seu grupo de Galois. Isto é, se p(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Q[x] é irredut́ıvel

sobre Q e σ ∈ Gal(p,Q), então σ(ai) = ai e, para toda raiz α de p, existe σ ∈
Gal(p,Q) tal que α = σ(x0). Para mais detalhes, ver [22], pag. 173. Assim, as

singularidades do campo, da forma (x0,−b/x0), são permutadas pela ação do grupo

de Galois de

Φ(x) = xn−2(xQ(x,−b/x) + c)

se Φ(x) é irredut́ıvel sobre Q. Se isto ocorrer, temos que os valores de α e β serão

os mesmos para todas as singularidades. Isto implica que Φ(x) deve dividir θ(x).

Vamos mostrar como escolher coeficientes para Φ de forma que isto não ocorra em

geral.

Definição 5.2. Seja χ(x) = an−1x
n + c ∈ Q[x].

Vamos escolher o grau n = q, onde q é um número primo.
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Lema 5.3. É posśıvel escolher dois primos p e p̄, onde p > 2q2−q, e tais que p̄ 6≡ αq

(mod p) para todo α ∈ Z.

Demonstração. O primo q está fixado. O Teorema de Dirichlet para progressões

aritméticas afirma que, se a e b são inteiros positivos tais que mdc(a, b) = 1, então

a progressão aritmética ak = a + b.k contém infinitos números primos (para mais

detalhes, ver [17]). Escolhemos então p = 1 + kq primo desta sequência, para algum

k ∈ N, onde k > 3(q − 1). Observemos que para obter 1 + kq = p > 2q2 − q =

q + 2(q − 1)q, precisamos ter k > (q−1)(1+2q)
q

, e para isto basta tomar k > 3(q − 1).

Além disso, todo m ∈ Z pode ser escrito de forma única como produto de potências

inteiras positivas de números primos, isto é, m = pn1
1 · · · pnt

t , onde ni ∈ Z, i = 1 · · · t
. Se fosse verdade que, para todo primo p̄ distinto de p, existisse α ∈ Z tal que

p̄ ≡ αq (mod p), então, teŕıamos o seguinte: tomando m 6≡ 0 (mod p), existiriam

β1, · · · , βt ∈ Z tais que

m = pn1
1 · · · pnt

t ≡ βqn1

1 · · · βqnt
t = (βn1

1 · · · βnt
t )q = βq (mod p),

onde β = βn1
1 · · · βnt

t ∈ Z. Assim,

mk ≡ βkq ≡ βp−1 ≡ 1 (mod p),

pelo Teorema de Fermat. Logo, todo elemento de Z∗p teria ordem k < p− 1, o que é

falso. Logo existe p̄ satisfazendo nosso requisito com relação ao primo p escolhido de

acordo com o Teorema de Dirichlet, com q fixado no ińıcio. Desta forma, podemos

afirmar que o par de primos distintos requisitados p e p̄ existe.

Utilizaremos o próximo Teorema mais adiante.

Teorema 5.4. Sejam k um corpo e m ≥ 2 um número inteiro. Considere c ∈ k, c 6=
0. Se para todo primo q tal que q divida m tivermos c /∈ kq, então xm−c é irredut́ıvel

em k[x].

Demonstração. Ver [13], página 297.

Lema 5.5. Se n = q, os coeficientes de Q, b e c podem ser escolhidos de forma que

Φ(x) seja irredut́ıvel sobre Q e χ(x) = an−1x
n + c seja irredut́ıvel sobre Zp.

Demonstração. Precisamos entender como é Φ(x). Para isto, vejamos que

Q(x, y) =
n−1∑
k=0

akx
kyn−1−k.

Dáı,

Qy(x, y) =
n−1∑
k=0

ak(n− 1− k)xkyn−2−k.
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Assim,

Φ(x) = xn−1

n−1∑
k=0

akx
k(−b/x)n−1−k + cxn−2 =

∑
ak(−b)n−1−kxkxn−1xk−n+1 + cxn−2

=
n−1∑
k=0

ak(−b)n−1−kx2k + cxn−2 (5.2)

Podemos escolher os coeficientes b, c e ak da seguinte forma: escolhemos números

primos p̄ 6= p como no Lema 5.3, e os coeficientes ak, b, c como abaixo:

• n = q (já escolhido e fixado)

• an−1 = 1 e ak = pp̄lk ∀k = 0, ..., n− 2, com mdc(p̄, lk) = mdc(p, lk) = 1;

• c = p̄;

• b = q,

• a0 = pp̄ e

• an−1 6≡ 0 mod(p̄) e an−1 6≡ 0 mod(p).

Assim, pelo critério de Eisenstein, Φ é irredut́ıvel sobre Q, pois o primo p̄ divide

todos os coeficientes de Φ exceto an−1 e p̄2 não divide a0(−b)n−1. Temos também

que χ é irredut́ıvel sobre Zp, pelo Lema 5.3 e pelo Teorema 5.4.

Proposição 5.6. Se a fração α
β

é reduzida, então Φ não divide θ, com os coeficientes

escolhidos de acordo com o Lema 5.5.

Demonstração. Temos

Ψ(x) = xn−2

n−1∑
k=0

(n− 1− k)akx
k(−b/x)n−2−k =

n−1∑
k=0

(n− 1− k)ak(−b)n−2−kx2k.

Mas no segundo somatório, se k = n − 1 teremos o fator correspondente igual a 0.

Portanto,

Ψ(x) =
n−2∑
k=0

(n− 1− k)ak(−b)n−2−kx2k.

Seja

η(t) =
n−1∑
k=0

ak(−b)n−1−ktk.

Então, da equação (5.2),

Φ(x) = η(x2) + cxn−2
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e

(−b)Ψ(x) =
n−2∑
k=0

(n− 1− k)ak(−b)n−1−kx2k

= (n− 1)
n−2∑
k=0

ak(−b)n−1−kx2k −
n−2∑
k=0

kak(−b)n−1−kx2k

= (n− 1)(η(x2)− an−1x
2(n−1))−

( n−2∑
k=1

kak(−b)n−1−kx2k−2
)
x2

Como

η′(t) =
n−1∑
k=0

kak(−b)n−1−ktk−1,

então

(−b)Ψ(x) = (n− 1)(η(x2)− an−1x
2(n−1))− η′(x2)x2

Reduzindo esta equação módulo Φ(x) = η(x2) + cxn−2, obtemos

(−b)Ψ(x) ≡ (n− 1)(−cxn−2 − an−1x
2(n−1))− η′(x2)x2 (mod Φ),

já que Φ(x) ≡ 0 implica que η(x2) ≡ −cxn−2.

Temos

Φ(x) ≡ an−1x
2(n−1) + cxn−2 ≡ xn−2(an−1x

n + c) (mod p)

e

η′(x2) ≡ (n− 1)an−1x
2(n−1) (mod p).

Logo,

(−b)Ψ(x) ≡ (n− 1)(−cxn−2 − an−1x
2(n−1))− (n− 1)an−1x

2(n−1) (mod p,Φ),

ou ainda

(−b)Ψ(x) ≡ −(n− 1)(c+ 2an−1x
n)xn−2 (mod p,Φ).

Lembremos que χ(x) = an−1x
n + c é irredut́ıvel módulo p. Além disso, observe-

mos que Φ ≡ χ · xn−2 (mod p). Temos, então, que

−bΨ(x) ≡ −(n− 1)xn−2(c− 2c) ≡ c(n− 1)xn−2 (mod p, χ)

Dáı, o polinômio θ(x) = b2βx2(n−4) − αncx2(n−3) + 2b(α − β)xn−4Ψ(x) + βΨ2(x) é,

de fato, congruente módulo p e χ a

b2βx2(n−4) − αncx2(n−3) − 2(α− β)xn−4(n− 1)cxn−2 + β(n− 1)2(c/b)2x2(n−2),
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(pois b = q, e portanto mdc(b, p) = 1) ou ainda a

x2(n−4)(b2β − ncαx2 − 2(α− β)c(n− 1)x2 + β(n− 1)2(c/b)2x4).

Como χ é irredut́ıvel módulo p, o ideal (χ, p) é primo. Logo θ ≡ 0 (mod p, χ)

se, e somente se

x2(n−4) ≡ 0 =⇒ x ≡ 0 (mod p, χ),

o que é imposśıvel, ou

b2β − ncαx2 − 2b(α− β)c(n− 1)x2 + β(n− 1)2(c/b)2x4 ≡ 0 (mod p, χ).

Lembremos que Φ(x) ≡ 0 (mod p, χ). Além disso, o termo β(n − 1)2c2x4 de θ

na última equivalência acima tem grau 4, e χ possui grau n. Assim, se n > 4, θ 6≡ 0

(mod p, χ) a menos que θ ≡ 0 (mod p). Mas assim teŕıamos

b2β ≡ −ncα− 2b(α− β)c(n− 1) ≡ β(n− 1)2(c/b)2 ≡ 0 (mod p).

Mas b 6≡ 0 (mod p) pois b = q 6≡ 0 (mod p), já que p > q e p é primo. Logo β ≡ 0

(mod p). Portanto, da sequência de congruências acima, temos

α(nc+ 2bc(n− 1)) ≡ 0 (mod p).

Se

c(n+ 2b(n− 1)) ≡ 0 (mod p),

então c ≡ 0 (mod p) ou n + 2b(n − 1) = q + 2q(q − 1) ≡ 0 (mod p). O primeiro

caso é imposśıvel pois c = p̄, que é primo distinto de p. O segundo não ocorre pois

sabemos do lema 5.3 que p > q + 2q(q − 1) = 2q2 − q. Portanto α ≡ 0 (mod p).

Mas não podemos ter α ≡ β ≡ 0 (mod p), pois mdc(α, β) = 1.

5.2 Inexistência de soluções

O objetivo desta seção é mostrar que o campo d = (xy + b) ∂
∂x

+ (xQ + c) ∂
∂y

, o

mesmo da seção anterior, não possui soluções algébricas em C[x, y] de grau menor

ou igual a n + 1, sendo n o grau da folheação induzida por d. Suponhamos que

f = fk +fk−1 + ...+f0, com k ≤ n+ 1, seja uma solução algébrica de d. A limitação

do grau é permitida pelo teorema de Carnicer. Na próxima seção, utilizaremos as

duas seções anteriores (sobre as singularidades em z = 0 e z = 1) e o argumento

da prova do teorema de Jouanolou, além da demonstração feita nesta seção, para
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provar que d da forma (xy + b) ∂
∂x

+ (xQ+Qn−1 + · · ·+Q1 +Q0) ∂
∂y

genericamente

não possui qualquer solução algébrica.

Assim, suponhamos que

(xy + b)
∂f

∂x
+ (xQ+Qn−1 + · · ·+Q0)

∂f

∂y
= g.f,

onde deg(g) ≤ n − 1. Vamos começar a realizar os cálculos sem supor que

Qn−1, · · · , Q1 são nulos, pois acreditamos que a argumentação utilizada até o mo-

mento em que for necessária a imposição da restrição pode ser útil também na

construção de outros exemplos.

Em primeiro lugar, observemos que pelo mesmo argumento usado na prova do

Lema 4.3, temos f /∈ Q[x]. Portanto, ∂f
∂y
6= 0. Além disso, temos o

Lema 5.7. O grau k de f , é maior do que 1.

Demonstração. Se k = 1, então f(x, y) = e1x+ e2y + e0 e assim d(f) = g.f teria os

termos de grau mais alto satisfazendo a equação abaixo:

xQe2 = gn−1(e1x+ e2y),

e como Q é irredut́ıvel, temos gn−1 = αQ, α constante. Cancelando Q, temos

xe2 = α(e1x+ e2y),

e assim x divide e1x + e2y. Portanto e2 = 0. Conclúımos então que f ∈ Q[x].

Absurdo.

Teorema 5.8. O campo d = (xy+ b) ∂
∂x

+ (xQ+ c) ∂
∂y

, com Q irredut́ıvel sobre Q de

grau n− 1, e b 6= 0, c 6= 0 e n > 5 primos distintos, não possui solução algébrica de

grau k ≤ n+ 1.

Demonstração. Tomemos, a prinćıpio, d = (xy + b) ∂
∂x

+ (xQ+Qn−1 + · · ·+Q0) ∂
∂y

.

Os termos de grau mais alto, n+ k − 1, satisfazem:

xQ
∂fk
∂y

= gn−1fk. (5.3)

Seja fk = pn1
1 p

n2
2 · · · pnt

t a decomposição de fk em seus fatores irredut́ıveis pi.

Assim,

∂fk
∂y

=
t∑
i=1

nip
ni−1
i

∂pi
∂y

pn1
1 · · · p̂i

ni · · · pnt
t

= pn1−1
1 · · · pnt−1

t

t∑
i=1

ni
∂pi
∂y

p1 · · · p̂i · · · pt
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Na equação acima, p̂i
ni denota o fato de pni

i não ocorrer no respectivo termo do

somatório.

Assim, substituindo isto na equação (5.3) e cancelando os termos comuns, temos

xQ

t∑
i=1

ni
∂pi
∂y

p1 · · · p̂i · · · pt = gn−1p1 · · · pi · · · pt (5.4)

Na equação (5.4), nenhum dos fatores pi divide o somatório no lado esquerdo.

Desta forma, cada fator pi divide xQ. Como Q é irredut́ıvel, temos p1 = x ou

p1 = Q, sem perda de generalidade. Portanto fk = xvQu, com u, v ≥ 0, e u+ v ≥ 1.

Além disso, Q divide o membro direito da equação (5.3). Assim obtemos dois casos

a analisar.

Caso 1: Q divide gn−1 ⇒ gn−1 = tQ, com t ∈ Q.

Caso 2: Q divide fk ⇒ fk = Q.ρ, e deg(ρ) ≤ 2.

I. Vamos começar estudando o caso 1.

Da equação (5.3) obtemos

x
∂fk
∂y

= tfk ⇒ fk = xlλ,

onde l > 0 e mdc(x, λ) = 1.

Logo,

xl+1∂λ

∂y
= txlλ,

donde x divide λ, absurdo. Portanto, t = 0. Assim fk = ckx
k e gn−1 = 0.

Analisando os termos de grau n+ k − 2, levando em conta que n > 5:

Qn−1
∂fk
∂y

+ xQ
∂fk−1

∂y
= gn−2fk + gn−1fk−1

⇒ xQ
∂fk−1

∂y
= gn−2x

k

⇒ Q
∂fk−1

∂y
= gn−2x

k−1.

Como Q é irredut́ıvel, então Q divide gn−2 ou divide xk−1. Por um lado, deg(Q) =

n − 1 > n − 2 = deg(gn−2). Logo Q divide xk−1, absurdo já que Q é irredut́ıvel de

grau n − 1 > 1 (estamos considerando n > 5). Portanto, gn−2 = 0 e ∂fk−1

∂y
= 0 ⇒

fk−1 = ck−1x
k−1.

Agora analisemos os termos de grau n+ k − 3:

Qn−1
∂fk−1

∂y
+Qn−2

∂fk
∂y

+ xQ
∂fk−2

∂y
= gn−3fk
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⇒ xQ
∂fk−2

∂y
= gn−3x

k

Como no caso anterior, isto implica que gn−3 = 0 e fk−2 = ck−2x
k−2, com ck−2

constante.

Notemos que xy ∂fk
∂x

tem grau k + 1. Por outro lado, j − 1 + n = k + 1 se

j = k − (n− 2). É a partir deste valor de j que a derivada parcial com relação a x

passará a fazer parte da análise.

Verificaremos por indução que fj = cjx
j e gj−1 = 0 ∀j ≥ k − (n − 3). Seja

j = k− i, onde 0 ≤ i ≤ n− 1. Suponhamos que ft = ctx
t e gn−(k−t+1) = 0 para todo

t ≥ j + 1. Vamos mostrar que fj = cjx
j e gn−(i+1) = 0. Analisemos os termos de

grau n+ j − 1:

xQ
∂fj
∂y

+Qn−1
∂fj+1

∂y
+ · · ·+Q2n−k+j

∂fk
∂y

= gn−1fj + gn−2fj+1 + · · ·+ g2n−k+j−1)fk.

Notemos que 2n−k+j = n− (k−n−j). Assim, 2n−k+j−1 = n− (k−n−j+1).

Usando a hipótese de indução, temos a equação

xQ
∂fj
∂y

= g2n−k+j−1fk = g2n−k+j−1ckx
k.

Então

Q
∂fj
∂y

= gn−(i+1)ckx
k−1.

Como Q é irredut́ıvel sobre Q, temos, pela última equação, que Q divide o

segundo membro, que é o produto g2n−k+j−1 e uma potência de x. Isso somente é

posśıvel se o segundo membro for 0, ou seja,
∂fj
∂y

= 0 e g2n−k+j−1 = 0. Portanto está

provada a indução.

Tomemos j = k − (n− 2). Analisemos os termos de grau k + 1.

xy
∂fk
∂x

+ xQ
∂fk−(n−2)

∂y
= fkg1

⇒ xy
∂fk
∂x

+ xQ
∂fk−(n−2)

∂y
= xkg1

⇒ y
∂fk
∂x

+Q
∂fk−(n−2)

∂y
= xk−1g1

⇒ ykxk−1 +Q
∂fk−(n−2)

∂y
= xk−1g1
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⇒ Q
∂fk−(n−2)

∂y
= xk−1(g1 − ky)

Q não pode dividir xk−1 nem g1 − ky, portanto g1 = ky e fk−(n−2) =

ck−(n−2)x
k−(n−2).

Consideremos, agora, os termos de grau k:

xy
∂fk−1

∂x
+ xQ

∂fk−(n−1)

∂y
= g0fk + g1fk−1

⇒ xyck−1(k − 1)xk−2 + xQ
∂fk−(n−1)

∂y
= g0x

k + kyck−1x
k−1,

que fica

yck−1(k − 1)xk−1 + xQ
∂fk−(n−1)

∂y
= g0x

k + kyck−1x
k−1. (5.5)

Vê-se na equação (5.5) que x divide xk−1(kyck−1 − (k − 1)yck−1) = xk−1yck−1.

Assim, temos k ≥ 2 ou ck−1 = 0. Pelo Lema 5.7, temos k ≥ 2. Assim, cancelemos

x na equação (5.5):

Q
∂fk−(n−1)

∂y
= xk−2(xg0 + ck−1y).

Novamente Q não divide xk−2 nem o termo linear do membro direito. Logo

fk−(n−1) = ck−(n−1)x
k−(n−1) e xg0 + kyck−1 = 0 ⇒ xg0 = −ck−1y.

Mas y não divide o membro esquerdo da última equação. Portanto, g0 = 0 e

ck−1 = 0.

Passando aos termos de grau k − 1:

xy
∂fk−2

∂x
+ b

∂fk
∂x

+ xQ
∂fk−n
∂y

= g1fk−2

⇒ xy(k − 2)ck−2x
k−3 + bkxk−1 + xQ

∂fk−n
∂y

= kyck−2x
k−2,

que é

xQ
∂fk−n
∂y

= xk−2(ck−2ky − (k − 2)yck−2 − bkx) = xk−2(2yck−2 − bkx). (5.6)

Observe que usamos o Lema 5.7 para garantir que k > 1. Na equação (5.6), x

divide o membro direito apenas se k ≥ 3 ou se 2yck−2 − bkx = 0. Suponhamos que

k ≥ 3 e cancelemos x em (5.6):
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Q
∂fk−n
∂y

= xk−3(2yck−2 − bkx).

Q não divide xk−3 nem o termo linear. Assim,

2ck−2y = bkx⇒ ck−2 = 0

⇒ b = 0 ou k = 0, e ambas as possibilidades são um absurdo. Assim conclúımos

que o caso 1 não pode ser realizado.

II. Estudando o caso 2.

Supondo que Q divida fk, temos fk = ρ.Q, onde deg(ρ) ≤ 2. Além disso,

obtemos com isso que k ≥ n− 1.

Substituindo fk na equação (5.3):

xQ(
∂ρ

∂y
Q+ ρ

∂Q

∂y
) = ρ.Q.gn−1

⇒ x(
∂ρ

∂y
Q+ ρ

∂Q

∂y
) = ρ.gn−1 (5.7)

Rearrumando a equação (5.7):

xρ
∂Q

∂y
− ρ.gn−1 = −xQ∂ρ

∂y

⇒ ρ(x
∂Q

∂y
− gn−1) = −xQ∂ρ

∂y
(5.8)

Q é irredut́ıvel de grau n − 1 > 4, e assim ρ não pode dividir Q, mas seus

fatores irredut́ıveis devem dividir o membro direito. Desta forma, temos três casos,

variando-se o grau de ρ.

(a) ρ tem grau 2. Então, pela equação (5.8) acima, como ρ não pode dividir

Q (que é irredut́ıvel), tendo que dividir o membro direito, tem-se ρ = αx∂ρ
∂y

, onde

α ∈ C.

Assim, ρ = αxγ, onde γ = ax + by ∈ C[x, y]. Mas, assim, teremos ∂ρ
∂y

= αbx, e

dáı

ρ = αx
∂ρ

∂y
= α2bx2 ⇒ ∂ρ

∂y
= 0 = ρ,

contradição, pois dáı teŕıamos fk = 0.

(b) Suponhamos então ρ com grau 1 (logo, k = n).

Aqui consideraremos Qn−1 = · · · = Q1 = 0, isto é, d = (xy + b) ∂
∂x

+ (xQ + c) ∂
∂y

com b 6= 0.
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Dáı, pela equação (5.8), temos

ρ = αx

para α constante não-nula (que vamos supor, sem perda de generalidade, igual a 1).

Em particular, isto implica que ρ ∈ Q[x]. Assim, ∂ρ
∂y

= 0, e pela mesma equação

(5.8) temos gn−1 = x∂Q
∂y

. Temos portanto fk = fn = xQ.

Analisemos os termos de grau n+ k − 2 = 2n− 2:

xQ
∂fn−1

∂y
= x

∂Q

∂y
fn−1 + xgn−2Q (5.9)

Cancelamos x na equação acima vemos que Q, sendo irredut́ıvel, divide fn−1
∂Q
∂y

,

e sendo Q de grau n− 1, maior do que o grau de ∂Q
∂y

, então divide fn−1. Portanto,

existe uma constante β 6= 0 tal que fn−1 = βQ. Substituindo isto em (5.9), obtemos

que gn−2 = 0.

Vamos então analisar os termos de grau 2n− 3:

xQ
∂fn−2

∂y
= gn−1fn−2 + gn−3fn = x

∂Q

∂y
fn−2 + gn−3xQ (5.10)

O termo com gn−2 foi omitido, já que ele é nulo. Da equação acima, vemos que

Q divide fn−2. Como Q possui grau n− 1, então fn−2 = 0. Conclúımos pela mesma

equação que gn−3 = 0. Observemos que ocorrerá indutivamente, até o último passo

antes de aparecer xy ∂fn
∂x

(termos de grau n+ 1), o seguinte:

xQ
∂fj
∂y

= gn−1fj + 0 + 0 + · · ·+ 0 + gj−1fn = x
∂Q

∂y
fj + gj−1xQ,

donde Q divide fj de grau menor do que n− 1, e assim fj = 0 e gj−1 = 0.

Assim, vamos direto aos termos de grau n+ 1:

xQ
∂f2

∂y
+ xy

∂fn
∂x

= gn−1f2 + g1fn, (5.11)

já que fj = 0 = gj−1 para todo 3 < j < n− 2. Substituindo os termos conhecidos,

xQ
∂f2

∂y
+ xy

(
Q+ x

∂Q

∂x

)
= x

∂Q

∂y
f2 + g1xQ (5.12)

Cancelamos x na equação acima e vemos que Q divide

y
∂Q

∂x
− ∂Q

∂y
f2 = y

(
(n− 1)Q− y∂Q

∂y

)
− ∂Q

∂y
f2,
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onde usamos a relação de Euler

(n− 1)Q = x
∂Q

∂x
+ y

∂Q

∂y
.

Vemos, assim, que Q divide
∂Q

∂y

(
f2 + y2

)
,

donde f2 = −y2. Substituindo esta conclusão na equação 5.12, sem x, obtemos

− 2yQ+ y
(
Q+ x

∂Q

∂x

)
= −y2∂Q

∂y
+ g1Q (5.13)

Dáı, y divide g1, e portanto g1 = γy, onde γ é uma constante. Vamos resumir o

que obtivemos até aqui:

• fn = xQ

• fn−1 = βQ

• fn−2 = · · · = f3 = 0

• f2 = −y2

• gn−1 = x∂Q
∂y

• gn−2 = · · · = g2 = 0

• g1 = γy

Agora vejamos os termos de grau n:

xQ
∂f1

∂y
+ xy

∂fn−1

∂x
= gn−1f1 + g1fn−1 + g0fn (5.14)

Substituindo os termos conhecidos, obtemos

xQ
∂f1

∂y
+ xy

(
β
∂Q

∂x

)
= x

∂Q

∂y
f1 + γyβQ+ g0αxQ (5.15)

Da equação (5.15) e da fórmula de Euler, temos que Q divide

xyβ
∂Q

∂x
− x∂Q

∂y
f1 = βy

(
(n− 1)Q− y∂Q

∂y

)
− x∂Q

∂y
f1,

donde Q divide ∂Q
∂y

(βy2 + xf1). Dáı conclúımos que βy2 = −xf1. Como x não

divide o membro direito desta última equação, então β = 0, e dáı f1 = 0, e como

fn−1 = βQ, temos também que fn−1 = 0. Substitúımos estas conclusões na equação

(5.15), obtemos que
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g0xQ = 0 =⇒ g0 = 0.

Analisamos agora os termos de grau n− 1:

c
∂fn
∂y

+ b
∂fn
∂x

= gn−1f0 (5.16)

Substituindo o que já conhecemos:

cx
∂Q

∂y
+ b

(
Q+ x

∂Q

∂x

)
= f0x

∂Q

∂y
(5.17)

Da equação (5.17), vemos que Q divide

cx
∂Q

∂y
+ b

(
nQ− y∂Q

∂y

)
− f0x

∂Q

∂y
.

Logo, Q divide
∂Q

∂y

(
cx− by − f0x

)
.

Assim, temos que

(c− f0)x = by.

Imposśıvel, pois isto implica que b = 0, mas b 6= 0.

(c) ρ é constante. Logo, fk = ρ.Q tem grau k = n− 1. Vamos supor, sem perda

de generalidade, ρ = 1. Assim, fk = Q.

Aqui também consideremos q(x, y) = xQ + c, com c 6= 0 constante. A equação

dos termos de grau mais alto, 2n− 2, fica

xQ
∂Q

∂y
= gn−1Q (5.18)

o que implica gn−1 = x∂Q
∂y

.

Avaliando os termos de grau 2n− 3:

xQ
∂fn−2

∂y
= x

∂Q

∂y
fn−2 + gn−2Q. (5.19)

Como Q é irredut́ıvel de grau n − 1 > 4, pela equação acima vemos que Q divide

xfn−2, já que não pode dividir ∂Q
∂y

, que possui grau n− 2. Mas sendo Q irredut́ıvel,

então divide fn−2, de grau n− 2. Logo fn−2 = 0 e assim temos também gn−2 = 0.

Vejamos que, de um processo indutivo, conclui-se que fn−k = 0 = gn−k, com

k ≤ n− 2. Basta observar que a equação de grau n+ j − 1, para j ≥ 2, é

xQ
∂fj
∂y

= x
∂Q

∂y
fj + gn−2fj+1 + · · ·+ gjfn−1.
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Por indução, os termos entre o primeiro e o último da soma no membro direito da

equação são nulos. Portanto, como fn−1 = Q, então Q divide fj, que possui grau

menor do que n− 1.

Observando a estrutura das equações envolvidas em cada análise de termos ho-

mogêneos, vemos que a derivação em x só pode entrar em questão se k = n− 1, isto

é, na análise dos termos de grau n:

xy
∂fn−1

∂x
+ xQ

∂f1

∂y
= g1fn−1 + gn−1f1 (5.20)

Esta equação é, de fato,

xy
∂Q

∂x
+ xQ

∂f1

∂y
= g1Q+ x

∂Q

∂y
f1 (5.21)

Utilizando a relação de Euler na equação acima,

y((n− 1)Q− y∂Q
∂y

) + xQ
∂f1

∂y
= g1Q+ x

∂Q

∂y
f1 (5.22)

Portanto, Q divide ∂Q
∂y

(xf1 + y2). Isto é, divide xf1 + y2, termo de grau 2, que é

menor do que n− 1. Logo, xf1 = −y2, o que implica x dividindo y2. Absurdo.

Logo, d não possui solução algébrica de grau menor ou igual a n+ 1.

5.2.1 Aplicação do argumento de Jouanolou neste caso

Teorema 5.9. Um campo genérico da forma

d = (xy + b)
∂

∂x
+ (xQ+Qn−1 + · · ·+Q0)

∂

∂y
,

com Q irredut́ıvel sobre Q e homogêneo de grau n−1, n > 5, b 6= 0, não tem solução

algébrica em C[x, y].

Demonstração. Seja Λn o conjunto das 1-formas projetivas associadas à famı́lia de

derivações

d = (αxy + b)
∂

∂x
+ (xQ+Qn−1 + · · ·+Q0)

∂

∂y
,

onde Q é homogêneo de grau n − 1, n > 5. Consideremos U o subconjunto de

Λn das 1-formas projetivas θ induzidas por derivações como acima, que tenham

singularidades reduzidas em z = 1, como estudado na subseção 5.1.2. Vimos, nesta

seção, que para que as singularidades sejam não-reduzidas em z = 1, é necessário

que seja satisfeita a equação abaixo:

(tr(J))2

det(J)
= q, (5.23)
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onde q ∈ Q+,

tr(J) = αy + x
∂Q

∂y
+
∂Qn−1

∂y
+ · · ·+ ∂Q1

∂y

é o traço da matriz Jacobiana do campo, e

det(J) = αy
(
x
∂Q

∂y
+
∂Qn−1

∂y
+ · · ·+ ∂Q1

∂y

)
− αx

(
Q+ x

∂Q

∂x
+
∂Qn−1

∂x
+ · · ·+ ∂Q1

∂x

)
é o determinante desta matriz. O conjunto das formas induzidas por derivações que

satisfazem a equação (5.23) acima para cada q é um fechado na topologia de Zariski.

Portanto, U , que é o conjunto das formas que não satisfazem tais equações, para

todo número q ∈ Q+, é o complementar de uma união enumerável de conjuntos

fechados. Dizendo de outra maneira, U é uma interseção enumerável de abertos do

tipo Zariski. Portanto, se U 6= ∅, podemos concluir, pelo Teorema de Baire, que

é um conjunto denso. Mostramos na subseção 5.1.2 que U 6= ∅, pois exibimos um

exemplo de campo que induz uma folheação cujas singularidades nos pontos tais

que z = 1 são reduzidas, da forma d = (xy + b) ∂
∂x

+ (xQ + Qn−1) ∂
∂y

, com b 6= 0,

Qn−1 6= 0, e Q irredut́ıvel sobre Q.

Agora vejamos o que acontece em geral com as singularidades das folheações

induzidas pelas 1-formas em Λn tais que z = 0. A forma projetiva é dada por

Ω = −z
(
xQ+ zQn−1 + · · ·+ znQ0

)
dx+ z

(
zn−2xy + bzn

)
dy

+
(
x2Q+ zxQn−1 + · · ·+ xQ0z

n − xy2zn−2 − bzny
)
dz,

cujas singularidades em z = 0 são [0 : 1 : 0] e p = [1 : y0 : 0] tais que Q(p) = 0. Na

singularidade p, ou melhor, em [1 : y0 : 0], o mesmo cálculo realizado na subseção

5.1.1 mostra (pois mesmo o caso geral só depende dos termos xQ e Qn−1) que temos

uma singularidade reduzida, se ∂Q
∂y

(1, y0) 6= 0. Isto determina um aberto W1 do tipo

Zariski, não vazio pelas condições para a construção de exemplos que impusemos

em 5.1.1 (Q irredut́ıvel sobre Q).

Vejamos o que ocorre na singularidade [0 : 1 : 0]. A forma Ω fica, em y = 1,

como abaixo:

ωy = −z
(
xQ̂+ zQ̂n−1 + z2Q̂n−2 + · · ·+ znQ0

)
dx+

(x2Q̂+ zxQ̂n−1 + · · ·+ xQ0z
n − xzn−2 − bzn

)
dz,

onde usamos a notação q̂ = q(x, 1) em todas as funções polinomiais na forma ωy. A

matriz Jacobiana do campo associado a esta forma em z = 0 é
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J =

[
2xQ̂+ x2Q̂x xQ̂n−1

0 xQ̂

]
Assim, vemos na matriz acima que se x = 0, temos a matriz nula, e por isso é

necessário efetuar blow-up.

Realizando o blow-up x := zt e z := z, e saturando a 1-forma, temos

ω̃ = −(tQ̂+ Q̂n−1 + zQ̂n−2 + · · ·+ zn−1Q0)dt+ (bzn−3 − tzn−4)dz,

onde f̂ = f(zt, 1) para cada caso acima. A singularidade em z = 0 aqui é dada pelos

pontos tais que

tQ̂+ Q̂n−1 = 0.

A matriz jacobiana do campo correspondente em z = 0 é

J =

[
0 0

−Q(0, 1) t2 ∂Q
∂x

(0, 1) + t∂q̂0
∂x

(0, 1)

]
que é exatamente a matriz calculada na subseção 5.1.1. A condição para que não

haja necessidade de nova explosão (blow-up) é que

t2
∂Q

∂x
(0, 1) + t

∂q̂0

∂x
(0, 1) 6= 0,

isto é,

t0
(
t0
∂Q

∂x
(0, 1) +

∂q̂0

∂x
(0, 1)

)
6= 0.

Esta condição determina a interseção de dois abertos do tipo Zariski, o aberto W2.

Este aberto é não-vazio, pois exibimos um exemplo em 5.1.1.

Realizando agora a explosão x := x e z := xt, temos a forma

ω̃y = xn−4tn−1(1 + bxt2)dx+ (xn−3tn−2(1 + bxt2)−Q(x, 1)− tq̄0(x, 1))dt.

Como o blow-up é feito em [0 : 1 : 0], só há singularidade na forma acima de

Q(0, 1) = 0. Ou seja, não há qualquer singularidade nova a ser analisada se Q(0, 1) 6=
0, o que determina um aberto do tipo Zariski W3 (cujos pontos são k-uplas cujas

coordenadas são os coeficientes de Q(x, y)). Este aberto é também não-vazio pois

obtemos exemplos em 5.1.1.

Portanto, o aberto W = W1 ∩W2 ∩W3 6= ∅ é constitúıdo de 1-formas associadas

a folheações com singularidades reduzidas em z = 0.

Agora, retomemos os argumentos apresentados na seção 2.2 para este caso,

análogos ao de Jouanolou para o espaço de todas as folheações. Seja P(Λm) a
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projetivização do espaço vetorial das 1-formas de Pfaff de grau m ≥ 2 associadas a

campos vetoriais da forma (axy+b, xQ+Qn−1+· · ·+Q0). Seja Zm o conjunto de tais

equações de Pfaff sem solução. Sejam também Wm−1 o espaço vetorial das 2-formas

com coeficientes polinomiais homogêneos de grau m−1, St = StC(C3) o espaço veto-

rial complexo dos polinômios homogêneos de grau t, e Yt ⊂ Λm×Wm−1×St definido

por

Yt = {(ω, α, f);ω ∧ df = αf, (ω, α) 6= (0, 0), f 6= 0}.

Da mesma forma que na seção 2.2, define-se uma subvariedade projetiva Ȳt de

PC
(
Λm×Wm−1

)
×PC

(
StC(C3)

)
da seguinte forma: se (λ, µ) ∈ C∗×C∗ e (ω, α, f) ∈ Yt,

temos que (λω, λα, µf) ∈ Yt por causa da relação ω∧df = αf , donde pode-se definir

Ȳt como o quociente Yt/C∗×C∗. Toda a sequência de argumentos utilizados naquela

seção pode apenas ser reproduzida aqui, o que não faremos. Temos, portanto, que⋃
t=1,··· ,m+1

πt(Ȳt)

é o conjunto de todas as equações de Pfaff induzidas por 1-formas de Λm com solução

algébrica de grau menor ou igual a m+ 1, e o argumento de Jouanolou mostra que

esta união é um fechado (pois aqui é a união finita). Assim, a conclusão é que

Zm = V = PC(Λm)−
⋃

t=1,··· ,m+1

πt(Ȳt)

é um aberto da topologia de Zariski. Mas podeŕıamos ter V = ∅, o que não ocorre

porque exibimos um elemento de V na seção 5.2, mostrando que a forma associada

ao campo (xy+ b, xQ+ c) não possui solução de grau menor ou igual a n+ 1, se xQ

tem grau n.

Assim temos que U ∩W ∩ V é um conjunto denso e não vazio. Concluindo: se

θ pertence a esta interseção, então:

1. θ não tem singularidades dicŕıticas porque pertence a U ∩W ;

2. θ não tem solução algébrica de grau menor ou igual a n+ 1 pois pertence a V .

Combinando (1) com o teorema de Carnicer, podemos afirmar que θ não tem solução

algébrica de grau maior que n+1. Portanto, por (2), θ não pode ter nenhuma solução

algébrica. Em outras palavras, uma folheação genérica de Λn não pode ter qualquer

solução algébrica em C[x, y].
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Caṕıtulo 6

Conclusões

Estudamos neste texto, inicialmente, derivações da forma d = p ∂
∂x

+ q ∂
∂y

onde p =

xy+ b, b 6= 0, e q é de grau 3 e sem múltiplos constantes de x3 ou y3, com o apoio da

ferramenta computacional Singular e do Teorema de Carnicer. Um próximo passo

pode ser estudar derivações onde p tenha grau 2 e forma mais geral. O caso p com

grau 3 ainda é computacionalmente dif́ıcil de ser avaliado, e deve ser mantido em

foco o objetivo, talvez distante, de classificar derivações de grau 3 em que ambos os

coeficientes polinomiais tenham este grau.

Além disso, analisamos um dos campos onde q possui múltiplo constante y3

em seu componente homogêneo de grau 3, obtendo singularidade não-reduzida, e

apesar de não podermos utilizar o teorema de Carnicer, mostramos a simplicidade

da derivação d. Os outros exemplos, incluindo os que contêm x3, continuam em

aberto. Vimos que estratégias para casos dicŕıticos devem ser adaptadas a cada

um, dadas as suas particularidades. A abordagem deste caso mostrou um ńıvel de

dificuldade superior à dificuldade dos casos com singularidades reduzidas, o que é de

se esperar quando há singularidades dicŕıticas envolvidas no problema. Uma questão

imediata que se levanta, aparentemente muito dif́ıcil ainda de abordar, é:

Quais são as condições mı́nimas sobre os coeficientes de q de grau 3 exibidos

na lista produzida pelo programa de computação algébrica que possuem múltiplos

constantes de x3 e/ou y3 de modo que d seja simples, sem termos que apelar para

exemplos concretos?

Passamos a seguir ao estudo de um campo da forma d = p ∂
∂x

+ q ∂
∂y

, onde p é

tomado como acima e q = xQ + Qn−1 + · · · + Q0, com Q irredut́ıvel em Q[x, y] de

grau n − 1, n > 5, e mostramos que, apesar da existência de singularidades (o que

nos impediu de afirmar a simplicidade da derivação), tal campo é genericamente sem

solução algébrica. Para isto, contamos com argumentos encontrados no trabalho de

Jouanolou acerca das equações de Pfaff, [20]. O estudo espećıfico em que o grau de q

é igual a 4 ou 5, também mostrou-se mais trabalhoso do que parecia inicialmente por

dificuldades para controlar-se o número de explosões necessárias nas resoluções de
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singularidades em z = 0, e para exibir exemplos de derivações sem solução algébrica.

Assim, deixamos este estudo como mais um problema a ser resolvido. Um posśıvel

caminho é tentar construir exemplos diferentes de derivações com estes graus que

tenham singularidades reduzidas, e exemplos distintos dos exibidos neste trabalho

que não tenham solução algébrica de grau no máximo 6, usando o argumento da

genericidade, de Jouanolou.

Ressaltamos a importância do programa de computação algébrica Singular e

dos resultados da teoria das folheações holomorfas para este trabalho, sem os quais

teria sido imposśıvel sua realização.
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