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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

CENTRO DE MASSA DE MATRIZES SIMÉTRICAS DEFINIDAS

POSITIVAS:DESCRIÇÃO DE UM ALGORITMO E SUA IMPLEMENTAÇÃO

Gleydson José Bianquini Couto

Agosto/2012

Orientador: Paulo Roberto Oliveira

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

Apresenta-se neste trabalho, uma evolução do algoritmo de ponto proximal com

decomposições de Schur, inicialmente proposto por GREGÓRIO e OLIVEIRA [1]

em 2009, aplicado a resolução do problema de centro de massa riemanianno (PCMR)

na variedade das matrizes simétricas de�nidas positivas. O método baseia-se na fa-

toração de uma matriz simétrica de�nida positiva X na forma QΛQT , onde Λ e

Q são matrizes diagonal de�nida positiva e ortogonal, respectivamente. Em nossa

versão, é proposta uma nova atualização para a matriz ortogonal Q, tendo em vista

a estrutura riemanniana do grupo ortogonal On. A solução da iteração principal,

passa então a ser obtida em duas etapas iterativas e recursivas. Primeiro, �xamos

uma matriz ortogonal e obtemos a solução de um problema não-linear riemanniano

no conjunto das matrizes diagonais de�nidas positivas, que é isomorfo ao octante

positivo de Rn. Depois �xamos a solução obtida anteriormente e computamos a

solução de um problema não-linear riemanniano no grupo ortogonal On. Em ambas

as etapas é empregado o método de Armijo generalizado para variedades riemannia-

nas e elas são aplicadas recursivamente, nessa ordem, até que se obtenha a solução

da iteração principal. Ao �nal, são apresentadas simulações computacionais para o

algoritmo.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial ful�llment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

CENTER OF MASS OF SYMMETRIC POSITIVE DEFINITE MATRICES:

DESCRIPTION OF AN ALGORITHM AND ITS IMPLEMENTATION

Gleydson José Bianquini Couto

August/2012

Advisor: Paulo Roberto Oliveira

Department: Systems Engineering and Computer Science

It is presented in this work, an evolution of the proximal point algorithm with

Schur decomposition, �rst proposed by GREGÓRIO and OLIVEIRA [1] in 2009,

applied to solve the riemannian center of mass problem in the manifold of symmetric

positive de�nite matrices. The method is based on factorization of a symmetric

positive de�nite matrix X in the form QΛQT , where Λ and Q are diagonal positive

de�nite and orthogonal matrices, respectively. In our version, we propose a new

update to the orthogonal matrix Q that takes accounting the riemannian structure

of the orthogonal group On. The solution of the main iteration is obtained in two

iteractive and recursive steps. First, we �x an orthogonal matrix and we obtain the

solution of a nonlinear riemannian problem in the set of diagonal positive de�nite

matrices, which is isomorphic to the positive octant of Rn. After we �x the solution

obtained above and compute the solution of a nonlinear riemannian problem in the

real orthogonal group On. In both steps is employed the generalized armijo method

on riemannian manifolds and they are applied recursively until the solution os the

main iteration be computed. Finally, some computacional simulations are presented

for the algorithm.
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Capítulo 1

Introdução

Historicamente, como destacado em DO CARMO [2], a geometria riemanniana é

um desenvolvimento natural da geometria diferencial das superfícies em R3. Dessa

forma, é possível transportar técnicas de otimização em Rn, tais como método do

gradiente, Newton, ponto proximal, dentre outros, para variedades riemannianas.

A otimização em variedades de Hadamard (variedades riemannianas completas,

conexas e de curvatura seccional não-positiva) tem ganhado destaque devido ao

difeomor�smo entre tais variedades e o Rn (ver teorema de Holpf-Hinow e teorema de

Hadamard em DO CARMO [2], SAKAI [3]). Um resultado importante diz respeito

a unicidade dos segmentos geodésicos que unem dois quaisquer de seus pontos, fato

esse similar ao caso euclideano em que os segmentos geodésicos são segmentos de

reta (únicos).

A variedade das matrizes simétricas de�nidas positivas munida da métrica dada

pela hessiana da barreira logarítimica para o problema de programação semide�nida

padrão

F (X) = −ln det(X) (1.1)

representa um exemplo de variedade de Hadamard (ROTHAUS [4]).

Em FERREIRA e OLIVEIRA [5] é introduzido um método de ponto proximal

com convergência global assegurada para determinar minimizadores de funções geo-

desicamente convexas em variedades de Hadamard.

A partir de MOAKHER [6], o problema de centro de massa riemanianno (PCMR)

no conjunto das matrizes simétricas de�nidas positivas é de�nido por

min
X∈Sn

++

{
1

2

m∑
i=1

d2
(
X i, X

)}
,

onde X i (i = 1, . . . ,m) são matrizes simétricas de�nidas positivas previamente es-

tabelecidas e d(., .) é a distância riemanniana em Sn++, (ROTHAUS [4]), dada pela
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métrica de�nida pela hessiana de (1.1), de�nida por

d(X i, X) =

[
n∑
l=1

ln2 θl(X
i−

1
2XX i−

1
2 )

] 1
2

,

onde θl(A) é o l-ésimo autovalor de A.

De�nimos a função objetivo do PCMR por

f (X) =
1

2

m∑
i=1

d2
(
X i, X

)
.

Tal função é geodesicamente convexa estrita e coerciva (ver lema 4.1 em FERREIRA

e OLIVEIRA [5]), assim o PCMR possui única solução, que corresponde a uma

matriz X̄ tal que o gradiente da função objetivo em X̄ se anula, ou seja, para que

a solução do PCMR seja calculada exatamente, deve ser satisfeita a condição

grad f
(
X̄
)

= 0.

No entanto, computando a solução por métodos iterativos, tal condição pode ser

reescrita como ∥∥grad f (X̄)∥∥ < ε,

onde ε é uma precisão �xada.

O (PCMR) de matrizes simétricas de�nidas positivas é também conhecido como

média riemanniana de tensores, cujas possíveis aplicações podem ser encontradas na

teoria da elasticidade (COWIN e YANG [7]) e na difusão de imagens de ressonância

magnética (BASSER et al. [8] e ARSIGNY et al. [9]).

Para problemas de otimização riemannianos, geodesicamente convexos, de�nidos

na variedade das matrizes simétricas de�nidas positivas, GREGÓRIO e OLIVEIRA

[1] propôs uma metodologia baseada em fatorações de Schur para resolução da itera-

ção principal do método apresentado em FERREIRA e OLIVEIRA [5], resultando

em um método denominado algoritmo de ponto proximal com decomposições de

Schur.

Neste algoritmo, a idéia consiste em decompor uma matriz simétrica de�nida

positiva X na forma QΛQT , onde Λ e Q são matrizes diagonal de�nida positiva

e ortogonal, respectivamente. A resolução da iteração principal do algoritmo de

ponto proximal é substituída então pela resolução de uma sucessão de subproblemas

riemannianos cujas variáveis são matrizes diagonais de�nidas positivas.

Em nosso trabalho, adaptamos a versão inexata do algoritmo introduzido por

GREGÓRIO e OLIVEIRA [1] à resolução do PCMR de matrizes simétricas de�ni-

das positivas. Além disso, uma nova atualização da matriz ortogonal Q é discutida,

2



visto que depois de computar a matriz diagonal de�nida positiva Λ (solução do sub-

problema), GREGÓRIO e OLIVEIRA [1] estabelece que a variável Q é atualizada

de maneira a preservar o valor da função objetivo regularizada.

A solução da iteração principal passa a ser obtita em duas etapas iterativas e

recursivas. Na primeira etapa, é �xada uma matriz ortogonal Q e obtida a solução de

um problema não-linear riemanniano na variedade das matrizes diagonais de�nidas

positivas Ωn
++, que é isomorfo ao octante positivo de Rn, o que simpli�ca o cálculo

das expressões da geodésica e do gradiente riemanniano.

Logo após, �xa-se a solução obtida anteriormente, ou seja a matriz diagonal

de�nida positiva, e computa-se a solução de um novo problema não-linear rieman-

niano no grupo ortogonal On, de forma que o valor da função objetivo regularizada

tenha seu valor minimizado. Para tal �m, é discutida a estrutura riemanniana de

On (métrica, geodésica e gradiente riemanniano).

Em ambas as etapas é empregado o método de Armijo generalizado para varie-

dades riemannianas, apresentado por YANG [10] e elas são aplicadas recursivamente

até que a solução da iteração principal seja obtida.

No capítulo seguinte, são relatados alguns conceitos preliminares sobre geome-

tria riemanniana e matrizes simétricas de�nidas positivas cujo objetivo é facilitar o

entendimento do problema e do algoritmo apresentados no capítulo 3, onde estão

presentes as principais idéias discutidas nesse trabalho. Em seguida, no capítulo 4,

são abordadas rotinas para gerar aleatoriamente matrizes simétricas de�nidas po-

sitivas para os testes computacionais, cujos resultados são expostos em tabelas. E

por �m, no último capítulo, alguns comentários sobre os resultados e sugestões de

trabalhos futuros.
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Capítulo 2

Conceitos preliminares

Neste capítulo serão abordados apenas alguns conceitos pertinentes à variedades

riemannianas, matrizes e algoritmo de Ponto Proximal no Cone das Matrizes Simé-

tricas De�nidas Positivas, a�m de facilitar a compreensão de nosso trabalho.

2.1 Alguns conceitos de geometria riemanniana

Nesta seção serão ressaltados apenas alguns elementos de geometria riemanniana,

conforme feito em GREGÓRIO [11]. Para demonstrações de teoremas e maiores

detalhes ver em SAKAI [3] ou DO CARMO [2].

De�nição 2.1.1. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M,

não vazio, e uma família de aplicações biunívocas xα : Uα ⊂ Rn →M de abertos Uα

de R em M tais que:

(1)
⋃
α

xα (Uα) = M.

(2) Para todo par α, β com xα (Uα) ∩ xβ (Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos x−1
α (W) e

x−1
β (W) são abertos em Rn e as aplicações x−1

β ◦ xα são diferenciáveis.

(3) A família {(Uα,xα)} é máxima relativamente às condições (1) e (2).

De�nição 2.1.2. Seja M uma varidade diferenciável. Uma aplicação diferenciável

γ : (−ε, ε) → M é dita uma curva diferenciável em M. Sejam γ (0) = p ∈ M e D

o conjunto das funções de M diferenciáveis em p. O vetor tangente à curva γ em

t = 0 é a função γ′ (0) : D→ R dada por

γ′ (0) f =
d (f ◦ γ)

dt
|t=0, f ∈ D.
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Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva γ, com

γ (0) = p. O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p é chamado de espaço

tangente a M em p e será denotado por TpM.

De�nição 2.1.3. Uma métrica riemaninana em uma variedade diferenciável M é

uma correspondência que associa a cada ponto p ∈M um produto interno 〈, 〉p dife-
renciável em TpM. E ‖•‖p é a norma correspondente à 〈, 〉p dada por ‖v‖p = 〈v, v〉

1
2
p ,

v ∈ TpM.

Uma variedade diferenciável M munida de uma métrica Riemanniana é chamada

variedade Riemanniana.

Conhecida a métrica riemanniana, podemos calcular o comprimento de uma

curva diferenciável γ ligando dois pontos quaisquer p, q ∈ M. Considere

γ : [t1, t2]→M satisfazendo γ (t1) = p e γ (t2) = q. Assim, o comprimento rie-

manniano de γ é de�nido por

L (γ) =

∫ t2

t1

‖γ′ (t)‖γ(t) dt, (2.1)

e a distância riemanniana d entre p e q de�ni-se como

d (p, q) = inf
γ∈Cp,q

{L (γ)} , (2.2)

onde Cp,q é o conjunto de todas as curvas diferenciáveis ligando p à q. De forma

intuitiva, uma curva ligando p à q, tal que o comprimento desta curva seja menor

ou igual à qualquer outra curva ligando p à q, é conhecida como geodésica.

Seja a aplicação exponencial expp : TpM → M, que associa a cada v ∈ TpM
a um ponto de M. Geometricamente, expp(v) é o ponto de M obtido percorrendo

um comprimento igual a ‖v‖, a partir de p, sobre a geodésica que passa por p com

velocidade igual a v
‖v‖ .

De�nição 2.1.4. Uma variedade M é geodesicamente completa se para todo p ∈
M, a aplicação exponencial expp está de�nida para todo v ∈ TpM, ou seja, se as

geodésicas γ(t) que partem de p estão de�nidas para todos os valores do parâmetro

t ∈ R.

Veremos nos teoremas 2.1.1 e 2.1.2 uma propriedade geométrica similar à do Rn,

que diz respeito a unicidade dos segmentos geodésicos ligando dois pontos quaisquer.

Teorema 2.1.1. (Holpf-Hinow) Seja M uma variedade Riemanniana e seja p ∈M.

As seguintes a�rmações são equivalentes:

(1) expp está de�nida em todo o TpM.

5



(2) Os limitados e fechados de M são compactos.

(3) M é completa como espaço métrico.

(4) M é geodesicamente completa.

(5) Existe uma sucessão de compactos Kn ⊂ M, Kn ⊂ int Kn+1 e
⋃
n

Kn = M,

tais que se qn /∈ Kn então d(p, qn) → ∞. Em que int X indica o interior do

conjunto X.

Além disso, cada uma das a�rmações acima implica que

(6) Para todo q ∈M existe uma geodésica γ ligando p a q com L(γ) = d(p, q).

Variedades Riemannianas completas, conexas e com curvatura seccional não-

positiva são ditas variedades de Hadamard. O teorema a seguir segue como aplicação

do teorema 2.1.1.

Teorema 2.1.2. Seja M uma variedades de Hadamard. Então M é difeomorfa ao

espaço euclidiano Rn, n = dim Rn. Assim, para todo ponto p ∈ M, aplicação

exponencial expp é um difeomor�smo.

Cabe ressaltar a relevância deste teorema, pois se M é uma variedade de Hada-

mard, entãoM tem a mesma topologia e estrutura diferenciável do espaço euclidiano

Rn. De forma similar ao Rn, a propriedade geométrica que garante a unicidades dos

segmentos geodésicos ligando dois pontos quaisquer de M é preservada. Esse resul-

tado é válido para a variedade das matrizes simétricas de�nidas positivas, munido

da métrica dada pela hessiana de (1.1).

De�nição 2.1.5. Um subconjunto S de uma variedade de Hadamard M é dito

geodesicamnte convexo se para quaisquer par de pontos p e q em S, o único segmento

geodésico que os une está contido em S.

De�nição 2.1.6. f : S 7−→ R é dita geodesicamente convexa (estrita) se a restrição

de f a qualquer segmento geodésico de S é uma função convexa (estrita).

Em outras palavras, a de�nição anterior assume que se γ é um segmento geodésico

conectando p, q ∈ S, isto é, γ (0) = p, γ (1) = q e γ (t) ∈ S, para todo t ∈ (0, 1),

então f é convexa se e somente se f (γ (1− λ)) ≤ λf (γ (0))+(1− λ) f (γ (1)). Além

disso, para que f seja geodesicamente convexa estrita é necessário e su�ciente que

a desigualdade seja estrita.
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Teorema 2.1.3. Seja M uma variedade de Hadamard e p ∈ M. A função

ρp : M 7−→ R+, de�nida por

ρp (q) =
1

2
d2 (p, q) , (2.3)

é geodesicamente convexa estrita e seu gradiente é dado por grad ρp (q) = −exp−1
q p,

onde exp−1
q p é o vetor tangente à geodésica que conecta q a p, em q.

2.2 Alguns conceitos sobre matrizes

A seguir são colocadas algumas de�nições e teoremas sobre os tipos de matrizes que

serão trabalhadas ao de�nir e resolver o problema de centro de massa riemanniano

(PCMR). A partir de LEON [12], são destacados conceitos dentro do contexto de

matrizes reais Rm×n, de modo que �quem adaptados ao algoritmo apresentado.

De�nição 2.2.1. No espaço vetorial Rm×n, podemos introduzir o seguinte produto

interno

〈A,B〉F =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijbij,

onde A,B ∈ Rm×n, denominado produto interno de Frobenius, que pode ser expresso

ainda como

〈A,B〉F = Tr
(
BTA

)
. (2.4)

De�nição 2.2.2. Para o espaço vetorial Rm×n, a norma de�nida pelo produto in-

terno (2.4) é chamada de norma de Frobenius e é denotada por ‖•‖F . Logo, se

A ∈ Rm×n,

‖A‖F = (〈A,A〉F )
1
2 =

√
Tr (ATA). (2.5)

A seguir relembramos o conceito de autovalores, assim como o autovetor asso-

ciado.

De�nição 2.2.3. Dada a equação matricial

Ax = λx, (2.6)

se a equação (2.6) tiver solução não-trivial x, dizemos que λ é um autovalor de A e

x, o autovetor associado a λ. Observe que a equação (2.6) pode ser reescrita como

(A− λI)x = 0, (2.7)

donde podemos concluir que teremos solução não-trivial x, se somente se,

det(A− λI) = 0. Chamamos p(λ) = det(A− λI) de polinômio característico, cujas
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raízes são os autovalores de A. O núcleo da trasnsformação linear (A− λI), deno-

tado por N(A− λI) = {x ∈ Rn|(A− λI)x = 0}, se denomina autoespaço associado

a λ. Qualquer vetor não-nulo do conjunto N(A− λI) é um autovetor de A.

De�nição 2.2.4. Uma matriz A, n × n, é dita diagonalizável se existirem uma

matriz invertível X e uma matriz diagonal D satisfazendo

X−1AX = D.

Neste caso dizemos que X diagonaliza A.

Teorema 2.2.1. Uma matriz A, n × n, é diagonalizável se e somente se A tem n

autovetores linearmente independentes.

Demonstração. Suponha que A tem n autovetores linearmente independentes

x1,x2, . . . ,xn. Seja λi o autovalor associado a xi (i = 1, . . . , n). Alguns λi's podem

ser iguais. Seja X a matriz cujo j-ésimo vetor coluna é o vetor xj (j = 1, . . . , n).

Então Axj = λjxj é o j-ésimo vetor coluna de AX. Logo,

AX = (Ax1, Ax2, . . . , Axn)

= (λ1x1, λ2x2, . . . , λnxn)

= (x1,x2, . . . ,xn)


λ1

λ2

. . .

λn


= XD.

Como X tem n colunas linearmente independentes, X é invertível e, portanto,

XD = AX ⇔ X−1XD = X−1AX ⇔ D = X−1AX.

Reciprocamente, suponha que A é diagonalizável. Então, existe uma matriz

invertível X tal que AX = XD. Se x1,x2, . . . ,xn são os vetores colunas de X,

temos Axj = λjxj, onde λj = dij (j = 1, . . . , n). Logo, para cada j, λj é um

autovalor de A com autovetor associado xj. Como as colunas de X são linearmente

independentes, A tem n autovetores linearmente independentes. �

De�nição 2.2.5. Uma matriz A é dita simétrica se A = At.

Teorema 2.2.2. Todos os autovalores de uma matriz simétrica são reais. Além

disso, autovetores associados a autovalores distintos são ortogonais.

8



Demonstração. Seja A uma matriz simétrica. Seja λ um autovalor de A e seja x um

autovetor associado. Se α = xtAx, então

α = αt =
(
xtAx

)t
= xtAx = α,

logo α é real. Temos que

α = xtAx = xtλx = λ ‖x‖2

e, portanto,

λ =
α

‖x‖2

é real. Se x1 e x2 são autovetores associados a autovalores distintos λ1 e λ2, respec-

tivamente, então

(Ax1)t x2 = xt1A
tx2 = xt1Ax2 = xt1λ2x2 = λ2x

t
1x2

e

(Ax1)t x2 =
(
xt2Ax1

)t
=
(
xt2λ1x1

)t
=
(
λ1x

t
2x1

)t
= λ1x

t
1x2,

logo,

λ1x
t
1x2 = λ2x

t
1x2,

que implica em

λ1x
t
1x2 − λ2x

t
1x2 = (λ1 − λ2)xt1x2 = 0

e, como λ1 6= λ2, temos

xt1x2 = 〈x1,x2〉 = 0.

�

De�nição 2.2.6. Uma matriz Q, n × n, é dita ortogonal se seus vetores colunas
formam um conjunto ortonormal em Rn.

Logo, Q é ortogonal se e somente se QTQ = I. Segue que

QtQQ−1 = IQ−1 ⇔ Qt = Q−1.

Corolário 2.2.3. Se os autovalores de uma matriz simétrica A forem distintos,

então existe uma matriz ortogonal Q que diagonaliza A.

Demonstração. Seja xi um autovetor associado a λi para cada autovalor λi de A.

Seja qi =
1

‖xi‖
xi. Então, qi é um autovetor unitário associado a λi para cada i. Pelo

teorema 2.2.2, {q1,q2, . . . ,qn} é um conjunto ortonormal em Rn. Seja Q a matriz
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cuja i-ésima coluna é o vetor qi para cada i, então Q é ortogonal e diagonaliza A.

�

Teorema 2.2.4 (Teorema de Schur). Se A é uma matriz n × n, então existe uma

matriz ortogonal Q tal que QtAU é triangular superior.

Demonstração. A demonstração é por indução em n. O resultado é óbvio para

n = 1. Suponha que a hipótese é válida para matrizes k × k e seja A uma

matriz (k + 1)× (k + 1). Sejam λ1 um autovalor de A e w1 um autovetor asso-

ciado. Usando o processo de Gram-Schimidt1, construa w2, . . . ,wk+1 de modo que

{w1,w2, . . . ,wk+1} seja uma base ortonormal para Rk+1. Seja W a matriz cuja i-

ésima coluna é o vetor wi (i = 1, . . . , k+ 1). Então, por construção, W é ortogonal.

A primeira coluna de W tAW vai ser W tAw1. De forma que

W tAw1 = W tλ1w1 = λ1W
tw1 = λ1e1.

Onde e1 = (1, 0, 0, . . . , 0)t. Então W tAW é uma matriz da forma
λ1 × . . . ×
0
...

0

M


onde M é uma matriz k× k. Pela hipótese de indução, existe uma matriz k× k

ortogonal V1 tal que V t
1MV1 = T1, onde T1 é triangular superior. Seja

V =


1 0 . . . 0

0
...

0

V1

 .

Então V é ortogonal e

1Dada uma base de um espaço vetorial munido de produto interno, é um processo utilizado
para encontrar uma base ortonormal. Ver detalhes em LEON [12].
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V t (W tAW )V =


λ1 × . . . ×
0
...

0

V t
1MV1



=


λ1 × . . . ×
0
...

0

T1


= T

Seja Q = WV . A matriz Q é ortogonal, já que

QtQ = (WV )tWV = V tW tWV = I

e QtAQ = T . �

A fatoração da matriz A = QTQt é conhecida como a decomposição de Schur

de A. No caso em que A é simétrica, a matriz T é diagonal.

Teorema 2.2.5 (Teorema Espectral). Se A é simétrica, então existe uma matriz

ortogonal Q que diagonaliza A.

Demonstração. Pelo teorema 2.2.4, existe uma matriz ortogonal Q tal que QtAQ =

T , onde T é triangular superior. Veja que,

T t =
(
QtAQ

)t
= QtAtQ = QtAQ = T.

Logo, T é simétrica e, portanto, tem que ser diagonal. �

De�nição 2.2.7. Uma matriz A real simétrica n× n é dita

i) de�nida positiva se xtAx > 0 para todo x ∈ Rn não nulo.

ii) de�nida negativa se xtAx < 0 para todo x ∈ Rn não nulo.

iii) semide�nida positiva se xtAx ≥ 0 para todo x ∈ Rn não nulo.

iv) semide�nida negativa se xtAx ≤ 0 para todo x ∈ Rn não nulo.

Teorema 2.2.6. Seja uma matriz A real simétrica n × n. Então, A é de�nida

positiva se e somente se todos os seus autovalores são positivos.
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Demonstração. Se A é de�nida positiva e se λ é um autovalor de A, então, para

qualquer autovetor x associado a λ,

xtAx = xtλx = λxtx = λ ‖x‖2 .

Logo,

λ =
xtAx

‖x‖2 > 0.

Reciprocamente, suponha que os autovalores da matriz A são positivos. Como o

produto de todos os autovalores é igual ao determinante de uma matriz, então o

determinante de A é não-nulo, ou seja, matriz A é invertível. Seja {x1,x2, . . . ,xn}
um conjunto ortonormal de autovetores de A. Se x pode ser escrito como

x = α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn

onde

αi = xtxi para i = 1, . . . , n e
n∑
i=1

(αi)
2 = ‖x‖2 > 0.

Temos então, que

xtAx = (α1x1 + . . .+ αnxn)t (α1λ1x1 + . . .+ αnλnxn)

=
n∑
i=1

(αi)
2 λi

≥ (min λi) ‖x‖2 > 0,

e, portanto, A é de�nida positiva. �

Denotemos por Sn++ o conjunto de matrizes simétricas de�nidas positivas, por

Sn+ o conjunto de matrizes simétricas semide�nidas positivas e por Sn o conjunto de

matrizes simétricas. De forma análoga, denotemos por Ωn
++ o conjunto de matrizes

diagonais de�nidas positivas, por Ωn
+ o conjunto de matrizes diagonais semide�nidas

positivas e por Ωn o conjunto de matrizes diagonais.

2.2.1 Exponencial e logaritmo de uma matriz

Dado um escalar a, a exponencial ea pode ser expressa como uma série de potências

ea = 1 + a+
1

2!
a2 +

1

3!
a3 + . . .

Analogamente, para uma matriz A n × n, podemos de�nir sua exponencial eA

12



através de uma série de potências convergente

eA = I + A+
1

2!
A2 +

1

3!
A3 + . . . (2.8)

Para uma matriz diagonal

D =


λ1

λ2

. . .

λn


é fácil calcular sua exponencial:

eD = lim
m→∞

(
I +D +

1

2!
D2 + . . .+

1

m!
Dm

)

= lim
m→∞


m∑
k=1

1
k!
λk1

. . .
m∑
k=1

1
k!
λkn



=


eλ1

eλ2

. . .

eλn

 .

É mais difícil calcular a exponencial de uma matriz geral A n×n. Se, no entanto,
A for diagonálizável, então

Ak = XDkX−1 para k = 1, 2, · · ·

e, portanto,
eA = X

(
I +D + 1

2!
D2 + 1

3!
D3 + · · ·

)
X−1

= XeDX−1.

De uma forma geral, adaptado de GOLUB e LOAN [13], se A = QTQt é a

decomposição de schur de A então

f (A) = Qf (T )Qt. (2.9)
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No entanto, no caso de A ser diagonalizável, a equação (2.9) pode ser escrita como

f (A) = Xf (D)X−1.

Em que f (D) = diag (f(d11), f(d22), . . . , f(dnn)).

Sendo assim, o logaritmo natural de uma matriz A diagonalizável, denotado por

ln (A), pode ser calculado por

ln (A) = Xln (D)X−1.

2.2.2 Espaço tangente à Sn
++: produto interno e norma

De acordo com MOAKHER [6], o espaço tangente à Sn++ em X, denotado por

TXS
n
++, é o espaço de matrizes reais simétricas Sn, ou seja,

TXS
n
++ = Sn.

para todo X ∈ Sn++.

Seja X ∈ Sn++ um ponto �xo. A métrica riemanniana em TXS
n
++, com respeito

a hessiana de (1.1), é dada por

〈S1, S2〉X = 〈F ′′ (X)S1, S2〉F , (2.10)

S1, S2 ∈ TXSn++.

Em GREGÓRIO [11], na demonstração da proposição 2.3.1, analisando as dife-

renciais de

F (X) = −ln det(X),

conclui-se que F ′′ é a transformação linear que satisfaz

F ′′ (X)H = X−1HX−1. (2.11)

com H ∈ Sn. Segue ainda, que a relação inversa a relação dada em (2.11) é dada

por

[F ′′ (X)]
−1
H = XHX. (2.12)

A partir de (2.11) conclui-se que (2.10) pode ser reecrita como

〈S1, S2〉X =
〈
X−1S1X

−1, S2

〉
F

= Tr
{
X−1S1X

−1S2

}
,

onde S1, S2 ∈ TXSn++. A norma associada de um vetor em em TXS
n
++, localmente
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em X, é de�nida por

‖S‖X =
√
〈S, S〉X =

√
〈F ′′ (X)S, S〉F =

√
〈X−1SX−1, S〉F =

√
Tr {X−1SX−1S},

onde S ∈ TXSn++.

2.2.3 Distância e segmento geodésico em Sn
++

Sejam A,B ∈ Sn++, denote por θl(X) o l-ésimo autovalor de X, l = 1, · · · , n. De

acordo com ROTHAUS [4], a distância riemanniana d(A,B) entre A e B, com

respeito a métrica riemanniana de�nida pela hessiana da função barreira (1.1) é

dada por

d(A,B) =

[
n∑
l=1

ln2 θl(A
− 1

2BA−
1
2 )

] 1
2

(2.13)

e seja γ : [0, 1] → Sn++, de acordo com teorema 6.1 NESTEROV e TODD [14] o

único segmento geodésico conectando A a B é dado por

γ(t) = A
1
2

(
A−

1
2BA−

1
2

)t
A

1
2 . (2.14)

Note que, sendo γ o único segmento geodésico ligando A e B tal que γ(0) = A e

γ(1) = B,

exp−1
A B = γ̇(0) = A

1
2Ln

(
A−

1
2BA−

1
2

)
A

1
2 ,

onde γ̇(t) denota a derivada de γ com respeito a t.

2.3 Algoritmo de Ponto Proximal no Cone das Ma-

trizes Simétricas De�nidas Positivas

Como o objetivo deste trabalho é apresentar uma evolução do algoritmo de ponto

proximal com decomposições de Schur, aplicado a resolução do problema de centro

de massa riemanianno (PCMR) na variedade das matrizes simétricas de�nidas posi-

tivas, seguem a descrição do método de ponto proximal nesta variedade e o esquema

de algoritmo, proposto por GREGÓRIO e OLIVEIRA [1], onde maiores detalhes e

demonstrações podem ser encontrados.

Considere o problema

min
X∈Sn

+

{f (X)} , (2.15)

onde f é uma função geodesicamente convexa em Sn++.

Dados β0 e X0 ∈ Sn++, a metodologia de ponto proximal consiste em gerar uma
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seqüência de minimizadores
(
Xk
)
k∈N de�nida por

Xk+1 = argmin
Y ∈Sn

++

{
f (Y ) +

βk

2

n∑
l=1

ln2 θl

(
Xk−

1
2 Y Xk−

1
2

)}
, (2.16)

com βk satisfazendo
∞∑
k=0

1

βk
= +∞. (2.17)

Em FERREIRA e OLIVEIRA [5], a convergência global do algoritmo de ponto

proximal é assegurada para a classe de funções geodesicamente convexas, com

respeito à métrica (2.13).

Baseado na metodologia de ponto proximal apresentada em FERREIRA e OLI-

VEIRA [5], GREGÓRIO e OLIVEIRA [1] proporam o seguinte esquema de algo-

ritmo

Algoritmo de Ponto Proximal (versão inexata). Dados β0, ε0 > 0 e X0 � 0;

k −→ 0;

Passo 1 enquanto 0 /∈ ∂f
(
Xk
)
faça

Escolha Λk
0 ∈ Ωn

++, Q
k
0 ∈ On;

Y k
0 =

(
Xk
) 1

2 Qk
0Λk

0Q
kT

0

(
Xk
) 1

2 ;

j −→ 0;

Passo 1.1 enquanto βkexp−1
Y k
j
Xk /∈ ∂εkf

(
Y k
j

)
faça

Λ̄k
j+1 = argmin

Λ∈Ωn
++

{
φkj (Λ) + βkρI(Λ)

}
;[

Λk
j+1, Q

k
j+1

]
= Schur

(
Qk
j Λ̄

k
j+1Q

kT

j

)
;

Y k
j+1 =

(
Xk
) 1

2 Qk
j+1Λk

j+1Q
kT

j+1

(
Xk
) 1

2 ;

atualizar j e retornar para o passo 1.1;

�m;

Xk+1 = Y k
j ;

atualizar βk, εk, k e retornar para o passo 1;

�m.

Onde ∂f (X) representa o subdiferencial de f em X e se f é diferenciável, pode

ser escrito como grad f (X).
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Capítulo 3

Problema de Centro de Massa e

algoritmo proposto

3.1 Descrição do Problema de Centro de massa

Como descrito em MOAKHER [6], o problema de centro de massa riemanianno

(PCMR) no conjunto das matrizes simétricas de�nidas positivas é de�nido por

min
X∈Sn

++

{
m∑
i=1

d2
(
X i, X

)}
, (3.1)

onde X i (i = 1, . . . ,m) são matrizes simétricas de�nidas positivas previamente es-

tabelecidas e d(., .) é a distância riemanniana em Sn++, de�nida em (2.13).

Seja a função objetivo do PCMR é de�nida por

f (X) =
1

2

m∑
i=1

d2
(
X i, X

)
,

que é a adição de m funções f i : Sn++ → R ,i = 1, . . . , n, dadas por

f i (X) =
1

2
d2
(
X i, X

)
. (3.2)

Pelo teorema 2.1.3, a função objetivo do PCMR é geodesicamente convexa estrita.

Como tal função é coerciva (ver lema 4.1 em FERREIRA e OLIVEIRA [5]) o PCMR

possui única solução.

Seja γi : [0, 1]→ Sn++ o segmento geodésico ligando X a X i em Sn++. De acordo

com teorema 6.1 NESTEROV e TODD [14] o único segmento geodésico conectando

X a X i é

γi(t) = X
1
2

(
X−

1
2X iX−

1
2

)t
X

1
2 , (3.3)
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sejam Qi e Λi matrizes ortogonal e diagonal, respectivamente, tal que

X−
1
2X iX−

1
2 = QiΛiQiT (3.4)

então da equação anterior, (
X−

1
2X iX−

1
2

)t
= QiΛitQiT .

Temos que γi é diferenciável e denotando por γ̇i(t) sua derivada com respeito a t,

vem que

γ̇i(t) = X
1
2

(
X−

1
2X iX−

1
2

)t
Ln
(
X−

1
2X iX−

1
2

)
X

1
2 .

De forma similar, a partir da equação (3.4), temos que

Ln
(
X−

1
2X iX−

1
2

)
= QiLn ΛiQiT ,

onde Ln Λi é a matriz diagonal cujos elementos da diagonal são os logaritmos na-

turais dos elementos da diagonal da matriz Λi.

Em geral, para uma matriz real simétrica S, a geodésica em Sn++, que tem um

ponto inicial X ∈ Sn++ e velocidade S, em X, é de�nida por γ(t) = expX (tS), cuja

forma explícita é apresentada por MOAKHER [6] como

γ(t) = X
1
2 etX

− 1
2 SX−

1
2X

1
2 . (3.5)

SAKAI [3] estabelece que as funções f i, i = 1, . . . ,m descritas em (3.2) são

diferenciáveis e seus gradientes naturais, em TXS
n
++, são dados por

grad f i (X) = −exp−1
X X i, (3.6)

onde exp−1
X X i é o vetor tangente ao segmento geodésico γi, cuja expressão e dada

em (3.3), em t = 0, dado por

exp−1
X X i = γ̇i(0) = X

1
2Ln

(
X−

1
2X iX−

1
2

)
X

1
2 .

As observações acima implicam que

grad f i (X) = −X
1
2Ln

(
X−

1
2X iX−

1
2

)
X

1
2 ,

que

grad f (X) = −
m∑
i=1

X
1
2Ln

(
X−

1
2X iX−

1
2

)
X

1
2 (3.7)
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e ainda que a solução X̄ do (PCMR) é caracterizada por

grad f
(
X̄
)

= −
m∑
i=1

X̄
1
2Ln

(
X̄−

1
2X iX̄−

1
2

)
X̄

1
2 = 0. (3.8)

Desde que

m∑
i=1

X̄
1
2Ln

(
X̄−

1
2X iX̄−

1
2

)
X̄

1
2 = X̄

1
2

m∑
i=1

[
Ln
(
X̄−

1
2X iX̄−

1
2

)]
X̄

1
2

e X̄
1
2 é não singular, a equação (3.8) pode ser reescrita como

m∑
i=1

Ln
(
X̄−

1
2X iX̄−

1
2

)
= 0.

Para que a solução do (PCMR) seja calculada exatamente, deve ser satisfeita

a condição (3.8). No entanto, computando a solução por métodos iterativos, a

condição (3.8) pode ser reescrita como

∥∥grad f (X̄)∥∥ = ‖grad f‖X̄ < ε, (3.9)

onde ε é uma precisão �xada.

Uma vez que grad f é calculado locamente em X ∈ Sn++, então sua norma é

calculada locamente por

‖grad f‖X
(1)
=
√
Tr {X−1 [grad f (X)]X−1 [grad f (X)]}

(2)
=

√
Tr

{
X−1

[
−

m∑
i=1

X
1
2Ln

(
X−

1
2X iX−

1
2

)
X

1
2

]
X−1

[
−

m∑
i=1

X
1
2Ln

(
X−

1
2X iX−

1
2

)
X

1
2

]}

(3)
=

√
Tr

{[
m∑
i=1

Ln
(
X−

1
2X iX−

1
2

)] [ m∑
i=1

Ln
(
X−

1
2X iX−

1
2

)]}

(4)
=

∥∥∥∥ m∑
i=1

Ln
(
X−

1
2X iX−

1
2

)∥∥∥∥
F

A igualdade (1) segue como descrito na equação (2.2.2), a igualdade (2) segue

da substituição de grad f dado em (3.7), a igualdade (3) segue da propriedade do

traço, Tr (AB) = Tr (BA), e a igualdade (4) segue da norma de Frobenius, dada

em (2.5).

Desde que

‖grad f‖X̄ =

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

Ln
(
X̄−

1
2X iX̄−

1
2

)∥∥∥∥∥
F

,
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a condição (3.9) pode ser reescrita como∥∥∥∥∥
m∑
i=1

Ln
(
X̄−

1
2X iX̄−

1
2

)∥∥∥∥∥
F

< ε.

3.2 Algoritmo para o PCMR

De acordo com o que foi discutido, a versão inexata do algoritmo inicialmente pro-

posto por GREGÓRIO e OLIVEIRA [1] pode ser reescrito como:

Algoritmo SDPProx versão inexata. Dados ε, β0, ε0 > 0 e X0 � 0;

k −→ 0;

Passo 1 enquanto

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

Ln
(
Xk−

1
2X iXk−

1
2

)∥∥∥∥∥
F

> ε faça

Dados Λk
0 ∈ Ωn

++,Q
k
0 ∈ On;

Y k
0 =

(
Xk
) 1

2 Qk
0Λk

0Q
kT

0

(
Xk
) 1

2 ;

j −→ 0;

Passo 1.1 enquanto

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

Ln
(
Y k−

1
2

j X iY k−
1
2

j

)
+ βkLn

(
Y k−

1
2

j XkY k−
1
2

j

)∥∥∥∥∥
F

> εk faça

Passo 1.1.1 calcular Λ̄k
j+1 = argmin

Λ∈Ωn
++

{
φkj (Λ) + βkρI(Λ)

}
;[

Λk
j+1, Q

k
j+1

]
= Schur

(
Qk
j Λ̄

k
j+1Q

kT

j

)
;

Y k
j+1 =

(
Xk
) 1

2 Qk
j+1Λk

j+1Q
kT

j+1

(
Xk
) 1

2 ;

atualizar j e retornar para o passo 1.1;

�m;

Xk+1 = Y k
j ;

atualizar βk, εk, k e retornar para o passo 1;

�m.

O teorema 2 em GREGÓRIO e OLIVEIRA [1] estabelece que a sequência gerada

pelo algoritmo converge para o mínimo de f se a hipótese de convexidade é garantida,

com respeito à métrica Riemanniana dada pela hessiana de (1.1), e as sequências{
βk
}
k∈N e

{
εk
}
k∈N satisfazem

∞∑
k=0

1

βk
= +∞,

∞∑
k=0

εk < +∞ e
∞∑
k=0

εk

βk
< +∞. (3.10)

Para atender estas condições, basta tomar por exemplo a sequência
{
βk
}
k∈N

constante e a série
∞∑
k=0

εk como uma série geométrica convergente.
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3.2.1 Cálculo de Λk
j+1

Note que a função f i, i = 1, . . . ,m, de�nida em (3.2), é dada explicitamente por

f i (X) =
1

2

n∑
l=1

ln2θl

(
X i−

1
2XX i−

1
2

)
.

De�na φkij : Ωn
++ 7−→ R por

φkij (Λ) = f i
(
Xk

1
2Qk

jΛQ
kT

j Xk
1
2

)
. (3.11)

Assim, de acordo com (3.2), a equação (3.11) pode ser reescrita como

φkij (Λ) =
1

2
d2
(
X i, Xk

1
2Qk

jΛQ
kT

j Xk
1
2

)
,

ou ainda, de forma explícita, como

φkij (Λ) =
1

2

n∑
l=1

ln2θl

(
X i−

1
2Xk

1
2Qk

jΛQ
kT

j Xk
1
2X i−

1
2

)
.

Denote por W ki
j a matriz X i−

1
2Xk

1
2Qk

j . Assim, note que W kTi
j = QkT

j Xk
1
2X i−

1
2 ,

com W ki
j não-singular (inversível) e W ki

j ΛW
kTi
j , simétrica. Pode-se então escrever a

função φkij como

φkij (Λ) =
1

2

n∑
l=1

ln2θl

(
W ki
j ΛW

kTi
j

)
.

De acordo com a de�nição 4.5.4 em HORN e JOHNSON [15], as matrizes Λ e

W ki
j ΛW

kTi
j são T congruentes. O teorema espectral para matrizes simétricas indica

que existe uma matriz Qki
j ortogonal tal que QkTi

j W ki
j ΛW

kTi
j Qki

j = Σki
j , onde Σki

j é

uma matriz diagonal com autovalores de W ki
j ΛW

kTi
j em sua diagonal. Desde que a

matriz W ki
j é �xada, Σki

j é uma aplicação contínua que depende de Λ, indicado por

Σki
j = Σki

j (Λ) .

De acordo com RINEHART [16], Σki
j e Qki

j são aplicações diferenciáveis, com re-

speito aW ki
j ΛW

kTi
j desde que todos os autovalovalores deW ki

j ΛW
kTi
j sejam distintos,

para toda Λ ∈ Ωn
++. Como W ki

j ΛW
kTi
j é uma aplicação que depende de Λ, temos

que

Σ
kij
ll = Σ

kij
ll (Λ11, . . . ,Λnn) .

Se W ki
j ΛW

kTi
j tem algum autovalor Σ

kij
qq , 1 ≤ q ≤ n, com multiplicidade ≥ 2, para

algum Λ ∈ Ωn
++, então a diferenciabilidade desse autovalor, com respeito a Λ, não é
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garantida. Entretando, SUN e SUN [17] mostra que autovalores de matrizes simé-

tricas positivas são funções semidiferenciáveis dos elementos da matriz.

Por outro lado, existe uma correspondência um a um entre os elementos de Ωn
++

e os elementos de Rn
++,

Ωn
++ 7−→ Rn

++

Λ 7−→ λ = diag (Λ) ,

onde diag (D) é o vetor cuja i-ésima componente é o elemento Dii da

matriz diagonal D.

Agora, podemos trabalhar com φkij : Rn
++ 7−→ R. Isto simpli�ca o cálculo do

gradiente euclideano de φkij , denotado por ∇φkij (λ). Note que, φkij pode ser escrito

de outra forma, como

φkij (λ) =
1

2

n∑
l=1

ln2
(
σ
kij
l

)
,

com σkij ∈ Rn dado por σkij = diag
(
Σki
j

)
. Supondo que todos Σ

kij
ll , 1 ≤ l ≤ n, são

distintos, segue que a q-ésima componente de ∇φkij (λ) é dado por

(
∇φkij (λ)

)
q

=
n∑
l=1

ln(σ
kij
l )

σ
kij
l

∂σ
kij
l

∂λq
. (3.12)

Em GREGÓRIO [11], na de�nição 1.2.8 é observado que o gradiente rieman-

niano de uma função diferenciável f , denotado por grad f , depende da métrica

riemanniana. Em particular, se a métrica é dada por uma matriz não singular G (•)
então

grad f (p) = G−1 (p) f ′ (p) , (3.13)

onde f ′ (p) é a derivada usual de f no ponto p. Assim, decorre da relação rieman-

niana (3.13) que o gradiente riemanniano de φkij em TΛΩn
++, denotado por grad φ

ki
j ,

satisfaz

grad φkij (Λ) = [F ′′ (Λ)]
−1∇φkij (Λ) , (3.14)

onde F ′′ (Λ) é a hessiana de (1.1), em Λ. Segue da relação (2.12), que

[F ′′ (Λ)]
−1∇φkij (Λ) = Λ∇φkij (Λ) Λ. (3.15)

Uma vez que Λ é substituído por λ = diag (Λ), a relação (3.14) pode ser reescrita

como

grad φkij (λ) = (λ� λ)�∇φkij (Λ) , (3.16)

onde (x1, x2, . . . , xn)� (y1, y2, . . . , yn) = (x1y1, x2y2, . . . , xnyn) representa o produto

de hadamard entre vetores do Rn. Portanto, a q-ésima componente do gradiente
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riemanniano de φkij em λ, é dada por

(
grad φkij (λ)

)
q

= λ2
q

n∑
l=1

ln(σ
kij
l )

σ
kij
l

∂σ
kij
l

∂λq
. (3.17)

Assumindo que todos σkijl , 1 ≤ l ≤ n, são distintos, a equação (3.17) está bem

de�nida. No entanto, na prática grad φkij (Λ) não pode ser calculada explicitamente

pois não temos a regra analítica para Σki
j com respeito a Λ ou não é possível garantir

que todos σkijl , 1 ≤ l ≤ n, são distintos.

Por outro lado, para cada Λ ∈ Ωn
++, Σki

j (Λ) pode ser computada exa-

tamente. Isto implica que uma aproximação para a derivada direcional

σ
k′ij
l (λ, eq) = lim

h→0

σ
kij
l (λ+ heq)− σ

kij
l (λ)

h
, onde eq = (0, . . . , 1, . . . , 0)T ∈ Rn, isto

é, a derivada parcial
∂σ

kij
l

∂λq
, pode ser computada a cada iteração usando um método

de extrapolação. Por exemplo, podemos calcular o quociente de um lado

∆σ
kij
lq =

σ
kij
l (λ+)− σkijl (λ)

h
, (3.18)

ou diferença quociente central

∆σ
kij
lq =

σ
kij
l (λ+)− σkijl (λ−)

h
, (3.19)

onde λ+ = λ + heq e λ− = λ − heq, com h > 0 su�ciente pequeno. De acordo com

STOER e BULIRSCH [18], o segundo caso é uma melhor aproximação no caso de

um método de extrapolação.

Na prática, substituímos a q-ésima componente de grad φkij (λ), dada em 3.17,

por uma aproximação dada por

(
g̃rad φkij (λ)

)
q

= λ2
q

n∑
l=1

ln(σ
kij
l )

σ
kij
l

∆σ
kij
lq .

Desde que φkj (λ) =
m∑
i=1

φkij (λ), temos que

(
g̃rad φkj (λ)

)
q

= λ2
q

m∑
i=1

n∑
l=1

ln(σ
kij
l )

σ
kij
l

∆σ
kij
lq .

Note que g̃rad φkj (λ) é uma aproximação para algum subgradiente de φkj , em λ.

A regularização ρI (Λ) = d2 (I,Λ) nesta etapa do algoritmo de ponto proximal
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também pode ser escrita como uma função de Rn
++ em R, como

ρI (λ) =
n∑
l=1

ln2λl.

É fácil ver que a q-ésima componente gradiente euclidiano de ρI é dada por

(∇ρI (λ))q =
ln (λq)

λq
,

e mais uma vez, pelas relações (3.13), (2.11) e (2.12) para a função ρI , segue que

(grad ρI(λ))q = λqln(λq).

A geodésica (3.5), restrita a Ωn
++, pode ser escrita na forma de um vetor como

γ(t) = λ� etλ−1�s,

para algum vetor s ∈ Rn, onde λ−1 é o vetor cuja q-ésima componente é o inverso

da q-ésima componente de λ e ex = (ex1 , ex2 , . . . , exn), para algum x ∈ Rn.

Agora, podemos enunciar um método iterativo para resolver o problema do passo

1.1.1 do Algoritmo SDPProx versão inexata

Algoritmo 1. Dados δkj > 0 e Λ ∈ Ωn
++;

λ = diag(Λ);

computar g =
[
g̃rad φkj + βkgrad ρI

]
(λ);

Passo 1 enquanto ‖g‖ > δkj faça
d = −g;
α = argmin

t≥0

{[
φkj + βkρI

]
(λ� etλ−1�d)

}
;

λ = λ� eαλ−1�d;
Atualizar g retornar para o passo 1.

�m.

Note que, no algoritmo 1, α é calculado exatamente. Na prática, empregamos o

algoritmo de Armijo generalizado, presente em YANG [10], para computar aproxi-

madamente o passo α.
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3.3 Nova atualização para Qk
j+1 e modi�cação do al-

goritmo proposto

O algoritmo SDPProx, em GREGÓRIO e OLIVEIRA [1], atualiza a ma-

triz Qk
j , depois de computar Λ̄k

j+1, através de uma decomposição de schur de

Qk
j Λ̄

k
j+1Q

kT

j . Eles estabelecem que o valor da função
(
f + βkρXk

)
no novo ponto

Y k
j+1 =

(
Xk
) 1

2 Qk
j+1Λk

j+1Q
kT

j+1

(
Xk
) 1

2 é preservado, com respeito ao valor da mesma

função em Ȳ k
j+1 =

(
Xk
) 1

2 Qk
j+1Λ̄k

j+1Q
kT

j+1

(
Xk
) 1

2 , isto é,

f
(
Y k
j+1

)
+ βkρXk

(
Y k
j+1

)
= f

(
Ȳ k
j+1

)
+ βkρXk

(
Ȳ k
j+1

)
.

Nesse ponto, iniciamos uma nova atualização para Qk
j+1 que satisfaz

f
(
Y k
j+1

)
+ βkρXk

(
Y k
j+1

)
≤ f

(
Ȳ k
j+1

)
+ βkρXk

(
Ȳ k
j+1

)
.

Seja On ⊂ Rn×n, o conjunto das matrizes ortogonais reais, denominado grupo orto-

gonal. Fixado o iterado Λ̄k
j+1, de�na ϕ

ki
j , ψ : On 7→ R como

ϕkij (Q) =
1

2
d2
(
X i, Xk

1
2QΛ̄k

j+1Q
TXk

1
2

)
=

1

2
Tr
{
Ln2

(
X i−

1
2Xk

1
2QΛ̄k

j+1Q
TXk

1
2X i−

1
2

)}
,

e

ψ (Q) =
1

2
d2
(
Xk, Xk

1
2QΛ̄k

j+1Q
TXk

1
2

)
=

1

2
Tr
{
Ln2

(
Xk−

1
2Xk

1
2QΛ̄k

j+1Q
TXk

1
2Xk−

1
2

)}
.

Por similaridade de QΛ̄k
j+1Q

T e Λ̄k
j+1, a última equação mostra que ψ é escrita como

ψ (Q) =
1

2
Tr
{
Ln2

(
Λ̄k
j+1

)}
,

que não depende de Q. Isto implica que ψ (Q) = ψ
(
Qk
j

)
para todo Q ∈ On, ou seja,

ψ é constante.

Denote ϕkj : On 7→ R por

ϕkj (Q) =
m∑
i=1

ϕkij (Q) .

De�nimos o iterado Qk
j+1 como uma solução local do problema

min
Q ∈ On

{(
ϕkj + βψ

)
(Q)
}
.

Uma vez que ψ é constante, podemos omitir a última parcela da soma na função
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objetivo do problema acima. Portanto, Qk
j+1 é uma solução local do problema

min
Q ∈ On

{
ϕkj (Q)

}
.

Proposição 3.3.1. ϕkj possui mínimo global em On.

Demonstração. Desde que On é compacto e ϕkj é contínua, a proposição segue ime-

diatamente como uma consequência do teorema de Weierstrass. �

Com isso, propôe-se o algoritmo modi�cado MSDPProx onde a matriz Q é

atualizado conforme acima

Algoritmo MSDPProx versão inexata. Dados ε, β0, ε0 > 0 e X0 � 0;

k −→ 0;

Passo 1 enquanto

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

Ln
(
Xk−

1
2X iXk−

1
2

)∥∥∥∥∥
F

> ε faça

Dados Λk
0 ∈ Ωn

++,Q
k
0 ∈ On;

Y k
0 =

(
Xk
) 1

2 Qk
0Λk

0Q
kT

0

(
Xk
) 1

2 ;

j −→ 0;

Passo 1.1 enquanto

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

Ln
(
Y k−

1
2

j X iY k−
1
2

j

)
+ βkLn

(
Y k−

1
2

j XkY k−
1
2

j

)∥∥∥∥∥
F

> εk faça

Passo 1.1.1 calcular Λk
j+1 = argminΛ∈Ωn

++

{
φkj (Λ) + βkρI(Λ)

}
;

Passo 1.1.2 calcular Qk
j+1 ∈ argmin

{
ϕkj (Q) : Q ∈ On

}
;

Y k
j+1 =

(
Xk
) 1

2 Qk
j+1Λk

j+1Q
kT

j+1

(
Xk
) 1

2 ;

atualizar j e retornar para o passo 2;

�m;

Xk+1 = Y k
j ;

atualizar βk, εk, k e retornar para o passo 1;

�m.

3.4 Estrutura riemanniana de On

On é um espaço métrico compacto com respeito a métrica ‖Q1 −Q2‖2, onde para

uma matriz quadrada An×n, ‖A‖2 = sup‖x‖2=1,x∈Rn ‖Ax‖2. Este resultado é apresen-

tado com detalhes em PUTNAM e WINTNER [19]. HORN e JOHNSON [15] tam-

bém cita este resultado para On, como um caso particular do conjunto de matrizes

unitárias. Como para toda matriz Q ∈ On, ‖Q‖F =
(
Tr QTQ

) 1
2 = (Tr I)

1
2 =
√
n,

On é limitado. Pela argumentação presente no Lema 2.1.8, em HORN e JOHN-

26



SON [15], desde que On pode ser visto como um subconjunto particular do espaço

euclidiano Rn2
, On é fechado. Estas considerações implicam que On é compacto.

Por outro lado, alguns fatos sobre grupos ortogonais, como espaço tangente, mé-

tricas, gradientes naturais e geodésicas na forma riemanniana, com relação ao pro-

duto interno 〈X1, X2〉Q = Tr
{

(QX2)T QX1

}
= Tr

{
XT

2 Q
TQX1

}
= Tr

{
XT

2 X1

}
no espaço tangente de On em Q ∈ On, denotado por TQOn, são apresentados em

uma breve revisão em NISHIMORI e AKAHO [20]. Neste trabalho, eles mostram

que o espaço tangente à On em I, denotado por TIOn, é o conjunto de matrizes

anti-simétricas, ou seja,

TIOn =
{
X ∈ Rn×n/XT = −X

}
.

Eles concluem que o espaço tangente à On em Q, denotado por TQOn, é obtido por

uma translação à esquerda (ou à direita) de TIOn, isto é,

TQOn =
{
X ∈ Rn×n/XTQ+QTX = 0

}
.

A geodésica em On, com Q como ponto inicial e velocidade V ∈ TQOn, é outro

importante fato presente em NISHIMORI e AKAHO [20]. Esta pode ser computada

através da aplicação exponencial para matrizes

etX =
∞∑
k=0

(tX)k

k!
,

de duas maneiras equivalentes

Γ (t) = etV Q
T

Q,

ou

Γ (t) = QetQ
TV .

Para �nalizar esta revisão sobre a estrutura riemanniana de On, o gradiente

natural de uma função f : On 7→ R, em Q, com respeito a métrica em TQOn

de�nida por

〈X1, X2〉Q = Tr
{
XT

2 X1

}
,

é dado por

grad f (Q) =
1

2

(
∇f (Q)−Q [∇f (Q)]T Q

)
, (3.20)

onde ∇f (Q) é o gradiente euclidiano de f em Q.
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3.5 Método iterativo para computar Qk
j+1

Na seção anterior alguns aspectos de compacidade de On e a existência de Qk
j+1

foram discutidas. Para computar Qk
j+1, o método do gradiente geodésico em On

pode ser explorado. Para conseguir isso computamos o gradiente euclidiano de ϕkj .

Lema 3.5.1. Dada A (t) , B (t) ∈ Rn×n, t ∈ R ser caminho suave. Então

[A (t)B (t)]′ = A′ (t)B (t) + A (t)B′ (t) .

Demonstração. Denote C (t) , D (t) , E (t) ∈ Rn×n, t ∈ R, onde C (t) = A (t)B (t),

D (t) = A′ (t)B (t), E (t) = A (t)B′ (t). Desde que A (t) , B (t) são diferenciáveis,

com respeito a t, todos os elementos cij(t) de C (t) são funções diferenciáveis, com

respeito a t, e

c′ij (t) =

(
n∑
k=1

aik (t) bkj (t)

)′
=

(
n∑
k=1

a′ik (t) bkj (t)

)
+

(
n∑
k=1

aik (t) b′kj (t)

)
= dij (t)+eij (t) .

Portanto, concluímos que

C ′ (t) = D (t) + E (t)

e segue o lema. �

Como X i−
1
2Xk

1
2Q é não singular e Λk

j+1 ∈ Ωn
++, X

i−
1
2Xk

1
2QΛk

j+1Q
TXk

1
2X i−

1
2 é

simétrica de�nida positiva, para toda matriz ortogonal Q ∈ On.

Proposição 3.5.2. Seja Q (t) ∈ On um caminho suave. De�na

Rki (t) = X i−
1
2Xk

1
2Q (t) Λk

j+1Q (t)T Xk
1
2X i−

1
2

e

g (t) = ϕkij (Q (t)) =
1

2
Tr
{
Ln2Rki (t)

}
.

a derivada de g, com respeito a t, é dada por

g′ (t) = 2
〈
Q′ (t) , Xk

1
2X i−

1
2Ln Rki (t)Rk−1

i (t)X i−
1
2Xk

1
2Q (t) Λk

j+1

〉
F
. (3.21)

Demonstração. Como Rki (t) é simétrica de�nida positiva, para todo t ∈ R, a pro-

posição 2.1 em MOAKHER [6] estabelece que

g′ (t) = Tr
{
Ln Rki (t)Rk−1

i (t)Rk′i (t)
}
.
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De acordo com o lema 3.5.1,

Rk′i (t) = X i−
1
2Xk

1
2Q′ (t) Λk

j+1Q (t)T Xk
1
2X i−

1
2 +X i−

1
2Xk

1
2Q (t) Λk

j+1Q
′ (t)T Xk

1
2X i−

1
2 .

Isto implica que

g′ (t)
(1)
= Tr

{
Ln Rki (t)Rk−1

i (t)X i−
1
2Xk

1
2Q′ (t) Λk

j+1Q (t)T Xk
1
2X i−

1
2

}
+Tr

{
Ln Rki (t)Rk−1

i (t)X i−
1
2Xk

1
2Q (t) Λk

j+1Q
′ (t)T Xk

1
2X i−

1
2

}
(2)
= Tr

{
Λk
j+1Q (t)T Xk

1
2X i−

1
2Ln Rki (t)Rk−1

i (t)X i−
1
2Xk

1
2Q′ (t)

}
+Tr

{
Xk

1
2X i−

1
2Ln Rki (t)Rk−1

i (t)X i−
1
2Xk

1
2Q (t) Λk

j+1Q
′ (t)T

}
(3)
= Tr

{
Λk
j+1Q (t)T Xk

1
2X i−

1
2Ln Rki (t)Rk−1

i (t)X i−
1
2Xk

1
2Q′ (t)

}
+Tr

{
Q′ (t)T Xk

1
2X i−

1
2Ln Rki (t)Rk−1

i (t)X i−
1
2Xk

1
2Q (t) Λk

j+1

}
(4)
= Tr

{
Λk
j+1Q (t)T Xk

1
2X i−

1
2Ln Rki (t)Rk−1

i (t)X i−
1
2Xk

1
2Q′ (t)

}
+Tr

{
Λk
j+1Q (t)T Xk

1
2X i−

1
2Rk−1

i (t)Ln Rki (t)X i−
1
2Xk

1
2Q′ (t)

}
(5)
=

〈
Q′ (t) , Xk

1
2X i−

1
2Rk−1

i (t)Ln Rki (t)X i−
1
2Xk

1
2Q (t) Λk

j+1

〉
F

+
〈
Q′ (t) , Xk

1
2X i−

1
2Ln Rki (t)Rk−1

i (t)X i−
1
2Xk

1
2Q (t) Λk

j+1

〉
F

A igualdade (1) segue da substiuição de Rk′i (t) em g′ (t). As igualdades (2), (3) e

(4) seguem da propriedade invariante do traço sob transformações similares,

Tr (AB) = Tr (BA) e Tr (A) = Tr
(
AT
)
,

para matrizes quadradas A e B, respectivamente. A igualdade (5) segue do produto

interno de Frobenius (2.4). Agora, sejam Qki (t) e Λki (t) caminhos de�nidos no

grupo ortogonal On e no conjunto das matrizes diagonais de�nidas positivas Ωn
++,

respectivamente, tais que

Rki (t) = Qki (t) Λki (t)QkTi (t) .

Pela equação anterior

Rk−1
i (t) = Qki (t) Λk−1

i (t)QkTi (t) e Ln Rki (t) = Qki (t)Ln Λki (t)QkTi (t) .
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Isto implica que

Ln Rki (t)Rk−1
i (t) = Qki (t)Ln Λki (t)QkTi (t)Qki (t) Λk−1

i (t)QkTi (t)

= Qki (t)Ln Λki (t) Λk−1
i (t)QkTi (t)

= Qki (t) Λk−1
i (t)Ln Λki (t)QkTi (t)

= Qki (t) Λk−1
i (t)QkTi (t)Qki (t)Ln Λki (t)QkTi (t)

= Rk−1
i (t)Ln Rki (t) .

Em outras palavras Ln Rki (t) e Rk−1
i (t) comutam. Portanto, podemos concluir que

g′ (t) = 2
〈
Q′ (t) , Xk

1
2X i−

1
2Rk−1

i (t)Ln Rki (t)X i−
1
2Xk

1
2Q (t) Λk

j+1

〉
F
.

�

Pela teoria diferencial,

g′ (t) =
〈
∇ϕkij (Q (t)) , Q′ (t)

〉
F
. (3.22)

Comparando (3.21) e (3.22), concluímos que

∇ϕkij (Q (t)) = 2Xk
1
2X i−

1
2Ln Rki (t)Rk−1

i (t)X i−
1
2Xk

1
2Q (t) Λk

j+1,

portanto

∇ϕkj (Q) = 2
m∑
i=1

Xk
1
2X i−

1
2Ln RkiRk−1

i X i−
1
2Xk

1
2QΛk

j+1.

Pela equação (3.20),

grad ϕkj (Q) =
1

2

(
∇ϕkj (Q)−Q

[
∇ϕkj (Q)

]T
Q
)
.

Substituindo Rk−1
i = X i

1
2Xk−

1
2QΛk−1

j+1Q
TXk−

1
2X i

1
2 em ∇ϕkj (Q) temos

∇ϕkj (Q) = 2
m∑
i=1

Xk
1
2X i−

1
2Ln RkiX i

1
2Xk−

1
2QΛk−1

j+1Q
TXk−

1
2X i

1
2X i−

1
2Xk

1
2QΛk

j+1,

que simpli�cando resulta em

∇ϕkj (Q) = 2
m∑
i=1

Xk
1
2X i−

1
2Ln RkiX i

1
2Xk−

1
2Q.
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Denotando P ki = Xk
1
2X i−

1
2Ln RkiX i

1
2Xk−

1
2 , conclui-se que

grad ϕkj (Q) =
1

2

(
2

m∑
i=1

P kiQ−Q

(
2

m∑
i=1

QTP kTi

)
Q

)
,

ou ainda, simpli�cando,

grad ϕkj (Q) =

(
m∑
i=1

P ki − P kTi

)
Q.

Agora, com os resultados anteriores segue um método iterativo para resolver o

problema do passo 1.1.2 do Algoritmo MSDPProx versão inexata

Algoritmo 2. Dados δkj > 0 e Q ∈ On;
computar G = grad ϕkj (Q);
Passo 1 enquanto ‖G‖ > δkj faça
D = −G;
α = argmin

t≥0

{
ϕkj (Qe

tQTD)
}
;

Q = QeαQ
TD;

Atualizar G retornar para o passo 1.
�m.

Novamente, utiliza-se o algoritmo de Armijo generalizado, presente em YANG

[10], para computar aproximadamente o passo α.
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Capítulo 4

Implementação do algoritmo

proposto MSDPProx

Neste capítulo são detalhados os parâmetros utilizados na implementação, assim

como rotinas diferentes para gerar matrizes simétricas de�nidas positivas aleatoria-

mente. Em seguida, apresenta-se os resultados obtidos. Tais rotinas e o algoritmo

MSDPProx foram escritos em linguagem Matlab. Para realização dos testes compu-

tacionais, foi utilizado o Matlab versão 7.6.0.324 (R2008a), licença número 564368,

no laboratório de informática do Programa de Engenharia Química (PEQ).

4.1 Descrição das variáveis e dos parâmetros

Em todos os testes, as matrizes X0, Λk
0 e Qk

0 para k = 1, 2, . . . receberam a ma-

triz identidade. Também em todos os testes foi utilizado ε = 10−3, de modo

que para o teste convergir é necessário que no algoritmo modi�cado MSDPProx∥∥∥∥∥
m∑
i=1

Ln
(
Xk−

1
2X iXk−

1
2

)∥∥∥∥∥
F

≤ 10−3.

No algoritmo 1, foi utilizado h = λq
√
eps no cálculo de ∆σ

kij
lq em g̃rad φkj , onde

eps é o menor número representável da aritmética de ponto �utuante no Matlab.

O Algoritmo 1 e algoritmo 2 são métodos iterativos, onde depois de cada iteração

j a precisão δkj é atualizada através da expressão δkj+1 = δkj θ3, com 0 < θ3 < 1.

Os experimentos com o MSDPProx foram feitos com a sequência
{
βk
}
k∈N

constante, de modo que a série
∞∑
k=0

1

βk
diverge e a sequência

{
εk
}
k∈N satisfazendo

εk+1 = εkθ2, com 0 < θ2 < 1, de modo que a série
∞∑
k=0

εk converge, assim como a

série
∞∑
k=0

εk

βk
.
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Para os experimentos, cada matriz X i (i = 1, . . . ,m) é gerada aleatoriamente no

Matlab por 4 rotinas apresentadas a seguir.

rotina1(m,n)
Para i = 1 : m
X(:, :, i) = rand(n);
X(:, :, i) = X(:, :, i) ∗X(:, :, i)′;

�m.
�m

Na rotina1, é gerada uma matriz quadrada aleatoriamente e atribuida à matriz

X i, em seguida X i recebe ela mesma multiplicada por sua transposta. Note que

por de�nição, uma matriz An×n é semide�nida positiva se xtAx ≥ 0, daí tomando

A = X iX it e y = X itx, veri�camos que xtX iX itx = yty ≥ 0, o que permite concluir

que a rotina1 retorna matrizes simétricas semide�nidas positivas. Mas isso implica

que a matriz X i pode ter autovalor nulo. Selecionamos então somente as matrizes

que tem somente autovalores estritamente positivos. As matrizes com autovalores

nulos, podem ser substituídas por matrizes simétricas de�nidas positivas geradas da

mesma forma.

rotina2(m,n)
Para i = 1 : m
X(:, :, i) = rand(n)− rand(n);
X(:, :, i) = X(:, :, i) ∗X(:, :, i)′;

X(:, :, i) =
1

norm (X(:, :, i))
∗X(:, :, i);

�m.
�m

Na rotina2, norm(X i) é o maior autovalor de X i, para uma matriz simétrica X.

Denote λmax (X i) como o maior autovalor de X i, daí temos que a rotina2 retorna

matrizes da forma
1

λmax (X i)
X i. (4.1)

Suponha que vmax seja autovetor associado ao autovalor λmax (X i). Então,

vtmax(
1

λmax (X i)
X i)vmax =

1

λmax (X i)
(vtmaxX

ivmax) =
1

λmax (X i)
λmax

(
X i
)

= 1.

Sendo assim, a rotina2 retorna aleatoriamente matrizes simétricas semide�nidas po-

sitivas cujos autovalores pertencem ao intervalo [0, 1]. Novamente, selecionamos
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então somente as matrizes que tem somente autovalores estritamente positivos. As

matrizes com autovalores nulos, podem ser substituídas por matrizes simétricas de-

�nidas positivas geradas da mesma forma.

rotina3(m,n)
Para i = 1 : m
X(:, :, i) = rand(n)− rand(n);
X(:, :, i) = X(:, :, i) ∗X(:, :, i)′;
X(:, :, i) = X(:, :, i)− eye(n) ∗min(eig(X(:, :, i)));

X(:, :, i) =
1

norm (X(:, :, i))
∗X(:, :, i);

X(:, :, i) = X(:, :, i) + eye(n);

X(:, :, i) =
1

norm (X(:, :, i))
∗X(:, :, i);

�m.
�m

Na rotina3, note que, depois de receber o produto X iX it , a matriz X i é simé-

trica semide�nida positiva. Denote λmin (X i) e ‖A‖2 =
√
λmax (AAt) = λmax (A),

sendo A matriz simétrica, como o menor autovalor de X i e maior autovalor de A,

respectivamente. Daí, temos que a rotina3 retorna matrizes da forma

a[b(X i − λmin
(
X i
)
I) + I], (4.2)

onde,

b =
1

‖X i − λmin (X i) I‖2

e a =
1

‖b (X i − λmin (X i) I) + I‖2

.

Suponha que vmin seja autovetor associado ao autovalor λmin (X i).

vtmin {a[b(X i − λmin(X i)I) + I]} vmin = ab[vtminX
ivmin − λmin(X i)vtminvmin] + avtminvmin

= ab[λmin(X i)− λmin(X i)] + a

= a.

Isto implica que a é o menor autovalor de (4.2). Além disso, suponha

B = b (X i − λmin (X i) I), onde λmax(B) = 1 e que v̂max seja autovetor associado

ao autovalor λmax (B). Seque que,

v̂tmax (B + I) v̂max = v̂tmaxBv̂max + v̂tmaxv̂max = 1 + 1 = 2.

Isto implica que 2 é o maior autovalor de (B + I) e que a = 1
2
. Sendo assim, a
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rotina3 retorna matrizes simétricas de�nidas positivas cujos autovalores pertencem

ao intervalo
[

1
2
, 1
]
.

As rotinas anteriormente apresentadas foram motivadas pela rotina random.m

em BINI e IANNAZZO [21].

rotina4(m,n)
Para i = 1 : m
X(:, :, i) = rand(n)− rand(n);
X(:, :, i) = 1

2
∗ (X(:, :, i) +X(:, :, i)′);

X(:, :, i) = expm(X(:, :, i));
�m.

�m

Na rotina4, note que, depois de receber
1

2

(
X i +X it

)
, X i é simétrica, de modo

que todos os autovalores são reais. Assim, a rotina4 retorna matrizes de�nidas

positivas da forma eX
i
.

4.2 Experimentos numéricos

Nesta seção, são exibidas tabelas com os resultados dos experimentos numéricos.

Foram realizados testes com matrizes simétricas de�nidas positivas nos conjuntos

S2
++ (tabelas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7), S3

++ (tabelas 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 e

4.12), S5
++ (tabelas 4.13 e 4.14), S7

++ (tabela 4.15) e S10
++ (tabela 4.16), explorando

principalmente a variação do parâmetro β.

Denota-se
∥∥grad f (Xk

)∥∥ como a norma do gradiente da função objetivo na

k-ésima iteração.

Os testes da tabela 4.1 variam apenas o parâmetro β da regularização.

‖grad f (X0)‖ = 35.9507

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 0.3213 3 2.6667
2 10−1 # 0.0455 2 3.5
3 10−2 # 0.0042 2 4.5
4 10−3 # 0,0520 1 3
5 10−4 # 0,0028 2 2
6 10−5 convergiu 8,8617E-04 2 3
7 10−6 convergiu 8,1887E-04 1 3

Tabela 4.1: Rotina1, m = 10, n = 2, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.
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Os testes da tabela 4.2 utilizam o mesmo conjunto de matrizes da tabela 4.1,

modi�cando os parâmetros θ2 e θ3, variando apenas o parâmetro β.

‖grad f (X0)‖ = 35.9507

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 45.6975 1 3
2 10−1 # 6.0556 1 3
3 10−2 # 0,6243 1 3
4 10−3 # 0,0628 1 3
5 10−4 # 0,0031 2 2
6 10−5 convergiu 8,1389E-04 1 3
7 10−6 convergiu 2,2896E-04 1 3

Tabela 4.2: Rotina1, m = 10, n = 2, ε0 = 10−3, θ2 = 0.5, δk0 = 10−3, θ3 = 0.1.

Os testes da tabela 4.3 variam apenas o parâmetro β, onde são geradas novas

matrizes pela rotina2.

‖grad f (X0)‖ = 16.7405

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 0.0428 3 3.6667
2 10−1 # 0.0015 3 3
3 10−2 convergiu 6.2773E-04 2 7
4 10−3 convergiu 8.9197E-04 2 2
5 10−4 convergiu 3.1902E-04 2 2
6 10−5 convergiu 1.5765E-04 2 2
7 10−6 convergiu 4.2231E-04 2 2

Tabela 4.3: Rotina2, m = 10, n = 2, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.

Para os testes da tabela 4.4 novas matrizes são geradas.

‖grad f (X0)‖ = 21.1688

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 8.5326 1 3
2 10−1 # 1.0594 1 3
3 10−2 # 0,1085 1 3
4 10−3 # 0,0014 2 2
5 10−4 convergiu 2.3107E-04 2 2
6 10−5 convergiu 2.1938E-04 1 3
7 10−6 convergiu 2,1296E-04 1 3

Tabela 4.4: Rotina2, m = 10, n = 2, ε0 = 10−3, θ2 = 0.5, δk0 = 10−3, θ3 = 0.1.
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Os testes da tabela 4.5 e 4.6 variam apenas o parâmetro β.

‖grad f (X0)‖ = 4.9150

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 0.0575 2 2.5
2 10−1 convergiu 6.8423E-04 2 3
3 10−2 convergiu 1.99E-04 2 2
4 10−3 convergiu 7.04E-04 1 3
5 10−4 convergiu 1.0795E-04 1 3
6 10−5 convergiu 8.1472E-05 1 3
7 10−6 convergiu 8.1047E-05 1 3

Tabela 4.5: Rotina3, m = 10, n = 2, ε0 = 10−3, θ2 = 0.5, δk0 = 10−3, θ3 = 0.1.

Gerando novas matrizes pela rotina4.

‖grad f (X0)‖ = 1.4609

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 convergiu 4.8744E-04 4 4
2 10−1 convergiu 4.8835E-04 2 6
3 10−2 # 0.0014 1 2
4 10−3 convergiu 3.2117E-04 1 2
5 10−4 convergiu 2.6683E-04 1 2
6 10−5 convergiu 2.6359E-04 1 2
7 10−6 convergiu 2.6328E-04 1 2

Tabela 4.6: Rotina4, m = 10, n = 2, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.

A seguir, na tabela 4.7 testes com 1000 matrizes 2 × 2, geradas apenas com as

rotinas 3 e 4 para garantir que as matrizes geradas aleatoriamente sejam simétricas

de�nidas positivas como descrito na seção anterior.

rotina estado ‖grad f (X0)‖
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de no médio de
iterações iterações
em k em j/k

3 convergiu 490.6214 9.5777E-05 1 6
4 convergiu 18.5317 2.5523E-04 1 7

Tabela 4.7: m = 1000, n = 2, β = 10−6, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.
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Inicia-se na tabela 4.8 testes com matrizes 3 × 3, variando apenas o parâmetro

β.

‖grad f (X0)‖ = 6.6536

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 0.0825 2 4
2 10−1 convergiu 4.3583E-04 3 4.3333
3 10−2 # 0.0011 2 7.5
4 10−3 convergiu 4.8032E-04 2 2.5
5 10−4 convergiu 8.6429E-04 1 4
6 10−5 convergiu 8.6193E-04 1 4
7 10−6 convergiu 8.6222E-04 1 4

Tabela 4.8: Rotina3, m = 10, n = 3, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.

Os testes da tabela 4.9 utilizam o mesmo conjunto de matrizes da tabela 4.8,

modi�cando os parâmetros θ2 e θ3, variando novamente apenas o parâmetro β.

‖grad f (X0)‖ = 6.6536

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 0.0075 3 12.3333
2 10−1 convergiu 9.8874E-04 2 17.5
3 10−2 # 0.0100 1 8
4 10−3 convergiu 4.8409E-04 2 4.5
5 10−4 convergiu 8.6910E-04 1 8
6 10−5 convergiu 8.6682E-04 1 8
7 10−6 convergiu 8.6711E-04 1 8

Tabela 4.9: Rotina3, m = 10, n = 3, ε0 = 10−3, θ2 = 0.5, δk0 = 10−3, θ3 = 0.8.

Agora, para a tabela 4.10, matrizes geradas pela rotina4.

‖grad f (X0)‖ = 3.0958

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 0.0024 3 4.3333
2 10−1 # 0.0325 1 5
3 10−2 # 0.0034 1 5
4 10−3 convergiu 8.2244E-04 1 5
5 10−4 convergiu 7.4915E-04 1 5
6 10−5 convergiu 7.4785E-04 1 5
7 10−6 convergiu 7.4778E-04 1 5

Tabela 4.10: Rotina4, m = 10, n = 3, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.
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Os testes da tabela 4.11 utilizam o mesmo conjunto de matrizes da tabela 4.10,

modi�cando o parâmetro θ3, variando novamente apenas o parâmetro β.

‖grad f (X0)‖ = 3.0958

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 0,0024 3 25.6666
2 10−1 # 0.0325 1 26
3 10−2 convergiu 5.70E-04 2 40.5
4 10−3 convergiu 8.2163E-04 1 27
5 10−4 convergiu 7.4919E-04 1 27
6 10−5 convergiu 7.4799E-04 1 27
7 10−6 convergiu 7.4793E-04 1 27

Tabela 4.11: Rotina4, m = 10, n = 3, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.9.

A seguir, na tabela 4.12 testes com 1000 matrizes 3× 3, geradas apenas com as

rotinas 3 e 4.

rotina estado ‖grad f (X0)‖
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de no médio de
iterações iterações
em k em j/k

3 convergiu 651.4991 9.1589E-04 2 4
4 convergiu 33.5277 8.6848E-04 1 9

Tabela 4.12: m = 1000, n = 3, β = 10−6, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.

Nas tabelas 4.13 e 4.14, testes com matrizes 5× 5.

‖grad f (X0)‖ = 9.0374

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 0.1138 2 5.5
2 10−1 # 0.1363 1 7
3 10−2 # 0.0138 1 7
4 10−3 convergiu 6.4907E-04 2 4
5 10−4 convergiu 5.4691E-04 2 4
6 10−5 convergiu 6.6834E-04 2 4
7 10−6 convergiu 6.6784E-04 2 4

Tabela 4.13: Rotina3, m = 10, n = 5, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.
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Gerando novas matrizes com a rotina4.

‖grad f (X0)‖ = 5.5459

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 0.0440 2 5
2 10−1 convergiu 7.9065E-04 2 5.5
3 10−2 # 0.0056 1 6
4 10−3 convergiu 7.7820E-04 1 6
5 10−4 convergiu 5.5010E-04 1 6
6 10−5 convergiu 5.4708E-04 1 6
7 10−6 convergiu 5.4704E-04 1 6

Tabela 4.14: Rotina4, m = 10, n = 5, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.

Em seguida, nas tabelas 4.15 e 4.16 testes com matrizes 7× 7 e 10× 10, respec-

tivamente.

‖grad f (X0)‖ = 6.5779

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 0.0419 2 5
2 10−1 # 0.0551 1 7
3 10−2 # 0.0056 1 7
4 10−3 convergiu 7.6932E-04 1 7
5 10−4 convergiu 5.1238E-04 1 7
6 10−5 convergiu 5.2383E-04 1 7
7 10−6 convergiu 5.2393E-04 1 7

Tabela 4.15: Rotina4, m = 10, n = 7, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.

‖grad f (X0)‖ = 14.1329

teste β estado
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de iterações no médio de iterações
em k em j/k

1 1 # 1.9579 1 8
2 10−1 # 0.2215 1 8
3 10−2 # 0.0225 1 8
4 10−3 convergiu 9.9672E-04 2 4.5
5 10−4 # 0.0010 2 4.5
6 10−5 convergiu 9.7972E-04 2 4.5
7 10−6 convergiu 9.7974E-04 2 4.5

Tabela 4.16: Rotina3, m = 10, n = 10, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.
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Na tabela 4.17, a dimensão n das matrizes está �xada em 10 e apenas a quanti-

dade m de matrizes está variando em cada teste.

teste m estado ‖grad f (X0)‖
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de no médio de
iterações iterações
em k em j/k

1 20 convergiu 28.0181 9.3984E-04 1 10
2 40 convergiu 55.5717 9.2941E-04 1 10
3 60 convergiu 83.1532 8.2226E-04 1 10
4 80 convergiu 110.7869 5.2974E-04 1 6

Tabela 4.17: Rotina3, n = 10, β = 10−6, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.

teste m estado ‖grad f (X0)‖
∥∥grad f (Xk

)∥∥ no de no médio de
iterações iterações
em k em j/k

1 20 convergiu 15.2223 9.6230E-04 1 6
2 40 convergiu 19.5246 7.4947E-004 1 7
3 60 convergiu 24.4086 8.6849e-004 1 6
4 80 convergiu 27.8719 8.8713E-04 1 7

Tabela 4.18: Rotina4, n = 10, β = 10−6, ε0 = 10−3, θ2 = 0.8, δk0 = 10−3, θ3 = 0.5.
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A seguir, com base nos dados da tabela 4.18, uma vez veri�cado que a condição

do passo 1 não é satisfeita para X0, e que a condição do passo 1.1 também não

satisfeita para Y 0
0 , o algoritmo modi�cado MSDPProx recorre ao algoritmo 1 para

determinar Λ0
1 solução do passo 1.1.1, podemos ver nas �guras abaixo o compor-

tamento monótono decrescente da evolução de ‖g‖ no decorrer das iterações para

solução deste último subproblema. É importante observar, que a �gura apresentada

é um exemplo de comportamento de ‖g‖, apenas para solução de Λ0
1, no entanto é

um comportamento típico da norma de g.

Figura 4.1: Comportamento típico da norma de g, teste3.

Figura 4.2: Comportamento típico da norma de g, teste4.
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Ainda com base nos dados da tabela 4.18, ao recorrer ao algoritmo 2 para deter-

minar Q0
1 solução do passo 1.1.2, podemos ver nas �guras abaixo o comportamento

oscilatório da evolução de ‖G‖ no decorrer das iterações para solução deste último

subproblema. É importante observar, que a �gura apresentada é um exemplo de

comportamento de ‖G‖, apenas para solução de Q0
1, no entanto é um comporta-

mento típico da norma do gradiente G.

Figura 4.3: Comportamento típico da norma do gradiente G, teste3.

Figura 4.4: Comportamento típico da norma do gradiente G, teste4.
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Capítulo 5

Conclusões e trabalhos futuros

Em geral, para os parâmetros θ2, θ3 e β os valores 0.8, 0.5 e 10−6 respectivamente,

funcionaram bem para os testes computacionais realizados.

Uma alternativa para o critério de parada do algoritmo 1 seria d(Λk
j ,Λ

k
j+1) > 0

e para o algoritmo 2,
∣∣ϕkj (Qk

j )− ϕkj (Qk
j+1)

∣∣ > 0.

Percebemos na solução da iteração principal em duas etapas como foi proposto,

que na primeira etapa, o valor do gradiente da função regularizada em Λ teve corpor-

tamento monótono decrescente, no entanto na segunda etapa, o valor do gradiente

da função regularizada em Q teve comportamento oscilatório, como é ilustrado nas

�guras no �nal do capítulo 4.

Como sugestão de trabalho futuro, propomos a adaptação do método de gra-

diente conjugado para variedades riemannianas, em SMITH [22], para substituir o

algoritmo 2 e uma variante do método de direção conjugada no caso riemanniano

para substituir o algoritmo 1.
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