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Resumo da Dissertacao apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obten¢ao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

CENTRO DE MASSA DE MATRIZES SIMETRICAS DEFINIDAS
POSITIVAS:DESCRICAO DE UM ALGORITMO E SUA IMPLEMENTACAO

Gleydson José Bianquini Couto

Agosto/2012

Orientador: Paulo Roberto Oliveira

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

Apresenta-se neste trabalho, uma evolucao do algoritmo de ponto proximal com
decomposi¢des de Schur, inicialmente proposto por GREGORIO e OLIVEIRA [I]
em 2009, aplicado a resolu¢ao do problema de centro de massa riemanianno (PCMR)
na variedade das matrizes simétricas definidas positivas. O método baseia-se na fa-
toracao de uma matriz simétrica definida positiva X na forma QAQ7T, onde A e
() sao matrizes diagonal definida positiva e ortogonal, respectivamente. Em nossa
versao, é proposta uma nova atualizacao para a matriz ortogonal ), tendo em vista
a estrutura riemanniana do grupo ortogonal Q™. A solucao da iteragdo principal,
passa entao a ser obtida em duas etapas iterativas e recursivas. Primeiro, fixamos
uma matriz ortogonal e obtemos a solucao de um problema nao-linear riemanniano
no conjunto das matrizes diagonais definidas positivas, que é isomorfo ao octante
positivo de R™. Depois fixamos a solucao obtida anteriormente e computamos a
solucao de um problema nao-linear riemanniano no grupo ortogonal QO". Em ambas
as etapas é empregado o método de Armijo generalizado para variedades riemannia-
nas e elas sao aplicadas recursivamente, nessa ordem, até que se obtenha a solucao
da iteracao principal. Ao final, sao apresentadas simulacoes computacionais para o

algoritmo.



Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

CENTER OF MASS OF SYMMETRIC POSITIVE DEFINITE MATRICES:
DESCRIPTION OF AN ALGORITHM AND ITS IMPLEMENTATION

Gleydson José Bianquini Couto

August /2012

Advisor: Paulo Roberto Oliveira

Department: Systems Engineering and Computer Science

It is presented in this work, an evolution of the proximal point algorithm with
Schur decomposition, first proposed by GREGORIO and OLIVEIRA [I] in 2009,
applied to solve the riemannian center of mass problem in the manifold of symmetric
positive definite matrices. The method is based on factorization of a symmetric
positive definite matrix X in the form QAQT, where A and Q are diagonal positive
definite and orthogonal matrices, respectively. In our version, we propose a new
update to the orthogonal matrix () that takes accounting the riemannian structure
of the orthogonal group OQ". The solution of the main iteration is obtained in two
iteractive and recursive steps. First, we fix an orthogonal matrix and we obtain the
solution of a nonlinear riemannian problem in the set of diagonal positive definite
matrices, which is isomorphic to the positive octant of R™. After we fix the solution
obtained above and compute the solution of a nonlinear riemannian problem in the
real orthogonal group Q™. In both steps is employed the generalized armijo method
on riemannian manifolds and they are applied recursively until the solution os the
main iteration be computed. Finally, some computacional simulations are presented

for the algorithm.
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Capitulo 1

Introducao

Historicamente, como destacado em DO CARMO [2], a geometria riemanniana é
um desenvolvimento natural da geometria diferencial das superficies em R3. Dessa
forma, é possivel transportar técnicas de otimizacao em R”, tais como método do
gradiente, Newton, ponto proximal, dentre outros, para variedades riemannianas.

A otimizagdo em variedades de Hadamard (variedades riemannianas completas,
conexas e de curvatura seccional nao-positiva) tem ganhado destaque devido ao
difeomorfismo entre tais variedades e o R™ (ver teorema de Holpf-Hinow e teorema de
Hadamard em DO CARMO [2], SAKAI [3]). Um resultado importante diz respeito
a unicidade dos segmentos geodésicos que unem dois quaisquer de seus pontos, fato
esse similar ao caso euclideano em que os segmentos geodésicos sao segmentos de
reta (nicos).

A variedade das matrizes simétricas definidas positivas munida da métrica dada
pela hessiana da barreira logaritimica para o problema de programacao semidefinida
padrao

F(X) = —In det(X) (1.1)

representa um exemplo de variedade de Hadamard (ROTHAUS [4]).

Em FERREIRA e OLIVEIRA [5] é introduzido um método de ponto proximal
com convergéncia global assegurada para determinar minimizadores de fungoes geo-
desicamente convexas em variedades de Hadamard.

A partir de MOAKHER [6], o problema de centro de massa riemanianno (PCMR)

no conjunto das matrizes simétricas definidas positivas é definido por

~ 1 < 2 (i
Xﬂggg+{§;d (X7X)},

onde X (i = 1,...,m) sdao matrizes simétricas definidas positivas previamente es-
tabelecidas e d(.,.) ¢ a distancia riemanniana em S%,, (ROTHAUS [4]), dada pela



métrica definida pela hessiana de (1.1)), definida por

N |=

dX',X) =) i 6(XTPXXT )|
I=1
onde 6;(A) é o l-ésimo autovalor de A.

Definimos a funcao objetivo do PCMR, por
1 & .
X)=:) d&*(X',X).
f( ) 2 — ( ’ )

Tal funcao é geodesicamente convexa estrita e coerciva (ver lema 4.1 em FERREIRA
e OLIVEIRA [5]), assim o PCMR possui tnica solugdo, que corresponde a uma
matriz X tal que o gradiente da funcio objetivo em X se anula, ou seja, para que

a solucao do PCMR seja calculada exatamente, deve ser satisfeita a condicao
grad f (X ) =0.

No entanto, computando a solugao por métodos iterativos, tal condicao pode ser
reescrita como

ngad f (X)H <€,

onde € é uma precisao fixada.

O (PCMR) de matrizes simétricas definidas positivas ¢ também conhecido como
média riemanniana de tensores, cujas possiveis aplicacoes podem ser encontradas na
teoria da elasticidade (COWIN e YANG [7]) e na difusao de imagens de ressonancia
magnética (BASSER et al. [8] e ARSIGNY et al. [9]).

Para problemas de otimizacao riemannianos, geodesicamente convexos, definidos
na variedade das matrizes simétricas definidas positivas, GREGORIO e OLIVEIRA
[1] propos uma metodologia baseada em fatoragoes de Schur para resolucao da itera-
¢ao principal do método apresentado em FERREIRA e OLIVEIRA [5], resultando
em um método denominado algoritmo de ponto proximal com decomposicoes de
Schur.

Neste algoritmo, a idéia consiste em decompor uma matriz simétrica definida
positiva X na forma QAQT, onde A e @ sdao matrizes diagonal definida positiva
e ortogonal, respectivamente. A resolucao da iteracao principal do algoritmo de
ponto proximal é substituida entao pela resolucao de uma sucessao de subproblemas
riemannianos cujas varidveis sao matrizes diagonais definidas positivas.

Em nosso trabalho, adaptamos a versao inexata do algoritmo introduzido por
GREGORIO e OLIVEIRA [1] a resolucdo do PCMR de matrizes simétricas defini-

das positivas. Além disso, uma nova atualizacao da matriz ortogonal () é discutida,



visto que depois de computar a matriz diagonal definida positiva A (solu¢ao do sub-
problema), GREGORIO e OLIVEIRA [I] estabelece que a variavel  é atualizada
de maneira a preservar o valor da funcao objetivo regularizada.

A solucao da iteracao principal passa a ser obtita em duas etapas iterativas e
recursivas. Na primeira etapa, é fixada uma matriz ortogonal () e obtida a solucao de
um problema nao-linear riemanniano na variedade das matrizes diagonais definidas
positivas 27}, que ¢ isomorfo ao octante positivo de R", o que simplifica o calculo
das expressoes da geodésica e do gradiente riemanniano.

Logo ap¢s, fixa-se a solucao obtida anteriormente, ou seja a matriz diagonal
definida positiva, e computa-se a solucao de um novo problema nao-linear rieman-
niano no grupo ortogonal Q", de forma que o valor da funcao objetivo regularizada
tenha seu valor minimizado. Para tal fim, é discutida a estrutura riemanniana de
O™ (métrica, geodésica e gradiente riemanniano).

Em ambas as etapas é empregado o método de Armijo generalizado para varie-
dades riemannianas, apresentado por YANG [10] e elas sao aplicadas recursivamente
até que a solugao da iteragao principal seja obtida.

No capitulo seguinte, sao relatados alguns conceitos preliminares sobre geome-
tria riemanniana e matrizes simétricas definidas positivas cujo objetivo é facilitar o
entendimento do problema e do algoritmo apresentados no capitulo 3, onde estao
presentes as principais idéias discutidas nesse trabalho. Em seguida, no capitulo 4,
sao abordadas rotinas para gerar aleatoriamente matrizes simétricas definidas po-
sitivas para os testes computacionais, cujos resultados sao expostos em tabelas. E
por fim, no ultimo capitulo, alguns comentarios sobre os resultados e sugestoes de

trabalhos futuros.



Capitulo 2
Conceitos preliminares

Neste capitulo serao abordados apenas alguns conceitos pertinentes a variedades
riemannianas, matrizes e algoritmo de Ponto Proximal no Cone das Matrizes Simé-

tricas Definidas Positivas, afim de facilitar a compreensao de nosso trabalho.

2.1 Alguns conceitos de geometria riemanniana

Nesta secao serao ressaltados apenas alguns elementos de geometria riemanniana,
conforme feito em GREGORIO [II]. Para demonstracdes de teoremas e maiores
detalhes ver em SAKAI [3] ou DO CARMO [2].

Definicao 2.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M,
nao vazio, e uma familia de aplicacoes biunivocas x,, : U, C R® — M de abertos U,

de R em M tais que:

(1) | Jxa (Ua) =M.

(2) Para todo par «, 8 com x, (U,) Nxg(Ug) = W # ), os conjuntos x,;' (W) e
Xgl (W) sdo abertos em R"™ e as aplicagoes x;l o x, sao diferencidveis.

(3) A familia {(U,,x,)} é maxima relativamente as condigoes (1) e (2).

Definicao 2.1.2. Seja M uma varidade diferencidvel. Uma aplica¢ao diferencidvel
v : (—€,€6) = M é dita uma curva diferenciavel em M. Sejam v (0) =p € M e D
o conjunto das funcdes de M diferencidveis em p. O wvetor tangente a curva v em
t =0 ¢é afungdo 7' (0) : D — R dada por

v =220 sen



Um wvetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curvae v, com
7 (0) = p. O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p é chamado de espacgo

tangente a M em p e serd denotado por 7,M.

Definicao 2.1.3. Uma métrica riemaninana em uma variedade diferencidvel M é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (, >p dife-

1
renciavel em T,M. E ||e|| / é a norma correspondente a (, ) dada por |v||, = (v,v)2,
v € T,M.

Uma variedade diferencidvel Ml munida de uma métrica Riemanniana é chamada
variedade Riemanniana.

Conhecida a métrica riemanniana, podemos calcular o comprimento de uma
curva diferencidvel + ligando dois pontos quaisquer p,q € M.  Considere
v i [t1, ta] = M satisfazendo v (t1) = p e v(t2) = ¢. Assim, o comprimento rie-

manniano de v é definido por

Lo = [ Ol 1)

t1

e a distancia riemanniana d entre p e ¢ defini-se como

d(p,q) = inf {L(y)}, (2.2)

vECh.q

onde C,, é o conjunto de todas as curvas diferenciaveis ligando p a ¢q. De forma
intuitiva, uma curva ligando p a ¢, tal que o comprimento desta curva seja menor
ou igual a qualquer outra curva ligando p & ¢, é conhecida como geodésica.

Seja a aplicacao exponencial exp, : T,M — M, que associa a cada v € T,M
a um ponto de M. Geometricamente, exp,(v) é o ponto de M obtido percorrendo
um comprimento igual a ||v||, a partir de p, sobre a geodésica que passa por p com

velocidade igual a HZ_H

Definicao 2.1.4. Uma variedade M é geodesicamente completa se para todo p €
M, a aplicacao exponencial exp, estd definida para todo v € T,M, ou seja, se as
geodésicas v(t) que partem de p estdo definidas para todos os valores do parametro
teR.

Veremos nos teoremas e uma propriedade geométrica similar & do R™,

que diz respeito a unicidade dos segmentos geodésicos ligando dois pontos quaisquer.

Teorema 2.1.1. (Holpf-Hinow) Seja M uma variedade Riemanniana e seja p € M.

As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) exp, esta definida em todo o T, M.



(2) Os limitados e fechados de M s@o compactos.
(3) M é completa como espaco métrico.
(4) M é geodesicamente completa.

(5) Existe uma sucessao de compactos K, C M, K, C int K,,1 e K, = M,
n

tais que se ¢, ¢ K, entao d(p,q,) — oo. Em que int X indica o interior do

conjunto X.

Além disso, cada uma das afirmacoes acima implica que

(6) Para todo ¢ € M existe uma geodésica ~y ligando p a ¢ com L(vy) = d(p, q).

Variedades Riemannianas completas, conexas e com curvatura seccional nao-
positiva sao ditas variedades de Hadamard. O teorema a seguir segue como aplicacao

do teorema [2.1.1

Teorema 2.1.2. Seja M uma variedades de Hadamard. Entao M é difeomorfa ao
espaco euclidiano R™, n = dim R™. Assim, para todo ponto p € M, aplicacao

exponencial exp, ¢ um difeomorfismo.

Cabe ressaltar a relevancia deste teorema, pois se M é uma variedade de Hada-
mard, entao M tem a mesma topologia e estrutura diferencidvel do espaco euclidiano
R™. De forma similar ao R", a propriedade geométrica que garante a unicidades dos
segmentos geodésicos ligando dois pontos quaisquer de M é preservada. Esse resul-
tado é valido para a variedade das matrizes simétricas definidas positivas, munido
da métrica dada pela hessiana de .

Definicao 2.1.5. Um subconjunto S de uma variedade de Hadamard M é dito
geodesicamnte convexo se para quaisquer par de pontos p e ¢ em S, o tinico segmento

geodésico que os une esta contido em S.

Defini¢ao 2.1.6. f : S — R é dita geodesicamente convexa (estrita) se a restri¢do

de f a qualquer segmento geodésico de S é uma fungio convexa (estrita).

Em outras palavras, a definicdo anterior assume que se v ¢ um segmento geodésico
conectando p,q € S, isto é, v(0) = p, v(1) = g e v(t) € S, para todo t € (0,1),
entao f é convexa se e somente se f (7 (1 — X)) < Af(v(0))+(1—=X) f(v(1)). Além
disso, para que f seja geodesicamente convexa estrita é necessario e suficiente que

a desigualdade seja estrita.



Teorema 2.1.3. Seja M uma wvariedade de Hadamard e p € M. A funcao
pp : M — R, definida por

pp(q) = %d2 (P, 4q) (2.3)

é geodesicamente convexa estrita e seu gradiente ¢ dado por grad p, (¢) = —exp;lp,

onde equ_lp ¢ o vetor tangente a geodésica que conecta ¢ a p, em q.

2.2 Alguns conceitos sobre matrizes

A seguir sao colocadas algumas defini¢oes e teoremas sobre os tipos de matrizes que
serao trabalhadas ao definir e resolver o problema de centro de massa riemanniano
(PCMR). A partir de LEON [12], sao destacados conceitos dentro do contexto de

matrizes reais R™*", de modo que fiquem adaptados ao algoritmo apresentado.

Definicao 2.2.1. No espago vetorial R™*" podemos introduzir o seguinte produto

(A, B)p =Y ayby,

i=1 j=1

interno

onde A, B € R™*" denominado produto interno de Frobenius, que pode ser expresso

ainda como

(A,B), =Tr (BTA). (2.4)

Definicao 2.2.2. Para o espaco vetorial R™*" a norma definida pelo produto in-
terno é chamada de norma de Frobenius e é denotada por | e| . Logo, se
A e R

Al = (A, 4))* = /Tr (ATA). (2.5)

A seguir relembramos o conceito de autovalores, assim como o autovetor asso-

ciado.

Definicao 2.2.3. Dada a equacao matricial
Ax = )x, (2.6)

se a equagao (2.6) tiver solugao nao-trivial x, dizemos que A é um autovalor de A e

x, 0 autovetor associado a A. Observe que a equacao (2.6) pode ser reescrita como
(A= X)x =0, (2.7)

donde podemos concluir que teremos solucao nao-trivial X, se somente se,
det(A — AI) = 0. Chamamos p(\) = det(A — AI) de polindomio caracteristico, cujas

7



raizes sao os autovalores de A. O ntucleo da trasnsformagao linear (A — AI), deno-
tado por N(A—\I) = {x € R"|(A — AI)x = 0}, se denomina autoespago associado

a . Qualquer vetor ndo-nulo do conjunto N(A — AI') é um autovetor de A.

Definicao 2.2.4. Uma matriz A, n X n, é dita diagonalizavel se existirem uma

matriz invertivel X e uma matriz diagonal D satisfazendo
X 'AX = D.

Neste caso dizemos que X diagonaliza A.

Teorema 2.2.1. Uma matriz A, n x n, é diagonalizavel se e somente se A tem n

autovetores linearmente independentes.

Demonstracao. Suponha que A tem n autovetores linearmente independentes
X1,X2, ..., X, Seja \; 0 autovalor associado a x; (i = 1,...,n). Alguns \;’s podem
ser iguais. Seja X a matriz cujo j-ésimo vetor coluna ¢ o vetor x; (j = 1,...,n).

Entao Ax; = A\;x; € o j-ésimo vetor coluna de AX. Logo,

AX = (Axy, Axg, ..., Ax,)
= (Mix1, AoXa, ..., A\nXy)
A1
A2
= (x1,X2,...,Xy)
An
= XD.

Como X tem n colunas linearmente independentes, X é invertivel e, portanto,
XD=AX & X 'XD=X'4AX < D=XTAX.

Reciprocamente, suponha que A é diagonalizavel. Entao, existe uma matriz
invertivel X tal que AX = XD. Se xi1,Xs,...,X, s20 os vetores colunas de X,
temos Ax; = \;x;, onde \; = d;; (j = 1,...,n). Logo, para cada j, A\; é um
autovalor de A com autovetor associado x;. Como as colunas de X sao linearmente

independentes, A tem n autovetores linearmente independentes. [ |
Defini¢ao 2.2.5. Uma matriz A é dita simétrica se A = A’

Teorema 2.2.2. Todos os autovalores de uma matriz simétrica sao reais. Além

disso, autovetores associados a autovalores distintos sao ortogonais.



Demonstracao. Seja A uma matriz simétrica. Seja A um autovalor de A e seja x um

autovetor associado. Se o = x'Ax, entao
a=a = (xtAx)t =x'Ax = qa,
logo « é real. Temos que
o =x'Ax = xAx = A ||x|?

e, portanto,
o

~ e
[l

é real. Se x; e X, sdo autovetores associados a autovalores distintos A\ e A\g, respec-

A

tivamente, entao

t
(Ax))" xo = x[ A%y = x Axy = xE Aoxy = Mox!xy

(AXl)t Xo = (XéAXl)t = (th/\1X1)t — ()\1Xt2X1)t _ )\1Xt1X27

logo,

t t
/\1X1X2 = )\2X1X2,

que implica em

)\1X3X2 — /\QXt1X2 - ()\1 - )\2) Xng =0

e, como Ay # Ao, temos

X%y = (x1,%z) = 0.
|

Definicao 2.2.6. Uma matriz (), n x n, é dita ortogonal se seus vetores colunas

formam um conjunto ortonormal em R".

Logo, @ ¢ ortogonal se e somente se Q7Q = I. Segue que
QtQQfl — [Qfl = Qt — Q—l'

Corolario 2.2.3. Se os autovalores de uma matriz simétrica A forem distintos,

entao existe uma matriz ortogonal ) que diagonaliza A.

Demonstracdo. Seja x; um autovetor associado a \; para cada autovalor \; de A.

Seja q, = x;. Entao, q, € um autovetor unitario associado a \; para cada i. Pelo

i
teorema 2.2.2) {q,,dy,.-.,q,} ¢ um conjunto ortonormal em R™. Seja () a matriz



cuja i-ésima coluna ¢ o vetor q, para cada ¢, entao () é ortogonal e diagonaliza A.
|

Teorema 2.2.4 (Teorema de Schur). Se A é uma matriz n X n, entao existe uma

matriz ortogonal ) tal que Q'AU ¢ triangular superior.

Demonstracao. A demonstracao é por inducdao em n. O resultado é 6bvio para
n = 1. Suponha que a hipotese é valida para matrizes k£ X k e seja A uma
matriz (k+1) x (k+1). Sejam A; um autovalor de A e w; um autovetor asso-
ciado. Usando o processo de Gram-Schimidt!, construa ws, ..., w;,; de modo que
{W1,Wa,...,Wy,1} seja uma base ortonormal para Rl Seja W a matriz cuja i-
ésima coluna é o vetor w; (¢ =1,...,k+1). Entdo, por construcio, W é ortogonal.

A primeira coluna de W'AW vai ser W'Aw,. De forma que
WtAwl = Wt/\lwl = )\1WtW1 = )\191.
Onde e; = (1,0,0,...,0)". Entdo W!AW é uma matriz da forma

)\1 X ... X
0

0

onde M é uma matriz k X k. Pela hipotese de inducao, existe uma matriz k x k

ortogonal V] tal que V/MV; = Ty, onde T é triangular superior. Seja

Entao V' é ortogonal e

!'Dada uma base de um espaco vetorial munido de produto interno, é um processo utilizado
para encontrar uma base ortonormal. Ver detalhes em LEON [12].
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)\1 X ... X

VEHIWEAW)V =
VIiMVy

A1 X ... X

=T

Seja Q = WV. A matriz () é ortogonal, ja que
QQ=WV)WV =VW'WV =1

e QAQ =T. m

A fatoracao da matriz A = QT Q" é conhecida como a decomposi¢ao de Schur

de A. No caso em que A é simétrica, a matriz 17" é diagonal.

Teorema 2.2.5 (Teorema Espectral). Se A é simétrica, entao existe uma matriz

ortogonal () que diagonaliza A.

Demonstracao. Pelo teorema [2.2.4 existe uma matriz ortogonal ) tal que Q*AQ =

T, onde T é triangular superior. Veja que,
T = (Q'AQ)' = Q'A'Q = Q'AQ =T.
Logo, T' é simétrica e, portanto, tem que ser diagonal. [ |

Definicao 2.2.7. Uma matriz A real simétrica n x n é dita
i) definida positiva se x'Ax > 0 para todo x € R" néo nulo.
ii) definida negativa se x’Ax < 0 para todo x € R nao nulo.
iii) semidefinida positiva se x'Ax > 0 para todo x € R™ nao nulo.

iv) semidefinida negativa se x'Ax < 0 para todo x € R™ nao nulo.

Teorema 2.2.6. Seja uma matriz A real simétrica n x n. Entao, A é definida

positiva se e somente se todos os seus autovalores sao positivos.

11



Demonstracao. Se A é definida positiva e se A é um autovalor de A, entao, para

qualquer autovetor x associado a A,
2
x'Ax = x'Ax = Mx'x = M |x||”.

Logo,
x! Ax

= a2
[l

Reciprocamente, suponha que os autovalores da matriz A sao positivos. Como o

> 0.

produto de todos os autovalores é igual ao determinante de uma matriz, entao o
determinante de A é nao-nulo, ou seja, matriz A é invertivel. Seja {x1,Xs,...,X,}

um conjunto ortonormal de autovetores de A. Se x pode ser escrito como
X = X] + QeXg + ... + X,

onde

n
a;=x'%; para i=1....n e Y () =|x|*>0
=1

Temos entao, que

xIAx = (anx1+ .. 4 o) (g dxg + . apeXy)
= > ()’ N
=1
> (min \;) ||x]]* > 0,

e, portanto, A é definida positiva. [ |

Denotemos por S o conjunto de matrizes simétricas definidas positivas, por
S% o conjunto de matrizes simétricas semidefinidas positivas e por S™ o conjunto de
matrizes simétricas. De forma andloga, denotemos por )}, o conjunto de matrizes
diagonais definidas positivas, por 2} o conjunto de matrizes diagonais semidefinidas

positivas e por 2" o conjunto de matrizes diagonais.

2.2.1 Exponencial e logaritmo de uma matriz

Dado um escalar a, a exponencial e* pode ser expressa como uma série de poténcias
1 1
e"=14+a+—a’+=a’+ ...
2! 3!

Analogamente, para uma matriz A n x n, podemos definir sua exponencial e

12



através de uma série de poténcias convergente
A Lo, 13
Para uma matriz diagonal

A
A

é facil calcular sua exponencial:

1 1
e = lim <I+D+—D2+...+—Dm>
21 m)!

m—00

N 1k
> wM
k=1
= lim
m—0o0
N 1k
k=1
eM
e

E mais dificil calcular a exponencial de uma matriz geral A nxn. Se, no entanto,

A for diagonalizavel, entao

AF = XDFX™' para k=12, -

e, portanto,
e = X({I+D+4D*+ D3+ ---) X!

= XePX 1
De uma forma geral, adaptado de GOLUB e LOAN [13], se A = QTQ" é a

decomposicao de schur de A entao

fA)=Qf(T)Q" (2.9)
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No entanto, no caso de A ser diagonalizavel, a equacao (2.9) pode ser escrita como
fA=Xf(D)Xx"

Em que f (D) = diag (f(di1), f(dz2), -, f(dun))-
Sendo assim, o logaritmo natural de uma matriz A diagonalizavel, denotado por

In (A), pode ser calculado por

In(A) = XIn(D) X"

2.2.2 Espaco tangente & S”_ : produto interno e norma

De acordo com MOAKHER [6], o espaco tangente & S7,_ em X, denotado por

T'x ST, é o espaco de matrizes reais simétricas S™, ou seja,
mn _ n
TxSY, =5"

para todo X € S% .

Seja X € ST, um ponto fixo. A métrica riemanniana em 7Tx S ,, com respeito
a hessiana de (1.1]), é dada por

<517SQ>X = <FN (X) Sl’ SQ>F7 (2'10)

Sl, 52 € TstJr.
Em GREGORIO [I1], na demonstracio da proposicdo 2.3.1, analisando as dife-
renciais de

F(X) = —In det(X),

conclui-se que F” é a transformacao linear que satisfaz
F'(X)H=X"'HX " (2.11)

com H € S™. Segue ainda, que a relagao inversa a relacao dada em (2.11)) ¢ dada
por
[F"(X)]'H=XHX. (2.12)

A partir de (2.11)) conclui-se que (2.10)) pode ser reecrita como
<51, SQ>X == <X_151X_1, SQ>F =Tr {X_151X_152} s

onde Si,5; € Tx ST, . A norma associada de um vetor em em T'xS%_, localmente
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em X, é definida por

1Slly = 1/45.8)x = (" (X) 8.8) = J(X18X1,8) . = /Tr {X- 15X 15,

onde S € T'x S .

2.2.3 Distancia e segmento geodésico em S,
Sejam A, B € S%,, denote por 6;(X) o l-ésimo autovalor de X, [ =1,--- ,n. De
acordo com ROTHAUS [4], a distancia riemanniana d(A, B) entre A e B, com

respeito a métrica riemanniana definida pela hessiana da fungao barreira (1.1)) é

dada por

2

d(A, B) = (2.13)

> in? 6,(ATEBATE)
=1

e seja v : [0,1] — ST, de acordo com teorema 6.1 NESTEROV e TODD [14] o

tinico segmento geodésico conectando A a B é dado por

(t) = A (A—éBA—%)tA%. (2.14)

Note que, sendo « o tnico segmento geodésico ligando A e B tal que y(0) = A e

7(1) = B,
ea:leB =4(0) = A2Ln (A_%BA_%> A%,

onde ¥(t) denota a derivada de v com respeito a t.

2.3 Algoritmo de Ponto Proximal no Cone das Ma-

trizes Simétricas Definidas Positivas

Como o objetivo deste trabalho é apresentar uma evolucao do algoritmo de ponto
proximal com decomposi¢oes de Schur, aplicado a resolucao do problema de centro
de massa riemanianno (PCMR) na variedade das matrizes simétricas definidas posi-
tivas, seguem a descricao do método de ponto proximal nesta variedade e o esquema
de algoritmo, proposto por GREGORIO e OLIVEIRA [I], onde maiores detalhes e
demonstragcoes podem ser encontrados.

Considere o problema

min {f (X)}, (2.15)

Xesn

onde f & uma funcao geodesicamente convexa em S7_ .

Dados 8° e X° € S, a metodologia de ponto proximal consiste em gerar uma
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seqiiéncia de minimizadores (X k) ke definida por

k_n 1 1
XH = argmin {f (Y)+ % Z In? 6, (Xk_? Yy X* 2)} : (2.16)

vest, =1

com S3* satisfazendo
=1
> o = oo (2.17)
k=0

Em FERREIRA e OLIVEIRA [5], a convergéncia global do algoritmo de ponto
proximal é assegurada para a classe de funcoes geodesicamente convexas, com
respeito & métrica (2.13)).

Baseado na metodologia de ponto proximal apresentada em FERREIRA e OLI-
VEIRA [5], GREGORIO e OLIVEIRA [I] proporam o seguinte esquema de algo-

ritmo

Algoritmo de Ponto Proximal (versdo inexata). Dados 3% ¢ > 0 e X° = 0;

k — 0;
Passo 1 enquanto 0 ¢ df (X*) faca

Escolha Af € ., Qk e O™

Vi = (X4 Qpasat” (X);

J—0;

Passo 1.1 enquanto ﬁkexp;,jiXk ¢ O f (YF) faca
Afyr = argmin {¢f(A) +B*pr(A)};

Yt
Y T
(A%, Q4] = Schur (QEA%, QF");
1 1
ko _ (vk\z Ok Ak OKT (yk)3.

Y}-‘rl - (X )2 Qj-i-lAj-i-le-H (X )27

atualizar j e retornar para o passo 1.1;
fim;
X+ — }/}k;
atualizar 3%, ", k e retornar para o passo 1;

fim.

Onde Of (X) representa o subdiferencial de f em X e se f é diferenciavel, pode

ser escrito como grad f (X).
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Capitulo 3

Problema de Centro de Massa e

algoritmo proposto

3.1 Descricao do Problema de Centro de massa

Como descrito em MOAKHER [6], o problema de centro de massa riemanianno

(PCMR) no conjunto das matrizes simétricas definidas positivas é definido por

min {Xm: d? (XZ‘,X)}, (3.1)

xest, | &

onde X' (i = 1,...,m) sdo matrizes simétricas definidas positivas previamente es-
tabelecidas e d(.,.) é a distancia riemanniana em S7_, definida em ([2.13)).

Seja a funcao objetivo do PCMR ¢é definida por
1 — :
X)=- (X', X
que é a adicao de m funcoes f*: St, =R i=1,...,n, dadas por
) 1 )
"(X) = d* (X, X). 3.2
£1(X) = 5 (X7, ) (32)

Pelo teorema [2.1.3] a funcao objetivo do PCMR é geodesicamente convexa estrita.
Como tal funcao é coerciva (ver lema 4.1 em FERREIRA e OLIVEIRA [5]) o PCMR
possui tnica solucao.

Seja 4" : [0,1] — ST, o segmento geodésico ligando X a X' em S . De acordo
com teorema 6.1 NESTEROV e TODD [I4] o tnico segmento geodésico conectando
XaX'é

, 1 1o\ 1
Si(t) = X3 <X PXTX ) X3, (3.3)



sejam Q' e A" matrizes ortogonal e diagonal, respectivamente, tal que
15 1 s T
X2 X'X72 =Q'N'Q" (3.4)
entao da equacao anterior,
. t L
(X—%XZX—%) — QA" Q".

Temos que v* é diferencidvel e denotando por 4(t) sua derivada com respeito a t,

vem que

. 1 1 . 1 t 1 . 1 1
4i(t) = X3 <X*5X’X*§> Ln <X*§XZX*§> X3,
De forma similar, a partir da equacao (3.4), temos que
Ln (X*%XiX*%) — Q'Ln NQT,

onde Ln A’ é a matriz diagonal cujos elementos da diagonal sdao os logaritmos na-
turais dos elementos da diagonal da matriz A’

Em geral, para uma matriz real simétrica S, a geodésica em S, que tem um
ponto inicial X € S, e velocidade S, em X, é definida por v(t) = expx (t5), cuja
forma explicita é apresentada por MOAKHER [6] como

1 1
() = Xz 7N X, (3.5)

SAKAI [3] estabelece que as fungoes f*, i = 1,...,m descritas em (3.2) sdo

diferenciéveis e seus gradientes naturais, em T'x.S”_, sao dados por
grad f*(X) = —expy' X', (3.6)

onde expy' X é o vetor tangente ao segmento geodésico 7¢, cuja expressdo e dada
em (3.3), em ¢t = 0, dado por

N

expyt X' = 41(0) = X3 Ln (X*%XiX*%) X3,

As observagoes acima implicam que

grad f1(X) = —X%Ln (X*%XiX*%) X3

que

grad f(X) =~ X:Ln (X*%XiX*%) X3 (3.7)
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e ainda que a solu¢do X do (PCMR) é caracterizada por
grad [ (X) ==Y XiLn (X3X'X4) X~ 0, (3.8)
Desde que

i (X0XX3) X3 = X3 Y [In (X3x0X 1) | X

gt

S1 , . ~ .
e X2 é nao singular, a equacao 1) pode ser reescrita como

ZLn( iy X") —0.

Para que a solugao do (PCMR) seja calculada exatamente, deve ser satisfeita
a condi¢ao (3.8). No entanto, computando a solugao por métodos iterativos, a

condigao (3.8)) pode ser reescrita como

lgrad f(X)|| = llgrad fllx < e, (3.9)

onde € é uma precisao fixada.
Uma vez que grad f ¢ calculado locamente em X € S, entdao sua norma é

calculada locamente por

lgrad flly € /Tr{XTlgrad f (X)] X [grad J (X)]}

@ \/Tr{Xl [—ZX%Ln (XéXZ'X§>X5] - {
=1

1 Ms
ML
>
g

A igualdade (1) segue como descrito na equagao (2.2.2), a igualdade (2) segue
da substituicao de grad f dado em (3.7, a igualdade (3) segue da propriedade do
traco, Tr (AB) = Tr (BA), e a igualdade (4) segue da norma de Frobenius, dada

em (23).

Desde que

lgrad flx =
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a condigao (3.9)) pode ser reescrita como

m

S In (X‘%XZX‘%)

=1

< €.

F

3.2 Algoritmo para o PCMR

De acordo com o que foi discutido, a versao inexata do algoritmo inicialmente pro-
posto por GREGORIO e OLIVEIRA [I] pode ser reescrito como:

Algoritmo SDPProx versao inexata. Dados ¢, 5%, ¢ > 0 e X° = 0;

k— 0;

> ¢ faga
F

n S 1
Passo 1 enquanto ZLn <Xk *XiXH 2)
=1

Dados Af € Q. ,QF € O™

1 1
Yo = (X*)? QEARQE (X*)*:
J—0;

Passo 1.1 enquanto > " faga

Z Ln <}/;k_?X1Y7k_7> + /BkLH <}/;k_?Xkyjk’_?>
=1

F
Passo 1.1.1 calcular A% | = argmin {¢¥(A) + 8*p;(A) };
rean,
< T
(A%, Q4] = Schur (QEA%, Q5"
, 1 . 1
Vi = (X%)? Q7 AL, Q5 (XF)%
atualizar j e retornar para o passo 1.1;
fim;
Xk+1 _ Yk
Vi 3
atualizar 3%, ", k e retornar para o passo 1;

fim.

O teorema 2 em GREGORIO e OLIVEIRA [I] estabelece que a sequéncia gerada
pelo algoritmo converge para o minimo de f se a hipotese de convexidade é garantida,

com respeito & métrica Riemanniana dada pela hessiana de (1.1, e as sequéncias

{6k}k€N e {ek}keN satisfazem

00 1 00 e €k
Z @ = 400, Zek < +o0 e Z @ < +00. (3.10)

Para atender estas condicoes, basta tomar por exemplo a sequéncia {ﬂk}keN
[0.9]

constante e a série Y €® como uma série geométrica convergente.
k=0
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3.2.1 Calculo de A;‘?H

Note que a fungdo f, i =1,...,m, definida em (3.2), ¢ dada explicitamente por

).

Nl

Fi(X) = %i In%6), (Xr%XXr

=1

Defina gb;?i Q% — R por

ki _gi (kB Ak A AR yRE
o () = (XM QEAQY X)) (3.11)
Assim, de acordo com (3.2)), a equagao (3.11)) pode ser reescrita como

1 . 1 1
o (1) = 5 (X, XM QAAQ X ).

J

ou ainda, de forma explicita, como

1 — 11 PR
o (A) =5 Dm0 (X7 XM QEAQ) X x ).

J
=1

1 1 T 1 1
” . = . k T . —
Denote por W;’“ a matriz X’ * X" Q¥ Assim, note que W;* = Q¥ X** X" %,
L. . . ’ KT ~
com VV;C’ nao-singular (inversivel) e WfLAWj‘ , simétrica. Pode-se entao escrever a

funcao qb;“ como
o (1) = 5 D 2 (WrAwS ).
1=1

De acordo com a defini¢do 4.5.4 em HORN e JOHNSON [15], as matrizes A e
WfiAW/fiT sao T congruentes. O teorema espectral para matrizes simétricas indica
que existe uma matriz Qf ortogonal tal que Q?”TWfiAM/fiTin = Ef", onde Ef é
uma matriz diagonal com autovalores de I/VfiAWfiT em sua diagonal. Desde que a

matriz I/V]k’ é fixada, Zfi é uma aplicacdo continua que depende de A, indicado por
ki __ sk;
u =3 (A).

De acordo com RINEHART [I6], Eé‘f" e Q?" sao aplicacoes diferenciaveis, com re-
T T

speito a W/fiAWf" desde que todos os autovalovalores de Wf"AI/Vfi sejam distintos,
T

para toda A € Q7. Como Wfi/\ﬂ/fi é uma aplicacao que depende de A, temos

que
kij kij
2 =5 (M1, M)

T ..
Se WfiAW/fi tem algum autovalor El;ff, 1 < g < n, com multiplicidade > 2, para

algum A € 0}, entao a diferenciabilidade desse autovalor, com respeito a A, nao é
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garantida. Entretando, SUN e SUN [17] mostra que autovalores de matrizes simé-
tricas positivas sao funcoes semidiferenciaveis dos elementos da matriz.
Por outro lado, existe uma correspondéncia um a um entre os elementos de €7}
e os elementos de R’ ,
QO — RY,
A — X=diag(A),

onde diag(D) é o vetor cuja i-ésima componente é o elemento D; da
matriz diagonal D.

Agora, podemos trabalhar com gbf : R, —— R. Isto simplifica o calculo do
gradiente euclideano de 925;‘3@ denotado por ngfi (A). Note que, gb?i pode ser escrito

de outra forma, como
_ 1 ¢ i
¢ (N) = 521712 <Uz J) 7
=1

com o*i € R" dado por o7 = diag (Ef) Supondo que todos ;7,1 <[ <n, sao

distintos, segue que a g-ésima componente de ngﬁ?i (M) é dado por

" In(o}) Do)

(Vo5 ), =D 5= (3.12)
O'l q

=1

Em GREGORIO [I1], na definicio 1.2.8 é observado que o gradiente rieman-
niano de uma funcao diferenciavel f, denotado por grad f, depende da métrica
riemanniana. Em particular, se a métrica é dada por uma matriz nao singular G (e)

entao

grad f(p) =G ' (p) f' (p), (3.13)

onde f’(p) é a derivada usual de f no ponto p. Assim, decorre da relagdo rieman-
niana que o gradiente riemanniano de gzﬁ?" em 15}, denotado por grad qb?i,
satisfaz

grad ¢f (A) = [F" (A)]7 Vo' (), (3.14)

onde " (A) é a hessiana de , em A. Segue da relacao (2.12)), que
1o ik _ i
[F" (N)] Vs (A) = AVe; (A) A (3.15)

Uma vez que A é substituido por A\ = diag (A), a relagao (3.14) pode ser reescrita
como

grad ¢ (A) = (A®\) @ Vgl (A), (3.16)

onde (x1,Z2,...,%n) © (Y1,Y2, - - - Yn) = (X191, T2ya, - . . , Tpyy,) Tepresenta o produto

de hadamard entre vetores do R™. Portanto, a ¢-ésima componente do gradiente
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riemanniano de ¢;* em A, é dada por

( d gbkzo\)) _ )\2 Z ln(‘jl ' )aal (3 17)
grad ¢; .= N —O_kij —8)\q . .
l

=1

Assumindo que todos alk”, 1 <1 < n, sao distintos, a equacao esta bem
definida. No entanto, na pratica grad gzﬁf (A) nao pode ser calculada explicitamente
pois nao temos a regra analitica para Ef com respeito a A ou nao é possivel garantir
que todos af”, 1 <1 < n, sao distintos.

Por outro lado, para cada A € Q7. Ef (A) pode ser computada exa-

tamente. Isto implica que uma aproximacao para a derivada direcional
K. .07 (At hey) — a7 (M) T :
O'ZJ()\,eq):}lll_% L ; L , onde e, = (0,...,1,...,0)" € R", isto
kij
o
é, a derivada parcial 8)1\ , pode ser computada a cada iteracao usando um método
q

de extrapolagao. Por exemplo, podemos calcular o quociente de um lado

a7 () — 0 ()

Ao = 3.18
O-lq h ? ( )
ou diferenca quociente central
B ij /\Jr _ U(NT
Ao_lk;” — O-l ( ) O-Z ( ), (319)
h
onde AT = XA+ he, e A~ = X — he,, com h > 0 suficiente pequeno. De acordo com

STOER e BULIRSCH [I8], o segundo caso ¢ uma melhor aproximac¢ao no caso de
um método de extrapolacao.
Na pratica, substituimos a ¢-ésima componente de grad gbf (\), dada em m

por uma aproximacao dada por

n

kij
(grad o (V) =223 ) Aol

! =1 0
Desde que (15;? (A) = Z qﬁf" (A), temos que
i=1
— » o o In(o]) i
(grad o7 ()\)) =\, Z i Aoy’
! =1 =1 9

Note que m ¢§f (A) é uma aproximagao para algum subgradiente de ¢§?, em \.

A regularizacao pr (A) = d? (I, A) nesta etapa do algoritmo de ponto proximal
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também pode ser escrita como uma funcao de R}, em R, como
n
pr(A) =) In’\.
=1

E facil ver que a g-ésima componente gradiente euclidiano de p; é dada por

In (Ag)
A

(Vor (M), =

e mais uma vez, pelas relacoes (3.13)), (2.11)) e (2.12)) para a funcao p;, segue que

(grad pl<)\>>q = Agln(Ag).
A geodésica (3.5)), restrita a €277, , pode ser escrita na forma de um vetor como
V() =A@ e,

para algum vetor s € R", onde \™! é o vetor cuja g-ésima componente é o inverso

Z2

e .., e"™), para algum x € R".

da g-ésima componente de A e e = (e
Agora, podemos enunciar um método iterativo para resolver o problema do passo
2

1.1.1 do Algoritmo SDPProx versao inexata

Algoritmo 1. Dados 5]’? >0eAeQf;
A = diag(N);
computar g = [g/r\c;l o + BFgrad pl] (\);

Passo 1 enquanto ||g|| > 6F faga

d = —g;
a = argmin { [¢f + 851l (A © et’\%@d)};
>0

A=\ e 0
Atualizar g retornar para o passo 1.
fim.

Note que, no algoritmo 1, o é calculado exatamente. Na pratica, empregamos o
algoritmo de Armijo generalizado, presente em YANG [I0], para computar aproxi-

madamente o passo «.
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3.3 Nova atualizagao para Qé‘-’ .1 € modificagao do al-

goritmo proposto

O algoritmo SDPPror, em GREGORIO e OLIVEIRA [I], atualiza a ma-
triz Q¥ depois de computar A%, através de uma decomposicdo de schur de

QkA]HQ;‘?T. Eles estabelecem que o valor da funcao (f + B¥pxr) no novo ponto

1
Y‘k; — k 2 Nk Ak: A 1
Jj+1 = ( ) Q]Jrl ]+1Q]+1 ( ) (& preservado, com respelto ao valor da mesma

fungio em Y}, = (X ) Q§+1A§+1Qj+1 (X ) ; isto &,
F () + 8% (Vi) = F (Vi) + 8% (Vi) -
Nesse ponto, iniciamos uma nova atualizacao para Q%,, que satisfaz
FOEL) + B85 (V) < F (Vi) + 85 (V) -

Seja O™ C R™™, o conjunto das matrizes ortogonais reais, denominado grupo orto-

gonal. Fixado o iterado _/_\fﬂ, defina gpé‘-”i, ¥ : O" — R como

1

A (Q) = —d2 (X X QRE,, QXM ) = ;Tr {Ie? (XXM QAL @ xH X ) ]

e

b (Q) = d2 <Xk X+ OR +1QTXk2> - %Tr {Ln2 (Xk b xR QAR QT XM X1 )}

Por similaridade de QA +1QT e A]H, a ultima equacao mostra que 1 é escrita como
0(Q) = 5Tr{Ln* ()},

que ndo depende de Q. Isto implica que ¢ (Q) = ¢ (Q?) para todo @ € O, ou seja,
1 é constante.

Denote gof : 0" — R por

Definimos o iterado Q;‘? 1 como uma solugao local do problema

ereli%)n {(¢} +8v) (@)}

Uma vez que 9 é constante, podemos omitir a ultima parcela da soma na funcao
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objetivo do problema acima. Portanto, Q? 41 € uma solugao local do problema

Qneli%)" {¢] (@)}

Proposicao 3.3.1. gog‘? possui minimo global em Q™.

Demonstracao. Desde que O™ é compacto e goé? é continua, a proposicao segue ime-

diatamente como uma consequéncia do teorema de Weierstrass. [ |

Com isso, propoe-se o algoritmo modificado M.SDPProx onde a matriz () é

atualizado conforme acima

Algoritmo M SDPProx versao inexata. Dados €, 3%, 6" > 0 e X° > 0;

k— 0;

> € faga
F

Passo 1 enquanto

m S
> (x4 xt )
i=1
Dados Af € Q7. ,QF € O™
1 1

Yo = (X*)? QEARQE (X*)%:
Jg—0

> " faca
F

Passo 1.1 enquanto ZLn <ij_§Xink_7> + B*Ln <Yj’“_§Xijk_§>

i=1
Passo 1.1.1 calcular A%, | = argmingeqn {F(A) + BFpr(A) };
Passo 1.1.2 c?lcular Qfﬂ € argmiln {gp? (Q):Q € On};

= T =
Vi = (X%)2 Q7 AL, Q5 (XF)%
atualizar j e retornar para o passo 2;

fim;
k1 _ k.
X =y,
atualizar 3*, ", k e retornar para o passo 1;

fim.

3.4 Estrutura riemanniana de Q"

O™ é um espaco métrico compacto com respeito a métrica ||Q1 — Q2|,, onde para
uma matriz quadrada Ay xn, [|All, = supjx|,=1,xern || AX]],. Este resultado é apresen-
tado com detalhes em PUTNAM e WINTNER [19]. HORN e JOHNSON [15] tam-
bém cita este resultado para Q", como um caso particular do conjunto de matrizes
unitrias. Como para toda matriz @ € O™, ||Q||, = (Tr QTQ)% = (Tr I)? = /n,
O™ é limitado. Pela argumentacao presente no Lema 2.1.8, em HORN e JOHN-
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SON [15], desde que O™ pode ser visto como um subconjunto particular do espaco
euclidiano R"Q, Q™ é fechado. Estas consideracoes implicam que Q™ é compacto.
Por outro lado, alguns fatos sobre grupos ortogonais, como espaco tangente, mé-
tricas, gradientes naturais e geodésicas na forma riemanniana, com relacao ao pro-
duto interno (X1, Xa), = TT{(QXQ)T QXl} = Tr {XITQTQX,} = Tr {XIX,}
no espago tangente de 0" em () € O", denotado por ToO", sao apresentados em
uma breve revisdo em NISHIMORI e AKAHO [20]. Neste trabalho, eles mostram
que o espaco tangente & Q" em [, denotado por 770", é o conjunto de matrizes

anti-simétricas, ou seja,
T,0" = {X e R""/X" = -X}.

Eles concluem que o espago tangente a Q" em (), denotado por ToQO", é obtido por

uma translacdo a esquerda (ou a direita) de 770", isto &,
To0" = {X e R”"/X"Q+ Q"X =0} .

A geodésica em O", com () como ponto inicial e velocidade V' € ToQO", é outro
importante fato presente em NISHIMORI e AKAHO [20]. Esta pode ser computada

através da aplicacao exponencial para matrizes

00 k
K (1X)
=y AL

k=0
de duas maneiras equivalentes

(1) =evQ,
ou

L(t)=Qe".

Para finalizar esta revisao sobre a estrutura riemanniana de OQ", o gradiente
natural de uma funcao f : O" — R, em (), com respeito a métrica em THO"
definida por

(X1, Xo)g =Tr {X5 X1},

é dado por X
grad £ (Q) =5 (VF(@Q - QIVF (@) Q), (3.20)
onde V[ (Q) é o gradiente euclidiano de f em Q.
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3.5 Meétodo iterativo para computar Q7

Na secao anterior alguns aspectos de compacidade de Q" e a existéncia de Q?H

foram discutidas. Para computar Q;? 11, 0 método do gradiente geodésico em O

pode ser explorado. Para conseguir isso computamos o gradiente euclidiano de goé?.

Lema 3.5.1. Dada A (t), B (t) € R"", ¢t € R ser caminho suave. Entao

[A)B (1) =A'(t) B(t)+ A(t) B'(1).

Demonstragao. Denote C'(t),D (t),E (t) € R™™, t € R, onde C (t) = A(t) B (t),
D(t) = A (t)B(t), E(t) = A(t) B'(t). Desde que A(t), B (t) sdo diferenciaveis,
com respeito a t, todos os elementos ¢;;(t) de C (t) sdo fungdes diferenciaveis, com

respeito a t, e
¢ (t) = (Z i, (t) b (t)> = (Z @y, (t) b (ﬂ) + <Z air, () b (t)> = di; (t)+ei; (1)

Portanto, concluimos que

e segue o lema. [ |

1 1 1 1 1 1
Como X' *X*?(Q) & nao singular e A¥ | € 7, X" *XF2QAY  QTXF* X" ? ¢

simétrica definida positiva, para toda matriz ortogonal () € Q.

Proposigao 3.5.2. Seja ) (t) € O™ um caminho suave. Defina

Nl

o=

REi (1) = XP P XF2Q () AF,,Q (1) XP° X°

j+1

9(1) = &5 (Q 1) = 5 Tr {Ln”R" (1)}

a derivada de g, com respeito a t, ¢ dada por
1 1 _ 1 1
g (1) =2 <Q’ (1), X* X7 Ln RM (1) RY ' (1) X7 2 X*2Q (1) A§+l> . (3.21)
F

Demonstrag¢do. Como RFi (t) é simétrica definida positiva, para todo t € R, a pro-
posi¢ao 2.1 em MOAKHER [6] estabelece que

J (t)=Tr {Ln RE (t) RY ' (t) R¥ (t)} .
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De acordo com o lema [3.5.1]

, 1 1 L1 1 1 Lo
R(t)=X"*XPQ AL XX +XT XM Q) AL, (1) XM X

NI

J+1

Isto implica que

—
N

gt =

—~
Nl

Nl

Tr{Ln RS (0) B9 () XXM Q) AL Q () X X
+Tr {Ln B8 (1) B (0) X0 XM Q (1) A, Q (0 XH X

Nl
W—/

Tr{ AL, Q () XM X L BR (1) RV (6 XX Q ()]
Ty {Xk%xf%fzn RS () RE () XXM Q (1) AR, Q) "}

Tr{ AL, Q () XM X L BR (1) B (1) XX Q)]
+rr{Q )" XFEXTE L RR(4) RN () XPEXRQ (1) At

Tr{ AL, Q (1) XM X Ln RR (1) RV (1) XXM Q! ()]
+Tr AL Q () XM XTERN () Ln BY () X TP XM (1)}

(@0, XP X R (10 B () x T xH QL)
(@O, XHXT L R () B () XTI XM Q) Ak )

A igualdade (1) segue da substiuicio de R¥ (t) em ¢ (t). As igualdades (2), (3) e

(4) seguem da propriedade invariante do trago sob transformacoes similares,

Tr(AB) = Tr(BA) e Tr(A)=Tr(A"),

para matrizes quadradas A e B, respectivamente. A igualdade (5) segue do produto
interno de Frobenius (2.4). Agora, sejam Q% (t) e A¥ () caminhos definidos no

grupo ortogonal Q" e no conjunto das matrizes diagonais definidas positivas €2

n
++>

respectivamente, tais que

RF (1) = Q% (1) A% (1) Q% (1).

Pela equacao anterior

REC () = QM (1) AN (1) QM (1) e Ln R (t) = Q™ (t) Ln A™ (1) QM (1).
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Isto implica que

1

Q% (t) Ln AW (t )Q’“'T () Q% (t) AR (1) QM (t)
QF (t) Ln A% (t) AR () QM (t)

QF (1) A 1( t) Ln A% (t) Q" (t
QF ( k
R 1

Ln RF (t) RE (1)

N

B () AR (8) QF (1) @ (1) L AR (1) QM (1)
(1) Ln RY (1)

Em outras palavras Ln R¥ (t) e R ' (t) comutam. Portanto, podemos concluir que

g ) =2(Q . X xR () 1o B 0 X xR QAL )

Pela teoria diferencial,
(1) = (Ve (Q(1), Q' (1), (3.22)
Comparando e , concluimos que
Ve (Q (1) = 2x* X7 o RY (1) RY (1) XX Q) A%,

portanto

Ve ( —QZX“Xl *In RMRN X 2X’“2QAJ+1

=1

J

Pela equagao ({3.20)),
d k _ 1 k k T
grad &5 (Q) = 5 (Veh Q) = Q [V} (@) Q).
Substituindo RF ' = XZ%X’(%QA’C 1QTX’“7%XZ% em Vi (Q) temos

Jj+1

m 1 1 1 _1
=2) XM X" Ln RNXTPXFPQAN, QXY txit it ?X“QA]H,

i=1

Ve (Q)

J

que simplificando resulta em

m 1 1 1 _1
=2> X* X" Ln RMXTP XY PQ.

i=1

Ve (Q)

J
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1 1 s _1
Denotando P¥ = X*? X* ? Ln RFX?* X* ? conclui-se que

grad ¢t (@Q) = (22%13’%@ -Q (2%@’@’“? ) @) ,
i=1 i=1

ou ainda, simplificando,
grad gof Q) = <Z P — PkiT> Q.
i=1

Agora, com os resultados anteriores segue um método iterativo para resolver o

problema do passo 1.1.2 do Algoritmo MSDPProx versao inexata

Algoritmo 2. Dados 07 >0e Q € 0";
computar G = grad ¢;(Q);
Passo 1 enquanto |G| > 0} faca

D = -G,
a = argmin {@?(QetQTD)};
>0
Q= Qex"”;
Atualizar G retornar para o passo 1.
fim.

Novamente, utiliza-se o algoritmo de Armijo generalizado, presente em YANG

[10], para computar aproximadamente o passo «.
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Capitulo 4

Implementacao do algoritmo
proposto MSDPProx

Neste capitulo sao detalhados os parametros utilizados na implementagao, assim
como rotinas diferentes para gerar matrizes simétricas definidas positivas aleatoria-
mente. Em seguida, apresenta-se os resultados obtidos. Tais rotinas e o algoritmo
MSDPProx foram escritos em linguagem Matlab. Para realizacao dos testes compu-
tacionais, foi utilizado o Matlab versao 7.6.0.324 (R2008a), licenga ntimero 564368,

no laboratorio de informatica do Programa de Engenharia Quimica (PEQ).

4.1 Descricao das variaveis e dos parametros

Em todos os testes, as matrizes X°, Af e QF para k = 1,2,... receberam a ma-
triz identidade. Também em todos os testes foi utilizado ¢ = 1073, de modo

que para o teste convergir é necessario que no algoritmo modificado M.SDP Prox

n STt
S Ln (Xk ? X1 x*k )
i=1 F o
No algoritmo 1, foi utilizado h = A, /eps no calculo de Aal]ffj em grad ¢¥, onde

eps é o menor numero representavel da aritmética de ponto flutuante no Matlab.

<1073,

O Algoritmo 1 e algoritmo 2 sao métodos iterativos, onde depois de cada iteracao
j a precisao 0¥ é atualizada através da expressao 0%, = 0565, com 0 < 3 < 1.

Os experimentos com o MSDPProx foram feitos com a sequéncia {6’“
e.)
constante, de modo que a série g —r diverge e a sequéncia {ek}keN satisfazendo
k=0

}keN

[e.e]

k+1

€ = ¥y, com 0 < 6, < 1, de modo que a série E " converge, assim como a

k=0
[
P Ek
serie E E
k=0

32



Para os experimentos, cada matriz X’ (i = 1,...,m) é gerada aleatoriamente no

Matlab por 4 rotinas apresentadas a seguir.

rotinal(m,n)
Para:=1:
X(:,1)
X(:0,1)
fim.
fim

rand(n);
X( 1) % X (5 0,0);

Na rotinal, é gerada uma matriz quadrada aleatoriamente e atribuida a matriz
X' em seguida X° recebe ela mesma multiplicada por sua transposta. Note que
por definicdo, uma matriz A, , é semidefinida positiva se z'Ax > 0, dai tomando
A= XX" ey= X"z, verificamos que 2! X' X"z = y'y > 0, o que permite concluir
que a rotinal retorna matrizes simétricas semidefinidas positivas. Mas isso implica
que a matriz X pode ter autovalor nulo. Selecionamos entao somente as matrizes
que tem somente autovalores estritamente positivos. As matrizes com autovalores
nulos, podem ser substituidas por matrizes simétricas definidas positivas geradas da

mesma forma.

rotina2(m,n)
Parai=1:m
X(:,:,4) = rand(n) — rand(n);
X(5,0) = X(y50) « X(6y0,0),
1
XCond) = norm (X (:,:,1)) # X,
fim
fim

Na rotina2, norm(X*) é¢ o maior autovalor de X, para uma matriz simétrica X.
Denote A4z (X’) como o maior autovalor de X?, dai temos que a rotina2 retorna

matrizes da forma
1

S (Xz-)Xi- (4.1)

Suponha que vy, seja autovetor associado ao autovalor A, (X*). Entao,

, 1 . 1 . 1

—-XZ mar — N /vy ! X' mazr) = N i\
Umaa:( >\maz (Xl) )U )\ma:(: (XZ) (Umaa: v ) )\ma:(: (XZ)

A (X7) = 1.

Sendo assim, a rotina2 retorna aleatoriamente matrizes simétricas semidefinidas po-

sitivas cujos autovalores pertencem ao intervalo [0,1]. Novamente, selecionamos
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entao somente as matrizes que tem somente autovalores estritamente positivos. As
matrizes com autovalores nulos, podem ser substituidas por matrizes simétricas de-

finidas positivas geradas da mesma forma.

rotina3(m,n)

Parai=1:m
X(:,:,4) = rand(n) — rand(n);
X(:y50) =X n0) « X (6, 50)
X ) = X(:

norm (X (:,:,1))
X(:y50) = X(2,5,0) + eye(n);
) 1
X(00) = norm (X (:,:,1)) # X (i)
fim
fim

Na rotina3, note que, depois de receber o produto X*X%, a matriz X' é simé-
trica semidefinida positiva. Denote Apin (X7) € |4l = vV Amaz (AAY) = Aoz (A),

sendo A matriz simétrica, como o menor autovalor de X' e maior autovalor de A,

respectivamente. Dai, temos que a rotina3 retorna matrizes da forma
alb(X* = Apin (X*) 1) + 1], (4.2)

onde,

1 1
b= . . e a= : . .
[ X7 = Apnin (X7) 1], [0 (X% = Ain (X9) T) + 1],

Suponha que v,,;, seja autovetor associado ao autovalor A, (X).

= a.

Isto implica que a é o menor autovalor de (4.2). Além disso, suponha
B =0b(X" = Xpin (X)) 1), onde A\paz(B) = 1 e que U, seja autovetor associado

ao autovalor A\p.. (B). Seque que,

Uaw (B + 1) Unnae = Ur e BUmaz + Uy gy Umae = 1+ 1= 2.

Isto implica que 2 é o maior autovalor de (B + 1) e que a = % Sendo assim, a
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rotinad retorna matrizes simétricas definidas positivas cujos autovalores pertencem

ao intervalo [%, 1}.

As rotinas anteriormente apresentadas foram motivadas pela rotina random.m

em BINI e IANNAZZO [21].

~—

rot1na4(m,n
Para

1, . ) .
Na rotina4, note que, depois de receber 5 (XZ + X’t), X' é

que todos os autovalores sao reais.

positivas da forma e’

4.2 Experimentos numéricos

simétrica, de modo

Assim, a rotina4 retorna matrizes definidas

Nesta secao, sao exibidas tabelas com os resultados dos experimentos numéricos.

Foram realizados testes com matrizes simétricas definidas positivas nos conjuntos

S% . (tabelas [.3 [.5, e [17), 5%, (tabelas (.9 [4.10] e
[.12), 57, (tabelas e[d.14), ST, (tabela[t.15)) e SI% (tabela[d.16), explorando

principalmente a variacao do parametro (.

Denota-se Hgmd f (Xk)H como a norma do gradiente da funcao objetivo na

k-ésima iteragao.

Os testes da tabela variam apenas o parametro S da regularizacao.

|grad f(XY)| = 35.9507
teste 3 estado Hgmd f (Xk)H n deeief{agoes n medleomd?/lkteragoes
1 1 # 0.3213 3 2.6667
2 1071 # 0.0455 2 3.5
3 1072 # 0.0042 2 4.5
4 1073 # 0,0520 1 3
5 1074 # 0,0028 2 2
6 1077 | convergiu | 8,8617E-04 2 3
7 107° | convergiu 8,1887E-04 1 3

Tabela 4.1: Rotinal, m =10, n =2, * = 1073, 6, = 0.8, 0k = 1073, 65 = 0.5.
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Os testes da tabela utilizam o mesmo conjunto de matrizes da tabela

modificando os parametros 6, e 63, variando apenas o parametro .

lgrad f(X°)]] = 35.9507

n° de iteracoes

n°® médio de iteragoes

k
teste Ié] estado Hgmd f (X )H om k em j/k
1 1 # 45.6975 1 3
2 1071 # 6.0556 1 3
3 1072 # 0,6243 1 3
4 1073 # 0,0628 1 3
5 1074 # 0,0031 2 2
6 10~° | convergiu 8,1389E-04 1 3
7 107% | convergiu | 2,2896E-04 1 3

Tabela 4.2: Rotinal, m =10, n =2, ¢* = 1073, 6, = 0.5, 6k = 1073, 6 = 0.1.

Os testes da tabela variam apenas o parametro (3, onde sao geradas novas

matrizes pela rotina2.

lgrad f(X°)| = 16.7405

n° de iteracoes

n°® médio de iteragoes

k
teste I6] estado Hgmd f (X )H om k em j/k
1 1 # 0.0428 3 3.6667
2 1071 # 0.0015 3 3
3 1072 | convergiu | 6.2773E-04 2 7
4 1073 | convergiu | 8.9197E-04 2 2
5 |10 * | convergiu | 3.1902E-04 2 2
6 107 | convergiu 1.5765E-04 2 2
7 107° | convergiu | 4.2231E-04 2 2

Tabela 4.3: Rotina2, m =10, n =2, € = 1073, 6, = 0.8, 6§ = 1073, 65 = 0.5.

Para os testes da tabela [4.4 novas matrizes sao geradas.

lgrad f(XY)| = 21.1688
teste | f3 estado | ||grad f(X®)|| | " deeieiagoes n medleomdje/ll;ceragoes
1 1 # 8.9326 1 3
2 1071 +# 1.0594 1 3
3 1072 # 0,1085 1 3
1 103 i 0,0014 3 3
5 10~* | convergiu | 2.3107E-04 2 2
6 107" | convergiu | 2.1938E-04 1 3
7 107° | convergiu | 2,1296E-04 1 3

Tabela 4.4: Rotina2, m = 10, n =2, ¢ = 1073, 6, = 0.5, 6k = 1073, 63 = 0.1.
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Os testes da tabela [4.5] e [4.6] variam apenas o parametro /3.

lgrad f(X°)| = 4.9150
& n° de iteracoes | n° médio de iteracoes
teste 15} estado Hgmd f (X )H em k em j/k
1 1 I 0.0575 2 2.5
2 107! | convergiu | 6.8423E-04 2 3
3 1072 | convergiu 1.99E-04 2 2
4 1073 | convergiu 7.04E-04 1 3
) 10~* | convergiu 1.0795E-04 1 3
6 107 | convergiu | 8.1472E-05 1 3
7 107% | convergiu | 8.1047E-05 1 3

Tabela 4.5: Rotina3, m =10, n =2, € = 1073, 6, = 0.5, 6§ = 1073, 65 = 0.1.

Gerando novas matrizes pela rotina4.

lgrad f(X°)|| = 1.4609

% n° de iteragoes | n® médio de iteracoes
teste B estado Hgmd f (X )H om k em j/k
1 1 convergiu 4.8744F-04 4 4
2 107! | convergiu | 4.8835E-04 2 6
3 1072 4 0.0014 1 2
4 1073 | convergiu | 3.2117E-04 1 2
5 [ 107* | convergiu | 2.6633E-04 1 2
6 107 | convergiu | 2.6359E-04 1 2
7 107% | convergiu | 2.6328E-04 1 2

Tabela 4.6: Rotina4, m =10, n =2, € = 1073, 6, = 0.8, 6§ = 1073, 65 = 0.5.

A seguir, na tabela testes com 1000 matrizes 2 X 2, geradas apenas com as

rotinas 3 e 4 para garantir que as matrizes geradas aleatoriamente sejam simétricas

definidas positivas como descrito na se¢ao anterior.

n° de | n® médio de
rotina || estado | |lgrad f(X)|| | ||grad f (X*)|| | iteragdes | iteraces
em k em j/k
3 convergiu 490.6214 9.5777E-05 1 6
4 convergiu 18.5317 2.5523E-04 1 7

Tabela 4.7: m = 1000, n =2, 3 =105 € =1073, 6, = 0.8, 6§ = 1073, 65 = 0.5.
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Inicia-se na tabela testes com matrizes 3 X 3, variando apenas o parametro

B.
lgrad f(X)| = 6.6536
teste 3 estado Hgmd f (Xk)H n deeief{agoes n medleomd?/lkteragoes
1 1 # 0.0825 2 4
2 107! | convergiu 4.3583E-04 3 4.3333
3 1072 # 0.0011 2 7.5
4 1073 | convergiu | 4.8032E-04 2 2.5
5 10~* | convergiu | 8.6429E-04 1 4
6 107° | convergiu | 8.6193E-04 1 4
7 107% | convergiu | 8.6222E-04 1 4

Tabela 4.8: Rotina3, m =10, n =3, € = 1073, 6, = 0.8, 6§ = 1073, 65 = 0.5.

Os testes da tabela utilizam o mesmo conjunto de matrizes da tabela

modificando os parametros 05 e 65, variando novamente apenas o parametro .

lgrad f (X°)|| = 6.6536

n° de iteracoes

n°® médio de iteragoes

k
teste I6] estado Hgmd f (X )H em k em j/k
1 1 # 0.0075 3 12.3333
2 107! | convergiu | 9.8874E-04 2 17.5
3 1072 # 0.0100 1 8
4 107 | convergiu 4.8409E-04 2 4.5
5 10~* | convergiu | 8.6910E-04 1 8
6 107 | convergiu | 8.6682E-04 1 8
7 107° | convergiu | 8.6711E-04 1 8

Tabela 4.9: Rotina3, m =10, n =3, € = 1073, 6, = 0.5, 6§ = 1073, 65 = 0.8.

Agora, para a tabela matrizes geradas pela rotina4.

lgrad f(X°)| = 3.0958

n° de iteracoes

n°® médio de iteracoes

teste B estado Hgmd f (X") H om k em j/k
1 1 # 0.0024 3 4.3333
2 1071 +# 0.0325 1 5)
3 1072 # 0.0034 1 5)
4 1073 | convergiu | 8.2244E-04 1 5
5 10~* | convergiu | 7.4915E-04 1 5
6 107" | convergiu | 7.4785E-04 1 5
7 107° | convergiu | 7.4778E-04 1 5
Tabela 4.10: Rotinad, m = 10, n =3, € = 1073, 6, = 0.8, (55 =103, 05 = 0.5.
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Os testes da tabela utilizam o mesmo conjunto de matrizes da tabela

modificando o parametro 3, variando novamente apenas o parametro 3.

lgrad f(X°)| = 3.0958

teste 3 estado Hgmd f (Xk)H n deeief{agoes n medleomd?/lkteragoes

1 1 i 0,0024 3 25.6666

2 (10T i 0.0325 1 2

3 1072 | convergiu 5.70E-04 2 40.5

4 1073 | convergiu | 8.2163E-04 1 27

5 10~* | convergiu | 7.4919E-04 1 27

6 107° | convergiu | 7.4799E-04 1 27

7 107% | convergiu | 7.4793E-04 1 27

Tabela 4.11: Rotinad, m =10, n =3, * = 1073, 0, = 0.8, 6 = 1073, 63 = 0.9.

A seguir, na tabela testes com 1000 matrizes 3 X 3, geradas apenas com as

rotinas 3 e 4.

n° de | n® médio de
rotina || estado | |lgrad f(X)|| | ||grad f(X*)|| | iteragdes | iteracGes
em k em j/k
3 convergiu 651.4991 9.1589E-04 2 4
4 convergiu 33.5277 8.6848E-04 1 9

Tabela 4.12: m = 1000, n =3, 3 =105 * =103, 6, = 0.8, % = 1073, 65 = 0.5.

Nas tabelas e testes com matrizes 5 X 5.

lgrad f(X°)| = 9.0374
teste 3 estado Hgmd f (Xk)H n dee;tlef{agoes n medleomd;/llferagoes
1 1 # 0.1138 2 5.9
2 10~1 # 0.1363 1 7
3 1072 # 0.0138 1 7
4 1073 | convergiu | 6.4907E-04 2 4
5 10~* | convergiu | 5.4691E-04 2 4
6 107 | convergiu | 6.6834E-04 2 4
7 107% | convergiu | 6.6784E-04 2 4
Tabela 4.13: Rotina3, m =10, n =5, € = 1073, 0, = 0.8, 0 = 1073, 63 = 0.5.
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Gerando novas matrizes com a rotinad.

lgrad f(X°)| = 5.5459
teste 3 estado ngad f (Xk)H n deeiellr{agoes n medle)omd;/ll(teragoes
1 1 7 0.0440 2 5
2 107! | convergiu |  7.9065E-04 2 5.5
3 1072 # 0.0056 1 6
4 1073 | convergiu | 7.7820E-04 1 6
5 10~* | convergiu | 5.5010E-04 1 6
6 107° | convergiu | 5.4708E-04 1 6
7 107% | convergiu | 5.4704E-04 1 6
Tabela 4.14: Rotinad, m = 10, n = 5, @ = 1073, f, = 0.8, 6% = 1073, @ = 0.5.

Em seguida, nas tabelas e testes com matrizes 7 X 7 e 10 x 10, respec-

tivamente.
lgrad f(X°)| = 6.5779
teste 3 estado Hgmd f (Xk)H n deeief{agoes n medleomd?/lkteragoes
1 1 # 0.0419 2 5
2 1071 # 0.0551 1 7
3 1072 # 0.0056 1 7
4 1073 | convergiu | 7.6932E-04 1 7
5 10~* | convergiu | 5.1238E-04 1 7
6 10~ | convergiu 5.2383E-04 1 7
7 107° | convergiu | 5.2393E-04 1 7

Tabela 4.15: Rotinad, m =10, n =7, € = 1073, 0, = 0.8, 6 = 1073, 63 = 0.5.

lgrad f(X%)|] = 14.1329

& n° de iteragoes | n° médio de iteragoes
teste B estado Hgmd f (X )H om k em j/k
1 1 # 1.9579 1 8
2 101 # 0.2215 1 8
3 1072 # 0.0225 1 8
4 1073 | convergiu | 9.9672E-04 2 4.5
5 1074 # 0.0010 2 4.5
6 107° | convergiu | 9.7972E-04 2 4.5
7 107° | convergiu | 9.7974E-04 2 4.5

Tabela 4.16: Rotina3, m = 10, n = 10, ¢® = 1073, 6, = 0.8, 6% = 1073, #3 = 0.5.
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Na tabela a dimensao n das matrizes esta fixada em 10 e apenas a quanti-

dade m de matrizes esta variando em cada teste.

n°® de | n® médio de
teste || m | estado | |[grad f(X°)|| Hgmd f(XF)] | iteragdes | iteragdes
em k em j/k
1 20 | convergiu 28.0181 9.3984E-04 1 10
2 40 | convergiu 55.5717 9.2941E-04 1 10
3 60 | convergiu 83.1532 8.2226E-04 1 10
4 80 | convergiu 110.7869 5.2974E-04 1 6

Tabela 4.17: Rotina3, n =10, 3= 1075 € = 1073, 6, = 0.8, 6§ = 1073, 65 = 0.5.

n° de | n® médio de
teste || m | estado | |lgrad f(X°)| | |[grad f(X*)|| | iteragdes | iteragoes
em k em j/k
1 || 20 | convergiu 15.2223 9.6230E-04 1 6
9 |[40 | convergiu | 19.5246 7.4947E-004 1 7
3 60 | convergiu 24.4086 8.6849e-004 1 6
4 |80 | convergiu | 27.8719 8.8713E-04 1 7

Tabela 4.18: Rotinad, n =10, 3 =107%, € = 1073, 6, = 0.8, 6§ = 1073, 65 = 0.5.
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A seguir, com base nos dados da tabela [4.18] uma vez verificado que a condigao
do passo 1 nao é satisfeita para X e que a condicao do passo 1.1 também nao
satisfeita para Yy, o algoritmo modificado M SD P Prox recorre ao algoritmo 1 para
determinar A? solugdao do passo 1.1.1, podemos ver nas figuras abaixo o compor-
tamento monotono decrescente da evolugdo de ||g|| no decorrer das iteragoes para
solucao deste ultimo subproblema. E importante observar, que a figura apresentada
¢ um exemplo de comportamento de ||g||, apenas para solugao de AY, no entanto é

um comportamento tipico da norma de g.

Morma de g

Nimero da iteracdo

Figura 4.1: Comportamento tipico da norma de g, teste3.

Narma de g

Nimero da iteracdo

Figura 4.2: Comportamento tipico da norma de g, teste4.
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Ainda com base nos dados da tabela [£.18] ao recorrer ao algoritmo 2 para deter-
minar QY solu¢ao do passo 1.1.2, podemos ver nas figuras abaixo o comportamento
oscilatorio da evolugao de |G| no decorrer das iteragoes para solugdo deste tltimo
subproblema. E importante observar, que a figura apresentada é um exemplo de
comportamento de |G||, apenas para solu¢ao de Q?, no entanto ¢ um comporta-

mento tipico da norma do gradiente G.
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Figura 4.3: Comportamento tipico da norma do gradiente G, teste3.

g ! : : ! !

Norma do Gradiente G

; i
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Nimero da iteracdo

Figura 4.4: Comportamento tipico da norma do gradiente G, teste4.
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Capitulo 5
Conclusoes e trabalhos futuros

Em geral, para os parametros 0y, 03 e 3 os valores 0.8, 0.5 e 107 respectivamente,
funcionaram bem para os testes computacionais realizados.

Uma alternativa para o critério de parada do algoritmo 1 seria d(A¥, A%, ) >0
PEQF) — f(Q1)] > 0.
Percebemos na solucao da iteracao principal em duas etapas como foi proposto,

e para o algoritmo 2,

que na primeira etapa, o valor do gradiente da funcao regularizada em A teve corpor-
tamento monoétono decrescente, no entanto na segunda etapa, o valor do gradiente
da fungao regularizada em () teve comportamento oscilatorio, como é ilustrado nas
figuras no final do capitulo 4.

Como sugestao de trabalho futuro, propomos a adaptacao do método de gra-
diente conjugado para variedades riemannianas, em SMITH [22], para substituir o
algoritmo 2 e uma variante do método de direcao conjugada no caso riemanniano

para substituir o algoritmo 1.
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