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Resumo da Dissertacao apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtencao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

PROCESSOS K-REVERSIVEIS EM GRAFOS

Leonardo Inacio Lima de Oliveira

Dezembro/2012

Orientadores: Valmir Carneiro Barbosa
Fabio Protti

Programa: Engenharia de Sistemas e Computacao

Uma variedade de modelos para estudar a disseminacao de opiniao consideram
os aspectos dos processos dinamicos em grafos. Nesse trabalho, apresentamos os
processos k-reversiveis. Em tais processos, cada vértice do grafo possui um estado
dentre dois estados possiveis a cada instante de tempo discreto. A mudanca de
estado de cada vértice ocorre apenas se esse vértice possuir pelo menos k vizinhos
com estado oposto ao seu proprio estado naquele passo de tempo.

Ao longo dessa dissertacao, estudamos os processos k-reversiveis e suas relacoes
com outros processos que operam com limiares. Apresentamos resultados conhecidos
na literatura relacionados ao comprimento do transiente e do periodo nesses proces-
sos. Desenvolvemos uma ferramenta especifica para os processos reversiveis, que foi
essencial na obtencao de demonstracoes alternativas para esses mesmos resultados e
para a demonstracao de alguns limites mais justos. Estudamos o problema de deter-
minar se uma configuracao inicial é uma configuracao jardim-do-éden em processos
k-reversiveis. Para esse problema, obtemos resultados inéditos para a dificuldade do
problema e também algoritmos polinomiais para o caso onde o grafo é uma arvore e
para o caso dos processos 2-reversiveis em grafos onde o grau maximo de um vértice

é trés.
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K-REVERSIBLE PROCESSES IN GRAPHS

Leonardo Inacio Lima de Oliveira
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Advisors: Valmir Carneiro Barbosa
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Department: Systems Engineering and Computer Science

Several models proposed to study opinion dissemination consider aspects of dy-
namic processes in graphs. In this work, we present the k-reversible processes. In
such processes, each vertex in the graph has one of two possible states at each
discrete time step. KEach vertex changes its state if and only if it has at least k
neighbours in a state different than its own.

In this thesis, we study the k-reversible processes and how they are related to
other threshold processes. We present known results found in the literature related to
the length of the transient and period in this processes. We have developed a specific
tool to study reversible processes that was a useful tool to, alternatively, prove those
known results and to obtain better upper bounds. We also study the problem of
determining whether a given configuration is a garden-of-eden configuration in such
processes. We present new results for this problem, including its hardness and
efficient algorithms when the graph is a tree. We also present an efficient algorithm
for 2-reversible processes when the maximum degree of a vertex in the graph is
bounded by three.
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Capitulo 1

Introducao

Seja G um grafo simples, finito e nao-direcionado. Definimos que um processo k-
reversivel em (G é um processo iterativo, onde em cada passo de tempo discreto
t, cada vértice de G possui um determinado estado. Os estados de cada vértice
sdo apenas nimeros inteiros que pertencem ao conjunto {—1,+1} e sao alterados
em cada passo de tempo se e somente se o vértice possuir pelo menos k vértices
vizinhos com estado oposto ao estado que possui naquele passo de tempo, onde k é
um numero inteiro positivo.

A motivacao para o estudo de tais processos pode ser relacionada com a andlise
da disseminac¢ao de opiniao em redes sociais. Por exemplo, suponha que o grafo
modele uma rede, onde cada vértice representa uma pessoa e cada aresta entre dois
vértices representa que aquelas pessoas se conhecem. Vamos supor que o estado
—1 representa que a pessoa tem opiniao contraria em relagao a algum assunto, e o
estado +1 representa que a pessoa tem opiniao a favor sobre esse mesmo assunto. Um
processo k-reversivel, portanto, é uma abordagem para modelar a disseminacao de
opinido quando as pessoas sao fortemente influenciadas pela opinidao da sociedade
onde estao inseridas. Note que nesse modelo, estamos assumindo que todas as
pessoas agem de forma igual. Uma modelagem mais complexa poderia, por exemplo,
assumir limiares distintos para cada pessoa, bem como limiares que sejam calculados
através de uma funcao do nimero de pessoas conhecidas.

Podemos observar que um processo k-reversivel é, na verdade, um exemplo de
sistema dindmico em grafos. Mais precisamente, um processo k-reversivel é um
exemplo do que conhecemos por autémato celular generalizado, que é a extensao
do conceito de automato celular para grafos quaisquer com funcoes de atualizacao
dos estados dos vértices podendo ser distintas para cada vértice. De maneira gral,
podemos definir formalmente o conceito de sistema dinamico em grafos pela seguinte

tripla:

e Um grafo G com conjunto de vértices V' = {vy,vs,...,v,} e conjunto de arestas



E. Para cada vértice v; € V, temos um nimero inteiro z; € @ (por exemplo,
Q = {—1,+1}) associado. O grafo nao ¢ necessariamente simples e nao-

direcionado, mas é sempre finito.

e Uma funcao F : Q" — Q" calculada a partir da funcao F; : Q" — Q" ou da
funcao f; : Q — @ para cada vértice v;:

E(iﬂl,l’g, e ,ZCn> = (l’l,SEQ, N i I fi(xi>7$i+1; e ,l’n)

O calculo de F' depende do esquema de atualizacao utilizado.

e Um esquema de atualizacao para utilizar os valores F; e calcular o valor da

funcao F': Q" — Q". Dois dos métodos mais utilizados sao:

— Sincrono, onde o sistema dindmico é denominado autdomato celular gene-

ralizado:

F(x1,29,...,2,) = (fi(z1), fa(x2),. .., fulzs))

— Sequencial, onde o sistema dinamico ¢ denominado sistema dindmico se-

quencial:
F(l‘l, To,y ... ,l‘n) = Fp(l) o) Fp(2) ©0...0 Fp(n),
onde p é uma permutacao da numeragao dos vértices de G.

A funcao F' é aplicada no vetor x em cada instante de tempo discreto ¢, onde

cada componente x; contém o estado do vértice v; no tempo t.

Em um processo k-reversivel, a funcao de atualizacao é aplicada simultaneamente
a todos os vértices do grafo. Ou seja, os estados considerados para a aplicacao da
funcao sao todos eles obtidos da aplicacao anterior da funcao. Poderiamos também
definir um processo k-reversivel sequencial, mas nesse caso a motivacao sobre in-
fluéncia social perderia o sentido, visto que, no mundo real, nao conhecemos uma
ordem fixa de como as pessoas mudam de opinido. Note, que para o caso sequencial,
a escolha da ordem de atualizacao dos estados dos vértices influencia drasticamente
as configuracoes de estados subsequentes da dinamica.

O estudo de sistemas dinamicos em grafos, assim como o estudo de autdéma-
tos celulares, é um estudo multidisciplinar abrangendo diversas areas, como oOptica
[1], redes neurais [2], termodinamica estatistica [3]|, disseminagao de opiniao [4] e
disseminacdo de doengas [5].

Na area de computacao distribuida, também temos diversos estudos e modelos
de sistemas dinamicos, como, por exemplo, o modelo de processos majoritarios, onde

cada vértice muda de estado se e somente se pelo menos metade de seus vizinhos tem



estados diferentes [6]. Uma aplicacdo desse modelo é dada em |7| para manutencao
de consisténcia de dados.

No que se refere a andlise de processos k-reversiveis, grande parte do estudo re-
alizado envolve o problema do MENOR CONJUNTO CONVERSOR em tais processos,
e muitos resultados interessantes sobre esse problema podem ser encontrados no
trabalho de Dreyer [8]. Nesse mesmo trabalho, Dreyer apresenta alguns resultados
importantes para certos limites superiores para o comprimento do periodo nesses
processos e também para o comprimento do transiente. Todos esses limites apre-
sentados, no entanto, utilizam a reducao dos chamados processos que operam com
limiares, que sao estudados amplamente por Goles e Olivos em [9, 10]. E, portanto,
os resultados apresentados se baseiam em limites mais gerais e em sua maioria utili-
zando demonstracoes algébricas, de forma que nenhum estudo especifico para o caso
de processos k-reversiveis foi realizado até o momento utilizando uma abordagem
que utilize caracteristicas proprias da dinamica desses processos. Uma parte dessa
dissertacao ¢ dedicada justamente a obtencao de uma abordagem alternativa que
utilize a dinamica desses processos para demonstrar alguns resultados ja conhecidos
e também para melhorar alguns limites obtidos.

Um problema basico que também aparece em sistemas dindmicos em grafos é
o chamado EXISTENCIA DE CONFIGURACAO PREDECESSORA. Como o nome diz,
dado um sistema dindmico e uma configuracao de estados qualquer, queremos de-
terminar a existéncia de uma configuragao predecessora para tal configuracao. Esse
problema foi estudado por Sutner [11] em automatos celulares e demonstrado ser
um problema NP-Completo. Resultados de NP-Completude existem também para
alguns sistemas dinamicos sequenciais, como pode ser visto em [12], bem como al-
guns algoritmos polinomiais para algumas classes de grafos, como as arvores. Uma
extensao 6bvia para esse problema é contar o niimero de configuracoes predecessoras.
Novamente, para sistemas dinamicos sequenciais, temos resultados em [13]|. O caso
de automatos celulares generalizados parece ter menos atencao, e, nessa dissertacao
estudamos esse problema nos processos k-reversiveis, obtendo resultados similares
de NP-Completude e algoritmos polinomiais para arvores.

Continuamos essa dissertacao dividindo o contetido em mais 4 capitulos organi-

zados da seguinte forma:

e No Capitulo 2, definimos formalmente o que é um processo k-reversivel e sua
relacdo com processos que operam com limiares. Apresentamos outros pro-
cessos similares e também o problema conhecido como MENOR CONJUNTO
CONVERSOR. Finalizamos o capitulo apresentando o operador monotonico
decrescente denominado na literatura como funcao de energia e alguns dos
principais resultados obtidos em trabalhos relacionados que utilizam essa fun-

cao como ponto essencial de suas demonstracoes. Os resultados apresentados



sao, principalmente, limites superiores para o comprimento do transiente e do
periodo em processos que operam com limiares e também a aplicagao desses

resultados diretamente nos processos k-reversiveis.

No Capitulo 3, apresentamos o que chamaremos de func¢ao de energia para
processos k-reversiveis. Essa funcao é um operador monotonico crescente que
concebemos para o caso restrito de processos k-reversiveis. Por ser especifica
para esse caso, a funcao é mais facil de ser compreendida e permite demons-
tracoes mais simples e limites superiores mais justos para o comprimento do
transiente e do periodo em processos k-reversiveis. Nesse capitulo, utiliza-
mos essa funcao para demonstrar alguns desses limites, como, por exemplo, o
comprimento maximo do periodo em tais processos. O capitulo contém ainda
uma conjectura para o limite superior justo do transiente no caso restrito de

processos 2-reversiveis em arvores.

No Capitulo 4, tratamos o problema de determinar a existéncia de uma con-
figuracao predecessora em processos k-reversiveis. Esse problema é bastante
estudado em autdmatos celulares, mas pouco estudado em grafos. Nesse capi-
tulo, mostramos que esse problema é NP-Completo para processos k-reversiveis
e mostramos também a existéncia de algoritmos polinomiais para o caso onde
o grafo ¢ uma arvore e para o caso onde A(G) < 3 em processos 2-reversiveis.
Para o caso onde o grafo é uma arvore, mostramos o algoritmo polinomial que
fornece uma configuragao predecessora e um algoritmo, também polinomial,

que conta a quantidade total de configuracoes predecessoras.

Finalmente, no Capitulo 5, apresentamos um resumo do trabalho realizado e

possiveis trabalhos futuros.



Capitulo 2
Processos k-Reversiveis

Nesse capitulo, introduziremos formalmente o conceito de processos k-reversiveis e
outros processos similares em grafos. Fazemos um estudo geral de trabalhos an-
teriores e seus principais resultados, principalmente os resultados associados aos

comprimentos do transiente e do periodo em tais processos.

2.1 O Modelo

Seja G(V, E') um grafo simples com n vértices e m arestas, onde cada vértice v possui
grau d(v). Associamos a cada vértice um ntumero inteiro que denominaremos como
sendo o estado do vértice, que serd sempre —1 ou +1. Chamamos de processo k-
reversivel em G a dinamica onde em cada unidade de tempo discreto ¢, cada vértice
muda de estado se e somente se possuir pelo menos k vizinhos com estado oposto ao
seu proprio estado no tempo t. Apesar de nao se restringir apenas a grafos conexos,
por simplicidade, toda a anéalise realizada nesse trabalho assumira que os grafos sao
conexos. Toda a anélise para grafos desconexos é similar, bastando assumir cada
componente conexa de GG separadamente.

O processo k-reversivel ocorre na forma de uma dindmica sincrona, onde as
alteracoes de estados dos vértices sao realizadas simultanemante nos instantes de
tempo 0, 1, 2, .... Dessa forma, para definir o estado de cada vértice no passo de
tempo t + 1, é necessério considerar os estados de seus vizinhos, além do estado do
proprio vértice, no tempo .

Seja V(G) = {vy, va, ..., v,}. Denominaremos por z(t) o vetor onde a i-ésima
posicao z;(t) contém o estado do vértice v; no tempo t. Definimos também o vetor
op(t), tal que a i-ésima posicao op;(t) é a quantidade de vizinhos com estado oposto
a z;(t) no passo de tempo t. Essas defini¢des terdo esse mesmo significado ao longo
de todo o trabalho. Com essas defini¢oes, podemos descrever a dinamica do processo

k-reversivel da seguinte forma:



+1, sez;(t) =41 e op(t) <k
(t+1) +1, sex;(t)=—1eopt) >k (2.1)
ZT; = .
-1, sewx;(t)=+1eop(t) >k
=1, sex;(t)=—1eopt) <k

Note que o vetor z(0) pode ser escolhido arbitrariamente, e, a partir dele, o
processo se desenvolve. Qualquer vetor que descreva o estado dos vértices em uma
determinada unidade de tempo, chamaremos de configuracao. Em particular, cha-
maremos x(0) de configuracdo inicial. Observe também que o fato de termos uma
configuragao inicial £(0) ndo implica na ndo-existéncia de uma outra configuracao
S pela qual seja possivel obter 2(0) apos algum niimero finito de passos de tempo.

A Figura 2.1 ilustra a dindmica de um processo 2-reversivel em um grafo P;. Para
melhor compreensao, os vértices coloridos com a cor preta representam vértices com
estado +1, e os vértices coloridos com a cor branca representam os vértices com
estado —1. Nesse trabalho, qualquer figura que ilustre um grafo e a configuracao
dos estados dos vértices adotara este padrao.

Observando a Figura 2.1, vemos que em z(0), apenas os vértices vq, v3 € U4 POS-
suem pelo menos 2 vizinhos com estados opostos, e, portanto, sao os tnicos que
mudam de estado. Como descrito anteriormente, a alteracdo dos estados ocorre
simultaneamente nos vértices que terao seus estados modificados. Dessa forma, em
z(1), apenas v3 possui pelo menos 2 vizinhos com estados opostos ao seu proprio es-
tado, e é o tinico vértice que muda de estado. Finalmente, em z(2), todos os vértices
possuem mesmo estado e o processo chega em um ponto fixo, onde a configuracao
nao se altera mais. Observe que, nesse caso, a configuracao final ¢ uma configuracao
onde todos os vértices possuem mesmo estado. Essa situacao nao ocorre sempre,
ou seja, uma configuracao que nao se altera pode nao ser uma configuragao onde
todos os vértices possuem mesmo estado. Por exemplo, supondo o mesmo processo
2-reversivel e o mesmo grafo Ps mas com outra configuracao inicial como ilustrado
na Figura 2.2, vemos que a configuracao inicial nunca se altera, mas nem todos os

vértices possuem o mesmo estado.

2.2 Processos que Operam com Limiares

Um processo que opera com limiar é um processo definido completamente por uma
matriz quadrada A com dimensoes d X d e um vetor b com d elementos que chama-
remos de vetor limiar. A dinimica de atualizacdo dos estados dos vértices em tais

processos pode ser definida de maneira geral em funcao da matriz A e do vetor b da
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Figura 2.2: Outro exemplo de configuracoes z(0), x(1), z(2) de um processo 2-
reversivel em um P;. Configuragoes nunca se alteram nesse caso.

seguinte forma:

+1, se Z?:l aijxj(t) - bl >0

0, c.c.

ri(t+1)= { (2.2)

Note que os estados que utilizamos nessa defini¢ao foram os ntimeros inteiros 0 e
+1. No entanto, os estados associados nao precisam ser necessariamente os valores
0 e +1. Os valores para os estados sao importantes e tteis apenas para facilitar a
prova de alguns resultados, como veremos posteriomente. Podemos, portanto, sem
perda alguma na defini¢do, utilizar a defini¢cao de processos que operam com limiar

assumindo valores de estados —1 e +1:

+1, se Z?:l Clijl'j(t) — bz Z 0

—1, c.c



Processos que operam com limiares sao bastante uteis para modelar diversos
sistemas dindmicos em grafos, sejam eles sincronos ou paralelos. E de fato, os
processos k-reversiveis podem ser modelados dessa forma. Para isso, definimos a
matriz A como em (2.4) e o vetor b como sendo o vetor nulo. Com esses parametros,
a dinamica descrita em (2.3) é equivalente a dinamica de um processo k-reversivel,
como pode ser visto em [8]. Observe que a matriz A definida ¢ a matriz de adjacéncia

do grafo com a diagonal principal modificada.

1 se i # je (v;,v5) € E(G)
Ay = 0 se i # je (v;,v) ¢ E(G) (2.4)
2k —d(v;)) —1 sei=j

Um processo bastante similar ao processo k-reversivel é o chamado processo k-
wrreversivel. A diferenca de um processo k-irreversivel para um processo k-reversivel
é que, no primeiro tipo de processo, uma vez que um veftice atinga estado +1,
esse vértice nunca mais altera seu estado. Dessa forma, é um processo que também
possui motivagao para o estudo de disseminacao de opinao em redes sociais, além
de ser 1util também no estudo de disseminacao de doencas. Note que, nesse aspecto,
0 processo k-irreversivel é até mais interessante do que os processos k-reversiveis,
jA que para a disseminacao de doencas estamos interessados em saber o total de
individuos que a doenca pode atingir dentro de um determinado intervalo de tempo.
Nesses casos, nao existe muito sentido considerar a cura das pessoas baseando-se no
limiar de pessoas nao contaminadas.

Assim como 0s processos k-reversiveis, os processos k-irreversiveis também sao
casos especificos de processos que operam com limiares. Essa demonstracao pode
ser realizada utilizando a matriz A como sendo a matriz de adjacéncia do grafo, o
vetor b = (k,k,k, ..., k) e utilizando os valores 0 e +1 para os estados [8].

Outro tipo de processo que também pode ser modelado como um processo que
opera com limiar é o processo ki-ko-reversivel, que é o processo onde os vértices
mudam do estado 0 para +1 se e somente se possuirem pelo menos k; vizinhos com
estado +1, e mudam do estado +1 para 0 se e somente se possuirem pelo menos
ko vizinhos com estado 0. A ideia de limiares distintos para a transicdo de estados
dos vértices faz sentido e pode ser util na modelagem de situacoes onde a aceitacao
de uma afirmacao, produto ou opinido ocorre com mais facilidade ou até mesmo
dificuldade do que a negacao, por exemplo.

Para demonstrar que os processos ki-ko-reversiveis sao casos especificos de pro-
cessos que operam com limiares utilizamos uma ideia semelhante & utilizada na prova

para os processos k-reversiveis e para os processos k-irreversiveis.



Teorema 2.1. Processos ki-ky-reversiveis sao casos especificos de processos que

operam com limiar.

Demonstracao. Definimos a matriz A:

1 se i # j e (v;,v5) € E(G)
Ay = 0 se 1 # je (v;,v5) ¢ E(G) (2.5)
kl—l—kz—d(’UZ)—l sei:j

Definimos o vetor b como (ky,kq,k1,...,k1). Seja x(t) uma configuragdo qual-
quer. Entao, precisamos mostrar que caso x;(t) = 0, entdo z;(t + 1) = +1 se e
somente se v; possui pelo menos k; vizinhos com estado +1. Da mesma forma, caso
z;(t) = +1, entdo precisamos mostrar que x;(t + 1) = 0 se e somente se v; possui

pelo menos ky vizinhos com estado 0.
+

Denominaremos n; (t) como a quantidade de vizinhos de v; com estado +1, e

n?(t) como a quantidade de vizinhos de v; com estado 0.
e Caso z;(t) = 0: utilizando (2.2), temos z;(t + 1) = +1 se e somente se
Z?Zl a;xj(t) > b Observe que como z;(t) = 0, o valor do somatorio é

igual a n; (), pois todas as outras parcelas do somatorio sao anuladas pelos
valores de estado 0, e, portanto, concluimos que z;(t + 1) = +1 se e somente
se nj (t) > ky.

e Caso z;(t) = +1: utilizando (2.2), temos z;(t + 1) = 0 se e somente se

> i1 aijzj(t) < bi. Note que, nesse caso:

aijri(t) =ni () + ki + ke —nf(t) — nd(t) — 1
j=1
:kl—i‘l{ig—n?(t)—l

(2.6)

Como b; = ki, para Z’;:l a;jzi(t) < b;, entdo é necessario que n(t) > ko.

i

Concluimos, portanto, que z;(t + 1) = +1 se e somente se n?(t) > ko.

]

Como existem diversos resultados na literatura para processos que operam com
limiares |9, 10|, podemos utilizar todos esses resultados nesses processos mais espe-

cificos.



2.3 O Problema do Menor Conjunto Conversor

Seja C' um subconjunto de V(G) e defina uma configuracdo X tal que todos os
vértices de C possuam estado +1 e todos os vértices em V(G) \ C possuam o estado
—1. O conjunto C é um conjunto conversor de GG se e somente se a dinamica de
um processo k-reversivel tendo como configuracao inicial a configuragdo X produz
em uma quantidade finita de passos a configuracao onde todos os vértices de V(G)
possuem estado +1.

Podemos usar essa mesma definicao de conjunto conversor em diversos proces-
sos dinamicos em grafos, entre eles, os processos k-irreversives e ki-ko-reversiveis.
Em cima dessa definicao, uma questao que logo surge ¢ a cardinalidade do me-
nor conjunto conversor para um determinado grafo (G. Esse problema é conhecido
como MENOR CONJUNTO CONVERSOR. Na Figura 2.1, por exemplo, vemos que
0s vértices vy, v3 € vs formam um conjunto conversor para o grafo em um processo
2-reversivel, além de formarem o conjunto conversor de menor cardinalidade. Cla-
ramente, o conjunto conversor trivial é o proprio conjunto V(G). Note também
que, para um processo k-reversivel, qualquer conjunto conversor é funcao nao so da
estrutura do grafo em questao, como também do limiar k.

Outra questao interessante é determinar se um dado conjunto C' é um conjunto
conversor sem a necessidade de simular todo o processo k-reversivel. Ou seja, de-
terminar propriedades estruturais para qualquer conjunto conversor em um grafo
G de acordo com o valor k. Podemos ainda perguntar qual é o menor conjunto
conversor que converte G no menor niimero de passos. Todas essas questoes, apesar
de simples, mostram-se bastante dificeis de responder para casos gerais, e a maioria
dos resultados existentes restrigem a classe de grafos para andlise e obtencao de
algoritmos polinomiais.

O MENOR CONJUNTO CONVERSOR ¢ um problema NP-Dificil em processos k-
reversiveis e k-irreversiveis para k£ > 3. Esse resultado ¢ demonstrado por Dreyer
em [8]. Para k = 1, o problema ¢é trivial para os dois casos. Quando o processo é
reversivel, qualquer aresta entre vértices com estados distintos gera a impossibilidade
da convergéncia dos estados dos vértices para um tunico estado em comum, pois,
como k = 1, a dinamica do processo faz com que esses dois vértices alternem seus
estados indefinidamente, e, portanto, concluimos que o tnico conjunto conversor
para esse caso é o proprio conjunto V(G). Para processos irreversiveis, quando
k =1, a existéncia de uma aresta entre vértices com estados distintos faz com que
todo os vértices do grafo fiqguem com o mesmo estado ap6és um determinado nimero
de passos, ja que estamos tratando apenas grafos conexos, e cada vértice ao atingir o
estado +1, permanece nesse estado, e, portanto, nesse caso o menor conjunto possui

cardinalidade 1 e é formado por qualquer vértice do grafo. Para k = 2, o problema
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¢ NP-Dificil para o caso dos processos irreversiveis [14].

Esse problema ilustra algumas caracteristicas que deixam claro a maior comple-
xidade da dinamica do processo k-reversivel frente ao processo k-irreversivel. Por
exemplo, se C' é um conjunto conversor de G para um processo k-irreversivel, en-
tao, claramente, qualquer super-conjunto de C' também serd um conjunto conversor
de G. O mesmo, no entanto, nao se pode afirmar para os processos k-reversiveis.
Um exemplo ¢é ilustrado pela Figura 2.3 e pela Figura 2.4. Na Figura 2.3, vemos
uma configuracao inicial e a dindmica subsequente para um processo 2-reversivel
que resulta na conversao total do grafo. A Figura 2.4 contém o mesmo grafo com
configuragao inicial onde os vértices com estado +1 sao os mesmos da figura anterior
com a adicao de mais um vértice. Para esse caso, o processo 2-reversivel termina
com comportamento periédico.

Outra caracteristica interessante é que qualquer conjunto conversor C' para um
processo k-reversivel em GG é necessariamente um conjunto conversor para 0 processo

k-irreversivel em G [8].

(a) (0): Conjunto conversor for- (b) (1)
mado pelos vértices vy, va, v3, Vg, Us

Figura 2.3: Processo 2-reversivel a partir de um conjunto conversor.
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Figura 2.4: Processo 2-reversivel a partir de um super-conjunto de um conjunto
CONVersor.

2.4 Transiente e Periodo

Em um processo k-reversivel, o niimero de configuragoes em G ¢ finito, e, portanto,
dada uma configuracao qualquer, apdés um numero finito de passos, a configuracao
obtida é uma configuracao que j4 foi alcancada anteriormente. Como em um processo
k-reversivel z(t) é funcao de z(t — 1) para todo t > 1, uma vez que alcangamos uma
configuragao ja vista, o processo entra em um comportamento periddico. Isso nos
leva a dois atributos importantes desses processos: o transiente e o periodo de uma
configuracao.

Denominamos como periodo de uma configuragao inicial o tamanho do ciclo
de configuragoes alcancado a partir dessa configuragao, e cada configuracao perte-
cente ao ciclo chamaremos de configuracao periddica. O transiente é definido como
a quantidade de passos ocorridos até uma configuracao presente em um ciclo de
configuragoes ocorrer, dada a configuracdo inicial x(0). De forma equivalente, o
transiente é definido como o ntimero de configuragoes que ocorrem fora do ciclo de
configuracgoes a partir de z(0). Formalmente, definimos o comprimento do periodo

p(z(0)) e o comprimento do transiente 7(z(0)) como dois nimeros inteiros tais que:

x(t + p(x(0))) = x(t) para qualquer t > 7(x(0))
z(t + q) # z(t) para qualquer ¢ < 7(z(0)) ou ¢ < p(z(0))
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Observando novamente a Figura 2.1, vemos que a configura¢ao z(2) ¢ ponto fixo,
ou seja, a partir de x(2) ndo é gerada outra configuragao diferente. Nesse caso, temos
um comportamento periddico de tamanho 1. Como existem duas configuracoes
ocorrendo antes da configuracdo x(2), o transiente possui tamanho 2. Definimos
assim, p(z(0)) =1 e 7(x(0)) = 2.

Figura 2.5: Exemplo de configuragoes periddicas de um processo 2-reversivel em um
Cy.

Na Figura 2.5, temos um Cj com configuragao inicial x(0) para um processo
2-reversivel. Observe que z(2) = z(0), e, portanto, a propria configuragao inicial

z(0) ja é uma configuragao periodica. Dessa forma, p(z(0)) = 2 e 7(2(0)) = 0.

Teorema 2.2. [15] Para processos que operam com limiares, caso a matriz A seja

simétrica, o comprimento do periodo de uma configuracdo qualquer € no mdximo 2.

O Teorema 2.2 nos fornece diretamente o limite para o comprimento do periodo
de processos k-reversiveis, k-irreversiveis e ki-ko-reversiveis. O Corolario 2.1 apre-
senta apenas o resultado para processos k-reversiveis, mas a ideia é idéntica para os

outros processos.

Corolario 2.1. Para processos k-reversiveis, o comprimento do periodo de uma

configuracao qualquer € no mdzrimo 2.

Demonstracao. Utilizando o Teorema 2.2 e dado que um processo k-reversivel ¢ um
caso especifico de um processo que opera com limiar com matriz A simétrica, temos
que o comprimento do periodo de uma configuracdao em um processo k-reversivel

também é no maximo dois. O

E interessante notar que esse resultado somente se aplica a processos k-reversiveis
devido ao fato de definirmos esses processos sobre grafos nao-direcionados. Caso
contréario, por exemplo, se o processo fosse definido sobre grafos direcionados e cada
vizinho mudasse de estado se e somente se possuisse pelo menos k vizinhos de entrada

com estados opostos, o processo nao seria um caso especifico de um processo que
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opera com limiar com a matriz A simétrica. De fato, se fosse um digrafo, o periodo
de uma configuracao pode ser maior que dois, como na Figura 2.6. Note que nesse

exemplo assumimos £ = 1, e o comprimento do periodo é 4.

T
) O—@ @—®
() (1) (© a(2) (@ (3

Figura 2.6: Processo k-reversivel em um digrafo pode possuir comprimento de pe-
riodo maior que 2; nesse exemplo, k =1

()—)
(a) 2(0)

a) z(0

A demostracdo do Teorema 2.2 dada por Goles e Olivos em |9] utiliza uma
invariante algébrica e é uma prova bastante complexa. Ja em [15], temos uma prova
alternativa através da utilizacao de um operador monoténico que ¢ denominado

fungao de energia. Essa funcao é definida como:

n n

i j i=1

=1 7j=1 =

Bla(t) = -

N | —

A funcao E(z(t)) é bastante similar & energia associada a redes de Hopfield |2] e
é uma funcao de Lyapunov. Essa funcao é utilizada para provar diversos resultados
associados ao comprimento do transiente e do periodo de processos que operam com
limiares e processos majoritarios. Modelos de fungoes similares sao extensivamente
estudados em Fisica.

Uma prova alternativa para o Teorema 2.2 é dada por Poljak e Sura [16]. Apesar
de ser um prova independente, também é uma prova apenas algébrica que fornece
pouco entendimento sobre a influéncia da dinamica nos tamanhos do transiente e
do periodo. No entanto, a técnica utilizada em [15] é de grande utilidade para
demonstracao de estabilidade de diversos sistemas, e serviu de inspiracao para os
resultados obtidos nesse trabalho.

Seja T'(A, b) o transiente maximo de uma configuragdo em um processo que opera

com limiar que possui como parametros a matriz A e o vetor b:

Teorema 2.3. [15] Se A é uma matriz simélrica, entao T(A,b) <370, 3770 ai;|+

2 Z?:l ;.

Corolario 2.2. Em um processo k-reversivel, o transiente mdrimo € limitado por
2m +n(2A(G) — 2).
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Demonstracao. Utilizando o Teorema 2.3 e sabendo as defini¢coes do vetor b e da

matriz A quando temos um processo k-reversivel:

T(Ab) < 2m+ ", |2k — d(v;) — 1].

O valor maximo de cada parcela |2k —d(v;) — 1| ocorre quando k = A(G) e d(v;) = 1.
Nao consideramos k > A(G), pois nesse caso, qualquer configuragio inicial para G

j& é periddica. Logo:

T(Ab) <2m+ Y |2k —d(v;) — 1

<om+ i(m(@) —9)
= om + n_(QA(G) —9).
(2.8)

]

Vemos, portanto, que o comprimento do transiente nao cresce exponencialmente,
apesar de existir um numero exponencial de configuragoes possiveis. Em [8], é
demonstrado um limite mais justo para o comprimento do transiente. O limite
apresentado é (4k—4)n , porém a demonstragao possui um erro nas contas realizadas.

A partir de outros limites conhecidos na literatura, Dreyer conclui (2.9):

1 n
T(Ab) < 5(2m + > 12k — d(v;) — 1| + 3(2k — 2)n — n)
=1
1
< 5(2m+2kn—2m—n+6kn—6n—n)
1
= 5(8]@‘” — 8n)
= (4k — 4)n. (2.9)

E facil observar o erro existente na passagem da primeira para a segunda linha da
desigualdade, onde o somatorio do modulo das expressoes ¢ tido como sendo menor
ou igual ao somatorio das expressoes sem o operador de modulo. Esse erro acarreta
em um limite para o transiente mais justo, porém, equivocado. Suponha o caso de
um processo l-reversivel em um Pj, como na Figura 2.7. Pela férmula, terfamos
que nao existe transiente, porém, a figura nos dd um exemplo que claramente possui

transiente.
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(a) z(0) (b) (1) (c) z(2)

Figura 2.7: Exemplo de configuragoes x(0), x(1), 2(2) de um processo 1-reversivel
em um Pj3. Note que existe transiente de comprimento 1.

Note, no entanto, que caso 2k > A(G), (2.9) esta correto. Porém, para esse caso,
utilizando o Teorema 2.3, obtemos um resultado melhor contido no Corolario 2.3.
Para ser mais preciso, o corolario oferece um resultado melhor caso k > 1. Se k =1,
o Unico grafo possivel é um P, onde um processo 1-reversivel claramente nao possui
transiente, em conformidade com a expressao (4k —4)n, que resulta no valor 0. Pelo
resultado obtido no Corolério 2.3, limitamos o transiente a 1, e, portanto, para esse

caso, o limite é pior. Para k£ > 1, é facil ver que temos um limite mais justo.

Corolario 2.3. Em um processo k-reversivel, se 2k > A(G) entdo o comprimento

mdzimo do transiente € limitado por (2k — 1)n.

Demonstracao.

T(Ab) <2m+ Y |2k —d(v;) — 1

i=1

=2m+ 2kn —2m —n

=2kn—n

= (2k — 1)n. (2.10)

]

Questoes interessantes sobre o transiente de processos k-reversiveis giram em
torno da determinacao de limites superiores mais apertados que os apresentados
nesse capitulo. Com relacao ao periodo, podemos perguntar se é possivel determi-
nar o comprimento do periodo de uma configuragao de forma mais eficiente que a
simulacao do processo k-reversivel.

Um ponto bastante interessante sobre os resultados ja obtidos é o fato de, apesar
da existéncia de 2" configuracoes de estados, um simples algoritmo de simulacao
possui complexidade de tempo polinomial para detectar as configuragoes que fazem
parte do periodo e para determinar o transiente de uma determinada configuracao.
Mais precisamente, assumindo o valor demonstrado pelo Teorema 2.3 como sendo
o valor maximo para o comprimento do transiente, e notando que um passo da
dindmica pode ser executado em tempo O(n + m), concluimos que um algoritmo
simples de simulagao possui complexidade O((n+m)m+ (n+m)nA(G)) = O(m? +

n’m).
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Capitulo 3

Funcao de Energia em Processos

k-Reversiveis

No Capitulo 2, apresentamos a fun¢ao de energia utilizada para provar diversos
resultados importantes em processos que operam com limiares. Os principais re-
sultados obtidos sao limites, nem sempre justos, para o comprimento maximo do
transiente e do perfodo que ocorrem em tais processos. Com essa mesma defini-
cao de funcao de energia, outros resultados importantes também sao demonstrados,
como, por exmplo, para os casos onde os processos ocorrem de forma sequencial, ou
seja, quando existe uma permutacao que determina a ordem pela qual a alteracao
dos estados dos vértices sera realizada.

Nesse capitulo, introduzimos uma funcao mais adequada e intuitiva para pro-
cessos k-reversiveis. A ideia é que com essa nova funcao possamos obter resultados
mais especificos para esses processos e também maior entendimento sobre a dina-
mica do processo, visto que a funcao de energia que foi apresentada trata o caso
mais genérico de processos que operam com limiares e nao é intuitiva para entender
processos mais especificos como 0s processos k-reversiveis. Com essa nova funcao,
pretendemos ter mais entendimento sobre esses processos e obter limites mais jus-
tos e demonstragoes mais 6bvias para os comprimentos méaximos do transiente e do
periodo.

Ainda nesse capitulo, enunciaremos uma conjectura de um limite superior justo
para o transiente de processos 2-reversiveis em arvores. Para essa conjectura, mos-

tramos inclusive o método de construcao das arvores que atingem tal limite.

3.1 Energia em Processos k-Reversiveis

Inicialmente vamos definir dois conjuntos que serao referenciados ao longo desse

capitulo e serao utilizados em basicamente todas as demonstracoes. Esses conjuntos
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chamaremos de S1(t) e Sa():

Si(t) = {vi | mi(t +1) # x:(t) }
Sy(t) ={vi | zi(t + 1) = ()}

Alternativamente, podemos definir:

Si(t) = {vi | opi(t) > k}
So(t) = {v; | opi(t) < k}

Como podemos ver, definimos os conjuntos de tal forma que o conjunto (%)
contém todos os vértices que tiveram seus estados alterados entre as configuracaos
x(t) e x(t+1). Porsua vez, o conjunto Sy(t) contém todos os vértices que mantiveram
seus estados entres essas configuracoes.

Utilizando esses dois conjuntos, formulamos uma funcao que denominaremos
funcao de energia para processos k-reversiveis e a denotaremos por FE(t). Essa
fungao se baseia na fungao de energia apresentada em (2.7) e é definida da seguinte

forma:

E(t) = Z (opi(t) — k) + Z (k — opi(t)). (3.1)

Essa nova funcao de energia pode ser entendida como um saldo de vizinhos
que sobraram ou faltaram para que ocorressem mais mudancas de estados a partir
da configuracdo z(t). No primeiro somatorio, cada parcela (op;(t) — k) representa
a quantidade de vizinhos a mais com estado oposto que v; possui para mudar de
estado, visto que v; estd no conjunto Si(t). Ja no segundo somatorio, cada parcela
(k—op;(t)) representa o niimero de vizinhos com estado oposto que eram necessarios
a mais para v; mudar seu estado entre as configuracdos z(t) e x(t + 1).

Observe a Figura 3.1 que contém um grafo GG, que é um grafo estrela com 6
vértices, e as configuragoes z(0) e (1) ilustradas em um processo 3-reversivel. Para

o calculo de F(0), temos os seguintes valores:
e 0p1(0) =4, opa(0) =1, op3(0) =1, ops(0) = 1, op5(0) = 1 e opg(0) = 0.
L4 SI(O) - {Ul} € 82(0) — {UQ,/U37U47'U5,U6}.

Utilizando esses valores e a Defini¢ao 3.1, obtemos E(0) = 12. Para o calculo de
E(1), temos:

e opi(1) =1, opa(1) = 0, ops(1) = 0, ops(1) = 0, op5(1) = 0 e ops(1) = L.
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(a) 2(0): E(0) = 12 (b) z(1): E(1) = 16

Figura 3.1: Exemplo de configurages z(0) e z(1) de um processo 3-reversivel em
um grafo estrela.

o Si(1)=0e Ss(1) = V(G).

Novamente, utilizando os valores obtidos e a Defini¢ao 3.1, obtemos E(1) = 16.

Pela definicao, é possivel observar que a fungao de energia nunca assume valores
negativos. O primeiro somatorio claramente nunca assume valores negativos visto
que todos os vértices em S;(t) possuem op;(t) > k. Para o segundo somatorio, todos
os veftices em Sy(t) possuem op;(t) < k, e, portanto, a menos que o conjunto seja
vazio, o valor desse somatoério é maior que zero.

Uma outra definicao equivalente para essa funcao de energia é dada por:

Et)y= Y (op(t+1)—k)+ Y (k—op(t+1)). (3.2)

1€S1(t) i€S2(t)

Apesar de possuir uma forma similar a Definicdo 3.1, apenas olhando para essa
nova definicdo nao é claro que ela assuma apenas valores nao-negativos e muito
menos que as duas definicoes sejam equivalentes. Como exemplo, vamos usar a

Definicao 3.2 para o calculo de F(0) e E(1) para o caso da Figura 3.1. Temos:

o opi(1) =1, opa(1) = 0, ops(1) = 0, ops(1) = 0, op5(1) = 0 e ops(1) = 1.

e S1(0) ={v1} e S2(0) = {vq, v3, 04, v5, 06}

Como em z(1) ndo ha vértices com mais de um vizinho com estado oposto, entao

sabemos que x(2) = z(1), e assim calculamos:
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o op1(2) =1, 0pa(2) = 0, op3(2) = 0, ops(2) = 0, op5(2) = 0 e ops(2) = 1.

o« Si(1) =0 e Sy(1) = V(G).

Obtemos, assim, F(0) = 12 e E(1) = 16, que sao exatamente os valores que
haviamos encontrado anteriormente com a Defini¢ao 3.1.

Ao contrario da definicao anterior, essa nova versao nao possui, a primeira vista,
um significado claro, pois, apesar de mantermos os mesmos conjuntos S (t) e Sa(t)
para o calculo, também utilizamos os parametros op;(t + 1). Inclusive, devido a
isso, podemos agora ter valores negativos nas parcelas, como acontece no exemplo
utilizado ao calcular £(0) com a parcela referente ao vértice v.

Por essa dificuldade, a primeira versao serd a mais utilizada ao longo do capitulo
e sera utilizada como definicao padrao. Mas a segunda versao serd primordial em
alguns resultados para os quais necessitaremos de algumas observagoes que utilizam
ambas as versoes.

Antes de prosseguir, no entanto, precisamos demonstrar a equivaléncia das fun-

coes.

Lema 3.1. As Defini¢coes 3.1 e 3.2 para o cdlculo da fun¢ao de energia em processos

k-reversiveis sao equivalentes.

Demonstra¢ao. Sejam |S1(t)| e |S2(t)| as cardinalidades dos conjuntos S (t) e Sa(t),

respectivamente. Reescrevemos (3.1):

E(t)= > opi(t)— > opi(t) = [Si(t)|k + |S2(t)[k. (3.3)

1€51(t) 1€S55(t)
Reescrevemos também (3.2):

Et)= > opi(t+1)— > opi(t+1)—|S1(t)|k+|S2(t)|k.
i€S1 (1) 1€52(t)

Dessa forma, como a expressao —|Sy(t)|k + |S2(t)|k aparece nas duas formulas,

precisamos mostrar que:

S oopi(t) = DD opi(t) Soopi(t+1)— > opi(t+1).

1€51(t) 1€S52(t) 1€51(t) 1€52(t)

Vamos definir os seguintes conjuntos A(t), B(t) e C(¢):

o A(t) = {(vi,v;) | (vi,v)) € E(G),v; € S1(t),v; € S1(t) e x;(t) # z;(t)}
o B(t) ={(vi,vj) | (vi,v;) € E(G),v; € Sa(t),v; € Sa(t) e z;(t) # x;(t)}
o C(t) = {(vi,v)) | (vi,v;) € B(G) \ (A(t) U B(1)) e xi(t) # ;(t)}
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Assim, A(t) é o conjunto de todas arestas entre vértices de Si(t) que possuem
estados distintos no passo de tempo t, B(t) o conjunto de todas as arestas entre vér-
tices de Sy(t) que possuem estados distintos no passo de tempo t, e C(t) o conjunto
de todas as outras arestas entre vértices que possuam estados distintos no passo de
tempo .

Sejam |A(t)|, | B(t)| e |C(t)] as cardinalidades de tais conjuntos. Nao ¢ dificil ver

que Y. op;(t)éigual a2|A(t)|+|C(t)|. Para verificar esse resultado basta observar
1€51(t)
que para dois vértices vizinhos v; e v; com estados opostos no passo de tempo ¢,

a aresta entre eles é contabilizada tanto por op;(t) quanto por op;(t). Se ambos
os vértices pertencem ao conjunto Sp(t), entao essa aresta seré contabilizada duas
vezes no somatorio. Caso apenas um dos vértices pertenca ao conjunto S;(t), entao
a aresta serd contabilizada apenas uma vez no somatéorio. De maneira semelhante,

temos > op;(t) igual a 2|B(t)| + |C(t)|. Logo, temos que:
1€S2(t)

Y om(t) = Y omit) = 2/A()] - 2/B(1)]. (3-4)

€S (t) i€5a (1)
Definimos agora os conjuntos A'(t), B'(t) e C"(t):

o A(t) ={(vi,vj) | (vi,v;) € E(G),v; € S1(t),vj; € S1(t) e xi(t+1) # z;(t+1)}
o B'(t) ={(vi,v)) | (vi,v;) € E(G),v; € Sa(t),v; € Sa(t) e z;(t+1) # x;(t+1)}
o C'(t) ={(vi,v;) | (vi,v;) € E(G)\ (A(t) UB'(t)) e mi(t +1) #z;(t+ 1)}

A tunica diferenca desses conjuntos para os conjuntos A(t), B(t) e C(t) é que,
nesses, consideramos estados distintos no tempo t + 1, em vez do tempo t. Com

isso podemos escrever Yy op;(t + 1) como 2|A'(t)| + |C'(t)|. E podemos também
1€51(t)
escrever »_ op;(t+ 1) como 2|B'(t)| + |C'(t)]. E, portanto:
1€52(1)

Sooopi(t+1)— > opi(t+1) =2|A'(t)| —2|B'(t)]
i€S1 (1) 1€52(t)

A Figura 3.2 ilustra os conjuntos de arestas A(t), B(t) e C(t) nas cores azul,
vermelha e preta, respectivamente. Note que inlimeras outras arestas podem existir
no grafo, mas somente as arestas entre vértices com estados distintos no tempo ¢
sao representadas nos conjuntos. A Figura 3.3 ilustra os conjuntos de arestas A’(t),
B'(t) e C'(t) nas cores azul, vermelha e preta, respectivamente.

Observe que, na verdade, os conjuntos A(t) e A’(t) sdo iguais. Isso acontece por
que todos os vértices que estao em Si(t) irdo mudar de estado no passo ¢t. Sendo

assim, se v; e v; sao dois vértices de S1(t) com x;(t) # x;(t), entdo, certamente,
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Si(t) Sa(t)

Figura 3.2: Exemplo de conjuntos de arestas A(t), B(t) e C(t).

Si(t) Sa(t)

Figura 3.3: Exemplo de conjuntos de arestas A’(t), B'(t) e C'(t).

temos z;(t+1) # z;(t+1). O mesmo vale para os conjuntos B(t) e B'(t). Para dois
vértices v; e v; em Sy(t) com x;(t) # x;(t), teremos, certamente, z;(t+1) # x;(t+1).
Dessa forma, temos finalmente que:

Yooopi(t+1)— > opi(t+1) =2|A(t)] — 2|B(1)].
1€51(t) 1€82(t)

Concluimos assim, que (3.1) e (3.2) sdo equivalentes. O

Como ja foi visto no Capitulo 2, a funcao de energia definida em (2.7) para o
caso geral de processos que operam como limiares é uma funcao mondétonica decres-
cente. Essa caracteristica ¢ de grande ajuda na demonstracao de que o comprimento
méaximo do periodo nesses processos ¢ dois.

Veremos que a monotonicidade também é uma caracteristica da funcao de energia
especifica para processos k-reversiveis. Nesse caso, a fun¢ao ¢ monoétonica crescente,

j4 que nao temos o sinal negativo nos somatoérios.

Lema 3.2. A funcio E(t) definida em (3.1) é um operador monotonico crescente.
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Demonstra¢ao. Vamos incluir a notacao AE(t), que serd a variagao de energia do

tempo t para o tempo t + 1:
AE(t) = E(t+ 1) — E(t)

Podemos usar a Defini¢ao 3.1 para reescrever E(t + 1), e a Defini¢do 3.2 para

reescrever F(t):

AE(t)= > (opi(t+1)—=k)+ > (k—opi(t+1))— > (opi(t+1)—k)—
1€S1(t+1) i€Sa(t+1) i€S51(t)

> (k—opi(t +1)).

1€52(t)

Iremos mostrar que AFE(t) > 0. Para demonstrar isso, analisaremos a contribui-
cao em AE(t) de cada vértice de G. Observando a formula expandida de AE(t) é

possivel separar quatro casos para cada vértice v;:
® VU € Sl(t) ev; € Sl(t+ 1)
— Nesse caso, a contribuigao de v; ¢ dada por op;(t+1)—k—op;(t+1)+k = 0.

o v; € Sy(t) ewv; € Syt +1).

Nesse caso, a contribuicao de v; &€ dada por k—op;(t+1)—k-+op;(t+1) = 0.

® U, € Sl(t> eV, € Sg(t—f— 1)

Nesse caso, a contribuicao de v; ¢ dada por k—op;(t+1) —op;(t+1)+k =
2(k —opi(t +1)).
— Como k > op;(t + 1), entdo, 2(k — op;(t + 1)) > 0.

o v; € Sy(t) ev; € Sy(t+1).

— Nesse caso, a contribuigao de v; é dada por op;(t+1) —k—k+op;(t+1) =
2(opi(t+1) — k).
Como op;(t + 1) > k, entdo, 2(op;(t +1) — k) > 0.

Note que nenhum vértice em G contribui com valores negativos em AFE(t). Logo,

concluimos que AE(t) > 0.
[

A partir da demonstracao do Lema 3.2 podemos observar também que sempre
que AE(t) > 0, entdo AE(t) > 2. Observamos também que a variagao de energia é

sempre um nimero par.
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Ainda observando a demonstracao desse lema, podemos ver que caso nao exista
nenhum vértice na terceira ou quarta possibilidades de comportamentos enuncia-
dos na demonstracdo, entdo a configuracdo x(t) é uma configuracdo periodica, e o
periodo possui comprimento no maximo dois.

Suponha, por exemplo, que um vértice v; esteja em S;i(t) e em Si(t + 1); logo,
zi(t) # xi(t + 1) e x;(t + 1) # z;(t + 2), e portanto z;(t) = x;(t + 2). Caso o
vértice v; esteja em Sy(t) e em Sy(t + 1), temos que z;(t) = z;(t + 1), e, por sua
vez, z;(t + 1) = x;(t + 2). Logo se todos os vértices se encontram nessas duas
possibilidades, estamos em uma configuragao periodica, tal que o comprimento do
periodo é no maximo dois. Nesse caso, se existir pelo menos um vértice no primeiro
comportamento, entao a configuragao pertence a um periodo de comprimento dois,
caso contrario, se todos os vértices estiverem no segundo comportamento, entao a
configuragao pertence a um periodo de comprimento um.

Para qualquer vértice v; tal que v; € Sy () e v; € Sa(t+1), temos z;(t) # x;(t+1)
e z;(t+1) = z;(t +2). E para qualquer vértice v; tal que v; € Sy(t) e v; € S1(t+ 1),
entao temos x;(t) = z;(t + 1) e z;(t + 1) # x;(t + 2). Sendo assim, a tnica situacao
onde a configuracao é periodica e o periodo possui comprimento dois ocorre quando
todos os vértices se encontram em um dos dois primeiros comportamentos descritos

na demonstracao do Lema 3.2.

3.2 A Funcao de Energia como Ferramenta de De-

monstracao

A funcao de energia para processos k-reversiveis, como veremos, ¢ bastante util
? 3

para provarmos de maneira mais intuitiva o limite para o comprimento maximo do

periodo de uma dindmica de um processo k-reversivel. Além disso, fornece limites

interessantes também para o comprimento maximo do transiente de tais processos.

Teorema 3.1. Para qualquer grafo simples G e qualquer configuragao inicial x(0)

de um processo k-reversivel, p(x(0)) < 2.

Demonstrac¢ao. Pelo Lema 3.2, sabemos que a fun¢ao E(t) é monotonica crescente.
Pela Definicao 3.1 e pelo fato de G ser finito, sabemos também que E(t) nao pode
crescer indefinidamente, ou seja, existe um passo de tempo t,,., tal que E(t) =
E(tmae) para todo t > t0,-

Seja um grafo G e uma configuracao inicial z(0) para um processo k-reversivel.
Definimos ty, como sendo um instante de tempo grande o suficiente tal que tq >
7(2(0)) e to > tmee- E importante notar que essa situagdo ocorre para todos os
processos k-reversiveis, j4 que um processo pode ocorrer por tanto tempo quanto se

queira. Vamos supor, ainda, que p(z(0)) > 2.
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Como estamos assumindo que a fungao de energia ji alcancou o valor maximo
E(tmaz), para todo t > ty nao existe vértice v; tal que v; € S1(t) e v; € So(t+1), pois
dessa forma, como vimos na demonstragao do Lema 3.2, isto implicaria AFE(t) >
0, contradizendo a hipotese de que a funcado ja havia atingido seu valor méaximo.
Também ¢é claro que nao pode ser o caso onde em um tempo t > ty, para todo
vértice v;, ocorra v; € S1(t) e v; € S1(t+1) ou ocorra v; € Sy(t) e v; € Sa(t+1), pois
dessa forma todos os vértices estariam em comportamento periédico de comprimento
no maximo dois, como ja foi visto anteriormente e como estamos supondo nao ser
o caso. Concluimos que, para termos p(z(0)) > 2, certamente existe pelo menos
um vértice v; tal que v; € So(t) e v; € Si(t + 1) para que x;(t) # x;(t + 2). Mais
precisamente, existe um vértice v; tal que op;(t) < k e op;(t + 1) = k. Note que
¢ necessaria a condicdo op;(t + 1) = k, pois caso a condigao fosse op;(t + 1) > k,
terfamos um aumento de no minimo duas unidades na variagao da fun¢ao de energia.

Mas como v; € S;(t + 1), a partir do tempo ¢ + 1 v; necessariamente continuara
em Si(t+2), Si(t+ 3), Si(t +4) e assim por diante, pois caso esteja em algum
So(t'), para algum t' > t + 1, entdo, como ja vimos na demonstragao do Lema 3.2,
o valor da energia aumentaria, contradizendo a hipotese t > t,,,,. Dessa forma,
temos x;(t) # z;(t+2) e x;(t' +2) = x;(t'), para todo t' > ¢. Portanto, v; entrou em
comportamento periddico somente no tempo t > ty, contradizendo a hipotese inicial
to > 7(x(0)).

Sendo assim, s6 existem vértices com comportamento periddico de comprimento
no méaximo dois, e, portanto, concluimos que p(z(0)) < 2, para qualquer configura-
¢ao z(0) e grafo G.

m

Para o estudo do comprimento méximo do transiente em um processo k-reversivel
a partir de uma configuracao inicial z(0), devemos notar que nao podemos ter
AE(t) > 0, para t > 7(x(0)). Note que, se isso ocorresse, teriamos E(t +2) > E(t),
mas isso é impossivel, visto que z(t + 2) = z(t), e, portanto, o calculo de E(t +2) e
E(t) resultam no mesmo valor.

Concluimos assim que o comprimento do transiente possui alguma relacao com
o valor maximo de energia F(tnq). Se E(t) fosse um operador monotoénico estri-
tamente crescente, terifamos um resultado direto limitando o comprimento méaximo

do transiente ao valor E(t,,q,). Na verdade, o resultado limitaria o comprimento

E(tmaz)
2 )

de no minimo duas unidades. Mas, como podem existir intervalos de tempo onde

do transiente ao valor j& que o crescimento da funcao ocorre em passos

AE(t) =0et < 7(x(0)), como na Figura 3.4, entdo essa afirmagdo nao pode ser

feita. Nessa figura, por exemplo, que ilustra um processo 2-reversivel, observe que

AE(0) = 0, mas 7(z(0)) = 3. O problema entdo é termos grandes intervalos de
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tempo com a variagao de energia igual a zero mas ainda longe de uma configuragao

periodica.

Figura 3.4: Configurages x(0), (1), 2(2) e z(3) para um processo 2-reversivel.

Podemos observar, no entanto, que existe apenas uma situacao onde em algum
intervalo de uma unidade de tempo a funcao de energia mantém seu valor constante
sem que a configuracao atual seja de fato uma configuracao periédica. E essa si-
tuacao ocorre somente quando existe no minimo um vértice v; tal que v; € Sy(t) e
v; € S1(t + 1) com op;(t + 1) = k. Logo, podemos concluir que o limite maximo de
passos tal que a fun¢ao de energia permaneca com o mesmo valor é igual a n—1. Essa

situagdo extrema ocorreria, por exemplo, se existirem os conjuntos Sy (t'), Si (' + 1),

ooy S1(t' +n —1) e o conjuntos Sy(t'), Sa(t' + 1), ..., So(t' +n — 1) tais que:
o [S(t) =1
o |Sy(t))=n—1
e S CSI+1)C...C 5t +n—1)

Se v; € Sa(4)NS1(j+ 1), entdo op;(j + 1) = k.

Note que, dessa forma, teriamos exatamente n — 1 passos que terminariam em
uma configuragdo periodica com todos os vértices em S;(t' +n — 1). Isso nos da

E(tmaz)(n—1)
2

diretamente um limite superior igual a para o comprimento maximo do

transiente. Mas para sermos um pouco mais precisos, devemos considerar apenas
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n — 2 passos, pois o ultimo passo resultaria em uma configuracao periodica. Apenas
para o valor de energia méaximo devemos considerar os n—1 passos, pois, obviamente,
nao h& mais para onde aumentar. Portanto, podemos limitar o comprimento méximo
do transiente a Wﬂ + (n—1).

Esse limite no entanto esta longe de ser um limite justo. Mesmo sem uma analise
mais detalhada, parece ser bastante improvavel que exista alguma configuracao onde
a funcdo de energia cresga somente em passos de duas unidades, e permanega em
cada valor possivel por n — 2 passos até alcancar o valor E(t,,,,;) e permanecer
nesse valor por n — 1 passos até atingir a configuracao periodica. E isso de fato nao
acontece. Apesar de a fungao poder ficar com valor constante por alguns intervalos

de tempo, o crescimento ao longo do tempo até o valor maximo nao chega nem

5 + (n —1) passos. Um limite mais justo

perto do extremo de demorar

é demonstrado pelo Teorema 3.2.

Teorema 3.2. Para qualquer grafo simples G e qualquer configuragao inicial x(0)

de um processo k-reversivel, T(x(0)) < E(tmaz) +n — 1.

Demonstragao. Observando cada passo onde F(t) permanece constante, ja verifica-
mos que existe pelo menos um vértice v; tal que v; € Sy(t) e v; € Si(t + 1) com
op;(t + 1) = k. Mas para essa situagado ocorrer, as possibilidades sdo bem poucas e

podem ser separadas em dois casos:

e v; pertence a todos os conjuntos S3(0), So(1), ..., Sa(t).

e Existe algum tempo 0 < ¢’ < ttalque v; € Si(t') ev; € Sa(t'+1), v; € Sa(t'+2),
LW € Sg<t)

Note que apenas no segundo caso o vértice v; contribuiu em algum momento
anterior para o aumento do valor da funcao em pelo menos duas unidades, pois
temos que v; € Si(t') e v; € So(t' +1). Sendo assim, é possivel concluir que,
excetuando-se os vértices que estao no primeiro caso, todos os outros vértices que
contribuem para a manutencao do valor da funcao constante ap6s uma unidade
de tempo, também contribuiram para o aumento do valor dessa mesma funcao em
pelo menos duas unidades em algum passo anterior de tempo. Dessa forma, ainda
desconsiderando todos os vértices que estao no primeiro caso, vemos que a média do
crescimento da energia ao longo do tempo é de no minimo uma unidade por passo
de tempo, mas na maioria dos casos esse aumento sera ainda maior, pois o mais
comum ¢ termos aumentos significativos entre cada passo de tempo.

Voltando a considerar os vértices do primeiro caso, vemos que esses vértices
contribuem para a manutencao do valor de energia constante sem terem contribuido

com o aumento da funcao em algum passo anterior de tempo. Mas essa situagao pode
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ocorrer somente uma vez para cada vértice, que é justamente no passo de tempo t.
Apos t, qualquer contribuicdo de um vértice para a manutencao do valor da funcao
terd necessariamente como custo em algum passo anterior o aumento desse valor em
pelo menos duas unidades. Podemos entao limitar o valor médximo do transiente a
E<tmax) + |SQ(O)"

Mas se |S2(0)| = n, entao a configuragao inicial jA é uma configuracao periodica
e, portanto, o comprimento do transiente nesse caso é zero. Logo, de maneira mais

geral, podemos limitar o valor maximo do transiente a E(t,,4.) +n — 1. O

O resultado do Teorema 3.2 ainda nao deixa muito claro o limite méximo do
transiente em processos k-reversiveis, pois ainda nao vimos a relacdo de E(t,4,)

com os parametros do grafo e com o parametro k.

Corolario 3.1. Para qualquer grafo simples G e qualquer configuracao inicial x(0)
de um processo k-reversivel, T(x(0)) < n(A(G)+1) — 1.

Demonstragao. Sabemos que se k > A(G), o comprimento do transiente de qualquer
configuragao é igual a 0. Entao, assumindo k£ < A(G), e usando a Definigao 3.1 da
funcao de energia, temos que o valor maximo que E(t) pode assumir ocorre quando
k= A(G) e Sa(t) = V(G). Sendo assim, E(tme:) = nA(G). Note que em (3.1) o
valor maximo de cada parcela nunca é maior que A(G). Utilizando o Teorema 3.2,

temos:

7(@(0)) < E(tas) + 71— 1
<nA(G)+n—1
<n(A(G)+1)—1.
(3.5)

]

Note que o Corolario 3.1 nos fornece um limite melhor para o transiente de
uma configuragao em um processo k-reversivel do que o limite obtido pelo Corolario

2.2. De maneira semelhante ao que fizemos no Capitulo 2, analisamos o caso onde
2k > A(G).

Corolario 3.2. Para qualquer grafo simples G e qualquer configuracao inicial x(0)

de um processo k-reversivel tal que 2k > A(G), vale 7(x(0)) < (k+ 1)n — 1.

Demonstracdo. E facil ver que se 2k > A(G), nenhuma parecela dos somatorios em
(3.1) é maior que k, e, portanto a energia maxima é nk. Utilizando o Teorema 3.2,

concluimos:
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7(x(0)) <nk+n-—1
=(k+1)n—-1. (3.6)

Novamente, através da utilizagao da funcao de energia, obtemos um limite mais
justo para o comprimento do transiente. Observe que o Corolario 3.2 fornece um

limite menor do que o limite obtido pelo Corolario 2.3 para todo k£ > 1.

3.3 Arvores

Nessa secao, mostramos um limite justo para o valor méximo da fun¢ao de energia
quando o grafo é uma arvore. Com isso, o limite superior para o comprimento do
transiente em processos k-reversiveis também fica mais apertado. Na ultima parte
da secao enunciamos uma conjectura para limite maximo justo do transiente em

processos 2-reversiveis em arvores.
Teorema 3.3. Quando G € uma drvore, E,,.. = nk.
Demonstragao. Usando (3.3) e (3.4):

E(t) = 2(|A@)| = [B®)]) + k(1S2(8)] — |S1(£)])-

Queremos maximizar E(t). Note que se [Sy(t)| = n e |Si(t)| = 0, para maximizar
E(t) assumimos que todos os vértices em Sy (t) possuem o mesmo estado, e, portanto,
|B(t)| = 0. Como S;(t) ndo possui nenhum vértice, |A(t)| = 0:

E(t) = 2(lA@®)] = [BO)]) + k([S2(0)] = [S1(8)])
=2(0—-0)+k(n—0)
= nk.
(3.7)
Generalizando, vamos supor |Si(t)] = w, |S2(t)] = n —w e w > 0. Note que

para maximizar o valor da funcao devemos sempre considerar todos os vértices em
Sa(t) com mesmo estado, para sempre termos |B(t)| = 0. De maneira semelhante,
devemos considerar |A(t)| = |S1(t)| — 1, que é o maior nimero possivel de arestas
entre vértices de Si(t), pois G é uma arvore. Sendo assim, o valor maximo possivel
para E(t) é:
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E(t) = 2(|A@)| = [B@)]) + k(1S2(8)] = [S1(H)])
=2(w—-1)+k(n—w—w)
=2w — 2+ kn — 2kw
=kn+ 2w —2 - 2kw
=kn+w(2—2k) — 2.
(3.8)

Para termos E(t) > nk, devemos ter w(2 — 2k) > 2. Mas, para qualquer k& > 1,
w(2 — 2k) < 0. Sendo assim, caso w > 0, ndo existe configuracdo z(t) tal que
E(t) > nk. Dessa forma, concluimos que o valor maximo de energia para arvores
ocorre quando todos os vértices possuem o mesmo estado. E esse valor é igual a nk.

O

Corolario 3.3. Para processos k-reversiveis onde o grafo G € uma drvore, e para

qualquer configuracdo inicial x, vale 7(x) < (k+ 1)n — 1.

Demonstracao. O resultado segue diretamente dos Teoremas 3.2 e 3.3:
Para qualquer configuracao inicial z, 7(x) < E(tye:) + 1 — 1. Como E(tne) <
nk:

() <nk+n-—1
<(k+1)n-1.
(3.9)

]

O Corolario 3.3 fornece um limite superior melhor para arvores do que o limite
dado pelo Corolario 3.1, j4 que ambos os resultados s6 fazem sentido se A(G) > k.
Como k é uma constante, o segundo corolario oferece um limite linear no ntimero
de vértices para o comprimento do transiente, enquanto o corolario anterior para o
caso geral demonstra um limite que pode ser quadréatico.

Apesar de um limite melhor, acreditamos que o limite ainda nao é justo. Para o
caso dos processos 2-reversiveis, apresentamos uma conjectura para o limite superior

justo bem como as configuracoes que alcancam tal limite.

Conjectura 3.1. Para processos 2-reversiveis onde o grafo G € uma drvore e possui
n > 5 wvértices, para qualquer configuracao inicial x, T(x) < n — 3. Além disso,

sempre existe uma drvore e uma configuracao inicial x tais que T(x) =n — 3.
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Observe que a Conjectura 3.1 fornece um limite justo para processos 2-reversiveis,
consideravelmente melhor do que poderiamos obter utilizando o Corolario 3.3, ja que
pelo corolario tinhamos 7(x) < 3n — 1.

A conjectura tem como base testes computacionais realizados para todas as ar-
vores com no maximo 20 vértices. Em nenhum caso foi obtido transiente maior
que n — 3. A partir dos testes realizados, observamos um padrao estrutural para as
arvores que possuiam configuracdes com transiente de comprimento n — 3 e desen-
volvemos um algoritmo que constroéi tais drvores com suas respectivas configuragoes
iniciais.

A Figura 3.5 contém todas as arvores geradas pelo Algoritmo 1 quando n é um
nimero par, no caso o nimero 8. A Figura 3.6 contém todas as arvores geradas
quando n é um nimero impar, no caso o nimero 9. Para os testes computacionais
realizados, o algoritmo construiu todas as arvores e configuracoes iniciais que for-
nencem transiente de comprimento n — 3. A partir desse resultado apresentamos

outra conjectura:

Figura 3.6: Arvores geradas pelo Algoritmo 1 para n = 9.

Conjectura 3.2. O Algoritmo 1 gera todas as drvores de n vértices e configuracoes

x tais que T(x) =n — 3 em processos 2-reversiveis.
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Algoritmo 1:

Entrada: Numero de vértices n das arvores a serem geradas
Saida: Arvores 7T; com suas respectivas configuragoes iniciais X; tal que
7(X;) = n — 3, em um processo 2-reversivel.

1 inicio

2 V — {v1,09,...,0,};

3 E «—— 0;

4 J+— 1

5 para i < 1 até n — 2 faca
6 E +— EU (v;,0i41);

7 se i =n — 2 entao

8 L E+— FEU (UZ'7U¢+2);

9 para i < 1 até n faca

10 se 1 € impar entao

11 | fi] «— 1

12 senao

13 L x[i] «— 0;

1 | T« G(V, E);

15 Xj

16 j+—J+1

17 para i < 3 até n — 3 faga
18 se 1 € impar entao

19 E+—F \ (Ui,Ul',l);
20 E+— EU (v;_1,vi41);
21 Tj +— G(V, B);

22 X+ x;

23 J4—J+1

24 sei=n—3 en ¢ par entao
25 E+— F \ (UiJrl, Ui+3);
26 E «— E U (vi,vi13);
27 Tj +— G(V, E);

28 X+ x;

29 J—J+1

30 fim
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Caso a Conjectura 3.2 esteja correta entao existem exatamente 7 drvores com

configuragoes iniciais que resultam em transientes de comprimento n — 3 caso n seja
par, e ”T’l — 1 dessas arvores caso n seja impar. Para chegarmos a esse resultado,
observe que na linha 14 do algoritmo temos 1 arvore. Dentro do laco da linha 17,
somente geramos arvores em metade dos n—>5 passos, sendo que se n for par, geramos
1 arvore a mais. Entao para o caso n par, a quantidade de arvores geradas ¢é igual
al+ "T’E’ + 1. Como n — 5 é impar, temos que a quantidade de arvores geradas é

igual a 14+ 5 —2+1 = 5. Para o caso n impar a formula ¢ 1+ "7_5, mas nesse caso

n—1
L1

n — 5 é par, e, portanto, a quantidade de arvores é igual a 1 + "T_l -2 =
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Capitulo 4

O Problema da Existéncia de

Configuracao Predecessora

O estudo de muitos problemas computacionais envolvendo processos dinamicos em
grafos ja foram estudados previamente em autdmatos celulares. Um desses pro-
blemas é o chamado EXISTENCIA DE CONFIGURAGAO PREDECESSORA, que, por
simplicidade, nesse capitulo, chamaremos de ECP.

Dada uma configuracao de estados Y, o ECP consiste em determinar a existéncia
de uma outra configuracao Y’ tal que a dinamica do processo em G com configu-
racao Y’ associada produza a configuracao Y na préoxima unidade de tempo. Note
que o termo configuracao predecessora nesse contexto significa uma configuracao
imediatamente anterior. Esse termo serd usado ao longo de todo o capitulo com
esse significado.

O problema ¢ bem amplo e nao se restringe apenas a processos sincronos e grafos
nao-direcionados, como o os processos k-reversiveis. Podemos considerar processos
sequenciais, grafos direcionados, processos majoritarios e qualquer outra dindmica
que podiamos definir sobre autématos celulares.

As configuracdes que nao possuem predecessoras sao conhecidas como configu-
racoes jardim-do-éden pelo fato de serem as configuragoes que dao origem a todas
as outras configuracoes possiveis. Esse problema foi demonstrado ser NP-Completo
para autdomatos celulares finitos por Sutner [11] e Green [17]. As demonstragoes
realizadas mostram a existéncia de pelo menos uma funcao de atualizagao para o
automato tal que o problema seja NP-Completo, e, portanto esses resultados nao se
aplicam diretamente para provar a NP-completude de uma dindmica especifica.

Moore [18] e Myhill [19] demonstraram o Teorema do Jardim do Eden que prova
uma condicao suficiente e necessaria para que um automato celular possua configu-
racoes jardim-do-éden.

Nesse capitulo, vemos que para um processo k-reversivel, o ECP também é um

problema NP-completo, incluindo o caso onde o grafo associado pertence & classe
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de grafos bipartidos, para todo k& > 2. Mostramos também que para a classe das
arvores o problema estd em P, e conseguimos nao s6 determinar a existéncia de
uma configuracdo predecessora, como conseguimos construir alguma das possiveis
configuragoes e contar quantas existem. Finalizamos o capitulo mostrando que um
caso restrito para o qual o problema também estid em P é o caso onde o processo é
2-reversivel e A(G) < 3.

Nesse trabalho, o problema de determinagao da existéncia de uma configuracao
predecessora em processos k-reversiveis serd denominado EcpP(k). A configuragio
que servird como entrada para o problema serd denominada sempre por Y. A Se-
¢ao 4.1 trata da NP-completude do Ecp(k), mesmo quando o grafo em questao é
bipartido. Em seguida, na Se¢ao 4.2 tratamos o problema para a classe das arvo-
res, onde apresentamos algoritmos para resolver o problema em tempo polinomial.
Concluimos o capitulo com a Secao 4.3, onde mostramos um algoritmo polinomial

para o ECP(2) em grafos onde o grau de um vértice é no maximo trés.

4.1 NP-Completude do Problema EcPp(k)

Problema de Decisao Ecp(k)

INSTANCIA: Um grafo G simples, finito e ndo-direcionado com n vértices
{v1,v9,...,v,}. Associado ao grafo existe uma configuracdo de estados Y, onde
Y (v;) representa o estado do vértice v; e Y (v;) € {—1,+1}.

PERGUNTA: Existe uma configuracao Y’ associada a GG tal que a dinamica de
um processo k-reversivel gera a configuracao Y apods exatamente uma unidade de

tempo?

Nessa se¢ao, mostramos a NP-completude do ECp(k), para todo k& > 2, através de
uma reducao polinomial realizada a partir do problema de satisfatibilidade 3SAT
EXATAMENTE-2. O problema 3SAT EXATAMENTE-2 ¢ uma variante do problema
3SAT, onde dado um conjunto de clausulas onde cada clausula é composta por
exatamente trés literais, a questao consiste em determinar se existe uma atribuicao
de valores para as variaveis de tal forma que cada clausula possua exatamente dois

literais verdadeiros, e, consequentemente, exatamente um literal falso.
Lema 4.1. O problema 3SAT EXATAMENTE-2 ¢ NP-Completo.

Demonstracao. O problema estd trivialmente em NP, ji que podemos verificar se
uma valoracao para as variaveis satisfaz todas as clausulas & medida que as lemos. A
prova de NP-completude se da pela reducao polinomial a partir do problema 3SAT

EXATAMENTE-1, onde deve-se determinar se é possivel obter uma valoracao para as
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varidveis tal que cada clausula seja satisfeita por exatamente um literal verdadeiro.
Esse problema é NP-Completo, como pode ser visto em [20].

A reducao é bastante simples e consiste apenas na inversao de todos os literais
em todas as cldusulas de uma instancia S do 3SAT EXATAMENTE-1 resultando em
uma instancia S’ do problema 3SAT EXATAMENTE-2. Em (4.1) temos o exemplo de
uma transformacao de uma instancia S para uma instancia S’. Note que as varidveis

sao exatamente as mesmas e s6 os literais foram alterados.

S = (I’l V -z V _|I3) VAN (Il VoV 2(33)
S/ = <_\l’1 V T2 V ZL’3) A (_'ZE1 V X9 V _|ZE3)
(4.1)

Caso S seja satisfativel, qualquer solucao de S claramente satisfaz S’, ja que pela
construcao que fizemos, S’ possuiré, nesse caso, exatamente dois literais positivos.
Da mesma forma, caso S’ seja satisfativel, entdao qualquer solucao de S’ satisfaz S,
j& que pela construcao, S possuird nesse caso exatamente um literal positivo.

]

Teorema 4.1. O Ecp(k) é NP-Completo, para todo k > 2.

Demonstracao. O problema esta claramente em NP, visto que, dada uma configu-
racao Y, a verificagdo se Y’ é de fato uma configuracao predecessora de Y é feita
apenas realizando um passo da dinamica do processo k-reversivel em G com con-
figuracao Y’, e comparando a configuracao resultante com a configuracdo Y. A
realizagdo da dindmica possui complexidade O(n 4+ m), e a comparacdo da configu-
racao resultante com a configuragdo Y possui complexidade O(n). Pelo Lema 4.1,
sabemos que 3SAT EXATAMENTE-2 é NP-Completo. Para provar que o ECcp(k) é
NP-Completo, mostramos que 3SAT EXATAMENTE-2 se reduz polinomialmente a
Ecp(k).

Seja S uma instancia qualquer do 3SAT EXATAMENTE-2 com M clausulas
C1,Co,...,cpy € N varidveis x1,xo,...,xy. Iremos construir uma instancia a partir
de S associada ao ECP(k), ou seja, construiremos um grafo G e uma configuracdo
Y que seré a configuracdo alvo de estados para os vértices em V/(G).

O conjunto de vértices V(G) sera formado por:

o {x;, —z;, | para toda variavel z; de S}
e {z, 2z, | para toda variavel z; de S}

o {u;1,..., U2 3 | para toda variavel z; de S}
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{pi1,- - pi2k—s | para toda variavel z; de S}

o {w;1, ..., wip_o | para toda varidvel z; de S}
o {w;,, ..., wj, , | para toda variavel z; de S}
e {¢;, ¢ | para toda clausula ¢; de S}

e {bi1, ..., bix—o | para toda clausula ¢; de S}
e {Uy,..., b, | para toda clausula ¢; de S}

Os vértices x; e —x; chamaremos de vértices literais, enquanto os vértices ¢; e ¢}
chamaremos de vértices clausulas.

O conjunto de arestas F(G) conterd as arestas:

o {(x,2), (x4,2)), (mx4, 2;), (mx4, 2}) | para toda variavel x; de S}

o {(zs,uin), ..., (zi,u;26—3) | para toda variavel x; de S}
o {(mxi,pin), -, (44, piok—3) | para toda variavel x; de S}
o {(z,w;1), ..., (2zi,w;r—2) | para toda varidvel z; de S}
o {(zj,w;y), ..., (z,wj, o) | para toda varidvel z; de S}
o {(c, b)), s (), V1) | para toda clausula c; de S}
e {(¢j, bj1), ..., (¢cj, bjr—2) | para toda clausula ¢; de S}

e {(cj, 7;), (¢}, ;) | literal w; ocorre na cldusula c;}

e {(cj, =xi), (¢}, =x;) | literal —z; ocorre na clausula c;}

Para finalizar a construcao, definimos a configuracao alvo de estados Y da se-

guinte forma:
o V(z;) =41, Y(—x;) =41, para 1l < i <n.
e V(z))=+1,Y(z))=—1,paral <i<n.
o Y(u;;)=+1Y(p;) =41, paral <i<nel<j<k-—1L
o Y(u;;)=-1,Y(p;)=-1l paral<i<nek<j<2k—3.
o Y(w;)=—1,Y(w;,;,)=+1,paral<i<nel<j<k-2

e Y(c;)=+1,Y(c,) =—1,paral <i<m.
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e Y(bi;)=—-1,pral<i<mel<j<k-—2
o Y(t;;)=-1Lparal<i<mel<j<k-1

A Figura 4.1 ilustra a construcao do grafo associado a uma instancia S composta
por apenas uma cldusula ¢; e trés variaveis x;, x5 e xr3. Nesse caso, o valor de k

considerado é 3. Assuma c; definida da seguinte forma:

C1 — .I‘1V_|.T2\/_|.T3

! / )
29 @ Z3

U1,1 " P1,1 U2, 1 " P21 U3,1 ‘ 3,1

U128 T T 1EP1,2 U2 2X X9 —ToEP22 Uz 2 T3 —T3EP3 2

& &y (e &y () &9

/<]

Figura 4.1: Exemplo de grafo construido para prova da NP-Completude do Ecp(3).

Observamos que a reducao é feita em tempo polinomial, visto que para cada
varidvel x; de S sao criados exatamente 6k — 6 vértices. Por sua vez, cada clausula
é responsavel pela criacao de exatamente 2k — 1 vértices. Dessa forma, temos que o
total de vértices criados a partir da instancia S ¢ igual a N(6k — 6) + M (2k — 1).
A quantidade total de arestas criadas que sao associadas a uma variavel x; de S é
exatamente 6k — 6, enquanto que a quantidade total de arestas criadas associadas
as clausulas de S é exatamente 2k + 3. Logo o total de arestas do grafo construido
¢ N(6k —6) + M(2k + 3). Como o valor k é constante, a construcao do grafo é

realizada em tempo linear no tamanho da instancia S.
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Apos a reducao polinomial ter sido realizada, precisamos demonstrar que S é
satisfativel se e somente se a configuracao Y possui pelo menos uma configuracao
predecessora. Iniciaremos a demonstracao provando que se S é satisfativel entao Y
possui uma configuragao predecessora.

A partir de uma solucao para S, essa configuracao predecessora de Y, que cha-

maremos de Y, pode ser obtida da seguinte forma:

o Y'(x;) = +1, se o literal x; for verdadeiro.

e Y'(x;) = —1, se o literal x; for falso.

o YV'(—x;) ==Y (x;)

o V(z;) =+1,Y'(2]) = —1paral <i <n.

o Y(uj) =Y'(pij) =+lparal <i<nel<j<k-1.

o Y(uij) =Y'(pij) =—1lparal <i<nek<j<2k—3.

o YVi(w;) = —1,Y'(wj;) =+lparal <i<nel<j<k—2
o V(e;))=+1,Y'(c}) =+1paral <i < m.

o Y(bjj)=—1lparal <i<mel<j<k-—2

),

oY’(baj):—lparalgigmelSjgk—l.

A Figura 4.2 ilustra a configuracao Y’ predecessora da configuracao Y para o
grafo ilustrado na Figura 4.1. Como exemplo, os literais x, —xs e x3 sao considera-
dos verdadeiros.

Pela construcao realizada de G e observando a configuracao Y’ descrita acima,
é possivel ver que cada vértice x; e —x; possui pelo menos k vértices vizinhos com
estado +1 em Y’ e exatamente um vértice vizinho com estado —1 em Y”, sendo esse
tnico vizinho o vértice z/. Essa condi¢ao ¢ suficiente para garantir que todo vértice
x; e —x;, pela dinamica do processo, no proximo passo de tempo, assuma estado +1,
independente de sua atribuicao em Y’. Note que, na configuracdo Y, esse é o estado
que esses vértices possuem.

Todos os vértices u;j, p;j, W;j, W bij e b} ; possuem apenas um vizinho, e,

r

%7
dessa forma permanecem com o mesmo estado assumido em Y, que por sua vez é
exatamente o mesmo estado em Y, como foi definido. Os vértices z; e z, possuem
exatamente k — 1 vizinhos com atribuicao oposta em Y’ ja que os vértices x; e —x;
possuem estados mutuamente opostos. Sendo assim, tanto z; como 2, mantém os
seus estados no proximo passo da dindmica e, consequentemente, seus estados ficam

de acordo com a configuracao Y.
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Nenhum vértice ¢; pode possuir mais do que um vértice literal v vizinho tal que
Y'(v) seja —1, pois, dessa forma, a dindmica resultard no proximo passo em uma
configuragao com ¢; possuindo estado —1. Como assumimos que a instancia S é
satisfativel, entao ha exatamente dois literais verdadeiros para cada clausula ¢; de
S, e pela construcao realizada para Y’, isso garante que ¢; possua exatamente um
vizinho literal com estado —1 em Y’. Todo vértice ¢, precisa de pelo menos um
vértice literal vizinho tal que o estado seja —1 em Y’, para que no passo seguinte c;
assuma estado —1. Como a instancia S é satisfativel, a construcao de Y’ nos garante

que ¢; possuira exatamente um vértice literal vizinho com estado —1.

@ wh 4 @ wh 4 @ w 51
® o d o D o
U1,1 ‘ P1,1 U2 1 " D2,1 U3 1 ‘
U1 2¥ T @ P12 ’UQJ miD) |5R) Uz of T3 @ 3,2

S by (g By a3 &9

C1

Figura 4.2: Exemplo de configuragao predecesssora Y’ da configuracao Y.

Dessa forma, ap6s um passo, a dinamica do processo garante que a configuracao
Y” resulte na configuracao Y, sempre que existir uma solu¢do para o problema de
satisfatibilidade associado.

Reciprocamente, podemos demonstrar que se existe uma configuracao predeces-
sora para o grafo construido com a configuracao de estados Y, entao S é satisfativel.

Em qualquer configuragao predecessora, os estados dos vértices u; j, pi j, Wi j, Wi ;,
bij e b; ; deverdo ser os mesmos estados que esses vértices possuem na configuragao
alvo Y devido ao fato de possuirem apenas um vizinho, e portanto nao mudarem de

estado em nenhum momento.
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Os estados dos vértices z; e 2/ em uma configuracao predecessora também serdo
os mesmos da configuragao Y. Caso o estado de z; na configuragao predecessora seja
—1, entao necessariamente os estados de z; e —x; nessa configuragao sao iguais a +1,
e consequentemente a dinamica do processo k-reversivel resultaria no estado +1 para
2! na configuragao imediatemante posterior, diferente do que ocorre na configuracao

Y, onde o estado de z; ¢ —1. O raciocinio é andlogo para o caso onde o estado de z;

(2
é +1. Os estados dos vértices z; e z, em uma configuragdo predecessora de Y forcam
que o estado de z; seja diferente do estado de —x; em uma possivel configuracao
predecessora, visto que se ambos possuirem o mesmo estado, entao a dinamica do
processo resultaria em z; e z, com o mesmo estado no préoximo passo.

Para cada vértice ¢;, se o estado desse vértice em uma configuracao predecessora
de Y for —1, entao como em Y, ¢; possui estado +1, sabemos que um ndmero
positivo de vértices literais vizinhos deve possuir estado +1. Mas, dessa forma,
todos esses vizinhos passariam a possuir estado —1 na proxima configuragao. Sendo
assim, em uma configuracao predecessora de Y o estado de cada ¢; é necessariamente
+1. Além disso, essa condicao forca que pelo menos dois de seus vizinhos literais
também possuam estado +1, pois caso contrario c¢; receberia estado —1 no préximo
passo da dinamica, o que também contradiz a configuracao Y.

Cada vértice ¢, compartilha os mesmos vizinhos literais com o vértice ¢;. Como
alguns desses vizinhos em uma configuragao predecessora possuem estado +1, entao
¢, deve possuir estado +1, pois caso contrario, esses vértices vizinhos passariam a
ter estado —1 na préxima configuracao, contradizendo a configuracao Y. Junto com
a restricao imposta por c¢;, os trés vértices literais associados a clausula ¢; devem
possuir uma configuracao onde dois veftices possuem estado +1 e outro vértice
possui estado —1 na configuracao predecessora.

Logo, a partir de qualquer configuracao predecessora de Y, podemos associar
para cada literal das clausulas o valor verdadeiro caso o vértice literal no grafo
possua estado +1, e o valor falso caso contrario. Como foi visto, a construcao nos
garante que dois literais opostos nao possuirao valores iguais e que cada clausula
possuird exatamente dois literais positivos e um literal negativo. Conclui-se entao
que se Y possui uma configuracao predecessora entao S é satisfativel.

Concluimos que Y possui configuracao predecessora se e somente se S é satisfa-
tivel.

]

Diretamente, a partir da construcao realizada para a prova do Teorema 4.1,

obtemos o resultado de NP-Completude do ECP(k) para a classe de grafos bipartidos.

Corolario 4.1. Quando G ¢ um grafo bipartido, o ECP(k) ainda é NP-Completo,
para todo k > 2.
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Demonstrag¢ao. O grafo construido no Teorema 4.1 é bipartido com partes A = {z;,
b

/ / . / /
=i, bij, V), wig, wi;} e B = {ci, ¢, wij, Dij, Zi 2} L

4.2 Ecp(k) em arvores

Em teoria de grafos, é bastante comum problemas muito dificeis possuirem solucoes
com complexidades de tempo polinomiais quando restringimos o problema para
algumas classe de grafos. Um exemplo classico é o problema de determinar a menor
cobertura de arestas por vértices, que é um problema NP-Dificil [20], porém, caso
o grafo seja bipartido, existe algoritmo de tempo polinomial que o resolve [21].
Esse caminho, no entanto, nao pode ser seguido para o problema ECP(k), como
demonstrado pelo Corolario 4.1.

Uma outra classe de grafos bastante estudada para elaborar algoritmos mais
eficientes para problemas dificeis é a classe das arvores. Como vimos no Capitulo
2, o problema de determinar o MENOR CONJUNTO CONVERSOR em processos k-
irreversiveis ¢ NP-Dificil; porém, em arvores esse problema esta em P [14]. E nesse
caso, onde G é uma arvore, o ECP(k) pode ser resolvido em complexidade de tempo
polinomial. Além disso, nao s6 é possivel determinar se uma configuracao Y possui
uma configuracao predecessora, como também é possivel contar quantas configura-
coes predecessoras existem em tempo polinomial.

Nesse capitulo, consideramos 7’ uma arvore enraizada em um vértice arbitrario
raiz. Para cada vértice v de T, o vértice pai de v serd denominado pai,, o conjunto
de vértices filhos de v serd denominado filhos,. Qualquer sub-arvore de T serd
denominada T, onde u é o vértice raiz dessa sub-arvore. Dessa forma, podemos
denominar a arvore 1" também por T,.4;..

A Subsegao 4.2.1 apresenta o algoritmo que resolve, em tempo polinomial, o
Ecp(k) em arvores para todo k. Enquanto a Subsecao 4.2.2 apresenta o algoritmo
de contagem de todas as configuragoes predecessoras. Note que o segundo algoritmo
claramente pode ser utilizado para resolver o ECP(k), porém o primeiro algoritmo é
consideravelmente mais eficiente na sua complexidade de tempo, e por isso é apre-

sentado nesse trabalho.

4.2.1 Um Algoritmo Polinomial para Resolver o ECP(k) em
AI‘VOI‘GS

Comecamos essa secao definindo uma funcao simples para auxilio na explicacao

do algoritmo. Definimos a fungao wstate(alvo, atual, p, k) como sendo a funcdo

que determina a possibildade de um vértice qualquer no estado atual possuir no

proximo instante de tempo o estado alvo, dado que possui exatamente p vizinhos
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com estado diferente de atual. O valor da funcao é verdadeiro caso a dinamica
desejada seja possivel em um processo k-reversivel. Caso contrario, o valor da

funcao é falso. A funcao pode ser calculada facilmente da seguinte forma:

falso se atual = alvo e p > k ou
vstate(alvo, atual, p, k) = se atual # alvo e p < k.

verdadeiro c.c.

A complexidade de tempo do célculo dessa fungao & O(1), visto que sao neces-
sarias apenas duas comparacoes para o seu calculo. Podemos ver que, de maneira
geral, a utilizagdo dessa funcao se resume a verificar se uma determinada transicao
de estados de um vértice é uma transicao valida de acordo com as regras do processo
k-reversivel.

Seja v um vértice de T. Suponha que pai,, quando existir, possua estado ¢ em
uma configuracdo predecessora de Y. Definimos a funcao fstate(v, ¢) como sendo o
estado que v deve possuir nessa configuracao predecessora de tal forma que na sub-
arvore T),, ap6s uma unidade de tempo, todos os vértices estejam com os estados que
possuem na configuracao Y. Caso ambos os estados sejam possiveis para o vértice
v, o valor da funcao é o estado que pat,, quando existir, possui na configuracao Y,
de forma que no caso onde v é o vértice raiz, o valor da funcao sera, por padrao,
+1. Caso nenhum estado seja possivel, a funcao possui valor oco.

Como o vértice raiz nao possui pai, para nao haver confusao, assumimos que
a funcao fstate nesse caso sempre é chamada com os parametros raiz e 0. Logo,
fstate(raiz, 0) é simplesmente o estado que raiz deve possuir em uma configuragao
predecessora de Y. Portanto, se fstate(raiz, 0) for diferente de oo, entdo a confi-
guracao Y possui configuracao predecessora, caso contrario, tal configuracao nao
existe.

Quando os dois estados sdo possiveis para fstate(v, ¢), definimos que a fungdo
deva possuir o estado Y (pai,). E essa escolha nunca é prejudicial, visto que nao im-
porta o estado que esta sendo atribuido a pai, na configuracao predecessora: quanto
maior o nimero de vizinhos com estado Y (pai,), “mais facil” é para a dinamica do
processo k-reversivel fazer com que pai, possua estado Y (pai,) no proximo passo.
Da forma que calculamos fstate(v, ¢), estamos maximizando o nimero de vizinhos
que favorecem o alcance do estado Y (pai,), e, claramente, se esse nimero maximo
de vizinhos com estado Y (pai,) nao é suficiente, entdo um numero menor também
nao sera.

O problema agora consiste em calcular fstate(raiz, 0) de maneira eficiente e
correta. Para calcular fstate(v, c), vamos assumir que para todo filho f de v,

fstate(f,+1) e fstate(f,—1) estejam corretamente calculados. Ou seja, conhece-
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mos os estados de todos os filhos de v tanto para o caso onde o estado de v na
configuracao predecessora é +1, como também quando o estado de v é —1. Avali-
ando todos os valores fstate(f, st), chamaremos de w o nimero de filhos de v tal que
fstate(f, st) seja —st. Somaremos 1 em w caso ¢ seja —st. Ou seja, w é o numero de
vizinhos de v com estado oposto ao estado de v em uma configuragao predecessora.
Sendo assim, caso vstate(Y (v), st, w, k) seja verdadeiro podemos afirmar que o es-
tado st para v permite que a sub-arvore T, esteja com uma configuracao de acordo
com a configuracao Y apo6s uma unidade de tempo quando pai, possui estado ¢ na
configuragao predecessora. Vamos denominar esse estado como sendo um estado
valido. Note que o calculo quando v for uma folha considera apenas o estado de
pai,, que é o valor c. Dessa forma, esse caso nao depende de valor calculado pela
funcao previamente e é calculado corretamente de maneira trivial.

Um ponto importante é que caso pelo menos um filho f de v possua fstate(f,+1)
— 00, entao o estado +1 ja nao pode ser valido para v, pois se a sub-arvore 7y nao
possui uma configuracao de acordo com a configuracao Y apdés uma unidade de
tempo, entao obviamente a sub-arvore T, nao possuira. A analise para a atribuicao
do estado —1 em v é analoga. Dado que ja sabemos quais sao os estados validos

para v quando pai, possui estado ¢, a funcao fstate é calculada da seguinte forma:

Y (pai,) se ambos os estados sdo validos.

+1 se somente o estado +1 é valido.

fstate(v, ¢) = :
-1 se somente o estado —1 é valido.
00 c.c.

Portanto, dado que sabemos quais sao os estados validos, fstate(v, ¢) é determi-
nado em O(1). Para determinar quais sdo os estados validos, dado que fstate(f,+1)
e fstate(f,—1) estao calculados para todo filho f de v, precisamos apenas conta-
bilizar o nimero de vizinhos com estado diferente do estado em que esta sendo
verificada a validade para v, para entao chamar a funcao vstate. O custo para fazer
isso é 2d(v), pois precisamos fazer isso para os dois estados; logo, a complexidade
de tempo para o calculo ¢ O(d(v)).

E possivel calcular fstate para toda a arvore T' a partir de um algoritmo recursivo,
semelhante a uma busca em profundidade, onde ao visitarmos um vértice v com paz,
possuindo estado ¢, calculamos recursivamente fstate(f,+1) e fstate(f,—1) para
todo filho f de v, e ao voltarmos da recursao, temos todos os valores necessarios
para o calculo de fstate(v, ¢) da maneira que descrevemos anteriormente. Podemos,
entao apenas calcular fstate(raiz, () recursivamente, e caso o valor calculado seja

diferente de oo concluimos que existe uma configuracao predecessora para Y.
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Algoritmo 2: calcfstate(v, c)

1 inicio

2 se fstate[v, ¢+ 1] # NIL entao

3 | retorna fstate[v, ¢ + 1];

4 contador <— 0 ;

5 rotuloTeste «— Y (pai,) ;

6 enquanto contador # 2 faga

7 contador +— contador + 1;

8 w <— 0;

9 ret «— verdadeiro;

10 se ¢ = —rotuloTeste entao

11 | we—w+1;

12 para cada f € filhos, faga

13 se calcfstate(f, rotuloTeste) = —rotuloTeste entao
14 L w—w+1;

15 se calcfstate(f, rotulo Teste) = oo entao
16 L ret <— falso;

17 se vstate(Y (v), rotuloTeste, w, k) = verdadeiro e ret # falso entao
18 fstate|v, ¢ + 1] <— rotuloTeste ;

19 | retorna rotuloT'este;

20 | rotuloTeste «— —rotuloTeste ;

21 fstate[v, ¢ + 1] ¢— 00 ;

22 retorna oo;

23 fim

O Algoritmo 2 implementa exatamente essa abordagem recursiva. Mantemos
uma tabela fstate que ao final do algoritmo contera os valores da funcao. Essa
tabela é inicializada com valor NIL para todos os vértices e estados, indicando que
a funcao ainda nao foi calculada para aqueles parametros.

Para cada vértice, o algoritmo primeiramente tenta atribuir o estado Y (pai,)
para v, e caso seja um estado valido, atribuimos esse valor na tabela e o retornamos.
Caso contrério, o estado oposto a Y (pai,) é testado. Caso nenhum estado seja
valido, atribuimos oo na tabela. Note que, devido ao uso da tabela, todo acesso a
uma posicao da tabela incrementa o valor de ¢ em 1, para nao tentarmos acessar
uma posicao de valor negativo quando c for igual a —1. O uso da tabela é de grande
importancia para que o algoritmo possua complexidade de tempo polinomial. Se nao
fosse feita a verificacao do valor calculado na linha 2 do algoritmo, o que teriamos
seria um algoritmo de backtracking de complexidade de tempo O(2").

Para ver como o algoritmo se comportaria em termos de complexidade de tempo
sem o uso da tabela, basta analisarmos o caso onde 7" é um P, e k = 2. Seja H(n)

o ntmero de operagoes do algoritmo em um PF,. Nesse caso, entao, se escolhermos a
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raiz da arvore como sendo um dos dois vértice de grau 1, podemos calcular o nimero

de operacoes do algoritmo recursivo no pior caso da seguinte forma:
H(n) =2H(n —1) 4 a, onde a é uma constante e H(1) = a.

Essa analise considera que em cada vértice o algoritmo testara a validade dos dois
estados. Note que essa situacao ocorre sempre que nao existe nenhuma configuracao
predecessora. Além disso, a analise aproveita a estrutura de um P, poder ser definida
facilmente a partir da estrutura de um P,_; com a adi¢ao de apenas mais um vértice
e uma aresta. Sendo assim, podemos calcular H(7) como fun¢ao de qualquer H(j),

para todo j < i. Para isso, substituimos iterativamente H (i — 1) em H(i):

H(i)=2H(i—1) +a

=4H(i —2) + 3a
=8H(i — 3) + Ta
=2 H(i—j)+ (2 — 1)a (4.2)

Usando (4.2) para escrever H(n) em fungdo de H(1), obtemos:
H(n)=2""1H(1)+ (2" ' - 1)a

Finalmente, substituindo H(1):

H(n)=2""a+ 2" '~ 1)a
=2 lg+ 2" g —a
=2"a—a

(4.3)

Portanto, a partir de (4.3), vemos que O(H(n)) = O(2").

Para evitar esse consumo exponencial de tempo, utilizamos a tabela para o al-
goritmo visitar cada vértice no maximo quatro vezes. Essa técnica onde guardamos
os resultados de um algoritmo recursivo lento visando utilizd-los como uma espécie
de memdria cache é conhecida como memoization [22].

Suponha que fizemos a seguinte chamada calcfstate(v, ¢) pela primeira vez. Logo,

pelo algoritmo, no pior caso, chamaremos calcfstate(f,+1) e calcfstate(f,—1) para
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cada filho f de v, e enfim calculando fstate|v, ¢ + 1]. Para cada filho f de v, foram
feitas duas visitas, e qualquer outra chamada para calcfstate(v, ¢) nao resultard em
mais nenhuma visita aos filhos de f, pois o algoritmo retornara na linha 3. Para a
chamada calcfstate(v, —c), novamente chamaremos, no pior caso, calcfstate(f,+1)
e calcfstate(f,—1) para cada filho f de v, o que incrementa para quatro o niumero
de visitas para todo f. Apods essa chamada, qualquer visita ao vértice v nao acarre-
tard mais nenhuma visita aos seus filhos, pois temos ambos os valores fstate(v,c) e
fstate(v,-c) armazenados na tabela. Concluimos que, para qualquer vértice, os filhos
desse vértice sao visitados no méaximo quatro vezes. Além disso, a raiz da arvore é
visitada exatamente uma vez, pois o algoritmo realiza apenas uma chamada para
tal vértice. Portanto, qualquer vértice da &rvore recebe no maximo quatro visitas
durante o algoritmo. Podemos ver também que cada aresta é percorrida também
no maximo quatro vezes, duas vezes para cada estado de teste. Logo, a complexi-
dade de tempo do Algoritmo 2 é O(n + m). Como em uma arvore, m = n — 1, a
complexidade de tempo fica O(n).

Para finalizar, o Algoritmo 3 implementa a ideia recursiva para recuperar a
configuragao predecessora de Y dado que a tabela fstate ja foi calculada. O algoritmo
apenas percorre a arvore novamente acessando os valores na tabela fstate de acordo
com o vértice que esta visitando e com o estado atribuido ao seu pai. Ao atribuirmos
um estado para um vértice, s6 existe uma opc¢ao de chamada recursiva a se fazer.
Sendo assim, precisamos apenas seguir pela recursao e atribuindo o estado calculado
na tabela fstate, a medida que visitamos os vértices. O algoritmo apenas percorre
a arvore atribuindo estados para os vértices, e, portanto, possui complexidade de
tempo O(n).

Algoritmo 3: buildState(v, c)

1 inicio

y[v] = fstate[v, c+ 1] ;

para cada f € filhos, faga
| buildState(f,yv]);

W N

5 fim

4.2.2 Um Algoritmo de Tempo Polinomial para Contar o Ni1i-

mero de Configuracoes Predecessoras
O Algoritmo 2 em conjunto com o Algoritmo 3 fornece uma maneira eficiente de
produzirmos uma configuragao predecessora para uma configuracao Y qualquer em

um arvore, se tal configuracao existir. No entanto, a quantidade de configuracoes

predecessoras pode ser maior que apenas uma configuragdo, e o nosso algoritmo
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sempre retorna a mesma configuragao para uma determinada configuracao Y. Note
que nao sabemos o nimero maximo de configuragoes predecessoras que podem exis-
tir. Entao, um algoritmo que retorne todas essas configuragoes, a principio, pode
possuir complexidade de tempo exponencial. Suponha, por exemplo, uma arvore

que seja um grafo construido da seguinte forma:
e Um vértice v; conectado a x > 1 vértices vo, V3, ..., Uptq.
e Cada vértice v;, com 2 <1 < x + 1, conectado a dois vértices d;_1 e e;_1.

A Aarvore, portanto, possui 3r + 1 vértices. Vamos assumir um processo 2-
reversivel e a configuracao Y como sendo a configuracao onde todos os vértices
possuem estado +1. Nesse caso, qualquer configuracao onde o vértice v; possua
estado —1 e pelo menos dois dos vértices vy, vs, ..., v,11 possuam estado +1 é uma
configuragao predecessora de Y. Note que todos os vértices d; e e; devem possuir
estado +1 em uma configuracao predecessora de Y, ja que possuem grau 1. Por-
tanto, um limite inferior para o nimero de configuracoes predecessoras para Y em

uma arvore com n = 3z + 1 é dado por:

(4.4)

A Figura 4.3 ilustra a construcao dessa arvore com x = 3 e a configuracao Y.
[lustramos, também, algumas das possiveis configuracoes predecessoras de Y para
um processo 2-reversivel. Em todas as configuragoes predecessoras ilustradas, o
vértice vy possui estado —1, e, portanto, sdo configuragoes contabilizadas por (4.4).

O limite calculado ¢ um limite inferior apenas para termos nocao do nimero
exponencial de configuragoes possiveis. Consideramos apenas as configuragoes onde
o vértice vy possui estado —1. Mas existem também configuracoes onde o estado
é +1, o que s6 torna o limite ainda mais alto. Logo, nao ¢ possivel construir um
algoritmo que possua complexidade de tempo polinomial para recuperar todas as
possiveis configuracoes predecessoras mesmo quando o grafo é uma arvore. No
entanto, a tarefa de apenas conta-las possibilita a construgao de um algoritmo de
complexidade de tempo O(n?), para todo k.

A ideia do algoritmo se baseia no uso de uma funcao parecida com a funcao
fstate utilizada no algoritmo apresentado anteriormente. Porém, nesse algoritmo
serd utilizada uma funcao mais robusta, que nao apenas conterd o estado que o

vértice deve possuir em uma configuragao predecessora, mas contera tanto o nimero
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) Configuracio Y ) Configuragdo predecessora Y’
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(¢) Configuragio predecessora Y

Figura 4.3: Exemplo de arvore e configuracao Y com possivel ntimero exponencial
de configuracoes predecessoras.

de configuracoes predecessoras da sub-arvore quando o vértice possui estado +1,
como o nimero de configuragoes predecessoras da sub-arvore quando o vértice possui
estado —1. Assim, definimos a funcao cfstate(v, ¢) como sendo um par ordenado
onde o primeiro elemento do par é o nimero de configuracoes predecessoras que a
sub-arvore 1), possui quando pai, possui estado c e v possui estado +1, e o segundo
elemento do par é o numero de configuracoes predecessoras que a sub-arvore T,
possui quando pai, possui estado ¢ e v possui estado —1.

Assim como a funcao fstate, quando v for a raiz da arvore, assumimos que a
nova funcao possuird os parametros v e 0. Logo, o nimero total de configuracoes
predecessoras da sub-arvore T, quando pai, possui estado ¢, é a soma dos dois
elementos do par ordenado cfstate(v, c), e no caso onde v é a raiz, a soma dos dois
elementos do par ordenado cfstate(v, 0).

A forma natural de calcular cfstate(v, ¢) é bem simples. Sem perda de genera-
lidade, suponha que estamos calculando o primeiro elemento do par cfstate(v, ¢) e
que para esse caso seja necessario que pelo menos u filhos de v possuam estado st em

qualquer configuracao predecessora. Por simplicidade, o primeiro elemento do par
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cfstate(v, c) serd denominado cfstate(v, ¢)y;, enquanto o segundo elemento do par
serd denominado cfstate(v, c¢)_;. Sendo assim, uma forma de realizar esse calculo é

a seguinte:

cfstate(v,c),, = > cale(X, st)
XeCy
onde C} é o conjunto que contém todos os subconjuntos de filhos do vértice v, tal
que cada subconjunto possui pelo menos u elementos. E cale(X, st) é definido da

seguinte forma:

1 se X =10

cale(X, st) = [1 cfstate(f,+1)s- II cfstate(f,+1)_, c.c
fex fev(anx

Ou seja, apenas testamos todas as possibilidades de estados para os filhos de v tal
que existam pelo menos u desses vértices com estado +1. Para cada uma dessas
possibilidades calculamos o ntimero total de configuracoes predecessoras, multipli-
cando a quantidade de configuracoes predecessoras para cada sub-arvore. O valor
de cfstate(v, ¢)1; é o somatoério do total obtido para cada uma das possibilidades.

Note que o calculo de cfstate(v, ¢)_;, também supondo que em uma configuracao
predecessora pelo menos u filhos de v possuam estado st, pode ser realizado de

maneira analoga, apenas redefinindo calc(X, st):

1 se X =10

cale(X, st) = [I cfstate(f,—1)s- II cfstate(f,—1)_, c.c.
fex feVIGNX

Utilizando essas defini¢oes, podemos construir um algoritmo recursivo para cal-
cular cfstate(v, ¢). No entanto, o problema dessa abordagem é que é necessario
iterar sobre totas as configuragoes possiveis para os filhos de v. O nimero total
de tais configuracoes é O(24¥)~1) e, portanto, essa maneira de calcular o valor da
funcao resulta em um algoritmo com complexidade de tempo exponencial. Podemos
facilmente verificar que o total de configuracdes possiveis ¢ O(2%")~1). Por exemplo,

suponha u =1 :
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Gyl = 4 )11 (d(v)z’_ 1)

_ d“’il (d@) - 1) - i (d@) - 1>
_ o4

(4.5)

No entanto, é possivel evitar o consumo exponencial de tempo utilizando a téc-
nica conhecida como programacdo dindmica [22]. Através dessa técnica, buscamos
reduzir um problema em sub-problemas mais simples para entao calcular a resposta
para o problema original a partir das respostas para os sub-problemas. Queremos,
nesse caso, calcular cfstate(v, c) sem ter que iterar sobre todas as configuragoes
possiveis de estados para os filhos de v.

Para isso, vamos assumir que os filhos de v estao ordenados: filho,, ...,
filhoy q(v)—2, caso v seja um vértice interno da arvore. A ordenagdo, caso v seja
a raiz da arvore, é: filho, g, ..., filhoy 4¢)—;. Para nao ser necessario diferenciar
entre o vértice raiz e os vértices internos, iremos denominar a quantidade de filhos
de um vértice v por d'(v).

Definamos a fun¢io g% (i, j) como o ntimero total de configura¢oes predecessoras
para a sub-arvore T, quando v possui estado rt nessas configuracoes, tal que dentre os
vértices filhoy g, filhoy 1, ..., filho, ;—;, exatamente j desses veftices possuem estado
+1. Similarmente, a h'(i,7) como o namero total de configuragoes predecessoras
para a sub-arvore T, quando v possui estado rt nessas configuragoes, tal que dentre os
vértices filho, g, filho, 1, ..., filho, ;_;, exatamente j desses veftices possuem estado
—1.

Logo, para calcular cfstate(v, ¢),4 podemos utilizar essas fungoes:
e Se para a existéncia de configuracoes predecessoras na sub-arvore T, for ne-
cessario que pelo menos u filhos de v possuam estado +1, fazemos:

d'(v)

cfstate(v, ¢)y = Z grt(d' (v),1).

e Se para a existéncia de configuracoes predecessoras na sub-arvore T;, for ne-

cessario que pelo menos u filhos de v possuam estado —1, fazemos:

&' (v)

cfstate(v, ¢)py = Z Rt (d (v), 7).

=
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O célculo de g¢''(i, j) pode ser definido recursivamente da seguinte forma:

0 set=0e5>0
ot 5) = 1 sei=0ej=0
gti—1,9)a;+ gt (i—1,7—1)-b; sei>0ej>0

gti—1,7) - a sei>0ej=0

onde estamos chamando a; = cfstate(filho, i, 7t)_; e b; = cfstate(filho, i, 1t)+1,

apenas para simplicidade na férmula.

Similarmente, o calculo de A!'(i, j) também pode ser definido recursivamente:

0 set=0ej>0
WG, ) — 1 set=0ej=0
o Wt —1,7) b+ hti—1,j—1)-a; sei>0ej>0
Ry (i —1,7) - bi sei>0ej=0

Como podemos ver, o calculo de g7 (4, j) consiste em testar as duas possibilidades

de estado para o vértice filho, ;_;, se possivel. Separamos em 4 casos:

e ;: =0 e j > 0: Nesse caso, nao existem vértices a serem considerados e devem

existir 7 > 0 vértices com estado +1. Logo, nao existe solucao.

e ;1 =0e 7 =0: Esse é o inico caso que existe solugao quando ¢ = 0, ji que nao
existem vértices a serem considerados mas também nao deve existir nenhum

vértice com estado +1.

e i > 0ej=0: Dentre os vértices filho,y,..., filho,,—;, nenhum deles deve
possuir estado +1. Sendo assim, calculamos todas as configuragoes pre-
decessoras para as sub-arvores enraizadas nos vértices filho, g, ..., filho, ;_»
com todos esses vértices possuindo estado —1, que pode ser calculado por
g (i — 1,7), e multiplicamos pelo namero de configuragoes da sub-arvore
Tfitho, ., com o vértice filho, ;_; também possuindo estado —1, que é calculado
por cfstate(filhoy ;—1,1t)_;.

e i > (0ej > 0: Para esse caso somamos o niimero de configuracdes predecessoras
para as ¢ primeiras sub-arvores considerando o vértice filho,,—; com estado
+1 como o nimero de configuracoes predecessoras considerando esse vértice
com estado —1. Note que se assumimos que filho, ;_; possui estado +1, entao

dentre os vértices filho, ¢, .. ., filho, ;_ 2, exatamente j—1 desses vértices devem
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possuir estado +1. Caso contrario, e consideramos filho, ;—; com estado —1,
entao dentre os ¢ — 1 primeiros filhos de v, ainda é necessario que j desses

vértices possuam estado +1.

A andlise para h''(i,7) é omitida por ser analoga.

Agora, observe que a forma que calculamos ¢'* e h'* é bem semelhante & formula
recursiva utilizada para calcular coeficientes binomiais:

() = (%) + (o)

A aplicacdo pura e simples da recursao, portanto, resulta em um algoritmo onde
o nimero de operagoes cresce muito rapidamente. E, para evitar isso, podemos
novamente apenas utilizar a técnica conhecida como memoization. Ou, podemos
calcular esses valores de maneira iterativa. Como o célculo de ¢if e hl' ja ocorre
dentro de uma funcao recursiva, calcular essas fungoes de maneira iterativa evita
maior overhead de novas chamadas recursivas, e na pratica acaba sendo mais eficiente
e também mais compacto de implementar. A ideia é também mantermos uma tabela
e preenché-la em uma ordem tal que quando necessitarmos calcular ¢”* (¢, j), todos os
valores necessarios para o célculo ja estejam corretamente armazenados na tabela.
Da forma que definimos a recursao, podemos simplesmente iterar em ambos os
parametros da funcao partindo do menor valor para o maior valor.

Para decidir qual das duas funcoes utilizar para um determinado vértice, basta
verificar o valor de Y (v). Utilizamos ¢' caso Y (v) seja +1, e utilizamos h’! caso Y (v)
seja —1. Suponha que Y (v) seja +1. Entao, se em uma configuracdo predecessora
de Y, o vértice v possuir estado —1, entao, dependendo do valor do estado de pat,, é
necessario que v possua k ou k—1 filhos com estado +1 na configuragao predecessora.
No caso onde v possua estado +1 na configuracao predecessora, dependendo do valor
do estado de pai,, € necessario que v possua d(v) — k + 1 ou d(v) — k filhos com
estado +1. Note que tendo esse nimero minimo de filhos com estado +1, nao é
necessaria preocupagao com nimero de filhos com estado —1. A andlise para o caso
onde Y (v) é igual a —1 é analoga.

Além de escolher qual das duas func¢oes utilizar, temos ainda que calcular o nu-
mero u. Formalmente, dado um vértice v e que pai, possua estado ¢ na configuragao
predecessora, definimos a funcao limiar,(atual, ¢, k) como sendo o menor ntimero de
filhos com estado Y (v) que v deve possuir na configuragao predecessora para que no

proximo passo v possua estado Y (v), dado que v possui na configuragao predecessora

estado atual.
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min(d(v) — k+1,0) se Y(v) = atual e ¢ # Y (v)
limiar, (atual, ¢, k) — min(d(v) — k,0) se Y(v) = atual e ¢ =Y (v)
k se Y (v) # atual e ¢ # Y (v)
k—1 se Y(v) # atual e ¢ =Y (v)

onde definimos min(a,b) como uma fungao que retorna o valor minimo entre os
inteiros a e b. O uso da funcao min foi necessario, pois nao faz sentido dizer que
um determinado vértice deve possuir pelo menos um ntmero negativo de filhos

com determinado estado na configuracao predecessora.

O Algoritmo 4 contém a implementacao da ideia descrita. Note que o algoritmo
também ¢ recursivo, assim como o algoritmo que apenas determina a existéncia de
configuracao predecessora, e calcula o valor da funcao recursivamente para os filhos,
para entao determinar o valor para o pai. Assim como o Algoritmo 2, armazena-
mos cfstate em uma tabela para o algoritmo nao possuir complexidade de tempo
exponencial. Note que nao utilizamos uma funcao g' e h’" explicitamente, mas uti-
lizamos a tabela tab para esse fim, apenas verificando Y (v) para decidir a ordem da
multiplicagao dos termos. A complexidade de tempo em cada vértice v é da ordem
O(d'(v)?) nas duas iteragoes das linhas 22 e 23 do algoritmo. Fazendo o somatorio

para todos os vértices da arvore, isso é claramente O(n?), pois sabemos que 5 d(v)?

v

Zd v))? = 4m?. Como m =n — 1, Z d(v)? ¢ O(n?). Um exemplo onde esse

hrnlte é atingido ocorre quando a arvore em questao é uma estrela de n vértices,
enraizando a arvore no vértice de grau n — 1. Nesse caso, o algoritmo atinge n?

passos.

4.3 Caso Particular para Processos 2-reversiveis

Nessa subsec¢do, mostramos que o ECP(2) esta em P quando A(G)< 3. Esse re-
sultado, apesar de bastante restrito, é interessante pois utiliza uma outra técnica
de demonstracao que pode ser ttil para casos mais gerais e também por cobrir a
interessante classe de grafos ctibicos, como o grafo de Petersen, o grafo de Heawood,
o Tutte 12— Cage, além de inimeros grafos cordais.

A demonstracao utilizada para provar esse resultado reduz o problema a um
problema de satisfatibilidade onde cada clausula possui no maximo 2 literais. Esse
problema é conhecido como 2-SAT e e estd em P, podendo ser resolvido em tempo

O(N + M), onde N ¢é o nimero de variaveis e M o niimero de clausulas [23].
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Algoritmo 4: contafstate(v, c)

1

10
11
12
13
14

15
16

17
18

19
20
21

22
23
24
25
26

27
28

29
30
31

32
33

34

35
36

37

38

39
40

inicio

| retorna cfstate[v, ¢ + 1];
d'(v) «— d(v) — 2;

se v = raiz entao

L d(v) «— d(v) — 1;

contador <— 0 ;

rotuloTeste <— +1 ;
enquanto contador # 2 faga
contador <— contador + 1;
1 +— 0;

para cada f € filhos, faca

Li(—?H—l;

se v — raiz entao
senao

tabl0,0] «— 1;
para i < 1 até d'(v) faga
| tabl0, j] +— 0;

para i < 1 até d'(v) faga

se Y(v) = +1 entao
se 7 > 0 entao

senao

senao
se 7 > 0 entao

senao

se rotuloTeste = +1 entao

senao

retorna cfstatelv, c + 1];
fim

se cfstate[v, c + 1] # NIL entao

par[i] <— contafstate(f, rotuloTeste) ;

L [ «— limiar,(rotuloTeste, 0o, k);

L | «— limiar,(rotuloTeste, ¢, k);

para j < 0 até d'(v) faga
tabli, j| «— tabli—1, j] x par([i] - +tabli—1, j—1] X par[i];

‘ tabli, j] <— tabli — 1, j] x par[i] ;

tabli, j| «— tabli—1, j| x parli]+tabli—1, j—1] x par[i] _;

| tabli, j] +— tabli — 1, 5] x par[i];

‘ cfstate[v, c + 1] — Zfl:(lv) tabld'(v),1] ;

t cfstate[v, c + 1]_ — zfl:(f) tabld' (v),1] ;

rotuloT'este «— —rotuloTeste ;
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A partir da configuragao Y, estamos interessados em criar um conjunto de clau-
sulas S tal que S seja satisfativel se e somente se Y possui configuracao predecessora.
Para cada vértice v, criaremos os literais x, e =x,. Em uma solucao para S, defini-
mos que caso x, seja verdadeiro, entao, na configuracao predecessora de Y, v possui
estado +1. Caso contrério, v possui estado —1. Da mesma forma, se em uma con-
figuracao predecessora de Y, v possui estado +1, entao x, possui valor verdadeiro
em S. Caso contrario, —x, possui valor verdadeiro.

Considerando apenas os grafos com A(G)< 3, podemos montar um conjunto de
clausulas a partir de Y da seguinte forma:

Para cada vértice v tal que Y (v) = +1:

e Caso d(v) = 1: Na configuragio predecessora v deve possuir o mesmo estado
que na configuragao Y, pois estamos considerando os processos 2-reversiveis,
e, dessa forma, vértices com grau 1 nunca possuem alteracao em seus estados.

Portanto, adicionamos a seguinte clausula:
O Ty

Com essa clausula adicionada a S, temos que se S for satisfativel entao x, é
verdadeiro, e, portanto, numa configuracao predecessora de Y, v possui estado
+1.

e Caso d(v) = 2 com vizinhos u e w: Se na configuragdo predecessora Y', v
possui estado +1, entdao, em Y’, pelo menos um dos vizinhos também possui
estado +1. Se em Y’, v possui estado —1, entdo os dois vizinhos possuem
estado +1 em Y’. Dessa forma, podemos criar as seguintes clausulas:

O Ly — Ty = Ty V Iy,

O MLy — Ly = Ty V Ty

O Xy > Ty VTy =%, VI,V Ty
Analisando essas trés clausulas, vemos que quando x, é verdadeiro entao z, ou
T, também tem que ser verdadeiro para que as trés clausulas sejam satisfeitas.
E quando x, ¢ falso, entao x, e x, devem possuir valor verdadeiro. Entao,
podemos simplificar mais e criamos apenas as clausulas:

0 Xy V Ty

O Ty V Ty

0 I, V Iy

° v) = m vizin w, U e z: n nfiguracao pr r v
Caso d 3 co hos w, u e z: Se na configuracio predecessora Y,

possui estado +1, entdao, em Y, pelo menos dois dos vizinhos também possuem
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estado +1. Se, em Y’ v, possui estado —1, entdo pelo menos dois dos trés
vizinhos possuem estado +1 em Y’. Dessa forma, podemos criar as seguintes
as clausulas:

O Ly = Ly V Ty = Ty VIV Ty

O "Ly > Ty VI, =2,Va,VI,

O Ly > Ly VI, =2, VI, VI,

O Ly — Ty V Ty = Ly VI,V Ty

O Ty > Ty VI, ="2T,VI,VIT,

O Ty > Ty VI, ="TyVIT, VI,
E facil ver que para satisfazer as seis clausulas nao é importante o valor que
x, assume. Sendo assim, podemos criar apenas as seguintes clausulas:

O Xy V Ty

ox,Vux,

O Ty V T,
Para cada vértice v tal que Y (v) = —1, a anélise é anéloga:

e Caso d(v) = 1, criamos a clausula:
O Iy,
e Caso d(v) = 2 com vizinhos w e u, criamos as clausulas:
O X, V Xy,
O Xy, V Ty
0 —Z, V Ty
e Caso d(v) = 3 com vizinhos w, u e z, criamos as clausulas:
O 7Ly, V Ty,
o =, V x,
O MLy V I,
A construgao do conjunto de clausulas S nos da diretamente que quando Y
possuir alguma configuracao predecessora, entao S é satisfativel. Agora, supondo
que S seja satisfativel, precisamos mostrar que Y possui configuragao predecessora.

Podemos construir, como ji explicado anteriormente, uma configuracao Y’ a

partir de uma solucao para S, onde o vértice v possui estado +1 se e somente se
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nessa solucao x, ¢ verdadeiro, e possui estado —1 se e somente se, nessa solucao, x,
é falso.

Vamos supor, por contradicao, que tal configuracao nao é uma configuracao
predecessora de Y. Ou seja, existe pelo menos um vértice v que nao atinge o estado

correspondente na configuragao Y. Analisando o caso onde Y (v) = +1:

e Y'(v) = +1: Se for esse o caso, para v nao atingir o estado Y (v), entdo v
possui pelo menos dois vizinhos com estado —1. Logo, v necessariamente é

um vértice com pelo menos grau 2.

Supondo d(v) = 2, entdo, se existem tais vizinhos u e w com estado —1,
teriamos a clausula x, V x,, ndo satisfeita, mas como estamos considerando Y’

a partir de uma solucao para S, isso nao é possivel.

Supondo d(v) = 3, entdo, de maneira semelhante, existird pelo menos uma

clausula nao satisfeita.

e Y'(v) = —1: Se for esse o caso, para v nao atingir o estado Y (v), entdo v
possui, no maximo, um vizinho com estado +1. Note que d(v) ndo pode ser
igual a 1, pois, como Y (v) = 41, entdo temos em S a clausula z,, que, se

satisfeita, implica em Y’ (v) = +1.

Supondo d(v) = 2 com vizinhos u e w, entdo uma das cldusulas z, V z,, ou
x, V x, nao sera satisfeita. Ja se d(v) = 3, como temos clausulas de dois literais
envolvendo os trés vizinhos de v, pelo menos uma dessas clausulas nao sera

satisfeita.

O caso onde Y'(v) = —1 é andlogo, e, portanto, concluimos que se S é satisfativel
entao a configuracdo Y’ obtida a partir de um solucao para S é necessariamente
uma configuracao predecessora de Y. Pois, caso nao seja, temos uma contradicao
com o fato de S ser satisfativel.

A partir dos n vértices do grafo, criamos n variaveis e, no pior caso, 3n clausulas.
Cada clausula possui no méaximo dois literais. Logo, criamos uma instancia do 2-
SAT. E possivel resolver o 2-SAT em complexidade de tempo O(N + M), onde N ¢ o
ntmero de varidveis e M o ntmero de clausulas. Sendo assim, resolvemos o ECP(2)
em complexidade de tempo O(n) quando A(G)< 3.

Poderiamos estender a classe de grafos, aumentando o limite superior para A(G).
Mas nesse caso, o niimero de literais em cada cldusula nao seria mais limitado a no

méaximo dois no caso geral.
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Capitulo 5
Conclusoes

Nesse capitulo, fazemos uma breve revisao dos problemas estudados nesse trabalho,
bem como os resultados obtidos. Uma lista de possiveis trabalhos futuros é sugerida
ao final.

Nessa dissertagao, apresentamos os processos k-reversiveis em grafos. Sobre es-
ses processos, estudamos o comportamento das configuragoes de estados ao longo do
tempo. Em particular, estudamos limites superiores para o comprimento do tran-
siente e para o comprimento do periodo em tais processos, e também as chamadas
configuragoes jardim-do-éden, que sao configuragoes relacionadas com o problema
conhecido como EXISTENCIA DE CONFIGURACAO PREDECESSORA. No estudo do
transiente e do periodo, apresentamos resultados existentes na literatura e, além
disso, para alguns desses resultados, utilizamos provas alternativas que em alguns ca-
sos fornencem limites superiores mais justos. Para o caso dos processos k-reversiveis,
denominamos EXISTENCIA DE CONFIGURAGAO PREDECESSORA como ECP(k) e
todos os resultados apresentados para esse problema sao inéditos.

No Capitulo 2, mostramos os resultados existentes na literatura para processos
que operam com limiares envolvendo os limites superiores para o comprimento do
transiente e comprimento do periodo. Como o0s processos k-reversiveis sao casos
especificos desse tipo de processo, podemos utilizar tais resultados para obter dire-
tamente limites superiores para os processos k-reversiveis. O principal resultado diz
que para qualquer k e qualquer grafo, o comprimento maximo do periodo é dois.
Esse resulado é particularmente surpreendente pois se sustenta para uma varieadade
de processos que operam com limiares, bastando apenas que a matriz associada a
tal processo seja simétrica. Logo, ¢ muito simples e eficiente identificar se uma
determinada configuracao é periodica, bastando apenas simular o processo a partir
daquela configuracio, e concluindo em complexidade O(n 4+ m) se tal configuracao
é periodica. Esse limite é justo e é bastante simples termos exemplos de configura-
¢oes iniciais que possuem periodos de tamanho 1 ou 2. No Capitulo 3, mostramos

uma prova alternativa propria para processos k-reversiveis através de um operador
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monotonico que chamamos de fun¢ao de energia para processos k-reversiveis.

O estudo do Capitulo 2 contém, também, limites para o comprimento do tran-
siente nos processos k-reversiveis. Mostramos que o comprimento do transiente é
no maximo 2m + n(2A(G) — 2) a partir dos resultados obtidos para processos que
operam com limiares. No Capitulo 3, utilizando o nosso operador monotdnico mos-
tramos que esse limite pode ser reduzido para n(A(G) 4+ 1) — 1. No entanto, nao
encontramos configuracoes que possuissem comprimentos que atingem o limite su-
perior obtido, e nao podemos afirmar que esses limites sao justos. Na verdade, os
limites, da forma que foram calculados, intuitivamente parecem nao ser justos.

Ainda no Capitulo 3, para o caso das arvores, apresentamos uma conjectura para
o limite superior justo em processos 2-reversiveis. Nesse caso, a conjectura diz que
o comprimento do transiente ¢ no maximo n — 3, e também que todas as arvores
que possuem configuracoes que atingem transiente com esse comprimento possuem
uma forma iterativa de construcao. Dessa forma, em conjunto com a conjectura,
apresentamos o algoritmo que constroi todas essas arvores.

O Capitulo 4 & dedicado ao ECP(k). Nesse capitulo, mostramos que é um pro-
blema NP-Completo para o caso geral, utilizando a reducgao a partir do problema
3-SAT-EXATAMENTE-2. A partir dessa demonstracao, obtemos também direta-
mente que o problema é NP-Completo para a classe de grafos bipartidos. Assim,
como diversos problemas em teoria dos grafos, esse problema pode ser resolvido efi-
cientemente quando a classe de grafos ¢ a classe das arvores. Dessa forma, nesse
capitulo, apresentamos um algoritmo que determina em tempo O(n) se uma configu-
racao é uma configuracao jardim-do-éden. O algoritmo se baseia em um algoritmo
backtracking que possui complexidade de tempo exponencial, e utilizamos a téc-
nica conhecida como memoization para reduzir essa complexidade de tempo para
complexidade polinomial.

Uma variagao do problema, que surge naturalmente, é contar o ntimero de con-
figuracoes predecessoras, que obviamente é um problema NP-Completo para o caso
geral. De maneira similar, mostramos um algoritmo polinomial de complexidade
O(n?) para o caso das arvores. E também um algoritmo de backtracking cuja com-
plexidade de tempo a partir das técnicas conhecidas como programacao dindmica e
memoization, conseguimos reduzir para O(n?).

Uma outra técnica que pode ser 1til para a prova de algoritmos de tempo polino-
mial para casos restritos do ECP(k) é a reduc¢ao do problema para algum problema
de satisfatibilidade que possa ser resolvido em tempo polinomial. Utilizando essa
técnica, reduzimos o problema quando A(G) < 3 e k = 2. Esse problema é bem
restrito, mas abrange a interessante classe dos grafos ciibicos, que incluem, por exem-
plo, o famoso grafo de Petersen. Nesse caso, conseguimos reduzir o problema a uma

instancia do problema 2-SAT que é um problema classico da literatura e conhecido
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por ser um problema de satisfatibilidade resolvido em tempo polinomial. Essa forma
de demonstracao, no entanto, nao parece ser muito 1til caso o interesse seja contar
o numero de configuracoes predecessoras.

As técnicas utilizadas no Capitulo 4 foram aplicadas somente ao caso dos pro-
cessos k-reversiveis, mas podem ser adaptadas para diversos outros processos em
grafos. O estudo de classes de grafos restritos parece ser bem promissor na obtencao
de algoritmos de tempo polinomial.

O estudo apresentado nesse trabalho deixa algumas questoes em aberto, como

por exemplo:

e Dada uma configuracao inicial em um processo k-reversivel, é possivel obter
um algoritmo mais eficiente que a simples simulagao para determinar se uma
configuracao possui comprimento do periodo 1 ou 27 A questao é obter algum
algoritmo que determine essa caracteristica a partir da estrutura do grafo, da
configuragao inicial e do limiar k, ou provar que nao existe algoritmo mais

eficiente.

e Obter um limite superior justo para o comprimento do transiente, ou encontrar

exemplos que atinjam os limites apresentados nessa dissertacao.

e Demonstrar a validade da conjectura para o limite do comprimento do tran-
siente apresentada no Capitulo 3, bem como demonstrar se todas as arvores

construidas pelo algoritmo sao as Gnicas que possuem o transiente maximo.

e Estudar o Ecp(k) para outras classes de grafos buscando obter algoritmos de

tempo polinomial em tais classes.

e Provar que o problema de contar o nimero de configuragoes predecessoras
quando A(G) < 3 e k = 2 é #P-completo ou mostrar um algoritmo que o

resolva em tempo polinomial.
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