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��� ������ ��������� ��� ������ ��� ��������� ������������ ���������� ����������

�� ���������� ������������ �� ����������� �� ���������� � �� ������� ������ �������

���� ������������� ��� ���������� ��������� ���� �� ��������� ������������ ��� ���

��������� �� �������� �� ������������� ������������ ���� ����� ������ ���������� �

���� � ������������ �� ������ ������� ���� ������� ��������� � �������� �� ������

����� �� ��� ����������� ������� � ��� ����������� �������������� �� ���������

k������������� ���� ���� ��������� ������� ���������� �������� ���� � ���������� ��

�������� � ������ ���������� ����������� ���� � ���� ���� � ����� � ��� ������ �

���� � ���� ��� ��������� 2������������ �� ������ ���� � ���� ������ �� �� �������

� �����

��



�������� �� ������������ ��������� �� ���������� �� � ������� ���������� �� ���

������������ ��� ��� ������ �� ������ �� ������� �������

K����������� ��������� �� ������

�������� ������ ���� �� ��������

�������������

��������� ������ �������� �������

����� ������

����������� ������� ����������� ��� �������� �������

������� ������ �������� �� ����� ������� ������������� �������� ������� �� ���

����� ��������� �� ������� �� ���� ����� �� ������� ��� k����������� ���������� ��

���� ���������� ���� ������ �� ��� ����� ��� ��� �� ��� �������� ������ �� ����

�������� ���� ����� ���� ������ ������� ��� ����� �� ��� ���� �� �� ��� �� ����� k

���������� �� � ����� �������� ���� ��� ����

�� ���� ������� �� ����� ��� k����������� ��������� ��� ��� ���� ��� ������� ��

����� ��������� ���������� �� ������� ����� ������� ����� �� ��� ���������� ������� ��

��� ������ �� ��� ��������� ��� ������ �� ���� ���������� �� ���� ��������� � �������

���� �� ����� ���������� ��������� ���� ��� � ������ ���� ��� �������������� ����� �����

����� ������� ��� �� ������ ������ ����� ������� �� ���� ����� ��� ������� ��

����������� ������� � ����� ������������ �� � �������������� ������������ �� ����

���������� �� ������� ��� ������� ��� ���� �������� ��������� ��� �������� ���

������� ���������� ���� ��� ����� �� � ����� �� ���� ������� �� ������� ���������

��� 2����������� ��������� ���� ��� ������� ������ �� � ������ �� ��� ����� ��

������� �� ������

���



�������

����� �� ������� ��

� ���������� �

� ��������� k������������ �

��� � ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ��������� ��� ������ ��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� � �������� �� ����� �������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������� � ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������ �� ������� �� ��������� k������������ ��

��� ������� �� ��������� k������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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��� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� � �������� �� ���������� �� ����������� ������������ ��

��� ������������� �� �������� ���(k) � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���(k) �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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��� ������� �� ������������ x(0)� x(1)� x(2) � x(3) �� �� ��������

2����������� �� �� P5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ����� ������� �� ������������ x(0)� x(1)� x(2) �� �� �������� 2�

���������� �� �� P5� ������������ ����� �� ������� ����� ����� � � � �

��� �������� 2����������� � ������ �� �� �������� ���������� � � � � � � � � ��

��� �������� 2����������� � ������ �� �� �������������� �� �� ��������

���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� �� ������������ ���������� �� �� �������� ������������ ��

�� �4. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� k����������� �� �� ������� ���� ������� ����������� ��

������� ����� ��� �� ����� �������� k = 1 � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� �� ������������ x(0)� x(1)� x(2) �� �� �������� 1�����������

�� �� P3� ���� ��� ������ ���������� �� ����������� 1� � � � � � � � ��

��� ������� �� ������������ x(0) � x(1) �� �� �������� ������������ ��

�� ����� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� �� ��������� �� ������� A(t), B(t) � C(t)� � � � � � � � � � � ��

��� ������� �� ��������� �� ������� A�(t), B�(t) � C �(t)� � � � � � � � � � � ��

��� ������������ x(0)� x(1)� x(2) � x(3) ���� �� �������� 2������������ � ��

��� ������� ������� ���� ��������� � ���� n = 8� � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� ������� ���� ��������� � ���� n = 9� � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� �� ����� ���������� ���� ����� �� ������������� �� ���(3)� ��

��� ������� �� ����������� ������������� Y � �� ����������� Y � � � � � ��

��� ������� �� ������ � ����������� Y ��� �������� ������ �����������

�� ������������ �������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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���� G �� ����� �������� ����� � ���������������� �������� ��� �� �������� k�

���������� �� G � �� �������� ���������� ���� �� ���� ����� �� ����� ��������

t� ���� ������� �� G ������ �� ����������� ������� �� ������� �� ���� �������

��� ������ ������� �������� ��� ��������� �� �������� {−1,+1} � ��� ���������

�� ���� ����� �� ����� �� � ������� �� � ������� ������� ���� ����� k ��������

�������� ��� ������ ������ �� ������ ��� ������ ������� ����� �� ������ ���� k �

�� ������ ������� ���������

� ��������� ���� � ������ �� ���� ��������� ���� ��� ����������� ��� � �������

�� ������������ �� ������� �� ����� �������� ��� �������� ������� ��� � �����

������ ��� ����� ���� ���� ������� ���������� ��� ������ � ���� ������ ����� ����

�������� ���������� ��� ������� ������� �� ��������� ����� ����� ��� � ������

−1 ���������� ��� � ������ ��� ������� ��������� �� ������� � ����� �������� � �

������ +1 ���������� ��� � ������ ��� ������� � ����� ����� ���� ����� �������� ��

�������� k������������ ��������� � ��� ��������� ���� ������� � ������������ ��

������� ������ �� ������� ��� ���������� ������������ ���� ������� �� ���������

���� ����� ���������� ���� ��� ����� ������� ������� ��������� ��� ����� ��

������� ���� �� ����� ������ ��� ��������� ���� �������� �������� ��� ��������

������� �������� ��������� ���� ���� ������� ��� ���� �������� ��� ����� ����������

������� �� ��� ������ �� ������ �� ������� �����������

������� �������� ��� �� �������� k����������� �� �� �������� �� ������� ��

������� �������� �� ������� ���� ������������� �� �������� k����������� � ��

������� �� ��� ���������� ��� �������� ������� ������������� ��� � � ��������

�� �������� �� �������� ������� ���� ������ ��������� ��� ������� �� �����������

��� ������� ��� �������� ������� ��� ��������� ���� ���� �������� �� ������� �����

������� ������ ����������� � �������� �� ������� �������� �� ������ ���� ��������

�������

• �� �����G ��� �������� �� �������� V = {v1, v2, . . . , vn} � �������� �� �������

�



E� ���� ���� ������� vi ∈ V � ����� �� ������ ������� xi ∈ Q ���� ��������

Q = {−1,+1}� ���������� � ����� ��� � ��������������� ������� � ����

������������ ��� � ������ ������

• ��� ������ F : Qn → Qn ��������� � ������ �� ������ Fi : Q
n → Qn �� ��

������ fi : Q→ Q ���� ���� ������� vi�

Fi(x1, x2, . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xi−1, fi(xi), xi+1, . . . , xn)

� ������� �� F ������� �� ������� �� ����������� ����������

• �� ������� �� ����������� ���� �������� �� ������� Fi � �������� � ����� ��

������ F : Qn → Qn� ���� ��� ������� ���� ���������� ����

� ��������� ���� � ������� �������� � ���������� �������� ������� �����

���������

F (x1, x2, . . . , xn) = (f1(x1), f2(x2), . . . , fn(xn))

� ����������� ���� � ������� �������� � ���������� ������� �������� ���

�������� �

F (x1, x2, . . . , xn) = Fp(1) ◦ Fp(2) ◦ . . . ◦ Fp(n)�

���� p � ��� ���������� �� ��������� ��� �������� �� G�

� ������ F � �������� �� ����� x �� ���� �������� �� ����� �������� t� ����

���� ���������� xi ������ � ������ �� ������� vi �� ����� t�

�� �� �������� k������������ � ������ �� ����������� � �������� ���������������

� ����� �� �������� �� ������ �� ����� �� ������� ������������ ���� � ��������� ��

������ ��� ����� ���� ������� �� ��������� �������� �� ������� ���������� ������

������ �� �������� k����������� ����������� ��� ����� ���� � ��������� ����� ���

������� ������ �������� � �������� ����� ���� �� ����� ����� ��� ���������� ���

����� ��� �� ���� �� ������� ����� �� �������� ����� ��� ���� � ���� �����������

� ������� �� ����� �� ����������� ��� ������� ��� �������� ��������� �������������

�� ������������ �� ������� ������������ �� ���������

� ������ �� �������� ��������� �� ������� ����� ���� � ������ �� �������

��� ���������� � �� ������ ���������������� ���������� �������� ������ ���� ������

���� ����� ������� ���� ������������� ����������� ���� ������������ �� ������� ��� �

������������ �� ������� ����

�� ���� �� ���������� ������������ ������ ����� �������� ������� � �������

�� �������� ���������� ����� ��� �������� � ������ �� ��������� ������������� ����

���� ������� ���� �� ������ �� � ������� �� ���� ����� ������ �� ���� �������� ���

�



������� ���������� ���� ��� ��������� ����� ������ � ���� �� ��� ���� ����������

�� ������������ �� ������

�� ��� �� ������ � ������� �� ��������� k������������� ������ ����� �� ������ ���

������� ������� � �������� �� ����� �������� ��������� �� ���� ����������

� ������ ���������� ������������� ����� ���� �������� ����� ��� ����������� ��

�������� �� ������ ���� ����� ����� ��������� ������ ��������� ������ ����������

����������� ���� ������ ������� ���������� ���� � ����������� �� ������� ������

��������� � ������ ���� � ����������� �� ����������� ����� ����� ������� �����

��������� �� �������� �������� � ������� ��� �������� ��������� ��� ������ ���

��������� ��� ��� ��������� ���������� ��� ����� � ������ �� ��� ���� �� ���������

�� ���������� ������������ �� ������� �� ������� ���� ������ � �� ��� ������� ������

����� ������������� ����������� �� ����� ��� ������ ������ ��������� ���� � ����

�� ��������� k������������ ��� ��������� ��� � ������� ���������� ��� ���������

��� ������� ��������������� �������� �� �������� ������ ���������� ��� ����� �����

����������� � �������� ���������� � �������� �� ��� ��������� ����������� ���

������� � �������� ������ ��������� ���� ���������� ������ ���������� �� ����������

� ������ ���� �������� ������ ������� ��������

�� �������� ������ ��� ������ ������� �� �������� ��������� �� ������ �

� ������� ���������� �� ������������ ������������� ���� � ���� ����

���� �� ������� �������� � ��� ����������� �� ������� ��������� �������� ���

�������� � ���������� �� ��� ����������� ������������ ���� ��� ������������ ����

�������� ��� �������� ��� ������ ���� �� ��������� ��������� � ����������� ���

�� �������� ������������ ���������� �� ������������� ������� ������ ����

������ �������� ��������� ������������ ���� ���� ��� ����� �� ����� ��� ���� ���

���� ���������� ����������� ���� ������� ������� �� ������� ���� �� �������� ���

�������� ����� ���� ���� �������� � ������ � ������ �� ������������ ��������������

���������� ���� �������� ��������� ������������ ����� ���������� �� ����� � ����

�� ��������� ��������� ������������� ������ ��� ����� �������� �� ����� �����������

��������� ���� �������� ��� ��������� k������������� ������� ���������� ���������

�� ������������� � ���������� ����������� ���� ��������

����������� ���� ����������� ��������� � �������� �� ���� � ��������� �������

����� �� �������� ������

• �� �������� �� �������� ����������� � ��� � �� �������� k����������� � ���

������� ��� ��������� ��� ������ ��� ��������� ������������ ������ ����

������ ��������� � ������ � �������� ��������� ���� ����� ��������

���������� ����������� � �������� ������������ � �������� ����������

����������� ���������� �� ���������� ���� ������ �� ������� � ������ ���

���������� ���������� ������� �� ��������� ������������ ��� �������� ���� ����

��� ���� ����� ��������� �� ���� �������������� �� ���������� ������������

�



���� ��������������� ������� ���������� ���� � ����������� �� ���������� � ��

������� �� ��������� ��� ������ ��� �������� � ������ � ��������� ������

���������� ����������� ��� ��������� k�������������

• �� �������� �� ������������ � ��� ���������� �� ������ �� ������� ����

��������� k������������� ���� ������ � �� �������� ���������� ��������� ���

���������� ���� � ���� �������� �� ��������� k������������� ��� ��� ���������

���� ���� ����� � ������ � ���� ����� �� ��� ������������ � ������� �������

������� ���� ������� � ������� ���������� ���� ������ ���� � ����������� ��

���������� � �� ������� �� ��������� k������������� ����� ��������� ��������

��� ���� ������ ���� ���������� ������ ������ �������� ����� ��� �������� �

����������� ������ �� ������� �� ���� ���������� � �������� ������ �����

��� ���������� ���� � ������ �������� ����� �� ���������� �� ���� �������� ��

��������� 2������������ �� ��������

• �� �������� �� �������� � �������� �� ���������� � ���������� �� ��� ����

�������� ������������ �� ��������� k������������� ���� �������� � ��������

�������� �� ��������� ���������� ��� ����� �������� �� ������� ����� �����

����� ��������� ��� ���� �������� � ����������� ���� ��������� k������������

� ��������� ������ � ���������� �� ���������� ����������� ���� � ���� ����

� ����� � ��� ������ � ���� � ���� ���� Δ(G) ≤ 3 �� ��������� 2�������������

���� � ���� ���� � ����� � ��� ������� ��������� � ��������� ���������� ���

������� ��� ����������� ������������ � �� ���������� ������ �����������

��� ����� � ���������� ����� �� ������������ ��������������

• ����������� �� �������� �� ������������ �� ������ �� �������� ��������� �

��������� ��������� ��������

�



�������� �

��������� k������������

����� ��������� �������������� ����������� � �������� �� ��������� k������������ �

������ ��������� ��������� �� ������� ������� �� ������ ����� �� ��������� ���

�������� � ���� ���������� ����������� �������������� �� ���������� ���������� ���

������������ �� ���������� � �� ������� �� ���� ����������

��� � ������

���� G(V,E) �� ����� ������� ��� n �������� �m �������� ���� ���� ������� v ������

���� d(v)� ���������� � ���� ������� �� ������ ������� ��� ������������� ����

����� � ������ �� �������� ��� ���� ������ −1 �� +1� �������� �� �������� k�

���������� �� G � �������� ���� �� ���� ������� �� ����� �������� t� ���� �������

���� �� ������ �� � ������� �� ������� ���� ����� k �������� ��� ������ ������ ��

��� ������� ������ �� ����� t� ������ �� ��� �� ���������� ������ � ������ ��������

��� ������������� ���� � ������� ��������� ����� �������� �������� ��� �� ������ ���

�������� ���� � ������� ���� ������ ���������� � �������� �������� ������� ����

���������� ������ �� G ��������������

� �������� k����������� ������ �� ����� �� ��� �������� ��������� ���� ��

���������� �� ������� ��� �������� ��� ���������� �������������� ��� ��������� ��

����� 0� 1� 2� . . . � ����� ������ ���� ������ � ������ �� ���� ������� �� ����� ��

����� t+ 1� � ���������� ���������� �� ������� �� ���� ��������� ���� �� ������ ��

������� �������� �� ����� t�

���� V (G) � �v1� v2� � � � � vn�� ������������� ��� x(t) � ����� ���� � i������

������� xi(t) ������ � ������ �� ������� vi �� ����� t� �������� ������ � �����

op(t)� ��� ��� � i������ ������� opi(t) � � ���������� �� �������� ��� ������ ������

� xi(t) �� ����� �� ����� t� ����� ��������� ����� ���� ����� ���������� �� �����

�� ���� � ��������� ��� ����� ���������� ������� ��������� � �������� �� ��������

k����������� �� �������� ������

�



xi(t+ 1) =





+1, �� xi(t) = +1 � opi(t) < k

+1, �� xi(t) = −1 � opi(t) ≥ k
−1, �� xi(t) = +1 � opi(t) ≥ k
−1, �� xi(t) = −1 � opi(t) < k

�����

���� ��� � ����� x(0) ���� ��� ��������� ���������������� �� � ������ ����� �

�������� �� ����������� �������� ����� ��� �������� � ������ ��� �������� �� ���

����������� ������� �� ������ ���������� �� ������������ �� ����������� ����

������� x(0) �� ����������� �������� ������� ������ ��� � ���� �� ������ ���

����������� ������� x(0) ��� ������� �� �������������� �� ��� ����� �����������

S ���� ���� ���� �������� ����� x(0) ���� ����� ������ ����� �� ������ �� ������

� ������ ��� ������� � �������� �� �� �������� ������������ �� �� ����� P5� ����

������ ������������ �� �������� ��������� ��� � ��� ����� ����������� �������� ���

������ +1� � �� �������� ��������� ��� � ��� ������ ����������� �� �������� ���

������ −1� ����� ��������� �������� ����� ��� ������� �� ����� � � �����������

��� ������� ��� �������� ������� ���� �������

���������� � ������ ���� ����� ��� �� x(0)� ������ �� �������� v2� v3 � v4 ����

���� ���� ����� � �������� ��� ������� �������� �� ��������� ��� �� ������ ���

����� �� ������� ���� �������� �������������� � ��������� ��� ������� ������

��������������� ��� �������� ��� ����� ���� ������� ����������� ����� ������ ��

x(1)� ������ v3 ������ ���� ����� � �������� ��� ������� ������� �� ��� ������� ���

����� � � � ����� ������� ��� ���� �� ������� ����������� �� x(2)� ����� �� ��������

������� ����� ������ � � �������� ����� �� �� ����� ���� ���� � �����������

��� �� ������ ����� ������� ���� ����� ����� � ����������� ���� � ��� �����������

���� ����� �� �������� ������� ����� ������� ���� �������� ��� ������ �������

�� ����� ��� ����������� ��� ��� �� ������ ���� ��� ��� ��� ����������� ����

����� �� �������� ������� ����� ������� ��� �������� ������� � ����� ��������

2����������� � � ����� ����� P5 ��� ��� ����� ����������� ������� ���� ���������

�� ������ ���� ����� ��� � ����������� ������� ����� �� ������� ��� ��� ����� ��

�������� ������� � ����� �������

��� ��������� ��� ������ ��� ��������

�� �������� ��� ����� ��� ������ � �� �������� ������� ������������� ��� ���

������ �������� A ��� ��������� d× d � �� ����� b ��� d ��������� ��� ������

����� �� ����� ������� � �������� �� ����������� ��� ������� ��� �������� �� ����

��������� ���� ��� ������� �� ������� ����� �� ������ �� ������ A � �� ����� b ��

�



v1 v2 v3 v4 v5

��� x(0)

v1 v2 v3 v4 v5

��� x(1)

v1 v2 v3 v4 v5

��� x(2)

v1 v2 v3 v4 v5

��� x(3)

������ ���� ������� �� ������������ x(0)� x(1)� x(2) � x(3) �� �� �������� 2�
���������� �� �� P5�

v1 v2 v3 v4 v5

��� x(0)

v1 v2 v3 v4 v5

��� x(1)

v1 v2 v3 v4 v5

��� x(2)

������ ���� ����� ������� �� ������������ x(0)� x(1)� x(2) �� �� �������� 2�
���������� �� �� P5� ������������ ����� �� ������� ����� �����

�������� ������

xi(t+ 1) =

�
+1, ��

�n
j=1 aijxj(t)− bi ≥ 0

0, c.c.
�����

���� ��� �� ������� ��� ���������� ����� �������� ����� �� ������� �������� 0 �

+1� �� �������� �� ������� ���������� ��� �������� ��� ��������������� �� �������

0 � +1� �� ������� ���� �� ������� ��� ����������� � ����� ������ ���� ��������� �

����� �� ������ ����������� ���� ������� �������������� �������� ��������� ���

����� ������ �� ��������� �������� � �������� �� ��������� ��� ������ ��� ������

��������� ������� �� ������� −1 � +1�

xi(t+ 1) =

�
+1, ��

�n
j=1 aijxj(t)− bi ≥ 0

−1, c.c.
�����
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��������� ��� ������ ��� �������� ��� �������� ����� ���� ������� ��������

�������� ��������� �� ������� ����� ���� ��������� �� ���������� � �� ����� ��

��������� k������������ ����� ��� ��������� ����� ������ ���� ����� �������� �

������ A ���� �� ����� � � ����� b ���� ����� � ����� ����� ��� ����� �����������

� �������� �������� �� ����� � ����������� � �������� �� �� �������� k������������

���� ���� ��� ����� �� ���� ������� ��� � ������ A ������� � � ������ �� ����������

�� ����� ��� � �������� ��������� ����������

Aij =





1 �� i �= j � (vi, vj) ∈ E(G)
0 �� i �= j � (vi, vj) /∈ E(G)

2k − d(vi)− 1 �� i = j

�����

�� �������� �������� ������� �� �������� k����������� � � ������� �������� k�

������������� � ��������� �� �� �������� k������������� ���� �� �������� k�����������

� ���� �� �������� ���� �� ��������� ��� ��� ��� �� ������� ������ ������ +1�

���� ������� ����� ���� ������ ��� ������� ����� ������ � �� �������� ��� ������

������ ��������� ���� � ������ �� ������������ �� ������ �� ����� �������� ����

�� ��� ���� ������ �� ������ �� ������������ �� �������� ���� ���� ����� ��������

� �������� k������������� � ��� ���� ������������ �� ��� �� ��������� k�������������

�� ��� ���� � ������������ �� ������� ������� ������������ �� ����� � ����� ��

���������� ��� � ������ ���� ������� ������ �� �� ����������� ��������� �� ������

������ ������ ��� ������ ����� ������� ���������� � ���� ��� ������� ����������� ��

������ �� ������� ��� �������������

����� ���� �� ��������� k������������� �� ��������� k�������������� ������ ���

����� ���������� �� ��������� ��� ������ ��� ��������� ���� ������������ ����

��� ��������� ���������� � ������ A ���� ����� � ������ �� ���������� �� ������ �

����� b = (k, k, k, . . . , k) � ���������� �� ������� 0 � +1 ���� �� ������� ����

����� ���� �� �������� ��� ������ ���� ��� �������� ���� �� �������� ���

����� ��� ������ � � �������� k1�k2������������ ��� � � �������� ���� �� ��������

����� �� ������ 0 ���� +1 �� � ������� �� ��������� ���� ����� k1 �������� ���

������ +1� � ����� �� ������ +1 ���� 0 �� � ������� �� ��������� ���� �����

k2 �������� ��� ������ 0� � ����� �� �������� ��������� ���� � ��������� �� �������

��� �������� ��� ������� � ���� ��� ���� �� ��������� �� ��������� ���� � ���������

�� ��� ��������� ������� �� ������� ������ ��� ���� ���������� �� ��� �����

���������� �� ��� � �������� ��� ��������

���� ���������� ��� �� ��������� k1�k2������������ ��� ����� ���������� �� ����

������ ��� ������ ��� �������� ���������� ��� ����� ���������� � ��������� �� �����

���� �� ��������� k������������ � ���� �� ��������� k���������������

�



������� ���� ��������� k1�k2������������ ��� ����� ���������� �� ��������� ���

������ ��� �������

������������� �������� � ������ A�

Aij =





1 �� i �= j � (vi, vj) ∈ E(G)
0 �� i �= j � (vi, vj) /∈ E(G)

k1 + k2 − d(vi)− 1 �� i = j

�����

�������� � ����� b ���� (k1, k1, k1, . . . , k1)� ���� x(t) ��� ����������� �����

����� ������ ���������� ������� ��� ���� xi(t) = 0� ����� xi(t + 1) = +1 �� �

������� �� vi ������ ���� ����� k1 �������� ��� ������ +1� �� ����� ������ ����

xi(t) = +1� ����� ���������� ������� ��� xi(t + 1) = 0 �� � ������� �� vi ������

���� ����� k2 �������� ��� ������ 0�

������������� n+i (t) ���� � ���������� �� �������� �� vi ��� ������ +1� �

n0i (t) ���� � ���������� �� �������� �� vi ��� ������ 0�

• ���� xi(t) = 0� ���������� ������ ����� xi(t + 1) = +1 �� � ������� ���n
j=1 aijxj(t) ≥ bi� ������� ��� ���� xi(t) = 0� � ����� �� ��������� �

����� � n+i (t)� ���� ����� �� ������ �������� �� ��������� ��� �������� �����

������� �� ������ 0� �� ��������� ���������� ��� xi(t + 1) = +1 �� � �������

�� n+i (t) ≥ k1�

• ���� xi(t) = +1� ���������� ������ ����� xi(t + 1) = 0 �� � ������� ���n
j=1 aijxj(t) < bi� ���� ���� ����� �����

n�

j=1

aijxj(t) = n
+
i (t) + k1 + k2 − n+i (t)− n0i (t)− 1

= k1 + k2 − n0i (t)− 1

�����

���� bi = k1� ����
�n

j=1 aijxj(t) < bi� ����� � ���������� ��� n0i (t) ≥ k2�

����������� ��������� ��� xi(t+ 1) = +1 �� � ������� �� n0i (t) ≥ k2�

���� ������� �������� ���������� �� ���������� ���� ��������� ��� ������ ���

�������� ��� ���� ������� �������� ����� ����� ���������� ������ ��������� ���� �����

�������

�



��� � �������� �� ����� �������� ���������

���� C �� ����������� �� V (G) � ����� ��� ����������� X ��� ��� ����� ��

�������� �� C ������� ������ +1 � ����� �� �������� �� V (G)\C ������� � ������

−1� � �������� C � �� �������� ��������� �� G �� � ������� �� � �������� ��

�� �������� k����������� ����� ���� ����������� ������� � ����������� X ������

�� ��� ���������� ����� �� ������ � ����������� ���� ����� �� �������� �� V (G)

������� ������ +1�

������� ���� ���� ����� �������� �� �������� ��������� �� �������� �������

��� ��������� �� ������� ����� ����� �� ��������� k������������� � k1�k2�������������

�� ���� ����� ��������� ��� ������� ��� ���� ����� � � ������������� �� ���

��� �������� ��������� ���� �� ����������� ����� G� ���� �������� � ���������

���� ����� �������� ���������� �� ������ ���� ��� �������� ����� ���

�� �������� v1� v3 � v5 ������ �� �������� ��������� ���� � ����� �� �� ��������

������������� ���� �� �������� � �������� ��������� �� ����� �������������� ����

�������� � �������� ��������� ������� � � ������� �������� V (G)� ���� ������

���� ���� �� �������� k������������ �������� �������� ��������� � ������ ��� �� ��

��������� �� ����� �� �������� ���� ������ �� ������ k�

����� ������� ������������ � ���������� �� �� ���� �������� C � �� ��������

��������� ��� � ����������� �� ������� ���� � �������� k������������ �� ����� ���

�������� ������������ ����������� ���� �������� �������� ��������� �� �� �����

G �� ������ ��� � ����� k� ������� ����� ��������� ���� � � ����� ��������

��������� ��� �������� G �� ����� ������ �� ������� ����� ����� ��������� ������

�� �������� ���������� �������� �������� �� ��������� ���� ����� ������� � � �������

��� ���������� ���������� ��������� � ������ �� ������ ���� ������� � �������� ��

���������� ������������

� ����� �������� ��������� � �� �������� ���������� �� ��������� k�

����������� � k�������������� ���� k ≥ 3� ���� ��������� � ����������� ��� ������

�� ���� ���� k = 1� � �������� � ������� ���� �� ���� ������ ������ � �������� �

����������� �������� ������ ����� �������� ��� ������� ��������� ���� � ���������������

�� ������������ ��� ������� ��� �������� ���� �� ����� ������ �� ������ �����

���� k = 1� � �������� �� �������� ��� ��� ��� ����� ���� �������� �������� ����

������� ��������������� �� ��������� ���������� ��� � ����� �������� ���������

���� ���� ���� � � ������� �������� V (G)� ���� ��������� �������������� ������

k = 1� � ���������� �� ��� ������ ����� �������� ��� ������� ��������� ��� ��� ���

���� �� �������� �� ����� ����� ��� � ����� ������ ���� �� ����������� ������

�� ������� �� ��� ������� �������� ������ ������ �������� � ���� ������� �� ������� �

������ +1� ��������� ����� ������� �� ��������� ����� ���� � ����� �������� ������

������������� � � � ������� ��� �������� ������� �� ������ ���� k = 2� � ��������

��



� ���������� ���� � ���� ��� ��������� ������������� �����

���� �������� ������� ������� ��������������� ��� ������ ����� � ����� �������

������ �� �������� �� �������� k����������� ������ �� �������� k�������������� ���

�������� �� C � �� �������� ��������� �� G ���� �� �������� k�������������� ���

���� ����������� �������� �������������� �� C ������ ���� �� �������� ���������

�� G� � ������ �� �������� ��� �� ���� ������ ���� �� ��������� k�������������

�� ������� � ��������� ���� ������ ��� � ���� ������ ���� �� ������ ���� �����

��� ����������� ������� � � �������� ����������� ���� �� �������� 2�����������

��� ������� �� ��������� ����� �� ������ � ������ ��� ������ � ����� ����� ���

����������� ������� ���� �� �������� ��� ������ +1 ��� �� ������ �� ����� ��������

��� � ������ �� ���� �� �������� ���� ���� ����� � �������� 2����������� �������

��� ������������� ����������

����� �������������� ������������ � ��� �������� �������� ��������� C ���� ��

�������� k����������� �� G � ��������������� �� �������� ��������� ���� � ��������

k������������� �� G ����

v1 v2

v3 v4

v5

v6

v7

v8

��� x(0)� �������� ��������� ����
���� ����� �������� v1, v2, v3, v4, v5

v1 v2

v3 v4

v5

v6

v7

v8

��� x(1)

v1 v2

v3 v4

v5

v6

v7

v8

��� x(2)

������ ���� �������� 2����������� � ������ �� �� �������� ����������

��



v1 v2

v3 v4

v5

v6

v7

v8

��� x(0)

v1 v2

v3 v4

v5

v6

v7

v8

��� x(1)

v1 v2

v3 v4

v5

v6

v7

v8

��� x(2)

������ ���� �������� 2����������� � ������ �� �� �������������� �� �� ��������
����������

��� ���������� � �������

�� �� �������� k������������ � ������ �� ������������ �� G � ������ �� ���������

���� ��� ����������� ��������� ���� �� ������ ����� �� ������� � �����������

������ � ��� ����������� ��� �� ��� ��������� �������������� ���� �� �� ��������

k����������� x(t) � ������ �� x(t− 1) ���� ���� t ≥ 1� ��� ��� ��� ���������� ���

����������� �� ������ � �������� ����� �� �� ������������� ���������� ���� ���

���� � ���� ��������� ����������� ������ ���������� � ���������� � � ������� �� ���

������������

����������� ���� ������� �� ��� ����������� ������� � ������� �� �����

�� ������������ ��������� � ������ ����� ������������ � ���� ����������� ������

����� �� ����� ���������� �� ����������� ���������� � ���������� � ������� ����

� ���������� �� ������ ��������� ��� ��� ����������� �������� �� �� ����� ��

������������ �������� ���� � ����������� ������� x(0)� �� ����� ������������ �

���������� � ������� ���� � ������ �� ������������ ��� ������� ���� �� ����� ��

������������ � ������ �� x(0)� ������������ �������� � ����������� �� �������

p(x(0)) � � ����������� �� ���������� τ(x(0)) ���� ���� ������� �������� ���� ����

x(t+ p(x(0))) = x(t) ���� �������� t ≥ τ(x(0))
x(t+ q) �= x(t) ���� �������� t < τ(x(0)) �� q < p(x(0))

��



���������� ��������� � ������ ���� ����� ��� � ����������� x(2) � ����� ����

�� ����� � ������ �� x(2) ��� � ������ ����� ����������� ���������� ����� ����� �����

�� ������������� ��������� �� ������� �� ���� ������� ���� ������������

��������� ����� �� ����������� x(2)� � ���������� ������ ������� �� ��������

������ p(x(0)) = 1 � τ(x(0)) = 2�

v1 v2

v3 v4

��� x(0)

v1 v2

v3 v4

��� x(1)

v1 v2

v3 v4

��� x(2)

������ ���� ������� �� ������������ ���������� �� �� �������� ������������ �� ��
�4.

�� ������ ���� ����� �� C4 ��� ����������� ������� x(0) ���� �� ��������

2������������ ������� ��� x(2) = x(0)� �� ��������� � ������� ����������� �������

x(0) �� � ��� ����������� ���������� ����� ������ p(x(0)) = 2 � τ(x(0)) = 0�

������� ���� ���� ���� ��������� ��� ������ ��� ��������� ���� � ������ A ����

���������� � ����������� �� ������� �� ��� ����������� �������� � �� ������ ��

� ������� ��� ��� ������� ����������� � ������ ���� � ����������� �� �������

�� ��������� k������������� k�������������� � k1�k2������������� � ��������� ��� �����

����� ������ � ��������� ���� ��������� k������������� ��� � ����� � �������� ���� ��

������ ����������

��������� ���� ���� ��������� k������������� � ����������� �� ������� �� ���

����������� �������� � �� ������ ��

������������� ���������� � ������� ��� � ���� ��� �� �������� k����������� � ��

���� ��������� �� �� �������� ��� ����� ��� ������ ��� ������ A ���������� �����

��� � ����������� �� ������� �� ��� ����������� �� �� �������� k�����������

������ � �� ������ �����

� ������������ ����� ��� ���� ��������� ������� �� ������ � ��������� k������������

������ �� ���� �� ��������� ����� ��������� ����� ������ ����������������� ����

���������� ��� �������� �� � �������� ����� ������� ����� ������ ������������ � ����

������� ������� �� ������ �� � ������� �� ��������� ���� ����� k �������� �� �������

��� ������� �������� � �������� ��� ����� �� ���� ��������� �� �� �������� ���

��



����� ��� ������ ��� � ������ A ���������� �� ����� �� ����� �� �������� � �������

�� ��� ����������� ���� ��� ����� ��� ����� ���� �� ������ ���� ���� ��� �����

������� ��������� k = 1� � � ����������� �� ������� � ��

v1 v2

v3 v4

��� x(0)

v1 v2

v3 v4

��� x(1)

v1 v2

v3 v4

��� x(2)

v1 v2

v3 v4

��� x(3)

������ ���� �������� k����������� �� �� ������� ���� ������� ����������� �� ���
����� ����� ��� �� ����� �������� k = 1

� ����������� �� ������� ��� ���� ��� ����� � ������ �� ��� ������� ���

���������� ��������� � � ��� ����� �������� ��������� �� �� ����� ����� ��� �����

����������� ������� �� ���������� �� �� �������� ���������� ��� � ����������

������ �� �������� ���� ������ � ������� �����

E(x(t)) = −1

2

n�

i=1

xi

n�

j=1

aijxj +
n�

i=1

bixi �����

� ������ E(x(t)) � �������� ������� � ������� ��������� � ����� �� ������� ��� �

� ��� ������ �� ��������� ���� ������ � ��������� ���� ������ �������� ����������

���������� �� ����������� �� ���������� � �� ������� �� ��������� ��� ������ ���

�������� � ��������� ������������� ������� �� ������� ��������� ��� ��������������

��������� �� �������

��� ����� ����������� ���� � ������� ��� � ���� ��� ������ � ���� ����� ������

�� ��� �� ����� ������������� ������ � ��� ����� ������ ��������� ��� �������

����� ������������ ����� � ��������� �� �������� ��� �������� �� ���������� �

�� �������� �� �������� � ������� ��������� �� ���� � �� ������ ��������� ����

������������ �� ������������ �� �������� ��������� � ������ �� ���������� ���� ��

���������� ������� ����� ���������

���� T (A, b) � ���������� ������ �� ��� ����������� �� �� �������� ��� �����

��� ������ ��� ������ ���� ���������� � ������ A � � ����� b�

������� ���� ���� �� A � ��� ������ ���������� ����� T (A, b) ≤ �n
i=1

�n
j=1 |aij|+

2
�n

i=1 bi�

��������� ���� �� �� �������� ������������� � ���������� ������ � �������� ���

2m+ n(2Δ(G)− 2)�

��



������������� ���������� � ������� ��� � ������� �� ��������� �� ����� b � ��

������ A ������ ����� �� �������� k������������

T (A, b) ≤ 2m+
�n

i=1 |2k − d(vi)− 1|�

� ����� ������ �� ���� ������� |2k−d(vi)−1| ������ ������ k = Δ(G) � d(vi) = 1�

��� ������������ k > Δ(G)� ���� ����� ����� �������� ����������� ������� ���� G

�� � ���������� �����

T (A, b) ≤ 2m+
n�

i=1

|2k − d(vi)− 1|

≤ 2m+
n�

i=1

(2Δ(G)− 2)

= 2m+ n(2Δ(G)− 2).

�����

������ ��������� ��� � ����������� �� ���������� ��� ������ �����������������

������ �� ������� �� ������ ����������� �� ������������ ���������� �� ���� �

����������� �� ������ ���� ����� ���� � ����������� �� ����������� � ������

����������� � (4k−4)n � ����� � ������������ ������ �� ���� ��� ������ �����������

� ������ �� ������ ������� ���������� �� ����������� ������ ������� ������

T (A, b) ≤ 1

2
(2m+

n�

i=1

|2k − d(vi)− 1|+ 3(2k − 2)n− n)

≤ 1

2
(2m+ 2kn− 2m− n+ 6kn− 6n− n)

=
1

2
(8kn− 8n)

= (4k − 4)n. �����

� ����� �������� � ���� ��������� �� �������� �� �������� ���� � ������� ����� ��

������������� ���� � ��������� �� ������ ��� ���������� � ���� ���� ����� �����

�� ����� �� ��������� ��� ���������� ��� � �������� �� ������� ���� ���� ��������

�� �� ������ ���� � ���������� ���� ������ ������ ����������� ������� � ���� ��

�� �������� 1����������� �� �� P3� ���� �� ������ ���� ���� �������� ��������

��� ��� ������ ����������� ������ � ����� ��� �� �� ������� ��� ���������� ������

�����������

��



v1 v2 v3

��� x(0)

v1 v2 v3

��� x(1)

v1 v2 v3

��� x(2)

������ ���� ������� �� ������������ x(0)� x(1)� x(2) �� �� �������� 1�����������
�� �� P3� ���� ��� ������ ���������� �� ����������� 1�

����� �� �������� ��� ���� 2k > Δ(G)� ����� ���� �������� ������ ���� ���� �����

���������� � ������� ���� ������� �� ��������� ������ ������� �� ��������� ����

���� ��� ���� �������� � ��������� ������� �� ��������� ������ ���� k > 1� �� k = 1�

� ����� ����� �������� � �� P2� ���� �� �������� 1����������� ���������� ��� ������

����������� �� ������������ ��� � ��������� (4k−4)n� ��� ������� �� ����� 0� ����

��������� ������ �� ��������� ���� ��������� � ���������� � 1� �� ��������� ���� ����

����� � ������ � ����� ���� k > 1� � ����� ��� ��� ����� �� ������ ���� ������

��������� ���� �� �� �������� k������������ �� 2k > Δ(G) ����� � �����������

������ �� ���������� � �������� ��� (2k − 1)n�

�������������

T (A, b) ≤ 2m+
n�

i=1

|2k − d(vi)− 1|

= 2m+ 2kn− 2m− n
= 2kn− n
= (2k − 1)n. ������

�������� ������������� ����� � ���������� �� ��������� k������������ ����� ��

����� �� ������������ �� ������� ���������� ���� ��������� ��� �� ������������

����� ��������� ��� ������� �� �������� ������� ��������� �� � �������� ��������

��� � ����������� �� ������� �� ��� ����������� �� ����� ���� �������� ��� �

��������� �� �������� k������������

�� ����� �������� ������������ ����� �� ���������� �� ������� � � ���� ��� ������

�� ���������� �� 2n ������������ �� �������� �� ������� ��������� �� ���������

������ ������������ �� ����� ���������� ���� �������� �� ������������ ��� �����

����� �� ������� � ���� ���������� � ���������� �� ��� ����������� ������������

���� ������������� ��������� � ����� ����������� ���� ������� ��� ���� �����

� ����� ������ ���� � ����������� �� ����������� � ������� ��� �� ����� ��

�������� ���� ��� ��������� �� ����� ��n + m�� ���������� ��� �� ���������

������� �� ��������� ������ ������������ O((n+m)m+(n+m)nΔ(G)� � ��m2+

n2m��

��
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������ �� ������� �� ���������

k������������

�� �������� �� ������������ � ������ �� ������� ��������� ���� ������ ��������

���������� ����������� �� ��������� ��� ������ ��� ��������� �� ���������� ���

�������� ������� ��� �������� ��� ������ ������� ���� � ����������� ������ ��

���������� � �� ������� ��� ������� �� ���� ���������� ��� ���� ����� ������

��� �� ������ �� �������� ������ ���������� ����������� ������ ��� �������������

����� ��� ������� ���� �� ����� ���� �� ��������� ������� �� ����� ����������� ��

����� ������ ������ ��� ���������� ��� ��������� � ����� ���� ���� � ���������

��� ������� ��� �������� ���� ����������

����� ��������� ������������ ��� ������ ���� �������� � ��������� ���� ����

������ k������������� � ����� � ��� ��� ���� ���� ������ �������� ����� ����������

���� ���������� ���� ����� ��������� � ������ ����� ������������ ����� � �����

���� �� ��������� ����� ��� � ������ �� ������� ��� ��� ����������� ����� � ����

���� �������� �� ��������� ��� ������ ��� �������� � ��� � ��������� ���� ��������

��������� ���� ���������� ���� �� ��������� k������������� ��� ���� ���� �������

����������� ��� ���� ������������ ����� ����� ��������� � ����� ������� ���� ����

��� � ������������� ���� ������ ���� �� ������������ ������� �� ���������� � ��

��������

����� ����� ��������� ������������ ��� ���������� �� �� ������ �������� �����

���� � ���������� �� ��������� 2������������ �� �������� ���� ���� ����������� ����

������ ��������� � ������ �� ���������� ��� ������� ��� ������� ��� �������

��� ������� �� ��������� k������������

������������ ����� ������ ���� ��������� ��� ����� ������������� �� ����� �����

�������� � ����� ���������� �� ����������� ����� �� �������������� ����� ���������

��



���������� �� S1(t) � S2(t)�

S1(t) = {vi | xi(t+ 1) �= xi(t)}
S2(t) = {vi | xi(t+ 1) = xi(t)}

����������������� ������� �������

S1(t) = {vi | opi(t) ≥ k}
S2(t) = {vi | opi(t) < k}

���� ������� ���� �������� �� ��������� �� ��� ����� ��� � �������� S1(t)

������ ����� �� �������� ��� ������� ���� ������� ��������� ����� �� ������������

x(t) � x(t+1)� ��� ��� ���� � �������� S2(t) ������ ����� �� �������� ��� ����������

���� ������� ������ ����� �������������

���������� ����� ���� ���������� ���������� ��� ������ ��� �������������

������ �� ������� ���� ��������� k������������ � � ����������� ��� E(t)� ����

������ �� ������ �� ������ �� ������� ����������� �� ����� � � ������� �� ��������

������

E(t) =
�

i∈S1(t)

(opi(t)− k) +
�

i∈S2(t)

(k − opi(t)). �����

���� ���� ������ �� ������� ���� ��� ��������� ���� �� saldo �� ��������

��� �������� �� �������� ���� ��� ���������� ���� �������� �� ������� � ������

�� ����������� x(t)� �� �������� ���������� ���� ������� (opi(t) − k) ����������

� ���������� �� �������� � ���� ��� ������ ������ ��� vi ������ ���� ����� ��

������� ����� ��� vi ���� �� �������� S1(t)� �� �� ������� ���������� ���� �������

(k−opi(t)) ���������� � ������ �� �������� ��� ������ ������ ��� ���� �����������

� ���� ���� vi ����� ��� ������ ����� �� ������������ x(t) � x(t+ 1)�

������� � ������ ��� ��� ������ �� ����� G� ��� � �� ����� ������� ��� �

��������� � �� ������������ x(0) � x(1) ���������� �� �� �������� 3������������ ����

� ������� �� E(0)� ����� �� ��������� ��������

• op1(0) = 4� op2(0) = 1� op3(0) = 1� op4(0) = 1� op5(0) = 1 � op6(0) = 0�

• S1(0) = {v1} � S2(0) = {v2, v3, v4, v5, v6}�

���������� ����� ������� � � �������� ���� ������� E(0) = 12� ���� � ������� ��

E(1)� ������

• op1(1) = 1� op2(1) = 0� op3(1) = 0� op4(1) = 0� op5(1) = 0 � op6(1) = 1�

��



v1 v2

v3 v4

v5

v6

��� x(0)� E(0) = 12

v1 v2

v3 v4

v5

v6

��� x(1)� E(1) = 16

������ ���� ������� �� ������������ x(0) � x(1) �� �� �������� ������������ ��
�� ����� ��������

• S1(1) = ∅ � S2(1) = V (G)�

���������� ���������� �� ������� ������� � � �������� ���� ������� E(1) = 16�

���� ��������� � �������� �������� ��� � ������ �� ������� ����� ������ �������

���������� � �������� ��������� ���������� ����� ������ ������� ��������� �����

��� ����� �� �������� �� S1(t) ������� opi(t) ≥ k� ���� � ������� ���������� �����

�� �������� �� S2(t) ������� opi(t) < k� �� ��������� � ����� ��� � �������� ����

������ � ����� ����� ��������� � ����� ��� �����

��� ����� �������� ����������� ���� ���� ������ �� ������� � ���� ����

E(t) =
�

i∈S1(t)

(opi(t+ 1)− k) +
�

i∈S2(t)

(k − opi(t+ 1)). �����

������ �� ������� ��� ����� ������� � �������� ���� ������ ������� ���� ����

���� �������� ��� � ����� ��� ��� ������ ������ ������� ������������� � �����

����� ��� �� ���� ��������� ����� ������������� ���� �������� ����� ���� �

�������� ��� ���� � ������� �� E(0) � E(1) ���� � ���� �� ������ ���� ������

• op1(1) = 1� op2(1) = 0� op3(1) = 0� op4(1) = 0� op5(1) = 0 � op6(1) = 1�

• S1(0) = {v1} � S2(0) = {v2, v3, v4, v5, v6}�

���� �� x(1) ��� �� �������� ��� ���� �� �� ������� ��� ������ ������� �����

������� ��� x(2) = x(1)� � ����� �����������

��



• op1(2) = 1� op2(2) = 0� op3(2) = 0� op4(2) = 0� op5(2) = 0 � op6(2) = 1�

• S1(1) = ∅ � S2(1) = V (G)�

�������� ������ E(0) = 12 � E(1) = 16� ��� ��� ���������� �� ������� ���

�������� ���������� ������������� ��� � �������� ����

�� ��������� �� �������� ��������� ���� ���� ������ ��� ������� � �������� ������

�� ���������� ������ ����� ������ �� ��������� �� ������ ��������� S1(t) � S2(t)

���� � �������� ������ ���������� �� ���������� opi(t + 1)� ���������� ������ �

����� ������� ����� ��� ������� ��������� ��� ��������� ���� �������� �� �������

��������� �� �������� E(0) ��� � ������� ��������� �� ������� v1�

��� ���� ����������� � �������� ������ ���� � ���� ��������� �� ����� �� ��������

� ���� ��������� ���� �������� ������� ��� � ������� ������ ���� ���������� ��

������ ���������� ���� �� ����� �������������� �� ������� ����������� ��� ��������

����� �� ��������

����� �� ����������� �� �������� ���������� ���������� � ������������ ��� ����

�����

���� ���� �� ��������� ��� � ��� ���� � ������� �� ������ �� ������� �� ���������

k������������ ��� �������������

������������� ����� |S1(t)| � |S2(t)| �� �������������� ��� ��������� S1(t) � S2(t)�

���������������� ������������ ������

E(t) =
�

i∈S1(t)

opi(t)−
�

i∈S2(t)

opi(t)− |S1(t)|k + |S2(t)|k. �����

������������ ������ ������

E(t) �
�

i∈S1(t)

opi(t+ 1)− �
i∈S2(t)

opi(t+ 1)− |S1(t)|k + |S2(t)|k�

����� ������ ���� � ��������� −|S1(t)|k + |S2(t)|k ������� ��� ���� ���������

���������� ������� ����

�
i∈S1(t)

opi(t)−
�

i∈S2(t)

opi(t) �
�

i∈S1(t)

opi(t+ 1)− �
i∈S2(t)

opi(t+ 1)�

����� ������ �� ��������� ��������� A(t)� B(t) � C(t)�

• A(t) = {(vi, vj) | (vi, vj) ∈ E(G), vi ∈ S1(t), vj ∈ S1(t) � xi(t) �= xj(t)}

• B(t) = {(vi, vj) | (vi, vj) ∈ E(G), vi ∈ S2(t), vj ∈ S2(t) � xi(t) �= xj(t)}

• C(t) = {(vi, vj) | (vi, vj) ∈ E(G) \ (A(t) ∪ B(t)) � xi(t) �= xj(t)}

��



������ A(t) � � �������� �� ����� ������� ����� �������� �� S1(t) ��� �������

������� ��������� �� ����� �� ����� t� B(t) � �������� �� ����� �� ������� ����� ����

����� �� S2(t) ��� ������� ������� ��������� �� ����� �� ����� t� � C(t) � ��������

�� ����� �� ������ ������� ����� �������� ��� ������� ������� ��������� �� ����� ��

����� t�

����� |A(t)|� |B(t)| � |C(t)| �� �������������� �� ���� ���������� ��� � ������� ���

���
�

i∈S1(t)

opi(t) � ����� � 2|A(t)|+|C(t)|� ���� �������� ���� ��������� ����� ��������

��� ���� ���� �������� �������� vi � vj ��� ������� ������� �� ����� �� ����� t�

� ������ ����� ���� � ������������� ����� ��� opi(t) ������ ��� opj(t)� �� �����

�� �������� ��������� �� �������� S1(t)� ����� ���� ������ ���� ������������� ����

����� �� ���������� ���� ������ �� ��� �������� �������� �� �������� S1(t)� �����

� ������ ���� ������������� ������ ��� ��� �� ���������� �� ������� �����������

�����
�

i∈S2(t)

opi(t) ����� � 2|B(t)|+ |C(t)|� ����� ����� ����

�

i∈S1(t)

opi(t)−
�

i∈S2(t)

opi(t) = 2|A(t)| − 2|B(t)|. �����

�������� ����� �� ��������� A�(t)� B�(t) � C �(t)�

• A�(t) = {(vi, vj) | (vi, vj) ∈ E(G), vi ∈ S1(t), vj ∈ S1(t) � xi(t+1) �= xj(t+1)}

• B�(t) = {(vi, vj) | (vi, vj) ∈ E(G), vi ∈ S2(t), vj ∈ S2(t) � xi(t+1) �= xj(t+1)}

• C �(t) = {(vi, vj) | (vi, vj) ∈ E(G) \ (A�(t) ∪ B�(t)) � xi(t+ 1) �= xj(t+ 1)}

� ����� ��������� ������ ��������� ���� �� ��������� A(t)� B(t) � C(t) � ����

������� ������������ ������� ��������� �� ����� t + 1� �� ��� �� ����� t� ���

���� ������� ��������
�

i∈S1(t)

opi(t + 1) ���� 2|A�(t)| + |C �(t)|� � ������� ������

��������
�

i∈S2(t)

opi(t+ 1) ���� 2|B �(t)|+ |C �(t)|� �� ���������

�
i∈S1(t)

opi(t+ 1)− �
i∈S2(t)

opi(t+ 1) � 2|A�(t)| − 2|B�(t)|�

� ������ ��� ������� �� ��������� �� ������� A(t)� B(t) � C(t) ��� ����� �����

�������� � ������ ���������������� ���� ��� �������� ������ ������� ����� �������

�� ������ ��� ������� �� ������� ����� �������� ��� ������� ��������� �� ����� t

��� ������������� ��� ���������� � ������ ��� ������� �� ��������� �� ������� A�(t)�

B�(t) � C �(t) ��� ����� ����� �������� � ������ ����������������

������� ���� �� �������� �� ��������� A(t) � A�(t) ��� ������� ���� �������� ���

��� ����� �� �������� ��� ����� �� S1(t) ���� ����� �� ������ �� ����� t� �����

������ �� vi � vj ��� ���� �������� �� S1(t) ��� xi(t) �= xj(t)� ������ �����������

��



S1(t) S2(t)

������ ���� ������� �� ��������� �� ������� A(t), B(t) � C(t)�

S1(t) S2(t)

������ ���� ������� �� ��������� �� ������� A�(t), B�(t) � C �(t)�

����� xi(t+1) �= xj(t+1)� � ����� ���� ���� �� ��������� B(t) � B �(t)� ���� ����

�������� vi � vj �� S2(t) ��� xi(t) �= xj(t)� �������� ����������� xi(t+1) �= xj(t+1)�

����� ������ ����� ��������� ����

�
i∈S1(t)

opi(t+ 1)− �
i∈S2(t)

opi(t+ 1) � 2|A(t)| − 2|B(t)|�

���������� ������ ��� ����� � ����� ��� �������������

���� �� ��� ����� �� �������� �� � ������ �� ������� ������� �� ����� ���� �

���� ����� �� ��������� ��� ������ ���� �������� � ��� ������ ���������� �������

������ ���� �������������� � �� ������ ����� �� ������������ �� ��� � �����������

������ �� ������� ������ ��������� � �����

������� ��� � �������������� ������ � ��� �������������� �� ������ �� �������

��������� ���� ��������� k������������� ����� ����� � ������ � ���������� ����������

�� ��� ��� ����� � ����� �������� ��� �����������

���� ���� � ������ E(t) ������� �� ����� � �� �������� ���������� ����������

��



������������� ����� ������� � ������� ΔE(t)� ��� ���� � �������� �� ������� ��

����� t ���� � ����� t+ 1�

ΔE(t) � E(t+ 1)− E(t)

������� ���� � �������� ��� ���� ���������� E(t + 1)� � � �������� ��� ����

���������� E(t)�

ΔE(t) =
�

i∈S1(t+1)

(opi(t+ 1)− k) + �
i∈S2(t+1)

(k − opi(t+ 1))− �
i∈S1(t)

(opi(t+ 1)− k)−
�

i∈S2(t)

(k − opi(t+ 1))�

������ ������� ��� ΔE(t) ≥ 0� ���� ���������� ����� ������������ � ����������

��� �� ΔE(t) �� ���� ������� �� G� ���������� � ������� ��������� �� ΔE(t) �

�������� ������� ������ ����� ���� ���� ������� vi�

• vi ∈ S1(t) � vi ∈ S1(t+ 1)�

� ����� ����� � ������������ �� vi � ���� ��� opi(t+1)−k−opi(t+1)+k = 0�

• vi ∈ S2(t) � vi ∈ S2(t+ 1)�

� ����� ����� � ������������ �� vi � ���� ��� k−opi(t+1)−k+opi(t+1) = 0�

• vi ∈ S1(t) � vi ∈ S2(t+ 1)�

� ����� ����� � ������������ �� vi � ���� ��� k−opi(t+1)−opi(t+1)+k =

2(k − opi(t+ 1))�

� ���� k > opi(t+ 1)� ������ 2(k − opi(t+ 1)) > 0�

• vi ∈ S2(t) � vi ∈ S1(t+ 1)�

� ����� ����� � ������������ �� vi � ���� ��� opi(t+1)−k−k+opi(t+1) =

2(opi(t+ 1)− k)�
� ���� opi(t+ 1) ≥ k� ������ 2(opi(t+ 1)− k) ≥ 0�

���� ��� ������ ������� �� G ��������� ��� ������� ��������� �� ΔE(t)� �����

���������� ��� ΔE(t) ≥ 0�

� ������ �� ������������ �� ���� ��� ������� �������� ������ ��� ������

��� ΔE(t) > 0� ����� ΔE(t) ≥ 2� ���������� ������ ��� � �������� �� ������� �

������ �� ������ ����

��



����� ���������� � ������������ ����� ����� ������� ��� ��� ���� ��� ������

������ ������� �� �������� �� ������ �������������� �� �������������� ��������

��� �� ������������� ����� � ����������� x(t) � ��� ����������� ���������� � �

������� ������ ����������� �� ������ �����

�������� ��� �������� ��� �� ������� vi ������ �� S1(t) � �� S1(t + 1)� �����

xi(t) �= xi(t + 1) � xi(t + 1) �= xi(t + 2)� � �������� xi(t) = xi(t + 2)� ���� �

������� vi ������ �� S2(t) � �� S2(t + 1)� ����� ��� xi(t) = xi(t + 1)� �� ��� ���

���� xi(t + 1) = xi(t + 2)� ���� �� ����� �� �������� �� ��������� ������ ����

��������������� ������� �� ��� ����������� ���������� ��� ��� � ����������� ��

������� � �� ������ ����� ����� ����� �� ������� ���� ����� �� ������� �� ��������

�������������� ����� � ����������� �������� � �� ������� �� ����������� �����

���� ���������� �� ����� �� �������� ��������� �� ������� �������������� ����� �

����������� �������� � �� ������� �� ����������� ���

���� �������� ������� vi ��� ��� vi ∈ S1(t) � vi ∈ S2(t+1)� ����� xi(t) �= xi(t+1)

� xi(t+1) = xi(t+2)� � ���� �������� ������� vi ��� ��� vi ∈ S2(t) � vi ∈ S1(t+1)�

����� ����� xi(t) = xi(t+ 1) � xi(t+ 1) �= xi(t+ 2)� ����� ������ � ����� ��������

���� � ����������� � ��������� � � ������� ������ ����������� ���� ������ ������

����� �� �������� �� ��������� �� �� ��� ���� ��������� �������������� ���������

�� ������������ �� ���� ����

��� � ������ �� ������� ���� ���������� �� ���

����������

� ������ �� ������� ���� ��������� k������������� ���� �������� � �������� ����

���� ��������� �� ������� ���� ��������� � ������ ���� � ����������� ������ ��

������� �� ��� �������� �� �� �������� k������������ ���� ������ ������� �������

������������� ������ ���� � ����������� ������ �� ���������� �� ���� ����������

������� ���� ���� �������� ����� ������� G � �������� ����������� ������� x(0)

�� �� �������� k������������ p(x(0)) ≤ 2�

������������� ���� ���� ���� ������� ��� � ������ E(t) � ���������� ����������

���� �������� ��� � ���� ���� �� G ��� ������ ������� ������ ��� E(t) ��� ����

������� ��������������� �� ����� ������ �� ����� �� ����� tmax ��� ��� E(t) =

E(tmax) ���� ���� t > tmax�

���� �� ����� G � ��� ����������� ������� x(0) ���� �� �������� k������������

�������� t0 ���� ����� �� �������� �� ����� ������ � ��������� ��� ��� t0 >

τ(x(0)) � t0 > tmax� � ���������� ����� ��� ���� �������� ������ ���� ����� ��

��������� k������������� �� ��� �� �������� ���� ������� ��� ����� ����� ������ ��

������� ����� ������ ������ ��� p(x(0)) > 2�

��



���� ������� ��������� ��� � ������ �� ������� �� �������� � ����� ������

E(tmax)� ���� ���� t > t0 ��� ������ ������� vi ��� ��� vi ∈ S1(t) � vi ∈ S2(t+1)� ����

����� ������ ���� ����� �� ������������ �� ���� ���� ���� ���������� ΔE(t) >

0� ������������� � �������� �� ��� � ������ �� ����� �������� ��� ����� �������

������ � ����� ��� ��� ���� ��� � ���� ���� �� �� ����� t > t0� ���� ����

������� vi� ������ vi ∈ S1(t) � vi ∈ S1(t+1) �� ������ vi ∈ S2(t) � vi ∈ S2(t+1)� ����

����� ����� ����� �� �������� �������� �� ������������� ��������� �� �����������

�� ������ ����� ���� �� ��� ����� ������������� � ���� ������� ������� ��� ���

� ����� ���������� ���� ���� ������ p(x(0)) > 2� ���������� ������ ���� �����

�� ������� vi ��� ��� vi ∈ S2(t) � vi ∈ S1(t + 1) ���� ��� xi(t) �= xi(t + 2)� ����

������������� ������ �� ������� vi ��� ��� opi(t) < k � opi(t + 1) = k� ���� ���

� ���������� � �������� opi(t + 1) = k� ���� ���� � �������� ����� opi(t + 1) > k�

�������� �� ������� �� �� ������ ���� �������� �� �������� �� ������ �� ��������

��� ���� vi ∈ S1(t+ 1)� � ������ �� ����� t+ 1 vi ��������������� ����������

�� S1(t + 2)� S1(t + 3)� S1(t + 4) � ����� ��� ������� ���� ���� ������ �� �����

S2(t
�)� ���� ����� t� > t + 1� ������ ���� �� ����� �� ������������ �� ���� ����

� ����� �� ������� ����������� ������������� � �������� t > tmax� ����� ������

����� xi(t) �= xi(t+2) � xi(t�+2) = xi(t
�)� ���� ���� t� > t� ��������� vi ������ ��

������������� ��������� ������� �� ����� t > t0� ������������� � �������� �������

t0 > τ(x(0))�

����� ������ �� ������� �������� ��� ������������� ��������� �� �����������

�� ������ ����� �� ��������� ���������� ��� p(x(0)) ≤ 2� ���� �������� ���������

��� x(0) � ����� G�

���� � ������ �� ����������� ������ �� ���������� �� �� �������� k�����������

� ������ �� ��� ����������� ������� x(0)� ������� ����� ��� ��� ������� ���

ΔE(t) > 0� ���� t ≥ τ(x(0))� ���� ���� �� ���� ���������� �������� E(t+2) > E(t)�

��� ���� � ����������� ����� ��� x(t+ 2) = x(t)� �� ��������� � ������� �� E(t+ 2) �

E(t) �������� �� ����� ������

���������� ����� ��� � ����������� �� ���������� ������ ������ ������� ���

� ����� ������ �� ������� E(tmax)� �� E(t) ����� �� �������� ���������� ������

������� ���������� �������� �� ��������� ������ ��������� � ����������� ������

�� ���������� �� ����� E(tmax)� �� �������� � ��������� ��������� � �����������

�� ���������� �� ����� E(tmax)
2

� �� ��� � ����������� �� ������ ������ �� ������

�� �� ������ ���� ��������� ���� ���� ����� ������� ���������� �� ����� ����

ΔE(t) = 0 � t < τ(x(0))� ���� �� ������ ���� ����� ���� �������� ��� ���� ���

������ ����� ������ ��� �������� ��� ������� �� �������� 2������������ ������� ���

ΔE(0) = 0� ��� τ(x(0)) = 3� � �������� ����� � ������ ������� ���������� ��

��



����� ��� � �������� �� ������� ����� � ���� ��� ����� ����� �� ��� �����������

����������

v1

v2

v3 v4

v5

v6

��� x(0)� E(0) = 6

v1

v2

v3 v4

v5

v6

��� x(1)� E(1) = 6

v1

v2

v3 v4

v5

v6

��� x(2)� E(2) = 8

v1

v2

v3 v4

v5

v6

��� x(3)� E(3) = 10

������ ���� ������������ x(0)� x(1)� x(2) � x(3) ���� �� �������� 2������������

������� ��������� �� �������� ��� ������ ������ ��� �������� ���� �� �����

��������� �� ��� ������� �� ����� � ������ �� ������� ������ ��� ����� ���������

��� ��� � ����������� ����� ���� �� ���� ��� ����������� ���������� � ���� ���

������ ������ ������� ������ ������ �� ������ �� ������� vi ��� ��� vi ∈ S2(t) �

vi ∈ S1(t+ 1) ��� opi(t+ 1) = k� ����� ������� �������� ��� � ������ ������ ��

������ ��� ��� � ������ �� ������� ��������� ��� � ����� ����� � ����� � n−1� ����

�������� ������� ���������� ��� �������� �� ��������� �� ��������� S1(t�)� S1(t�+1)�

. . . � S1(t� + n− 1) � � ��������� S2(t�)� S2(t� + 1)� . . . � S2(t� + n− 1) ���� ����

• |S1(t�)| = 1

• |S2(t�)| = n− 1

• S1(t�) � S1(t� + 1) � . . . � S1(t� + n− 1)

• S2(t�) � S2(t� + 1) � . . . � S2(t� + n− 1)

• �� vi ∈ S2(j) ∩ S1(j + 1)� ����� opi(j + 1) = k�

���� ���� ����� ������ �������� ���������� n − 1 ������ ��� ����������� ��

��� ����������� ��������� ��� ����� �� �������� �� S1(t
� + n − 1)� ���� ��� ��

����������� �� ������ �������� ����� � E(tmax)(n−1)
2

���� � ����������� ������ ��

����������� ��� ���� ������ �� ����� ���� ��������� ������� ���������� ������

��



n− 2 ������� ���� � ������ ����� ���������� �� ��� ����������� ���������� ������

���� � ����� �� ������� ������ ������� ���������� �� n−1 ������� ����� �����������

��� �� ���� ���� ���� ��������� ��������� ������� ������� � ����������� ������

�� ���������� � (E(tmax)−2)(n−2)
2

+ (n− 1)�

���� ������ �� ������� ���� ����� �� ��� �� ������ ������ ����� ��� ��� �������

���� ���������� ������ ��� �������� ���������� ��� ������ ������ ����������� ����

� ������ �� ������� ������ ������� �� ������ �� ���� ��������� � ��������� ��

���� ����� �������� ��� n − 2 ������ ��� �������� � ����� E(tmax) � ����������

����� ����� ��� n− 1 ������ ��� ������� � ����������� ���������� � ���� �� ���� ���

��������� ������ �� � ������ ����� ���� ��� ����� ��������� ��� ������ ����������

�� ������ � ����������� �� ����� �� ����� ��� � ����� ������ ��� ����� ���

����� �� ������� �� ������� (E(tmax)−2)(n−2)
2

+(n− 1) ������� �� ������ ���� �����

� ����������� ���� ������� ����

������� ���� ���� �������� ����� ������� G � �������� ����������� ������� x(0)

�� �� �������� k������������ τ(x(0)) ≤ E(tmax) + n− 1�

������������� ���������� ���� ����� ���� E(t) ��������� ���������� �� ��������

��� ��� ������ ���� ����� �� ������� vi ��� ��� vi ∈ S2(t) � vi ∈ S1(t + 1) ���

opi(t + 1) = k� ��� ���� ���� �������� �������� �� �������������� ��� ��� ������ �

����� ��� ��������� �� ���� ������

• vi �������� � ����� �� ��������� S2(0)� S2(1)� . . .� S2(t)�

• ������ ����� ����� 0 < t� < t ��� ��� vi ∈ S1(t�) � vi ∈ S2(t�+1)� vi ∈ S2(t�+2)�

. . . vi ∈ S2(t)�

���� ��� ������ �� ������� ���� � ������� vi ���������� �� ����� �������

�������� ���� � ������� �� ����� �� ������ �� ���� ����� ���� ��������� ����

����� ��� vi ∈ S1(t
�) � vi ∈ S2(t

� + 1)� ����� ������ � �������� �������� ����

������������� �� �������� ��� ����� �� �������� ����� ����� �� ������ �������� ���

���������� ���� � ���������� �� ����� �� ������ ��������� ���� ��� �������

�� ������ ������ ������������ ���� � ������� �� ����� ����� ����� ������ ��

���� ����� ���� �������� �� ����� ����� �������� �� ������ ����� ������ �����

��������������� ����� �� �������� ��� ����� �� �������� ����� ����� ��� � ����� ��

����������� �� ������� �� ����� �� ����� � �� �� ������ ��� ������� ��� �����

�� ������ ��� �� ������� ��� ����� ���� ������� ���� ����� ������ ���� � ����

����� � ������ �������� ������������� ����� ���� ����� �� ������

�������� � ���������� �� �������� �� �������� ����� ����� ��� ����� ��������

���������� ���� � ���������� �� ����� �� ������� ��������� ��� ����� �����������

��� � ������� �� ������ �� ����� ����� �������� �� ������ ��� ���� �������� ����

��



������� ������� ��� ��� ���� ���� �������� ��� � ���������� �� ����� �� ����� t�

���� t� �������� ������������ �� �� ������� ���� � ���������� �� ����� �� ������

���� ��������������� ���� ����� �� ����� ����� �������� � ������� ����� ����� ��

���� ����� ���� ��������� ������� ����� ������� � ����� ������ �� ���������� �

E(tmax) + |S2(0)|�
��� �� |S2(0)| = n� ����� � ����������� ������� �� � ��� ����������� ���������

�� ��������� � ����������� �� ���������� ����� ���� � ����� ����� �� ������� ����

������ ������� ������� � ����� ������ �� ���������� � E(tmax) + n− 1�

� ��������� �� ������� ��� ����� ��� ����� ����� ����� � ������ ������ ��

���������� �� ��������� k������������� ���� ����� ��� ����� � ������� �� E(tmax)

��� �� ���������� �� ����� � ��� � ��������� k�

��������� ���� ���� �������� ����� ������� G � �������� ����������� ������� x(0)

�� �� �������� k������������ τ(x(0)) ≤ n(Δ(G) + 1)− 1�

������������� ������� ��� �� k > Δ(G)� � ����������� �� ���������� �� ��������

����������� � ����� � �� ������ ��������� k ≤ Δ(G)� � ������ � �������� ��� ��

������ �� �������� ����� ��� � ����� ������ ��� E(t) ���� ������� ������ ������

k = Δ(G) � S2(t) = V (G)� ����� ������ E(tmax) = nΔ(G)� ���� ��� �� ����� �

����� ������ �� ���� ������� ����� � ����� ��� Δ(G)� ���������� � ������� ����

������

τ(x(0)) ≤ E(tmax) + n− 1

≤ nΔ(G) + n− 1

≤ n(Δ(G) + 1)− 1.

�����

���� ��� � ��������� ��� ��� ������� �� ������ ������ ���� � ���������� ��

��� ����������� �� �� �������� k����������� �� ��� � ������ ������ ���� ���������

���� �� ������� ���������� �� ��� ������ �� �������� �� ���������� � ���� ����

2k > Δ(G)�

��������� ���� ���� �������� ����� ������� G � �������� ����������� ������� x(0)

�� �� �������� k����������� ��� ��� 2k > Δ(G)� ���� τ(x(0)) ≤ (k + 1)n− 1�

������������� � ����� ��� ��� �� 2k > Δ(G)� ������� �������� ��� ���������� ��

����� � ����� ��� k� �� �������� � ������� ������ � nk� ���������� � ������� ����

�����������

��



τ(x(0)) ≤ nk + n− 1

= (k + 1)n− 1. �����

���������� ������� �� ���������� �� ������ �� �������� ������� �� ������ ����

����� ���� � ����������� �� ����������� ������� ��� � ��������� ��� ������� ��

������ ����� �� ��� � ������ ������ ���� ��������� ��� ���� ���� k > 1�

��� �������

����� ������ ��������� �� ������ ����� ���� � ����� ������ �� ������ �� �������

������ � ����� � ��� ������� ��� ����� � ������ �������� ���� � ����������� ��

���������� �� ��������� k������������ ������ ��� ���� ��������� �� ������ �����

�� ����� ���������� ��� ���������� ���� ������ ������ ����� �� ���������� ��

��������� 2������������ �� ��������

������� ���� ������ G � ��� ������� Emax = nk�

������������� ������ ����� � ������

E(t) = 2(|A(t)| − |B(t)|) + k(|S2(t)| − |S1(t)|)�

�������� ��������� E(t)� ���� ��� �� |S2(t)| = n � |S1(t)| = 0� ���� ���������

E(t) ��������� ��� ����� �� �������� �� S2(t) ������� � ����� ������� �� ���������

|B(t)| = 0� ���� S1(t) ��� ������ ������ �������� |A(t)| = 0�

E(t) = 2(|A(t)| − |B(t)|) + k(|S2(t)| − |S1(t)|)
= 2(0− 0) + k(n− 0)

= nk.

�����

�������������� ����� ����� |S1(t)| = w� |S2(t)| = n − w � w > 0� ���� ���

���� ��������� � ����� �� ������ ������� ������ ���������� ����� �� �������� ��

S2(t) ��� ����� ������� ���� ������ ������ |B(t)| = 0� �� ������� �����������

������� ���������� |A(t)| = |S1(t)| − 1� ��� � � ����� ������ �������� �� �������

����� �������� �� S1(t)� ���� G � ��� ������� ����� ������ � ����� ������ ��������

���� E(t) ��

��



E(t) = 2(|A(t)| − |B(t)|) + k(|S2(t)| − |S1(t)|)
= 2(w − 1) + k(n− w − w)
= 2w − 2 + kn− 2kw

= kn+ 2w − 2− 2kw

= kn+ w(2− 2k)− 2.

�����

���� ������ E(t) > nk� ������� ��� w(2− 2k) > 2� ���� ���� �������� k ≥ 1�

w(2 − 2k) ≤ 0� ����� ������ ���� w > 0� ��� ������ ����������� x(t) ��� ���

E(t) > nk� ����� ������ ���������� ��� � ����� ������ �� ������� ���� �������

������ ������ ����� �� �������� ������� � ����� ������� � ���� ����� � ����� � nk�

��������� ���� ���� ��������� k������������ ���� � ����� G � ��� ������� � ����

�������� ����������� ������� x� ���� τ(x) ≤ (k + 1)n− 1�

������������� � ��������� ����� ����������� ��� �������� ��� � ����

���� �������� ����������� ������� x� τ(x) ≤ E(tmax) + n− 1� ���� E(tmax) ≤
nk�

τ(x) ≤ nk + n− 1

≤ (k + 1)n− 1.

�����

� ��������� ��� ������� �� ������ �������� ������ ���� ������� �� ��� � ������

���� ���� ��������� ���� �� ��� ����� �� ���������� �� ����� ������� �� Δ(G) ≥ k�
���� k � ��� ���������� � ������� ��������� ������� �� ������ ������ �� ������

�� �������� ���� � ����������� �� ����������� �������� � ��������� �������� ���� �

���� ����� ��������� �� ������ ��� ���� ��� �����������

������ �� �� ������ ������� ����������� ��� � ������ ����� ��� � ������ ���� �

���� ��� ��������� 2������������� ������������ ��� ���������� ���� � ������ ��������

����� ��� ���� �� ������������ ��� �������� ��� �������

���������� ���� ���� ��������� 2������������ ���� � ����� G � ��� ������ � ������

n ≥ 5 ��������� ���� �������� ����������� ������� x� τ(x) ≤ n − 3� ���� ������

������ ������ ��� ������ � ��� ����������� ������� x ���� ��� τ(x) = n− 3�

��



������� ��� � ���������� ��� ������� �� ������ ����� ���� ��������� 2�������������

����������������� ������ �� ��� ���������� ����� ���������� � ��������� ���� �� ���

���� ��������� �������� τ(x) ≤ 3n− 1�

� ���������� ��� ���� ���� ������ �������������� ���������� ���� ����� �� ���

����� ��� �� ������ �� ��������� �� ������ ���� ��� ������ ���������� �����

��� n− 3� � ������ ��� ������ ����������� ���������� �� ������ ���������� ���� ��

������� ��� �������� ������������ ��� ���������� �� ����������� n − 3 � ������

�������� �� ��������� ��� �������� ���� ������� ��� ���� ����������� ������������

���������

� ������ ��� ������ ����� �� ������� ������� ���� ��������� � ������ n � ��

������ ���� �� ���� � ������ �� � ������ ��� ������ ����� �� ������� �������

������ n � �� ������ ������ �� ���� � ������ �� ���� �� ������ ��������������

����������� � ��������� ��������� ����� �� ������� � ������������ �������� ��� ����

������ ���������� �� ����������� n − 3� � ������ ����� ��������� ������������

����� �����������

v1 v2 v3 v4 v5 v6

v7

v8

��� T1

v1 v2

v3

v4 v5 v6

v7

v8

��� T2

v1 v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

��� T3

v1 v2

v3

v4 v5v6

v7

v8

��� T4

������ ���� ������� ������� ���� ��������� � ���� n = 8�

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

v9

��� T1

v1 v2

v3

v4 v5 v6 v7 v8

v9

��� T2

v1 v2

v3

v4

v5

v6 v7 v8

v9

��� T3

������ ���� ������� ������� ���� ��������� � ���� n = 9�

���������� ���� � ��������� � ���� ����� �� ������� �� n �������� � ������������

x ���� ��� τ(x) = n− 3 �� ��������� 2�������������

��



��������� ��
�������� ������ �� �������� n ��� ������� � ����� �������
������ ������� Tj ��� ���� ����������� ������������ �������� Xj ��� ���

τ(Xj) = n− 3� �� �� �������� 2������������

�������

V ←− {v1, v2, . . . , vn}��

E ←− ∅��

j ←− 1��

���� i← 1 ��� n− 2 �����

E ←− E ∪ (vi, vi+1)��

�� i = n− 2 ������

E ←− E ∪ (vi, vi+2)��

���� i← 1 ��� n �����

�� i � ����� �������

x[i] ←− 1���

�������

x[i] ←− 0���

Tj ←− G(V,E)���

Xj ←− x���

j ←− j + 1���

���� i← 3 ��� n− 3 ������

�� i � ����� �������

E ←− E \ (vi, vi−1)���

E ←− E ∪ (vi−1, vi+1)���

Tj ←− G(V,E)���

Xj ←− x���

j ←− j + 1���

�� i = n− 3 � n � ��� �������

E ←− E \ (vi+1, vi+3)���

E ←− E ∪ (vi, vi+3)���

Tj ←− G(V,E)���

Xj ←− x���

j ←− j + 1���

����

��



���� � ���������� ��� ������ ������� ����� ������� ���������� n
2

������� ���

������������ �������� ��� �������� �� ����������� �� ����������� n− 3 ���� n ����

���� � n−1
2

− 1 ������ ������� ���� n ���� ������ ���� ��������� � ���� ����������

������� ��� �� ����� 14 �� ��������� ����� � ������� ������ �� ���� �� ����� 17�

������� ������� ������� �� ������ ��� n−5 ������� ����� ��� �� n ��� ���� �������

� ������ � ����� ����� ���� � ���� n ���� � ���������� �� ������� ������� � �����

� 1 + n−5
2

+ 1� ���� n − 5 � ������ ����� ��� � ���������� �� ������� ������� �

����� � 1 + n
2
− 2 + 1 � n

2
� ���� � ���� n ����� � ������� � 1 + n−5

2
� ��� ����� ����

n− 5 � ���� �� ��������� � ���������� �� ������� � ����� � 1 + n−1
2

− 2 � n−1
2

− 1�

��



�������� �

� �������� �� ���������� ��

����������� ������������

� ������ �� ������ ��������� �������������� ���������� ��������� ��������� ��

������ �� ����� ��������� ����������� �� ��������� ���������� �� ������ ����

������ � � ������� ���������� �� ������������ ������������� ���� ���

������������� ����� ��������� ���������� �� ����

���� ��� ����������� �� ������� �� � ��� �������� �� ���������� � ����������

�� ��� ����� ����������� �� ��� ��� � �������� �� �������� �� � ��� �������

����� �� ��������� ������� � ����������� � �� ������� ������� �� ������ ����

��� � ����� ����������� ������������ ����� �������� �������� ��� �����������

������������� ��������� ���� ����� ���� ����� �� ����� �� ���� � �������� ���

���� �����������

� �������� � ��� ����� � ��� �� ��������� ������ � ��������� ��������� � ������

����������������� ���� � �� ��������� k������������� ������� ���������� ���������

������������ ������ ������������� ��������� ������������ � �������� ����� ��������

��� �������� ������ ����� ��������� ����������

�� ������������ ��� ��� ������� ������������� ��� ���������� ���� �������

������ �������������� ���� ���� �� ����� �� ������������ ��� ��� ������ � �����

�� ������ ������������ ���������� ���� �������� ��� ����������� ��� �����������

���� ��������� ��������� ������ ��� ������ ���� � ����� ����� �� �������������

���������� ������� � ���������� �� ���� ����� ��� ������ �� ����������� ���� �

�������� ��� ��� � �������� ���� ������������ �� �������� ����� ���������� ��� ��

������� ����������� ���� ������ � ������������� �� ��� �������� ����������

����� ���� � ������ ���� ������������ � ������� �� ������ �� ���� ��� �����

��� �������� ��������� � ���������� ���� ��� �� �������� ������� ������ �������

������ ���������������

����� ��������� ����� ��� ���� �� �������� k������������ � ��� ������ � ��

�������� ������������ ��������� � ���� ���� � ����� ��������� �������� � ������

��



�� ������ ����������� ���� ���� k ≥ �� ��������� ������ ��� ���� � ������ ���

������� � �������� ���� �� �� � ����������� ��� �� ���������� � ���������� ��

��� ����������� ������������� ���� ����������� ��������� ������ ��� ���������

������������ � ������ ������� �������� ����������� � �������� ��������� ��� ��

���� �������� ���� � ���� � �������� ������ ���� �� � � � ���� ���� � �������� �

2����������� � Δ(G) ≤ ��

����� ��������� � �������� �� ������������ �� ���������� �� ��� �����������

������������ �� ��������� k������������ ���� ���������� ���(k)� � �����������

��� ������� ���� ������� ���� � �������� ���� ���������� ������ ��� Y � � ���

��� ��� ����� �� ������������� �� ���(k)� ����� ������ � ����� �� ������� �

���������� �� �������� �� ����� ��� �������� � �������� ���� � ������ ��� �����

���� ���� ������������ ���������� ���� �������� � �������� �� ����� �����������

���������� � �������� ��� � ����� ���� ���� ��������� �� ��������� ����������

���� � ���(2) �� ������ ���� � ���� �� �� ������� � �� ������ �����

��� ������������� �� �������� ���(k)

�������� �� ������� ���(�)

���������� �� ����� G �������� ����� � ��������������� ��� n ��������

{v1, v2, . . . , vn}� ��������� �� ����� ������ ��� ����������� �� ������� Y � ����

Y (vi) ���������� � ������ �� ������� vi � Y (vi) ∈ {−1,+1}�
��������� ������ ��� ����������� Y � ��������� � G ��� ��� � �������� ��

�� �������� k����������� ���� � ����������� Y ���� ���������� ��� ������� ��

������

����� ������ ��������� � ������������� �� ���(k)� ���� ���� k ≥ �� ������� ��

��� ������� ���������� ��������� � ������ �� �������� �� ����������������� ����

������������� � �������� ���� ������������ � ��� �������� �� ��������

����� ���� ���� �� �������� �� ��������� ���� ���� �������� � �������� ���

���������� ���� ��������� � ������� �������� �� ���������� �� ������ ��� ����������

�� ������� ���� �� ��������� �� ��� ����� ��� ���� �������� ������ ���������� ����

�������� ������������ �� ����������������� ���������� �� ������� ������

���� ���� � �������� ���� ������������ � ������������

������������� � �������� ���� ������������ �� ��� �� ��� ������� �������� ��

��� ��������� ���� �� ��������� �������� ����� �� ��������� � ������ ��� �� ������ �

����� �� ������������� �� �� ���� ������� ���������� � ������ �� �������� ����

������������� ���� ������� ���������� �� � �������� ����� ��� ��������� ���� ��

��



��������� ��� ��� ���� �������� ���� ���������� ��� ���������� �� ������� �����������

���� �������� � ������������ ���� ���� ��� ����� �� �����

� ������� � �������� ������� � �������� ������ �� �������� �� ����� �� ��������

�� ����� �� ��������� �� ��� ��������� S �� ���� ������������ ���������� ��

��� ��������� S � �� �������� ���� ������������� �� ����� ����� � ������� ��

��� ������������� �� ��� ��������� S ���� ��� ��������� S �� ���� ��� �� ���������

��� ���������� �� ������ � �� �� �������� ����� ����������

S = (x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3)
S � = (¬x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3)

�����

���� S ���� ������������� �������� ������� �� S ���������� �������� S �� �� ��� ����

���������� ��� ������� S � ��������� ����� ����� ���������� ���� �������� ����������

�� ����� ������ ���� S � ���� ������������� ����� �������� ������� �� S � �������� S�

�� ��� ���� ����������� S �������� ����� ���� ���������� �� ������� ���������

������� ���� � ���(k) � ������������ ���� ���� k ≥ ��

������������� � �������� ���� ���������� �� ��� ����� ���� ���� ��� �������

����� Y �� � ���������� �� Y � � �� ���� ��� ����������� ������������ �� Y � �����

������ ���������� �� ����� �� �������� �� �������� k����������� �� G ��� ����

�������� Y �� � ���������� � ����������� ���������� ��� � ����������� Y � �

���������� �� �������� ������ ������������ ��n+m�� � � ���������� �� �������

����� ���������� ��� � ����������� Y ������ ������������ ��n�� ���� ���� ����

������� ��� ���� ������������ � ������������ ���� ������ ��� � ���(k) �

������������ ��������� ��� ���� ������������ �� ����� ��������������� �

���(k)�

���� S ��� ��������� �������� �� ���� ������������ ��� M ���������

c1, c2, . . . , cM � N ��������� x1, x2, . . . , xN � ������ ��������� ��� ��������� � ������

�� S ��������� �� ���(k)� �� ����� ������������� �� ����� G � ��� �����������

Y ��� ���� � ����������� ���� �� ������� ���� �� �������� �� V (G)�

� �������� �� �������� V (G) ���� ������� ����

• �xi� ¬xi� | ���� ���� �������� xi �� S�

• �zi� z�i� | ���� ���� �������� xi �� S�

• �ui,1, . . . , ui,2k−3 | ���� ���� �������� xi �� S�

��



• �pi,1, . . . , pi,2k−3 | ���� ���� �������� xi �� S�

• �wi,1� � � � � wi,k−2 | ���� ���� �������� xi �� S�

• �w�
i,1� � � � � w�

i,k−2 | ���� ���� �������� xi �� S�

• �ci� c�i | ���� ���� �������� ci �� S�

• �bi,1� � � � � bi,k−2 | ���� ���� �������� ci �� S�

• �b�i,1� � � � � b�i,k−1 | ���� ���� �������� ci �� S�

�� �������� xi � ¬xi ���������� �� �������� ��������� �������� �� �������� ci � c�i
���������� �� �������� ����������

� �������� �� ������� E(G) ������� �� ��������

• �(xi, zi)� (xi, z�i)� (¬xi, zi)� (¬xi, z�i) | ���� ���� �������� xi �� S�

• �(xi, ui,1)� . . . � (xi, ui,2k−3) | ���� ���� �������� xi �� S�

• �(¬xi, pi,1)� . . . � (¬xi, pi,2k−3) | ���� ���� �������� xi �� S�

• �(zi, wi,1)� . . . � (zi, wi,k−2) | ���� ���� �������� xi �� S�

• �(z�i, w
�
i,1)� . . . � (z

�
i, w

�
i,k−2) | ���� ���� �������� xi �� S�

• ��c�j� b
�
j,1�� . . . � �c�j� b

�
j,k−1� | ���� ���� �������� cj �� S�

• ��cj� bj,1�� . . . � �cj� bj,k−2� | ���� ���� �������� cj �� S�

• ��cj� xi�� �c�j� xi� | ������� xi ������ �� �������� cj�

• ��cj� ¬xi�� �c�j� ¬xi� | ������� ¬xi ������ �� �������� cj�

���� �������� � ����������� �������� � ����������� ���� �� ������� Y �� ���

������ ������

• Y (xi) = +1� Y (¬xi) = +1� ���� 1 ≤ i ≤ n�

• Y (zi) = +1� Y (z�i) = −1� ���� 1 ≤ i ≤ n�

• Y (ui,j) = +1� Y (pi,j) = +1� ���� 1 ≤ i ≤ n � 1 ≤ j ≤ k − 1�

• Y (ui,j) = −1� Y (pi,j) = −1� ���� 1 ≤ i ≤ n � k ≤ j ≤ 2k − 3�

• Y (wi,j) = −1� Y (w�
i,j) = +1� ���� 1 ≤ i ≤ n � 1 ≤ j ≤ k − 2�

• Y (ci) = +1� Y (c�i) = −1� ���� 1 ≤ i ≤ m�

��



• Y (bi,j) = −1� ���� 1 ≤ i ≤ m � 1 ≤ j ≤ k − 2�

• Y (b�i,j) = −1� ���� 1 ≤ i ≤ m � 1 ≤ j ≤ k − 1�

� ������ ��� ������� � ���������� �� ����� ��������� � ��� ��������� S ��������

��� ������ ��� �������� c1 � ���� ��������� x1� x2 � x3� ����� ����� � ����� �� k

����������� � �� ������ c1 ������� �� �������� ������

c1 � x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3

x1 ¬x1 x2 ¬x2 x3 ¬x3

c1 c�1

b�1,1 b�1,2b1,1

u1,1

u1,2

u1,3

p1,1

p1,2

p1,3

u2,1

u2,2

u2,3

p2,1

p2,2

p2,3

u3,1

u3,2

u3,3

p3,1

p3,2

p3,3

z1 z�1 z2 z�2 z3 z�3

w1,1 w2,1 w3,1w�
1,1 w�

2,1 w�
3,1

������ ���� ������� �� ����� ���������� ���� ����� �� ������������� �� ���(3)�

���������� ��� � ������� � ����� �� ����� ����������� ����� ��� ���� ����

�������� xi �� S ��� ������� ���������� 6k − 6 ��������� ��� ��� ���� ���� ��������

� ����������� ���� ������� �� ���������� 2k− 1 ��������� ����� ������ ����� ��� �

����� �� �������� ������� � ������ �� ��������� S � ����� � N(6k − 6) � M(2k − 1)�

� ���������� ����� �� ������� ������� ��� ��� ���������� � ��� �������� xi �� S �

���������� 6k − 6� �������� ��� � ���������� ����� �� ������� ������� ����������

�� ��������� �� S � ���������� 2k + 3� ���� � ����� �� ������� �� ����� ����������

� N(6k − 6) � M(2k + 3)� ���� � ����� k � ���������� � ���������� �� ����� �

��������� �� ����� ������ �� ������� �� ��������� S�

��



���� � ������� ���������� ��� ���� ���������� ���������� ���������� ��� S �

������������ �� � ������� �� � ����������� Y ������ ���� ����� ��� �����������

������������� ����������� � ������������ �������� ��� �� S � ������������ ����� Y

������ ��� ����������� �������������

� ������ �� ��� ������� ���� S� ���� ����������� ������������ �� Y � ��� ����

������� �� Y �� ���� ��� ������ �� �������� ������

• Y �(xi) = +1� �� � ������� xi ��� �����������

• Y �(xi) = −1� �� � ������� xi ��� ������

• Y �(¬xi) = −Y �(xi)

• Y �(zi) � +1� Y �(z�i) � −1 ���� 1 ≤ i ≤ n�

• Y �(ui,j) � Y �(pi,j) � +1 ���� 1 ≤ i ≤ n � 1 ≤ j ≤ k − 1�

• Y �(ui,j) � Y �(pi,j) � −1 ���� 1 ≤ i ≤ n � k ≤ j ≤ 2k − 3�

• Y �(wi,j) � −1� Y �(w�
i,j) � +1 ���� 1 ≤ i ≤ n � 1 ≤ j ≤ k − 2�

• Y �(ci) � +1� Y �(c�i) � +1 ���� 1 ≤ i ≤ m�

• Y �(bi,j) � −1 ���� 1 ≤ i ≤ m � 1 ≤ j ≤ k − 2�

• Y �(b�i,j) � −1 ���� 1 ≤ i ≤ m � 1 ≤ j ≤ k − 1�

� ������ ��� ������� � ����������� Y � ������������ �� ����������� Y ���� �

����� ��������� �� ������ ���� ���� �������� �� �������� x1� ¬x2 � x3 ��� ����������

��� ������������

���� ���������� ��������� �� G � ���������� � ����������� Y � �������� ������

� �������� ��� ��� ���� ������� xi � ¬xi ������ ���� ����� k �������� �������� ���

������ +1 �� Y � � ���������� �� ������� ������� ��� ������ −1 �� Y �� ����� ����

����� ������� � ������� z�i� ���� �������� � ��������� ���� �������� ��� ���� �������

xi � ¬xi� ���� �������� �� ��������� �� ������� ����� �� ������ ������ ������ +1�

������������ �� ��� ���������� �� Y �� ���� ���� �� ����������� Y � ���� � � ������

��� ����� �������� ��������

����� �� �������� ui,j � pi,j � wi,j � w�
i,j � bi,j � b�i,j ������� ������ �� �������� ��

����� ����� ���������� ��� � ����� ������ �������� �� Y �� ��� ��� ��� ��� �

���������� � ����� ������ �� Y � ���� ��� �������� �� �������� zi � z�i �������

���������� k − 1 �������� ��� ���������� ������ �� Y �� �� ��� �� �������� xi � ¬xi
������� ������� ���������� �������� ����� ������ ����� zi ���� z�i ������ ��

���� ������� �� ������� ����� �� �������� �� ����������������� ���� ������� ����

�� ������ ��� � ����������� Y �

��



������ ������� ci ���� ������� ���� �� ��� �� ������� ������� v ������� ��� ���

Y �(v) ���� −1� ����� ����� ������ � �������� ��������� �� ������� ����� �� ���

����������� ��� ci ��������� ������ −1� ���� ��������� ��� � ��������� S �

������������� ����� �� ���������� ���� �������� ����������� ���� ���� �������� ci ��

S� � ���� ���������� ��������� ���� Y �� ���� ������� ��� ci ������ ���������� ��

������� ������� ��� ������ −1 �� Y �� ���� ������� c�i ������� �� ���� ����� ��

������� ������� ������� ��� ��� � ������ ���� −1 �� Y �� ���� ��� �� ����� �������� c�i
������ ������ −1� ���� � ��������� S � ������������� � ���������� �� Y � ��� �������

��� c�i �������� ���������� �� ������� ������� ������� ��� ������ −1�

x1 ¬x1 x2 ¬x2 x3 ¬x3

c1 c�1

b�1,1 b�1,2b1,1

u1,1

u1,2

u1,3

p1,1

p1,2

p1,3

u2,1

u2,2

u2,3

p2,1

p2,2

p2,3

u3,1

u3,2

u3,3

p3,1

p3,2

p3,3

z1 z�1 z2 z�2 z3 z�3

w1,1 w2,1 w3,1w�
1,1 w�

2,1 w�
3,1

������ ���� ������� �� ����������� ������������� Y � �� ����������� Y �

����� ������ ���� �� ������ � �������� �� �������� ������� ��� � �����������

Y � ������� �� ����������� Y � ������ ��� ������� ��� ������� ���� � �������� ��

����������������� ����������

��������������� ������� ���������� ��� �� ������ ��� ����������� ���������

���� ���� � ����� ���������� ��� � ����������� �� ������� Y � ����� S � �������������

�� �������� ����������� ������������� �� ������� ��� �������� ui,j � pi,j � wi,j � w�
i,j �

bi,j � b�i,j ������� ��� �� ������ ������� ��� ����� �������� ������� �� �����������

���� Y ������ �� ���� �� ��������� ������ �� �������� � �������� ��� ������� ��

������ �� ������ ��������

��



�� ������� ��� �������� zi � z�i �� ��� ����������� ������������ ������ �����

�� ������ �� ����������� Y � ���� � ������ �� zi �� ����������� ������������ ����

−1� ����� ��������������� �� ������� �� xi � ¬xi ����� ����������� ��� ������ � ���

� ���������������� � �������� �� �������� k����������� ���������� �� ������ �� ����

z�i �� ����������� ������������� ���������� ��������� �� ��� ������ �� �����������

Y � ���� � ������ �� z�i � −1� � ���������� � ������� ���� � ���� ���� � ������ �� z�i
� ��� �� ������� ��� �������� zi � z�i �� ��� ����������� ������������ �� Y ������

��� � ������ �� xi ���� ��������� �� ������ �� ¬xi �� ��� �������� �����������

������������� ����� ��� �� ����� ��������� � ����� ������� ����� � �������� ��

�������� ���������� �� zi � z�i ��� � ����� ������ �� ������� ������

���� ���� ������� ci� �� � ������ ����� ������� �� ��� ����������� ������������

�� Y ��� −1� ����� ���� �� Y � ci ������ ������ +1� ������� ��� �� ������

�������� �� �������� �������� �������� ���� ������� ������ +1� ���� ����� ������

����� ����� �������� ��������� � ������� ������ −1 �� ������� ������������ �����

������ �� ��� ����������� ������������ �� Y � ������ �� ���� ci � ���������������

+1� ���� ������ ���� �������� ����� ��� ���� ����� ���� �� ���� �������� ��������

������ ������� ������ +1� ���� ���� ��������� ci ��������� ������ −1 �� �������

����� �� ��������� � ��� ������ ��������� � ����������� Y �

���� ������� c�i ����������� �� ������ �������� �������� ��� � ������� ci� ����

������ ������ �������� �� ��� ����������� ������������ ������� ������ +1� �����

c�i ���� ������� ������ +1� ���� ���� ���������� ����� �������� �������� ��������� �

��� ������ −1 �� ������� ������������ ������������� � ����������� Y � ����� ���

� ��������� ������� ��� ci� �� ���� �������� �������� ���������� � �������� ci �����

������� ��� ����������� ���� ���� �������� ������� ������ +1 � ����� �������

������ ������ −1 �� ����������� �������������

����� � ������ �� �������� ����������� ������������ �� Y � ������� ��������

���� ���� ������� ��� ��������� � ����� ���������� ���� � ������� ������� �� �����

������ ������ ��� � � ����� ����� ���� ���������� ���� ��� ������ � ���������� ���

������� ��� ���� �������� ������� ��� ��������� ������� ������ � ��� ���� ��������

�������� ���������� ���� �������� ��������� � �� ������� ��������� ���������� �����

��� �� Y ������ ��� ����������� ������������ ����� S � �������������

���������� ��� Y ������ ����������� ������������ �� � ������� �� S � ��������

������

������������ � ������ �� ���������� ��������� ���� � ����� �� ������� ����

������� � ��������� �� ������������� �� ���(k) ���� � ������ �� ������ �����������

��������� ���� ������ G � �� ����� ���������� � ���(k) ����� � ������������

���� ���� k ≥ ��

��



������������� � ����� ���������� �� ������� ��� � ��������� ��� ������ A � �xi�

¬xi� bi,j � b�i,j � wi,j � w�
i,j� � B � �ci� c�i� ui,j � pi,j � zi� z

�
i ��

��� ���(k) �� �������

�� ������ �� ������� � �������� ����� ��������� ����� �������� ��������� ��������

��� ������������� �� ����� ����������� ������ ������������ � �������� ����

������� ������ �� ������� �� ������� �������� � � �������� �� ���������� � �����

��������� �� ������� ��� ��������� ��� � �� �������� ���������� ����� ������ ����

� ����� ���� ���������� ������ ��������� �� ����� ���������� ��� � ������� �����

���� �������� �� �������� ��� ���� ��� ������� ���� � �������� ���(k)� ����

����������� ���� ��������� ����

��� ����� ������ �� ������ �������� �������� ���� �������� ���������� ����

��������� ���� ��������� �������� � � ������ ��� �������� ���� ����� �� ��������

�� � �������� �� ���������� � ����� �������� ��������� �� ��������� k�

������������� � ����������� ������ �� ������� ���� �������� ���� �� � ����� � �����

����� ���� G � ��� ������� � ���(k) ���� ��� ��������� �� ������������ �� �����

����������� ���� ������ ��� �� � �������� ���������� �� ��� ����������� Y ������

��� ����������� ������������� ���� ������ � �������� ������ ������� ���������

���� ������������� ������� �� ����� �����������

����� ��������� ������������ T ��� ������ ��������� �� �� ������� ����������

raiz � ���� ���� ������� v �� T � � ������� ��� �� v ���� ���������� paiv� � ��������

�� �������� ����� �� v ���� ���������� filhosv � �������� ���������� �� T ����

���������� Tu� ���� u � � ������� ���� ����� ����������� ����� ������ �������

��������� � ������ T ������ ��� Traiz�

� �������� ����� ��������� � ��������� ��� �������� �� ����� ����������� �

���(k) �� ������� ���� ���� k� �������� � �������� ����� ��������� � ���������

�� �������� �� ����� �� ������������ �������������� ���� ��� � ������� ���������

���������� ���� ��� ��������� ���� �������� � ���(k)� ����� � �������� ��������� �

����������������� ���� �������� �� ��� ������������ �� ������ � ��� ���� � �����

������� ����� ���������

����� �� ��������� ���������� ���� �������� � ���(k) ��

�������

��������� ���� ����� �������� ��� ������ ������� ���� ������� �� ����������

�� ���������� �������� � ������ vstate(alvo, atual , p, k) ���� ����� � ������

��� ��������� � ������������ �� �� ������� �������� �� ������ atual ������� ��

������� �������� �� ����� � ������ alvo� ���� ��� ������ ���������� p ��������

��



��� ������ ��������� �� atual� � ����� �� ������ � verdadeiro ���� � ��������

�������� ���� �������� �� �� �������� k������������ ���� ���������� � ����� ��

������ � falso� � ������ ���� ��� ��������� ���������� �� �������� ������

vstate(alvo, atual, p, k) �





falso �� atual = alvo � p ≥ k ��

�� atual �= alvo � p < k.

verdadeiro c.c.

� ������������ �� ����� �� ������� ����� ������ � ��1�� ����� ��� ��� ������

������ ������ ���� ����������� ���� � ��� �������� ������� ��� ���� �� �������

������ � ���������� ����� ������ �� ������ � �������� �� ��� ����������� ���������

�� ������� �� �� ������� � ��� ��������� ������ �� ������ ��� �� ������ �� ��������

k������������

���� v �� ������� �� T � ������� ��� paiv� ������ �������� ������ ������ c ��

��� ����������� ������������ �� Y � �������� � ������ fstate(v , c) ���� ����� �

������ ��� v ���� ������� ����� ����������� ������������ �� ��� ����� ��� �� ����

������ Tv� ���� ��� ������� �� ������ ����� �� �������� ������� ��� �� ������� ���

������� �� ����������� Y � ���� ����� �� ������� ����� ��������� ���� � �������

v� � ����� �� ������ � � ������ ��� paiv� ������ �������� ������ �� ����������� Y �

�� ����� ��� �� ���� ���� v � � ������� raiz� � ����� �� ������ ����� ��� �������

+1� ���� ������ ������ ���� ��������� � ������ ������ ����� ∞�

���� � ������� raiz ��� ������ ���� ���� ��� ����� ��������� ��������� ���

� ������ fstate ����� ���� ������ � ������� ��� �� ���������� raiz � 0� �����

fstate(raiz , 0 ) � ������������ � ������ ��� raiz ���� ������� �� ��� �����������

������������ �� Y � ��������� �� fstate(raiz , 0 ) ��� ��������� �� ∞� ����� � �����

������� Y ������ ����������� ������������� ���� ���������� ��� ����������� ���

�������

������ �� ���� ������� ��� ��������� ���� fstate(v , c)� �������� ��� � ������

���� ������� � ������ Y (paiv)� � ���� ������� ����� � ������������ ����� ��� ��� ���

����� � ������ ��� ���� ����� ��������� � paiv �� ����������� ������������� ������

����� � ������ �� �������� ��� ������ Y (paiv)� ����� ������ � ���� � �������� ��

�������� k����������� ����� ��� ��� paiv ������ ������ Y (paiv) �� ������� ������

�� ����� ��� ���������� fstate(v , c)� ������� ����������� � ������ �� ��������

��� ��������� � ������� �� ������ Y (paiv)� �� ����������� �� ���� ������ ������

�� �������� ��� ������ Y (paiv) ��� � ���������� ����� �� ������ ����� ������

��� �����

� �������� ����� �������� �� �������� fstate(raiz , 0 ) �� ������� �������� �

�������� ���� �������� fstate(v , c)� ����� ������� ��� ���� ���� ���� f �� v�

fstate(f ,+1 ) � fstate(f ,−1 ) ������� ������������ ����������� �� ����� ��������

��



��� �� ������� �� ����� �� ����� �� v ����� ���� � ���� ���� � ������ �� v ��

����������� ������������ � +1� ���� ������ ������ � ������ �� v � −1� ������

���� ����� �� ������� fstate(f , st)� ���������� �� w � ������ �� ����� �� v ��� ���

fstate(f , st) ���� −st� ��������� 1 �� w ���� c ���� −st� �� ����� w � � ������ ��

�������� �� v ��� ������ ������ �� ������ �� v �� ��� ����������� �������������

����� ������ ���� vstate(Y (v), st ,w , k) ���� ���������� ������� ������ ��� � ���

���� st ���� v ������� ��� � ���������� Tv ������ ��� ��� ����������� �� ������

��� � ����������� Y ���� ��� ������� �� ����� ������ paiv ������ ������ c ��

����������� ������������� ����� ��������� ���� ������ ���� ����� �� ������

������� ���� ��� � ������� ������ v ��� ��� ����� ��������� ������ � ������ ��

paiv� ��� � � ����� c� ����� ������ ���� ���� ��� ������� �� ����� ��������� ����

������ ����������� � � ��������� ������������ �� ������� ��������

�� ����� ���������� � ��� ���� ���� ����� �� ���� f �� v ������ fstate(f ,+1 )

� ∞� ����� � ������ +1 �� ��� ���� ��� ������ ���� v� ���� �� � ���������� Tf ���

������ ��� ����������� �� ������ ��� � ����������� Y ���� ��� ������� ��

������ ����� ���������� � ���������� Tv ��� ��������� � ������� ���� � ����������

�� ������ −1 �� v � �������� ���� ��� �� ������� ����� ��� �� ������� �������

���� v ������ paiv ������ ������ c� � ������ fstate � ��������� �� �������� ������

fstate(v , c) �





Y (paiv) �� ����� �� ������� ��� ��������

+1 �� ������� � ������ +1 � �������

−1 �� ������� � ������ −1 � �������

∞ c.c.

��������� ���� ��� ������� ����� ��� �� ������� �������� fstate(v , c) � ��������

���� �� ��1�� ���� ���������� ����� ��� �� ������� �������� ���� ��� fstate(f ,+1 )

� fstate(f ,−1 ) ����� ���������� ���� ���� ���� f �� v� ���������� ������ ������

������� � ������ �� �������� ��� ������ ��������� �� ������ �� ��� ���� �����

��������� � �������� ���� v� ���� ����� ������ � ������ vstate� � ����� ���� �����

���� � 2d(v)� ���� ���������� ����� ���� ���� �� ���� �������� ����� � ������������

�� ����� ���� � ������� � ��d(v)��

� �������� �������� fstate ���� ���� � ������ T � ������ �� �� ��������� ����������

���������� � ��� ����� �� ������������� ���� �� ���������� �� ������� v ��� paiv
��������� ������ c� ���������� �������������� fstate(f ,+1 ) � fstate(f ,−1 ) ����

���� ���� f �� v� � �� ��������� �� ��������� ����� ����� �� ������� �����������

���� � ������� �� fstate(v , c) �� ������� ��� ����������� �������������� ��������

����� ������ �������� fstate(raiz , 0 ) ��������������� � ���� � ����� ��������� ����

��������� �� ∞ ���������� ��� ������ ��� ����������� ������������ ���� Y �

��



��������� �� calcfstate(v , c)

�������

�� fstate[v , c + 1 ] �= NIL ������

������� fstate[v , c + 1 ]��

contador ←− 0 ��

rotuloTeste←− Y (paiv) ��

�������� contador �= 2 �����

contador ←− contador + 1��

w ←− 0��

ret←− verdadeiro��

�� c � −rotuloTeste �������

w ←− w + 1 ���

���� ���� f ∈ filhosv ������

�� calcfstate(f , rotuloTeste) � −rotuloTeste �������

w ←− w + 1 ���

�� calcfstate(f , rotuloTeste) � ∞ �������

ret←− falso���

�� vstate(Y (v), rotuloTeste, w, k) � ���������� e ret �= falso �������

fstate[v , c + 1 ] ←− rotuloTeste ���

������� rotuloTeste���

rotuloTeste←− −rotuloTeste ���

fstate[v , c + 1 ] ←− ∞ ���

������� ∞���

����

� ��������� � ���������� ���������� ���� ��������� ���������� ��������

��� ������ fstate ��� �� ���� �� ��������� ������� �� ������� �� ������� ����

������ � ������������ ��� ����� NIL ���� ����� �� �������� � �������� ��������� ���

� ������ ����� ��� ��� ��������� ���� ������� �����������

���� ���� �������� � ��������� ������������� ����� �������� � ������ Y (paiv)

���� v� � ���� ���� �� ������ ������� ���������� ���� ����� �� ������ � � �����������

���� ���������� � ������ ������ � Y (paiv) � �������� ���� ������ ������ ����

������� ���������� ∞ �� ������� ���� ���� ������ �� ��� �� ������� ���� ������ �

��� ������� �� ������ ���������� � ����� �� c �� �� ���� ��� ��������� �������

��� ������� �� ����� �������� ������ c ��� ����� � −1� � ��� �� ������ � �� ������

����������� ���� ��� � ��������� ������ ������������ �� ����� ����������� �� ���

����� ����� � ���������� �� ����� ��������� �� ����� � �� ���������� � ��� ��������

����� �� ��������� �� ������������ �� ������������ �� ����� ��2n��

���� ��� ���� � ��������� �� ����������� �� ������ �� ������������ �� �����

��� � ��� �� ������� ����� ����������� � ���� ���� T � �� Pn � k = 2� ���� H(n)

� ������ �� ��������� �� ��������� �� �� Pn� ����� ����� ������ �� ����������� �

��



���� �� ������ ���� ����� �� ��� ���� ������� �� ���� �� ������� �������� � ������

�� ��������� �� ��������� ��������� �� ���� ���� �� �������� ������

H(n) = 2H(n− 1) + a� ���� a � ��� ��������� � H(1) = a�

���� ������� ��������� ��� �� ���� ������� � ��������� ������� � �������� ��� ����

�������� ���� ��� ���� �������� ������ ������ ��� ��� ������ ������� �����������

������������� ���� ������ � ������� ��������� � ��������� �� �� Pn ����� ��� �������

���������� � ������ �� ��������� �� �� Pn−1 ��� � ������ �� ������ ���� �� �������

� ��� ������� ����� ������ ������� �������� H(i) ���� ������ �� �������� H(j)�

���� ���� j < i� ���� ����� ������������ �������������� H(i− 1) �� H(i)�

H(i) = 2H(i− 1) + a

= 4H(i− 2) + 3a

= 8H(i− 3) + 7a

. . .

= 2jH(i− j) + (2j − 1)a �����

������ ����� ���� �������� H(n) �� ������ �� H(1)� ��������

H(n) = 2n−1H(1) + (2n−1 − 1)a

����������� ������������ H(1)�

H(n) = 2n−1a+ (2n−1 − 1)a

= 2n−1a+ 2n−1a− a
= 2na− a

�����

��������� � ������ �� ������ ����� ��� ��H(n)� = ��2n��

���� ������ ���� ������� ����������� �� ������ ���������� � ������ ���� � ���

������� ������� ���� ������� �� ������ ������ ������ ���� ������� ���� ���������

�� ���������� �� �� ��������� ��������� ����� ������� ����������� ���� ��� �������

�� ������� ����� � ��������� ���� ����������� �����

������� ��� ������ � �������� ������� calcfstate(v , c) ���� �������� ���� �����

���� ���������� �� ���� ����� ���������� calcfstate(f ,+1 ) � calcfstate(f ,−1 ) ����

��



���� ���� f �� v� � ���� ���������� fstate[v , c + 1 ]� ���� ���� ���� f �� v� �����

������ ���� �������� � �������� ����� ������� ���� calcfstate(v , c) ��� ��������� ��

���� ������� ������ ��� ����� �� f � ���� � ��������� ��������� �� ����� �� ���� �

������� calcfstate(v ,−c)� ��������� ����������� �� ���� ����� calcfstate(f ,+1 )

� calcfstate(f ,−1 ) ���� ���� ���� f �� v� � ��� ���������� ���� ������ � ������

�� ������� ���� ���� f � ���� ���� �������� �������� ������ �� ������� v ��� �������

���� ���� ������� ������ ��� ���� ������ ���� ����� ����� �� ������� ����������� �

������������ ����������� �� ������� ���������� ���� ���� �������� �������� �� �����

����� ������� ��� ��������� �� ������ ������ ������ ���� ������ � ���� �� ������ �

�������� ���������� ��� ���� ���� � ��������� ������� ������ ��� ������� ����

��� �������� ��������� �������� ������� �� ������ ������ �� ������ ������ �������

������� � ���������� ������� ��� ������ ��� ���� ������ � ���������� ������

�� ������ ������ ������ ���� ����� ���� ���� ������ �� ������ ����� � ���������

���� �� ����� �� ��������� � � ��n +m�� ���� �� ��� ������� m � n − 1� �

������������ �� ����� ��� ��n��

���� ��������� � ��������� � ���������� � ����� ��������� ���� ��������� �

����������� ������������ �� Y ���� ��� � ������ fstate �� ��� ���������� � ���������

������ �������� � ������ ��������� ��������� �� ������� �� ������ fstate �� ������

��� � ������� ��� ���� ��������� � ��� � ������ ��������� �� ��� ���� �� �����������

�� ������ ���� �� �������� �� ������ ��� ����� �� ������� ��������� � �� ������

����� ������ ���������� ������ ������ ���� �������� � ���������� � ������ ���������

�� ������ fstate� � ������ ��� ��������� �� ��������� � ��������� ������ ��������

� ������ ���������� ������� ���� �� ��������� �� ��������� ������ ������������ ��

����� ��n��

��������� �� buildState(v, c)

�������

y[v] = fstate[v , c + 1 ] ��

���� ���� f ∈ filhosv �����

buildState(f, y[v]);�

���

����� �� ��������� �� ����� ���������� ���� ������ � ���

���� �� ������������ �������������

� ��������� � �� �������� ��� � ��������� � ������� ��� ������� �������� ��

����������� ��� ����������� ������������ ���� ��� ����������� Y �������� ��

�� ������� �� ��� ����������� �������� �� �������� � ���������� �� ������������

������������� ���� ��� ����� ��� ������ ��� ������������ � � ����� ���������

��



������ ������� � ����� ����������� ���� ��� ����������� ����������� Y � ����

��� ��� ������� � ������ ������ �� ������������ ������������� ��� ����� �����

���� ������ �� ��������� ��� ������� ����� ����� ������������� � ���������� ����

������� ������������ �� ����� ������������ �������� ��� �������� ��� ������

��� ���� �� ����� ���������� �� �������� ������

• �� ������� v1 ��������� � x > 1 �������� v2, v3, . . . , vx+1�

• ���� ������� vi� ��� 2 ≤ i ≤ x+ 1� ��������� � ���� �������� di−1 � ei−1�

� ������� ��������� ������ 3x + 1 ��������� ����� ������� �� �������� 2�

���������� � � ����������� Y ���� ����� � ����������� ���� ����� �� ��������

������� ������ +1� ����� ����� �������� ����������� ���� � ������� v1 ������

������ −1 � ���� ����� ���� ��� �������� v2, v3, . . . , vx+1 ������� ������ +1 � ���

����������� ������������ �� Y � ���� ��� ����� �� �������� di � ei ����� �������

������ +1 �� ��� ����������� ������������ �� Y � �� ��� ������� ���� �� ����

������ �� ������ �������� ���� � ������ �� ������������ ������������� ���� Y ��

��� ������ ��� n = 3x+ 1 � ���� ����

x�

i=2

�
x

i

�
=

x�

i=0

�
x

i

�
−

1�

i=0

�
x

i

�

= 2x − x− 1

�����

� ������ ��� ������� � ���������� ����� ������ ��� x = 3 � � ����������� Y �

����������� ������� ������� ��� ��������� ������������ ������������� �� Y ����

�� �������� 2������������ �� ����� �� ������������ ������������� ����������� �

������� v1 ������ ������ −1� �� ��������� ��� ������������ �������������� ��� ������

� ������ ��������� � �� ������ �������� ������ ���� ������ ����� �� ������

����������� �� ������������ ���������� ������������ ������ �� ������������ ����

� ������� v1 ������ ������ −1� ��� ������� ������ ������������ ���� � ������

� +1� � ��� �� ����� � ������ ����� ���� ����� ����� ��� � �������� ��������� ��

��������� ��� ������ ������������ �� ����� ���������� ���� ��������� ����� ��

��������� ������������ ������������� ����� ������ � ����� � ��� ������� ��

�������� � ������ �� ������ ��������� ����������� � ���������� �� �� ��������� ��

������������ �� ����� ��n2�� ���� ���� k�

� ����� �� ��������� �� ������ �� ��� �� ��� ������ �������� ��� � ������

fstate ��������� �� ��������� ����������� �������������� ������ ����� ���������

���� ��������� ��� ������ ���� �������� ��� ��� ������ ������� � ������ ��� �

������� ���� ������� �� ��� ����������� ������������� ��� ������� ����� � ������

��



v1 v2

v3

v4

d1

e1

d2 e2

d3

e3

��� ����������� Y

v1 v2

v3

v4

d1

e1

d2 e2

d3

e3

��� ����������� ������������ Y �

v1 v2

v3

v4

d1

e1

d2 e2

d3

e3

��� ����������� ������������ Y ��

������ ���� ������� �� ������ � ����������� Y ��� �������� ������ �����������
�� ������������ ��������������

�� ������������ ������������� �� ���������� ������ � ������� ������ ������ +1�

���� � ������ �� ������������ ������������� �� ���������� ������ � ������� ������

������ −1� ������ �������� � ������ cfstate(v , c) ���� ����� �� ��� ��������

���� � �������� �������� �� ��� � � ������ �� ������������ ������������� ��� �

���������� Tv ������ ������ paiv ������ ������ c � v ������ ������ +1� � � �������

�������� �� ��� � � ������ �� ������������ ������������� ��� � ���������� Tv
������ ������ paiv ������ ������ c � v ������ ������ −1�

����� ���� � ������ fstate� ������ v ��� � ���� �� ������� ��������� ��� �

���� ������ �������� �� ���������� v � 0� ����� � ������ ����� �� ������������

������������� �� ���������� Tv� ������ paiv ������ ������ c� � � ���� ��� ����

��������� �� ��� �������� cfstate(v , c)� � �� ���� ���� v � � ����� � ���� ��� ����

��������� �� ��� �������� cfstate(v , 0 )�

� ����� ������� �� �������� cfstate(v , c) � ��� �������� ��� ����� �� �������

������� ������� ��� ������� ���������� � �������� �������� �� ��� cfstate(v , c) �

��� ���� ���� ���� ���� ���������� ��� ���� ����� u ����� �� v ������� ������ st ��

�������� ����������� ������������� ��� ������������� � �������� �������� �� ���

��



cfstate(v , c) ���� ���������� cfstate(v , c)+1 � �������� � ������� �������� �� ���

���� ���������� cfstate(v , c)−1 � ����� ������ ��� ����� �� �������� ���� ������� �

� ���������

cfstate(v , c)+1 =
�

X∈Cu
v

calc(X, st)

���� Cu
v � � �������� ��� ������ ����� �� ������������ �� ����� �� ������� v� ���

��� ���� ����������� ������ ���� ����� u ���������� � calc(X , st) � ������� ��

�������� ������

calc(X , st) �





1 �� X = ∅�
f∈X

cfstate(f ,+1 )st ·
�

f∈V (G)\X
cfstate(f ,+1 )−st ����

�� ����� ������ �������� ����� �� �������������� �� ������� ���� �� ����� �� v ���

��� ������� ���� ����� u ������ �������� ��� ������ +1� ���� ���� ��� ������

�������������� ���������� � ������ ����� �� ������������ �������������� ���������

����� � ���������� �� ������������ ������������� ���� ���� ����������� � �����

�� cfstate(v , c)+1 � � ��������� �� ����� ������ ���� ���� ��� ��� ���������������

���� ��� � ������� �� cfstate(v , c)−1 � ������ ������� ��� �� ��� �����������

������������ ���� ����� u ����� �� v ������� ������ st� ���� ��� ��������� ��

������� �������� ������ ���������� calc(X , st)�

calc(X , st) �





1 �� X = ∅�
f∈X

cfstate(f ,−1 )st ·
�

f∈V (G)\X
cfstate(f ,−1 )−st ����

���������� ����� ���������� ������� ��������� �� ��������� ��������� ���� ����

����� cfstate(v , c)� �� �������� � �������� ����� ��������� � ��� � ����������

������ ����� ����� �� ������������ ��������� ���� �� ����� �� v� � ������ �����

�� ���� ������������ � ��2d(v)−1�� �� ��������� ���� ������� �� �������� � ����� ��

������ ������� �� �� ��������� ��� ������������ �� ����� ������������ �������

���������� �������� ��� � ����� �� ������������ ��������� � ��2d(v)−1�� ��� ��������

������� u = 1 �

��



|C1
v | =

d(v)−1�

i=1

�
d(v)− 1

i

�

=

d(v)−1�

i=0

�
d(v)− 1

i

�
−

0�

i=0

�
d(v)− 1

i

�

= 2d(v)−1 − 1

�����

�� �������� � �������� ������ � ������� ����������� �� ����� ���������� � ����

���� ��������� ���� ����������� �������� ����� ������� ����� �������� ��������

������� �� �������� �� ������������� ���� ������� ���� ����� �������� � ��������

���� � �������� �������� � ������ ��� ��������� ���� �� �������������� ���������

����� ����� �������� cfstate(v , c) ��� ��� ��� ������ ����� ����� �� ������������

��������� �� ������� ���� �� ����� �� v�

���� ����� ����� ������� ��� �� ����� �� v ����� ���������� filhov ,0 � . . . �

filhov ,d(v)−2 � ���� v ���� �� ������� ������� �� ������� � ���������� ���� v ����

� ���� �� ������� �� filhov ,0 � . . . � filhov ,d(v)−1 � ���� ��� ��� ���������� �����������

����� � ������� ���� � �� �������� ��������� ������ ��������� � ���������� �� �����

�� �� ������� v ��� d�(v)�

�������� � ������ grtv (i, j) ���� � ������ ����� �� ������������ �������������

���� � ���������� Tv ������ v ������ ������ rt ������ ������������� ��� ��� ������ ��

�������� filhov ,0 , filhov ,1 , . . . , filhov ,i−1 � ���������� j ������ �������� ������� ������

+1� ������������� � hrtv (i, j) ���� � ������ ����� �� ������������ �������������

���� � ���������� Tv ������ v ������ ������ rt ������ ������������� ��� ��� ������ ��

�������� filhov ,0 , filhov ,1 , . . . , filhov ,i−1 � ���������� j ������ �������� ������� ������

−1�

����� ���� �������� cfstate(v , c)rt ������� �������� ����� ��������

• �� ���� � ���������� �� ������������ ������������� �� ���������� Tv ��� ���

�������� ��� ���� ����� u ����� �� v ������� ������ +1� ��������

cfstate(v , c)rt �
d�(v)�

i=u

grtv (d
�(v), i)�

• �� ���� � ���������� �� ������������ ������������� �� ���������� Tv ��� ���

�������� ��� ���� ����� u ����� �� v ������� ������ −1� ��������

cfstate(v , c)rt �
d�(v)�

i=u

hrtv (d
�(v), i)�

��



� ������� �� grtv (i, j) ���� ��� ������� �������������� �� �������� ������

grtv (i, j) �





0 �� i = 0 � j > 0

1 �� i = 0 � j = 0

grtv (i− 1, j) · ai + grtv (i− 1, j − 1) · bi �� i > 0 � j > 0

grtv (i− 1, j) · ai �� i > 0 � j = 0

���� ������� �������� ai = cfstate(filhov ,i , rt)−1 � bi = cfstate(filhov ,i , rt)+1 �

������ ���� ������������ �� ��������

������������� � ������� �� hrtv (i, j) ������ ���� ��� ������� ���������������

hrtv (i, j) �





0 �� i = 0 � j > 0

1 �� i = 0 � j = 0

hrtv (i− 1, j) · bi + hrtv (i− 1, j − 1) · ai �� i > 0 � j > 0

hrtv (i− 1, j) · bi �� i > 0 � j = 0

���� ������� ���� � ������� �� grtv (i, j) �������� �� ������ �� ���� ��������������

�� ������ ���� � ������� filhov ,i−1 � �� ��������� ��������� �� � ������

• i = 0 � j > 0� ����� ����� ��� ������� �������� � ����� ������������ � �����

������� j > 0 �������� ��� ������ +1� ����� ��� ������ ��������

• i = 0 � j = 0� ���� � � ����� ���� ��� ������ ������� ������ i = 0� �� ��� ���

������� �������� � ����� ������������ ��� ������ ��� ���� ������� ������

������� ��� ������ +1�

• i > 0 � j = 0� ������ �� �������� filhov ,0 , . . . , filhov ,i−1 � ������ ����� ����

������� ������ +1� ����� ������ ���������� ����� �� ������������ ����

���������� ���� �� ����������� ���������� ��� �������� filhov ,0 , . . . , filhov ,i−2

��� ����� ����� �������� ��������� ������ −1� ��� ���� ��� ��������� ���

grtv (i − 1, j)� � ������������� ���� ������ �� ������������ �� ����������

Tfilhov,i−1 ��� � ������� filhov ,i−1 ������ ��������� ������ −1� ��� � ���������

��� cfstate(filhov ,i−1 , rt)−1 �

• i > 0 � j > 0� ���� ���� ���� ������� � ������ �� ������������ �������������

���� �� i ��������� ����������� ������������ � ������� filhov ,i−1 ��� ������

+1 ���� � ������ �� ������������ ������������� ������������ ���� �������

��� ������ −1� ���� ��� �� ��������� ��� filhov ,i−1 ������ ������ +1� �����

������ �� �������� filhov ,0 , . . . , filhov ,i−2 � ���������� j−1 ������ �������� �����

��



������� ������ +1� ���� ���������� � ������������ filhov ,i−1 ��� ������ −1�

����� ������ �� i − 1 ��������� ����� �� v� ����� � ���������� ��� j ������

�������� ������� ������ +1�

� ������� ���� hrtv (i, j) � ������� ��� ��� ��������

������ ������� ��� � ����� ��� ���������� grtv � hrtv � ��� ���������� � �������

��������� ��������� ���� �������� ����������� ����������

�
n
k

�
=

�
n−1
k

�
+
�
n−1
k−1

�

� ��������� ���� � ������� �� ��������� ��������� ������� �� �� ��������� ����

� ������ �� ��������� ������ ����� ������������ �� ���� ������ ����� �������

��������� ������ �������� � ������� ��������� ���� ������������ ��� �������

�������� ����� ������� �� ������� ���������� ���� � ������� �� grtv � hrtv �� ������

������ �� ��� ������ ���������� �������� ����� ������� �� ������� ��������� �����

����� �������� �� ����� �������� ����������� � �� ������� ����� ����� ���� ��������

� ������ ���� �������� �� ������������ � ����� � ������ ��������� ��� ������

� ����������� �� ��� ����� ��� ��� ������ ������������� �������� grtv (i, j)� ����� ��

������� ����������� ���� � ������� �� ������� ������������ ����������� �� �������

�� ����� ��� �������� � ��������� ������� ������������ ������ �� ����� ��

���������� �� ������ �������� �� ����� ����� ���� � ����� ������

���� ������� ���� ��� ���� ������� �������� ���� �� ����������� �������� �����

�������� � ����� �� Y (v)� ���������� grtv ���� Y (v) ���� +1� � ���������� hrtv ���� Y (v)

���� −1� ������� ��� Y (v) ���� +1� ������ �� �� ��� ����������� ������������

�� Y � � ������� v ������� ������ −1� ������ ���������� �� ����� �� ������ �� paiv� �

���������� ��� v ������ k �� k−1 ����� ��� ������ +1 �� ����������� �������������

�� ���� ���� v ������ ������ +1 �� ����������� ������������� ���������� �� �����

�� ������ �� paiv� � ���������� ��� v ������ d(v) − k + 1 �� d(v) − k ����� ���

������ +1� ���� ��� ����� ���� ������ ������ �� ����� ��� ������ +1� ��� �

���������� ����������� ��� ������ �� ����� ��� ������ −1� � ������� ���� � ����

���� Y (v) � ����� � −1 � ��������

���� �� �������� ���� ��� ���� ������� ��������� ����� ����� ��� �������� � ���

���� u� ������������ ���� �� ������� v � ��� paiv ������ ������ c �� �����������

������������� �������� � ������ limiarv (atual , c, k) ���� ����� � ����� ������ ��

����� ��� ������ Y (v) ��� v ���� ������� �� ����������� ������������ ���� ��� ��

������� ����� v ������ ������ Y (v)� ���� ��� v ������ �� ����������� ������������

������ ������

��



limiarv (atual , c, k) �





min(d(v)− k + 1, 0) �� Y (v) = atual � c �= Y (v)
min(d(v)− k, 0) �� Y (v) = atual � c = Y (v)

k �� Y (v) �= atual � c �= Y (v)
k − 1 �� Y (v) �= atual � c = Y (v)

���� �������� min(a, b) ���� ��� ������ ��� ������� � ����� ������ ����� ��

�������� a � b� � ��� �� ������ min ��� ����������� ���� ��� ��� ������� ����� ���

�� ����������� ������� ���� ������� ���� ����� �� ������ �������� �� �����

��� ����������� ������ �� ����������� �������������

� ��������� � ������ � ������������� �� ����� ��������� ���� ��� � ���������

������ � ���������� ����� ���� � ��������� ��� ������ ��������� � ���������� ��

����������� ������������� � ������� � ����� �� ������ �������������� ���� �� ������

���� ����� ���������� � ����� ���� � ���� ����� ���� � ��������� �� ���������

��� cfstate �� ��� ������ ���� � ��������� ��� ������� ������������ �� �����

������������ ���� ��� ��� ���������� ��� ������ grtv � hrtv ��������������� ��� ����

������� � ������ tab ���� ���� ��� ������ ���������� Y (v) ���� ������� � ����� ��

������������� ��� ������� � ������������ �� ����� �� ���� ������� v � �� �����

��d�(v)2� ��� ���� ��������� ��� ������ 22 � 23 �� ���������� ������� � ���������

���� ����� �� �������� �� ������� ���� � ���������� ��n2�� ���� ������� ���
�

v

d(v)2

≤ (
�

v

d(v))2 � 4m2� ���� m = n − 1�
�

v

d(v)2 � ��n2�� �� ������� ���� ����

������ � �������� ������ ������ � ������ �� ������� � ��� ������� �� n ���������

���������� � ������ �� ������� �� ���� n − 1� ����� ����� � ��������� ������ n2

�������

��� ���� ���������� ���� ��������� �������������

����� ��������� ��������� ��� � ���(2) ���� �� � ������ Δ(G)≤ 3� ���� ���

�������� ������ �� �������� ��������� � ������������ ���� ������� ��� ����� �������

�� ������������ ��� ���� ��� ���� ���� ����� ���� ������ � ������ ��� ������ �

������������ ������ �� ������ �������� ���� � ����� �� ��������� � ����� �� ��������

� ����� 12−����� ���� �� �������� ������ ��������

� ������������ ��������� ���� ������ ���� ��������� ����� � �������� � ��

�������� �� ����������������� ���� ���� �������� ������ �� ������ � ��������� ����

�������� � ��������� ���� ����� � � ���� �� �� ������� ��� ��������� �� �����

��N +M�� ���� N � � ������ �� ��������� � M � ������ �� ��������� �����

��



��������� �� contafstate(v , c)

�������

�� cfstate[v , c + 1 ] �= NIL ������

������� cfstate[v , c + 1 ]��

d�(v) ←− d(v)− 2��

�� � � ���� ������

d�(v) ←− d(v)− 1��

contador ←− 0 ��

rotuloTeste←− +1 ��

�������� contador �= 2 �����

contador ←− contador + 1���

i←− 0���

���� ���� f ∈ filhosv ������

par[i] ←− contafstate(f , rotuloTeste) ���

i←− i+ 1���

�� � � ���� �������

l←− limiarv(rotuloTeste,∞, k)���

�������

l←− limiarv(rotuloTeste, c, k)���

tab[0, 0] ←− 1���

���� i← 1 ��� d�(v) ������

tab[0, j] ←− 0���

���� i← 1 ��� d�(v) ������

���� j ← 0 ��� d�(v) ������

�� Y (v) = +1 �������

�� j > 0 �������

tab[i, j] ←− tab[i−1, j]×par[i]−+tab[i−1, j−1]×par[i]+���

�������

tab[i, j] ←− tab[i− 1, j]× par[i]−;��

�������

�� j > 0 �������

tab[i, j] ←− tab[i−1, j]×par[i]++tab[i−1, j−1]×par[i]−���

�������

tab[i, j] ←− tab[i− 1, j]× par[i]+;��

�� rotuloTeste = +1 �������

cfstate[v , c + 1 ]+ ←− �d�(v)
i=l tab[d

�(v), i] ���

�������

cfstate[v , c + 1 ]− ←− �d�(v)
i=l tab[d

�(v), i] ���

rotuloTeste←− −rotuloTeste ���

������� cfstate[v , c + 1 ]���

����

��



� ������ �� ����������� Y � ������� ������������ �� ����� �� �������� �� �����

����� S ��� ��� S ���� ������������ �� � ������� �� Y ������ ����������� �������������

���� ���� ������� v� ��������� �� �������� xv � ¬xv� �� ��� ������� ���� S� ������

��� ��� ���� xv ���� ����������� ������ �� ����������� ������������ �� Y � v ������

������ +1� ���� ���������� v ������ ������ −1� �� ����� ������ �� �� ��� ����

�������� ������������ �� Y � v ������ ������ +1� ����� xv ������ ����� ����������

�� S� ���� ���������� ¬xv ������ ����� �����������

������������ ������ �� ������ ��� Δ(G)≤ 3� ������� ������ �� �������� ��

��������� � ������ �� Y �� �������� ������

���� ���� ������� v ��� ��� Y (v) � +1�

• ���� d(v) � �� �� ����������� ������������ v ���� ������� � ����� ������

��� �� ����������� Y � ���� ������� ������������ �� ��������� 2�������������

�� ����� ������ �������� ��� ���� � ����� ������� ��������� �� ���� ��������

��������� ����������� � �������� ���������

◦ xv

��� ���� �������� ���������� � S� ����� ��� �� S ��� ������������ ����� xv �

����������� �� ��������� ���� ����������� ������������ �� Y � v ������ ������

+1�

• ���� d(v) � � ��� �������� u � w� �� �� ����������� ������������ Y �� v

������ ������ +1� ������ �� Y �� ���� ����� �� ��� �������� ������ ������

������ +1� �� �� Y �� v ������ ������ −1� ����� �� ���� �������� �������

������ +1 �� Y �� ����� ������ ������� ����� �� ��������� ����������

◦ ¬xv → xu ≡ xv ∨ xu
◦ ¬xv → xw ≡ xv ∨ xw
◦ xv → xu ∨ xw ≡ ¬xv ∨ xu ∨ xw

���������� ����� ���� ���������� ����� ��� ������ xv � ���������� ����� xu ��

xw ������ ��� ��� ��� ���������� ���� ��� �� ���� ��������� ����� ������������

� ������ xv � ������ ����� xu � xw ����� ������� ����� ����������� ������

������� ���������� ���� � ������� ������ �� ����������

◦ xv ∨ xu
◦ xv ∨ xw
◦ xu ∨ xw

• ���� d(v) � � ��� �������� w� u � z� �� �� ����������� ������������ Y �� v

������ ������ +1� ������ �� Y �� ���� ����� ���� ��� �������� ������ �������

��



������ +1� ��� �� Y �� v� ������ ������ −1� ����� ���� ����� ���� ��� ����

�������� ������� ������ +1 �� Y �� ����� ������ ������� ����� �� ���������

�� ����������

◦ ¬xv → xu ∨ xw ≡ xv ∨ xu ∨ xw
◦ ¬xv → xu ∨ xz ≡ xv ∨ xu ∨ xz
◦ ¬xv → xw ∨ xz ≡ xv ∨ xw ∨ xz
◦ xv → xu ∨ xw ≡ ¬xv ∨ xu ∨ xw
◦ xv → xu ∨ xz ≡ ¬xv ∨ xu ∨ xz
◦ xv → xw ∨ xz ≡ ¬xv ∨ xw ∨ xz

� ����� ��� ��� ���� ���������� �� ���� ��������� ��� � ���������� � ����� ���

xv ������� ����� ������ ������� ����� ������ �� ��������� ����������

◦ xu ∨ xw
◦ xu ∨ xz
◦ xw ∨ xz

���� ���� ������� v ��� ��� Y (v) � −1� � ������� � ��������

• ���� d(v) � �� ������� � ���������

◦ ¬xv

• ���� d(v) � � ��� �������� w � u� ������� �� ����������

◦ ¬xv ∨ ¬xu
◦ ¬xv ∨ ¬xw
◦ ¬xu ∨ ¬xw

• ���� d(v) � � ��� �������� w� u � z� ������� �� ����������

◦ ¬xu ∨ ¬xw
◦ ¬xu ∨ ¬xz
◦ ¬xw ∨ ¬xz

� ���������� �� �������� �� ��������� S ��� �� ����������� ��� ������ Y

������� ������ ����������� ������������� ����� S � ������������� ������ �������

��� S ���� ������������� ���������� ������� ��� Y ������ ����������� �������������

������� ���������� ���� �� ��������� �������������� ��� ����������� Y � �

������ �� ��� ������� ���� S� ���� � ������� v ������ ������ +1 �� � ������� ��

��



����� ������� xv � ����������� � ������ ������ −1 �� � ������� ��� ����� �������� xv
� ������

����� ������ ��� ������������ ��� ��� ����������� ��� � ��� �����������

������������ �� Y � �� ����� ������ ���� ����� �� ������� v ��� ��� ������ � ������

�������������� �� ����������� Y � ���������� � ���� ���� Y (v) = +1�

• Y �(v) = +1� �� ��� ���� � ����� ���� v ��� ������� � ������ Y (v)� ����� v

������ ���� ����� ���� �������� ��� ������ −1� ����� v ��������������� �

�� ������� ��� ���� ����� ���� ��

������� d(v) = 2� ������ �� ������� ���� �������� u � w ��� ������ −1�

�������� � �������� xu ∨xw ��� ����������� ��� ���� ������� ������������ Y �

� ������ �� ��� ������� ���� S� ���� ��� � ���������

������� d(v) = 3� ������ �� ������� ����������� �������� ���� ����� ���

�������� ��� �����������

• Y �(v) = −1� �� ��� ���� � ����� ���� v ��� ������� � ������ Y (v)� ����� v

������� �� ������� �� ������� ��� ������ +1� ���� ��� d(v) ��� ���� ���

����� � 1� ����� ���� Y (v) = +1� ����� ����� �� S � �������� xv� ���� ��

����������� ������� �� Y �(v) = +1�

������� d(v) = 2 ��� �������� u � w� ����� ��� ��� ��������� xv ∨ xw ��

xv∨xu ��� ���� ����������� �� �� d(v) = 3� ���� ����� ��������� �� ���� ��������

���������� �� ���� �������� �� v� ���� ����� ��� ������ ��������� ��� ����

�����������

� ���� ���� Y (v) = −1 � �������� �� ��������� ���������� ��� �� S � ������������

����� � ����������� Y � ������ � ������ �� �� ������� ���� S � ���������������

��� ����������� ������������ �� Y � ����� ���� ��� ����� ����� ��� �����������

��� � ���� �� S ��� �������������

� ������ ��� n �������� �� ������ ������� n ��������� �� �� ���� ����� 3n ����������

���� �������� ������ �� ������ ���� ��������� ����� ������� ��� ��������� �� ��

���� � �������� �������� � ����� �� ������������ �� ����� ��N+M�� ���� N � �

������ �� ��������� � M � ������ �� ���������� ����� ������ ���������� � ���(2)

�� ������������ �� ����� ��n� ������ Δ(G)≤ 3�

���������� �������� � ������ �� ������� ���������� � ������ �������� ���� Δ(G)�

��� ����� ����� � ������ �� �������� �� ���� �������� ��� ����� ���� �������� � ��

������ ���� �� ���� ������

��



�������� �

����������

����� ��������� ������� ��� ����� ������� ��� ��������� ��������� ����� ���������

��� ���� �� ���������� �������� ��� ����� �� ��������� ��������� ������� � ��������

�� �����

����� ������������ ������������ �� ��������� k������������ �� ������� ����� ���

��� ���������� ��������� � ������������� ��� ������������ �� ������� �� ����� ��

������ �� ����������� ��������� ������� ���������� ���� � ����������� �� �����

������ � ���� � ����������� �� ������� �� ���� ���������� � ������ �� ��������

������������ ��������������� ��� ��� ������������ ������������ ��� � ��������

��������� ���� ���������� �� ������������ ������������� �� ������ ��

���������� � �� �������� ������������ ���������� ���������� �� ���������� �� ����

������ ���� ������ ������ ����������� ���������� ������ ������������ ��� �� ������ ���

��� ��������� ������� ���������� ���� ������� ���� � ���� ��� ��������� k�������������

����������� ���������� �� ������������ ������������ ���� ���(k) �

����� �� ���������� ������������ ���� ���� �������� ��� ���������

�� �������� �� ��������� �� ���������� ���������� �� ���������� ���� ���������

��� ������ ��� �������� ���������� �� ������� ���������� ���� � ����������� ��

���������� � ����������� �� �������� ���� �� ��������� k������������ ��� �����

���������� ����� ���� �� ��������� ������� �������� ���� ���������� ���� ����� �����

������� ������� ���������� ���� �� ��������� k������������� � ��������� ��������� ���

��� ���� �������� k � �������� ������ � ����������� ������ �� ������� � �����

���� �������� � ��������������� ������������� ���� �� �������� ���� ��� ����������

�� ��������� ��� ������ ��� ��������� �������� ������ ��� � ������ ��������� �

��� �������� ���� ���������� ����� � ����� ������� � �������� ���������� �� ���

����������� ����������� � ���������� �������� ������ ������� � �������� � ������

������� ������������ � ���������� �� ������������ ��n +m� �� ��� �����������

� ���������� ���� ������ � ����� � � �������� ������� ������ �������� �� ���������

���� �������� ��� ������� �������� �� ������� � �� �� �� �������� �� ���������

��� ����� ����������� ������� ���� ��������� k������������ ������� �� �� ��������

��



���������� ��� �������� �� ������ �� ������� ���� ��������� k�������������

� ������ �� �������� � ������� ������� ������� ���� � ����������� �� �����

������ ��� ��������� k������������� ��������� ��� � ����������� �� ���������� �

�� ������ 2m + n(2Δ(G) − 2) � ������ ��� ���������� ������� ���� ��������� ���

������ ��� ��������� �� �������� �� ���������� � ����� �������� ���������� ����

������ ��� ���� ������ ���� ��� �������� ���� n(Δ(G) + 1) − 1� �� �������� ���

����������� ������������ ��� ���������� ������������ ��� ������� � ������ ���

������ ������� � ��� ������� ������ ��� ����� ������� ��� ������� �� �������� ��

�������� �� ����� ��� ����� ����������� �������������� ������� ��� ��� �������

����� �� �������� �� ���� � ���� ��� �������� ������������ ��� ���������� ����

� ������ �������� ����� �� ��������� 2������������� ����� ����� � ���������� ��� ���

� ����������� �� ���������� � �� ������ n − 3� � ������ ��� ����� �� �������

��� ������� ������������ ��� ������� ���������� ��� ���� ����������� �������
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