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Uma b-coloragao de um grafo GG é uma coloragao dos vértices de G em que cada
classe de cor tem um vértice que é adjacente a vértices de cada uma das outras cores.
Esse tipo especial de coloragao foi introduzido por Irving e Manlove em 1999 com
a motivagao de que uma coloragao que nao é uma b-coloragao pode ter seu niimero
de cores reduzido.

O numero b-cromdtico x,(G) de um grafo G é o maior k tal que G admite uma
b-coloracao com k cores. Diferente de outras varia¢oes do problema de coloracao os
valores de k para os quais um grafo admite b-coloragao com k cores nao constituem
necessariamente um intervalo nos inteiros. Dizemos entao que G é b-continuo se
este admite b-coloracdo com k cores para todo k tal que x(G) < k < x,(G).

Resultados de NP-completude ja sao conhecidos para o problema de decidir se um
grafo é b-continuo e diversos trabalhos em classes especificas de grafos vem surgindo
na literatura. Neste trabalho apresentamos os conceitos basicos sobre b-coloragao
e resultados relacionados ao problema da b-continuidade. Trabalhamos sobre a
perspectiva de operacoes que preservam b-continuidade e derivamos resultados para
algumas classes de grafos, em especial a prova que grafos distancia-hereditéarios sao
b-continuos. Para isso, também introduzimos técnicas basicas para a manipulagao

de b-coloragoes.
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A b-coloring of a graph G is a coloring of the vertices of G such that each color
class has a vertex that is adjacent to at least one vertex of each of the other colors.
This particular type of coloring was introduced by Irving and Manlove in 1999 with
the motivation that a coloring that is not a b-coloring can have its number of colors
reduced.

The b-chromatic number x,(G) of a graph G is the maximum number k such
that G admits a b-coloring with k colors. Unlike other variations of the coloring
problem the values of k for which a graph admits a b-coloring with & colors do not
necessarily form an interval in the integers. We say that G is b-continuous if it
admits a b-coloring with k colors, for all values of k such that x(G) < k < x,(G).

NP-completeness results are already known for the problem of deciding whether
a graph is b-continuous and several papers on specific graph classes are appearing
in the literature. In this work we present the basic concepts on b-colorings and
results related to the b-continuity problem. We work on the perspective of graph
operations that preserve b-continuity and derive results for some graph classes, in
particular we show that the distance-hereditary graphs are b-continuous. For this,

we also introduce basic techniques for manipulating b-colorings.
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Capitulo 1

Introducao

Coloragao em grafos ¢ um dos temas mais importantes da teoria dos grafos.
Neste campo de estudo o interesse é colorir os vértices de um grafo de forma que
vértices ligados recebam cores distintas. O famoso problema das 4 cores, que diz
respeito a coloracao de vértices de grafos planares, impulsionou pesquisas na area
por mais de 100 anos. Além disso, diversas aplicacoes na area de alocacao de tarefas
sao modeladas com o conceito de coloracao de grafos. Dado esse amplo espectro
de aplicagoes e sua relagao com diversos conceitos em matemética discreta, muitas
variagoes ja foram propostas e estudadas na literatura [21].

Irving e Manlove, em 1999, introduziram um tipo especial de coloragao de vérti-
ces denominado b-coloragao [16]. A motivagao para esse novo conceito reside no fato
de que coloracoes que nao sao b-coloragoes podem ter seu ntimero de cores reduzido
por uma determinada heuristica gulosa. Portanto, determinar o pior caso de funcio-
namento dessa heuristica nada mais é que determinar o maior nimero de cores que
podemos ter em uma b-coloragao do dado grafo. Nesse mesmo trabalho mostra-se
que o problema de maximizar o nimero de cores de uma b-coloragao é NP-dificil
para grafos quaisquer enquanto que um algoritmo polinomial é desenvolvido para
arvores.

Desde entao, diversos problemas e conceitos relacionados a b-coloragao vem sendo
introduzidos e estudados. Além do préprio problema do nimero b-cromético, foram
criados os conceitos de b-continuidade [20] e grafos b-perfeitos [15]. Alguns resulta-
dos de NP-completude ja foram obtidos para alguns desses novos problemas |3, [16]
o que vem motivando muitos trabalhos para classes especificas de grafos [6l, 17, [18].
Além disso, propriedades de b-coloragoes vem sendo usadas em aplica¢Oes nas areas
de sistemas distribuidos e clusteriza¢ao [9-IT].

Diferente de outras variagoes do problema de coloragao, os valores de k para
os quais um grafo admite b-coloracao com k cores nao constituem necessariamente
um intervalo nos inteiros. Por exemplo, um grafo pode admitir b-coloracao com 2

cores e com 4 cores porém nao admitir nenhuma b-coloracao com 3 cores. Esse tipo



de situagao representa um desafio a mais no estudo de problemas relacionados a b-
coloracao ja que a nao existéncia de uma b-colora¢gao com um determinado niimero
de cores nao implica na nao existéncia de b-coloragoes com mais ou menos cores.
Essa propriedade foi primeiramente observada por Kratochvil et al, em 2002 [20],
o que motivou o conceito de b-continuidade. Grafos b-continuos sao exatamente
aqueles para os quais os valores de k, tal que o grafo admite b-coloragao com k
cores, constituem um intervalo continuo de niimeros inteiros. Foi mostrado que de-
terminar se um grafo qualquer é b-continuo é um problema NP-completo [3]. Dessa
forma, torna-se interessante considerar classes especificas de grafos e muitos traba-
lhos vem sendo desenvolvidos nesse sentido. De forma geral, vem se mostrando que
determinadas classes de grafos sao b-continuas, no sentido de que todos os grafos
daquela classe sao b-continuos, ou ainda que determinadas propriedades estruturais
garantem b-continuidade. Algumas das classes ja estudadas nesse sentido sao: sub-
classes de grafos planares [22] 23], cografos [6], grafos de Kneser [I], 12} [18] e grafos
cordais [22].

Neste trabalho contribuimos para o estado da arte na area ampliando o estudo
de classes b-continuas para a classe dos grafos distancia-hereditarios, generalizando
resultados anteriores encontrados na literatura. Além disso, realizamos um estudo
da propriedade de b-continuidade sobre a perspectiva de operagoes (em grafos) que
preservam b-continuidade. Mais precisamente, buscamos identificar operacoes ele-
mentares em grafos que, quando aplicadas em um grafo b-continuo, geram um grafo
b-continuo. Com essa nova abordagem obtivemos alguns resultados estruturais, que
possibilitam a construgao de grafos b-continuos, assim como desenvolvemos ferra-
mentas tedricas que podem ser usadas para estabelecer b-continuidade em classes
especificas de grafos. Como exemplo concreto dessa abordagem, relacionamos b-
continuidade com a decomposi¢ao por componentes biconexas de um grafo e assim
mostramos que grafos periplanares sao b-continuos. Nao menos importante, no
desenvolvimento desses resultados introduzimos técnicas basicas para manipular b-
coloragoes, principalmente no contexto de estabelecer b-continuidade. Acreditamos
que essas técnicas e estratégias usadas podem ser adaptadas para outros problemas
relacionados a b-coloragao.

No préximo capitulo apresentamos as defini¢oes béasicas de teoria dos grafos e
as caracterizacoes das principais classes de grafos consideradas neste trabalho. No
Capitulo (3| sao discutidos os principais conceitos relacionados a b-coloracao onde
revisamos alguns resultados presentes na literatura. No Capitulo 4] apresentamos
nossos resultados. Este é dividido em 3 partes sendo a primeira sobre técnicas basi-
cas que usamos nas demonstragoes posteriores. Nas partes seguintes encontram-se
nossos resultados para os grafos distancia-hereditarios e o desenvolvimento da abor-

dagem por operagoes que preservam b-continuidade. Concluimos com o Capitulo



onde é feito um breve resumo dos resultados obtidos e discutimos alguns pontos
que foram deixados em aberto para trabalhos futuros. Parte dos resultados pre-
sentes nesta dissertacao foram apresentados no 11th Cologne-Twente Workshop on
Graphs and Combinatorial Optimization, que ocorreu em Maio de 2012 na cidade

de Munique, no trabalho On b-continuity of Distance-Hereditary Graphs.



Capitulo 2
Definicoes

Neste capitulo enunciamos as defini¢goes e notagoes de teoria dos grafos usadas
no restante do trabalho. Além disso, dedicamos uma secao para as defini¢oes e

caracterizagoes das principais classes de grafos que estao presentes neste trabalho.

2.1 Definicoes de Teoria dos Grafos

Todos os grafos considerados neste trabalho sao simples e finitos. Em geral, as
definigoes e notagoes usadas aqui encontram-se em [5].

Um grafo G = (V, E) é determinado por seu conjunto de vértices V' e de arestas
E. Se uv € E(G) dizemos que u e v sao adjacentes (ou vizinhos) em G. Denotamos
por N(v) a wizinhanga de v, ou seja, o conjunto de vizinhos de v e d(v) = |N(v)]
é o grau de v em G. Quando queremos incluir v em sua vizinhancga, escrevemos
N{v] para indicar a vizinhanc¢a fechada de v, isso ¢ N[v] = N(v) U {v}. Dados dois
vértices u e v de G dizemos que estes sao gémeos-falsos se N(u) = N(v). Ja no caso
em que N|u| = N[v] dizemos entdo que u e v sdo gémeos-verdadeiros. O maior grau
que um vértice assume em um grafo G é denotado por A(G) assim como o menor
grau ¢ §(G).

Um caminho P em G é uma sequéncia de vértices distintos vy, vy, ..., v, tal
que vvip € E(G),1 < i < k. Os vértices v; e vy sao chamados extremidades do
caminho. O tamanho de um caminho é o ntimero de arestas consecutivas deste e
portanto um caminho com n vértices tem tamanho n — 1. Se k > 2 e vyvy € E(G)
temos que P é um ciclo. Denotamos por P, o grafo que é um caminho composto por
n vértices. Uma clique é um conjunto de vértices que sao dois a dois adjacentes e
denotamos por K, o grafo com n vértices tal que V(K,,) é uma clique. Entendemos
por tamanho de uma clique o ntmero de vértices que pertencem a clique. Um
conceito complementar ao de clique é o de conjunto independente. Um conjunto
independente é um conjunto de vértices que sao dois a dois nao adjacentes.

A cintura de um grafo G, denotada por g(G), é o tamanho do menor ciclo de

4



G. Uma corda de um ciclo é uma aresta entre vértices nao consecutivos no ciclo.
Um grafo G é dito conezo se para quaisquer dois vértices u e v em V(G) existe
um caminho que liga u e v, isso é, tem u e v como extremidades. Um grafo que
nao é conexo é dito desconexo. A distdncia entre dois vértices u e v, denotado por
dist(u,v), ¢ o tamanho do menor caminho que liga u e v e caso n@o exista esse
caminho, dizemos que dist(u,v) = co. Quando queremos especificar que a fungao
distancia diz respeito ao grafo G escrevemos distg(u,v). De forma geral, quando
queremos especificar que um parametro P diz respeito ao grafo G usamos FPg. Por
exemplo, Ng(v) denota a vizinhanca do vértice v no grafo G.

Um grafo conexo e aciclico é uma drvore. Um grafo G que pode ter seu conjunto
de vértices V(G) particionado em dois conjuntos nao vazios V; e V5 de tal forma que
nao existe aresta uv € E(G) com {u,v} C V; ou {u,v} C V, é chamado de grafo
bipartido. Outra classe de grafo que encontramos neste trabalho sao os grafos de
Kneser. O grafo de Kneser K(p,q) é o grafo cujo conjunto de vértices é composto
por todos os subconjuntos de ¢ elementos do conjunto {1,2,...,p} e dois vértices
sao adjacentes se seus respectivos conjuntos sao disjuntos.

Em determinados momentos queremos considerar apenas algumas partes de um
grafo G e nao seu conjunto de vértices por inteiro. Nesses momentos utilizamos
o conceito de subgrafo. Um grafo H ¢ dito subgrafo de G se V(H) C V(G) e
E(H) C E(G). Um subgrafo H de G ¢ dito subgrafo induzido se H contém todas
as arestas presentes em G entre vértices de H, ou seja, Vu,v € V(H) se uv € E(G)
entdo wv € FE(H). Um procedimento comum em teoria dos grafos é considerar
subgrafos induzidos por um conjunto de vértices S, de forma que o grafo G[S] é o
subgrafo induzido H, de G, tal que V(H) = S. Outro uso de subgrafos induzidos
se d& pela notacao G — S, onde S é um conjunto de vértices. Nesse caso, o grafo
G — S ¢é o subgrafo induzido G[V(G)\ S]. Além disso, quando S = {v} simplificamos
G — {v} por G —v.

Uma componente conexa de um grafo G é um conjunto S C V(G) maximal
para a propriedade de que G[S] é conexo. Dado um grafo conexo G dizemos que
v € V(G) é uma articulagio de G se o grafo G —v é desconexo. Podemos generalizar
esse conceito para grafos nao conexos, onde v é uma articulagao se a quantidade de
componentes conexas de G — v é maior que em G. Uma componente biconexa de
G é um conjunto S C V(G) maximal para a seguinte propriedade : G[S]| nao tem
articulacao. O conceito de articulagao pode ser generalizado pelo conceito de clique
separadora. Dizemos que uma clique C' de G é uma clique separadora se G — C'
tem mais componentes conexas do que GG. Veja que uma articulagao é uma clique
separadora de cardinalidade 1.

Em uma decomposi¢ao por cliques separadoras de um grafo GG este é decomposto

em subgrafos induzidos menores obtidos da remocao de uma clique separadora. Mais



precisamente, seja C' uma clique separadora de G tal que em G — C' temos as com-
ponentes conexas S7, 59, ...,5;. Neste caso o grafo G é decomposto nos subgrafos
Gy =G5 UC|L, Gy = GS0uC],...,Gy = G[S; UC]. A decomposigao prossegue
aplicando-se a mesma ideia recursivamente para os grafos Gi,Gs,...,G; até que
se obtenham grafos sem clique separadora. Quando, no decorrer da decomposicao,
obtemos um subgrafo induzido GG; que nao possui clique separadora dizemos que G;
é um datomo da decomposicao por cliques separadoras.

Uma k-coloragio de G = (V, E) ou, equivalentemente, uma colora¢io com k
cores, ¢ uma funcdo c¢: V — {1,2,...,k} tal que wv € E = ¢(u) # c¢(v). Em outras
palavras, é uma atribui¢do de cores (numeradas de 1 a k) aos vértices de G tal que
vértices adjacentes nao tém a mesma cor. Por questoes de simplicidade, a imagem
da fun¢ao ¢ nao precisa ser necessariamente o conjunto {1,2, ..., k} mas sim possuir
uma bijecao com este conjunto. Por exemplo, se em uma coloragao temos vértices
coloridos somente com as cores 1, 2 e 4 trata-se entao de uma 3-coloragao. Vale notar
também que a funcao ¢ deve ser sobrejetiva de forma que se ¢ é uma k-coloragao
de G entdo o conjunto {c(v) | v € V(G)} deve ter cardinalidade k. Nesse contexto,
o conjunto de vértices coloridos com uma determinada cor é denominado a classe
da cor. Por exemplo, a classe da cor 2 é o conjunto de vértices coloridos com a cor
2. Sendo uma coloragao ¢ uma fungao utilizamos a notacao ¢(S), onde S C V(G),
para indicar o conjunto {c(z) | z € S}. Dessa forma, por exemplo, ¢(V(G)) indica
o conjunto de cores em uma coloragao ¢ de G.

O nidmero cromdtico de G, x(G), é o menor k para o qual existe uma k-coloragao
de G. Determinar o niimero croméatico de um grafo é um problema classico da teoria
dos grafos com diversas aplicagoes [21]. No entanto, para um grafo G qualquer,

determinar y(G) é um problema NP-dificil [19].

2.2 Classes de Grafos

Neste secao apresentamos as definigoes e caracterizagoes das principais classes

presentes nos resultados do Capitulo [4]

2.2.1 Grafos Cordais

Um grafo G é dito cordal se todo ciclo de tamanho maior ou igual a 4 tem
pelo menos uma corda. Por esta definicao temos que a classe dos grafos cordais
é fechada para subgrafos induzidos ja que ao remover um vértice nao sao criados
novos ciclos. Esta classe de grafos foi definida e estudada por muitos autores em

contextos diferentes e possui diversas caracterizagoes [7]. Observe por exemplo a

Figura 2.1} Podemos facilmente verificar que o grafo da Figura [2.1(a)| ndo possui



c d C d
(a) Grafo cordal (b) Grafo néo cordal

Figura 2.1: Exemplo de grafo cordal

ciclos sem cordas e portanto é um grafo cordal. Ja o grafo da Figura tem um
ciclo sem cordas de tamanho 4 em destaque e portanto nao é um grafo cordal.
Vamos utilizar aqui a caracterizacao dos grafos cordais em termos de vértices
simpliciais. Um vértice v € V(G) é simplicial se sua vizinhanga é uma clique. Um
esquema de eliminagao perfeita de um grafo G é uma ordem vy, vy, ..., v, de seus
vértices tal que, para todo 1 < i < n, v; é simplicial no grafo G[{vy,vs,...,v;}]. Em
outras palavras, v; é simplicial no subgrafo obtido de G desconsiderando-se todos
os vértices v; com j > 4. Por exemplo, na Figura a ordem e,d,c,b,a é um
esquema de eliminagao perfeita do grafo ilustrado. Os grafos cordais podem ser

assim caracterizados:

Teorema 1 ([7]). Um grafo G € cordal se, e somente se, possui um esquema de

eliminacgao perfeita.

2.2.2 Cografos

Um cografo é um grafo que nao possui P, como subgrafo induzido. Assim como
discutido acima para os grafos cordais, por ter essa definicao em termos de sub-
grafos proibidos, os cografos formam uma classe de grafos fechada por subgrafos
induzidos. Como as outras classes que apresentamos neste capitulo, os cografos pos-
suem diversas caracterizagoes e também foram estudados paralelamente por autores
em contextos distintos [7]. Usamos aqui a caracterizagao baseada nas operagoes de

uniao disjunta e join que sao definidas a seguir.

Definigao 1. A operacao de unido disjunta, denotada por +, é aquela que, dados
dois grafos Gy e Gy com V(G1) N V(G2) = 0, tem como resultado o novo grafo
G = G1 + G2 onde:

o V(G)=V(G)UV(Gy)

o B(G) = E(G1)UE(Gy)



Definicao 2. A operacao de join, denotada por A, é aquela que, dados dois grafos
Gy e Gy com V(G1) NV(Gy) = 0, tem como resultado o novo grafo G = Gy A Gy

onde:
o V(G)=V(G))UV(Gy)

e E(G)=FE(G))UE(Gy)U{uv |ueV(Gy), veV(Gs)}
O seguinte teorema d& uma caracterizacao recursiva da classe dos cografos.

Teorema 2 ([7]). Um grafo G é um cografo se, e semente se, G é um unico vértice

ou G pode ser obtido como uniao disjunta ou como join de dois cografos menores.

O Teorema [2| nos diz que a classe dos cografos é a menor classe de grafos que

contém K e é fechada pelas operagoes de uniao disjunta e join.

2.2.3 Grafos Distancia-hereditarios

Os grafos distancia-hereditarios foram definidos e estudados primeiramente
em [I4]. Um grafo G ¢é distancia-hereditdrio se para todo subgrafo induzido co-
nexo H de G as distancias em H sao iguais que as em G. Isto é, para todo subgrafo
induzido conexo H de G, disty(u,v) = distg(u,v) Yu,v € V(H). Como o proprio
nome diz, trata-se da classe de grafos para o qual a distancia entre vértices é uma
propriedade hereditaria e portanto é uma classe fechada por subgrafos induzidos.

Neste trabalho usaremos uma caracterizacao da classe dos grafos distancia-
hereditéarios, que se encontra em [2], baseada em trés operagoes que nomeamos de

01,09 € 03. Essas operagoes modificam o grafo da seguinte maneira:

Definicao 3. Seja G um grafo e v € V(G) e u ¢ V(G). As operagoes oy, 09 € 03

criam novos grafos Gy = 01(G,v), Ga = 03(G, v) e G5 = 03(G, v) da seguinte formas
o V(Gy) = V(G)U{u} e E(Gy) = E(G) U {uv}.
o V(Gy) = V(G)U{u} e E(Gy) = E(G) U {uw | w € Ng(v)}.
o V(G3) = V(G)U{u} e E(Gs) = E(G) U {uw | w € Ng(v)} U {uv}.

A operagao o adiciona um vértice de grau 1 ao grafo G enquanto que a operacao
09 adiciona o que é chamado de gémeo-falso de v. A operagao o3(G,v) é semelhante
a operagao o3(G,v) sendo que nessa adicionamos também a aresta uv o que torna
u um gémeo-verdadeiro de v. Quando nao queremos especificar qual operagao foi
aplicada usamos apenas ¢ e quando nao estamos interessados no vértice v escrevemos

G’ = 0-G para indicar G’ = (G, v) para algum v qualquer. Algumas vezes, quando



G G1 = 01(G,v) G2 = 02(G,v) Gs = 03(G,v)

Figura 2.2: As operacoes o1, 09 € 03.

for claro pelo contexto, consideramos que as operagoes alteram o proprio grafo G,
ou seja, G = (G, v).
A seguinte caracterizagao dos grafos distancia-hereditarios é muito utilizada para

o desenvolvimento de algoritmos eficientes na classe:

Teorema 3 (Bandelt e Mulder [2]). Um grafo G € distancia-hereditdrio se, e so-
mente se, G pode ser gerado, comecando por um unico vértice, por uma sequéncia

de aplicacoes das operacgoes o1, 0o € 03.
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Figura 2.3: Sequéncia de operagoes gerando um grafo.

Esta caracterizacao da um método para construir grafos distancia-hereditarios
e todo grafo distancia-hereditario pode ser construido dessa forma. Considere, por
exemplo, a sequéncia de grafos na Figura[2.3] A cada iteracao realizamos uma ope-
racao do tipo o1, 09 ou o3 em um vértice escolhido arbitrariamente no grafo anterior.
Além disso, iniciamos com o K7, o grafo com um tnico vértice. Mais precisamente
temos que G1 = Kl, G2 = 0'1(G1, 1), Gg = 0'3(G2,2), G4 = O'Q(G3,2), G5 =
01(Gy, 1), Gg = 09(G5,5). Pelo Teorema |3 esta sequéncia de operagoes é entao
uma comprovacao de que Gg é distancia-hereditario.

E interessante considerar as subclasses dos distancia-hereditarios que obtemos
quando nos restringimos ao uso de apenas uma ou duas das operacoes descritas.
Por exemplo, se nos permitimos utilizar somente a operagao o; para construir o
grafo, nao é dificil ver que teremos uma arvore em cada iteracao do processo. Além

disso, é facil ver que toda arvore pode ser gerada dessa forma. Portanto, se nos



Operagoes Permitidas | Classe de grafo gerada
o Arvores
09 Grafos totalmente desconexos
o3 Grafos completos
o1, 09 Bipartido N Distancia-hereditario
01, O3 Subclasse de Cordal N Distancia-hereditério
09, O3 Cografo
01, 02, 03 Distancia-hereditarios

Tabela 2.1: Classes geradas por o1, 09, 03

restringimos a operagao o, terfamos uma caracterizacao para a classe das arvores
analoga a do Teorema . Neste caso, dizemos que a a classe de grafos gerada (come-
¢ando de um tnico vértice) usando-se somente a operac¢ao o é a classe das arvores.
De forma analoga, quando usamos somente a operagao o, geramos a classe dos gra-
fos totalmente desconexos (sem arestas) enquanto que se nos restringimos a usar
somente a operagao s geramos a classe dos grafos completos. Exemplos mais inte-
ressantes sao obtidos ao considerarmos os grafos gerados por duas das trés operagoes
descritas. Os resultados conhecidos estao resumidos na Tabela [2]:

Essa tabela deve ser interpretada da seguinte forma: Um grafo GG esta na classe
“Bipartido N Distancia-hereditario” se, e somente se, G pode ser gerado a partir do
K, por uma sequéncia de operacoes do tipo o1 ou g3. Note que a classe de grafos
gerada pelas operacoes oy € 03 é exatamente a classe dos cografos. Isso indica nao
s6 que a classe dos cografos é uma subclasse dos grafos distancia-hereditarios como

também descreve outra caracterizacao dessa classe.

2.2.4 Grafos Periplanares

Os grafos periplanares, também conhecidos como grafos outerplanares, consti-
tuem uma famosa subclasse dos grafos planares e para defini-los precisaremos pri-
meiro de algumas defini¢oes de grafos planares.

Um grafo é planar se possui uma representacao gréafica no plano onde nao ocorre
cruzamento de arestas. Informalmente, uma representacao grafica no plano de um
grafo nada mais é que um desenho do grafo no plano onde vértices sao representados
por pontos e arestas por curvas com extremidades nos vértices. Uma representagao
sem cruzamento de arestas, ou seja, sem que duas curvas se interceptem fora de um
vértice, é chamada de representacao planar. Por exemplo, na Figura temos

uma representagao grafica do K. Como podemos observar, neste representagao
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(a) Representagao (b) Representacao
grafica do Ky planar do K3

Figura 2.4: Exemplo de grafo planar

existe cruzamento de arestas e portanto nao é uma representacao planar. Porém Ky
é um grafo planar, como podemos observar pela sua representagao planar ilustrada
na Figura . Dado uma representacao planar de um grafo nos referimos as
faces como sendo as regioes delimitadas pelas arestas. Na Figura temos uma
representacao planar com 4 faces. Note que a face 4 representa a regiao externa ao
desenho e é chamada de face externa. Quando é claro pelo contexto, entendemos
uma face como sendo o conjunto de vértices que interceptam a regiao da face. Nesse
contexto, podemos dizer que a face 1 contém 3 vértices ou, equivalentemente, tem
tamanho 3.

Agora sim, um grafo é periplanar se possui uma representacao planar com uma
face contendo todos os seus vértices. Por exemplo, na representacao planar da Fi-
guranéo existe nenhuma face que contenha todos os vértices e pode-se mostrar
que nao existe representacao planar do K4 com tal propriedade. Portanto, K, nao
¢ um grafo periplanar. Ja no grafo ilustrado na Figura [2.5] podemos facilmente
verificar que a face externa contém todos os vértices e entao trata-se de um grafo
periplanar. Dado um grafo periplanar sempre podemos obter uma representagao
planar deste onde a face externa contém todos os vértices.

A caracterizacao dos grafos periplanares que utilizaremos é um fato bem conhe-
cido na literatura e vém diretamente da definicao da classe. Esta caracterizagao estéa

expressa no seguinte teorema.

Teorema 4 ([25]). Um grafo G € periplanar se, e somente se, toda componente
biconexa de G, com mais do que 1 vértice, € uma aresta ou um ciclo que pode ser

representado no plano de tal forma que suas cordas nao se cruzam.

Figura 2.5: Grafo periplanar
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Capitulo 3
b-Coloracao e b-Continuidade

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos relacionados a b-coloracao,
principais fundamentos para este trabalho. Introduzimos o conceito de b-coloragao,
ntmero b-cromético e b-continuidade enunciando os principais resultados encontra-

dos na literatura acerca destes topicos.

3.1 Introducao

Uma defini¢ao fundamental no estudo de b-coloragoes é o de vértice dominante

(também chamado de b-dominante ou b-vértice) que enunciamos a seguir :

Definicao 4. Dado um grafo G e uma coloracao ¢ de seus vértices, dizemos que um
vértice v € V(G) é dominante se v é adjacente a pelo menos um vértice de cada

uma das outras cores que nao a sua, isso ¢ ¢(N(v)) = c¢(V(G)) \ {c(v)}.

Dado uma coloragao ¢ de G e uma cor A € ¢(V(G)) dizemos que a cor A tem um
vértice dominante se existe algum vértice v € V(G) tal que v é dominante e ¢(v) = A.
Considere, por exemplo, o grafo e a atribui¢ao de cores dados na Figura . Ela é
uma 3-coloracao pois sao usadas 3 cores e vértices adjacentes nao recebem a mesma
cor. Nessa coloragao, o vértice d é dominante pois é adjacente a pelo menos um
vértice de cada cor diferente da sua prépria, ou seja, cores 2 e 3. Ja o vértice a nao
¢ dominante nesta coloracao pois nao é adjacente a nenhum vértice de cor 3. Da
mesma forma, o vértice f nao é dominante pois nao é adjacente a nenhum vértice
de cor 1. Portanto, nao existe vértice dominante da cor 2, ou em outras palavras, a

cor 2 nao tem dominantes.

Definicao 5. Dado um grafo G e uma coloracao c de seus vértices, dizemos que c é

uma b-colorac¢ao se toda classe de cor em ¢ possui pelo menos um vértice dominante.

Usando a Defini¢ao [5| concluimos que a coloragao que encontramos na Fi-

gura nao é uma b-coloracdo pois a cor 2 nao tem vértices dominantes. Ja
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(a) ndo é b-coloragao (b) b-coloragao

Figura 3.1: Exemplo de b-coloracao

na coloracao da Figura podemos facilmente verificar que cada classe de cor
possui pelo menos um vértice dominante e portanto é uma b-coloragao com 3 cores,
ou 3-b-coloracao.

O conceito de b-coloragao foi introduzido por Irving e Manlove em [16]. A
motivagao para tal reside no fato de que uma coloracao que nao é uma b-coloragao
pode ter seu nimero de cores reduzido. Mais especificamente: dado um grafo G e
uma coloragao ¢ de seus vértices, se existe uma cor em ¢ que nao possui dominantes
entao essa cor pode ser removida da coloragao, respeitando-se a restricao de que
vértices adjacentes tenham cores diferentes. O procedimento para remover uma cor
sem dominantes ¢ estudado com detalhes na Secao mas discutimos aqui sua ideia
bésica. Pela definicao de vértice dominante, um vértice que nao é dominante possui
alguma cor, diferente da sua prépria, que nao aparece em sua vizinhanca. Dessa
forma, um vértice nao dominante pode ter sua cor trocada por essa cor ausente
em sua vizinhanga, gerando uma nova coloragao. Portanto, se uma cor nao possui
vértices dominantes, pode-se simultaneamente trocar as cores de todos os vértices
dessa classe de cor. Por exemplo, na coloragao da Figura podemos trocar a
cor do vértice a para 3 e a cor do vértice f para 1, obtendo entao uma nova coloragao
sem a presenga da cor 2. Logo, uma b-coloragao nada mais é que uma coloragao que
nao pode ser reduzida por esse procedimento de remover cores sem dominantes.

Além desta motivagao inicial, vém surgindo na literatura aplicacoes que utilizam
b-coloracao nas areas de Clusterizagao e Data Mining. Em algoritmos de clusteri-
zacao é comum o interesse de particionar elementos de um conjunto de forma que
elementos com caracteristicas semelhantes fiquem em um mesmo grupo, também
chamado de cluster. Uma das modelagem utilizadas para este problema consiste em
associar cada elemento do conjunto & um vértice em um grafo e adiciona-se arestas
entre vértices que nao podem ser considerados semelhantes. Numa coloracao desse
grafo cada classe de cor representa um cluster. Desta forma, uma coloracao passa a
representar uma particao onde elementos nao semelhantes pertencem a clusters dis-
tintos. Esta propriedade é desejavel porém nao necessariamente agrupa elementos
semelhantes. Ja em uma b-coloragao temos uma restrigao adicional. Isso porque,

cada vértice dominante passa a representar um elemento do cluster que, por ser
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adjacente a vértices de todas as outras cores, possui disparidade com elementos de
todos os demais clusters. Além disso, todos os clusters possuem um vértice domi-
nante. Esta propriedade vem se mostrando ttil para grandes sistemas distribuidos
e redes, por exemplo, em [I0] é proposto um algoritmo de roteamento em redes ba-
seado nessa propriedade enquanto que em [9] é proposto um sistema de classifica¢ao
de web services baseado em b-coloragao.

Nos tltimos anos diversos problemas e conceitos derivados de b-coloracao vem
sendo propostos e estudados na literatura. Dentre eles, podemos destacar o pro-
blema do nimero b-cromdtico e o conceito de b-continuidade. Nas proximas segoes

definimos e discutimos com mais detalhes estes topicos.

3.2 Numero b-Cromatico

Como ja observado, uma coloragao que possui uma cor sem vértices dominantes
pode ter essa cor removida da coloracao, obtendo-se uma nova coloracao com menos
cores. A aplicacao recorrente desse procedimento da origem a uma heuristica para
obter coloragoes com um numero reduzido de cores. De fato, essa heuristica sempre
produz como resultado uma b-coloracao. Tendo isso em mente, temos o seguinte

fato:
Fato 1. Toda coloracao minima de um grafo é também uma b-coloracao.

Se a coloragao minima nao fosse uma b-coloracao, poderiamos aplicar o proce-
dimento para remover uma cor sem dominantes obtendo uma coloragao com menos
cores, o que seria uma contradi¢cao. Essa simples observagao ja nos mostra que, dado
um grafo GG, sempre existe uma b-coloracao de G, assim como sempre existe uma
coloragao com y(G) cores. Além disso, torna-se claro que o problema de minimizar
o numero de cores de uma b-coloragao é exatamente o problema de determinar o

ntimero cromatico do grafo. Portanto, temos o seguinte fato.

Fato 2. O problema de decidir se um dado grafo G admite b-coloragao com k cores,

para um inteiro £ dado como entrada, é NP-completo.

Na realidade, o problema que se faz interessante é determinar a maior diferenca
possivel entre o nimero de cores de uma coloragao minima e o nimero de cores
de uma coloragao obtida pela heuristica descrita, para um mesmo grafo. Com essa
motivacao, Irving e Manlove, no mesmo artigo onde introduziram o conceito de

b-coloracao, também definiram o numero b-cromdtico de um grafo.

Definigao 6. O nimero b-cromdtico de um grafo G, denotado por x,(G), é o maior

inteiro k tal que G admite uma b-coloragao com k cores.
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(a) 2-b-coloragao (b) 4-b-coloragao

Figura 3.2: Exemplo do nimero b-croméatico

Para ilustrar essa defini¢ao, considere por exemplo o grafo da Figura[3.2] Trata-se
de um grafo bipartido completo menos um emparelhamento perfeito, que denotare-
mos por Kj,. Na Figura temos uma 2-coloragao do K7 4, que também é uma
coloragdo minima pois x (K7 ,) = 2. Pelo Fato , sabemos que essa coloragao é tam-
bém uma b-coloracao e, na realidade, nao é dificil verificar que todos os vértices sao
dominantes nessa coloragiao. Portanto, dessa informagao sabemos que x,(Kj 4) > 2.
J& na Figura tem-se uma 4-coloragao do K7, que também é uma b-coloragao
pois, assim como na coloragao anterior, todos os vértices sao dominantes. Logo,
pela existéncia de uma b-coloragao com 4 cores, sabemos que x;(Kj,) > 4. Para
determinar o niimero b-cromatico desse grafo é preciso saber se existem b-coloragoes
com mais do que 4 cores. Para isto, observamos que, um vértice dominante em uma
b-coloragao com 5 ou mais cores deve ter grau pelo menos 4, para que possa ser
adjacente a vértices de todas as outras cores que nao a sua. Dessa simples observa-
Gao, concluimos que nao existe b-coloragao com mais do que 4 cores do K7 4, pois
A(Kj},) = 3. Portanto x,(Kj,) = 4.

O argumento sobre o grau dos vértices que utilizamos para mostrar que
Xo(K;4) < 4 pode ser facilmente generalizado e dé origem a um limite superior para
o numero b-cromatico. De fato, dado uma k-b-coloragao de um grafo GG, temos que
cada classe de cor deve ter pelo menos um vértice dominante. Sejam vy, vg, ..., U
vértices tal que v; € um dominante da cor i, 1 < ¢ < k. Por ser dominante, v; é
adjacente a pelo menos um outro vértice de cada uma das outras cores que nao a
sua, logo d(v;) > k—1, 1 < i < k. Concluimos que se um grafo G esta b-colorido
com k cores entao existem k vértices com grau maior ou igual a kK — 1. Define-se
como m(G) o maior k tal que existem k vértices de G com grau maior ou igual a
k — 1. Da discussao anterior, observamos que se G pode ser b-colorido com k cores

entdo m(G) > k e portanto :
xe(G) < m(G)

O parametro m(G) pode ser computado eficientemente através da sequéncia de
graus do grafo. Para tal, considerando a sequéncia de graus ordenada de forma
decrescente, d(vy) > d(vy) > -+ > d(vy,), temos que m(G) = max{i | d(v;) > i —1}.
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O limite superior m(G) foi estabelecido em [16] onde mostra-se que o problema
de determinar se um grafo G pode ser b-colorido com m(G) cores é um problema NP-
completo. Sabe-se que esse problema continua NP-completo mesmo quando restrito
a classe dos grafos bipartidos [20] e cordais [I3]. Por outro lado, algoritmos eficientes
vem sendo desenvolvidos para outras classes de grafos. O primeiro resultado obtido

nessa direcao é apresentado pelo seguinte teorema:

Teorema 5 ([16]). Se T' é uma drvore, entao xu(T) pode ser computado em tempo
polinomial e x,(T) = m(T) ou xp(T) = m(T) — 1.

Uma vez que o nimero cromatico de uma arvore é 2 este teorema ja nos mostra
que a distancia entre x(G) e x,(G) pode ser arbitrariamente grande.

Além das arvores, outras classes de grafos ja foram consideradas no estudo
do problema do nimero b-cromatico. Diversos trabalhos vem sendo desenvolvidos
para grafos regulares, onde o parametro m(G) também tem forte influéncia [8], [17].
Em [1], 12} 18] sdo considerados grafos de Kneser onde resultados sao obtidos para os
grafos da forma K (2k +1,k) e K(k,2). Outras classe de grafos ja estudadas sdo os
cografos e sua superclasse Pj-esparsos [6]. Bonomo et al desenvolveram um algoritmo
polinomial para computar o nimero b-cromético de cografos e que é generalizado
para grafos Py-esparsos. Esse algoritmo utiliza a técnica de programacao dinamica

junto com a decomposicao cléassica dos cografos que é descrita na Segao 2.2.2]

3.3 b-Continuidade

Como visto na segao anterior, o grafo K, admite b-coloragoes com 2 cores e com
4 cores. Com um simples argumento podemos mostrar que esse grafo nao admite
b-coloragao com 3 cores. Para isso, suponha que temos uma 3-b-coloragao de Kj,.
Temos entao em Kj, pelo menos 3 vértices dominantes com cores distintas. Sejam
Vi e V, as duas partes da biparticio que particiona V(K7 ,). Dois desses vértices
dominantes devem estar na mesma parte, digamos V}, o que obriga a existéncia
de todas as cores na parte V5. Logo, existem 3 vértices em V5 com cores distintas
e, como consequéncia disso, um vértice em V; que nao pode ter nenhuma cor em
{1, 2,3}, uma contradi¢ao.

Esta estratégia para mostrar que o grafo Kj, nao possui 3-b-coloragiao pode
ser facilmente generalizada. De fato, pode-se mostrar que o grafo K7, s6 admite
b-coloragoes com 2 ou n cores [20]. Portanto, diferente das variagoes tipicas do pro-
blema de coloragao, o parametro k£ para o qual um grafo admite k-b-coloragao nao
necessariamente constitui um intervalo nos inteiros. Essa caracteristica foi primeira-

mente ressaltada em [20] onde a pergunta sobre a existéncia de grafos que admitem

16



(a) 2-b-coloragao (b) 3-b-coloragao (¢) 4-b-coloragao

Figura 3.3: Grafo b-continuo

b-coloragao com k cores para valores arbitrarios de k foi feita. Esta pergunta foi res-
pondida em [4] onde foi mostrado a existéncia de grafos que admitem k-b-coloragao
apenas para valores em um conjunto arbitrario S de ntmeros inteiros, dado que o
menor elemento em S é maior ou igual a 2. A situacao onde os valores de k, para os
quais um grafo admite k-b-coloragao, nao constituem um intervalo continuo de in-
teiros representa um desafio a mais na tratabilidade de problemas com b-coloracao.
Isso porque, ao mostrar a nao existéncia de uma b-coloracao com k cores nao se
pode concluir nada para valores maiores (ou menores) que k. Esse cenario motivou

a seguinte definicao:

Definicao 7. Um grafo G é b-continuo se G admite b-coloragao com k cores para
todo x(G) <k < x3(G).

Todo grafo G admite b-coloragoes com x(G) cores e com x,(G) cores. A primeira,
devido ao Fatoe a segunda pela propria definigao de x,(G). Desta forma, um grafo
¢ b-continuo se admite b-coloragao para todos os valores de k possiveis, isso €, entre
X(G) e xs(G). Considere, por exemplo, a Figura[3.3] Nela temos um grafo G e trés
b-coloragoes deste grafo. Podemos facilmente verificar que x(G) = 2 e x,(G) = 4.
Como ilustrado na figura, esse grafo possui b-coloracao para todos os valores entre
2 e 4 e portanto trata-se de um grafo b-continuo. Observe agora o grafo H da
Figura . Na Figura ilustramos uma 2-b-coloracao e uma 4-b-coloragao
deste grafo. Temos entao que x(H) = 2 e xp(H) = 4, ja que xp(H) < m(H) = 4.
Como iremos argumentar mais a frente, este grafo nao admite b-coloragao com 3
cores de forma que se trata entao de um grafo nao b-continuo. Na realidade, H é o
menor grafo nao b-continuo. Para tal, implementamos um algoritmo de forga bruta
para obter os valores de k para o qual um grafo admite k-b-coloragao. Além disso,
geramos e executamos tal algoritmo para todos os grafos com 7 ou menos vértices.
Com isso, obtemos que H ¢ tinico grafo nao b-continuo com 7 vértices e nao existe
nenhum outro grafo com menos vértices que possua esta propriedade.

Para verificar que o grafo H da Figura é de fato nao b-continuo devemos
mostrar que este nao possui uma 3-b-coloracao. Na tentativa de construir uma
3-b-coloracao de H vamos construir dois casos, que sao ilustrados na Figura |3.5]

No Caso 1, a suposicao é de que o vértice a é um vértice dominante. Assim, sem
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@,
(a) Grafo H (b) 2-b-coloragao (¢) 4-b-coloragao

Figura 3.4: Grafo nao b-continuo

perda de generalidade, temos a pré-coloracao obtida na Figura Veja que
neste ponto podemos atribuir ao vértice f a cor 1 ou 3. Se atribuimos a f a cor
1 o vértice b nao se torna um dominante da cor 2 e nenhum dos vértices restantes
(g ou e) podem se tornar dominantes para a cor 2, de forma que nao conseguimos
completar a b-coloragao. Se atribuimos a f a cor 3 entao g deve receber a cor 2
fazendo com que a cor 3 nao possa ter dominante nesta pré-coloragao. No Caso 2,
supomos que o vértice a nao é dominante e, por uma questao de simetria, o vértice
e também nao deve ser dominante. Com estas hipoteses recaimos na pré-coloragao
da Figura . Observe que nesta situacao os vértices f e ¢ nao podem se tornar
dominantes e entao temos somente o vértice e como um potencial dominante para as
cores 1 e 3. Concluimos entao que esta pré-coloragao também nao pode ser estendida
para uma 3-b-coloracao, mostrando entao que H nao admite uma b-coloracao com

3 cores.

f

b c
2 O 2 J
a Id e
@
(a) Caso 1 (b) Caso 2

Figura 3.5: Nao existéncia de 3-b-coloragao

Tendo em mente a definicao de b-continuidade temos o problema natural de,
dado um grafo G, determinar se G é b-continuo. Barth et al mostraram em [4] que
esse é um problema NP-completo, mesmo quando uma y,(G)-coloragao e uma x(G)-
coloracao sao também dadas como entrada. Tal resultado torna interessante o estudo
da propriedade de b-continuidade restrito a classes especificas de grafos. Encontram-
se na literatura trabalhos onde se mostram que determinadas classes de grafos sao b-
continuas, no sentido de que todos os grafos da classe sao b-continuos. Por exemplo,
em [3] é provado que todos os grafos de intervalo sdo b-continuos, resultado que foi
posteriormente generalizado para os grafos cordais [22]. Existem também trabalhos

que buscam estabelecer b-continuidade para os grafos de Kneser porém sé resultados
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parciais foram obtidos até o momento [24]. Outra classe de grafos para a qual se tem
resultados de b-continuidade, e que é especialmente importante para nosso trabalho,
é a classe dos cografos.

Bonomo et al, em [6], mostraram que a classe dos cografos é b-continua. De
fato, nesse mesmo trabalho esse resultado foi generalizado para a classe dos grafos
Pjy-esparsos e também foi desenvolvido um algoritmo eficiente para o problema do
numero b-cromatico nessa classe. Ao final do artigo é questionado se tais resulta-
dos podem ser generalizados para outras superclasses de cografos, como os grafos
distancia-hereditarios. Conseguimos neste trabalho uma resposta parcial a essa per-
gunta, mostrando que os grafos distancia-hereditarios sao b-continuos. A defini¢ao
e caracterizacao dos grafos distancia-hereditarios é apresentada na Secao [2.2.3 e o
resultado de b-continuidade para a classe se encontra na Segao [4.2]

Para provar que a classe dos cografos é b-continua foram usados os seguintes

teoremas:

Teorema 6 ([0]). Sejam Gy e Go grafos b-continuos, entio G = Gy + G € b-

continuo.

Teorema 7 ([0]). Sejam Gy e Gy grafos b-continuos, entao G = Gy A Gg € b-

continuo.

Como visto na Segao [2.2.2] os cografos podem ser completamente decompostos
através das operacoes de uniao disjunta e join. Portanto, a b-continuidade dos co-
grafos ¢ simples corolario dos teoremas acima. O que observamos nos Teoremas[6]e|[7]
é que as operacoes de uniao disjunta e join preservam b-continuidade. Esses resul-
tados sao mais gerais e, além de permitir estabelecer b-continuidade para cografos,
possibilitam a construgao de grafos b-continuos e também podem ser usados como
ferramentas para provar b-continuidade de outras classes de grafos. Neste traba-
lho introduzimos uma abordagem ao estudo da b-continuidade através de operagoes
que preservam b-continuidade. Assim como no caso dos cografos, mostramos que o
resultado de b-continuidade estabelecido para grafos cordais pode ser expresso de
forma mais geral através de uma operacao de adicao de vértice simplicial. Além
disso, identificamos novas operacoes que preservam b-continuidade e utilizamos tais
resultados para provar b-continuidade para os grafos periplanares. Esses resultados

se encontram na Se¢ao [4.3]
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos neste trabalho. Na proxima
secao, introduzimos alguns conceitos e técnicas que utilizamos nas demonstracoes
das secoes seguintes. Na Secao provamos que os grafos distancia-hereditérios
sao b-continuos. Na Segao discutimos mais profundamente uma abordagem ao
estudo de b-continuidade através de operacoes em grafos. Nessa se¢ao identificamos
algumas operacoes que preservam b-continuidade e utilizamos tais resultados para

estabelecer b-continuidade em outras classes de grafos.

4.1 Recoloracao e Dominéancia

Na demonstracao de teoremas envolvendo colora¢ao é muito comum a necessi-
dade de manipular uma coloragao para obter propriedades desejadas. Podemos citar
como exemplo a prova do Teorema das 5 cores onde ¢é utilizado cadeia de Kempe para
trocar a cor de alguns vértices da coloragao [5]. Para estabelecer nossos resultados
relacionados a b-coloragao e, em especial, b-continuidade também foi muitas vezes
necessario manipular uma dada coloragao. Porém, como em geral queremos obter
b-coloracoes ao final do processo, torna-se fundamental manter o controle acerca
dos vértices dominantes ap6s recolorir o grafo. Com isto em mente, nesta segao
introduzimos algumas operagoes basicas que podemos fazer com uma coloracao e
analisar qual sua influéncia na propriedade de um vértice ser ou nao dominante. A

primeira delas é uma simples operacao de renomear cores.

Definicao 8. Seja G um grafo, ¢ coloracao de GG e A e B duas cores distintas em
c¢(V(G)). Definimos a operagao sw(c, A, B) aquela que cria uma nova coloragao

d = sw(c, A, B), da seguinte forma :
e ¢ (v) =B, se c(v) = A.
e d(v)=A, sec(v) =B.
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e ((v) = c¢(v), caso contrario.

Por questoes de simplicidade, quando c for claro pelo contexto, usaremos apenas
sw(A, B).
Lema 1. Seja G um grafo, ¢ uma coloragao de G e A e B duas cores distintas de

c¢(V(@Q)). Considere ¢ = sw(c, A, B). As seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

e ( & coloragao de G.

e v € V(G) é vértice dominante em ¢’ se, e somente se, v ¢ dominante em c.

Demonstracao. Essa operagao apenas troca o nome das cores A e B. Portanto as

afirmagoes sao trivialmente verdadeiras. O]

Corolario. Seja ¢ uma coloragao de G tal que existe vértice dominante com a cor
A e nao existe vértice dominante com a cor B. Entao, a coloragao ¢ = sw(A, B)

possui as sequintes propriedades:

o Fuiste vértice dominante com a cor B.
e Nao existe vértice dominante com a cor A.

e Dominantes das outras cores sao preservados.

A importancia desse corolario se deve ao fato de muitas vezes querermos fazer
com que uma determinada cor fique sem dominante para depois remove-la da co-
loragao. Para remover uma cor sem dominantes de uma coloragao vamos definir a

seguinte operacao:

Definicao 9. Seja G um grafo, ¢ uma coloragao de G ¢ A uma cor em ¢(V'(G)) que
nao possui dominantes. Definimos a operagao rem(c, A) como aquela que cria uma

nova coloracao ¢’ = rem(c, A) da seguinte forma:
e (v) =c(v), se c(v) # A.
e ¢ (v) = B para qualquer B tal que B € ¢(V(G))\ (c¢(N(v))U{A}), se c(v) = A.

Observe que existe certa liberdade para a escolha da cor B. Para nossos pro-
poOsitos nao importa qual cor B escolhemos, desde que ela satisfaca a condicao
B € ¢(V(G)) \ (¢(N(v)) U{A}). Sempre ha uma escolha possivel para B pois,
como A nao tem vértices dominantes, existe alguma cor de ¢(V(G))\ {¢(v)} que nao
estd em ¢(N(v)), Yv com ¢(v) = A. Esta operagao ¢ exatamente a de remover uma
cor sem dominantes descrita na Sec¢ao que da origem a defini¢ao de b-coloragao.

Quando a coloragao c estiver clara pelo contexto usaremos apenas a notagao rem(A).
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Lema 2. Seja G um grafo, ¢ uma colora¢ao de G e A uma cor em ¢(V(G)) que
nao possui dominante. Entao, uma coloragdo ¢ = rem(c, A) possui as seguintes

propriedades:
o J(V(G)) =c(V(G)) \{A}
e ( é coloragao.
o ¢(N(v))\{A} C(N(v)), Vv e V(G)
e se v é vértice dominante em ¢ entao v é vértice dominante em .

Demonstragao. A operagao rem(c, A) altera somente a cor dos vértices do conjunto
S ={v|c(v) = A}. Cada vértice em S recebe uma cor diferente de A e cada vértice
em V(G) \ S permanece com sua cor. Portanto, somente a cor A é removida da
coloragao enquanto as outras continuam existindo.

Suponha por contradigao que ¢/(v) = ¢(u) para alguma aresta vu € E(G). Como
¢ & coloragao e nao alteramos as cores dos vértices em V(G) \ S ocorre que u ou v
deve estar em S. Nao podem ambos estar em S, pois S é conjunto independente.
Suponha, sem perda de generalidade, que v € S e u ¢ S. Logo, ¢'(u) = c(u) e
d(v) = c(u) mas, pela definicdo da operacao rem(c, A), isso implica que c(u) ¢
(¢(N(v)) U{A}). Uma contradigao, ja que c(u) € ¢(N(v)).

S6 os vértices com cor A tem suas cores alteradas. Portanto, um vértice v € V(G)
deixa de ver em sua vizinhanga, no pior caso, somente a cor A. Logo, ¢(N(v))\{A} C
d(N(v)).

Seja v um vértice dominante em c¢. Portanto, c(v) # A e ¢/(v) = ¢(v), pois A
nao tem vértices dominantes. Como v ¢ dominante ¢(N(v)) = ¢(V(G)) \ {c(v)}.
Os vértices com cor diferente de A em N(v) nao tiveram suas cores alteradas, logo
¢(N(v)) 2 e(N(v)) \ {A} = c(V(G)) \ {c(v), A} = ¢(V(G)) \ {(v)}. Por outro
lado, /(N (v)) C ¢(V(G))\{c'(v)}, pois ¢ é coloragao. Entao, ¢(N(v)) = (V(G))\

{c(v)} e v & dominante em ¢ O

Corolario. Seja G um grafo e ¢ uma k-coloracao de G onde somente a cor A €
c¢(V(G)) nao tem dominantes. Entao, a coloragio ¢ = rem(c, A) é uma (k — 1)-b-

coloracao de G.

A operagao rem(c, A) foi definida de forma que todos os vértices em S = {v |
c(v) = A} tenham sua cor alterada. Observe que poderiamos realizar o mesmo
procedimento mas apenas alterando as cores de um subconjunto S’ C S de vértices.
Nesse caso a cor A poderia continuar existindo na coloracao mas ¢’ continua sendo
uma coloracao valida. Além disso, vértices que eram dominantes em ¢ podem deixar

de ser dominantes, mas apenas pela auséncia da cor A.
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Vamos analisar agora as consequéncias de remover um vértice de um grafo que
esta b-colorido. Para isto, veja que se G tem uma coloragao ¢, ao remover um vértice

v de G, podemos também entender ¢ como uma coloracao de G — v.

Lema 3. Seja G um grafo com um vértice v € V(G) e uma b-coloragao c. O grafo
G — v nao admite ¢ como b-coloracao se, e somente se, alguma dessas afirmacoes

forem verdade:

e v ¢ 0 unico dominante de sua cor em c e ¢(v) € ¢(V(G —v)).

e Existe uma cor A cujo conjunto de dominantes é S = {wy,ws, ..., w}, com
S C N(v). Além disso, v ¢ o tnico vizinho de w com a cor ¢(v), para todo
w e S.

Demonstragao. Se alguma dessas condigoes ocorre, claramente ¢ nao é b-coloragao
de G —v. Logo, por definigao, existe A € ¢(V (G — v)) que deixou de ter dominante
em G —v. Se A = ¢(v), entdo o vértice v era o tnico dominante de sua cor, e a
primeira afirmagao vale. Se c¢(v) # A, todos dominantes S = {wy,ws, ..., wi} da
cor A deixaram de ser dominantes. Os tnicos vértices que tiveram sua adjacéncia
alterada com a remogao de v sao aqueles em N (v) e portanto S C N(v). Além disso,
v era o Unico vizinho com a cor ¢(v) dos vértices em S, caso contréario, ao remover

v, algum vértice em S continuaria sendo dominante. O

Como podemos ver, para que a remoc¢ao de um vértice altere a caracteristica de
uma coloracao ser b-coloracao, algumas situagoes restritivas tem que ocorrer. Pelo
Lema [3, podemos ver que uma dessas situagoes exige que todos os dominantes de
uma cor estejam aglomerados em um determinado conjunto. Esse tipo de situagao
é interessante quando queremos remover uma cor da b-colora¢ao e por isso merece

uma definicao especial.

Definigao 10. Dado um grafo G' e uma b-coloracao ¢ de GG. Dizemos que uma cor
A € ¢(V(Q)) é b-restrita em S C V(G) se todos os vértices dominantes de A estao

em S.

4.2 b-Continuidade dos Distancia-hereditarios

O principal resultado dessa secao esta expresso no seguinte teorema:
Teorema 8. Se G ¢ um grafo distincia-hereditdrio entao G é b-continuo.

Com este, generalizamos o resultado de b-continuidade conhecido para cografos,

respondendo parcialmente a pergunta feita em [6]. Uma segunda motivagao para
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considerar os grafos distancia-hereditarios vem da Tabela[2.1} Veja que ja era conhe-
cido que grafos cordais e cografos sao b-continuos. Portanto, dentre as classes gera-
das por exatamente 2 operacoes, apenas a classe dos bipartidos distancia-hereditérios
nao era conhecida ser b-continua. Diferente dos outros dois casos, esta classe nao é
trivialmente b-continua pois nem todos os grafos bipartidos sao b-continuos, como
observado na Se¢ao [3.3] Logo, com o resultado do Teorema 8] também encontramos
uma subclasse dos grafos bipartidos para o qual a propriedade de b-continuidade
vale.

A demonstragao do Teorema [§] é bastante técnica e utilizamos indugao matema-
tica em conjunto com uma andalise de casos. Além disso, usamos profundamente
algumas propriedades estruturais dos grafos distancia-hereditarios que derivam de
sua caracterizacao apresentada na Secao [2.2.3] Dessa forma, esta segao esta dividida
em duas partes. Na primeira, desenvolvemos as propriedades estruturais dos grafos
distancia-hereditarios que serao usados na prova. Na segunda parte apresentamos a

prova do Teorema [§

4.2.1 Propriedades Estruturais dos Distancia-hereditarios

O seguinte lema nos ajudara a entender como as operagoes oy € g3 alteram um
grafo G dado.

Considere um grafo G' e uma particao de seus vértices Vq, Vs, ..., Vi. Cada vez
que aplicamos uma operacao o(G,v) estamos adicionando um vértice u ao grafo.
Neste momento, considere que este vértice u estd sendo adicionado a parte V; a
qual v pertence. Dessa forma, ap6s uma sequéncia de aplicagoes das operagoes que
transformam G em G’ obtemos uma extensao da partigao original de V(G) para a
partigao V{,Vy,...,V/ de V(G'), onde V; C V!, V1 < i < k.

Lema 4. Seja G um grafo e Vi, V5, ..., Vi uma particao de seus vértices. Considere
o grafo G’ obtido por uma sequéncia arbitraria de aplica¢oes das operagoes o3 € 03 €
seja V{, V3, ..., V] a extensao da partigao de V(G) para V(G'). Entao, as seguintes

afirmagoes sao verdadeiras :
e Se G[V;] é cografo entao G'[V]/] é cografo.
e Se V; x V; C E(G) entao V/ x Vi C E(G").
e Se (Vi x V;) N E(G) = 0 entao (V/ x V)N E(G") = 0.

Demonstrag¢ao. A primeira afirmagao é trivial, se considerarmos a caracterizagao de
cografos na Tabela 2.1 G'[V/] ¢ gerado por uma sequéncia de operagoes do tipo

09 ou o3 a partir de G[V;] e este, por ser cografo, é gerado por uma sequéncia das
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mesmas operagoes a partir de K;. Logo, G'[V/] é gerado por o e 03 a partir de K,
e portanto é cografo.

Para mostrar que a segunda afirmacao é verdadeira basta prova-la para uma
unica aplicacao de operagao, pois de maneira indutiva ela é verdadeira para uma
sequéncia de aplicagdes. Portanto, seja V; e V; partes de V(G) que tem todas as
arestas entre si. Ao realizar a operacao oy ou o3 em algum vértice v € V; obtemos a
nova partigdo com V/ = V; U {u}, onde u é o vértice adicionado e Vi=V;, Vj#i
Observe que, pela defini¢ao destas operacoes, Nov(u) 2 Ng(v) e V; x V; C E(G) =
Na(v) 2 V. Logo, Ng(u) 2 V; e portanto V' x Vj C E(G').

A prova da terceira afirmacao é analoga a da segunda. O]

Este lema vale para qualquer partigao dos vértices do grafo original e nos ajuda
a entender como as operacoes o, e o3 modificam um grafo. Considere, por exemplo,
a partigao natural onde cada V; é composto por um tnico vértice v; € V(G). O que
o Lema 4 nos diz é que, apos aplicar uma sequéncia arbitraria de operagoes do tipo
o9 ou o3, cada vértice de v; € V(G) serd transformado em um cografo arbitrario
G'[V/] (pela primeira afirmacao). A segunda afirmacgao nos diz que se dois vértices
v; e v; eram adjacentes, os cografos G'[V]] e G'[V]] tem todas as arestas entre eles
em G'. Por final, a dltima afirmacao do lema nos diz que se dois vértices nao eram
adjacentes em G entdo seus cografos nao tem aresta entre eles em G'.

Vamos utilizar este lema em conjunto com a seguinte propriedade bem conhecida

dos grafos distancia-hereditarios:

Lema 5 (Bandelt e Mulder [2]). Seja G um grafo distancia-hereditario. Entao,
G[N(v)] é um cografo, Vv € V(G).

Finalmente, segue o lema que explicita qual estrutura vamos utilizar na demons-

tragao.

Lema 6. Seja G um grafo tal que existe v € V(G) com dg(v) = 1 e seja u o tnico
vizinho de v. Além disso, G satisfaz que G[/N(u)] é um cografo. Considere o grafo
G’ obtido de GG por uma sequéncia arbitraria de aplicacdes das operacoes oy € 03.
Entao, existe parti¢ao V{, V5, Vi e V] de V(G’) tal que:

o G'[V]], G"[VJ] e G'[VZ] s@o cografos.

W x Vi C B(Q)

Vi x Vg € E(G)

(Vi x V5)N E(G") =0
)

(VI x Vi) n E(G)
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o« (VX V)NEG) =10

Demonstragao. Considere a seguinte particao de V(G), Vi = {v}, Vo = {u}, V3 =
N(u)\{v} e Vi =V(G)\ (Vi UVaUV3), e use o Lema 4] ]

G

—

aplicacoes de a9, g3

Figura 4.1: Transformacao descrita pelo Lema @

Na secao seguinte vamos trabalhar com grafos G’ que podem ser obtidos como
descrito pelo Lema [6] Vamos mostrar que todo grafo distancia-hereditario possui

tal decomposicao.

4.2.2 Prova do Teorema

A prova sera feita por indugao em n = |V(G)|. O teorema claramente é verda-
deiro para n < 2. Para provar que GG com n > 3 vértices é b-continuo precisamos
mostrar que G tem k-b-coloragao para todo x(G) < k < x,(G). Por definigao,
G tem b-coloragao com k = x(G) cores. Vamos mostrar entdo que se G tem b-
coloragao com k > x(G) + 1 cores entao G também admite b-coloragdo com k — 1
cores, concluindo a prova. Seja entdo ¢ uma k-b-coloragao de G com k > x(G) + 1.

Vamos agora desenvolver as propriedades estruturais que vamos precisar de G.
Como G ¢ distancia-hereditéario existe uma sequéncia de operagoes pi, pa, . . . , Pm que
geram (3, a partir de um unico vértice, tal que p; € {01, 09,03},1 < i < m. Considere
que as operacoes sao feitas na ordem py, pa, . .., p,, de forma que G = p,, - - - pa-p1- K7.
Seja j o maior indice tal que p; = ;. Se tal j nao existir, significa que G' é gerado
apenas por gy e o3 e portanto é cografo, caso em que nao resta nada a provar ja que
cografos sdo b-continuos [6]. Considere entdo G’ = p; - pj_1---p2 - p1 - K1, ou seja
o grafo que obtemos parando apods a ultima operacao do tipo o;. Sabe-se que G’ é
distancia-hereditario e seja v o vértice adicionado pela tltima operacao p; e u seu
tnico vizinho. Logo, de(v) = 1 e G'[N(u)] é um cografo, pelo Lema[f] Veja que o
grafo G’ satisfaz as hipoteses descritas no Lema [f] Além disso, G é gerado a partir
de G’ por uma sequéncia de operagoes do tipo o3 ou 03. Aplicamos entdo o Lema [6]

neste caso considerando a transformacao que leva G’ em G. Obtemos com isso a
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decomposicao V/, V4, V3, V] desejada de V(G) descrita pelo lema. Vamos considerar
entdo, daqui por diante, os subgrafos induzidos P = G[V/], H = G[VJ], W = G[V]
e T = G[V]] que particionam V(G). Além disso, no restante desta prova vamos
denotar por P A H o grafo G[V(P) U V(H)]. De acordo com o Lemal6, P, H e W
sao cografos. Existem todas as arestas entre V(P) e V(H) e nenhuma outra aresta
saindo de V(P). Além disso, existem todas as arestas entre V(H) e V(W) e todas
as arestas que saem de V(H) vao para V(P) ou V().

P H
= T

Figura 4.2: Estrutura de G.

Por uma questao de simplicidade vamos considerar que GG é conexo, caso contrario
poderiamos aplicar a hipotese de indugao em cada componente conexa de G e usar
o fato que a unido de grafos b-continuos ¢ b-continuo [6].

Para obter uma (k — 1)-b-coloragdo de G vamos proceder com uma sequéncia
de casos. Neles vamos identificar uma cor b-restrita em um conjunto apropriado e
tentar remove-la através das operagoes vistas na Se¢ao [4.Il A primeira divisdo de

casos que faremos ¢ sobre a existéncia de cor b-restrita em V(P).

Existe cor b-restrita em V(P)

Nesta segao estamos supondo que existe uma cor A b-restrita em V(P), isto
¢, todos os dominantes da cor A se encontram em V(P). Isso implica que A €
c(V(P))ec(PNH)={1,2,...,k} = c(V(Q)), pois a existéncia de dominantes em
P forcam a existéncia de todas as cores em P A H. Lembramos que, por construcao,
existem todas as arestas entre P e H e entao ¢(V(P)) N ¢(V(H)) = 0. Essas duas
propriedades nos levam ao seguinte fato béasico que serd tutil quando consideramos

restri¢oes da coloragao ¢ para os grafos P e H.

Fato 3. Se um vértice v € V(P) é dominante em G entao este também é dominante
em P, na coloracao c restrita a V(P). No sentindo inverso, se v é dominante na
coloragao ¢ restrita a V(P) entao ele também é dominante em G na coloragao ¢ de

V(G). O mesmo vale para vértices v € V(H) e a coloracao c restrita a V(H).

Este fato, que é valido apénas no presente caso onde V(P) possui dominantes,
indica a equivaléncia entre a propriedade de um vértice ser dominante em relagao a

coloragao ¢ de G e as restrigoes de ¢ nos grafos P ou H.
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Caso 1: Existe B € ¢(V(P)) tal que B nao tem dominante em V(P).

Nesse caso realizamos primeiramente a operagao sw(A, B) em P. Pelas pro-
priedades dessa operagao temos que P continua com coloracao valida e vértices
dominantes sao preservados. Além disso, como nenhuma cor aparece em P e H
simultaneamente, a coloragao obtida ainda é valida para G. Dominantes em H e
em G — (P A H) sao preservados. Logo, pelo corolario do Lema , a cor A deixou
de ter dominante em P (e portanto em G) e a cor B passou a ter dominante em
P. Nesta nova coloragao a cor A é a tnica sem dominantes e realizando a operagao

rem(A) em G obtemos uma (k— 1)-b-coloragao de GG, como apontado pelo corolario
do Lema [2l

Caso 2: Toda cor B € ¢(V(P)) tem dominante em V(P) e [¢(V(P))| > x(P).
Nesse caso P esta b-colorido com k' = |¢(V(P))| > x(P) cores. Como P é
cografo, e portanto b-continuo, existe (k' — 1)-b-coloracao de P. Considere uma
dessas (k' — 1)-b-coloragoes de P e renomeie as cores de forma que apenas a cor A
desapareca de P e as demais cores permanecam. Os vértices que sao dominantes
na coloragao restrista a V' (P) deixam de ver apenas a cor A na coloragao restrita
a V(G). Da mesma forma, os vértices que eram dominantes em H deixam de ver
somente a cor A. Desta forma, somente a cor A deixa de ter dominantes nesta nova
coloragao. Aplicamos entdao a operacao rem(A) em G para obter uma (k — 1)-b-

coloracao de G.

Caso 3: Toda cor B € ¢(V(P)) tem dominante em V(P) e |¢(V(P))| = x(P).
Nesse caso P estd com uma coloracao minima. Para tratar esse caso vamos

precisar considerar a coloragao em H, criando dois novos sub-casos.

Caso 3.1: Existe B € ¢(V(H)) tal que B nao tem dominante em V(H).

Nesse caso realizamos primeiramente a operagdo sw(A, B) em P A H. Pelo
Lema (1| e seu corolario, temos que dominantes em P A H sao preservados de forma
que a cor A passa a nao ter dominantes em P A H e a cor B passa a ter dominantes
em P A H. As demais cores que tinham dominantes em P A H continuam tendo.
Todas as cores em W, exceto A, tem dominantes em P e portanto nao precisamos nos
preocupar com dominantes de W. Dominantes em T claramente nao sao afetados.
Portanto, a tnica cor sem dominante é A. Mas ainda precisamos verificar que a
nova coloracao ¢ é de fato uma coloracao de GG. Esta ¢ claramente valida para
P N H mas podem ocorrer conflitos entre H e W. Os tnicos conflitos que podem
ocorrer sao arestas uv tal que u € V(W), v € V(H) e d(v) = (u) = c(u) = A.
Veja que u nao era dominante, pois via todas as cores em c¢(V(H)) e A era b-
restrita em V(P). Portanto existe uma cor, diferente de A, que ndo aparece em sua

vizinhanga que esta em ¢(V(P)). Ja v nao era dominante também e via todas as
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cores em ¢(V(P)). Portanto existe uma cor, diferente de B, que ndo aparece em sua
vizinhanga que esta em ¢(V(H)). Logo, podemos trocar a cor de u e de v de forma
que tenham cores diferentes, pois ¢(V(P)) Ne(V(H)) = 0. Esse processo pode ser
feito para todas as arestas uv conflitantes de forma independente. Este processo
nao cria novos conflitos pois ao alterar a cor de um vértice usamos o fato deste
nao ser dominante na coloragao inicial para mostrar a existéncia de uma cor que
nao aparece em sua vizinhanca. Além disso, os vértices afetados em W formam um
conjunto independente assim como os vértices afetados em H. Ao alterar cores em
W podemos alterar a dominancia de vértices em 71" porém, como alteramos vértices
em W cuja cor é A, estes vértices que eram dominantes em 7" deixam de ser somente
pela auséncia da cor A. Ao final desse processo temos uma coloracao vélida de G
onde a cor A nao tem dominante e as demais cores tem dominantes a menos da
auséncia da cor A em suas vizinhangas. Basta entao aplicar a operacao rem(A) em
G obtendo uma (k — 1)-b-coloragao de G.

Caso 3.2: Toda cor B € ¢(V(H)) tem dominante em V (H).

Logo, H esta b-colorido na restrigdo de ¢ a V(H). Mas P também esta b-colorido
e portanto P A H esta b-colorido com k cores (todas as cores estdo em P A H). Seja
B uma cor em ¢(V(H)). Assim como no caso anterior, vamos aplicar a operacao
sw(A, B) em P A H. Todos os dominantes em P A H sao preservados e portanto
P A H continua k-b-colorido. A nova coloracao ¢ nao é valida apenas por arestas
wv tal que w € V(W), v € V(H) e d(v) = ¢(u) = ¢(u) = A. Usando o argumento
do caso anterior podemos trocar as cores de todos os vértices u € V(W) que tem
conflitos com vértices em H. Assim ¢ se torna uma k-b-coloracao. Veja que todas
as cores em GG tem dominantes em P A H e portanto nao precisamos nos preocupar
com dominantes em W ou T. Dado que P esta x(P)-colorido temos que H nao
pode estar b-colorido com y(H) cores. Isto porque, caso contrario, terfamos que
k= x(P)+ x(H) = x(P N H) < x(G) mas, por hipotese, k& > x(G) + 1. Logo,
H esta b-colorido com k" > x(H) cores e entao existe (k' — 1)-b-colorac¢ao deste.
Analogamente ao Caso 2, vamos renomear as cores dessa (k' — 1)-b-coloragao de
forma que somente a cor A desapareca de H. Com isso, obtemos uma coloragao
véalida de G onde a cor A nao tem dominante e as demais cores tem dominantes
exceto a auséncia da cor A em suas vizinhancas. Basta entao aplicar a operagao

rem(A) em G para obter uma (k — 1)-b-coloragao de G.

Nao existe cor b-restrita em V(P)

Nesta se¢ao vamos lidar com o caso de nao existir cor b-restrita em V' (P). Com

essa hipotese o seguinte fato vai ser usado.
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Fato 4. Se ¢ nao é b-coloracao de G — v e v € V(P) entao a segunda afirmacao do
Lema |3) ¢ verdadeira e o conjunto S de cores que nao tem dominantes em c restrita

a G — v satisfaz S C ¢(N(v) NV (H)).

Isso ¢ verdade pois como nao existe cor b-restrita em V(P) entdo v nao pode
ser o tnico dominante de sua cor. Além disso, as cores em ¢(V(P)) tem vértices
dominantes fora de P e portanto nao deixaram de ter dominante em G — v.

Para realizar a indugao queremos usar o grafo G — v. Mas é preciso também
saber como recolorir o vértice v ao adiciona-lo de novo. Para isso, vamos precisar
analisar melhor a estrutura de P. Vamos separar nos casos em que V' (P) nao é uma

clique e no caso que V(P) é uma clique.

V(P) nao é clique

Vamos proceder de forma anéloga ao que fizemos com G para obter proprieda-
des estruturais de P. Como P é um cografo existe uma sequéncia de operagoes
P1,D2, - - -, Pm que geram P a partir de um tunico vértice, tal que p; € {09,03},1 <
i <m. Ouseja, P =p,,---p2-p1 - Ki. Seja j o maior indice tal que p; = o9. Tal
j deve existir pois, caso contrario, P é gerado apenas por o3 e portanto é um grafo
completo, uma contradi¢do. Considere o grafo P’ = p; - pj_1---ps - p1 - K;i. Seja
u € V(P') o vértice adicionado pela tltima operacao p; e v € V(P') o vértice que foi
usado na operagao. Por definigdo temos que Np/(u) = Np/(v). O grafo P é gerado
a partir de P’ por uma sequéncia de operacoes do tipo o3. Logo, podemos aplicar
o Lema [4] a particao Vi = {u}, Vo = {v}, Vs = N(u) e V; = V(P')\ (Vi U Vo U V3)
obtendo a partigao V/, V;, V4 e V; de V(P). Pelo Lema[d P[V]], P[V;] e P[Vy] sdo

cografos e seguem a estrutura da figura a seguir.

—

aplicagoes de o3

Figura 4.3: Estrutura de P.

Veja que na realidade estamos numa situagao mais restrita do que a expressa no
Lema pois s6 usamos operagoes oy para construir P a partir de P’. Os grafos P[V/]
e P[V]] foram gerados a partir de u e v, respectivamente, somente pela operagao os.

Logo, o seguinte fato vale:
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Fato 5. P[V/] e P[Vj] s@o grafos completos.

Suponha, sem perda de generalidade que |V]| < |V3]. Agora estamos em condicao

de alterar a b-coloracao.

Caso 1: Existe v € V/ tal que ¢ é k-b-coloracao de G — v.

Nesse caso, aplicamos a hipotese de indugao em G — v para obter (k — 1)-b-
coloragao ¢ de G — v. Basta entdo adicionar v e encontrar uma cor disponivel para
v. Veja que (V{\ {v}) e V4 particionam N(v). Por construcao, ¢'(Vy) N (Vy) = 0.
Entao, existem pelo menos |/(V3y)| = |VJ| cores que ndo estao em (V3). Logo,

existem pelo menos |V5]| — |(V] \ {v})| > 1 cores disponiveis para v.

Caso 2: Existe v € V] tal que ¢ nao é k-b-colora¢ao de G — v.

Usando o Fato[d]e Lema[3|concluimos que existe cor A € ¢(V(H)) que ¢ b-restrita
em V' (H). Além disso, v é o tnico vértice de P com cor ¢(v) e ¢(v) ¢ ¢(V(W)), caso
contrario v nao seria o tnico vértice de cor ¢(v) dos dominantes de A. Seja entdo
¢’ a coloragdo obtida através da operagao sw(A,c(v)) em P A H. A coloragao ¢ é
valida em G pois c¢(v) ¢ ¢(V(W)) e (V(W)) = ¢(V(W)). Pelo Lemall] dominantes
em P A H sao preservados. Os vértices que podem deixar de ser dominantes estao
em V(W) e a tnica cor que possivelmente falta em suas vizinhangas ¢ A. Veja que
v é o unico vértice em P A H com a cor A e os demais vértices com a cor A nao
sao dominantes, pois A estava b-restrita em V(H). Por um argumento analogo ao
caso anterior, v nao é dominante. Isso porque A ¢ (Vy) = J(V5)\ (V) £ D e
entdo existe uma cor em ¢ (V;) que ndo esta em N(v). Logo, a cor A deixou de
ter dominante em G. Aplicando rem(A) em G os vértices dominantes afetados em

V(W) voltam a ser dominantes e obtemos uma (k — 1)-b-coloragao de G.
V(P) é clique

Caso 1: A coloragao ¢ nao é k-b-coloragao de G — v, Yv € V(P).

Pelo Fato [4] e Lema [3| temos que ¢(V(P)) Ne(V(W)) = 0 e existe A € ¢(V(H))
b-restrita em V(H). Seja v € V(P), vamos entao realizar a operagao sw(A, c(v))
em P A H obtendo a coloracao ¢’. De forma analoga ao Caso 2 da secao anterior ¢
¢ coloragao valida de G, pois ¢(v) ¢ ¢(V(W)), e os tnicos dominantes possivelmente
afetados estao em V(W) e deixaram de ver somente a cor A. Além disso, v é o
tnico vértice com cor A em P A H e os demais vértices da cor A nao sao dominantes.
Podemos supor que V(W) # () pois, caso contrario, G = PAH é cografo e nao temos
nada a provar. Logo, existe u € V(W) = ¢/(u) = c(u) e c(u) ¢ (c(V(P))Uc(V(H))).
Portanto a cor ¢/(u) néo estd em (N (v)) e concluimos que v nao ¢ dominante.
Aplicando rem(A) em G os vértices dominantes afetados em V(W) voltam a ser

dominantes e obtemos uma (k — 1)-b-coloragao de G.
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Caso 2: Existe v € V(P) tal que ¢ é k-b-coloragao de G — v.

Nesse caso vamos entao aplicar a hipoétese de indugao em G — v para obter uma
(k — 1)-b-coloragao ¢ de G — v. Nosso objetivo agora é encontrar uma cor em
{1,2,...,k — 1} disponivel para v. Se |¢(N(v))| < k — 1 essa cor disponivel existe
e nao hé mais nada a provar. O caso dificil é quando ¢/(N(v)) = {1,2,...,k — 1}.
Nessa situagao, usando o fato de que V' (P) é uma clique, temos que todos os vértices
em V(P) \ {v} s@o dominantes. Além disso, todas as k — 1 cores de ¢ estdo em
P N H. Vamos entao alterar a coloracao em H para achar uma cor livre para v.

Para isso, recorremos a dois sub-casos.

Caso 2.1: Existe cor B € ¢(V(H)) tal que B nao tem dominante em V(H).

Como B nao tem dominante em V(H) aplicamos rem(B) em H para remover a
cor B de V(H). Seja ¢ essa nova coloragao de G. Com esta operagao, dominantes
em H, W e P — v podem ter deixado de ver a cor B. Faga ¢’(v) = B. Como
V(P) é clique, todos os dominantes em P — v passam a ver a cor B novamente. Os
dominantes em H também voltam a ver a cor B e todas as cores em W possuem

dominantes em P — v. Portanto, ¢’ é uma (k — 1)-b-coloragao de G.

Caso 2.2: Toda cor B € ¢(V(H)) tem dominante em V (H).

Logo ¢ é uma k’-b-coloragao em H, onde k' = ¢/(V(H)). Veja que k — 1 =
EF+|V(P)|—-1=k=FkK+|V(P)| = k =k + x(P), pois V(P) & clique. Além
disso, k > x(G) +1 > x(H) + x(P) + 1. Portanto k' > x(H) + 1. Como H é b-
continuo existe entao (k' — 1)-b-coloragao ¢’ de H. Essa coloracao ¢’ pode ter suas
cores renomeadas de forma que apenas uma cor arbitraria A € (V(H)) deixe de
aparecer em ¢’(V(H)), ou seja, ¢'(V(H)) = ¢(V(H)) \ {A}. Considere a extensao
de ¢ para G — v de forma que ¢’(u) = ¢/(u), quando u ¢ V(H). Em ¢’ a cor A
deixou de aparecer em H e isso pode afetar dominantes em H, W e P — v. Faca
entdo ¢’(v) = A. De forma anéloga a anterior, todos dominantes em P —v e H sdo

restaurados e G esta (k — 1)-b-colorido.

4.3 b-Continuidade e Operagoes em Grafos

Nesta se¢ao vamos desenvolver uma abordagem ao estudo de b-continuidade
através de operacoes em grafos que preservam b-continuidade. Dizemos que uma
operacao em grafo preserva b-continuidade se, ao realizar a operagao com grafos
b-continuos, temos sempre como resultado um grafo que também é b-continuo.

Temos como motivagao os Teoremas [0] e [7] que dizem que as operagoes de uniao
disjunta e join preservam b-continuidade. Entendemos que esse tipo de resultado
é interessante por nao se restringir a uma classe de grafos. Esses teoremas foram

usados para estabelecer a b-continuidade dos cografos mas acreditamos que esses
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também podem ser usados em diversos outros aspectos. Por exemplo, se estamos
buscando grafos nao b-continuos minimais para alguma classe de grafo fechada por
subgrafos induzidos, podemos sem perda de generalidade considerar grafos conexos
e que nao podem ser decompostos como join de grafos menores. Outro aspecto que
podemos considerar é o de utilizar os Teoremas [f] e [7] para desenvolver métodos de
construcao de grafos b-continuos.

Com esta motivagao, nesta secao vamos identificar outras operacoes que pre-
servam b-continuidade e utilizar tais resultados como ferramentas para estabelecer
b-continuidade em outras classes de grafos. Na Segao Vamos expressar o re-
sultado de b-continuidade conhecido para cordais em termos de uma operacao que
modifica o grafo, conseguindo um resultado mais geral. Na Secao vamos dar
indicios negativos sobre a possibilidade de utilizar a abordagem de operacoes que
preservam b-continuidade para desenvolver o resultado de b-continuidade dos grafos
distancia-hereditarios. Na Secao vamos considerar operagoes que identificam
cliques de dois grafos disjuntos. Com isso, vamos relacionar b-continuidade com a
decomposigao por blocos e, de forma mais geral, por cliques separadoras. De posse

desses resultados vamos também provar que grafos periplanares sao b-continuos.

4.3.1 Adicao de Simplicial

Como discuto na Se¢ao |3.3|ja é conhecido que grafos cordais sao b-continuos [22].
A estratégia utilizada na prova é a mesma que usamos na demonstracao para os
distancia-hereditarios, onde tem-se um grafo cordal G com uma k-b-coloragao tal
que k > x(G) e mostra-se que G tem uma (k — 1)-b-colora¢do. Na demonstra-
¢ao utiliza-se indugdo matemaética junto com a caracterizagao dos grafos cordais
em termos do esquema de eliminagao perfeita. Nesta secao vamos estabelecer a
b-continuidade dos grafos cordais como consequéncia de que a seguinte operagao

preserva b-continuidade.

Definigao 11. Seja G um grafo e C' C V(G) uma clique de G. A operacao

simp(G, C) cria o grafo G' = simp(G, C) com as seguintes caracteristicas:
e V(G') =V (G)U{u}.
e E(G')=FEG)U{uw |veC}.

Essa operagao adiciona um novo vértice u ao grafo e faz com que N(u) = C.

Portanto, u passa a ser um vértice simplicial de G'. Temos entao o seguinte teorema:

Teorema 9. Seja G um grafo b-continuo e C C V(G) uma clique de G. Entao,
G’ = simp(G, C) é b-continuo.
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Demonstracao. Seja G' = simp(G,C) e u € V(G') o vértice simplicial adicionado.
Para mostrar que G’ é b-continuo seja ¢ uma k-b-coloragao de G’ com k > x(G’).
Vamos mostrar entao que G’ admite uma (k—1)-b-coloragao. Note que x(G’) > x(G)
pois G é subgrafo de G' e x(G') > |C|+1 pois Nu| é uma clique de tamanho |C|+1
em G’. Suponha por contradi¢do que d(u) = k — 1. Entao teriamos as k cores
ocorrendo em Nu] o que implicaria que k = |C|+ 1 mas k > x(G') > |C|+1 =
k> |C|+ 2. Logo, d(u) < k—1 e u ndo ¢ dominante em c¢. Vamos entao considerar

a coloragao c restrita a GG e analisar dois casos.

Caso 1: ¢ é b-coloracao em G.

Como u nao é dominante temos que c(u) € ¢(V(G)) e portanto ¢ é uma k-
b-coloragdo de G. Como k > x(G') > x(G) e G é b-continuo, existe (k — 1)-b-
coloracao ¢ de GG. A b-coloracao ¢ pode ser facilmente expandida para G’, para
isto basta colorir u. Isso pode ser feito pois d(u) < k — 1 e portanto existe alguma
cor A € ¢(V(G)) que nao ocorre em N(u) = C. Fazendo ¢/(u) = A obtemos uma
(k — 1)-b-coloragao de G.

Caso 2: ¢ nao é b-coloracao em G.

Veja que G' = G —u e podemos aplicar o Lema[3] Como v nao ¢ dominante, vale
a segunda afirmacao do lema e entao existe um conjunto de cores {A;, As, ..., A} C
c¢(V(G)) que deixaram de ter dominantes em G pois todos seus dominantes estavam
em N(u) e u era o inico vizinho com cor ¢(u) desses dominantes. Observe que N (u)
¢ uma clique e portanto para cada cor A; existe um tnico vértice w; € N(u) tal que
c(w;) = A;. Temos entdo que w; era o Gnico dominante de sua cor e u era o tnico
vértice com cor c¢(u) em N(w;) em G', para todo 1 < i < t. Considere uma nova
coloragao ¢ de G fazendo '(v) = ¢(v) para todo v € V(G) \ {w1} e d(wy) = c(u).
Todos os vértices w; com i > 2 voltaram a ter a cor c(u) em suas vizinhangas
mas podem ter deixado de ver somente a cor ¢(w;) = A;. Da mesma forma, os
vértices dominantes em V(G) \ N(u) podem ter deixado de ser dominantes somente
pela auséncia da cor A;. Como w; era o Gnico dominante de sua cor, A; passa a
nao ter dominantes em ¢’. Seja entao ¢’ = rem(cd, A;). Em ¢” todos os vértices
que deixaram de ser dominantes pela auséncia de A; voltam a ser dominantes e
portanto ¢’ ¢ uma (k—1)-b-coloragao de G. De mesma forma como no caso anterior,
podemos expandir essa (k — 1)-b-colora¢do de G para uma (k — 1)-b-coloragao de
G’ pois d(u) < k — 1. O

Considerando a caracterizagao pelo esquema de eliminacao perfeita, é facil ver
que todo grafo cordal (conexo) pode ser construido por uma sequéncia de operagoes
simp() iniciando-se com apenas um vértice. Logo, como corolario do Teorema @,

temos que todos grafos cordais sao b-continuos. Neste trabalho damos preferéncia a

34



abordagem construtiva através de operagoes que modificam o grafo mas vale notar

que o Teorema [9) pode ser expresso equivalentemente da seguinte forma:

Corolario. Seja G um grafo e v um vértice simplicial de G. Se G — v € b-continuo

entao G € b-continuo.

4.3.2 Adigao de Vértice Gémeo

Na segao anterior mostramos que a operacao simp() preserva b-continuidade.
Observe que essa operacao ¢ uma generalizacao da operagao oy apresentada na Se-
cao . Isso porque um vértice por si s6 é uma clique e portanto o1(G,v) =
simp(G, {v}). Na prova de b-continuidade para os grafos distancia-hereditarios nao
usamos diretamente o fato de que oy preserva b-continuidade. De fato, se as opera-
¢oes 0y e o3 também preservassem b-continuidade, obteriamos a b-continuidade dos
grafos distancia-hereditarios como simples consequéncia de sua caracterizacao por
essas operacoes. Surge entao a pergunta natural se essa nova estratégia de prova
poderia ser posta em pratica e, mais precisamente, a pergunta : as operagoes g €
03 preservam b-continuidade?

Respondemos negativamente essa pergunta mostrando que as operagoes oy € 03
nao necessariamente preservam b-continuidade. Para mostrar que a operagao s nem
sempre preserva b-continuidade foi necessério encontrar um grafo b-continuo G* tal
que existe v € V(G*) onde G’ = 09(G*, v) nao é b-continuo. De forma analoga, para
mostrar que a operagao oz nao necessariamente preserva b-continuidade foi preciso
encontrar um grafo b-continuo G* que, apés a adicao de um gémeo-verdadeiro, se

obtém como resultado um grafo nao b-continuo G'.

(a) G* b-continuo (b) G' = o3 - G* néo b-continuo

Figura 4.4: Contraexemplo para adi¢cao de gémeo-falso

Vamos apresentar primeiramente o grafo G* que satisfaz as condigoes menci-

onadas para a operagao ogs. Este grafo se encontra na Figura . Este grafo
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possui b-coloragoes apenas com 3 e 4 cores, apresentadas na Figura 4.5, e portanto
trata-se de um grafo b-continuo. Apods realizar a operacao o, no vértice destacado
da Figura|4.4(a)|obtemos o grafo G’ da Figura4.4(b)| Este novo grafo G’ admite b-
coloragoes, apresentadas na Figura[4.6], apenas com 3, 4 e 6 cores e portanto trata-se
de um grafo ndo b-continuo. Logo, os grafos G* e G’ representam um contraexemplo

para a conjectura de que a operagao gy preserva b-continuidade.

(a) 3-b-coloragao (b) 4-b-coloragao

Figura 4.5: b-Coloragoes de G*

(a) 3-b-coloragao (b) 4-b-coloragao (¢) 6-b-coloragao

Figura 4.6: b-Coloragoes de G' = g5 - G*

Para verificar que os grafos G* e G’ = 05 - G* nao admitem k-b-colorac¢ao para
outros valores de k£ além dos apresentados nas Figuras e foi utilizado o
algoritmo de forga bruta onde todas as coloragoes para esses grafos sao geradas e
testadas para as restrigoes de b-coloragao. Mais precisamente, para encontrar as b-
coloragoes de um grafo G o algoritmo de forga bruta funciona da seguinte maneira:
Consideramos uma ordem vy, vg, . . ., v, dos vértices em V(G) e um parametro mazC
que indica a maior cor que podera ser atribuida a um vértice. Primeiramente,
nenhum vértice tem cor atribuida e tentamos atribuir as cores de 1 a maxC para v;.

Apos atribuida uma cor para v; realizamos o mesmo processo recursivamente para
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a sequéncia de vértices v;,v;41,...,v,. No passo geral, ao atribuir uma cor a um
vértice v; verificamos antes se este nao possui vizinho colorido com esta cor. Este
processo ¢ um simples backtracking que gera todas as coloragoes dos vértices em
V(G) usando cores no conjunto {1,2,...,maxC}. Escolhendo o parametro mazC
adequado, como mazxC = |V(G)| por exemplo, geramos todas as coloragoes de
G. A cada momento que uma coloragao ¢ é gerada testamos esta coloragao para
a propriedade de ser b-coloracao. Este teste é simples e é feito em duas fases.
Na primeira fase realizamos uma busca em G para obter o conjunto S de vértices
dominantes em G. Na segunda fase percorremos o conjunto S para verificar se todas
as cores em ¢(V (@)) aparecem no conjunto S, ou seja ¢(S) = ¢(V(G)). Dessa forma,
geramos todas as b-coloragoes do grafo G.

O auxilio de um programa de computador se torna ttil ja que, como mencionado
na Secao decidir se um grafo qualquer G admite b-coloracao com k cores é
um problema NP-completo. No nosso caso, podemos facilmente argumentar que o
grafo G’ nao admite b-coloragdo com 7 ou mais cores, ja que m(G’) = 6 e, como
observado na Se¢ao 3.2, x5(G’) < m(G’). Porém, nao encontramos na literatura
resultados teodricos que nos auxiliem na argumentacao de que o grafo G’ nao admite
b-coloracao com 5 cores. De fato, para mostrar que G’ nao admite 5-b-coloragao
teriamos que proceder com uma extensa analise de casos que se assemelha com um
proprio algoritmo de forga bruta.

No caso da operagao o3, os grafos que atestam que esta operagao nem sempre
preserva b-continuidade estao ilustrados na Figura [4.7] Utilizando o algoritmo de
for¢a bruta descrito obtemos que o grafo G* da Figura admite b-coloragoes
apenas para os valores 3 e 4, sendo assim um grafo b-continuo. J& o grafo G’ ilustrado
na Figura [4.7(b)| admite b-coloracdo apenas com 3 ou 5 cores e portanto trata-se
de um grafo nao b-continuo. Além disso, é facil ver que o grafo G’ pode ser obtido
através de uma operagao o3 no grafo G*. De fato, G’ = 03(G*,v). Podemos concluir

entao que a operagao o3 nao necessariamente preserva b-continuidade.

(a) G* b-continuo (b) G’ = o5 - G* nao b-continuo

Figura 4.7: Contraexemplo para adicao de gémeo-verdadeiro

Como mencionado na Segao [3.3] utilizamos o algoritmo de backtracking descrito

(para determinar os valores de k para os quais um grafo admite k-b-coloragao) junto
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com um processo de geragao de grafos para encontrar o menor grafo nao b-continuo.
Com esse mesmo procedimento, obtivemos a listagem dos grafos nao b-continuos
com 8 vértices. Através da anélise desta lista encontramos o grafo da Figura ,
que representa o contraexemplo para a conjectura de que a operagao oz preserva
b-continuidade.

Para encontrar os grafos da Figura [£.4] que atestam que a operagao o, nem sem-
pre preserva b-continuidade foi necessaria outra abordagem. Isto porque a lista
dos grafos nao b-continuos com 8 vértices gerada nao continha um contraexemplo
analogo para a operacao gs. Além disso, o fato de termos em maos somente um
algoritmo exponencial para obter as b-coloragoes dos grafos gerados, torna compu-
tacionalmente inviavel a listagem sisteméatica de grafos nao b-continuos com mais
do que 8 vértices.

Sendo assim, procuramos por um grafo H nao b-continuo, com par de vértices
u e v gémeos-falsos tal que H — u fosse um grafo b-continuo. Nesse caso, fazendo
G*=H —ueG = H = 03(G*,v) temos o resultado esperado. A busca pelo grafo
H, e nao por G* diretamente, se torna mais interessante pois algumas propriedades
estruturais de H podem ser derivadas de suas restricoes. Por nao ser b-continuo, e
utilizando os resultados conhecidos de b-continuidade, sabemos que podemos pro-
curar por um grafo H conexo, que nao é cografo (e portanto tem P, induzido), néo
¢ cordal (e portanto tem ciclo sem corda) e ndo é um grafo distancia-hereditario.
Outras propriedades estruturais de H surgem através da tentativa de provar que
a operacao de gémeo-falso preserva b-continuidade. Na tentativa de provar que o
grafo H, junto com uma k-b-coloragao, possui uma (k — 1)-b-coloracao, observa-se
a dificuldade de concluir a demonstracao no caso de H — u nao estar b-colorido e
diversos dominantes serem afetados com a remocao de v. De fato, observando a
6-b-coloragao de G’ na Figura nota-se que a remoc¢ao de um gémeo-falso faz
com que as cores 1, 4 e 5 deixem de ter dominante. De forma geral, derivamos
informagoes sobre H através das falhas na tentativa de demonstrar que a operagao
0y preserva b-continuidade, junto com propriedades estruturais decorrentes do fato
de H nao ser b-continuo. Essas informagoes nao foram suficientes para determinar

G’ = H unicamente, mas foram fundamentais em auxiliar no processo de busca pelo

contraexemplo, culminando no grafo G’ da Figura {4.4(b)!

4.3.3 Identificar por Cliques

Como enunciado no Teorema6]é sabido que a operagao de unido disjunta preserva
b-continuidade. Motivados por esse resultado, consideramos uma operacao mais
interessante onde o grafo gerado nao é mais a uniao disjunta dos operandos, mas

sim a identificacao de cliques nos grafos operandos para que esses nao sejam mais
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disjuntos. Mais precisamente temos :

Definigao 12. Sejam G, e Gy dois grafos disjuntos e C; C V(Gy) e Cy C V(Gy)
duas cliques tal que |Cy| = |Cy| = t. Considere que C} = {vy,vs,...,v:} e Cy =
{uy,us,...,u;}. Definimos a operagao iden() como aquela que cria o novo grafo
G = iden(G1,C1, Gay, Cy) identificando os vértices v; e u;, para 1 < i < t. Mais

precisamente temos :
e V(G) = (V(Gy)\ C1)U (V(G2) \ C2) U{wy,we, ..., w}.

° E(G) = E(Gl — Cl) U E(GQ — CQ) U {ZU}Z | 2V; € E(Gl) ou zu; € E(Gg)} U

A operagao iden() apenas “cola” os grafos G e Gy identificando duas cliques de
mesmo tamanho, uma em G e outra em G5. Na Figura ilustramos um exemplo
da operagao iden() onde os conjuntos C; e Cy estao representados pelos vértices em
destaque. Na definigao[12] por uma questao de formalidade, inserimos novos vértices
w; com o papel de representar os vértices v; e u; em G = iden(G1, C1, G, Cs) depois
que estes sao identificados. Dessa forma, em G, para efeitos praticos temos que
v; = u; = w;, 1 <i < |C]. Por questdes de simplicidade nos referirmos a v; € V(Gy)
também quando falamos dos vértices de G, assumindo entdo que v; € V(G). Da
mesma forma, u; € V(Gs) também ¢é tratado como vértice de G. Seguindo esse
raciocinio consideramos que C7; = Cy em G e, quando queremos falar desta clique
que foi identificada, vamos utilizar também a notacao C4.

De forma geral, quando as cliques C e (5 estiverem claras pelo contexto, ou

quando nao importar suas especificagoes, denotaremos a operacao por iden(Gy, Gs).

Gl G2 G/ = iden(Gl, Gg)

Figura 4.8: Exemplo da operagao iden()

O principal resultado desta secao é o Teorema que nos diz que a operacao
iden() preserva b-continuidade quando as cliques identificadas tem tamanho 1 ou 2.
Para provar este teorema vamos prosseguir com uma sequéncia de lemas auxiliares.
Vale notar que, por nao apresentar maior dificuldade, os préximos lemas nao assu-
mem que o tamanho da clique C; (e por consequéncia o tamanho da clique Cy) é

limitado.
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Lema 7. Sejam G, e Gy grafos e G = iden(Gy,Cy,Gs,Cs). Seja k um inteiro tal
que k > x(G). Se Gy, ou Gy, admite (k — 1)-b-coloracao entao G admite (k — 1)-b-

coloragao.

Demonstra¢ao. Suponha, sem perda de generalidade, que GGy admite uma (k — 1)-
b-coloragao ¢;. Considere entdo ¢z, uma x(Gz)-coloracao de G5. Como C; =
{v1,v9,...,0} e Cy = {uy,ug,...,us} sdo cliques temos que cada vértice da cli-
que recebe uma cor diferente. Podemos entao renomear as cores em ¢y de forma que
c1(v;) = co(uy), 1 < i < t. Apoés renomear as cores em ¢y estas coloragoes podem
ser unidas em uma nova coloragdo ¢ de G onde c3(v) = ¢1(v), se v € V(Gy), e
c3(v) = c2(v) se v € V(Gg). Como Gy é subgrafo de G temos que x(G) > x(Gz) e
portanto k > x(G2). Temos entdo k — 1 cores em ¢; e no maximo k — 1 cores em
¢a. Dessa forma a coloragao ¢z de G é uma (k — 1)-coloragao de G. A coloragao
c3 € também uma (k — 1)-b-coloragao pois os dominantes em V(G;) pela coloracao
c; continuam dominantes em c3, ja que a coloracao c3 é extensao da coloracao c;.
Logo, G' admite (k — 1)-b-coloragao. O

Lema 8. Sejam G e Gy grafos b-continuos e G = iden(G1, Cy, Gy, Cy). Seja k um
inteiro tal que k > x(G). Se Gy, ou G, admite k-coloracdo c tal que ¢ é k-b-coloragao

ou ¢ tem apenas uma cor sem dominante, entdo G admite (k — 1)-b-coloragao.

Demonstrag¢ao. Suponha, sem perda de generalidade, que GG7 admite k-coloracao ¢
tal que ¢ é k-b-coloragao ou ¢ tem apenas uma cor sem dominante. Como G; é
subgrafo de G temos que x(G) > x(Gp) e portanto k& > x(G;). Se ¢ ¢ uma k-b-
coloragao, por GGy ser b-continuo, temos que G; admite (k— 1)-b-coloragao. Se ¢ tem
apenas uma cor A € ¢(V(G1)) sem dominante, pelo corolario do Lema [2] ao aplicar
a operagao rem(A) em G7 obtemos uma (k — 1)-b-colora¢ao de G;. Em ambos os
casos temos que GG; admite (k — 1)-b-coloragao e portanto, pelo Lema 7 G admite
(k — 1)-b-coloragao. O

Lema 9. Sejam G; e G5 grafos b-continuos e G = iden(Gy, Cy, Gg, Cy). Seja ¢ uma
k-b-coloracao de G tal que k > x(G). Se existe vértice v € C tal que v é o tnico
dominante de sua cor e existe cor A ¢ ¢(C; U Ng,(v)) sem dominantes em V(Gy),

entdo G admite (k — 1)-b-coloragao.

Demonstracao. A Figura ilustra as hipoteses do lema. O circulo tracejado em
(1 indica que a cor A ndo tem dominantes em V(G7). Além disso, indicamos pelas
marcacoes de “X” que a cor A nao esta na clique central e tao pouco na vizinhanca
de v que diz respeito a Gbs.

Seja B = ¢(v) e considere a coloracgao ¢, de GG, obtida apds aplicar a operagao

sw(c, A, B) em G;. Em outras palavras, trocamos as cores A e B somente em
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Figura 4.9: Hipoteses do Lema@

V(G1) para obter uma nova coloragdo ¢ de G. Primeiramente, ¢’ é coloragao de G.
Isso porque, pelas propriedades das operagao sw(), ¢’ é coloragao de G e também
¢ coloragdo em (9 pois o tnico vértice em V(G3) que teve cor alterada foi v e A
nao aparece em sua vizinhanca em G,. Como A nao tinha dominantes em G,
pelas propriedades da operacao sw() descritas no Lema , a cor B passa a nao
ter dominante em G;. Como v era o tnico dominante de sua cor a cor B passa a
nao ter dominantes em G5 também. Além disso, os vértices que eram dominantes
em V(Gy) \ C; continuam sendo dominantes em ¢’. Os vértices em Gy que eram
dominantes s6 deixaram de ver, no maximo, a cor B. Logo, a cor B deixou de ter
dominantes e os vértices que possivelmente deixaram de ser dominantes tem apenas
a cor B faltando em sua vizinhanga. Portanto, apos realizar a operacao rem(c’, B)

obtemos uma (k — 1)-b-coloragao de G. O

Observe que a operagao iden(G1, Gs) nao é alterada quando trocamos a ordem
dos grafos G; e G3. Como consequéncia disso, o Lema [9] continua valendo quando
trocamos (G por GG em suas hipoteses. Mais precisamente, o lema ainda vale quando
consideramos a hipdtese: se existe v € 'y tal que v é o inico dominante de sua cor
e existe cor A ¢ ¢(Cy U Ng, (v)) sem dominantes em V (Gy).

Lema 10. Sejam G e G5 grafos b-continuos e G = iden(G1, C1, G2, Cs). Seja ¢ uma
k-b-coloragao de G tal que k > x(G). Se existe cor A € ¢(V(G)) tal que A ¢ ¢(Ch)

e A ndo tem dominantes em V' (Gy), entao G admite (k — 1)-b-coloragao.

Demonstragao. Se existe v € C; tal que v é o tnico dominante de sua cor e A ¢
Ng,(v) estamos exatamente nas hipoteses do Lema [J] e ndo resta nada a provar.

Logo, daqui em diante podemos considerar a seguinte hipotese adicional:
Hipétese 1. Vu € C4, u nao é o tnico dominante de sua cor ou A € ¢(Ng,(u)).

Além disso, se a coloracao c¢ restrita a (Go € uma k-b-coloracao ou tem apenas
uma cor (do conjunto ¢(V(G))) sem dominante, podemos aplicar o Lema[§]e ndo ha

mais nada a provar. Logo, vamos também considerar a seguinte hipotese:
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Hipotese 2. Existem pelo menos duas cores de ¢(V(G)) que nao tem dominantes
em V(Gy).

Pela Hipotese |2 existe cor B € ¢(V(G)) que nao tem dominante em V(Gs).

Vamos entao prosseguir a prova com dois casos.

Caso 1: B ¢ ¢(Cy).

Ambas as cores A e B nao estao na clique C;. Como ¢ é b-coloracao de G temos
que a cor A deve ter dominante em V(Gs) \ C1, pois por hipotese esta nao tem
dominantes em V(Gp). Por um raciocinio analogo a cor B deve ter dominantes
em V(Gy) \ Cy. Logo, as cores A ¢ B sao distintas. A Figura ilustra a co-
loragao ¢ no atual caso. Os circulos tracejados indicam a auséncia de dominantes
com determinada cor enquanto que os circulos destacados indicam a presenca de

dominantes.

Figura 4.10: Caso 1 do Lema

Considere entéao a coloracao ¢’ obtida pela aplicagao da operacao sw(c, A, B) em
G2. Temos que ¢ é coloragao de G pois nenhum vértice em V(Gy), incluindo a
clique central C1, teve sua cor alterada e, pelas propriedades da operagao sw(), ¢’ é
coloragdo em V(Gz). Pelo corolario do Lema [If a cor A passa a nao ter dominante
em V(Gsq) e portanto deixa de ter dominante em G. Considere a seguinte partigao
de V(G) : S =V(Gy)\ Cy, Sy =C e S3=V(Gy) \ C;. Os vértices dominantes
em S7 nao tiveram as cores em sua vizinhanga alteradas e portanto continuam
dominantes em ¢. Os vértices dominantes em S3 continuam dominantes em ¢, pelas
propriedades da operagao sw() descritas no Lema [2| Os vértices v € Sy podem ter
deixado de serem dominantes pela auséncia das cores A ou B em Ng,(v). Seja
v € Sy um vértice que deixou de ser dominante em ¢’. Pela Hipotese [1] temos que v
nao era o unico dominante da sua cor ou A € ¢(Ng,(v)), na coloragao c¢. Se v nao
era o unico dominante de sua cor é porque existem dominantes da cor ¢(v) em S
ou S3 que foram preservados em ¢, porque c(v) ¢ {A, B}. Nesse caso, a cor ¢(v)
tem dominantes em ¢’. J& no caso em que A € ¢(Ng,(v)), apos realizar a operagao

sw(e, A, B) obtemos que B € ¢/(Ng,(v)). Nesse caso, v deixa de ser dominante
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somente pela auséncia da cor A. Portanto, na nova coloracdao ¢ a cor A deixa de
ter dominantes e as demais cores que possivelmente deixaram de ter dominantes sao
devido a auséncia da cor A na vizinhanga de vértices em C;. Logo, apos realizar a

operagao rem(c, A) obtemos uma (k — 1)-b-coloracdo de G.

Caso 2: B € ¢(Cy).

Seja c¢; a coloragao c restrita a V(G1) e cp a restrigao de ¢ a V(Gy). Neste caso
trabalharemos com as coloragoes ¢; de GGy e ¢ de GGy separadamente para, ao final,
junta-las em uma (k — 1)-b-coloragdo de G. Além disso, como C; ¢é clique, seja
v € C7 o unico vértice tal que ¢(v) = B.

Lembrando que a cor B nao tem dominantes em V(Gs) \ C1, seja ¢, a nova
coloracao de G5 apds aplicar a operacao rem(cy, B) em Ga. Pelo Lema os vértices
deixam de ver (em ¢)) em suas vizinhangas, no pior caso, somente a cor B. Seja
D € ¢(V(Gy)) a cor atribuida a v apos a operagao rem(cq, B), ou seja ch(v) = D.
Veja que, como v recebeu a cor D temos que D ¢ c3(C}). Neste ponto, a coloragao ¢;
e ¢, diferem, no que diz respeito as cores dos vértices em C, somente na atribuigao
da cor de v. Isso porque ¢;(v) = B e cy(v) = D e B # D. Vamos entao dividir
a demonstracao em outros dois casos onde vamos alterar a coloragao ¢; para que
esta fique de acordo com a coloragao ¢,. Ao final desse processo a cor B ficara
sem dominantes em V(Gy) e V(G3). Além disso, os vértices dominantes das demais
cores, em ¢, deixam de ver somente a cor B. Neste momento poderemos remover a

cor B para obter uma (k — 1)-b-coloracao de G.

Caso 2.1: A cor D nao tem dominantes em c¢;.

Gl (;z

coloragio ¢y coloragao cf

Figura 4.11: Caso 2.1 do Lema

A Figura ilustra o cenario que encontramos no atual caso. Na coloragao
¢ a cor B nao tem dominantes em V(G3) \ C; e, como ¢ é b-coloragdo, B deve
ter dominantes em V' (G;). Como discutido anteriormente, D ¢ ¢o(C}) e portanto
D ¢ ¢,(C}). Neste caso, além da cor A, a cor D também nao possui dominantes em

V(G1) o que indicamos pelos circulos tracejados.
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Considere entao a coloragao ¢, = sw(cy, B, D), onde trocamos as cores B e D
em G;. Pelas propriedades descritas no Lema [I] e seu corolario a cor B passa a nao
ter dominantes em ¢}. Além disso, vértices dominantes (em relagao a coloragao c)
em V(G4) \ C} continuam dominantes na coloracdo ¢j. Como ¢} (v) = D os vértices
em () deixam de ver, possivelmente, somente a cor B. As coloragoes ¢ e ¢, se
comportam de forma igual em C; ja que ¢|(u) = dy(u), Vu € C;. Podemos entao
considerar a coloracao ¢’ de G que é “uniao” dessas duas coloracgoes. Na coloracao ¢
a cor B nao tem dominantes, pois esta cor nao esta presente na clique identificada
e nao possui dominantes em ¢} e tao pouco em ¢,. Os vértices em V(Gy) \ Cy que
eram dominantes em ¢ continuam dominantes em ¢’. Os vértices em C; deixam de
ver em sua vizinhanga, no pior caso, somente a cor B. O mesmo ocorre para os
vértices em V(Gz) \ Cy. Logo, apés realizar a operagao rem(c’, B) em G obtemos

uma (k — 1)-b-coloragao de G.

Caso 2.2: A cor D tem dominantes em c;.

A Figura ilustra o cenario do Caso 2.2. Veja que esta figura é semelhante a
que encontramos no Caso 2.1 porém o circulo em G com a cor D passa a estar des-
tacado, indicando que a cor D tem dominantes em V' (G1). Como D tem dominantes
em (& sabemos também que D # A. Considere entao a coloragao ¢ = sw(cy, A, D),
onde trocamos as cores A e D em G;. Pelo Lemall]e seu corolario sabemos que, em
¢}, a cor D passa a nao ter dominantes (e a cor A passa a ter dominantes). Logo, os
vértices em V(G1) \ C7 que eram dominantes em relagao a coloragao ¢, e portanto
sao dominantes em relagao a ¢, continuam sendo dominantes em ¢;. Os vértices em
C1 nao tiveram suas cores alteradas e, em suas vizinhancas relativas a GG;, podem

ter deixado de ver a cor D ou a cor A porém nao ambas.

GI (;z

coloragio ¢y coloragao cf

Figura 4.12: Caso 2.2 do Lema

A coloragao ¢} ainda nao esta de acordo com a coloracao ¢} ja que ¢j(v) = B #
D = ¢,(v). Portanto, considere a coloragdo ¢ = sw(c|, B, D), onde trocamos as
cores B e D em G;. Como a cor D nao possufa dominantes em ¢ (e a cor B

possuia) sabemos que em ¢ essa situacao se inverte de forma que a cor B passa a

44



nao ter dominantes em V(G;) (enquanto que a cor D passa a ter dominantes em
V(Gy)). Além disso, pelo mesmo raciocinio do pardgrafo acima, os vértices que sao
dominantes em V(G7) \ Cf, em relagdo a coloragao ¢, continuam dominantes em
relacao a coloragao . Observe que v podia ser o tnico dominante de sua cor na
coloragao ¢ de GG. Neste caso a cor D nao tem dominantes na coloragao restrita a
V(G4) mas como v era dominante, ao unir as coloragoes ¢ e ¢, o vértice v passa a
ser dominante para a cor D.

Portanto, as cores X ¢ {A, B, D} que tinham dominantes, em relagao a coloracao
¢, no conjunto V(Gy) \ C1, continuam tendo dominantes em ¢/. A coloragao ¢} esta
de acordo com a coloragao ¢, e podemos “uni-las” na coloragao ¢ de G. Considere
a seguinte partigao de V(G) : 1 = V(Gy) \ C1, Se = Cy \ {v}, S5 =V (G2) \ C; e
Sy = {v}. Como ja mencionado, os vértices de S que eram dominantes em rela¢ao
a coloracao ¢ ainda o sdo na coloragao ¢’. No caso de v ser o tnico dominante da
cor B na coloracao ¢ de G a cor D € S; deixa de ter dominantes em S; porém v
passa a ser dominante da cor D em ¢’. Os vértices em S3 que eram dominantes
em relagao a coloragao ¢ deixam de ver em suas vizinhancgas, no pior caso, somente
a cor B. Seja u um vértice em S5 que é dominante em relagdo & coloragao c.
Vamos mostrar que a cor ¢(u) continua tendo dominantes em ¢, exceto possivelmente
pela auséncia da cor B na vizinhanga. Em ¢,(Ng,(u)) temos as mesmas cores
que em ¢o(Ng,(u)) exceto a possivel auséncia da cor B. Apos as modifica¢oes na
coloracao ¢; (que levaram & coloracao cf) as cores em ¢;(Ng,(u)) sdo as mesmas
que em c{(Ng,(u)) exceto a possivelmente auséncia das cores B e A (note que
w € F(G) = D € ¢(N(u))). Como a cor B sera removida ao final do processo,
nao é preocupante a auséncia da cor B na vizinhanca de u. Porém a auséncia da cor
A pode representar problemas ja que u pode ter deixado de ser o tinico dominante
da cor c¢(u) na nova coloragao ¢’. Mas veja que, pela Hipotese [1| o vértice u nao é
o unico dominante de sua cor ou A € ¢(Ng,(u)), em relagdo a colora¢do c¢. Se u
nao ¢ o unico dominante de sua cor entdo c¢(u) tem outros dominantes em S; U S
que, como ja analisado, permanecem dominantes na coloragao ¢’ exceto a possivel
auséncia da cor B na vizinhanga. Por outro lado, se A € ¢(Ng,(u)) temos que
A € c2(Ng,(u)) = A € h(Ng,(u)) = A € ¢(Ng,(u)) de forma que a cor u nao
deixa de ver A em ¢ e continua sendo um dominante da cor ¢(u). Logo, as cores
em ¢(S; U Sy U S3) continuam tendo dominantes em ¢’ a menos da possivel auséncia
da cor B nas vizinhangas. Dessa forma, apos aplicar a operagao rem(c, B) em G

obtemos uma (k — 1)-b-coloragao de G. O

O Lema [10| representa o resultado mais forte que temos quando nao limitamos
o tamanho das cliques identificadas. Vale notar que, pelo mesmo raciocinio feito

nos lemas anteriores, a operacao iden() nao depende da ordem dos grafos Gy e Go e
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nenhuma caracteristica intrinseca destes grafos é usada na demonstracao. Portanto,
podemos intercambiar os grafos GG; e G5 na hipdtese do Lema [10| obtendo o seguinte

corolario:

Corolario. Sejam Gy e Go grafos b-continuos e G = iden(Gq,Cq,Ga,Cs). Seja
¢ uma k-b-coloracao de G tal que k > x(G). Se existe cor A € ¢(V(Q)) tal que
A ¢ c(Cy) e A nao tem dominantes em V (Gz), entao G admite (k — 1)-b-coloragao.

Finalmente, de posse deste lema estamos em condi¢ao de provar o seguinte teo-

rema

Teorema 10. Sejam G e Gy dois grafos e G = iden(Gy, Cy, Go, Cq) tal que |Ch| <

2. Se G e Gy sao b-continuos entao G € b-continuo.

Demonstragao. Seja ¢ uma k-b-coloragao de G, tal que k > x(G). Para provar que
G é b-continuo basta mostrar que G admite uma (k — 1)-b-coloragao. Considere ¢; a
coloragao de Gy obtida pela restri¢ao de c a V(G1) e ¢y a coloragao de G4 obtida pela
restrigao de ¢ a V((G3). Se a colora¢do ¢; ndo ¢ uma k-colora¢ao entdo existe uma
cor A € ¢(V(G)) que s6 esta presente em V(Gsq) \ C) e portanto esta cor nao tem
dominantes em V(G;) na coloragdo c. Aplicando o Lema (10| & cor A concluimos a
prova. Vamos considerar entao que ¢; é uma k-coloragao e, pelo raciocinio anéalogo,
¢y também.

Se a coloracao ¢; é uma k-b-coloracao ou tem apenas uma cor sem dominante,
pelo Lema , G admite (k — 1)-b-coloragao e ndo ha mais nada a provar. Portanto,
¢1 tem duas ou mais cores sem dominantes. Seja Ny = {A;, As, ..., Ay, } o conjunto
das cores sem dominantes de ¢;, com t; > 2. Aplicando o raciocinio anélogo para a
coloragao cg de G, seja Ny = { By, Ba, ..., By, } o conjunto das cores sem dominantes
de ¢y, com ty > 2.

Observe que, se existir cor X ¢ ¢(C}) sem dominantes em V(G;) ou V(Gs), pelo
Lema (10| (e seu corolario), G admite (k — 1)-b-coloragao. Dessa forma, se existir
X € N UN, tal que X ¢ ¢(C4) a prova esta concluida. Entdo, no caso que resta,
temos que (N;UN3) C ¢(Cy). Porém, se |Cy| = |Cy| = 1 ambas as cores em {A;, Ay}
nao podem estar em ¢(C) e ndo hé mais nada a provar.

Se |Cy| = |Cy| = 2, temos que |¢(Ch)| = 2. Além disso, 2 < |N; U Ny| < 4 pois
t1 > 2 ety > 2. Entao, para que (N7 U Ny) C ¢(C}) é preciso que [Ny U Ny =20
que implica N7 = Ny = ¢(C7) = {A;, A2}, Seja v € C tal que c(v) = A1 eu € (4
com c(u) = Ay. Como a cor A; ndo tem dominante na coloragdo c¢;, nao existem
dominantes de A;, em relacdo a coloragao ¢, em V(Gy) \ Cy. Da mesma forma, nao
existem dominantes de A;, em relagao a coloracao ¢, em V' (Gs) \ C1. Logo, o tnico
dominante da cor A; em ¢ é o vértice v. Pelo mesmo raciocinio o tinico dominante da
cor Ay em c é o vértice u. Note também que, como ¢ é k-coloragdo e Ny = {A;, Ay}
¢ verdade que todas as cores em ¢(V(G)) \ {A1, A2} tem dominantes em V(Gy) \ Cy.
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O vértice v nao é dominante em ¢; e seja D € ¢(V(G)) \ {41} uma cor nao
presente na vizinhanga de v em relagdo a Gy, ou seja D ¢ ¢(Ng, (v)). Considere
entdo a coloragao ¢ obtida quando realizamos a operagao sw(A;, D) em G1 — v.
Em outras palavras, trocamos as cores A; e D nos vértices em V(Gy)\ {v}. Observe
que, pelas propriedades da operacao sw() a atribuigao de cores ¢’ é colora¢do em
G —wv. Além disso, como D ¢ ¢(Ng, (v)), as cores em ¢(Ng, (v)) nao foram alteradas
e ¢ é coloracao em (. Finalmente, ¢’ é coloragao em G pois nenhuma cor em G5 foi
alterada. Como v era o tnico dominante de sua cor em ¢, a cor D passa a nao ter
dominantes em V' (G1). Se a coloragdo ¢’ é uma k-b-coloragao aplicamos o Lema
a cor D e nao ha mais nada a provar. Suponha entao que ¢ nao é k-b-coloragao.
Porém, a colora¢ao em Go nao foi alterada e todas as cores em ¢(V(G)) \ {41, A2}
continuam tendo dominantes em V' (G2) \ Cy na coloragao ¢’. Além disso, v nao teve
cores alteradas em sua vizinhanca e portanto continua sendo vértice dominante da
cor A; em . Logo, a cor que deixou de ter dominantes tem de ser A, e somente
esta. Apos aplicar a operagao rem(c’, As) obtemos entdo uma (k — 1)-b-coloragao

de G. O

Note que, no grafo G = iden(Gy, Cy, Ge, Cs) a clique C; é uma clique separadora
(exceto o caso de borda onde V(G) = (). De fato, o resultado do Teorema |10| pode

ser expresso equivalentemente pelo seguinte corolario.

Corolario. Seja G um grafo e C; C V(G) uma clique separadora de G tal que
|Cy| < 2. Seja 51,52 uma particao dos vértices de V(G)\ Cy tal que as componentes
conezxas de G — C estao contidas inteiramente em Sy ou Sy. Se os grafos G[C7 U S ]

e G[Cy U Sy] sdo b-continuos entao G € b-continuo.

O corolario acima segue do fato que fazendo G; = G[C] U S;] e Gy = G[Cy U S,
temos que G = iden(Gy, C1, Gy, C1). Optamos por desenvolver o resultado presente
no Teorema [10] dentro do contexto de operacgoes que preservam b-continuidade mas,
como podemos observar pelo corolario acima, tal resultado também se insere no
contexto da decomposicao por cliques separadoras. De fato, como consequéncia

direta do corolario acima temos outro corolario.

Corolario. Seja G um grafo. Se G admite uma decomposicao por cliques separa-
doras, utilizando-se somente cliques de tamanho menor ou igual a 2, onde todos os

dtomos sao grafos b-continuos, entao G € b-continuo.

Em particular, quando consideramos uma decomposicao somente por articula-

¢oes temos o seguinte resultado.

Corolario. Seja G um grafo. Se as componentes biconexas de G sao b-continuas,

entao G € b-continuo.
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A dificuldade de generalizar a demonstracdo do Teorema para cliques de
tamanho quaisquer se da em dois pontos. Primeiramente, usando a terminologia
estabelecida na demonstragao, deixa de ser necessariamente verdade que os vértices
em (' sdo os tnicos dominantes de suas cores, mesmo valendo que (NyUNy) C ¢(Ch).
O segundo ponto é que, apos aplicar a opera¢ao sw(A;, D) em G — v mais do que
uma cor dentro da clique C; pode deixar de ter dominantes, de forma que nao
podemos utilizar a operacao rem() para obter (k — 1)-b-coloragao.

Apesar das dificuldades descritas no paragrafo acima, nao encontramos um con-
traexemplo para a generalizacao do Teorema para cliques maiores que 2. Na
realidade, acreditamos que o Lema [10] seja suficientemente forte para permitir de-
senvolver uma prova de que a operagao iden(G1, Cy, G, Cy) preserva b-continuidade

para cliques de tamanho quaisquer. Dessa forma, propomos a seguinte conjectura.

Conjectura. A operagao iden(G1, Go, C) preserva b-continuidade.

4.3.4 Grafos Periplanares

Nas Secoes [4.3.1] e H4.3.3] mostramos que certas operacoes preservam b-

continuidade. Tais resultados nao assumem que os grafos em questao pertencem
a alguma classe especifica e tao pouco utilizam fortemente propriedades estrutu-
rais destes grafos. Os Teoremas [6] [7], [9] e [LI0] assumem, em esséncia, somente a b-
continuidade dos grafos usados pelas operacoes. Acreditamos que tal caracteristica
¢ interessante, pois permite a utilizagao destes teoremas em diversos aspectos, inclu-
sive para estabelecer a b-continuidade de classes especificas de grafos. Por exemplo,
nesta se¢ao vamos utilizar estes teoremas para apresentar uma simples prova de que
os grafos periplanares sao b-continuos.

Como visto na Se¢ao [2.2.4] os grafos periplanares constituem uma famosa sub-
classe dos grafos planares. Nem todos os grafos planares sao b-continuos. Como
foi discutido na Secao 3.3, o grafo da Figura ¢ o menor grafo nao b-continuo,
admitindo b-coloragoes somente com 2 e 4 cores. Além disso, é facil verificar que
este grafo é planar. Na literatura revisada encontramos poucos resultados relacio-
nando b-continuidade e grafos planares. Um deles, enunciado no préximo teorema,

estabelece b-continuidade para uma subclasse muito especifica dos grafos planares.

)

I

N\

Figura 4.13: Grafo planar nao b-continuo
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Teorema 11 (|22]). Seja G um grafo planar conexo tal que g(G) > 5 e considere
t =m(G). Se G tem t vértices v1,va, ..., v, tal que d(v;) >t —1 para todo 1 <i <t
e dist(v;,v;) > 5 para todo i # j, entio xp(G) = m(G) e G € b-continuo.

Os grafos cactus sao aqueles para os quais todo par de ciclos tem no méaximo um
vértice em comum. Uma caracterizacao bem conhecida na literatura é de que um
grafo G, com |V (G)| > 1, é cactus se, e somente se, toda componente biconexa de G
é uma aresta ou um ciclo sem cordas. Por essa caracterizagao, e pelo Teorema[4] fica
claro que se trata de uma subclasse dos grafos periplanares. Em [23], utilizando-
se técnica semelhante a utilizada em [22], é provado que os grafos cactus sdao b-
continuos. Utilizando o Teorema [I0] somos capazes de facilmente generalizar tal

resultado para a classe dos grafos periplanares.
Teorema 12. Os grafos periplanares sao b-continuos.

Demonstracao. Seja G um grafo periplanar. Pelo Teorema e seus corolarios,
basta provar as componentes biconexas de GG sao b-continuas. Pela caracterizagao
dos grafos periplanares enunciada no Teoremald] as componentes biconexas de G sao
arestas ou ciclos que podem ser representados no plano de forma que suas cordas
nao se cruzam. Como arestas sao grafos b-continuos, basta provar que os ciclos
periplanares sao grafos b-continuos. Seja H um grafo ciclo nestas condigoes e seja
V(H) = {vy,vq,...,v:} de forma que vy, vy, ...,v; € um ciclo. Se H nao tem cordas
¢ facil ver que 2 < x(H) <3 e 2 < xp(H) < 3 de forma que H é b-continuo. Se H

possui uma corda v;v; estamos na situagao descrita na Figura [£.14]

Figura 4.14: Decomposicao do ciclo periplanar

Neste caso {v;,v,} formam uma clique separadora de tamanho 2, pois nenhuma
corda do ciclo pode cruzar a aresta v;v;. Utilizando a clique {v;, v;} para realizar uma
decomposigao por clique separadoras, obtemos os grafos Hy e Hy. Os grafos Hy e Hy
sao também ciclos periplanares. Procedendo recursivamente com a decomposi¢ao
em H, e Hy obtemos dtomos que sao ciclos sem cordas. Todos os atomos sao b-
continuos e a decomposicao utiliza cliques de tamanho 2. Logo, pelo Teorema [ e

seus corolarios, H é b-continuo e portanto G ¢ b-continuo. O
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Capitulo 5
Conclusoes

Neste trabalho foram apresentamos os principais conceitos relacionados a b-
coloragao, como o problema do nimero b-cromatico e o conceito de b-continuidade.
Nos aprofundamos no estudo da b-continuidade em grafos onde novos resultados
foram obtidos.

Na Secao introduzimos e analisamos algumas técnicas para manipular uma
b-coloragao. Foi feito um estudo sistematico de como algumas formas de alterar
a coloracao se relacionam com as propriedades de dominéncia dos vértices. No
desenvolvimento dos resultados das se¢oes posteriores usamos com sucesso tais téc-
nicas, indicando a sua utilidade no estudo de b-continuidade. Essas técnicas foram
propostas baseadas no problema de determinar se um grafo é b-continuo mas acredi-
tamos que possam ser usadas como ferramentas tedricas em contextos relacionados
a b-coloragao em geral.

Na Segao[4.2| provamos que os grafos distancia-hereditarios sao b-continuos. Para
tal, na Secao foi feito um estudo aprofundado das propriedades estruturais
desta classe de grafos. Este estudo nos proveu de uma decomposicao estrutural
especifica dos grafos distancia-hereditarios que foi base para a demonstracao de b-
continuidade na classe. Com o resultado do Teoremal§] generalizamos o resultado de
b-continuidade para cografos estabelecido em [6]. Vale notar que, em [6], a decompo-
sicao estrutural dos cografos que é usada para estabelecer a b-continuidade da classe
foi também base para o desenvolvimento de um algoritmo polinomial para o pro-
blema do ntmero b-cromético na classe. Deixamos entao em aberto a possibilidade
de utilizar as decomposicoes estruturais dos grafos distancia-hereditérios presentes
neste trabalho como base para o desenvolvimento de um algoritmo polinomial para
o problema do ntmero b-cromético para esta classe.

Na Secao [£.3] motivado pelos Teoremas [f] e [7] introduzimos e desenvolvemos
uma abordagem ao estudo da b-continuidade através de operagoes que preservam
b-continuidade. Na Segao tomamos como motivagao o fato de que grafos cor-

dais sao b-continuos para definir a operacao de adicao de simplicial. Provamos que
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esta operacao preserva b-continuidade, generalizando o resultado de b-continuidade
para grafos cordais. Na Secao consideramos as operagoes de adi¢ao de gémeo-
falso e adigao de gémeo-verdadeiro. Apresentamos exemplos que mostram que es-
tas operagoes nao preservam b-continuidade. Com isto, apresentamos indicios que
tal abordagem nao poderia ser utilizada em uma nova estratégia de prova para
a b-continuidade dos grafos distancia-hereditarios. Na Sec¢ao [£.3.3] introduzimos a
operacao de identificar cliques. Tal operacao foi estudada para a propriedade de pre-
servar b-continuidade. Mostramos que identificar cliques de tamanho 1 ou 2 preserva
b-continuidade. Com este resultado, relacionamos o conceito de b-continuidade com
a decomposi¢ao por componentes biconexas e, de forma mais geral, por clique sepa-
radoras. Grande parte do que foi desenvolvido nesta secao nao assume a hipotese
de que as cliques identificadas tem tamanho limitado de modo que conjecturamos
que esta operagao preserva b-continuidade no caso geral. Finalmente, na Segao[4.3.4]
ilustramos como os resultados obtidos nas secoes anteriores podem ser usados para
estabelecer b-continuidade de classes especificas de grafos. Foram considerados os
grafos periplanares, que possuem uma caracterizacao em termos de suas componen-
tes biconexas. Dessa forma, usando o teorema e corolarios da Segao [4.3.3] provamos
facilmente que os grafos periplanares sao b-continuos, generalizando o conhecido
resultado de b-continuidade para os grafos cactus [23].

Na Secao duas novas operagoes em grafos que preservam b-continuidade fo-
ram exibidas. Mais especificamente, as operagoes de adi¢cao de simplicial e de identi-
ficar cliques de tamanho 1 ou 2. As técnicas desenvolvidas para obter tais resultados
também contribuem para o estudo do nimero b-cromatico. Por exemplo, como con-
sequéncia do Lema [7| temos que x;(iden(Gy, C1, Gg, Cy)) > max{xs(G1), x»(G2)}-

Vale notar que estes resultados nao se restringem a nenhuma classe especifica
de grafos e tem como hipotese apenas a b-continuidade dos grafos envolvidos na
operacao. Portanto, acreditamos que os Teoremas @ e[L0[ (junto com os ja conhecidos
Teoremas |§| e|7)) possam incorporar um conjunto de ferramentas tebricas mais gerais

no contexto do estudo da b-continuidade em grafos.
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