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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

LIMITES PARA DISTÂNCIA E DIÂMETRO EM REARRANJO DE

GENOMAS POR TRANSPOSIÇÕES

Lúıs Felipe Ignácio Cunha

Fevereiro/2013

Orientadores: Celina Miraglia Herrera de Figueiredo

Luis Antonio Brasil Kowada

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

Esta dissertação trata do problema de Rearranjo de Genomas em um de seus

modelos mais clássicos, modelo de transposições. São abordados dois problemas:

Ordenação por Transposições e Diâmetro de Transposição.

Sobre o problema de Ordenação por Transposições — provado ser NP -dif́ıcil em

2010 — é explorada a classe das permutações solitárias. Com o intuito de obter

limites justos para esta classe é apresentado um estudo sobre sua caracterização e

propriedades estruturais. São determinados assim valores exatos e limites justos

para distâncias de algumas famı́lias apresentadas.

Os atuais limites inferiores para o diâmetro são obtidos através da justaposição

de permutações solitárias, assim é tratado também o Diâmetro de Transposição —

problema em aberto para n ≥ 16. Um estudo sobre o atual limite inferior deste

problema é apresentado através da investigação teórica da operação de união de

permutações. Em particular, é investigada a união de permutações solitárias e sua

utilização para construir as famı́lias que constituem os atuais limites inferiores.

Ainda em relação ao problema de Diâmetro de Transposição, em 2010 foi pro-

posto um novo limite inferior através da união da nova definição de permutação

super-ruim para construção das famı́lias mais distantes. Nesta dissertação é apre-

sentada uma invalidação deste limite para o diâmetro de transposição. São apre-

sentadas também condições suficientes para permutações não serem usadas na cons-

trução de novos limites através da operação de união. São propostas novas famı́lias

onde suas distâncias atingem o atual limite inferior. E por fim, é apresentada uma

nova estratégia para melhorar o limite inferior para o problema do diâmetro de

transposição.
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This dissertation discusses the transposition model, a classic mutational event in

Genome Rearrangements. Two problems are considered: Sorting by Transpositions;

and the Transposition Diameter.

For the Sorting by Transpositions — settled as NP -hard in 2010 — we obtain

tight bounds and determine the transposition exact distance for the lonely permu-

tation class, through a study of characterizations and structural properties of such

permutations.

Lower bounds for the diameter have been obtained through a juxtaposition of

lonely permutations, therefore for the Transposition Diameter — an open problem

for every n ≥ 16 — we establish an algebraic study of the union operation. We

present a theoretical investigation of the union of permutations, and the union of

lonely permutations, the main tool used to construct the current lower bound.

In 2010, it was claimed a new lower bound for the Transposition Diameter by

using the union of so-called super-bad permutations to construct such farther fami-

lies. In this work, we show that there is no super-bad permutation, thus invalidating

the claimed lower bound. We also present conditions so that several permutations

cannot be used to increase the lower bound through the union operation. More-

over, we present alternative families that meet the current lower bound and propose

a strategy to increase the lower bound that uses the union operation and further

advances on the approach used so far in the literature.
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Caṕıtulo 1

Introdução

“Durante a evolução, moléculas de hereditariedade são costuradas, modificadas, cortadas,

alongadas, encurtadas e revertidas.”

(François Jacob, 1984)

Pelo prinćıpio da evolução molecular, genomas são usados para dar origem a

outros. Moléculas de DNA são responsáveis por toda informação genética dos seres

vivos. Em protéınas, conteúdos de DNA são quase similares, porém suas orga-

nizações são bem diferentes. Um exemplo é o caso dos genomas do Repolho e do

Nabo, que possuem genes quase idênticos, porém estes genes aparecem em ordem

bem diferente [43]. Rearranjo de genomas é um conjunto de eventos mutacionais

que afetam a organização do DNA. E a distância de rearranjo trata de determinar

o número mı́nimo de eventos de rearranjo para transformar um genoma em outro.

Eventos de rearranjo envolvem modelos matemáticos que auxiliam a buscar o

quão distante uma espécie está de outra. Esta informação é usada para recons-

trução de árvores filogenéticas motivadas por aplicações biológicas. O problema de

distância de rearranjo pode ser definido por determinar o menor número de operações

necessárias para transformar uma permutação em outra (Figura 1.1), ou de maneira

equivalente, determinar o menor número de transposições necessárias para trans-

formar uma permutação na identidade, permutação onde todos os elementos estão

em ordem crescente. Ou seja, genomas são definidos por permutações de inteiros

distintos, onde cada inteiro representa um gene. Os livros de Fertin et al. [24] e

de Setubal e Meidanis [46] abordam estes problemas, onde apresentam os modelos

de rearranjo de genomas com enfoques computacional e combinatório além de suas

implicações práticas.

Nas últimas décadas, houve um grande avanço no estudo de sequenciamento

de DNA de espécies, o que permitiu determinar o sequenciamento do genoma de

organismos. Com isso, estudos foram propostos de modo a buscar novas técnicas

computacionais que fossem capazes de analisar a grande quantidade de dados ob-
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Figura 1.1: Evolução hipotética entre cloroplastos do Tabaco e L. fervens (adaptado
de Bafna e Pevzner [4]).

tidos dessas sequências para que as informações tenham relevância nas pesquisas

biológicas, um exemplo é a compreensão da comparação de genomas. Para que seja

melhor entendida a filogenia dentro das hipóteses evolutivas, diversos modelos ma-

temáticos com o objetivo de comparar distinções a partir de eventos mutacionais

foram propostos, dentre os quais destacamos:

Ordenação por Reversões com Sinal, proposto por Bafna e Pevzner [4] em 1993,

que consiste em, dado um par de permutações onde cada elemento pode ter sinal +

ou −, transformar uma permutação em outra com o número mı́nimo de reversões

(os sinais + e − estão relacionados a qual lado da dupla fita de DNA está o gene),

operação esta que inverte um determinado bloco da permutação invertendo também

o sinal de cada elemento do bloco. Hannenhalli e Pevzner [32] em 1995 determi-

naram um algoritmo polinomial que determina a distância de reversão com sinal,

tendo complexidade O(n5). Mais tarde em 2001, Bader et al. [2] determinaram a

computação da distância de reversão com sinal tendo complexidade linear O(n) e

a sequência mı́nima que ordena uma permutação foi apresentada por Tannier [47]

com complexidade O(n3/2
√

log n) e em seguida por Han [31], tendo complexidade

reduzida para O(n3/2);

Ordenação por Reversões sem Sinal, proposto por Watterson et al. [49] em 1982

é similar a Ordenação por Reversão com Sinal porém sem considerar os rótulos + ou

− dos elementos das permutações. Este problema porém, foi provado ser NP -dif́ıcil

por Caprara [8] em 1997.

Existem outras variações bem conhecidas, porém sem motivação inicial do pro-

blema de rearranjo de genomas, algumas delas são:

Ordenação por Reversões Pré-fixadas proposto por Dweighter [21] em 1975. Uma
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reversão pré-fixada é uma reversão que inverte um bloco sempre começando pelo

primeiro elemento. O problema de Ordenação por Reversões Pré-fixadas consiste

então em determinar o número mı́nimo de reversões pré-fixadas que transforme uma

permutação na identidade. Este problema foi provado ser NP -dif́ıcil por Bulteau et

al. [6] em 2011;

Burnt Pancake-Flipping proposto por Gates e Papadimitriou [28] em 1979, que

consiste em determinar o número máximo de reversões pré-fixadas com sinal (ou

rotações de panquecas de diferentes tamanhos) de maneira a transformar uma per-

mutação em outra (ou transformar uma pilha de panquecas em outra). A versão

burnt se trata de toda panqueca possuir exatamente um lado queimado, ou seja, um

elemento com sinal + (caso o lado queimado esteja para baixo) ou − (caso o lado

queimado esteja para cima). A complexidade deste problema permanece em aberto.

Outro clássico evento mutacional é a Transposição, que é vista como uma

operação que troca de posição dois blocos cont́ıguos em uma permutação. Assim

como a operação de reversão, temos também o seguinte problema:

Ordenação por Transposições Pré-fixadas, proposto por Dias e Meidanis [20],

onde uma transposição pré-fixada consiste pelo primeiro bloco começar sempre pelo

primeiro elemento. Sua complexidade permanece em aberto. Fortuna [25] determi-

nou um limite superior de distância de transposição pré-fixada para uma subclasse

de permutações reversas, permutações estas onde todos os elementos estão em ordem

descrescente, e Reis [45] abordou aspectos teóricos envolvendo o grafo associado às

permutações e suas distâncias de transposições pré-fixadas. Chitturi e Sudborough

[9] em 2012 melhoraram o limite superior de distância de transposição pré-fixada

conhecido.

Outros modelos foram propostos considerando Cadeia de Caracteres, onde ele-

mentos da cadeia de caracteres são letras de um alfabeto finito, podendo ou não ter

elementos repetidos na cadeia. Dentre estes modelos destacamos:

Ordenação por Reversões em Cadeia de Caracteres Binárias, provado ser NP -

dif́ıcil por Christie e Irving [12]; Ordenação por Reversões em Cadeia de Caracteres

com Sinal, provado ser NP -dif́ıcil por Radcliffe et al. [44]; a variação Ordenação

por Reversões Pré-fixadas em Cadeia de Caracteres também é NP -dif́ıcil, provado

independentemente por Hurkens [35] e por Chitturi e Sudborough [10]; O problema

de Ordenação por Transposições em Cadeia de Caracteres foi provado ser NP -dif́ıcil

por Radcliffe [44] em 2005; e Ordenação por Transposições Pré-fixadas em Cadeia

de Caracteres também foi provado ser NP -dif́ıcil por Chitturi e Sudborough [9] em

2012.

Nesta dissertação, consideramos Rearranjo de Genomas em permutações com

foco no problema de Ordenação por Transposições, que consiste em determinar o

menor número de eventos de transposição que transforme uma permutação na iden-
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tidade. Uma transposição, como visto anteriormente, é a operação que troca dois

blocos cont́ıguos de posição em uma permutação. Os interesses computacionais e

combinatórios tornam-se cada vez mais desafiadores. Ordenação por Transposições,

foi introduzido por Bafna e Pevzner [3] e diversos trabalhos abordam este problema,

como as teses de Dias [16], Dias [18], Hausen [33], e de Walter [48] e as dissertações

de Galvão [26] e de Lopes [39]. Ordenação por Transposições foi provado ser NP -

dif́ıcil por Bulteau et al. em 2010 e publicação em [7], através da dificuldade em

determinar a distância exata igual ao limite inferior trivial de uma famı́lia restrita

de 3-permutações. E o melhor algoritmo aproximativo conhecido — proposto por

Elias e Hartman [22] — tem razão de 1.375 que é obtido através do Diagrama de

Realidade e Desejo, este é o grafo associado a cada permutação, e propriedades

do Diagrama de Realidade e Desejo fornecem limites inferiores e superiores para

distância de transposição de permutações.

Além de algoritmos aproximativos, uma variação do problema de Ordenação

por Transposições é encontrar algoritmos exatos ou limites mais justos para clas-

ses de permutações, como a classe das permutações γ estudadas por Labarre [38].

E outra conhecida é a classe das permutações solitárias, proposta por Hausen et

al. [34]. Apresentamos nesta dissertação propriedades e limites para distância res-

trita a famı́lias de permutações solitárias.

O resultado de Bulteau et al. [7] provou que é dif́ıcil ordenar permutações muito

próximas da identidade e estabeleceu uma separação entre dois problemas que his-

toricamente eram pesquisados juntos: Ordenação por Transposições e Diâmetro de

Transposição. O estudo das permutações que sejam as mais distantes posśıveis, i.e.

o Diâmetro de Transposição, foi considerado em [22, 23, 40, 42]. As permutações

solitárias aparecem como uma generalização da permutação reversa — permutação

onde todos os elementos estão em ordem decrescente — intuitivamente a reversa se-

ria a mais distante dado que conjecturava-se que esta seria diametral, com distância

de
⌊
n
2

⌋
+ 1, onde n é o número de elementos da permutação (ou tamanho da per-

mutação) [42].

Para todo n ≤ 12 a permutação reversa é diametral. Porém para n ≥ 13 e ı́mpar

existem famı́lias com distâncias maiores do que a reversa, ou seja, sabe-se que a

reversa não é diametral. Já para n ≥ 16 e par não se conhece permutação com

distância maior que a reversa. Ou seja, o valor do diâmetro, para um dado n como o

tamanho da permutação, permanece em aberto para n ≥ 16. São conhecidos apenas

limites para este valor, com melhor limite inferior conhecido de
⌊
n+1

2

⌋
+ 1 proposto

por Elias e Hartman [22] e limite superior de
⌊

2n−2
3

⌋
proposto por Eriksson et al [23].

Deste modo, sabemos que apesar de um número exponencial de n! permutações, o

valor do diâmetro é linear em n.

O problema de Diâmetro de Transposição pode ser visto como determinar a
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maior distância num grafo com n! vértices e existe uma aresta entre dois vértices se

eles estão a distância 1.

Apesar de termos visto previamente que o valor do diâmetro de transposição é

linear em n, temos que este resultado não é caracteŕıstico em todo grafo com n!

vértices e grau polinomial em n. Um exemplo é o grafo potência de ciclos Cn3

n! ,

definido por n! vértices v1, v2, · · · , vn!, grau O(n3) e existe uma aresta entre dois

vértices se a distância entre eles no ciclo Cn! é no máximo n3. Ao escolher os vértices

v1 e vn!
2

+1, a distância deles é n!
2n3 , implicando assim em um limite inferior para o

diâmetro, exponencial em n.

Lu e Yang [40] em 2010, propuseram um novo limite inferior do diâmetro de

transposição de 17n+1
33

utilizando as então definidas permutações super-ruins, como

também está descrito no livro de Bóna [5]. Nesta dissertação, apresentamos uma in-

validação desta proposta através da demonstração da não existência de permutações

super-ruins, reestabelecendo assim o limite inferior do diâmetro de
⌊
n+1

2

⌋
+ 1 pro-

posto por Elias e Hartman. Apresentamos também famı́lias alternativas que pos-

suem distância de transposição igual ao atual limite inferior do diâmetro dado por

Elias e Hartman e além disso, propomos uma nova estratégia para melhorar o limite

inferior do diâmetro de transposição.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma: A seguir, na Seção 1.1, apre-

sentamos algumas definições, como a classe das permutações solitárias e o diagrama

de realidade e desejo, conceitos que serão fortemente utilizados no decorrer deste

trabalho, com destaque para a Seção 1.3, que explora propriedades estruturais do

diagrama de realidade e desejo das permutações solitárias; uma consequência do es-

tudo das propriedades estruturais do diagrama de realidade e desejo das permutações

solitárias é o que aborda o Caṕıtulo 2, onde apresentamos a computação de famı́lias

de permutações solitárias, computação que é obtida através do conceito de reduções

entre permutações; os atuais limites inferiores para o diâmetro de transposição

são obtidos através da justaposição de permutações solitárias, i.e., união de per-

mutações solitárias. Assim, no Caṕıtulo 3 propomos um estudo algébrico envolvendo

a operação de união de permutações e obtemos novos limites para distâncias, com

destaque para a Seção 3.2, que trata de uniões de permutações nós, famı́lias especi-

ais de permutações solitárias que serão necessárias para os resultados do Caṕıtulo 4;

o Caṕıtulo 4 trata do atual limite inferior do diâmetro, onde na Seção 4.1 estabele-

cemos o atual limite inferior e na Seção 4.2 apresentamos famı́lias alternativas das

conhecidas na literatura, que também atingem este limite. Além disso, propomos

uma estratégia para melhorar o limite inferior do diâmetro de transposição com a

utilização da operação de união de permutações; por fim, no Caṕıtulo 5, conclúımos

esta dissertação e apresentamos desdobramentos futuros prováveis acerca deste tra-

balho.
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Os Resultados desta dissertação foram divulgados assim: apresentação no Latin

American Workshop on Cliques in Graphs em 2010 e publicação na revista Ma-

temática Contemporânea [13]; apresentação de artigo completo no Brazilian Sym-

posium on Bioinformatics 2012 e publicação no correspondente Lecture Notes in

Bioinformatics [15]; apresentanção de pôster no RECOMB Comparative Genomics

2012; e artigo completo submetido para o SIAM Journal on Discrete Mathema-

tics [14].

Esta dissertação contribui para o problema de distância de transposição para

permutações solitárias, dado que utilizando os resultados encontrados para famı́lias

de permutações solitárias — que são obtidos através de reduções entre permutações

— talvez possibilite encontrar padrões na ordenação das permutações já conhecidas

com o objetivo de generalizar as reduções para assim ordenar toda permutação

solitária. Também contribúımos para o problema de diâmetro de transposição, dado

que estabelecemos o real limite inferior conhecido e propomos também uma nova

estratégia que possivelmente fornecerá um novo limite para este problema.

1.1 Definições

O modelo de rearranjo entre genes deve obedecer algumas hipóteses a respeito dos

genomas:

1. É conhecida a ordem dos genes em cada genoma;

2. Todos os genomas compartilham o mesmo conjunto de genes;

3. Todos os genomas contêm uma única cópia de cada gene;

4. Todos os genomas possuem um único cromossomo.

Estes pontos previamente descritos são necessários para nosso modelo ma-

temático. Trataremos neste trabalho de genomas por permutações pertencentes

ao grupo simétrico Sn
1 e assim temos algumas considerações:

1. Cada permutação é representada por uma função bijetiva;

2. Caso estejamos transformando uma permutação π em outra σ, então π e σ

pertencem à Sn, ou seja, ambas possuem o mesmo número de elementos;

3. Toda permutação π ∈ Sn contém n elementos distintos;

1Para o leitor interessado em conceitos de Teoria dos Grupos e trabalhos que tratam per-
mutações no contexto de estruturas algébricas abstratas recomendamos os livros de Gonçalves [30]
e de MacLane e Birkhoff [41].
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4. Se π contém n elementos distintos, então π é uma permutação do grupo

simétrico Sn.

A partir disto, vamos descrever formalmente uma permutação e uma trans-

posição.

Definição 1.1 (Permutação e Transposição) Uma permutação π[n] =

[π1 π2 · · · πn] é uma função bijetiva com domı́nio no conjunto {1, 2, · · · , n} e

imagem em {1, 2, · · · , n}. Ou seja, π(i) = πi,∀i = 1, 2, · · · , n e π(i) = π(j) se, e

somente se, i = j.

Uma transposição t(i, j, k), onde 1 ≤ i < j < k ≤ n+ 1 é a permutação:

t(i, j, k) = [1 2 · · · i−1 j j+1 · · · k−1 i · · · j−1 k · · · n].

Temos que uma permutação π[n] é um elemento do grupo simétrico Sn, cuja

operação é o produto de permutações. Uma transposição t(i, j, k) é um elemento

do conjunto gerador de Sn, ou seja, toda permutação pode ser descrita por uma

sequência de produtos de transposições. Para uma permutação π[n] chamaremos

tamanho da permutação π[n] pelo número de elementos n que existem em π[n], ou

seja, π[n] possui tamanho n.

Quando não causar ambiguidade, escreveremos π para uma permutação perten-

cente à Sn omitindo o ı́ndice [n]. A transposição t(i, j, k) aplicada em π, πt(i, j, k),

tem o efeito em π de tal maneira que o bloco entre as posições i e j − 1 é trocado

com o bloco entre as posições j e k − 1, ou seja:

πt(i, j, k) = [π1 π2 · · · πi−1 πj · · · πk−1 πi · · · πj−1 πk · · · πn].

Exemplo 1.2 Seja π = [8 5 2 10 7 4 1 9 6 3] uma permutação de S10. Ao aplicarmos

t(3, 7, 9) em π obtemos: πt(3, 7, 9) = [8 5 1 9 2 10 7 4 6 3].

Algumas permutações recebem nomes e śımbolos especiais, como: permutação

identidade, ι[n] = [1 2 · · · n]; permutação reversa, ρ[n] = [nn − 1 · · · 1]. E outra

definição importante é a de permutação inversa.

Definição 1.3 (Permutação inversa) Dada uma permutação π = [π1 π2 · · · πn],

temos que π−1 = [π−1
1 π−1

2 · · · π−1
n ] é a permutação inversa de π, onde

π(π−1(i)) = i.

Retornando ao Exemplo 1.2 temos que π−1 = [7 3 10 6 2 9 5 1 8 4], isto devido

π(π−1(1)) = π(7) = 1, π(π−1(2)) = π(3) = 2, e assim por diante.

Temos então o problema de determinar o valor mı́nimo de operações de trans-

posição que transforme uma permutação em outra. Esta é portanto, a definição de

distância de transposição, como segue:
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Definição 1.4 (Distância de transposição) A distância de transposição d(π, σ)

de uma permutação π a uma permutação σ, onde π e σ possuem o mesmo tamanho,

é:

a) d(π, σ) = 0, se π = σ;

b) d(π, σ) = q, sendo q ≥ 1 o menor inteiro para o qual exista uma sequência de

transposições t1, t2, · · · , tq, tal que πt1t2 · · · tq = σ, se π 6= σ.

É posśıvel provar que dadas as permutações π, σ e γ, temos que

d(π, σ) = d(γπ, γσ). Para isso considere πt1t2 · · · tq = σ e o produto γπt1t2 · · · tq.
Pela associatividade do produto entre elementos de Sn, é imediato verificar que

γ(πt1t2 · · · tq) = γσ.

Sabendo então que d(π, σ) = d(γπ, γσ), ao considerar γ = σ−1 teremos

d(π, σ) = d(σ−1π, ι). Assim, nosso problema de Distância de transposição, De-

finição 1.4, pode ser definido de maneira equivalente a determinar a quantidade

mı́nima q de transposições da sequência t1, t2, · · · , tq, tal que πt1t2 · · · tq = ι. Com

isso, a distância de transposição de uma permutação π será computada em relação

à ι, e escreveremos d(π, ι) = d(π). É por esta razão que o problema de Distância de

transposição é também conhecido como Ordenação por transposições. Assim, nesta

dissertação quando nos referirmos a ordenar uma permutação estamos preocupados

em obter o valor da sequência mı́nima de transposições que ordena a permutação.

A partir da relação d(π, σ) = d(γπ, γσ), também é direto verificarmos que

d(π) = d(π−1). Isto devido d(π, ι) = d(π−1π, π−1) = d(ι, π−1).

Definição 1.5 (Diâmetro de transposição) O diâmetro de transposição TD(n)

é o valor da maior distância de transposição entre qualquer par de permutações com

n elementos. Ou seja, TD(n) = maxπ∈Sn{d(π)}.

1.1.1 Permutações solitárias

Abordaremos agora a classe das permutações solitárias. O estudo desta classe foi

proposto por Hausen et al. [34], onde foi explorada a classe das permutações solitárias

restritas a subclasse em que n + 1 fosse um número primo, onde n é o tamanho

destas permutações. Sabendo de antemão que n + 1 é primo, propriedades em

relação as classes unitárias de equivalência tórica foram encontradas e relações ao

diâmetro de transposição foram propostas. Mais tarde, Kowada et al. [37] abordam

as permutações solitárias no aspecto mais geral não restrito a n + 1 ser primo, e

assim limites para distâncias de famı́lias foram apresentadas.

As permutações solitárias aparecem no contexto de permutações tóricas defini-

das por Eriksson et al. [23]. Permutações podem ser agrupadas usando as classes de
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equivalência tórica (Definições 1.6, 1.7 e 1.9), o que têm como consequência a propri-

edade que permutações na mesma classe possuem a mesma distância de transposição

(Teorema 1.10).

Definição 1.6 [23, 34] A circularização de uma permutação π em Sn é a per-

mutação circular π◦, obtida a partir de π pela inserção do elemento 0 que é inserido

anterior ao elemento π1 e após o elemento πn e após isto é tomada a classe de equi-

valência através de rotações ćıclicas. Portanto, a mesma permutação π◦ pode ser re-

presentada por [0 π1 . . . πn−2 πn−1 πn], [πn 0 π1 . . . πn−2 πn−1], [πn−1 πn 0π1 . . . πn−2],

e assim por diante. A linearização de uma permutação circular π◦ é a permutação π

obtida através da remoção do elemento 0 e tomando o π1 como o próximo elemento

após o elemento 0.

Definição 1.7 [23] Seja a permutação π[n] e um inteiro m. O m-passo

deslocamento ćıclico da permutação circular π◦ é a permutação circular

m + π◦ := [mm+ π1 · · · m+ πn], onde x é o resto da divisão de x por n+ 1.

Exemplo 1.8 Seja π = [3 4 1 2]. As quatro permutações circulares resultantes dos

deslocamentos ćıclicos de π◦ são:

1 + π◦ = [1 4 0 2 3] ≡◦ [0 2 3 1 4], 2 + π◦ = [2 0 1 3 4] ≡◦ [0 1 3 4 2],

3 + π◦ = [3 1 2 4 0] ≡◦ [0 3 1 2 4], e 4 + π◦ = [4 2 3 0 1] ≡◦ [0 1 4 2 3].

A notação ≡◦ denota que ambos os lados são equivalentes através dos deslocamentos

ćıclicos.

Definição 1.9 [23] Duas permutações π e σ são toricamente equivalentes se

π◦ ≡◦ m + σ◦, para algum inteiro m.

Teorema 1.10 [23] Se π e σ são toricamente equivalentes, então d(π) = d(σ).

Algumas classes tóricas possuem somente uma permutação, como por exemplo

as classes da permutação reversa e da permutação identidade. Estas classes são

chamadas de classe unitária tórica e as permutações contidas nessas classes são as

permutações solitárias [34].

Teorema 1.11 (Caracterização de permutação solitária) [34] A permutação

π é uma permutação solitária se, e somente se, π = [` 2` 3` · · · n`] para algum

` ≥ 1, onde mdc(n+ 1, `) = 1 e x é o resto da divisão de x por n+ 1.

Denotamos uma permutação solitária por un,`, onde n + 1 e ` são primos en-

tre si. Por exemplo, têm-se as permutações solitárias u10,8 = [8 5 2 10 7 4 1 9 6 3] e

u12,5 = [5 10 2 7 12 4 9 1 6 11 3 8]. Observe que a permutação reversa ρ[n] = un,n

e a permutação identidade ι[n] = un,1 são ambas permutações solitárias, já que

mdc(n+ 1, n) = 1 e mdc(n+ 1, 1) = 1.
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Proposição 1.12 [34] Dada uma permutação solitária un,`, temos que (un,`)
−1 =

un,`−1, onde `−1 é o inverso multiplicativo de ` modulo n + 1, ou seja `−1 · ` ≡ 1

(mod n+ 1).

Demonstração. Para obter a permutação inversa de un,`, seja π = (un,`)
−1, de modo

que πun,` = ι, ou seja, π(un,`(1)) = 1, π(un,`(2)) = 2, · · · , π(un,`(n)) = n. Como

un,`(i) = i`, temos que π(1`) = 1, π(2`) = 2, · · · , π(n`) = n. Ou seja, se queremos

obter π(1) devemos calcular o elemento i onde i` = 1, dáı temos que i = `−1, da

mesma maneira para obter π(2) façamos i` = 2, com isso i = 2`−1. E assim por

diante obtemos π = un,`−1 . �

Exemplo 1.13 Para a permutação solitária u10,8 = [8 5 2 10 7 4 1 9 6 3], temos que

(u10,8)−1 = u10,7 = [7 3 10 6 2 9 5 1 8 4]. E para u12,5 = [5 10 2 7 12 4 9 1 6 11 3 8]

temos (u12,5)−1 = u12,8 = [8 3 11 6 1 9 4 12 7 2 10 5].

Corolário 1.14 Dada uma permutação solitária un,`, temos que d(un,`) = d(un,`−1).

Demonstração. Como visto na página 8 que uma permutação possui distância de

transposição igual a da sua inversa, e além disso pela Proposição 1.12 vemos que

(un,`)
−1 = un,`−1 . �

Assim, pelo Corolário 1.14 para as permutações do Exemplo 1.13, temos

d(u10,8) = d(u10,7) e d(u12,5) = d(u12,8).

1.1.2 Diagrama de Realidade e Desejo

A partir da caracterização da classe das permutações solitárias vamos definir o Di-

agrama de Realidade e Desejo, uma importante ferramenta para podermos estimar

limites para distâncias de permutações em geral e em particular para famı́lias de

permutações solitárias.

Definição 1.15 (Diagrama de Realidade e Desejo) [3] Dada uma permutação

π ∈ Sn temos que o Diagrama de Realidade e Desejo, denotado G(π, ι) ou simples-

mente G(π), é o multigrafo G(π) = (V,R ∪D), onde:

V = {0,−1,+1,−2,+2, · · · ,−n,+n, −(n+ 1)},
R = {(+πi, −πi+1) |i = 1, · · · , n− 1} ∪ {(0, −π1), (+πn, −(n+ 1))},
D = {(+i, −(i+ 1)) |i = 0, · · · , n}.

Podemos verificar que as arestas de realidade R representam as adjacências entre

os elementos de π e as arestas de desejo D representam as adjacências entre os

elementos de ι. Veja a Figura 1.2.
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Definimos o Diagrama de Realidade e Desejo G(π) em relação as permutações π

e ι, mas essa definição pode ser generalizada para G(π, σ), diferenciando somente o

conjunto de arestas de desejo D, onde D passará a representar a vizinhança entre

os elementos de σ.

Temos como consequência da Definição 1.15 que cada vértice possui grau dois,

em cada vértice incide uma aresta de realidade e uma de desejo, ou seja, G(π) é

composto por ciclos disjuntos e os caminhos são alternados entre arestas de realidade

e arestas de desejo. No decorrer desta dissertação, quando nos referirmos a um ciclo

em π estamos nos referindo a um ciclo em G(π).

Dizemos que um ciclo em π tem tamanho k, ou é um k-ciclo, se este ciclo contém

exatamente k arestas de realidade (ou de maneira equivalente, k arestas de desejo).

Um ciclo é dito ı́mpar quando existe um número ı́mpar de arestas de realidade, caso

contrário o ciclo é par. Se G(π) consiste de apenas um ciclo, então π é chamada de

uma permutação unićıclica. Por exemplo, a permutação solitária u10,8 na Figura 1.2

é unićıclica.

0 -8 +8 -5 +5 -2 +2 -10 +10 -7 +7 -4 +4 -1 +1 -9 +9 -6 +6 -3 +3 -11

Figura 1.2: O Diagrama de Realidade e Desejo G(u10,8) da permutação solitária
u10,8 = [8 5 2 10 7 4 1 9 6 3] consistindo de somente um ciclo ı́mpar.

O número de ciclos num Diagrama de Realidade e Desejo é uma importante me-

dida para estimarmos limites para distâncias. Bafna e Pevzner [3] provaram que após

uma transposição ser aplicada, o número de ciclos é alterado da seguinte maneira:

aumenta em dois; ou permanece igual; ou diminui em dois. Como nosso objetivo

é ordenar uma permutação π, ou seja, transformar π na permutação identidade ι,

que por sua vez possui n + 1 ciclos de tamanho 1, um limite inferior imediato é a

cada transposição o número de ciclos ser aumentado em dois. Com isso foi obtido o

seguinte limite: d(π) ≥ d(n + 1 − |C(π)|)/2e, onde |C(π)| é o número de ciclos em

π, i.e., |C(π)| é a cardinalidade do conjunto dos ciclos de π, como será explorado na

Seção 1.2.

Bafna e Pevzner [3] determinaram também um limite inferior ainda melhor, pro-

vando que a cada transposição o número de ciclos ı́mpares, denotado por ćımpar(π),

é alterado da seguinte maneira: i) aumenta em dois; ii) permanece igual; iii) diminui

em dois. Portanto, uma transposição é classificada através de seu efeito quanto ao

número de ciclos ı́mpares numa permutação: i) 2-movimento; ii) 0-movimento; iii)
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−2-movimento. Como a permutação identidade consiste de n+ 1 ciclos de tamanho

1, o ideal para ordenar uma permutação é que a cada transposição haja um “movi-

mento” que aumente o número de ciclos ı́mpares. A partir disso, obtemos o limite

inferior visto no Teorema 1.16.

Teorema 1.16 [3] A distância de transposição de uma permutação π é

d(π) ≥
⌈

(n+1)−ćımpar(π)

2

⌉
.

O Teorema 1.16 nos diz que um limite inferior de distância para π é obtido

quando cada transposição aplicada para ordenar π é do tipo 2-movimento.

Definição 1.17 [3] Dizemos que uma transposição t(i, j, k) afeta um ciclo c do

Diagrama de Realidade e Desejo G(π) se c contém pelo menos uma das seguintes

arestas de realidade: (+πi−1,−πi) ou (+πj−1,−πj) ou (+πk−1,−πk).

Dizemos que uma permutação π é orientada, se existe pelo menos uma trans-

posição do tipo 2-movimento em π, caso contrário dizemos que π é não-orientada.

Na Seção 1.3 apresentaremos uma caracterização de permutações orientadas.

Obtemos através das propriedades das transposições enunciadas as seguintes ob-

servações:

Observação 1.18 Se uma permutação é unićıclica então esse ciclo é ı́mpar.

Numa transposição a paridade do tamanho dos ciclos sempre se mantêm e ι consiste

de n + 1 ciclos ı́mpares (n + 1 ciclos de tamanho 1), assim temos a explicação da

Observação 1.18.

Observação 1.19 Toda permutação unićıclica contém um número par de elemen-

tos.

Pela Observação 1.18, uma permutação unićıclica possui o ciclo ı́mpar, ou seja,

contém um número ı́mpar de arestas de realidade. E como são exatamente n + 1

arestas de realidade, temos portanto que n é par.

Observação 1.20 Todas as permutações possuem um número par de ciclos pares.

Pelo argumento semelhante a Observação 1.18, dado que a paridade do tamanho

dos ciclos sempre se mantêm e ι consiste de 0 ciclos pares, assim temos a explicação

da Observação 1.20.

Observação 1.21 Se um 2-movimento afeta dois ciclos, então esses ciclos são pa-

res.
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O número de ciclos não aumenta quando uma transposição afeta mais que um ci-

clo [33], portanto quando um 2-movimento afeta dois ciclos, a partir de dois pares

teremos dois ı́mpares. Note que esta é a única maneira de haver 2-movimento quando

a transposição afeta dois ciclos.

Meidanis et al. [42] determinaram a distância de transposição para a permutação

reversa ρ[n], isto devido terem apresentado uma sequência de
⌊
n
2

⌋
+ 1 transposições

que ordena ρ[n] e garantiram que esta sequência é mı́nima através do Teorema 1.16.

Onde para n ≥ 3 com n ≡ 3 (mod 4), o número de ciclos ı́mpares é 0, assim o

limite inferior de d(ρ) ≥ n+1
2

é igual ao valor da sequência determinada
⌊
n
2

⌋
+ 1.

Para valores de n ≥ 3, com n equivalente a 0, 1 ou 2 modulo 4 os limites inferiores

resultam em
⌊
n
2

⌋
, ou seja, uma unidade menor do que a sequência apresentada,

porém Meidanis et al. também provaram que para ordenar ρ as duas primeira

transposições não podem ambas serem 2-movimentos, i.e., ou ρ ou ρt1 (onde t1 é a

primeira transposição de sequência que ordena ρ) é não-orientada. Com isso, temos

que
⌊
n
2

⌋
+ 1 transposições são também necessárias para ordenar ρ[n], com n ≥ 3, o

que implica no Teorema 1.22.

Teorema 1.22 [42] A distância de transposição da permutação reversa ρ[n], onde

n ≥ 3 é d(ρ[n]) =
⌊
n
2

⌋
+ 1.

1.2 Reduções e sequência de elementos num ciclo

Como visto no Teorema 1.16, um importante limite inferior para distância de trans-

posição d(π) pode ser obtido através de G(π), contudo podemos também relacionar

permutações através de reduções que são obtidas pela análise do Diagrama de Reali-

dade e Desejo. Nesta Seção começamos por definir uma redução, conceito proposto

por Christie [11], e o que isto implica entre as distâncias. Também definimos duas

maneiras alternativas de representar uma permutação: a sequência de ciclos e a

sequência de posições. Tais maneiras serão utilizadas para determinar a existência

de 2-movimentos numa permutação, como será vista logo em seguida na Seção 1.3.

Definição 1.23 [11] A permutação reduzida de π, denotada por gl(π), é a per-

mutação onde G(gl(π)) é igual a G(π) sem os ciclos de tamanho 1, e tendo os

rótulos dos vértices remanescentes atualizados.

Seja π = [1 2 7 6 3 5 4 8], observe na Figura 1.3a G(π) e na Figura 1.3b G(gl(π)),

onde gl(π) = [5 4 1 3 2]2.

2O termo gl foi definido fazendo analogia a uma colagem, do inglês “gluing”, das partes da
permutação que não possuem elementos vizinhos ordenados.
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Definição 1.24 [11] Duas permutações π e σ são equivalentes por redução, se

gl(π) = gl(σ).

Definição 1.25 [37] Uma permutação σ é uma r-redução de π se existe uma

sequência de r transposições do tipo 2-movimentos, que transforma π numa per-

mutação equivalente por redução à σ.

Corolário 1.26 [37] Se σ é uma r-redução de π, então d(π) ≤ d(σ) + r.

Assim como existe a definição de r-redução, podemos estender essa definição de

maneira a permitir que existam algumas transposições do tipo 0-movimento, como

visto na Definição 1.27.

Definição 1.27 [37] Uma permutação σ é uma (t, r)-redução de π se existe uma

sequência de t transposições, onde r transposições são 2-movimentos, que transforma

π numa permutação equivalente por redução à σ.

Corolário 1.28 [37] Se σ é uma (t, r)-redução de π, então d(π) ≤ d(σ) + t.

É posśıvel representar uma permutação π pela sequência de elementos não nega-

tivos em cada ciclo de G(π), ou pela sequência de posição dos elementos dos ciclos

na permutação. Esta última será útil para caracterizar as permutações orientadas e

na Seção 2.1 para caracterizar as permutações nós.

Definição 1.29 [15] Dada uma permutação π, uma sequência de elementos não

negativos em cada ciclo que contém o elemento i de G(π) é denotada por ci(π), e a

coleção desses elementos é denotada por C(π).

Usamos parênteses para delimitar a sequência de ciclos de C(π). O número de

ciclos no Diagrama de Realidade e Desejo G(π) é |C(π)|.

Definição 1.30 [15] Dada uma permutação π e cada sequência de elementos não

negativos ci(π), a correspondente sequência de posições dos respectivos elementos

de ci(π) em π é denotada por pi(π). A coleção das sequências das posições dos

elementos não negativos é denotada por P (π).

Usamos os śımbolos “〈” e “〉” para delimitar as correspondentes sequências de

posições.

Se uma permutação π consiste de somente um ciclo usamos c(π) e p(π) para

denotar c0(π) e p0(π), respectivamente. No Exemplo 1.31 vemos as representações

de uma permutação.

Exemplo 1.31 Observe a Figura 1.3a onde π = [1 2 8 7 3 4 6 5 9]. C(π) =

{(0), (1), (2 7), (8 6 4 5), (3), (9)} e P (π) = {〈0〉, 〈1〉, 〈2 4〉, 〈3 7 6 8〉, 〈5〉, 〈9〉}. Observe

que c2 = c7 e c8 = c6 = c4 = c5.
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0 +1 +2 +8 +7 +4 +6 +5 +9 -10-9-5-6-3-7-8-2-1 +3 -4

(a)

0 +5 +4 +1 +3 +2 -6-2-3-1-4-5

(b)

Figura 1.3: (a) G([1 2 8 7 3 4 6 5 9]) e (b) G([5 4 1 3 2]).

Limites para distância de transposição sem a utilização do Diagrama de Reali-

dade e Desejo foram propostos na literatura, como abordado por Galvão e Dias [27],

onde são avaliados os desempenhos dos algoritmos aproximativos conhecidos que

não utilizam o Diagrama de Realidade e Desejo para permutações de tamanho até

13 e são comparados em relação as distâncias exatas que são conhecidas de tais

permutações. Porém os resultados são menos satisfatórios comparados aos limites

apresentados envolvendo Diagrama de Realidade e Desejo.

A seguir apresentaremos propriedades estruturais do Diagrama de Realidade e

Desejo das permutações solitárias.

1.3 Diagrama de Realidade e Desejo das per-

mutações solitárias

A partir da construção das permutações solitárias, podemos estabelecar regularida-

des do G(un,`), como é visto no Lema 1.32, e com isso será posśıvel estimar limites

para famı́lias de permutações solitárias, como abordado no Caṕıtulo 2.

Lema 1.32 [37] Seja un,` uma permutação solitária, com ` > 1. Temos que G(un,`)

satisfaz:

1. cada ciclo, ci(un,`), possui o mesmo tamanho k = (n+ 1)/mdc(n+ 1, `− 1);

2. o número de ciclos, |C(un,`)|, é mdc(n+ 1, `− 1);

3. +i,+i+ `− 1,+i+ 2(`− 1), . . . ,+i+ (k − 1)(`− 1) é a sequência de elemen-

tos não negativos em todo ciclo, para i = 0, . . . , |C(un,`)| − 1.

Dizemos que uma permutação é uma k-permutação quando G(π) consiste so-

mente de ciclos de tamanho k. Assim pelo Lema 1.32 temos que toda permutação
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solitária é uma k-permutação. O estudo da regularidade dos tamanhos dos ciclos são

também vistos no Lema 1.33 e no Corolário 1.34, com o objetivo de determinarmos

a sequência de ciclos e posição dos elementos dos ciclos de uma permutação solitária.

Com isso, podemos determinar a existência de 2-movimento numa permutação so-

litária.

Lema 1.33 [37] Considere o ciclo contendo o vértice 0,

c0(un,`) = (0,+̀ −1, +2(`−1), . . .). Assim p0(un,`) = 〈0,m, 2m, . . .〉, onde

`−1 é um inteiro tal que ` · `−1 ≡ 1 (mod n+ 1) e m ≡ 1− `−1 (mod n+ 1).

Corolário 1.34 [37] A posição do elemento i+y(`−1) é i`−1+ym, onde m =

1−`−1. Ou seja, os ciclos que contém +i,+i+(`−1), +i+2(`−1), . . . e

0,+`−1,+2(`−1), . . . têm a mesma estrutura.

Uma permutação é dita ser não-orientada, se toda tripla (x, y, z) pertencendo a

um elemento de P (π), onde ao escolher uma ordem començando do elemento mais a

esquerda, os elementos x, y, z aparecem nesta ordem, e entre x e y — também entre

y e z — existe um número par de elementos, satisfazendo uma das três seguintes

possibilidades: x < y < z, ou y < z < x, ou z < x < y. Ou seja, a tripla (x, y, z)

está em ordem crescente circular. Caso contrário π é dita orientada.

Lema 1.35 [3] Uma permutação é orientada se, e somente se, admite um 2-

movimento.

Dada a caracterização de 2-movimento vista no Lema 1.35 podemos determinar

se uma permutação solitária é não-orientada simplesmente por verificar em P (un,`),

já que a construção de P (un,`) é direta pelo Corolário 1.34.

Exemplo 1.36 Seja a permutação solitária u10,8. Temos que G(u10,8) é unićıclica

(mdc(11, 7) = 1, este é o número de ciclos pelo Lema 1.32), a sequência de elementos

no ciclo é C(u10,8) = {(0 7 3 10 6 2 9 5 1 8 4)} (também visto no Lema 1.32), e a

posição de elementos do ciclo na permutação é P (u10,8) = {〈0 5 10 4 9 3 8 2 7 1 6〉}
(pelo Lema 1.33). A partir disto, podemos verificar que u10,8 é uma permutação não-

orientada, já que toda tripla (x, y, z) de P (u10,8) está em ordem crescente circular.

1.4 3-permutação solitária

As 3-permutação são importantes famı́lias abordadas na literatura. Elias e Hart-

man [22] apresentaram um algoritmo 1.375-aproximativo para o problema de Or-

denação por transposições tendo complexidade O(n2), Dias e Dias [17] melhoraram a
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estrutura de dados e determinaram complexidade de O(n log n). Este algoritmo con-

siste em transformar uma permutação qualquer π em uma 3-permutação π′ obtida

através da inserção de novos elementos em posições determinadas que transformam

os ciclos de π em ciclos de tamanho 3, e após isto garantem3 que a cada 11 trans-

posições 8 são do tipo 2-movimentos. Com isso é posśıvel estimar distância para π′

e é dado uma aproximação de distância para π. Além disto, Elias e Hartman [22]

apresentaram um pior caso para uma 3-permutação e como seria a ordenação desta

permutação, ou seja, o diâmetro de transposição de uma 3-permutação, como segue:

Teorema 1.37 [22] O diâmetro de transposição de uma 3-permutação de tamanho

n é:

TD(n) ≤ 11
⌊ n

24

⌋
+

⌊
3

(n/3 (mod 8))

2

⌋
+ 1.

Bulteau et al. [7] provaram recentemente a NP -dificuldade do problema de Or-

denação por Transposições, que consiste em determinar a distância de transposição

para toda permutação π. Esta demonstração é obtida através da dificuldade em

determinar a distância para uma subclasse de 3-permutações, mesmo sendo famı́lias

que possuem distâncias próximas da identidade. Bulteau et al. determinaram a

dificuldade de determinar mesmo a existência de algum 0-movimento na sequência

ótima.

Vale observar que a famı́lia das 3-permutações dada por Bulteau et al. são

distintas das 3-permutações solitárias, isto porque a sequência P (π) — sendo π uma

3-permutação de Bulteau et al. — ser diferente da sequência P (un′,`′), onde un′,`′ é

uma 3-permutação solitária.

Hausen et al. [37] apresentaram um limite mais justo para as 3-permutações

solitárias, como segue.

Teorema 1.38 [37] Seja un′,`′ uma 3-permutação solitária. Temos que d(un′,`′) ≥
n′+1

3
e:

d(un′,`′) ≤


4n′+1

9
se n′ ≡ 2 (mod 9)

4n′+7
9

se n′ ≡ 5 (mod 9)
4n′+4

9
se n′ ≡ 8 (mod 9)

O limite inferior do Teorema 1.38 é encontrado de maneira direta pelo Teo-

rema 1.16, e o limite superior é encontrado através de uma sequência recorrente de

uma (3, 2)-redução entre as 3-permutações solitárias.

O Teorema 1.38 apresenta um limite justo para toda 3-permutação solitária,

como pode ser visto na Tabela 1.1 onde é calculada a distância de transposição

3Assim como o Teorema das quatro cores de Appel e Haken [1], a demonstração de que em 11
transposições 8 são do tipo 2-movimentos é obtida através de análise de casos de configurações
posśıveis de ciclos dos diagramas de realidade e desejo das permutações. Esta análise é feita via
computador, cerca de 80 mil casos.
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Tabela 1.1: Distâncias de permutações solitárias com n ≤ 20. Células hachuradas
correspondem às 3-permutações solitárias.

d(un,`)
` 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

n
2 1 — — — — — — — — — — — — — — — — — —
3 — 2 — — — — — — — — — — — — — — — — —
4 2 2 3 — — — — — — — — — — — — — — — —
5 — — — 3 — — — — — — — — — — — — — — —
6 3 4 3 4 4 — — — — — — — — — — — — — —
7 — 4 — 4 — 4 — — — — — — — — — — — — —
8 4 — 4 4 — 4 5 — — — — — — — — — — — —
9 — 5 — — — 5 — 5 — — — — — — — — — — —
10 5 6 6 6 5 6 6 6 6 — — — — — — — — — —
11 — — — 5 — 6 — — — 6 — — — — — — — — —
12 6 7 7 7 6 6 7 7 7 6 7 — — — — — — — —
13 — 7 — 7 — — — 7 — 7 — 7 — — — — — — —
14 7 — 7 — — 7 7 — — 7 — 7 8 — — — — — —
15 — 8 — 8 — 8 — 8 — 8 — 8 — 8 — — — — —
16 8 9 8 9 9 9 8 8 9 9 9 8 9 8 9 — — — —
17 — — — 9 — 8 — — — 9 — 8 — — — 9 — — —
18 9 9 10 10 10 10 9 10 9 10 9 9 9 9 10 10 10 — —
19 — 10 — — — 10 — 8 — 10 — 9 — — — 9 — 10 —
20 10 — 9 11 — — 9 — 10 10 — 10 — — 9 11 — 10 11

para toda permutação solitária de até 20 elementos, e toda 3-permutação solitária

apresentada possui distância igual ao limite superior do Teorema 1.38.
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Caṕıtulo 2

Novos Limites de Distâncias de

Permutações Solitárias

Seguindo a mesma ideia apresentada na Seção 1.4 quando foi apresentado um limite

mais justo para as 3-permutações solitárias, agora determinaremos limites justos de

distâncias para outras famı́lias de permutações solitárias.

2.1 A permutação nó un,`∗

As permutações nós são as únicas permutações que: são unićıclicas e não admi-

tem um 2-movimento. Nas Seções 3.2 e 4.1 estas permutações são relacionadas

ao problema de diâmetro de transposição, na Seção 3.2 mostraremos distâncias da

união de permutações nós, e isto será útil para o que será visto na Seção 4.1, onde

mostraremos que as permutações nós são as únicas candidatas+serem permutações

super-ruins, de acordo com a Definição 4.5 proposta por Lu e Yang [40], e as que

seriam usadas na construção de famı́lias mais distantes.

Christie [11] definiu a famı́lia de permutações denotando por ω, sendo unićıclicas

e este ciclo chamado por knot (dáı nossa tradução para nó), com ω possuindo 2r

elementos.

Definição 2.1 [11] A permutação ω[n] é a permutação onde p(ω) = 〈0 n
2
n n

2
−1n−

1 n
2
− 2n−2 · · · 1n−(n

2
−1)〉.

Exemplo 2.2 Para n = 10 temos que p(ω) = 〈0 5 10 4 9 3 8 2 7 1 6〉, e pelo Lema 1.33

na página 16, temos que p(ω) = p(u10,8). Observe que p(u10,8) = 〈0m 2m · · · 10m〉,
onde m = 1− `−1 e `−1 = 7, com isso m = 5.

Observe que a sequência p(ω) possui os elementos consecutivos entrelaçados,

realmente como um nó entre os elementos. Retorne a Figura 1.2 na página 11 e note

como as arestas de desejo são entrelaçadas. Isto justifica o nome nó.
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Christie [11] também caracterizou a condição de existência de uma permutação

ω, como segue no Teorema 2.3.

Teorema 2.3 [11] A permutação ω com 2r elementos existe somente se

r ∈ {3q, 3q − 1} para algum inteiro q ≥ 1. Mais que isso, ω é a única per-

mutação que satisfaz: i) ω é unićıclica; ii) não existe 2-movimento que possa ser

aplicado em ω.

Definição 2.4 A permutação nó un,`∗, de parâmetro q ≥ 1, é a permutação de um

dos dois tipos:

`∗ =

{
2q + 1 para n = 6q,

4q para n = 6q − 2.

Observe que mdc(6q+ 1, 2q+ 1) = 1 e mdc(6q−1, 4q) = 1, sendo assim posśıveis

para existência de permutação solitária do Teorema 1.11 na página 9, já que mdc(n+

1, `) = 1. A Definição 2.4 foi primeiro proposta por Hausen et al. [34], porém restrita

aos tipos apresentados na Definição 2.4 em que n+ 1 fossem primos.

A partir da Definição 2.4 denotaremos a permutação nó por dois tipos, a saber

u6q,2q+1 e u6q−2,4q, para dado o parâmetro q ≥ 1.

Corolário 2.5 [15] A permutação nó un,`∗ é a permutação ω.

Demonstração. Observe que ω e a permutação nó são ambas definidas para os

mesmos valores de n. Comparando o Lema 1.33, que representa a sequência

das posições de uma permutação solitária, com a Definição 2.1, que representa a

sequência das posições da permutação ω, temos que p(un,`∗) = p(ω), dado que

p(un,`∗) = 〈0 m 2m · · ·nm〉, onde m = 1− (`∗)−1 e (`∗)−1 = n
2

+ 2. Com isso

m = 1− n
2
− 2 ≡ −n

2
− 1 + n+ 1 ≡ n

2
. �

Teorema 2.6 A distância de transposição de uma permutação nó un,`∗ é d(un,`∗) ≥
n
2

+ 1.

Demonstração. Pelo limite inferior do Teorema 1.16 temos que d(un,`∗) ≥ n
2
, porém

como visto que a distância de transposição é igual ao limite inferior quando a

sequência mı́nima que ordena a permutação consiste apenas por 2-movimentos, e

além disso a primeira transposição a ser aplicada em un,`∗ não pode ser 2-movimento,

dado que un,`∗ é não-orientada, temos então que pelo menos n
2

+ 1 transposições são

necessárias para ordenar un,`∗ . �

Um resultado obtido de maneira independente por Christie [11] mostra que existe

uma sequência de n
2

+ 1 transposições que ordena un,`∗ , assim d(un,`∗) = n
2

+ 1.

Exemplo 2.7 Pela Definição 2.4 vemos que u10,8 e u12,5 são permutações nós.

Com isso, as permutações u10,8 e u12,5 são as únicas permutações unićıclicas não-

orientadas de tamanhos 10 e 12, respectivamente.
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2.2 Limites para outras permutações solitárias

Vista a dificuldade em determinar a distância de transposição para uma dada per-

mutação, surge assim o desafio de determinar distâncias exatas ou limites mais justos

para classes de permutações. Focamos na classe das permutações solitárias, nesta

Seção determinamos distâncias exatas para un,3, quando n+ 1 é múltiplo de quatro,

e limites justos para outras permutações solitárias, tais como: un,n−1, un,n
2
, un,3 —

quando n+ 1 não é múltiplo de quatro — e un,4.

Primeiro vamos definir a operação de concatenação, onde através dela é posśıvel

representar uma permutação pela sua regra de formação.

Definição 2.8 [25] A concatenação de uma sequência a com uma sequência b,

denotada por a � b, é a operação que une as duas sequências. A concatenação

generalizada, denotada por
z⊙

x=y

[f(x)] e é a concatenação das sequências f(x), com

x variando de y a z.

Exemplo 2.9 Seja a permutação solitária un,` = [` 2` 3` · · · n`]. Através da

operação de concatenação temos que un,` =
n⊙
i=1

[i`].

Teorema 2.10 [14] A distância de transposição da permutação solitária un,n−1 é
n
2
− 1 ≤ d(un,n−1) ≤ n

2
, se n ≡ 2 (mod 6), ou n

2
≤ d(un,n−1) ≤ n

2
+ 1, se n ≡ 0 ou 4

(mod 6).

Demonstração. Consideremos todos os casos de n, ou seja, n ∈ {6q, 6q + 1, 6q +

2, 6q + 3, 6q − 2, 6q + 5}. Verificando que mdc(n + 1, n − 1) 6= 1 somente para

n ∈ {6q + 1, 6q + 3, 6q + 5}, analisemos então os casos n ∈ {6q − 2, 6q, 6q + 2}
que são justamente onde temos a existência de permutação solitária.

O limite inferior da distância de transposição em cada caso n = 6q − 2, n = 6q

e n = 6q + 2 vêm como consequência direta do Lema 1.32 na página 15. Agora,

vamos encontrar a sequência de transposições que ordena un,n−1, resultando num

limite superior para a distância.

Caso 1: Para n = 6q − 2, com q ≥ 1.

π = u6q−2,6q−3 = [6q−3 6q−5 · · · 5 3 1︸ ︷︷ ︸
3q−1

6q−2 6q−4 · · · 6 4 2︸ ︷︷ ︸
3q−1

] =
3q−2⊙
i=0

[6q−3−2i]�

�
3q−1⊙
i=1

[6q − 2i].

Aplicando a transposição t(2, 3q, 6q − 2) em π, resulta em

π′ = [6q−3]�
3q−2⊙
i=1

[6q−2i]�
3q−2⊙
i=1

[6q−3−2i]� [2].
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Se q = 1, temos π′ = [3 4 1 2]. Basta aplicar t(1, 3, 5) em π′ e assim com no

máximo n
2

+ 1 transposições un,n−1 foi ordenada;

Se q = 2, temos π′ = [9 10 8 6 4 7 5 3 1 2]. Ao obter a permutação equivalente por

redução gl(π′), temos gl(π′) = [8 7 5 3 6 4 2 1]. Neste caso apliquemos a sequência de

5 transposições: t(1, 2, 3), t(1, 4, 5), t(1, 6, 8), t(2, 6, 9), e t(1, 4, 7). Assim, n
2

+ 1 = 6

transposições foram aplicadas em π = un,n−1;

Se q > 2, aplicamos a seguinte sequência de transposições: ti = t(3q−3−3i, 3q−
3i, 6q − 5− 6i), com 0 ≤ i ≤ q − 2.

Após as q transposições anteriores seja π′t0t1 · · · tq−2 = πq. Observe que gl(πq) =

ρ[4q−2]. Pelo Teorema 1.22 temos que d(ρ[4q−2]) = 2q, portanto d(π) ≤ q+2q = n
2

+1.

Caso 2: Para n = 6q. A análise deste caso é de maneira similar ao Caso 1.

Temos π′ = π · t(2, 3q + 1, 6q) e então aplicando as transposições ti = t(3q − 2 −
3i, 3q + 1− 3i, 6q − 3− 6i), com 0 ≤ i ≤ q − 2. Neste caso, gl(πq) = ρ[4q], portanto

d(πq) = 2q + 1 e d(π) ≤ q + 2q + 1 = n
2

+ 1.

Caso 3: Para n = 6q+2. Similar aos dois casos anteriores. Temos π′ = π·t(2, 3q+

2, 6q+2) e então aplicando as transposições ti = t(3q−1−3i, 3q+2−3i, 6q−1−6i),

com 0 ≤ i ≤ q − 2. Neste caso, gl(πq) = ρ[4q+1], portanto d(πq) = 2q + 1 e

d(π) ≤ q + 2q + 1 = n
2
. �

Observe que, se n ≡ 0, 2, ou 4 (mod 6), o inverso multiplicativo de n
2

modulo

n+ 1 é n− 1. Pelo Corolário 1.14 na página 10 podemos determinar d(un,n
2
), dado

d(un,n−1), como segue no Corolário 2.11.

Corolário 2.11 [14] A distância de transposição da permutação solitária un,n
2

é
n
2
− 1 ≤ d(un,n

2
) ≤ n

2
, se n = 6q + 2, ou n

2
≤ d(un,n

2
) ≤ n

2
+ 1, caso contrário.

Teorema 2.12 [13, 14] A distância de transposição da permutação solitária un,3 é

d(un,3) =
⌊
n
2

⌋
+ 1, se n + 1 é múltiplo de 4, ou

⌊
n
2

⌋
≤ d(un,3) ≤

⌊
n
2

⌋
+ 1, se n + 1

não é múltiplo de 4.

Demonstração. Assim como no Teorema 2.10 vamos considerar todos os casos de n.

Para un,3 seja n ∈ {3q, 3q + 1, 3q + 2}. Pela condição de existência de permutação

solitária, temos que para n = 3q+ 2, mdc(n+ 1, 3) 6= 1. Vamos então analisar então

os casos n ∈ {3q, 3q + 1}.
Caso 1: Para n = 3q. Temos que d(un,3) = d(un,2q+1), já que 2q + 1 é o inverso

multiplicativo de 3 modulo n+ 1. Seja π = un,2q+1, assim

π =

q−1⊙
i=0

[(2q + 1 + i) (q + 1 + i) (i + 1 )].

Primeiro vamos aplicar ti = t(i, 3i, 3i + 2), onde i = 1, 2, · · · , q − 1. Após

q − 1 transposições πt1t2 · · · tq−1 = π(q−1), e gl(π(q−1)) = ρ[q+2], o que implica em

d(π(q−1)) =
⌊
q+2

2

⌋
+ 1. Portanto d(un,3) = d(π) ≤ q − 1 +

⌊
q+2

2

⌋
+ 1 =

⌊
n
2

⌋
+ 1.
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Caso 2: Para n = 3q+1. Temos que q+1 é o inverso multiplicativo de 3 modulo

n+ 1. Assim d(un,3) = d(un,q+1). Seja π = un,q+1, assim

π =

q−1⊙
i=0

[(q + 1 + i) (2q + 2 + i) (i+ 1)]� [(2q + 1)].

Aplicando ti = t(i, 3i, 3i+2) onde i = 1, 2, · · · , q, temos que d(un,3) = d(un,q+1) ≤
q +

⌊
q+1

2

⌋
+ 1 =

⌊
n
2

⌋
+ 1.

Este limite superior é justo. De fato, caso n + 1 seja múltiplo de 4, temos

exatamente a distância de transposição. Observe que neste caso, existe somente

ciclos pares em G(un,3) de acordo com o Lema 1.32, o que implica em d(un,3) ≥⌊
n
2

⌋
+ 1. Para o caso em que n+ 1 não é múltiplo de 4, temos que d(un,3) ≥

⌊
n
2

⌋
, já

que un,3 consiste de somente um ciclo ı́mpar (se n é par) e dois ciclos ı́mpares (se n

é ı́mpar). �

Vamos agora encontrar reduções entre permutações solitárias, com isto podemos

limitar distâncias que envolvam permutações solitárias de tamanhos menores. Outra

consequência é que podemos propor um limite justo para a un,4, Corolário 2.15.

Para obter o limite superior para un,4, vamos determinar uma redução de ukq,k para

ukq−2(q+2),q(k−3)−1.

Teorema 2.13 [37] Seja ukq−2,k uma permutação solitária. Assim uk(q−2),k é uma

(k − 1)-redução de ukq−2,k, o que implica em d(ukq−2,k) ≤ d(uk(q−2),k) + k − 1.

Demonstração. Vamos mostrar que un−2(`−1),` é uma (`− 1)-redução de un,`.

Dada a permutação un,` = ukq−2,k, tem-se que n+2 é múltiplo de `. Consideremos

x = n+2
`

. Segue que `x ≡ n+ 2 ≡ 1 (mod n+ 1), o que implica x = `−1. A posição

do elemento i é portanto, i`−1 = in+2
`

.

Calculando as posições dos elementos 1, 2, . . . , ` − 1, temos a sequência

1x, 2x, . . . , (` − 1)x crescente, já que in+2
`
≤ n para i ≤ ` − 1. Para os elementos

n+ 2− `, n+ 2− `+ 1, n+ 2− `+ 2, . . . , n+ 2− `+ `− 2 = n, suas correspondentes

posições são 1x− 1, 2x− 1, . . . , (`− 1)x− 1.

Considere n′ = n+ 2− `, a permutação solitária un,` é portanto:

[` . . . n′ 1 . . . n′+1 2 . . . n′+2 3 . . . . . . n `−1 . . . n` ].

A sequência t(1, x, 2x−1), . . . , t(i, ix, (i+1)x−1), . . . , t(`−1, (`−1)x, n+1), tendo

`− 1 transposições, transforma un,` em

[1 2 3 . . . `−1︸ ︷︷ ︸
`−1 elementos

`−1 + ` `−1+2` . . . n′ n′+1 n′+2 . . . n︸ ︷︷ ︸
`−1 elementos

],

O que é equivalente por redução à un−2(`−1),`.
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Todas as `−1 transposições aplicadas em un,` são 2-movimentos, conforme mos-

traremos a seguir. A permutação [1 2 . . . `−1 + ` `−1+2` . . . n′ . . . n] que é

obtida após aplicar as transposições em un,` é equivalente por redução à un−2(`−1),`,

possui o número de ciclos de un−2(`−1),` além dos ciclos de tamanho 1.

O número de ciclos de un−2(`−1),` é igual o número de ciclos de un,`, para mdc(n−
2(`−1)+1, `−1) = mdc(n+1, `−1). Observe que os 2(`−1) elementos 1, 2, . . . , `−
1, n′, n′ + 1, . . . , n gera, cada um deles, um ciclo de tamanho 1 em [1 2 . . . `−1 +

` `−1+2` . . . n′ . . . n]. Assim, a permutação que é equivalente por redução à

un−2(`−1),` possui 2(`−1) mais ciclos que un,`. Como podemos aumentar no máximo

2 ciclos após aplicar uma transposição, temos que todas as transposições são do tipo

2-movimento. �

Teorema 2.14 [14] Seja ukq,k uma permutação solitária, onde k > 3. Temos que

d(ukq,k) ≤ d(uq(k−2)−2,q(k−3)−1) + (q + 2).

Demonstração. Observe que q(k − 1) + 1 é o inverso multiplicativo de k modulo

kq+ 1, com isso temos que d(ukq,k) = d(ukq,q(k−1)+1). O restante da demonstração é

mostrar a sequência de transposições a ser aplicada em ukq,q(k−1)+1.

ukq,q(k−1)+1 =

q−1⊙
i=0

[
k−1⊙
j=0

[kq + 1− q − qj + i]

]
.

O primeiro passo consiste em aplicar as transposições t(i, ki, k(i + 1) − 1), com

1 ≤ i ≤ q − 1, a partir de ukq,q(k−1)+1.

O segundo passo é reduzir a permutação obtida após estas q−1 transposições an-

teriores, para uma permutação que vamos denotar por σ. A permutação equivalente

por redução é:

σ =

q−1⊙
i=0

[
k−3⊙
j=0

[q(k − 2) + 2− jq − i]

]
� [2 1],

com n′ = kq − 2(q − 1) = q(k − 2) + 2 elementos.

O último passo consiste em aplicar três transposições a partir de σ, das quais a

primeira é um 0-movimento e os outros dois são 2-movimentos: t(1, kq−2q, kq−2(q−
1)), t(2, 4, kq− 2q+ 3) e t(1, kq− 2q, kq− 2(q− 1)). Após este passo, a permutação

obtida equivalente por redução é uq(k−2)−2,q(k−3)−1. Portanto, uq(k−2)−2,q(k−3)−1 é

uma (q + 2, q + 1)-redução de ukq,q(k−1)+1, que por sua vez é a permutação inversa

de ukq,k. �

Um exemplo que pode ser utilizado o Teorema 2.14 e os resultados vistos nos Te-

oremas 2.13 e 2.10, das páginas 23 e 21, respectivamente, é o seguinte Corolário 2.15

para obtermos limites para as distâncias de transposição das permutações solitárias

un,4, como segue.
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Corolário 2.15 [14] Para a permutação solitária un,4:

• se n = 12q + 8 onde q ≥ 0, então n
2
− 1 ≤ d(un,4) ≤ n

2
+ 2.

• se n = 12q + 2 onde q ≥ 1, então n
2
− 1 ≤ d(un,4) ≤ n

2
+ 2.

• caso contrário, n
2
≤ d(un,4) ≤ n

2
+ 3.

Demonstração. Consideremos os casos n = 4q− 2 e n = 4q. Se n é 4q+ 1 ou 4q+ 3,

não existe un,4, pois mdc(n+ 1, 4) 6= 1.

Caso 1: Para n = 4q − 2. Vamos determinar a distância de u4q−2,4 em 4 passos.

No primeiro passo vamos usar o Teorema 2.13 para reduzir u4q−2,4 na permutação

σ = u4(q−2),4 com 3 transposições (observe que n+ 2 é múltiplo de 4).

No segundo passo vamos usar o Teorema 2.14 para reduzir σ na permutação

σ′ = u2(q−3),q−3 com q transposições.

No terceiro passo usamos novamente o Teorema 2.14 para reduzir σ′ na per-

mutação σ′′ = u2(q−6),2(q−6)−1 com 4 transposições.

O quarto passo é dividido entre dois subcasos complementares:

Subcaso 1.1: Se 2(q − 6) ≡ 2 (mod 6), pelo Teorema 2.10 σ′′ pode ser ordenado

com q − 6 transposições. Esta condição ocorre se n = 12q + 2. Portanto, d(un,4) ≤
3 + q + 4 + q − 6 = n

2
+ 2.

Subcaso 1.2: Se 2(q − 6) 6≡ 2 (mod 6), pelo Teorema 2.10 σ′′ pode ser ordenado

com q − 5 transposições. Assim, d(un,4) ≤ 3 + q + 4 + q − 5 = n
2

+ 3.

Caso 2: Para n = 4q. Sem perda de generalidade comsideremos q′ = q + 2,

assim u4q,4 = u4(q′−2),4. Podemos então proceder como no caso prévio, começando

pelo segundo passo. Desde que o primeiro passo foi passado, não vamos aplicar

as primeiras 3 transposições vistas no Caso 1. Novamente, vamos dividir em dois

subcasos que são similares aos Subcasos 1.1 e 1.2:

Subcaso 2.1: Se 2(q′−6) ≡ 2 (mod 6), temos d(un,4) ≤ q′+ 4 + q′−6 = 2q+ 2 =
n
2

+ 2.

Subcaso 2.2: Se 2(q′−6) 6≡ 2 (mod 6), temos d(un,4) ≤ q′+ 4 + q′−5 = 2q+ 3 =
n
2

+ 3.

Para determinar o limite inferior, considere n ∈ {12q, 12+2, 12q+4, . . . , 12q+10}.
Se n for ı́mpar, não existe un,4, devido 2 ser divisor comum de n+ 1 de 4.

Se n = 12q+ 2 ou n = 12q+ 8, Lema 1.32 implica em que un,4 possui três ciclos,

devido ao mdc(n+1, 3) = 3, e os ciclos são ı́mpares, com tamanho 3(4q+1)
3

ou 3(4q+3)
3

,

respectivamente. Assim, segue do Teorema 1.16 que d(un,4) ≥ n
2
− 1.

Para os casos n ∈ {12q, 12q + 4, 12q + 6, 12q + 10}, segue do Lema 1.32 que a

permutação solitária un,4 é unićıclica. �

Na Tabela 2.1 apresentamos os resultados conhecidos de distância de trans-

posição das seguintes permutações solitárias: a permutação reversa na primeira li-
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Tabela 2.1: Resultados conhecidos de valores exatos para distância de transposição
de permutações solitárias, exceto suas inversas.

n ` d(un,`) Referência

q q
⌊
q
2

⌋
+ 1 Meidanis et al. [42]

4q − 1 2q + 1 2q Christie [11]
6q − 2 4q 3q Hausen et al. [34]
6q 2q + 1 3q + 1 Hausen et al. [34]
2q 2 q Hausen et al. [34]
4q − 1 com q > 1 3 2q Cunha e Kowada [13]

nha, resultado encontrado por Meidanis et al. [42]; na segunda linha a 2-permutação

solitária, i.e., permutações solitárias onde todo ciclo possui tamanho dois [11]; na

terceira e quarta linhas as permutações nós un,`∗ ; a permutação solitária un,2 na

quinta linha [34]. A última linha é o resultado do Teorema 2.12.

Comparando nossos limites superiores para a distância de transposição de un,3,

un,n−1 e un,n
2

com os valores conhecidos das distâncias de permutações solitárias

com até 20 elementos da Tabela 1.1 na página 18, podemos observar que os limites

superiores diferem dos valores exatos da distância, de no máximo, 1 unidade.
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Caṕıtulo 3

Novos Limites Algébricos da

Distância de União de

Permutações

Vamos agora investigar a operação de união de permutações, que consiste da jus-

taposição de permutações. Esta operação foi primeiramente abordada no contexto

do problema de diâmetro de transposição. E as permutações solitárias aparecem

em importantes contribuições para a construção de famı́lias mais distantes, como

será explicado no Caṕıtulo 4. No Caṕıtulo 2 mostramos limites para famı́lias de

permutações solitárias, agora mostraremos propriedades algébricas da união de per-

mutações, e mais particularmente união de permutações solitárias. Tais propriedades

algébricas trazem como consequência podermos estimar limites e valores exatos para

a distância de transposição de mais famı́lias de permutações.

A seguir, na Seção 3.1, tratamos de propriedades algébricas que envolvem a

operação de união e na Seção 3.2, apresentamos valores exatos de distâncias de

transposição para uniões que envolvam permutações nós. Estes resultados serão úteis

mais tarde no Caṕıtulo 4 onde exploramos o problema do diâmetro de transposição.

3.1 A união de permutações

Definição 3.1 [11, 22, 40] Dadas as permutações π ∈ Sr e σ ∈ Ss, a união de π

e σ é um elemento π ] σ ∈ Sn, onde n = r + s+ 1 tal que:

π ] σ = [π1 · · · πr−1 πr (r + 1) (r + 1 + σ1) · · · (r + 1 + σs−1) (r + 1 + σs)] =

=
r⊙
i=1

[πi]� [r + 1]�
s⊙
i=1

[σi + r + 1].

A operação de união ] foi primeiramente usada com o śımbolo ++ por Chris-
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tie [11] com a proposta de construir permutações distantes do clássico limite inferior

de Bafna e Pevzner fornecido pelo Teorema 1.16. Elias e Hartman [22] implicita-

mente usaram a operação de união para construir duas famı́lias de permutações de

tamanho ı́mpar que correspondem ao atual limite inferior do diâmetro de trans-

posição. Para n ı́mpar, embora estas famı́lias de Elias e Hartman sejam as mais

distantes relatadas na literatura, para n ≥ 16 o problema de diâmetro está em

aberto.

Exemplo 3.2 Dadas as permutações nós u4,4 = [4 3 2 1] e u6,3 = [3 6 2 5 1 4], obte-

mos a união u4,4 ] u6,3 ∈ S11: u4,4 ] u6,3 = [4 3 2 1 5 8 11 7 10 6 9].

A partir de propriedades conhecidas do Diagrama de Realidade e Desejo das

permutações π e σ, podemos garantir propriedades estruturais do Diagrama de Re-

alidade e Desejo da união π ] σ.

Proposição 3.3 [14] [Comutatividade] A permutação π ] σ é toricamente equi-

valente à σ ] π. Assim, d(π ] σ) = d(σ ] π).

Demonstração. Considere π ∈ Sr e σ ∈ Ss. A permutação obtida pelo −(r+1)-passo

deslocamento ćıclico da permutação circular (π ] σ)◦ é a permutação circular

−(r+1)+(π]σ)◦=[(s+1) (π1+s+1) (π2+s+1) · · · (πr+s+1) 0 σ1 σ2 · · · σs].

Observe que −(r + 1) + (π ] σ)◦ ≡◦ (σ ] π)◦. Assim, pela Definição 1.9, π ] σ
e σ ] π são toricamente equivalentes. Pelo Teorema 1.10, temos que duas per-

mutações toricamente equivalentes possuem mesma distância de transposição, com

isso d(π ] σ) = d(σ ] π). �

Pela definição de união de permutações podemos observar que o Diagrama de

Realidade e Desejo G(π]σ) de π]σ é obtido pela união disjunta de G(π) e G(σ), ou

seja, a vizinhança das arestas de realidade e desejo não é alterada quando a operação

de união é aplicada em duas permutações. Este resultado vem através da inclusão

do elemento r + 1 entre as permutações π[r] e σ[s] para a união π ] σ. O elemento

r+ 1 faz o papel do vértice −(r+ 1) em G(π), e do vértice 0 em G(σ). Observe que

G(π ] σ) é isomorfo à G(σ ] π).

Exemplo 3.4 A Figura 3.1a ilustra o Diagrama de Realidade e Desejo de ρ[4], e a

Figura 3.1b mostra como o Diagrama de Realidade e Desejo de ρ[4] ] ρ[4] é obtido.

Observação 3.5 [Estrutura de ciclos] Considere as permutações π e σ. Temos que

o número de ciclos da união π]σ é igual a soma do número de ciclos entre π e σ, ou

seja, |C(π]σ)| = |C(π)|+|C(σ)|. Em particular ćımpar(π]σ) = ćımpar(π)+ ćımpar(σ).
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0 -4 +4 -3 +3 -2 +2 -1 +1 -5

(a)

0 -4 +4 -3 +3 -2 +2 -1 +1 -5 +5-10+10-9 +9 -8 +8 -7 +7 -6

(b)

Figura 3.1: (a) G(ρ[4]) e (b) G(ρ[4] ] ρ[4]).

Pelo classico limite inferior obtido no Teorema 1.16 da página 12 observamos que

para a permutação π ] σ,

d(π ] σ) ≥ n+ 1− ćımpar(π ] σ)

2
=
r + 1− ćımpar(π)

2
+
s+ 1− ćımpar(σ)

2
.

Um limite inferior para π]σ pode ser obtido através da soma dos limites inferiores

de π e σ. Porém, a distância de transposição da união d(π]σ) não necessariamente

é obtida pela soma das distâncias d(π) e d(σ), como serão vistos nos Teoremas 3.13,

3.19, 3.21, e 3.23. O valor de d(π) + d(σ) nos dá somente um limite superior para

d(π ] σ), como descrito na Proposição 3.6.

Proposição 3.6 [14] [Desigualdade triangular] d(π ] σ) ≤ d(π) + d(σ).

Demonstração. Segue diretamente da estrutura de G(π ] σ), dado que as trans-

posições que afetam apenas os ciclos de π (ou somente os ciclos de σ) não afetam os

ciclos de σ (ou os ciclos de π). �

Exemplo 3.7 Considere a união u4,4]u6,3. Apliquemos uma transposição que afete

apenas o ciclo de u4,4, por exemplo t(1, 2, 5). Observe na Figura 3.2a o G(u4,4]u6,3)

e os ciclos de G((u4,4 ] u6,3).t(1, 2, 5)) na Figura 3.2b.

Outra consequência da operação de união é que a inversa da união de per-

mutações é igual a união das inversas das permutações, como segue na Pro-

posição 3.8.

Proposição 3.8 [14] [Distributividade da inversa] (π ] σ)−1 = π−1 ] σ−1.

Demonstração. Considere π ∈ Sr e σ ∈ Ss. Seja ω = π]σ ∈ Sn, onde n = r+ s+ 1.

A posição i é mapeada em ω(i) por:

ω(i) =


π(i) se 1 ≤ i ≤ r,

r+1 se i = r+1,

r+1+σ(i−r−1) se r+2 ≤ i ≤ n.
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0 -4 +4 -3 +3 -2 +2 -1 +1 -5 +5 -8 +8 -11 +11 -7 +7 -10+10 -6 +6 -9 +9 -12

(a)

0 -3 +3 -2 +2 -1 +1 -4 +4 -5 +5 -8 +8 -11 +11 -7 +7 -10+10 -6 +6 -9 +9 -12

(b)

Figura 3.2: (a) G(u4,4 ] u6,3) e (b) G((u4,4 ] u6,3).t(1, 2, 5)).

Definamos uma nova permutação ξ = π−1 ]σ−1 ∈ Sn, onde a posição i é obtida:

ξ(i) =


π−1(i) se 1 ≤ i ≤ r,

i se i = r + 1,

σ−1(i−r−1)+r+1 se r + 2 ≤ i ≤ n.

Façamos agora o produto ξω, e assim obtemos o valor para a posição i em ξ(ω(i)):

ξω(i) =



ξ(ω(i)) = π−1(π(i)) = i se 1 ≤ i ≤ r,

ξ(r + 1) = r + 1 se i = r + 1,

ξ(ω(i)) = ξ(r+1+σ(i−r−1)) =

σ−1(r+1+σ(i−r−1)−r−1)+r+1 =

σ−1(σ(i− r − 1)) + r + 1 = i se r + 1 ≤ i ≤ n.

Temos portanto que ξω = ι[n], implicando que ξ = (π ] σ)−1. �

Proposição 3.9 [14] Dadas duas permutações unićıclicas π ∈ Sr e σ ∈ Ss, onde

d(π) = r
2
, temos que:

d(π ] σ) =

{
r+s

2
se d(σ) = s

2
,

r+s
2

+ 1 se d(σ) = s
2

+ 1.

Demonstração. Conforme visto na Observação 1.19 na página 12, toda permutação

unićıclica contêm um número par de elementos, assim π e σ contém cada uma um

número par de elementos. Como σ possui somente um ciclo ı́mpar, pelo limite

inferior do Teorema 1.16, temos que d(σ) ≥ s
2
.

Se d(σ) = s
2
, segue da desigualdade triangular da Proposição 3.6 que

d(π ] σ) ≤ r+s
2

e pela Observação 3.5 temos a igualdade d(π ] σ) = r+s
2

.

Se d(σ) = s
2

+ 1, segue da desigualdade triangular da Proposição 3.6 que
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d(π ] σ) ≤ r+s
2

+ 1, uma unidade além do limite inferior do Teorema 1.16, e

a igualdade r+s
2

segue somente se transposições 2-movimentos forem aplicadas para

ordenar π ] σ. Porém, é necessário aplicar um 0-movimento para ordenar π ] σ: i)

se as partes π e σ são ordenados separadamente, C(σ) necessita de um 0-movimento

por hipótese; ii) se alguma transposição aplicada afeta dois ciclos ı́mpares, então

não gera mais dois ciclos ı́mpares (Observação 1.21), ou seja, esta transposição foi

um 0-movimento. Portanto, d(π ] σ) = r+s
2

+ 1. �

Corolário 3.10 [14] A permutação π[r] ] ρ[s], onde π é unićıclica e d(π) = r
2
, e s

é um número par, possui distância de transposição d(π ] ρ[s]) = r+s
2

+ 1.

Demonstração. A permutação ρ[s] com s par consiste de um único ciclo ı́mpar, como

pode ser verificado no Lema 1.32 na página 15, e sua distância é d(ρ[s]) = s
2

+1, pelo

Teorema 1.22. Então o valor d(π]ρ[s]) é consequência imediata da Proposição 3.9. �

Corolário 3.11 [14] A permutação un,2 ] un,n
2

+1 possui distância de transposição

d(un,2 ] un,n
2

+1) = n.

Demonstração. A permutação un,2 é unićıclica e possui distância de transposição

igual a d(un,2) = n
2
, como visto na Tabela 2.1. A permutação un,n

2
+1 é inversa de

un,2, também unićıclica e possui distância igual a n
2
, pelo Corolário 1.14. Então o

valor da distância d(un,2 ] un,n
2

+1) é consequência imediata da Proposição 3.9. �

Proposição 3.12 [14] Dadas as permutações π ∈ Sr e σ ∈ Ss, ambas unićıclicas

com d(π) = r
2

+ 1 e d(σ) = s
2

+ 1, temos que r+s
2

+ 1 ≤ d(π ] σ) ≤ r+s
2

+ 2.

Demonstração. O limite superior segue da Proposição 3.6. O limite inferior visto

no Teorema 1.16 é d(π ] σ) ≥ r+s
2

. Porém, pelo menos um 0-movimento que afeta

dois ciclos ı́mpares é necessário para ordenar π ] σ, como visto na demonstração da

Proposição 3.9. Portanto, d(π ] σ) ≥ r+s
2

+ 1. �

Teorema 3.13 [14] A distância de transposição de ρ[r] ] ρ[r] satisfaz a seguinte

desigualdade: d(ρ[r] ] ρ[r]) ≤ r + 1. A igualdade segue se r é par ou se r ≡ 3

(mod 4).

Demonstração. A sequência de transposições para aplicar é ti = t(i, r+i−1, r+i+1)

com i = 1, 2, · · · , r + 1. Devemos agora provar que r + 1 transposições são também

necessárias para ordenar ρ[r] ] ρ[r].

Quando r é par, pela Proposição 3.12 temos o limite inferior de r + 1. Quando

r ≡ 3 (mod 4), o número de ciclos ı́mpares é zero, e pelo limite inferior do

Teorema 1.16, d(ρ[r] ] ρ[r]) ≥ r + 1. Portanto d(ρ[r] ] ρ[r]) = r + 1. �
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Exemplo 3.14 Considere a reversa ρ[8]. Uma sequência que ordena ρ[8]]ρ[8] obtida

no Teorema 3.13 é:

t1 = t(1, 8, 10), t4 = t(4, 11, 13), t7 = t(7, 14, 16),

t2 = t(2, 9, 11), t5 = t(5, 12, 14), t8 = t(8, 15, 17),

t3 = t(3, 10, 12), t6 = t(6, 13, 15), t9 = t(9, 16, 18).

3.2 União de permutações nós

No Teorema 3.13, mostramos que as permutações obtidas por: união de duas cópias

da mesma permutação reversa de tamanho par; e por união de duas cópias da mesma

reversa de tamanho 3 modulo 4 possuem distâncias de transposição iguais ao limite

inferior visto na Proposição 3.12. Nesta seção, resultados similares serão obtidos

através de: a união de duas cópias da mesma permutação nó (Teorema 3.19); a união

de uma permutação nó e sua inversa (Teorema 3.21); e a união de duas permutações

nós de tipos distintos com mesmo parâmetro (Teorema 3.23), lembre da Definição 2.4

na página 20 onde denotamos a permutação nó por dois tipos u6q,2q+1 e u6q−2,4q dado

o parâmetro q ≥ 1.

Primeiramente, demonstraremos que para toda permutação nó un,`∗ , existe uma

sequência que ordena un,`∗ ] un,`∗ com somente um 0-movimento. Portanto

d(un,`∗ ] un,`∗) é igual ao limite inferior da Proposição 3.12. Na Seção 4.1, usa-

remos este resultado para provar a não existência de permutações super-ruins.

No Lema 3.16, mostraremos três transposições que nos permitem reduzir o pro-

blema de ordenar uma permutação de tamanho 2n + 1 para outra com tamanho

2n− 3.

Definição 3.15 [14, 15] Dado q ≥ 3, as permutações δ[12q−3] e ε[12q−7] são:

δ[12q−3] =
q⊙
i=2

[(2q+2i−3) (4q+2i−3) (2i−2)]� [(4q−1) (10q−1) (6q)]�

�
q⊙
i=2

[(8q+2i−4) (10q+2i−3) (6q+2i−2)]� [2q]�

�
2q⊙

i=q+2

[(2q+2i−4) (2i−2q−3) (2i−2)]� [(6q−2) (2q−1)]�

�
2q⊙

i=q+1

[(8q+2i−4) (4q+2i−3) (6q+2i−3)], e
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ε[12q−7]=
q⊙
i=2

[(4q+2i−5) (2q+2i−4) (2i−2)]� [(8q−3) (6q−2)]�

�
q−1⊙
i=2

[(10q+2i−7) (8q+2i−5) (2i+6q−4)]� [(12q−7) (10q−5) (4q−2)]�

�[(2q−1)]�
2q−1⊙
i=q+2

[(2i−2q−3) (2q+2i−4) (2i−3)]� [(2q−3) (6q−4)]�

�[(4q−3) (8q−4)]�
2q−1⊙
i=q+1

[(2i+4q−5) (8q+2i−6) (2i+6q−4)]� [8q−5].

Lema 3.16 [14, 15] Dada uma permutação nó un,`∗ com parâmetro q ≥ 3, con-

sideremos as transposições: t1 = t(1,n/2 + 2,n+ 2), t2 = t(2,n/2 + 3, n+ 3) e

t3 = t(n/2 + 1,n+ 2,3n/2 + 2). Se a permutação nó for do tipo n = 6q então

gl((un,`∗ ] un,`∗)t1t2t3) = δ[12q−3], por outro lado, se o tipo for n = 6q − 2 então

gl((un,`∗ ] un,`∗)t1t2t3) = ε[12q−7].

Demonstração. Pela construção de un,`∗ ]un,`∗ , temos que não é posśıvel aplicar um

2-movimento na primeira transposição da sequência ótima que ordena un,`∗ ] un,`∗ ,
devido cada ciclo conservar a estrutura de uma permutação nó, e como cada ciclo

possui tamanho ı́mpar, se a transposição afeta dois ciclos, o número de ciclos ı́mpares

permanece o mesmo.

Caso 1: Suponha n = 6q. Seja α = u6q,2q+1 ] u6q,2q+1. Portanto, α pode ser

descrita pela seguinte concatenação:

α =
q⊙
i=1

[(2q+2i−1) (4q+2i) (2i)]�
2q⊙

i=q+1

[(2q+2i−1) (2i−2q−1) (2i)]�

�[6q + 1]�
q⊙
i=1

[(8q + 2i) (10q+2i+1) (6q+2i+1)]�

�
2q⊙

i=q+1

[(8q+2i) (4q+2i) (6q+2i+1)].

Aplicando a sequência de transposições t1 · t2 · t3 em α, obtemos α3:

α3 = [(1) (2)]�
q⊙
i=2

[(2q + 2i− 1) (4q + 2i) (2i)]� [(4q + 1) (4q + 2)]�

�[(10q + 3) (6q + 3)]�
q⊙
i=2

[(8q + 2i) (10q + 2i+ 1) (6q + 2i+ 1)]�

�[(8q + 2) (2q + 2)]�
2q⊙

i=q+2

[(2q + 2i− 1) (2i− 2q − 1) (2i)]�

�[(6q + 1) (2q + 1)]�
2q⊙

i=q+1

[(8q + 2i) (4q + 2i) (6q + 2i+ 1)].

A permutação equivalente por redução de α3 é obtida pela eliminação dos ele-

mentos 1, 2, 4q + 2 e 8q + 2, e rerotulando os elementos que restam, o que resulta

em δ[12q−3].

33



Caso 2: Suponha n = 6q − 2. Seja β = u6q−2,4q ] u6q−2,4q. Com isso, β pode ser

descrita através da seguinte concatenação:

β =
q⊙
i=1

[(4q+2i−2) (2q+2i−1) (2i)]�
2q−1⊙
i=q+1

[(2i−2q−1) (2q+2i−1) (2i)]�

�[(2q−1) (6q−1)]�
q⊙
i=1

[(10q+2i−3) (8q+2i−2) (2i+6q−1)]�

�
2q−1⊙
i=q+1

[(2i+4q−2) (8q+2i−2) (2i+6q−1)]�[8q−2].

Aplicando a sequência de transposições t1 · t2 · t3 em β, obtemos β3:

β3 = [(1) (2)]�
q⊙
i=2

[(4q+2i−2) (2q+2i−1) (2i)]� [(2q+1) (8q)]� [(6q+1)]�

�
q−1⊙
i=2

[(10q+2i−3) (8q+2i−2) (2i+6q−1)]� [(12q−3) (10q−2) (10q−1)]�

�[(4q+1) (2q+2)]�
2q−1⊙
i=q+2

[(2i− 2q−1) (2q+2i−1) (2i)]� [(2q−1) (6q−1)]�

�[(4q) (8q−1)]�
2q−1⊙
i=q+1

[(2i+4q−2) (8q+2i−2) (2i+6q−1)]� [8q−2].

A permutação equivalente por redução de β3 é obtida pela eliminação dos ele-

mentos 1, 2, 2q + 1 e 10q − 1, e rerotulando os elementos que restam, o que resulta

em ε[12q−7]. �

Note que o Lema 3.16 não contémpla as permutações nós com os parâmetros

q = 1 e q = 2. Porém podemos verificar que as permutações u4,4 ] u4,4, u6,3 ] u6,3,

u10,8 ] u10,8 e u12,5 ] u12,5 podem ser ordenadas com exatamente um 0-movimento,

através da aplicação das mesmas transposições t1, t2 e t3, nesta ordem, especificadas

no Lema 3.16 e a partir disto, ordenar a permutação obtida através da redução,

apenas aplicando 2-movimentos, como pode ser visto no Teorema 3.17.

Teorema 3.17 [14, 15] A distância de transposição de gl((un,`∗ ]un,`∗)t1t2t3) com

n ≤ 12, onde t1 = t(1, n/2 + 2, n+ 2), t2 = t(2, n/2 + 3, n+ 3), t3 = t(n/2 + 1, n+

2, 3n/2 + 2), e gl((un,`∗ ]un,`∗)t1t2t3) é uma (3, 2)-redução de un,`∗ ]un,`∗ e pode ser

ordenada somente por 2-movimentos.

Demonstração. As únicas permutações nós un,`∗ com n ≤ 12, considerando que

n = 6q ou n = 6q − 2, são quatro: para n = 6q, temos q = 1 e q = 2, ou seja u4,4 e

u10,8; para n = 6q− 2, temos temos q = 1 e q = 2, ou seja u6,3 e u12,5. Portanto, são

quatro casos de uniões un,`∗ ] un,`∗ de cópias da mesma permutação nó.

Primeiramente aplicamos t1 = t(1, n/2 + 2, n+ 2), t2 = t(2, n/2 + 3, n+ 3), t3 =

t(n/2 + 1, n+ 2, 3n/2 + 2) e obtemos a permutação reduzida gl((un,`∗ ] un,`∗)t1t2t3).

Vamos considerar os casos de n = 6q ou n = 6q − 2 com q = 1 e q = 2 após

aplicarmos as transposições t1, t2 e t3.
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Se n = 4, aplicamos t(1, 3, 5) e t(2, 4, 6) e após isto u4,4 ] u4,4 já está ordenada.

Caso contrário, aplicamos t(1, n/2−1, n−1), t(2, n/2, 3n/2).

Se n = 6, aplicamos t(1, 5, 7), t(2, 4, 10), e u6,3 ] u6,3 está ordenada.

Se n = 10 ou n = 12, aplicamos t(n, 3n/2−1, 2n−2), t(n/2, n−1, 3n/2), t(2, n/2+

3, 3n/2+2), t(1, n/2+2, n+3).

Caso n = 10, aplicamos t(5, 9, 15) e t(2, 7, 13), e assim, u10,8]u10,8 está ordenada.

Caso n = 12, aplicamos t(11, 18, 21), t(3, 16, 19), t(9, 13, 21), t(2, 15, 19), com

isso u12,5 ] u12,5 está ordenada. �

Deste modo, toda união de duas cópias da mesma permutação nó un,`∗ com

n ≤ 12 possui distância n + 1, igual ao limite inferior da Proposição 3.12. O

Lema 3.18 e o Teorema 3.19 a seguir generalizam este resultado para toda união de

duas cópias da mesma permutação nó com mais de 12 elementos.

Lema 3.18 [14, 15] Para todo parâmetro q ≥ 3 a permutação δ[12(q−2)−3] é uma

12-redução da permutação δ[12q−3], e portanto d(δ[12q−3]) = d(δ[12(q−2)−3]) + 12.

E a permutação ε[12(q−2)−7] é uma 12-redução da permutação ε[12q−7], e portanto

d(ε[12q−7]) = d(ε[12(q−2)−7])+12.

Demonstração. Seja q um inteiro maior que 2. Caso a permutação a ser ordenada

seja δ[12q−3], considere n = 6q. Caso ε[12q−7] seja a permutação a ser ordenada,

considere n = 6q − 2. As transposições a serem aplicadas em ambos os casos são:

λ1 = t(1, n
2
−1, n−1), λ5 = t(2, n

2
+3, 3n

2
+2), λ9 = t(n−3, n+1, 3n

2
−1),

λ2 = t(2, n
2
, 3n

2
), λ6 = t(1, n

2
+1, n+3), λ10 = t(2, n

2
, 3n

2
−3),

λ3 = t(n, 3n
2
−1, 2n−2), λ7 = t(n−1, 3n

2
, 2n−3), λ11 = t(n

2
−5, 3n

2
−7, 2n−5),

λ4 = t(n
2
, n−1, 3n

2
), λ8 = t(n

2
−3, 3n

2
−2, 2n−5), λ12 = t(n−6, 3n

2
−5, 2n−3).

Para o caso de δ[12q−3], após aplicarmos λ1 . . . λ12 nesta ordem, obtemos σ′12:

σ′12=[(1) (2)]�
q−1⊙
i=3

[(2q+2i−3) (4q+2i−3) (2i−2)]� [(4q−3) (4q−2) (4q−1)]�

�[(4q) (4q+1) (10q−1) (10q) (10q+1) (6q+2)]�
q−1⊙
i=3

[(8q+2i−4) (10q+2i−3)

(6q+2i−2)]� [(8q−3) (8q−2) (8q−1) (8q) (2q) (2q+1) (2q+2)]�

�
2q−1⊙
i=q+3

[(2q+2i−4) (2i−2q−3) (2i−2)]� [(6q−4) (2q−3) (2q−2) (2q−1)]�

�[(10q−4) (10q−3) (10q−2) (6q−3) (6q−2) (6q−1) (6q)]� [(6q+1) (8q+1)]�

�
2q−1⊙
i=q+2

[(8q+2i−4) (4q+2i−3) (6q+2i−3)]� [(12q−4) (12q−3)].

A redução de σ′12 é obtida pela eliminação dos elementos 1, 2, 4q− 2, 4q− 1, 4q,

4q+ 1, 10q, 10q+ 1, 8q− 3, 8q− 2, 8q− 1, 8q, 2q+ 1, 2q+ 2, 2q− 2, 2q− 1, 10q− 3,
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10q − 2, 6q − 2, 6q − 1, 6q, 6q + 1, 12q − 4 e 12q − 3, rerotulando os elementos que

restam, o que resulta em δ[12(q−2)−3].

Para o caso ε[12q−7], após aplicarmos λ1 . . . λ12 nesta ordem, obtemos σ′′12:

σ′′12=[(1) (2)]�
q−1⊙
i=3

[(4q+2i−5) (2q+2i−4) (2i−2)]� [(2q−3) (2q−2)]�

�[(2q−1) (2q) (8q−3) (8q−2) (8q−1) (6q)]�
q−2⊙
i=3

[(10q+2i−7) (8q+2i−5)

(2i+6q−4)]� [(12q−9) (10q−7) (10q−6) (10q−5) (10q−4) (10q−3)]�

�[(4q−2) (4q−1) (4q) (2q+1)]�
2q−1⊙
i=q+3

[(2i−2q−3) (2q+2i−4) (2i−3)]

�[(4q−4) (4q−3) (8q−6) (8q−5) (8q−4) (6q−5) (6q−4) (6q−3) (6q−2)]�

�
2q−2⊙
i=q+2

[(2i+4q−5) (8q+2i−6) (2i+6q−4)]� [(8q−7) (12q−8) (12q−7)].

A redução de σ′′12 é obtida pela eliminação dos elementos 1, 2, 2q−3, 2q−2, 2q−1,

2q, 8q− 2, 8q− 1, 10q− 6, 10q− 5, 10− 4, 10q− 3, 4q− 1, 4q, 4q− 4, 4q− 3, 8q− 5,

8q − 4, 6q − 4, 6q − 3, 6q − 2, 6q − 1, 12q − 8, 12 − 7, e rerotulando os elementos

que restam, o que resulta em ε[12(q−2)−7]. �

Finalmente, após os Lemas 3.16 e 3.18 e o Teorema 3.17 conclúımos que o valor

da distância de transposição de un,`∗ ] un,`∗ é n+ 1, ou seja, igual ao limite inferior

da Proposição 3.12, como segue no Teorema 3.19.

Teorema 3.19 [14, 15] A distância de transposição de un,`∗ ]un,`∗ é igual a n+ 1.

Demonstração. Como visto anteriormente na Seção 2.1, a permutação nó un,`∗

é unićıclica e possui distância d(un,`∗) = n
2

+ 1, assim pela Proposição 3.12 pelo

menos n+ 1 transposições são necessárias para ordenar un,`∗ ] un,`∗ . De fato, n+ 1

transposições são também suficientes para ordenar un,`∗ ] un,`∗ .
No Lema 3.16 estabelecemos que é posśıvel aplicarmos um 0-movimento e dois

2-movimentos nesta ordem para obter uma permutação equivalente por redução a

δ[12q−3] caso o tipo seja n = 6q, ou uma redução a ε[12q−7] caso o tipo seja n = 6q−2.

Consideremos n = 6q e com isso a permutação un,`∗ ] un,`∗ = u6q,2q+1 ] u6q,2q+1 ter

sido reduzida à δ[12q−3].

Caso q ≤ 2, vimos anteriormente no Teorema 3.17 que, nestes casos bases,

gl((un,`∗ ] un,`∗)t1t2t3) podem ser ordenados somente por 2-movimentos.

Caso q ≥ 3, a sequência de transposições do tipo 2-movimento vista no Lema 3.18

é aplicada i vezes repetidas, obtendo assim δ[12(q−2)−3], δ[12(q−4)−3], . . . , δ[12(q−2i)−3],

até que q − 2i ≤ 2. Note que de um passo δ[12(q−2i)−3] para δ[12(q−2(i+1))−3] há

remoção de 24 elementos, ou seja, em cada uma das 12 transposições há remoção de

dois elementos, ou como pode ser visto de maneira equivalente, a cada transposição
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há um aumento em dois do número de ciclos de tamanho 1, assim cada uma das 12

transposições é um 2-movimento.

Deste modo δ[12(q−2i)−3] pode ser ordenado aplicando somente 2-movimentos.

Como visto, somente a primeira transposição aplicada a un,`∗ ] un,`∗ é 0-movimento

e utilizamos exatamente n + 1 transposições, valor igual ao limite inferior da Pro-

posição 3.12. O caso da permutação ter sido reduzida a ε[12q−7] é tratado de maneira

similar. �

Exemplo 3.20 Considere a permutação nó u16,12. Ou seja, o parâmetro q = 3

para a permutação do tipo n = 16. A sequência obtida no Teorema 3.19 que ordena

u16,12 ] u16,12 é:

1) Primeiro passo (Lema 3.16): Aplicar t1, t2 e t3, onde:

t1 = t(1, 10, 18),

t2 = t(2, 11, 19),

t3 = t(9, 18, 26).

Obter a permutação equivalente por redução:

gl((u16,12]u16,12)t1t2t3) = [11 6 2 13 8 4 21 16 27 23 18 29 25 10 5 1 12 7 3 14 9 20 15 26 22

17 28 24 19].

2) Segundo passo (Lema 3.18): Aplicar λ1, · · · , λ12 em gl((u16,12 ] u16,12)t1t2t3),

onde:
λ1 = t(1, 7, 15), λ5 = t(2, 11, 26), λ9 = t(13, 17, 23),

λ2 = t(2, 8, 24), λ6 = t(1, 10, 19), λ10 = t(2, 8, 21),

λ3 = t(16, 23, 30), λ7 = t(15, 24, 29), λ11 = t(3, 17, 27),

λ4 = t(8, 15, 24), λ8 = t(5, 22, 27), λ12 = t(10, 19, 29).

Obter a permutação equivalente por redução:

gl(gl((u16,12 ] u16,12)t1t2t3)λ1 · · ·λ12) = [5 2 1 4 3].

3) Terceiro passo (Teorema 3.17): Observe que [5 2 1 4 3] é igual a permutação

obtida da permutação nó u4,4, ou seja com parâmetro q = 1 e do tipo n = 4 após as

primeiras três transposições vistas no Teorema 3.17.

Aplicar t(1, 3, 5).t(2, 4, 6) em [5 2 1 4 3].

No Teorema 3.19, vimos que a união de cópias de duas permutações nós possui

distância igual ao limite inferior da Proposição 3.12. Outras condições suficien-

tes para obtermos permutações iguais a este limite inferior são vistas a seguir nos

Teoremas 3.21 e 3.23.

Teorema 3.21 [14] A distância de transposição da permutação un,`∗ ] (un,`∗)
−1 é

d(un,`∗ ] (un,`∗)
−1) = n+ 1.
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Demonstração. Dada uma permutação nó un,`∗ temos que (`∗)−1 = n
2

+2, então pelo

Corolário 1.14 da página 10 temos que (un,`∗)
−1 = un,n

2
+2. Para ordenar un,`∗]un,n

2
+2

basta aplicarmos as transposições t(i, i−1+(`∗)−1, n+1+i) para i = 1, 2, · · · , n+1.

Temos que n+ 1 transposições são também necessárias para ordenar un,`∗ ] un,n
2

+2,

como visto na Proposição 3.12. �

Exemplo 3.22 Considere a nó u6,3 e sua inversa u6,5. Uma sequência obtida no

Teorema 3.21 que ordena u6,3 ] u6,5 é:

t(1, 5, 8), t(2, 6, 9), t(3, 7, 10), t(4, 8, 11), t(5, 9, 12), t(6, 10, 13), t(7, 11, 14).

Uma estratégia similar a usada para estabelecer que a distância de transposição

de un,`∗ ] un,`∗ pode ser aplicada para provar a distância de transposição da união

de duas permutações nós de tipos distintos e com mesmo parâmetro q, ou seja, a

permutação u6q−2,4q ] u6q,2q+1 pode ser ordenada de tal maneira que seja aplicado

somente um 0-movimento.

Teorema 3.23 [14] A distância de transposição de ζ[n] = u6q−2,4q ]u6q,2q+1 é igual

a
⌊
n
2

⌋
+ 1.

Demonstração. Pela Proposição 3.12 temos que ζ[n] ≥
⌊
n
2

⌋
+ 1. Considere ζ[12q−1] =

u6q−2,4q ] u6q,2q+1 e ζ ′[12q−5] = gl(ζt1t2t3), onde t1 = t(1, 3q + 1, 6q), t2 = t(2, 3q +

2, 6q + 4) e t3 = t(3q, 6q + 1, 9q).

Caso 1: Suponha q = 1. A permutação ζ ′ pode ser ordenada aplicando a seguinte

sequência: ζ ′λ1λ2λ3, tal que λ1 = t(1, 4, 7), λ2 = t(2, 6, 8) e λ3 = t(3, 5, 7).

Caso 2: Suponha q = 2. A permutação ζ ′ pode ser ordenada aplicando a seguinte

sequência: ζ ′λ1λ2λ3 · · ·λ9, tal que λ1 = t(1, 4, 10), λ2 = t(2, 6, 17), λ3 = t(10, 15, 20),

λ4 = t(5, 9, 16), λ5 = t(2, 9, 19), λ6 = t(1, 7, 14), λ7 = t(6, 10, 16), λ8 = t(4, 14, 17),

λ9 = t(2, 11, 17).

Caso 3: Para q > 2. Considere a permutação ζ ′〈q〉, onde ζ ′〈q〉 é ζ ′ com parâmetro

q, ou seja, ζ ′〈q〉 = gl((u6q−2,4q ] u6q,2q+1)t1t2t3).

Assim ζ ′〈q〉 pode ser reduzida a ζ ′〈q−2〉 através da sequência recorrente de 12

transposições λ1 · · ·λ12 na seguinte ordem:

λ1 = t(1, 3q−2, 6q−2), λ5 = t(2, 3q+3, 9q+1), λ9 = t(6q−4, 6q, 9q−2),

λ2 = t(2, 3q, 9q−1), λ6 = t(1, 3q+1, 6q+2), λ10 = t(2, 3q−1, 9q−4),

λ3 = t(6q−2, 9q−3, 12q−4),λ7 = t(6q−2, 9q−2, 12q−5),λ11 = t(3q−6, 9q−8, 12q−7),

λ4 = t(3q−1, 6q−3, 9q−2), λ8 = t(3q−4, 9q−3, 12q−7),λ12 = t(6q−8, 9q−7, 12q−5).

Aplicando o Caso 3 i repetidas vezes, obtemos:

i) se a última redução gera q = 1, temos que 12(q − 2i) − 5 = 7, assim i = q−1
2

e portanto foram aplicadas 12 q−1
2

+ 3 + 3 = 6q =
⌊
n
2

⌋
+ 1 transposições. Ou seja, 3
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transposições que transformam ζ em ζ ′, i passos de 12 transposições do Caso 3 e 3

transposições do Caso 1;

ii) se a última redução gera q = 2, temos que 12(q − 2i)− 5 = 19, assim i = q−2
2

e portanto foram aplicadas 12 q−2
2

+ 3 + 9 = 6q =
⌊
n
2

⌋
+ 1 transposições. Ou seja, 3

transposições que transformam ζ em ζ ′, i passos de 12 transposições do Caso 3 e 9

transposições do Caso 2. �

Exemplo 3.24 Considere as permutações nós com q = 3. Uma sequência obtida

no Teorema 3.23 que ordena u16,12 ] u18,7 é:

1) Primeiro passo: Aplicar t1, t2, e t3, onde:

t1 = t(1, 10, 18),

t2 = t(2, 11, 20),

t3 = t(9, 19, 27).

Obter a permutação reduzida:

gl((u16,12 ] u18,7)t1t2t3) = [11 6 2 13 8 4 16 22 29 18 24 31 20 27 10 5 1 12 7 3 14 9 26 15

21 28 17 23 30 19 25].

2) Segundo passo: Aplicar λ1, · · · , λ12 em gl((u16,12 ] u18,7)t1t2t3), onde:

λ1 = t(1, 7, 16), λ5 = t(2, 12, 28), λ9 = t(14, 18, 25),

λ2 = t(2, 9, 26), λ6 = t(1, 10, 20), λ10 = t(2, 8, 23),

λ3 = t(16, 24, 32), λ7 = t(16, 25, 31), λ11 = t(3, 19, 29),

λ4 = t(8, 15, 25), λ8 = t(5, 24, 29), λ12 = t(10, 20, 31).

Obter a permutação reduzida:

gl(gl((u16,12 ] u18,7)t1t2t3)λ1 · · ·λ12) = [4 7 2 1 6 3 5].

3) Terceiro passo (Caso 1): Observe que [4 7 2 1 6 3 5] é igual a permutação obtida

pelas permutações nós com parâmetro q = 1 após as três primeiras transposições.

Aplicar t(1, 4, 7).t(2, 6, 8).t(3, 5, 7) em [4 7 2 1 6 3 5].

Observe os seguintes casos de uniões: permutações nós iguais, Teorema 3.19; uma

permutação nó e sua inversa, Teorema 3.21; e permutações nós de tipos distintos com

mesmo parâmetro, Teorema 3.23. Para todas essas uniões, temos que a distância

de transposição é igual ao limite inferior da Proposição 3.12, porém não temos uma

regra para determinar uma famı́lia que envolva uniões de permutações nós onde sua

distância seja igual ao limite superior de r+s
2

+ 2, visto na Proposição 3.12 — onde r

e s são os tamanhos das permutações nós envolvidas na união. Sabemos, através de

um algoritmo branch-and-bound [19], que existem uniões envolvendo permutações

nós que atingem este limite superior, um exemplo é a união de duas permutações nós

u4,4 ] u10,8, que possui distância 9 computada pelo algoritmo, como será discutido
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na Seção 4.2. Observe que as permutações nós u4,4 e u10,8 são do mesmo tipo e

possuem parâmetros diferentes.

Obter permutações que tenham distância igual ao limite superior da Pro-

posição 3.12 é uma estratégia promissora para estabelecer novos limites inferiores

para o problema do diâmetro de transposição, como será visto a seguir no Caṕıtulo 4.
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Caṕıtulo 4

O Limite Inferior do Diâmetro

Vimos no Caṕıtulo 3 propriedades envolvendo a operação de união de permutações,

e mais particularmente, propriedades da união de permutações nós. Discutiremos

agora a relação entre as famı́lias mais distantes propostas na literatura (e nesta

dissertação) e a operação de união de permutações. A seguir, na Seção 4.1, veremos

como se aplica a união de permutações aos resultados sobre limites inferiores para

o diâmetro. Também abordaremos a proposta recentemente publicada por Lu e

Yang [40] para melhorar o limite inferior, que se trata de apresentar famı́lias que

atendam as caracteŕısticas de serem uniões de permutações “especiais”, as chamadas

permutações super-ruins. A partir do resultado visto de distância para uniões de

cópias da mesma permutação nó (Teorema 3.19 na página 36), podemos provar que

não existem permutações super-ruins, o que é feito no Teorema 4.6.

Na Seção 4.2, propomos novas famı́lias que atingem o atual limite inferior de

Elias e Hartman [22], que são obtidas através da união de permutações nós de

tipos distintos, onde estas uniões possuem distância igual ao limite superior da

Proposição 3.12. Conclúımos nosso estudo do diâmetro pela proposta de uma nova

estratégia para melhorar o limite inferior do diâmetro de transposição, através de

uma generalização da teoria desenvolvida por Elias e Hartman [22].

4.1 O atual limite inferior do diâmetro

O primeiro limite inferior não trivial para o diâmetro de transposição foi dado por

Meidanis, Walter e Dias [42], como consequência do Teorema 1.22 da distância

da reversa. Além disso, eles conjecturaram que o diâmetro seria exatamente

bn/2c + 1 e assim, a permutação reversa seria diametral. Porém, permutações

com distâncias maiores que a reversa foram encontradas para n ı́mpar, Eriksson

et al. [23] encontraram duas permutações, [4 3 2 1 5 13 12 11 10 9 8 7 6] = ρ[4] ] ρ[8] e

[4 3 2 1 5 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6] = ρ[4] ] ρ[10], onde suas distâncias de transposição

são 8 e 9, respectivamente, ou seja, uma unidade além da distância da reversa,
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Tabela 4.1: Resultados conhecidos de valores exatos para o diâmetro de trans-
posição [34].

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
TD(n) 0 1 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 8 8 9

invalidando assim a conjectura para TD(13) e TD(15).

Estes valores, 8 para TD(13) e 9 para TD(15), atingem justamente um limite

superior para o diâmetro, que é dado pelo Teorema 4.1. Este resultado foi obtido

através do estudo do grafo associado TRG(n)1. O grafo TRG(n) é definido por: cada

vértice representa uma permutação de tamanho n, e existe uma aresta incidentes

a dois vértices quando estes vértices possuem distância de transposição 1. Existe

uma relação de recorrência para construção de TRG(n) em função de TRG(n− 1),

e partir desta relação encontrada foi posśıvel limitar o diâmetro de transposição,

como segue.

Teorema 4.1 [33] O diâmetro de transposição TD(n), com n > 0, é: TD(n−1) ≤
TD(n) ≤ TD(n− 1) + 1.

Outro limite superior para o diâmetro foi dado por Eriksson et al. [23]. Este

resultado, Teorema 4.2, foi obtido através do estudo de casos em que a cada duas

transposições sempre é posśıvel reduzir a uma permutação com três elementos a

menos, como segue.

Teorema 4.2 [23] O diâmetro de transposição TD(n), com n > 0, é: TD(n) ≤
TD(n− 3) + 2.

Na Tabela 4.1 apresentamos os valores exatos conhecidos para o diâmetro de

transposição. Como pode ser observado pelos Teoremas 4.1 e 4.2 o valor de TD(16)

pode ser 9 ou 10 e como um algoritmo de força bruta possui complexidade expo-

nencial ao valor de n, torna-se inviável tal busca computacional ainda que para

permutações de poucos elementos.

Com isso, vemos que os argumentos para limite superior para o diâmetro dos

Teoremas 4.1 e 4.2 são obtidos de maneira distintas: um através de aspectos teóricos

relacionados ao grafo TRG(n) associado; e outro através de análise de um algoritmo

aproximativo que ordena uma permutação qualquer.

Um limite inferior melhor para n ı́mpar com n ≥ 13 foi dado por Elias e Hart-

man [22]. As famı́lias foram constrúıdas a partir das permutações encontradas por

1TRG(n) é o Grafo de Rearranjo por Transposições para permutações de tamanho n e foi
explorado por Hausen [33].

42



Eriksson et al. [23], e portanto tais famı́lias de permutações com um número ı́mpar

de elementos possuem distância de transposição igual a
⌊
n+1

2

⌋
+ 1.

Inclúımos a prova do Teorema 4.3 porque evidencia a utilidade da operação de

união e também pelo argumento similar que será dado na página 46 para as novas

famı́lias propostas que atingem o atual limite inferior do diâmetro.

Teorema 4.3 [22] A permutação (ρ[4] ] ρ[8])]ρ[3] ] ρ[3] . . . ] ρ[3]︸ ︷︷ ︸
k termos

, com n = 13 + 4k

possui distância de transposição igual a n+1
2

+ 1.

Demonstração. A demonstração se baseia por uma análise sobre as maneiras de

ordenar a permutação.

Para obter o limite inferior, vemos que ćımpar((ρ[4] ] ρ[8])]ρ[3] ] ρ[3] . . . ] ρ[3]︸ ︷︷ ︸
k termos

) =

ćımpar(ρ[4] ] ρ[8]), já que G(ρ[3]) consiste de dois ciclos pares. Com isso temos que a

distância de transposição é pelo menos n−1
2

, onde n = 13 + 4k. Mostraremos que

são necessários dois 0-movimentos para ordenar (ρ[4] ] ρ[8])]ρ[3] ] ρ[3] . . . ] ρ[3]︸ ︷︷ ︸
k termos

, ou

seja, duas transposições além do limite inferior, obtendo assim n−1
2

+ 2 = n+1
2

+ 1.

A permutação ρ[3] ] ρ[3] . . . ] ρ[3]︸ ︷︷ ︸
k termos

pode ser ordenada aplicando somente 2-

movimentos, como visto no Teorema 3.13. Temos assim os seguinte casos:

Caso 1: ρ[4]]ρ[8] é ordenada separadamente do restante da permutação. Observe

que esta é justamente a permutação encontrada por Eriksson et al. [23] que requer

dois 0-movimentos, isto devido a sua distância ser 8, duas unidades além do limite

inferior.

Caso 2: ρ[4] ] ρ[3] é ordenada separadamente do restante da permutação. Temos

a distância para ρ[4] ] ρ[3] igual a 5, uma unidade além do limite inferior. Outro 0-

movimento é necessário através da permutação ρ[8], já que tanto ρ[8] quanto ρ[8]]ρ[3]

necessita de um 0-movimento cada.

Caso 3: ρ[8]]ρ[3] é ordenada separadamente do restante da permutação. Análogo

ao Caso 2.

Caso 4: ρ[3] ] ρ[3] . . . ] ρ[3]︸ ︷︷ ︸
k termos

é ordenada separadamente do restante da permutação.

Deste modo, ρ[4] ] ρ[8] também será ordenada separadamente do restante da per-

mutação e como visto no Caso 1 dois 0-movimentos são necessários. �

Para n = 15 + 4k, a permutação (ρ[4] ] ρ[10])]ρ[3] ] ρ[3] . . . ] ρ[3]︸ ︷︷ ︸
k termos

possui distância

n+1
2

+ 1, e a demonstração é semelhante ao do Teorema 4.3. Observe que, para

permutações com número par de elementos, não se conhece nenhuma permutação

cuja distância de transposição seja superior à da distância da reversa, cujo valor é
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d(ρ[n]) = bn+1
2
c + 1 para n par. Com isso temos o limite inferior para o diâmetro

de transposição, visto a seguir no Teorema 4.4.

Teorema 4.4 [22] O diâmetro de transposição TD(n), com n > 0, é: TD(n) ≥
bn+1

2
c + 1.

Portanto, a partir do Teorema 4.4 e ao calcular a relação de recorrência do

Teorema 4.2, temos os limites inferiores e superiores, são respectivamente:⌊
n+ 1

2

⌋
+ 1 ≤ TD(n) ≤

⌊
2n− 2

3

⌋
.

Lu e Yang [40] propuseram um limite inferior do diâmetro de TD(n) ≥ 17n+1
33

,

através da construção de uniões das então definidas permutações super-ruins (per-

mutações super-ruins é a tradução encontrada para super-bad permutations utilizada

em [40]).

Definição 4.5 [40] A permutação γ é uma permutação super-ruim se: i) γ é

unićıclica; ii) não existe 2-movimento que pode ser aplicado em γ; iii) toda sequência

de transposição que ordena γ ] γ contém pelo menos dois 0-movimentos.

A partir de uma permutação super-ruim de tamanho b, o diâmetro de trans-

posição segundo Lu e Yang [40] seria TD(n) ≥ (3b+4)
6(b+1)

n + 1
3(b+1)

. Lu e Yang [40]

afirmaram terem encontrado através de busca computacional uma permutação

super-ruim de tamanho 10, que seria a permutação nó u10,8. E com isso, teriam

obtido o limite inferior de TD(n) ≥ 17n+1
33

, que é correspondente a permutação

u10,8 ] u10,8 ] · · · ] u10,8︸ ︷︷ ︸
k termos

]ρ[r−1], dado n = 11k + r, para r < 10. A permutação é

constrúıda pela união de k cópias da permutação nó u10,8 e uma cópia da reversa

ρ[r−1].

Lu e Yang estavam corretos em relação as condições (i) e (ii) da Definição 4.5 para

a permutação u10,8: a permutação u10,8 é unićıclica; e não existe uma transposição

2-movimento que pode ser aplicada em u10,8. Porém, como visto no Teorema 3.19,

a sequência mı́nima que ordena u10,8 ] u10,8 contém exatamente um 0-movimento,

invalidando assim a condição (iii) da Definição 4.5. Temos assim, a não existência

de permutações super-ruins, como segue no Teorema 4.6.

Teorema 4.6 [14, 15] Não existem permutações super-ruins.

Demonstração. Como visto no Corolário 2.5, as permutações nós un,`∗ são as únicas

que satisfazem as condições (i) e (ii) da Definição 4.5. Além disso, para un,`∗ ser

uma permutação super-ruim, un,`∗ ]un,`∗ teria que possuir distância de transposição
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pelo menos n + 2. Porém no Teorema 3.19 mostramos que d(un,`∗ ] un,`∗) = n + 1,

então garantimos a não existência de permutações super-ruins. �

Existe uma sequência de 11 transposições que ordena u10,8]u10,8. O Exemplo 4.7,

a seguir, usa os resultados dos Lemas 3.16 e 3.18 para obter a sequência que ordena

u10,8 ] u10,8 e Teorema 3.19 para garantir a distância de transposição.

Observe que as transposições t1 = t(1, 7, 12), t2 = t(2, 8, 13) e t3 = t(6, 12, 17)

— tais que somente t1 é um 0-movimento — quando aplicadas nesta ordem,

transformam u10,8 ] u10,8 numa permutação que é equivalente por redução a

gl((u10,8 ] u10,8)t1t2t3) = [7 4 2 13 10 17 15 6 3 1 8 5 12 9 16 14 11] e esta pode ser or-

denada aplicando somente 2-movimentos.

Exemplo 4.7 Para ordenar u10,8 ] u10,8 é necessário e suficiente aplicar somente

um 0-movimento.

Pelo Lema 3.18, primeiramente aplicamos t1 = t(1, 7, 12), t2 = t(2, 8, 13) e

t3 = t(6, 12, 17) e em gl((u10,8 ] u10,8)t1t2t3) as transposições t(1, 4, 9), t(2, 5, 15),

t(10, 14, 18), t(5, 9, 15), t(2, 8, 17), t(1, 7, 13) nesta ordem e finalmente aplicamos

t(5, 9, 15) e t(2, 7, 13).

4.2 Construção das famı́lias mais distantes

Na Seção 4.1, provamos a não existência das permutações super-ruins, uma famı́lia

proposta por Lu e Yang [40] onde uniões de cópias de permutações super-ruins

iriam aumentar o limite inferior do diâmetro. Assim, o limite inferior do diâmetro

de transposição
⌊
n+1

2

⌋
+ 1 ainda pertence a Elias e Hartman [22].

A seguir, apresentamos novas famı́lias de permutações com distâncias iguais a⌊
n+1

2

⌋
+ 1 para n = 15 + 4k e n = 13 + 4k, seguindo o argumento análogo ao pro-

posto em [22], explicado na Seção 4.1 (Teorema 4.3 na página 43), porém usando

permutações nós. Por fim, apresentamos uma estratégia alternativa que talvez possi-

bilite aumentar o limite inferior do diâmetro obtida através de uniões de permutações

nós.

Para a famı́lia alternativa com n=15+4k, k ≥ 0, calculamos através do estudo

algébrico visto no Caṕıtulo 3 seguido de busca computacional, a distância de trans-

posição de toda u4,4 ] u10,`. Os resultados estão na Tabela 4.2. Pela Proposição 3.9

temos que d(up,`) = p
2

implica em d(u4,4 ] up,`) = p
2

+ 3, o que é menor que p
2

+ 4, o

atual limite inferior do diâmetro. Assim, uma condição necessária para encontrar-

mos permutações diametrais do tipo u4,4 ] up,` é que d(up,`) = p
2

+ 1. Foi provado

por Hausen et al. [34], e visto na Tabela 2.1, que d(up,2) = p
2

o que implica pelo

Corolário 1.14 que sua inversa possui distância d(up, p
2

+1) = p
2
. Por outro lado, temos

que a permutação nó satisfaz d(up,`∗) = p
2

+1, e pela Definição 2.4 de permutação nó
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implica que ρ[4] = u4,4 é a única permutação reversa que é uma nó, assim u4,4 e up,`∗

possuem as condições da Proposição 3.12 na página 31. Além disso, consideramos

n ≥ 13 o que implica em p ≥ 8, porém não existe nó com p = 8, o que justifica

nossa busca por p = 10 na Tabela 4.2. Através do algoritmo de força bruta, branch-

and-bound, implementado por Dias [19] para determinar exatamente a distância de

transposição, podemos completar as distâncias para as quatro permutações restantes

da Tabela 4.2.

No Apêndice A, mostramos as sequências mı́nimas de transposições dado pelo al-

goritmo que atingem o limite inferior da Proposição 3.12. Observe na Tabela 4.2 que,

além da permutação u4,4 ] u10,10 [23], a união das duas permutações nós u4,4 ] u10,8

atinge o limite superior da Proposição 3.12 e com isso sua inversa u4,4]u10,7 também

atinge o limite superior da Proposição 3.12. Cada célula hachurada corresponde a

uma permutação que necessita de dois 0-movimentos. O argumento dado por Elias

e Hartman [22] visto no Teorema 4.3 pode ser aplicado para construir duas novas

famı́lias u4,4 ] u10,8 ] u3,3 . . .] u3,3 e u4,4 ] u10,7 ] u3,3 . . .] u3,3 que atingem o limite

inferior atual para n = 15 + 4k.

Para o caso ı́mpar complementar n=13+4k, k ≥ 1 também apresentamos uma

famı́lia alternativa através do estudo algébrico visto no Caṕıtulo 3 seguido de busca

computacional, a distância de transposição de toda u4,4 ] u12,`. Os resultados estão

na Tabela 4.3. Pela Definição 2.4 de permutações nós, temos que o menor valor de n

deve ser 17, dado que n = 13 e u4,4 ] up,`∗ implica p = 8 e não existe permutação nó

u8,`∗ . Para n = 17, a permutação mais distante conhecida é ρ4]ρ8]ρ3 [22]. Observe

na Tabela 4.3 que a união das duas permutações nós u4,4 ] u12,5 atinge o limite

superior da Proposição 3.12, assim como sua inversa u4,4]u12,8. Portanto, novamente

usando o mesmo argumento de [22], podemos construir duas novas famı́lias para

n ≥ 17 e n = 13 + 4k, u4,4 ] u12,5 ] u3,3 . . . ] u3,3 e u4,4 ] u12,8 ] u3,3 . . . ] u3,3 que

atingem o atual limite inferior. O limite superior da Proposição 3.12 no Caṕıtulo 3

direciona nossa busca para permutações nós.

Um limite inferior melhor para o diâmetro de transposição possivelmente possa

ser obtido através da determinação de uma permutação ξ ∈ Sn, constrúıda pela

união de quatro permutações nós distintas ξ[n] = π ] σ ] δ ] ε, tal que d(ξ) atinge o

limite superior dada pela desigualdade triangular da Proposição 3.6 d(π) + d(σ) +

d(δ) + d(ε) = n+1
2

+ 2. Uma condição suficiente para construir tal permutação ξ é

que: todos seis pares de permutações tomadas duas a duas, a saber π ] σ, π ] δ,
π] ε, σ]δ, σ] ε e δ] ε, necessitem de dois 0-movimentos; e que todas quatro uniões

de três permutações, a saber π ] σ ] δ, π ] σ ] ε, π ] δ ] ε e σ ] δ ] ε, necessitem de

três 0-movimentos.

Temos como consequência do diâmetro limitado inferiormente por TD(n) ≥
d(ξ) = n+1

2
+ 2 que para n par existiriam permutações com distâncias além da
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Tabela 4.2: Distâncias para u10,` e u4,4 ] u10,`. Células hachuradas correspondem a
três permutações diametrais para n = 15: u4,4]u10,10 [23] e as adicionais u4,4]u10,8

e sua inversa. Portanto, podemos construir duas novas famı́lias correspondentes ao
atual limite inferior de Elias e Hartman [22] para n = 15 + 4k.

π u10,2 u10,3 u10,4 u10,5 u10,6 u10,7 u10,8 u10,9 u10,10

d(π) 5 6 6 6 5 6 6 6 6
d(u4,4 ] π) 8 8 8 8 8 9 9 8 9

Tabela 4.3: Distâncias para u12,` e u4,4 ] u12,`. Células hachuradas correspondem a
duas novas permutações que atingem o atual limite inferior de Elias e Hartman [22]
para n = 17: u4,4 ] u12,5 e sua inversa. Portanto, podemos construir duas novas
famı́lias correspondentes ao atual limite inferior de [22] para n = 13 + 4k.

π u12,2 u12,3 u12,4 u12,5 u12,6 u12,7 u12,8 u12,9 u12,10 u12,11 u12,12

d(π) 6 7 7 7 6 6 7 7 7 6 7
d(u4,4 ] π) 9 9 9 10 9 9 10 9 9 9 9

reversa, ou seja, a reversa então não seria diametral, como visto no Teorema 4.1,

já que ξ contém um número ı́mpar n de elementos e para TD(n + 1) sabemos que

TD(n) ≤ TD(n+ 1) ≤ TD(n) + 1 e n+1
2

+ 2 > d(ρ[n+1]) = n+1
2

+ 1.

No Caṕıtulo 3, mostramos algumas uniões de permutações nós que não atin-

gem o limite superior da desigualdade triangular, a saber permutações obtidas por

uniões de: permutações nós iguais, Teorema 3.19; uma permutação nó e sua in-

versa, Teorema 3.21; e permutações nós de tipos distintos com mesmo parâmetro,

Teorema 3.23. Porém para o caso em que a permutação é obtida pela união de

duas permutações nós de tipos iguais e parâmetros diferentes, assim como para o

caso da união de duas permutações nós de tipos diferentes e parâmetros diferentes,

ainda não encontramos uma caracterização para a distância. Observe que tanto

pela Tabela 4.2, a união das permutações nós de tipos iguais e parâmetros diferen-

tes u4,4 ] u10,8, quanto pela Tabela 4.3, a união de duas permutações nós de tipos

diferentes e parâmetros diferentes u4,4]u12,5, ambas uniões atingem o limite superior

da desigualdade triangular da Proposição 3.6.

Note que nossa estratégia para aumentar o limite inferior do diâmetro de trans-

posição sugere que uma permutação que atenda tais propriedades tenha pelo menos

30 elementos e deste modo é necessário termos um estudo adicional de propriedades

algébricas para assim reduzirmos o esforço computacional.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Trabalhos Futuros

“A Evolução é a Lei da Vida, o Número é a Lei do Universo, a Unidade é a Lei de Deus.”

(Pitágoras)

Nesta dissertação contribúımos para dois importantes problemas relacionados ao

Rearranjo de Genomas: Ordenação por Transposições e Diâmetro de Transposição.

No problema de Ordenação por Transposições, que é NP -dif́ıcil, exploramos a

classe das permutações solitárias e encontramos valores exatos de distância e limites

mais justos para as famı́lias: un,n−1, un,n
2
, un,3 e un,4. No entanto, ainda há muito

para ser descoberto para obter um algoritmo polinomial com uma razão de apro-

ximação bem justa para toda permutação solitária, caminhos a serem seguidos para

isso são:

• Analisar as posśıveis reduções entre as permutações solitárias. Fizemos isto

no decorrer dos resultados encontrados, por exemplo no Corolário 2.15. As-

sim uma meta seria generalizar estas reduções de forma que: para ordenar

uma permutação solitária, consigamos um caminho que passe por uma outra

permutação solitária de tamanho menor e assim iterativamente até chegarmos

numa outra que já tenha conhecida sua distância exata.

• Desenvolver um algoritmo onde a cada três transposições consigamos reduzir

a uma outra permutação com cinco elementos a menos, ou seja, obtemos uma

permutação possuindo cinco ciclos a mais de tamanho um. Note que inde-

pendentemente da permutação ser uma solitária, este resultado nos mostraria

um fator de aproximação de 9
5

= 1.8, já que o melhor cenário posśıvel seria a

cada transposição aumentar em três o número de ciclos de tamanho um. O

fator de 1.8 forneceria portanto, um limite superior melhor que o de Eriksson

et al. [23], já que no deles a cada duas transposições aumenta-se em três o

número de ciclos de tamanho um, possuindo assim fator de aproximação de

2. Galvão e Dias [27] observaram, através de verificação computacional, que
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em todas as instâncias com até 13 elementos é posśıvel ordenar com fator

de aproximação de 1.8. A busca de algoritmo 1.8-aproximativo para as per-

mutações solitárias pode ser mais direta devido a caracterização do Diagrama

de Realidade e Desejo e das sequências de ciclos C(un,`) e posições P (un,`).

• Uma outra investigação que envolva as permutações solitárias é o problema co-

nhecido como Ordenação por Transposições Curtas, que se trata pelo problema

de ordenação utilizando a operação de transposição t(i, j, k) onde a diferença

k − i ≤ 3, a complexidade deste problema está em aberto. Uma publicação

recente de Jiang et al. [36] mostra um algoritmo aproximativo de (1+ε) — ε se

trata pelo tamanho da permutação dividido pelo número de arestas existentes

no Grafo de Permutações 1 — para uma classe de permutações chamada de

guarda-chuva. As permutações solitárias se relacionam a classe guarda-chuva,

a subclasse un,n
2

+1 está contida no guarda-chuva.

No problema de Diâmetro de Transposição, que permanece em aberto para

n ≥ 16, estabelecemos um estudo algébrico em torno da operação de união de per-

mutações, já que esta operação tem se mostrado como uma estratégia promissora

para a obtenção de famı́lias mais distantes. Com isso, encontramos uma invalidação

da proposta de melhor limite inferior publicada por Lu e Yang [40] e estabelecemos

que o melhor limite inferior conhecido é de n+1
2

+ 1 devido a Elias e Hartman. Além

disto, encontramos famı́lias alternativas que atingem este limite do diâmetro e apre-

sentamos também uma estratégia que possivelmente aumentaria o limite inferior de
n+1

2
+ 1 para n+1

2
+ 2. Contudo, para estabelecermos tal limite precisamos encontrar

permutações que satisfaçam as hipóteses apresentadas na Seção 4.2.

• A busca computacional por permutações mais distantes se torna inviável de-

vido o tamanho das instâncias. Como discutido, tais uniões possuiriam mais

que 30 elementos. Outras maneiras de computar distâncias devem ser explo-

radas, como encontrar mais propriedades algébricas que envolvam a operação

de união, para determinarmos condições suficientes para a existência de per-

mutações que atinjam o valor de distância de n+1
2

+ 2.

Demos um primeiro passo ao determinar permutações que não podem ser usadas

nas uniões para aumentar o limite inferior do diâmetro, como por exemplo: uniões

de reversas de mesmo tamanho, união de cópias da mesma nó, união de uma per-

mutação nó e sua inversa, união de duas nós diferentes com mesmo parâmetro. Uma

maneira de obtermos permutações mais distantes seria a investigação entre a união

de nós de tipos iguais e parâmetro diferentes, exemplos são as uniões u4,4 ] u10,8 e

u4,4 ] u12,5.

1Para maiores informações sobre Grafos de Permutações consulte livro do Golumbic [29].
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Apêndice A

Sequências de transposições das

uniões das Tabelas 4.2 e 4.3

[Sequências de transposições para as uniões da Tabela 4.2] Observe que pelo Co-

rolário 1.14 na página 10 toda permutação possui distância de transposição igual

a da sua inversa. Assim, precisamos somente calcular a distância de uma per-

mutação dentre um par de permutações tal que uma é inversa da outra. Ou

seja, os pares (π, σ), onde π = σ−1, de permutações mutuamente inversas são:

(u10,2, u10,6), (u10,3, u10,4), (u10,5, u10,9), (u10,7, u10,8), (u10,10, u10,10).

Na Proposição 3.9 da página 31, mostramos a distância da união de duas per-

mutações unićıclicas quando pelo menos uma necessita de um 0-movimento. Por-

tanto, já sabemos a distância para a união u4,4 ] u10,2, dado que u10,2 é unićıclica e

somente u4,4 necessita de um 0-movimento. Além disso, a distância de transposição

da permutação u4,4 ] u10,10 já foi calculada por Eriksson et al. [23].

A seguir, mostramos para cada uma das permutações restantes, uma sequência

mı́nima que ordena e atinge o limite inferior da Proposição 3.12:

d(u4,4 ] u10,3) = 8.

t1 = t(1, 4, 6), t5 = t(5, 8, 10),

t2 = t(2, 5, 7), t6 = t(7, 13, 16),

t3 = t(3, 6, 8), t7 = t(8, 12, 14),

t4 = t(4, 7, 9), t8 = t(11, 13, 15).

d(u4,4 ] u10,5) = 8.

t1 = t(1, 4, 6), t5 = t(4, 9, 14),

t2 = t(2, 5, 9), t6 = t(3, 6, 12),

t3 = t(4, 9, 10), t7 = t(4, 11, 15),

t4 = t(8, 14, 16), t8 = t(9, 12, 16).
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Já para a permutação u4,4 ] u10,8, a sequência mı́nima retornada pelo algoritmo

foi como se ordenasse separadamente as partes u4,4 e u10,8:

d(u4,4 ] u10,8) = 9.

t1 = t(1, 2, 3), t6 = t(1, 6, 9),

t2 = t(1, 3, 4), t7 = t(3, 7, 16),

t3 = t(1, 4, 5), t8 = t(1, 6, 14),

t4 = t(1, 7, 13), t9 = t(6, 13, 15).

t5 = t(4, 12, 15),

[Sequências de transposições para as uniões da Tabela 4.3] Ob-

serve que semelhante a análise prévia da Tabela 4.2 temos os pa-

res (π, σ), onde π = σ−1, de permutações mutuamente inversas são:

(u12,2, u12,7), (u12,3, u12,9), (u12,4, u12,10), (u12,5, u12,8), (u12,6, u12,11), (u12,12, u12,12). E

pelas Proposição 3.9 e Corolário 1.14 não precisamos calcular as distâncias de

u4,4 ] u12,2, u4,4 ] u12,7, u4,4 ] u12,6 e u4,4 ] u12,11.

A seguir, mostramos para cada uma das permutações restantes, uma sequência

mı́nima que ordena e atinge o limite inferior da Proposição 3.12:

d(u4,4 ] u12,3) = 9.

t1 = t(1, 4, 6), t4 = t(4, 5, 6), t7 = t(7, 9, 15),

t2 = t(2, 5, 8), t5 = t(4, 10, 14), t8 = t(7, 11, 17),

t3 = t(3, 7, 11), t6 = t(5, 13, 16), t9 = t(14, 16, 18).

d(u4,4 ] u12,4) = 9.

t1 = t(1, 4, 6), t4 = t(4, 9, 12), t7 = t(6, 8, 12),

t2 = t(2, 5, 8), t5 = t(5, 11, 14), t8 = t(8, 11, 17),

t3 = t(3, 7, 10), t6 = t(6, 13, 16), t9 = t(8, 11, 18).

d(u4,4 ] u12,12) = 9.

t1 = t(1, 4, 7), t4 = t(3, 6, 13), t7 = t(5, 8, 14),

t2 = t(2, 6, 12), t5 = t(8, 12, 18), t8 = t(4, 10, 12),

t3 = t(4, 9, 17), t6 = t(7, 10, 15), t9 = t(5, 8, 13).

Já para a permutação u4,4 ] u12,5, a sequência mı́nima retornada pelo algoritmo

foi como se ordenasse separadamente as partes u4,4 e u12,5:
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d(u4,4 ] u12,5) = 10.

t1 = t(1, 2, 3), t6 = t(1, 6, 10),

t2 = t(1, 3, 4), t7 = t(3, 8, 17),

t3 = t(1, 4, 5), t8 = t(1, 6, 15),

t4 = t(1, 7, 13), t9 = t(6, 14, 16),

t5 = t(4, 13, 16), t10 = t(10, 14, 18).
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