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Un grafo & perfeite se o grafo e cada um de seus
subgrafos induzlidos satisfazem a propriedade que seu numero
cromitico & igual ao tamanho da maior clique. Os grafos
triangul arizados foram uns dos primeiros a serem

reconhecidos como perfeitos.

A classe dos grafos triangularizados se diferencia da
dos grafos perfeitos em virios aspectos. Por exempla, &
possivel fazer o reconhecimento de um grafo triangularizado
en Lempe polinomial e nEo se sabe se o mesmo pode ser
realizado para os grafos perfeitos. Outra diferenca
importante entre estas classes de grafos diz respeito aos
problemas de determinar o nimero cromitico, o tamanho da
maior clique, o tamanho do malor conjunto estiavel e uma

cobertura minima por clidques, para um grafo dado.

Grctséhel » Lovisz e Schrijver desenvolveram algoritmos
polinoniais para estes quatro problemas, quando restringidos
4 classe dos grafos perfelitos. Esses algoritmos sZo baseados
no método do elipsdlide mas nfEo sHo explorados os aspecltos

combplinatorios dos problemas. No caso dos grafos



triangularizados, diferentes autores t&m desenvol vido
algoritmos polinomiais para estes quatroe problemas, baseados

nas caracteristicas particulares da classe.

Nezte trabalho, sHo sumarizacdas diferentes
caracterizacBes para 0s grafos triangularizados. S350
expostos os algoritmos sequenciais e paralelos com tempo
polinomial, encontrados na literatura, para seu
reconhecimenta, para sua representagfo como grafo interseg¢fo
& para o duatro problemas cliassicos de otimizacfo em

grafos.

SHo mostradas varias subcl asses dos grafos

triangularizados e algumas classes de grafos que os cont@m.

Descrevem—-se aplicagcBes deles 3 solugio de sistemas
lineares, A minimizagEo de uma, fungio duas vezes

diferencliavel & a2 um problema de "scheduling".

Finalmente, mostram-se varias cl asses de grafos
interseciivc de caminhos de wuma 4rvore, apresentando um
enfoque unificado destas classes, algumas das quais s3o

subcl asse dos grafos perfelitos.
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A graph is perfect if the graph and ach of its induced
subgraphs have the property that the chromatic number equals
the size of maximum clique. Triangulated graphs was one of

the first classes of graphs to be recognised as perfect.

The class of triangulated graphs differs from the class
of perfect graphs in the fact that a triangulated graph can
be recognised in polinomial time and it is unknow the NP-P

status of perfection.

Another important difference betwen Lhe classes is
related with the algorithms Lo solve the problems of
chromatic number, clique number, independent set and
partition into c¢liques. Grotschel, Lovasz & Schrijver
developed polinomial time algorithms for these problems in a
perfect graph, using the ellipsoid method. In the case of
triangulated graphs, many authors have solved these problems
by polinomial time algorithms which exhibit the particular

structure of this class.

In this work, we survey some different
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characterizations of triangulated graphs. It is given
sequential and parallel polinomial time algorithms for
recognizing them, for finding an intersection graph
representation and to solve Lthe four classical optimization

problems.

We give a glimpse of some subclasses of tbtriangulated

graphs and some classes of graphs which contain them.

It is shown an application of triangulated graphs to
zolve linear systems problems, Lo large sparse numerical

optimization and to a problem of scheduling.

Finally, we also survey the study of several classes of
intersection graphs arising from families of paths in a

tree, some of which are perfects.
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Capitulo I: INTRODUGAO

A teoria de grafos nasceu em 1736 quando Euler resolveu
o problema das sete pontes da cidade de Konigesberg. A cidade
localiza-se ao lado do rio Pregel, onde sele pontes ligam a
cidade com duaz ilhas situadas no meio do rio. O problema
diz: & possivel fazer um percurso tal gue partindo de uma
das porge@es de terra, passa-se por todas as pontes, uma

somente uma vez, € retorna-se ao lugar inicial?

Nestez tr&s séculos a Teoria de Grafos tLem tido
grande desenvolvimento, motivado fundamentalmente pelas
diversas aplicag@ies tanto na Matemitica como em outras
aAreas, tais como eletricidade, quimica, genética e,

principalmente, ci&ncia da computacio.

O estudo dos grafos &€ feito somente no seu aspecto
tedrico = também no desenvol vi ment.o de al goritmos
eficientes, em termos da sua complexidade computacional,

para resolver problemas especificos.

O desenvolvimento da Teoria dos Grafos tem atingido uma
amplitude tal., que agora distingue-se varias subireas dentro
dela. Una destas subdreas corresponde aos denominados Grafos
Perfeitos introduzidos por Claude Berge em 1980. Berge
inlcialmente denominou grafos a-perfeitos aqueles onde o
tamanho do maior conjunto estivel € igual 2 dimensio da
menor cobertura por cliques para todo subgrafo induzido;, e
aos grafos talis que o tamanho da malor clique &€ igual ao
nimero cromatico, para todo subgrafo induzido, ele chamou de
grafos y-perfeitos. Berge foi motivado pelo trabalho de
Claude Shannon., citado por LOVASZ, (1979) que demonstrou que
o menor grafo onds o tamanho do maior conjunto estavel &
estritamente menor que a dimensZo da menor cobertura por
cliques, ¢ o ciclo de cinco vértices. Berge formulou duas
conjecturas, denominadas Conjectura Fraca e Conjectura
Forte, pois a forte implica a fraca. A Conjecture Fraca diz

que um grafo € o-perfeito se ¢ somente se & y-perfeito. Esta



dencominada Teorema dos Grafos Perfeitos; desde esse momento
o grafos que satisfazem as condigeBes de o-perfeitos e
y—perfeitos s3o denominados somente grafos perfeitos. Por
outro lado, em forma paralela Ray Fulkerson estudava a
conjectura de um ponto de vista de Programacio Linear, dando
origem 4 Teoria dos Aniidblocking. Quando Fulkerson soube que
Loviasz tinha demonstrado a conjectura fraca, ele em poucas
horas conseguiu sua demostragia para o problema equivalente
que tinha formulado.

A Conjectura Forte diz que um grafo & perfeito se e
somente se ele ¢ seu complemento nEo cont&m um subgrafo
induzido isomorfo a um ciclo sem cordas com um nunsero Lmpar
de vértices malor que cinco. Até agora, esta conjectura nio
foli provada., Existem viarias classes de grafos que se sabe
que =s3io perfelitos, o2 mais conhecidos s3o os gralfos
triangularizados, os de comparabilidade, os grafos Meyniel &

oz grafos perfelianente ordendveils.

Também conhecem-se classes de grafos onde a conjectura
forte € valida., por exemplo, os grafos plancres o qual fol
provado por TUCKER (1S73), os grafos circulares apresentado
por BUCKINGHAM & GOLUMBIC (1983), os grafos arco-circulares
dadeo por TUCKER (1978), PARTHASARATHY & RAVINDRA (1976)
provaram para os grafos livres de Kﬁa e oz grafos llvres de
Kg nenos une aresia, apresentado em PARTHASARATHY e RAVINDRA
(1979) .

Az linhas altuais de pesquisa tentam, por um lado,
caracterizar os grafos perfeitos em termos da sua estrutura.
Mesta linha estid o trabalho de BURLET e FONLUPT (1884) que
provaram gque todo grafo Meyniel € oblido por uma operacZo em
alguns grafosz primitivos perfeitos, e a operaglio preserva a
parfelcia. HSU (1887) fez uma generalizagclo para compor e
decompor grafos perfeitos, baseada em ciclos induzidos e

seus complementos.

Outra linha de pesquisa busca caracterizar os grafos

gque nfo sio perfeitos, mas t&m subgrafos induzidos que o



a0, Os malis importantes 8o oz grafos minimalmente
imperfeitos, ou seja, um grafo gue n¥Eo € perfeito mas &
suficiente retirar um vértice gqualguer para torna-lo

perfeito.

Também tenta-—se provar a conjectura forte para algumas
classes especlals de grafos. E continua-se na procura de
condi¢Bes suficientes para um grafo ser perfeito. CHVATAL
(1984b) formulou a Conjectura Semi-Forte, a dqual foi
demostrada por REED (1987) e gque diz que os grafos

Fg—isomorfos a grafos perfeitos sao perfeitos.

Do ponto de vista algoritmico, para oz quatro
problemas classicos de grafos (clique maxima, coloracfo
minima, conjunto estivel maximo € cobertura por cligques ) ha
o algoritmo de GROTSCHEL, LOVASZ e SCHRIJVER (1981) para
grafog perfelitos, baseado no método do elipsdide. Esse
algoritme termina em tempo polinomial, mas nBo & baseado em
aspectos combinatoriozs dos problemas. Além dele, existem
algoritmos polinomiais para o reconhecimento e os quatro
problemas classicos, em algumas classes de grafos perfeitos,
paseados em caracteristicas particulares de cada uma. Mas,
ainda nZEo hid solucBo para varias outras classes @ continua
em aberto o reconhecimento de grafoz perfeilos. Sabe-se
somente gque o problema de reconhecer se um grafoc &

inperfelto pertence i casse AP

GOLUMBIC (1980 £ um livro especifico sobre grafos
perfetlos, apresentando muitos dos resultados tedricos e dos
algoritmos desenvalvidos até esse momento e disseminados

numa grande quantidade de artigos.

Dos trabalhos feitos em portuguds tem—se a Lese de NETO
(1987), dque apresenta um "survey" dos grafos perfeitos e
imperfeitos, suas propriedades, algumas c¢lasses de grafos
perfeitos e algumas classes de grafos onde a conjectura
forte & vilida. A tese de BARROSO (1987), embora nZo seja
zobre grafos perfeitos, apresenta um estudes dos grafos

circulares, que sfo uma subclasse dos grafos de intersecio,



familia que possul certa relacfo com os grafos perfeitos.

Neste trabalho, apresenta-se um "survey" dos grafos
triangularizados, a primgira classe a ser reconhecida como
perfelita, as subclasses dela, classes de grafos que a cont&m
e alguns dos problemas clissicos em grafos, estudados para
esta classe particular. Tenta-se fazer o - estudo

principalmente sob um enfoque algoritmico.

No capitule II definem~se os concetltios gerails da
Teoria de Gralfos necessarios para os capitulos seguintes <
introduz-se a nogfo de grafos perfeitos, imperfelitoz e as

comjecturas formuladas por Berge a respeito desses grafos.

No capitulo I1I sHo apresentados o8 grafos
triangularizados < suas diferentes caracterizagles que
permitem o© reconhecimento deles em tempo polinomial. SEo
mostrados os algoritmos sequencials e paralelos para o
reconhecinento, para a construgio da sua representagfo como
grafo interseclc & para alguns problemas que em um grafo
gqualquer est¥o em aberto ou s8c WHP-completo, mas 50
restringir-se a classe dos grafos triangularizados existem
algoritmos polinomiais para resolvE-los. Logo mostram—se

varias subclasses dos grafos itriangularizados. Introduz-se

tr&s aplicacgBes destes grafos: a solugo de sistemas
lineares, a minimizagio de uma, fungfo duas VEZEeS
diferenciavel ¢ a um problema de "scheduling'". Finalmente,

apresentam-se algumas classes de grafos perfeitos que cont&m

os grafos triangularizados.

O capitulo 1V é dedicado & classe dos grafos intersecdo
de caminhos de umae svubdrvore, alguns destes grafos sZo
triangularizados dependendo se oz caminhos sfo de vértices
ou de arestas, se a arvore &€ direcionada ou nio, e se &
enraizada. Tenta-se dar um enfoque unificado para toda esta
classe, apresentando sua relacia com oS grafos
triangularizados e com os grafos perfeitos. SHo também

discutidos os algoritmos de reconhecimento.



&

Em todos oz Lemas ¢ problemas mencionados no trabalho
tenta-se dar vastas referé&ncias, indicandao semnpre a
conmplexidade doz algoritmos. Os algoritmos expostos sEo
apresentados enr pseudo-linguagem semelhante a um Lipo ALGOL
em portuguBs, segundo a descricio dada por SZWARCFITER
{(1983) .

Mo apg@ndice A apresenta-se um esdquams com as relacBas
de inclusio entre as diferentes classes de grafos

introduzidas.

O ap&ndice B consiste de uma tabela resumo das classes
de grafos vistas e os problemas de otimizagio em grafos
mencionados no capituleo III, segundo s idéia da tabela
apresentada por JOHNSON (1985). A entrada para cada classe g
cada problema ¢ a complexidade do algoritmo para resolver o
prablema restrito a essa classe de grafos, se existir.
Caso contrario, € informado o que se sabe ao respeito do
probl emna, ista &, se & NP-completo ou se & ainda

desconhecida a sua pertencia a esta classe.



Gapitule II: QONCEITOS GERAILS
11.4. Definigfes Basicas e HotagBo

Um grafo nfo direcionado & consiste de um conjunto
finito nSo-vazio ¥ e um conjunto E de pares n¥c—-ordenados de
alementos distintos de ¥. G denota-se na forma G=(V,.E), onde
¥ é& o conjunto de vértices e E o conjunto de arestas.
Considera-se |[V|= n e |[E|= m. Fala-se grafo em vez de grafo

nZo direcionadao, a nZo ser quando for necessario.

Cada aresta dencta-se na forma do par (v,w), diz-se que
o vértices v & w 80 oz exbtremos da aresta e eles sHo

vertices adjacentes.

S um vértice & extremo de duas arestaz diferentes

entio elas sfo adjacentes.

Caso interesse a ordem em cada aresta, ent8o (v,w) &
diferente de (w,v) e o grafo &€ chamado grafo Jdirecionado

G=(v,E); diz-se que (v,w) estid orientada de v a w e

denota-se v > W,

O grafo G=(V,.E) onde E=C(x,y) & ¥oo¥rx # v, (x,v) & E> &
o grafo complemsnto de G, Por exemplo, o grafo G e seu

complemento G da figura (I1.1).

Figura IT.1.

Dois grafos, Giz(%’i,Ei) =] sz(VZ,Ez) s¥o ditos
isomorfos se |vi( = {Vzi e existe uma fung3o univoca
;‘:‘@'{————a} VZ tal que ¥ v.w Vi ten-se {(v.w) « Ea. se e

zomente se (F(v),fFf(w)) = %E.fg.



Um grafo & completo se existe uma aresta entre cada par
de seus vértices. Denota-se Kh ao grafo completo com n
vértices,por exemnplo na figura (I1.8), apresenta-se E{h para

n=l.,a8.3 e 4.

E{g K
4 2
® oo / \
% % ey —

Figura II.2.

Cada vértice de }{ﬁ tem (n-1) arestas incidentes a ele.
Para v « V¥ denota-se Adj(v) aoc conjunto de vertices
adjacentes a v. Chamna-se grau do wériice v a0 numero de
vértices adjacentes a ele, e denota-se grau(v). Ou seja

grau(v)=|Adj (v) |.

Diz-se que um grafo &€ regular de graou r =se todos os
vértices possuem grau r. Por exemplo, K ¢ regular de
n

grau (n—-1).
Um vértice com grau O & denominado isolado.

O grafo H=(V*,E’) com ¥V'& ¥V @ E’€ E, & um subgrafo de
G; um subgralfo ilmportante &€, dado A € V, o grafo GA= (A.EA) >
omnde Egz{ (2,v) €« EXrx & A, vy &€ A ¥ contém todas as arestas de
G cujos dois pontos finais sBo elementos de A, GA chama—se

subgrafo induzmideo por A.

Dados Vs. = vk < ¥, chama-se caminho de vi a vk a,  uma

sgequéncla de vértices Pkm vi,vz, ,vk tal que (Vj’vj+1) =

E:, para 1 = J € k-1, com k > 1; o comprimento do caninho & o
ndmero de arestas que o complem. S todos oz vértices do
caminho forem distintos entBo o caminho ¢ simples ou

aelementar. Em alguns casos, fala-se de caminhos de arestas



que ¢ uma sequinclia de arestas a,a, ... tal que

a2
"k~ e
aﬁ=ﬁ{,qu) com 1 £ i = k-1, k > 1. S n¥o se especificar,
L L L

o caminho seri de vértices.

U eciclo O & um caminho v ,v , ... PV Y » onde
k 1" 2 k” ks

Vi pq oV, com k= 3. Por exemplo na figura (II.3) mostra-se

cani nho Pa e o ciclo Cg

v @ v
4

Figura II1.3.

Uma corda & uma aresta nfo pertencente ao ciclo & que

une dois vértices dele.

Se um grafo nfo tem nenhum ciclo, entfo diz-se que o

grafa & acfclico.

Unm caminho que contenha cada vértice do grafo
exatamente uma vez, ¢ chamado caminho hamilioniano. O ciclo
YV W . ... ¥ ¥ & hamilioniano sSe © caminho v, ... ,¥ O

i 2z ko2 4 k
for.

Dado um grafo §=(¥,E) @ um vértice v & ¥V, denota-se G-v
ao grafo obtide ao remover de ¢ o vértice v e tLodas as
arestas que tem num extremo o vértice v. Dado um vértice w
¥, o grafo Gtw & G%E(¥%,E) onde V'= V U {w}. Em geral, dado
& e um subconjunto de vértices A € V¥V, G-A é& o grafo obtido
aoc remover de § bLodos oz vértices de A & todas as arestas
com pelo mencos um vértice em A, Dado G°=(¥*.E)., o grafo G+G6°

tem o conjunto de vériices VYUYW e as arestas de § U B,



Un grafo € conexeo se existe algum caminho entre cada
par de seus véritices, caso contrarioc € desconexeo. nm grafo
mem arestas &€ chamado totalmente desconexeo. Se um grafo &
desconexa, chamam-se componentes conexas a todo subgrafo
induzido dele gue seja conexo & nio esteja contido em outro

subgralo conexXo.

Una drvere € um grafo conexo aciclico. Distinguem—se
dentro de ums adrvore os vértices com grau igual =2 um, os
quais s80 chamados de folhas., Se a Arvore & direcionada.,
T=(v,E), chama-se ¥ v  V: grau de entrada(v)=[{(w,v) = ﬁ}[
correspands ao nimero de arestas chegando a v =
grau de saida(v)=|{(v,w) « E}{ ¢ o nimerc de arestas saindo

de v.

No caso das folhas, grau de entrada(v) = 1 e grau de

salda(v)= O.

Se exizte um @ 4 um vértice r com indegree(r) =0 ,esse
vértice serd chamado de raiz da arvore @ diz-se gue a arvore
& enraizade.

Unma swbdrvore € um subgrafo conexo de uma Arvore.

Unm muliigrafe € um grafo com arestas miltiplas entre

pares de vértices. Um grafo linha LM de um multigrafo M é

um grafo com um vértice por cada aresta de M e dois
vértices de L (M) sEo adjacentes s as arestas
correspondentes s¥o adjacentes em M. Un nmultigrafo &

Hipartite se seu conjunto de vértices pode ser particionado
em dois subconjuntos tals gque vértices de um mesmo
subconjunto n¥o slo adjacentes. Um multigrafo & livre de

iridngulos se nfo tem Lr&s vértices nmutuamente adjacentes.

Uma cligue & um subgrafo completo. Um conjunto estdvel
ou independente & um subgrafo induzideo, totalmente

desconexo. Um conjunto estiavel de G € o grafo complemento de
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uma clique de G. 0O tamanho de uma clique ou de um conjunto

estiavel & igual & cardinalidade do seu conjunta de vértices.

Unra clique € maximal se ndo existe uma outra clique de

G que a contenha propriamente.

Una clique € a maior (maxima) se nfo existe ums outra

clique que possua cardinalidade maior.

Uma. cobertura, de tamanho k., por cliques & uma particZo

dos vértices V:KQ+K2+ . ,Kk, onde cada ij & uma clique.

ma coloraclio de G & uma particZo dos vértices

£

y, € um conjunto estavel. Os

elaementos de %& s3a todos coloridog cda mesma cor e vértices

WﬁVl+...+V » tal que cada G
<
adjacentes possuem cores diferentes.

QO indice cromdiico de um grafo € o nunero de cores

necessarias para colorir as arestas do grafo de tal forma
fque duas arestas adjacentes possuam cores diferentes.

Paordmetros de um Grafo

Num grafo G, define-se quatro parfmetros:

w(EF) = tamanho da maior clique de 6.
x(E) = nlmero cromdtico, &€ ¢ menor numerc de corss

necessirios para colorir os vértices de G, cada
um com uma cor, de tal forma que vértices
adjacentes possuam cores diferentes. Corresponde
& dimensfo da menor cobertura por conjuntos

estivels.

2 (@)= tamanho do maior conjunto estivel.

#(G) = dimensfo da menor cobertura por cligues.
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Na figura (II.4) apresenta—-se Ci,Cz,Ca,Cge 51’5 para os

cuals:

w(Ci)= ;),:(Ci)= m((ii)m %(Ci)x 1,
m(C2)= x(Cz)ﬂ =, c&(Cg)m M(CZ)S 1,
v:m'(tf.‘l?.)E :-t(fl‘-g)x 3, CR(CE)= :n*e('(li,‘a,,)m i,

OJ(CE)Z 2» X(C5)= 3» &(CS)E 8) Qe(cs)': 39
w@i=2a, x@)=3, a(@ )= a8, 2T )= 3.
5 5 w5 5

Figura ITI. 4.

Propricedade T1.1:

w(G@) = a(@) (II.1)
x(B) = 2(® (II.2)

Estas igualdades d¥o uma dualidade entre o grafo & seu

compl enento.
Propriedade I1.:23
wl(@ = (@) (IT.3)

al{G) = 2 (G) (I1.4)

Estas desigualdades v&m dos fatos que: cada vértice
pertencente a uma clique tem cor diferente, logo precisa de

pela menos w(G) cores & a cobertura por cligue deve tler



ia

pelo menos uma clique por cada vértice do maior conjunto

astivel .

Observacdio IT.43

A intersegio de uma clique & um conjunto estivel pode
gser no maxime igual a um. Isto vem das definicles de clique

& conjunto estivel.

Observacdo I1.28

Em alguns grafos tem-se (8= x(G), mas esta nfo & uma
propriedade de hereditariedade, ou seja, se & satisfaz a
igualdade isto nBo & suficiente para que todo subgrafo
induzido de & também a satisfaca. Os grafos que se comportam
desta wltima forma merecem atengdo especial, sfioc os

denominados grafos perfeilios.

Pe fintcdo IL.4:

G &€& w-perfeito se:
m(GA)g x(GA) ¥V A V. (11.98)

G €& a—perfelio se:
ol )= (G ) ¥ A S V. (I11.65)
A &

G & perfeilio s= & wperfeito e a-perfeito.

Mo grafo da figura (II1.5) apresenta-se um caminho Pﬁ,
n=4, um ciclo par cﬁk @ um ciclo Impar C2k+1’ k= 3. Tem-se
w(?h)z < x(?h)m 2, m(P“)x noE se n & par e oe(E’n)== {n+i) .3
se n ¢ impar, M(Pn); a(?h) e qualgquer subgrafo dele &€ da

mesma forma, logo Pﬁ é perfeito.
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Para os ciclos tem—-se m(C2Q=ﬂ z(C2Q== 2, &(sz)z
%(Cgk)= k e todos oz subgrafos s8o caminhos, logo Czk &

el

parfeito; para C? tem—se m(C?)= 2. x(C7)= 3, m(C?)= 3,

w(C?)= 4, logo C? nfo € perfeito.

P {:Zk Cakﬂ.
151
@ & 2 D &
@
Figura II.5.
Cbhaservaciio 11.32
Todo grafo completo Kn & perfeito x(Kn) =1,
Todo grafo bipartite € perfeito x (B) =2.

Todo ciclo sem cordas de comprimento impar malor do que

2 n¥o ¢ perfeito: w(C )= 2,
2rerd

x (G Y= 3.

2Znrd

Praopriedade 11.3:

G perfeito e G perfeito

Esta equival@&ncia vem da dualidade de G e G.

Conjectwra Fracoa dos Graofos Per feitos

Az igualdades (IT1.5 ) e (I1.8) sio equivalentes.
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Teorema dos Grafos Perfeitos

Az equagfies (I1.5) e (I1.8) sio equivalentes a seguinte
desigual dade:
-3
m(Gﬁ) m(G&) = |A| ¥ ASY (IX.7)

A conjectura fraca dos grafos perfelitos foi provada por
LOVASZ (19728) fazendo uso da condigfo (I11.7) do teorema. Com

isto a definicfo de grafo perfeito passou a ser,

Definicdo 1I.22

G & perfeito se m(G&)= x(GA) ¥ A S VY.

Conjectura Forie dos Grajos Per feitos
G & perfelto se e somente se 6 nlEo contém um subgrafo

induzido isomorfo a € ou € para k = 2.
2k+4 2lera

Esta conjectura ainda estid em aberto, conhecemse
algunmas classes de gralfos onde a conjectura forte ol
demostrada. Muito do trabalho desenvolvido apds a formulagfo
da conjectura, tende a se aproximar dela, pesquisando grafos
onde ela €& vilida, grafos gque nio s¥o perfeitos < as
caracteristicas deles que os fazem imperfeitos, os quals
dentre eles os mais importantes sBo oz minimalmente

imperfeitos.

Definiclico I1.33
Un grafo 6=(V,E) com |V¥|= n, ¢ particiondvel se:

n = af{d) wie -+l (IT.8)



15

YveV w(G) = x(G-v) (IT.

= ¥ v aaV¥ ol = %(G-v) (I1.10)

Propriedade 1L, 43
G ¢ particiondavel se ¢ somente se:
- n = a(@ (@ + 1.

- & tem exastamente n cligues maximaz e n conjuntos

estivels miaximos.

- Qada vértice de O pertence exatamente a w{(f) cliques

miximas e a oaff) conjuntos estiveis maximos.

~ Cada cligque wnixinms intercepla a todos salwo umn

conjunto estavel miximo.

Pe finicflo 11. 43

Un grafo & ¢ mininalmente Imperfeito se ele ndo &
perfeito mas, qualguer subgrafo induzido prdprio de & &
perfeito. Isto &€, ¥V v & Vi w(G-v)= x(G-v) e al(G-v)= x(G-v)
mas, w(@E < x(B) e a(BG) < 2(6).

Propriedade 11.5:
Todo grafo minimalmente imperfeito € particiondvel.

Com estes grafos tem—se uma formulacfo equivalente para
a conjectura forte dos grafos perfeltos: os dnicos grafos

minimalmente inperfeitos s3o Czk » para todo k = 2.

a 0
1 2k+1
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1.2, Grafos Perfelitamente Ordensveis

Uma das linhas de pesquisa & tentar carccterizar <«
classe dos grafos perfeitces. Uma caracterizaclo deles &
através da determinagiic do seu ndmero cromdiiceo, mas n3o

se conhece um algoritmo eficiente para calcular este ndmero.

Una manelira natural de colorir os vértices de um grafo

&:
1°) Ordenar os vértices sequenci al mente VorVas e VL
% Segundo esta ordem, atribuir a cada v, a menor cor
digponivel, isto € a menor c.e 2" n¥o usada até o
momento para colorir algum vizinho vjde V. oo J<i.
Isto nHo é mals que o dlgoriimo Guloso, mas surgem dois
problemas:

— Como obter a ordenacBo dos vértices 7

- Quando esta coloracBa & Gtima 7

Izsto &: masx{ CL} = ().

L

Observando classes conhecidas de grafos perfeitos,
Chvatal viu que na demonstracfo de que eles sfo perfeitos,
senpre usa-se a mesma estratégia: dar uma ordem ao conjunto
de vértices, que depende da classe, tal gque o algoritmo
guloso colore todo subgrafo induzido de maneira dtima, e
prova-se que existe uma clique de tamanho igual ao numero de

cores utilizadas.

De finiclio I1.5:

Um poset ¢ wum conjunto parcialmente ordenado (E,P),
onde X & nBo vazio & P & uma relagfio binaria em X. P &
reflexiva, transitiva e anti-simétrica, P € representada

pelo simbolo {7

Se % < ¥ @2 nio existe 2z € ¥ tal que % < =z < ¥, entio
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diz—se que ¥y cobre x.

Se dim(X) ¢ finita, entfo P fica determinada pela
relacfo ce cobertura, com esta relacio faz—se a

representacio de um poset.

O Diagrama de Hasse de um posel € um desenho no qual os
pontos de X s8o pozicionados em forma tal que se vy cobre =
entio ¥ eztd num nivel inferior que ¥ e eles sio ligados por
uma linha. Por exemplo, no conjunto ¥ = {a,b.c.d,e, >, se
a<d<b ad<cec, c<<d be<ea dfFf, @< f, entfo o diagrama

de Hasse & o da figura (II1.6).

Figura II.8.

Um conjunto linearmentie ordenade ¢ um poset noe qual
todo par de elemsntos distintos &€ compardvel. Também &

chamado de cadeia.

Quando tem—se os vértices de um grafo € ordenados
linsarmente, ¢ aproveitada esta ordem patra colorir os
vértices respeltandoe a condicio usual de que dols vértices

adjacentes tenham cores diferentes.

Dados og vértices ordenados em uma sequdnclia V Vs

vh. cam vﬁi ¥, , assocla-se a cada v, o menor inteiro
3

vd

positlvo f(V}) tal que nenhum Vo i <€ j, adjacente a vg tem
f(vi)ﬂ f(vﬁ.
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O grafo com umz ordem linear no seu conjunto de

2

vértices chama-se grafo ordenado; o maior wvalor f(v) &
J

chamado nidmere de Grundy do grafo ordenado. Tem-se:

(6 = N2 Grundy (G,<) (IT.411)

Por exemplo, na figura (I1.7) para o grafo Gi com a

ordem linear "b ¢ d e a", tem—se a coloragio Ffih)= 1, Ffl(c)=
2. fFld)= 3, flel= 8 @ Ffl(a)= 3. Por outro lado, x(Gﬁ)%‘- 3 e
neste caso a coloragBo € Stima. No grafo F"& com as

restriciBes a { b e d < ¢, uma ordem linear possivel &€ "a b d
c" que di a coloracHo fla)= 1, fib)= 2, Ffldd= 1 e flc)= 3,
mas x(P‘&)= 2.

Figura ITI.7.

Com qualquer ordem linear que respeite as restriceles
a < b e d £ ¢, acontece ¢ mesmno, isto € porgque os dois
extremos s8o coloridos antes de acabar de colorir os
vértices internos. Bete grafo ordenado & chamado de

obstrucdo.

J& viu-se que em alguns casos o hunmero de Grundy &
igual ao ntmero cromitico do grafo, o qual déd a coloragHo

Sgtima, ou seja, a funcfo f produz uma boa coloracio em &.
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De finiglio 1I1.6:

Una ordem linear ¢ perfeita s para todo subgrafo
induzido F de G, a coloraclo § definida a partir da ordem,

usa somente y(F) cores.
Cbgervacéo T1.4:
A ardem linear € perfeita ze o algoritmo guloso colore

de forma Stima todo subgrafo induzido com a ordem herdada,

caracterizacio dada por REED (1985).

CHVATAL (1984a) definiu a ordem perfeita usando a

obstrugio como subgrafo proibido .

De fintclio IL.73

Unma ordem linear no conjunto de vértices ¢ adnissivel

s nfo cria obstrucfo.

Propriedade I1.063

Una ordem linear & perfeita se e somente se &

admissivel.

O grafo G & perfeliamentie ordenduel, se admite uma
ordem perfelta. Da propriedade (I1.8) deduz-se que todo
grafo perfeitamente ordeniavel ¢ perfeito. A inclusio &

estrita, ﬁé & perfeito mas nio & perfeitamente ordenidvel.

CHVATAL (1984c) define outra classe de arafos

perfeitos, oz fortemente perfeitos.
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Be finic8io 11.8:

G & fortemente perfeilo se todo subgrafo induzido H de
G contém um conjunto estavel que interceplts todas as cliques
maximais em H.
Propriedadse I1.7:

Tode grafo perfeitamente ordendvel & fortemente

perfelito.

A reciproca & falsa, o grafo da figura (II.8) &

fortemente perfeito, mas nfo é perfeitamente ordenavel.

Figura II.8.

Das classes mals conhecidas de grafos perfeitos, tem—-se
que os grafos de comparabilidade, os triangularizados e os

co-triangularizados sf%a perfelitamente ordendvels.
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I1.8. Problems da Busca em Grafos

& busca visa resolver o problema de como explorar um
grafo, isto &€, dado um grafo, deseja—-se ocbhter um processo
sistemndtico de como percorrer of vértices & as arestas do

mesmo. O algoritmo geral pode escrever-—-se na seguinte forma:
Algaritme I1.1: BUSCA EM UM GRAFO

sDado &
cegscalher @ marcar um vértice inicial
sanguanto existir algum vértice v marcado e incidente a
uma aresta (v,.w) nfo explorada efetuar
sezcolher o vértice v @ explorar a aresta (v,w)

sge W ¢ nio marcado entdo marcar w.

Neste algoritmo devem ser feitas as escolhas do vértice
inicial, do vértice marcado e da aresta incidente. Uma busca
em largura tem o critérioc de ezcolha do vértice marcado,
dadao na Torma: dentre todos os vértices marcados e
incidentes a alguma aresta ainda nfo explorada, escolher
aquele menos recentemente alcangado na busca. Chama—-se
largura de um vértice ac ntimero de ardem em que ele &

mar cado.

Buseca em Largura Lexicogrdfica

Unma busca em largura lexicogrdfica, além do critério de
escolha do vértice marcado, tem um critério para a selegdo
da aresta incidente a ser explorada dentro das listas de
adjacdneias. A idéia &, em cada passo, explorar o vértice
mais remoto dentro dos vértices ainda n3o explorados e
adjacentes ao vértice atual, W, mais remoto que w, dquer
dizer que existe um vértice = nEo marcado incidente a w,oe
gue nfo & incidente a W, tal que a largura de z € menor gque
a largura de todo vértice nZo marcado que seja incidente a

w mas nio a w.
2 1
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De finicdo 11.832

Se jam S;‘»‘ X s ¥ ce ,xp = Szz ¥ 2 ¥, . ,yq

sequdncias de inteiros. S lexicograficanente maior do que

é
1
5 (8 > 58) se: 3 j, com 1 =
2 1 1. Tz
k4

J & minip.qg> tal que
}{J_ > y'j = 1 £k < 3 : ® =Y, (IT.13)
ou p>gqe ¥1 £k =qg: X =¥, (IT.13)

De finic8o I1.10:

Seja w & ¥ adjacente aos vértices ji4 marcados Zovo -

= noneados em ordem crescente de suas larguras. Blw) € o

k’
conjunto dos complementos das larguras dos z

R{w) ={n+l~ largur‘a(zt) - z, & incidente a w @ estd marcado’r.

DefinicBio II.143

Seja ve Ve A(v) =< w e Adj(v) ~ w nEo marcadoe >,
sejam W, w, & A (v), wﬂé mais remcto do que W, se:
Z = marcado com (z.wi) e E, mas (z,wz) z B tal que ¥V =°
marcado com (z* ,wi) 2 E e (z° nwz) e B, satisfaz largura{z) <

largura(=*).
Propriedode I1.8:8

W, ¢ maiz remoto do que w, se e somente se R(Wi) 1>,.
R(wz) .
Obhservacdo 11.53

Uma busca em largura ¢ lexicografica se. ¥ ve Vel
W wze ﬁk* (w) tem-se: se w, ¢ mais remoto do gue W, ent¥o,

w, & explorado antes de w, na busca. Ou seja, a exploracio &

felita em ordem lexicogriafico decrescente de R(w).



Com lsto o algoritmo de busca em largura lexicografica

fica:

Algoritme 11.28: BUSCA EM LARGURA LEXICOGRAFICA

eDado G=(V,E) conexo, |V|=n e |E[=m

scdeamarcar todos os vértices

agara tado v € ¥ definir R(v)= &

sparae j=n, n-1, ... ,1 efetuar
sescolher um vértice v nZEo
lexicograllcanente maximo

siiarcar v

marcado com R (v)

spara todo w & Adj(v) & w n8o marcado efetuar

eincluir j & direita em R (w)

asdesmarcar todos os vértices

adefinir uma fila € vazia

ag@ija & 0 vértice com B(g) lexicograliicamente miaxino

amarcar s
sinserir s em O

senguanto ) # 9 efeluar

em@ja v o primeiro elemento de @

senguanto Adj(v) # & efetuar
sgeja we Adj(v) com R(w)
mAXL mo
ose w € nio marcado entdo
ovisitar (v,w)
amarcar w
ainserir w em

sodso conirdrio

ledicograficamente

ese W &€ ) entdo visitar (v,w)

sretirar w de Adj (v)
aratirar v de Q

adevolver B

A complexidade deste algoritmo &: ©(n+m).
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Il4. Grafos de Qomparabilidads
Befinicéio 11.188

Un grafo n3c direcionade G=(V,E) & um grafo de
comparabilidade se existe uma orientacfo das arestas E tal
que o grafo direciocnado &= (V,E) satisfaz:

VY x,v,z € B: 06LY),(y,2) ¢ B = (x,2) B

E ¢ chamada artentacdo transitiva de ¢ ¢ define uma
ordem parcial estrita em ¥ com a interpretacfio : (x,¥) € E

se e somente se 2 < ¥y.

Na figura (II1.9) tem-se o grafo Gz @ uma possivel

orientacio transitiva de suas arestas.

Figura I1I.9.

Oz grafos de comparabilidade também s8o chamados
oritentdvels transiiivanente ou grafos parcialmente

ordendveils.

Chservacfio I1.62

Todos o ciclos Iimpares Ck’

comparabilidade, Ca o &,

Todo cicla par Ck & de comparabilidade. Uma orientacfio
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possivel &: se 1 & impar ent3o Vi Vv, s Se i & par entfo

| e— Y, considerando v, = v .,
it i k+d 4

P

Todo grafo completo Kh ¢ de comparabilidade. Basta
nunerar os vértices de 1 até n em forma arbitraria e

orientar i———sj se idj.

Todo caminho th Verooeee o VL ¢ de comparabillidade.

Orienta—se ﬁa.vg e as demais arestas t&8m uma orientagfo

forcada. Por exemplo, P§ na figura (1I1.10).

<

€ S
v
4 2 3 & 5

<@

Figura II.10.

De finicdo 11.13:

Un grafo 6 ¢ de co-comparabilidade se seu complemento G
& de comparabilidade, por exemplo, o grafo da figura (I1.11)

& ﬁg @ C6 é de comparabilidade.

Figura IT.11.

Propriedads 11.98

Todo grafo de comparabilidade € perfeito.

Todo grafo de co-comparabllidade € perfeito.



Propriedaode TL.10:

Toda grafo de comparabilidade ¢ perfeitamente ordenavel.

If.4.1. Grafos Bipartite

Un grafo G=(V.E) & bipartite se seu conjunto de
vértices pode ser particionade em dois subconjuntos, VY=
V;+Vz, em forma tal que toda aresta une um vértice de Vi COm
um vértice de ¥2 2 ndo tem nenhuma aresta ligando dois

vértices de um mesmo subconjunto.

Por exemplo, no grafo da {igura (II.12), V;= {a,b,c> e

= >.
Vz ¥, vy

2 b c

@ @ &
@ D
= ¥

Figura II.12.
e v] = n e |¥. | = m denota-se B acs grafo
i 2 nm

bipartite completo, isto &, todo vériice de Vi ligado com

todos os vértices de Vz' S2 n=m, chama-se simplemente En.

FPropriedade I1T.11:

Todo grafo bipartite &€ de comparabilidade. Pode-se
orientar toda aresta (¢,y) na forma X —3 ¥ s& X € ¥ ou

Y ey M S& X & Vz.



Coroldrico II1.1:

Todo grafo bipartite € perfeito.

I1.4.28. Grafos de PermutacBo

Un grafo G=(V,E) & um grafo de permutardo se existe uma
numet acio Voo Vo e s VL dos vértices e uma permutacio
ﬂz(n‘i,. .. ,’.’Iﬁ) da n-tupla 1.2, ... .n) tal que (Vi.’vj) = E
se e somente se  {(i-j3) (n:imﬁgi) < 0, onde 'rt:1 & a posig¥o do
rtmero 1 na sequéneia n. Isto &, (Vi_’vj) & B se os nuneros 1

&

& j tem uma inversZo na ordem em 1 com respeito &4 ordem

natural 1.2, ... ,n.

Ma figura (II.13) apresenta-se um grafo de permutacfo.

Figura II.13.

Propriedade I1.1:

G & um grafo de permutacfo se e somente se 6 e G s3o de

comparabilidade.

Coroldrio I1I1.28

Todo grafo de permutacio & perfeito.
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Il. 4. 3. Reconhecimento de Gralfos de Comparablilidade

PNUELI et alii ((1971) desenvolveram um algoritmo que
determina uma orientacio transitiva e aciclica de um grafo
nfo direcionado, se exliste. Caso contrarico, detecta que o

grafo ndo admite orientacfo transitiva. O algoritmo é&:
Algoritme 11.3: RECONHECIMENTO DE GRAFOS DE COMPARABILIDADE

aDado G=(V,E)
senguanto existir arestas ndo direcionadas efetuar
s pegar uma aresta (a.b) nfo direcionada e
orienta-la a —— b
sp@gar uma aresta (g.,u) orientada na forma 8 — U
s@nguanio existir arestas nio orientadas
adjacentes a (s,u) efeiuar
ege (u,w) €« B e (s,w%w) & E orientar w —— u
sge (8,1) &« E e (L,u) & E orientar 8 —— L
age deve orlentar-se ¥ —— U & YU ——— W
entdo devolver G nfc ¢ de comparabilidade
sapagar as arestas orientadas
sdevolver G é grafo de comparabilidade e & ¢ uma

orientagic poszivel.

A complexidade deste algoritmo & o(n™).

IL.B. frafos de Interzecio

Dada uma familia & de conjuntos n3o vazios, constroi-se
o  grofo  intersecdo G=(¥.,R) da familia, fazendo uma
carrespond@&ncia um a um entre os conjuntos da familia e os
vértices do grafo, e uma aresta entre dols vértices existe

se o correspondentes conjuntos L8m intersecfo nfo vazia.

Quande a familia de conjuntos +tem uma estrutura
topoldgica especifica, os grafos de interseclio associados

recebem um nome particular. Alguns destes grafos de



29

interzecio L&nm sido estudados do ponto de vista algoritmico,

considerands sua importincia pelas aplicagfies que eles tL&m.

Para algumas familias, o grafo de intersegfo associado

& perfeito.

IT.5.1. Grafoes de Intervalo

Um grafo de intervale € o grafo intersegcio de um
conjunto de intervalos de uma reta. Existe uma
correspond@ncia um a um entre oz vértices do grafo e« os
intervalos da reta, ha uma aresta entre dolis vértices se os

intervalos assocliados a eles, se interceptam.

Se jam 11’12’ ... SEL os intervalos, entfo o grafo oesta
H

determinado pelo conjunto de vértices Vs {vi;v@, v ,vn} @

o conjunto de aresbas E= {(vtyfR/ILﬁ I #2873
J

Por exemplo, na figura (I1.14) apresenta-se um conjunto

de cinco intervalos reais @ o grafo de intervalo associado.

12
Ii
I?
—— T
R
R
T ] 5
-
Figura 1II.14.

Em geral todo caminho Pﬁx <v;,v2, .. ,vn> & um grafo

de intervalo.

Propriedade 11.13:

Os grafos de intervalo sfio perfeitos.



30

1
=¥
[

Un tratamento mais detalhado desites grafos =

realizado na seclio IIT.5.1.

I1.85.28. Grafos Clrculares

Um grafo circular é& o grafo intersecio de uma coleclio
finita de cordas de um circulo, isto &, cada corda do
circulo estid associada com um vértice, @ dols vértices estio
ligados se as correspondentes cordas se interceptam.
Considera~se. sem perda de genetralidade , que duas cordas

nEo compartilham extremidades.

Na figura (I1.18) tem-se um conjunto de cordas num

circulo & o grafo circular assocliado a ele.

Em geral Pn, Cn e Kn s8o grafos circulares.

Figura ITI.15.

Observacdo 1L.73

Nem todo grafo circular ¢ perfeito. Como um exemplo
tem—se dque Cs ndo € perfeito e K_ & perfeito. Um tratamento
ot

mais aprofundado deste tipo de grafos encontra-se no
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trabalho de BARROSOD (1987).

I5.58.3. Grafos Arco=circulares
Um greafe arco-circular ¢ modelado como um conjunto de
arcos ago redor de um circulo & existe uma aresta entre dois

vértices se o arcos correspondentes se interceptam.

Na figura (II1.16) mostra-se um conjunto de arcos e o

grafo associado a ele.

Emgeral P , ¢ e K =30 arco-circulares.
18] H n

Propriedade 11.14:2
Todo grafo de intervalo € arco-circular.

A reciproca € falsa, o grafo da figura ((I1.18) &

arco-circular mas nio £ de intervalo.

O

A 5
&

Figura II.16.

Ohservactes 11.8:

Nem todo grafo arco—circular € perfeito.

Existem grafos que sfo circulares e arco-circulares,
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nmas n3o ¢ possivel dar uma relagfo de subconjuntos entre

aeles.

IT.8B. 4. Grafos Triangularizados

U grafo cordal ou triangularizado € o grafo intersegio

de subidrvores de uma Arvore.

O capituleo 111 deste trabalho é dedicadoe por inteiro a

esta classe de grafos.

IT.5.5., Grafes Intersecio de Caminhos

Dados uma Arvore e caminhos na Arvore, tem—se
diferentes grafos interseclfo de caminhos caso se considere
gue os caminhos compartilhem vértices ou arestas. Também £
feita outra classificagio ao conslderar a arvore
direcionada, distinguindo-se =se a 4drvore € nfio direcionada
ou direcionada ou enraizada. Usando os nomes dados por MONMA

(1926) Lem-se a8 classes:

U¥: grafo intersecfo de caminhos de vértices da arvore
nio direcionada.

¥: grafo intersecfio de caminhos de vértices da arvore
direcionada.

EDY: grafo intersecfo de caminhos de vértices da arvore
direcionada ¢ enraizada.

UE: grafo intersecio de caminhos de arestas da drvore
nfo direcionada.

DE: grafo intersecio de caminhos de arestas da arvore
direcionada.

RDE: grafo intersecfo de caminhos de arestas da arvore

direcionada e enraizada.

0 capituleo IV deste trabalho apresenta um estudo mais

aprofundado destes grafos.
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Capitulo II1: GRAFOS TRIANGULARIZADOS

A clasze dos grafos tLriangularizados ol uma das
primeiras a ser reconhecida como uma classe de grafos
perfeitos. No primeiro encontro internacional sobre teoria
de grafos na Hungria em 1959, HAJNAL e SURANYI apresentaram
que todo grafo triangularizado € a-perfeito. BERGE ampliocu
aste resul tado am 1860, pravando cue todo grafo
triangularizado € y-perfeito. Este resultado também motivou

a Tormulagfo da conjectura fraca.

Os estudos de FULKERSON e GROSS (1965) e de ROSE (1970)
desenvol veram - caracterizaces e propriedades destes grafos

baseados na estrutura particular deles.

114, Definiafes
De finicio IT1X.1:

Un grafa G=(¥,E) & itriangularizadoe se cada ciclo de

compriments maior do que tr#Es, possul uma  corda. Por

evemnplo, na figura (II1.1) o grafo Gi & triangularizado,

entretanto o grafo G, n¥o &, pols o ciclo b ¢ & £ nSo

possul nenhuma corda,

Figura III.1.

Os grafos triangularizados também sEo chamados cordals,
de eliminacdo perfeita, mondlone itransiiivo au "rigid-

circutt".
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Observacdo IIT.1:

Todo grafo completo K; & triangularizado.

Todo caminho Fn & triangularizado.

Todo ciclo Ck, k > 3, sen cordas n¥Eo & triangularizado.
Propriedade L11.1:3

Se 6 € triangularizado, com |V]| > 1, e v & ¥ entBo G-v

& triangularizado.

Isto mostra que o fato de ser um grafo btriangularizado

& uma proprisdade de hereditariedade, ou seja, todo subgrafo

induzidoe de um grafo cordal, & cordal. Entretanto a
propriedade ser triangularizado n#Ho & fechada por
compl enentagio.

De finiclio I11.22

Unm grafo G & co-triangularizada se seu grafo
complenente 6 & triangularizado. Por exemple, na figura
(IIT.2), & dado o grafo Ga & seu complemento @;. os dois sZo
triangularizados. JA o arafo 64 que também &
triangularizado, tem como complemento @g que ¢ exatamente o

cielo C$, que hEo o &,

Figura III.&.
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IIL.2. Caracterizacio por Vértices Simpliciais

Tem—sa varias caracterizagfes dos arafos
triangularizados baseadas nas suas propriedades estruturais,
as dquals permitem desenvolver algoritmos particulares para
esta classe de grafos, para seu reconhecimento @ para os

problemas classicos de olimizacBo.

Definicdo I1I.3:

Un vértice v ¢« ¥V & gimplicial se o subgrafo induzido
por Adj(¥) for completo. Por exemplo, na figura (IIT1.3), a &

simplicial e d nio € simplicial.

Figura IIT.3.

Praopriedade 11L1.8:

Zeja G triangularizado., Se 6 € completeo, entB¥o qualgquer
um de seus vértices € simpliclal. Se G ndo & completo, entio
G possuli um par de vértices nSo adjacentes dque sHo

simpliciais.

De fintglio III. 42

Sejam v.w & V¥ tais que (v,w) € E, 5 € V¥, 3 & um v-w

separador s@ v @ w pertencem a componentes conexas distintas

de G-5.
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Se 8 nf3o contiver 5 & Lal que 5 £ v-w separador,

ent¥o & € v-w separador minimal.

No exemplo da figura (I1T1.3), S={b,er & a-c separador

minimal ., porque o grafo € biconexo.

Propriedade I1I.3:

Seja G grafo nFo compl eto conaexo entio G é
triangularizado se e somente se todo separador minimal induz

uma clidue.

De finicéio I11L.5:

Dado G=(Y,E) com |[V|= n, uma ordenacdo de V ¢ uma
bije¢io s: 41,2, ... ey ¥, tal que a i associa s(i)=

. ~4 o as . =
v i=8 (v) indica a posig¢fo de v na ordenacfo.

A ordenagfo escreve-se como a sequincia s= v Vgt

an’

Denota—sea GE: (G,2) ao grafo ordenado associado a 6.

Para v & V¥ define-se o conjunto dos vértices

monotonamente adjacentes a ele:

w /s T > s twy

™

MAdj(v)= Adj(v) N
ou equivalentemente

MAdj(w) = {w & Adj(v) / w eatd & direita de v em 5r.

De finicfio I11.6s

O grafo ordenado 6 € mondiono iransitive se ¥V va V:

w e MAdj(v), z &€« MAdj(v) =2 w & Adj(=).
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Propriedade TI1. 4:

G & triangularizado se e somente se existe uma

ordenagiio 8 de V tal que @ ¢é mondtono transitivo.

De finiglio I1I.7:
Seja S= Vo Ve .. ¥V _ouma sequéncia de ordenagio dos
vértices de G. 5 & um esguena de eliminacdo perfeiia (EEREP),

se ¥ v.E V, o subgrafo induzido por Adj (VL) ~{.vi, ,V‘,_wi}

& completo, ou seja, v, & um vértice simplicial de Gm{vi,

Obhservacdio I111.82
Al § . 3= MAAT (v))
Adj (VL) < LSRRI A MaAed g ¢ .
Os asquUemas de el iminacHo perfeita d&o uma.
caracterizagio muito inmportante dos grafos btriangularizados,

a dqual serd utilizada no algoritmo de reconhecimento

apresentado na seclos (I11.6).
Propriedads I11I1.5:

& & um esquema de eliminacfo perfeita para 6 se <
somente se & ¢ mondtono transitivo.
Coroldrio ITL.13

G & triangularizado =me e somente s$e ¢ possulr um
esquena de @liminacio perfeita. Mais ainda, qualquer vértice

gimplicial pode iniciar um esquema de eliminacio perfeita.

No exemplo da figura (ITI1.3) ¢ a b d e & um EEP.



Os grafosz triangularizados t8m sido caracterizados
também com respeito -} aciclicidade de hipergrafos.
Comsidera-se a funcio F gque, associa cada grafo 6 aoc
hipergrafo §F(G) de suas cliques maximais. D*ATRI e MOSCARINI
(1988) apresentam o resultado: ¢ & cordal se e somente se

Fi{G) & a-aciclico.

I1IL.3. Grafo Triangularizado € um Grafo Interseciio

Chama—-se grafo subdrvore ao grafo intersecfo de uma
famillia de subirvores de uma arvore, isto €, grafo subirvore
& o grafo obtido a partir de uma drvore e um conjunto de
subdirvores dela, associando-se a cada subidrvore um vértice =
existinda uma aresta entre dols vértices se as subirvores

correspondentes compartilham um vértice.

Y2 nenhuma das subidrvores esta contida em alguma outra,

o grafo chama-se grafo subdrvore proprio.

GRAYRIL (1874) provou gque um grafo & € cordal se e

somente se G € um grafo subdrvore. Mais ainda, € um grafo

subdrvore prdprio.

A arvore T associada a & & T=(#H,%8), onde ¥ € o conjunto
de cliques maximais de G @ 8§ € tal que cada um dos subgrafos
induzidos TKV. v & ¥, & conexo, onde Kv consiste de todas as
cligues maximals que cont&m V. T chama-se drvore

caraciteristica de G.

ata caracterizacHo implicitamente usa um resultado de
FULKERSON &  GROSS (1365) qua diz que  todo grafo

triangularizado tem no maximo n cliques maximals.

A idéia do algoritme seguencial para determinar a
arvore caracteristica &: dado o grafo e seu conjunto de
cliques maximals, construlr a arvore caracteristica T com um

processo recursivo, assoclande a cada cligque maximal de G um



vértice na arvore, € a cada vértice v de & uma subdrvore T

K
em T; as arestas de T sHo delterminadas de maneira que os
subgrafos induzidos TFV sejam CONEMos. O algoritmo

sequencial & apresentado com o nimero (IIT1.1).

Algoridme I11.1: ARVORE CARACTERISTICA DE 6

slado G=(¥,E) triangularizado
age & ¢ complelo entdo T &€ um sd vértice A
seago conirdrio efeluar
age & & desconexo entdo
sexiste TL associado a cada componente conexa GL de G~
saplica-se o algoritme a cada GL
aliga—=se um ponto de T} com um de Tu4
scaso contrdrio efefuar
sdeterminar v vértice simplicial
sA={v> U Adjd (v)
oU={u & A AL () & A>
a¥=A-U
a¥Y? =Y--U
oG’ﬁGv‘
saplicar o algoritmo a &° ssubdrvore T/
sdeterminar B clique maximal de G’lal que Y<SB
sge H=Y enildo efeluar
oT & obtido de T® trocando B por A
o=l LAY Y
nKy=K§+(A}—{B} ¥veY
ccaso contrdrio efetuar
oT & obtido de T’ ligande o novo vértice
A a B
s K=K +CAY
eKymk% +AY VYV yvye¥
aKux{A} ¥ ue U
nﬁsz; Y v & V-A

sdevol ver T, Kv ¥ v & V-4

A complexidade para este algoritmo &: ©(n”) .
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Obeervacio 111,33
Mo algoritmo (I11.1) definem—-se as seguintes variidvelis:

QOs conjuntos A s8o os vértices de T associados as
cliques maximais de G.

Os KV, ¥ v € ¥V induzem as subdrvores de T associadas a
cada v de V.

K corresponde ao conjunto de cliques maximais de &.

Oz elementos de U 8o os vizinhos de v gue somente
pertencem a4 clique A determinada por ele.

O elementos de ¥ sio vértices adjacentes a v Jue
pertencem a A & a outras cliques maximais, que serio

determinadas em chamadas posteriores do aldgoritmo.

Figura III. 4.

Para o grafo § da figura (III.4) tem—se os seguintes

resultados ao aplicar o algoritme (I1I.1):

G cordal conexo n¥o completo

Cliques maximais de G: Cﬁﬁ {vz, Vgt V4}
=Ly , v , ¥ 7F
2 2 4 5
S={v, ¥, v 7%
2 4 2 5
Va vértice simplicial
A={v, v, vy, U=L v,
4 2 ) ! 3 3
¥Y=f{v , v, ¥={v, v., v, ¥v7F
1 p: 4 4 1 2 4 5

T : aplica-se o algoritmo a GVa
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v, vértice simplicial
A=Ay , v, v, U= L{v >,
2 2 4 5 2 4

¥ = Lv , v >, Ve vy, v, v 7>
2 2 5 2 1 z 5

T, : aplica-se o algoritmo a GVz
G,, < completao: K%= v s Tt A ®
Ve 2 2 3

K™= ¥ Y veaedlv, v, v71
v 2 4 2 5

volta de T a G, :
2 Y1

B=4{vy, v, v 7’
z 4 2 5
T} & obtido de Tz: AB@_wm—u—% Ag

K =K% o+ LAYS V. o+ (ALY
2 2 2

ct = KE 4 A= ¥ 4+ (A
"fz "52 2 2 2
K = Kk o+ CA
Ve S z2
k* = ca
3{4 22
K= k? = vy
W Vi 2
volta de Ta a G:
= 3
E& {Vz’ Ve Vg Az
T & obtido de T : A® @ ® A
K= K' + €AY = V_+ (A} + <A¥=<A, A, AD
1 4 2 2 4 2 3
K =K'=v=<¢A>
Vi "iﬂ. 2 3
K =K' + €AY =<A, A, AY
V2 V2 i 4 2 3
K = LA
wWa 11
K =K' + <A>= €A, AT
Vi }7"4: 4 1 2
K =K' = €A, A
L' 4] VS 2 2

A Arvore caracteristica € dada na figura (III.5).

ceeeaonaaal

Kvs
Aﬂ% A‘f BAH N
$TKV1 %TKVQ
mmmmmmmmmm TKV4

A e e e e b e b e T
Kz

Figura III.5.



BUNEMAN (1974) apresenta um algoritmoe sequincial
baseado na propriedade que um grafo cordal 6 € o grafo
interseg¢do de um conjunto de subirvores de uma arvere T,
cujos vértices correspondem hs cliques maximais de 6, de
forma tal que se E,L & um vértice de T associado & cligque
maxi mal CL de @, entZo a subirvore Tv corregspondente a v em

G, contém ¢, se e somente se . contém v.
L L

SHIBATA (1988) desenvolve oultro algoritmo sequéncial e
caracteriza oz grafos triangularizados conexos definindo uma
cligue sitmplicial, gque & uma cligque maximal gque contém um
vértice simplicial e cligue fronteira, gue € uma clique
simplicial que contém todos oz vértices simpliciais ou os
vértices dela que n¥o sio simpliciais, estfo contidos em

outra cligque maximal.

MAOR et alii (1987) desenvolveram um algoritimo paralelo
para determinar a drvore caracteristica de um grafo cordal
usando um método de divisdeo e conguista para dividir a
arvore @ o grafo em forma tal que, o nimero de clidgques
maximais diminua em cada passo num fator constante. Para

isto & necessirio um vértice denominade centrdide.

MNuma arvore, a eliminagc8o de um vérltice interno dela
produz una separacio da arvore numa floresta com Arvores de
diferentes tamanhos; um centroide € um vérltice tal que
cquando & eliminado produz uma floresta onde o tamanho da

maior arvore € minimizado.

Dada uma clique maximal € em 6, © vértice associado em

T denota—se <.

Propriedade I111.6:

Se duas cliques maximais Ci = Ci2 assocliadas a vértices



43

]

L

que estfiio em diferentes componentes conexas de T -

compartilham um vértice v, entio v & C.

Propriedade I11.7:

Ao remover uma clidque maximal € associada a um vértice

que nBo &€ folha em T, G-C € desconectado.

Propriedade LII.8:

Se o grafo & € separado por uma clique maximal € em
conponentes conexas Gi, e ey Gg. entio ¢ possivel construir
a arvore caracteristica T de & em forma tal que, para cada
i, as cligques maximals de Gt W ¢ correspondem aos vértices
de uma componente da floresta T-¢ mais um vértice associado

a Q.

A idéia do algoritmo € proceder em forma recursiva
dividindo o problema em subproblemas que cont@m no maxime a
metade mals uma das cliques maximals do problema original,
determinande um cenirdide na arvore. A recursio termina
cquando tem-se um grafo com duas cliques maximais com
intersecBo nEo vazia & cuja Aarvore sEo dois vértices

ligados.

O problema ¢ determinar um centrdide, para isto
procede-se em paralelo com toda clique maximal €, contando o
numero de cligques maximais que estdo em GJJ C, onde GK & uma
componante conexa de 6-C. Determina-se o centrdide como o
vértice assoclado hquela clique € que minimiza © maior

numero de cliques maximals numa componente GU .
L

O algoritmo para determinar a arvore caracteristica T

de um grafo cordal G, em forma paralela, &:



determinacio das componentes conexas

tempo @(logzh) usando @(hg) processadores.

11i.4. Grafo Triangularizado &
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Algaritmo II1.2: ALGORITMO PARALELO PARA ARVORE CARACTERISTICA

oDado G=(V.E) grafo cordal
sdeterminar C e Cs = cligques maximais de &
ase =g & (:11"1 CZ# & entdo

devalver a arvore Tzc{cﬂ, e ¥, < (Eip E"g)})

scdaso contrdric efeluar

spara toda cligque maximal Ck de & efetuar
em paralelo

sdeterminar as componentes conexXas
G .y G de G-C
i ' 3 k

sparae todo i=1 até s efeiuar

s Nk, =ndmearo de cliques maximais
1

contidas em G,LL.J Ck

aedeterminar Nk: max{Nl_/l = i = gF
oL

sdeterminar j tal que ?@j: max{Nk/i = k 2 r¥
scentroide=c,

spara todo componante conexa 8§ de G-,
L
efetuar

saplicar o algoritmo a Gt R o

J
obtendo a arvore T.
L

adevolver T= U "E‘,L

L=4

A complexidade deste

algoritmo esti dada pela

o qual € feito num

& Perfeito

Propriedade 111.93

Todo grafo triangularizado € perfeito.

Tode grafo co-~triangularizado € perfeito.



Prova

A idéia da prova ¢ dar uma coloracio nos vértices o
provar dque ela & dhtima, ou seja, Jque © numnero maximo de
cores usadas & igual 2o nuimero cromitico e logo, provar que

aste € igual ao tamanho da maior clique.

Primeirao, dada G=(V,E), ordenam—se linearmente os
vértices do grafo cordal, em forma inversa i ordem obtida

por um esquema de eliminacio perfeita.

Depois, dado um subgrafo induzido F de G, associa-se a
cada vértice w de F um intelro positive f(w) com a seguinte
regra: Ff(w) €& o mgnor inteiro positivo distinto de todos os

F(v) para todo v em F, com v < w e (v,w) em F.

Tem-se que f & uma coloragfo, pols F(v)#f(w) se (v,w) &
E. Somente falta provar que existe uma clique de tamanho
igual ao numero de Grundy de (F.<). Seja k este nlmero <
seja w tal que Flw)l= k entfo, existem k-1 vértices em F
adjacentes a w com Vsi W, f(vk)mi para i=1,28, ... ,k=-1. Mas
w & um vértice simpliclal, logo (vtvag) & uma aresta em F,

para i=1,8, ... ,k-&, isto &, o conjunto {v_..... ¥ 1’W} &

o

uma cligue em F.
Logo o(F)= k.
Pela equagfo (II1.11) ¥(F) £ k

Sempre para dqualdquer grafo tem—se w(F) £ x(F).

Juntanda aestas igualdades e desigualdades tem—se

ko= o(F) £ x(F) = k., loge, o(F)= x(F)= k.

A prova para os grafos co-triangularizados ¢ similar,
considerando nos vértices a2 ordem dada por um esquema de

eliminacio perfeita do grafo complemento.



IIL.B. Grafo Trisngularizadoe & Perfeitamente Ordendgvel

Os grafos triangularizados L8m as seguintes importantes

propriedades:

Progriedade I11L.103

Se 6 € triangularizado entBo existe uma ordem linear <

em ¥ tal que:

Nio existem x,y.z &€ ¥ com << ¥ <<z e (x,2), (v.=2)

= B, mas (x,¥v)e E.

Esta propriedade £ uma generalizac®o sugerida por
Lovész ao trabalho de GYARFAS e LEHEL (1570), e permite

caracterizar os drafos cordais:

Dado G=(V,E) com |V¥| 2 3 e|E| > &, G é triangularizado
se¢ & somante se seus wvértices podem ser ordenados em forma
linear tal que, nenhum subgrafo induzideo com vértices x,v @

= @ arestas (M.=z), (y.=), tem—se % < v { =.

A ordem nos vértices & obtida ao posicionar um vértice
gimplicial v, Gltimo na ordem, considerar G-v & continuar em
£

Forma recursiva, levando em consideracfo que, ser cordal &

uma propriedade de hereditariedads.

Propriedade TIIL.11:

A ordem linear dos vértices obtida a partir deo inverso
de um esquema de eliminagfo perfeita, € uma ordem linear

perfeita.
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Prova
Szja f(G)= nimero de Grundy de G com ordem <.
Em geral w(G) = (@) = F(&).

Se f(B)= k, entBo existe v € V¥V tal que f(v)= k ¢ existe
um subconjunto de ¥, digamos {wf%a. e e s Wbﬁ}’ tal que
f(w0==i = @ﬂ,v) = E, (caso contrario Ff(v) < k), ou seja.
existem k-1 vértices de ¥ ligados a v & coloridos com k-1
cores distintas, mas v & vértice simplicial, entio todos os
w. estio ligados entre =i, logo {wi. ce ’qu’v} & uma
clique de tamanho k & assim (@ = F({@), logo F({B)= x(@),

isto €, a ordem € perfeita.

Propriedade I1I.18¢

Oz grafos co-triangularizados s8o perflelitamente ordenia-—

vels.

Prova:

@
N

G & co-triangularizado e @ somente S

triangul arizado.

Em & considere-se a ordem inversa de um esquema de
@liminacio perfeita, isto &, Vs Vor o ooeo s VL onde v, & um
Y
vértice simplicial de Gw{vn,vh A

=4 g,
Em 6 considera-se a ordem contraria de G, ou seja, a

ordem dada por um esquema de eliminacgfZo perfeita de G.

Continua~se em forma similar 3 prova da propriedade
(IT.11), considerando que esta ordem satisfaz em & a
seguinte propriedade: se 6 ¢ co-triangularizado, entZo
existe uma ordem em ¥ tal gque n8o existem x, ¥v. =z € ¥ com

uy<=z e Yy, (x2) £ E, mas (y.2) « E.
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177.6. Beconhecimento de Grafos Triangularizados

At® agora nZo se sabe se um grafo perfeito pode ser
reconhecido ou nfc em tempo polinomial. Sabe-se somente que
decidir se um grafo ¢ imperfeite & um problema da classe AP,
segundo LOVASZ (1983). Mas os grafos triangularizados podem
ser reconhecidos em tempo polinomial, o qual ol provade por
ROSE et alii (1976), que desenvolveram um algoritmo

sequencial para este objetivo.

I1IT.6.4. Algoritmo Sequencial de Reconhecimento

A idéia & aproveitar os seguintes fatos: ser cordal é
uma propriedade de hereditariedade &, todo grafo cordal tem

pelo menos um vértice simplicial.

O algoritme resume—-se em: pegar um vértice simplicial
v,. Se G & cordal, entio G- v, ¢ cordal. Repetir até que n¥o
haja mals vértices simpliciais., ou até que nio haja mais

vértices a serem retirados.

Surgem os seguintes problemas: se o processo esgotar
todos as vértices, G € cordal? E, como determinar uma forma
eficiente de localizar vértices simpliciais? Para isto

faz—-se uso do seguinte lema:
Lema ILT.1:

Mum grafo cordal, a seguéncia de vériices ordenados
decrescentenente segundo a largura definida por uma busca em

Largura lexicogrdfica, €& um esquema de eliminagfo perfeita.

0 processo de reconhecimento de i grafo

triangularizade fica do seguinte modo:

Aplicar busca em largura lexicogrdfica, obtem-se uma
sequéncia $ dos véritices ordenados em forma decrescente

gsegunds a largura deles.
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Aplicar a 8 um processo de reconhecinento de esguemna de
elininacdeo perfeita. Se 5 o for, entiio ¢ & cordal, senfio 6

n¥a & cordal.

Cuando a busca em largura lexicografica € utilizada
para construir uma sequncia de ordenacio dos vértices do
grafo & reconhecer se este € cordal ou n¥o, nd3o & preciso
fazer todos os passos do algoritmo (I1.2), Jjia que nido &
necessario marcar os vértices e aobler a drvore geradora para

percorrer todos os vértices. 0 algoriitmo resultante &:

Algoritmo III.3: BUSCA EM LARGURA LEXICOGRAFICA PARA
RECONHECIMENTC DE GRAFOS CORDALIS

oDade G(V,E) conexo @ |V|=n
opara todo v & ¥ efetuar
oR{v)= @
epara j=n, n=1, ... 1 efeluar
eescolher v & V¥ com S °(v) n%o definido e R(v)
lexicograficamente miximo
2S5 (g)l= v
apara w & Adj(v) com St (W) nZo definido efetuar
sR(w)= R(w) U L3>

adevol ver S.

Figura I11.86.

Por exemplo, para o grafo da figura (III.8)., &
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aplicacio do algoritmo (I11.3) apresenta os seguintes

resul tados:
Ra)= B(b)= Bl(c)= R(d)= R(e) = @.

\j:: 5. VIR, S‘”ﬁ‘:(gb s ¥ v )9 SE( 5 b » ,&)
Rb)= {8B>, R(e)= {5>

jx d: w=h, §=08,4, ., . ), S=( , , ,b,a)
Bic)= {47, R(d)= {43, R(ae)= (5,47

,j:‘: 3 VE@, S T= (5,4’ » 93)» S:( s 9@9§3ra)

g= 2 v=d, §*=(5,4, ,2,3), S=( ,d,e,b,a)
B(c)= 4,27

Processo de Reconhscimento de um

Eoguena de Eliminacdio Per feita

Dada uma ordem dos vértices S= VoV e Vs ©
processo  de reconhecimento pode ser feito segundo a
definiciio pela '"forca bruta", isto &, pegar cada vértice v,
da sequéncia § ¢ verificar se ele & simplicial de Gm{vﬂ_.vz.

¥, 7. Be & obtido um vértice gque nio €& simplicial,
entic o processo para, € a sequdncia ndo €@ um esquema de

eliminacio perfeita. Assim temos o algoritmo:

Algoritmo II1.4: VERIFICAGQED ESQUEMA DE ELIMINAGAO PERFEITA

sDados G, S e n=|V]|
°se ¥, nio &€ vértice simplicial de G entdo
devalver Falso

apara j= 8, ... n efetuar
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o

ose v n¥Eo € vértice simplicial de Gm{vf...,v,
J
entdc devolver Falso

sdevol ver Verdadelro.

No pior caso a complexidade do algoritmo € ©(mn).

Aprovel tando a ordenaclo S dos vértices & considerando
as conjuntos dos vértices monotonamente adjacentes MAdj(vf,
que 80 oz conjuntos {v « Adj?ﬂ)/v aztd A direita de'% @m

=2 v VTE ¥, & possivel melhorar o algorlimo.

4 idéia deste algoritmo é: para cada vértice escolher o
primeiro vértice adjacente a ele e que estd posterior a ele
na sequ@ncia e controlar os vértices adjacentes deste
Gltimo, os quals devem estar Lodos ligados., Este algoritmo

apresenta—se & seguir:

Algoritmo II1.5: ESQUEMA DE ELIMINAGQAO PERFEITA

oDados &, % e n=[V!

ospara j= 1, ... n efetuar
nL(?Rﬂ &3
spara j= 1, ... ,n efetuar
o .= 5(j)
j J

sdeterminar v, & MAdj(V}) mais proximo a v& em S
o = % A 1 Y -—-{1
L(vk) L(fk) u [ M&dj(vf ik}]
epara 3= 1, ... «n efeiuar
&g E_.(VJ_) ~Ad j (vj) # & entdo
sdevol var Falso

sdeval ver Verdadeiro.

A complexidade do algoritmo reduz-se a ©{n+m).

Observacdoe [11.4:

Se depols que os conjuntos L(vf @stiverem todos



construidos < L(Vﬂmﬂdj(ve # & para algum v&. ent o V5 nEo

& vértice simplicial de G“{Vi’vz’ e e s v,i}.
=

Mo exemplo do grafo da figura (IT1.8) foi obtida a
sequéncia S= (c,d,e.b,a), aplicando o algoritmo (II1.5) para
varificar se & & um esquema de eeliminagcfo perfeita,

ocorraeram os seguintes passos:

L{z)= L{b)= L{c)= L{d)= L{e)= &
J= 1: MAdj(c)= {b,d>. L{d)= {b>
J= &: MAdj(d)= {(b,er, L{e)= {b’y

J= 3: MAdj(e)= {a,br, L{b)= {a>
J= 4: MAdj (b)= {ay, L{a)= @
J=5: MAdj(a)= &

J= 1: Adjlc)= {b,d>

J=&: Adj(d)= {b.c,er

d= 2: Adj(e)= {a,b.d>

J= 4 Adj(b)= La,c,d,er

3= 58 Adj(a)=s {b,er

Verdadeiro.

Logo 8 € um esquema de eliminagBo perfeita e ¢ &

cordal.

II7.6. 2. Algoritmos Paralelos de Reconhecimento

Com o novo e crescente desenvolvimento dos computadores
paralelos, tem-se identificado muitos algoritmos dque poden
ser  implementados realizando varias operaces em forma
simultinea, o dque resulta na scolugfo dos problemas em uma
forma mais rapida, a complexidade de tempo € menor mas deve
considerar—se o numero de processadores necessirios para

realizar o processo completo.

0 algoritmo que constrdi um esquema de eliminagio



perfeita ¢ aquele que o reconhece, parecem dificels de serenm
executados com processadores em paralelo, porgue cada vez &
escolhido um vértice dependendo do que aconteceu alé esse

momento.

MAOR et alii (18997) apresentam algoritmos paralelos

com leltura concorrente e escrita exclusiva numa maguina

PRAM {("Paralell Random Access Hachine'") , para )
reconhecimento @ para varios proolemas am grafos
triangularizados, baseados no estude dos conjuntos de

adjac@necias & na caracterizagfo como grafo de intersegfio de

SUbAr voraes.

CHANDRASEKHARAN e IYENGAR (1989) degsenvolveram um
algoritmo paralelo com leitura e escrita concorrente numa
miqguina FPRAM, para o reconhecimento de grafos cordails,

baseads nas cligques separadoras.

KLEIN (1983) desenvol veu um algoritmo paralelo
eficiente para determinar um esquema de eliminagio perfeita,
em uma maquina PRAM com lelitura e escrita concorrente, com

ur menor numero de processadores.
Algoritmo de Naor

O algoritmo de Naor et alii baseia-se na seguinte
caracterizacho:
Propriedade II1.13:

G n¥o € cordal se & somente se para algum vértice v,
uma conponente conexa do grafo (G-v)-Adj(v) € adjacente a
pelo menos dols vértices v e v, & Adj(v) tais que v, e v,

L ] L J

nEo s80s adjacentes.

A idéia do algoritmo € verificar se para cada vértice &

satisfeita a condigio da propriedade (II1.13), fazendo-o
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para todos oz vértices em forma simulbtinea. Se algum deles

satisfaz a condiglo, ent3c o grafo nSo € cordal.
Algoritmo I11.6: RECONHECIMENTO DE NAOR FPARA UM GRAFQO CORDAL

eDado G=(¥V,.E) conexa

epara todo v & V efeluar em paralelo
sdeterminar todas as componentes conexas de
G-v—-Ad ] (v)

spara todo v & ¥ efetuar em paralelo
ss@ uma componente conexa de  G-v-Adj (v) &
adjacente a pelo menos dols vértices de Adj(v)
gque ndo sfo adjacentes entre si entdo devolver 6
ndo € cordal

odevolver & & cordal. s

A complexidade do algoritmo depende da determinac¥o em
paralelo das componentes conexas dos F@{ subgrafos. Istao
pode ser feito no tempo @(log%ﬂ com Gan) processadores
para cada subgrafeo, logo o algoritme de reconhecimento tem

complexidade de Lempo @(loggn) com ©(n°) processadores.

Ao aplicar o algoritmo (IIT.8) aoc grafo da figura

(I1I1.8) . tem-se:

Passo { (em paralelo):
e componente conexa= {bh,c,d>

s componente conexas O

v componente conexa= {a.b,e’

componente conexas {ar

R anEew

v componente conexas {cr

Passo 2 (em paralelo):
para nenhum v € V¥V existe uma componente conexa de

G-v-Adj (v) adjacente a dois vértices de Adj(v) que nZfo sejam

adjacentes entre eles. Logo ¢ € cordal.
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Algoritmo de Chandrasekharan e Ivengar

0 algoritmo de Chandrasekharan e Ivengar estuda para
cada  par de vértices n#Eo adjacentes, os conjuntos
separadores deles, os quais devem ser cliques se o grafo &
cordal. Isto € feito para todos os pares analisados, em

forma paralela. O algoritmo &é:

Algoritmo III.7: RECONHECIMENTO DE CHANDRASEKHARAN
PARA UM GRAFO COEDAL

eDado G=(V,E) conexo
sase § € unma clique entde devolver G & CORDAL
acase contrdrio efetuar
apara todo par de vértices u,v nZo adjacentes
efetuar em paralelo
afl= G-Adj (u)
o= componente conexa de H contendo v
oM= &
spara todo ¥ € Adj(u) e v « F
efeltuar em paralelo
sge (X,¥) € B entdo M = M U {x>
sze M & clique entdo devolver 4
scaso conirdrio devalver ©
age para todo par uw,v n¥o adjacente a
resposta € 1 entdo devolver G & CORDAL

scaso contrdrio devolver & ndo & CORDAL

A complexidade do algoritmo estd dada pelo estudo dos
conjuntos separadores dos pares de vértices nio adjacentes e
a determinagio das componentes conexas que € realizado no
tempo ©(log n) com @ (n+m) processadores. Logo o algoritmo de
reconhacimento tem complexidade de tempo ©{log n) com

4, 2
©{n +n"m) processadoreas.

Aplicando o algoritme ((IITI.7) ac grafo & da figura

(I11.68) tem—-se: G nio ¢ uma clique,



Passo {1 (em paralelo):

par a,c: H= subgrafo induzido por {a,c.d>

F= subgrafo induzido por {c,dr

M= @
(b,c) € B entBo M = {b>
(b.d) €« E entBo ¥ = {h>
em paralelo (e.¢) = E
(e,d) € E entio ¥ = {b,e>

M & una clique = 1

par a,d: H= subgrafo induzido por {a,c,dr
F= gubgrafo induzido por {c,.d>
M= @&
(b,c) € E entZo M = {h>
m paralelo (b.d) & E entic M = (b
P (e,c) & E
(2,d) € E entBo M = {(b,e>
M & uma cligque = 1
par c,e: H= subgrafo induzido por {a.c,e>
F= gubgrafo induzido por {a,er
M= &
[(b.,a) € E entBo M = {b>
em paralelo (b.e) « B entBo M = {b>
P (d,a) = E
(d,e) €« E entio ¥ = {b,dr

M & uma clique = 1

Passo 2:

todos os pares devolveram 1 ent¥Ba G & CORDAL.

Algoritmo de Klein

A ldéia do algoritmo de Klein €, dado um conjunto de
raotulos inteiros para os vértices do grafo, determinar um
esquena de eliminaclo perfeita consistente com a ordem
parcial induzida pela rotulacfo ou determinar gue nic existe

um  esquens de eliminacBo perfeita consistente. Ista &
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realizado de forma iterativa, tal que cada vez a rotulacfo €
melhorada até que cads nlmero £ associado somente & um
vértice. Nesse instante, ¢ facil comprovar gue a numeragﬁo
define um esquema de eliminaglo perfeita. O nétodo assegura

que ¢ necessirio, no maximo, ©(log n) iteracfes.

Para desenvolver o algoritmo paralelo gue determina um
esgquemna de eliminacfo perfeita de wum grafo cordal, é
generalizada a2 rotulacBo dos vértices a uma nuneragcfo 5
deles que nfEo precisa ser 1-1. Dada uma numerag@io $ dos
vértices, denota-se Sg an grafo & com cada vértice v
rotulado pelo ndmero S(v), se S(v) > F(w) entfo diz-se gua v
€ mals rico que w. As classes de G s8o os subgrafos
induzidos por subconjuntos de vértices os quais 1&8m o mesmo
rétule, as componenies de classes de © sHo as componentes

conexas das classes de & . Dadas duas numeragfes § & L dos

o
k=1

P '

vértices de &, diz-se que 5 & consistente com L se: 5S(v) <
S(w) = L(v) < L(w), ¥V v.w & ¥V, & diz-se tLambém que L & uma

refinagfo de 5.

Uma numeracdo parcial & uma funcio que associa ndmeros
inteiros a um subconjunte prdprio dos vértices de . Para a
numneracio S e a numeragio parcial P, define-se a refinacdo
de $ por F, denotada SP, Come: 5P(V) < 5P(W) se S(v) < S(w)
au S(¥v) = S(w), Plv) e P(w) estfo definidos e P(v) < P(w).
Utiliza-se uma numeracfo parcial P de alguma componente de
classe € de Gg Ao obter SP a partir de 5, fala-ze de

estratificar a componente de classe O de G.. e de

=

esiratificar bem se cada componente de classe contém no

maxi mo (4/5)]C[ vértiices de C.

Un caminheo para irds em G € um caminho tal que seus
vértices finais sBo estritamente mais ricos que os véritices
internos. Uma numeracio & de G &€ wdlida se todos os caminhos
para tras em G L&m pontos finais adjacentes.

=

Propriedaode TI1I1.14:

Em um grafo G, se uma rotulacfio § & 1-1 entZo 5§ & um
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esquena de eliminagfo perfeita de G.

Propriedade FII.15:

Seja & uma numeracgio valida de G, para cada componente
de classe C de 6, oz vizinhos mals ricos de 6 constituem
=3

uma ol igque.

O algoritmo paralelo de Klein para reconhecer se um
grafo &€ triangularizado, realiza uma refinaclo até obter um
esquena de eliminacfc perfeita, para isto € necessiario

estratificar as componentes de classes.

Algoritmo 111.8: REFINAGED

sDado G=(V¥,E) conexo
spara todo v & ¥ gfetuar em paralelo
eS(¥) = 0
ad= & expl{3 laggléh}
senguanto $ nFo seja 1-1 efeluar
spara toda componente de claszse € tal que {Cl#l
efeluar em paralelo
schamar ESTRATIFICA(GQ,C,d) salgoritme 11I1.97
d= d-8

devolver S.

Algoritme 111.9: ESTRATIFICA

sDados Gﬁp Ced

opara todo v em O efeiluar em paralelo
sidentificar as arestas que ligam v a outro
vértice de C
sldentificar as arestas que ligam v a um vértice
mais rico

o= {vizinhos mais ricas de O



sge B= O entdo efetuar

o= { v & €/ v Ltem mais de (3/5){C! vizinhos em C¥
scddeterminar uma floresta geradora de G-D
ege alguma componente H de C-D tem pelo menos
(4-8) |C| vértices entdo efetuar
«aT= Arvore geradora de H
sordenar os vértices de H em uma ordem
consistente com suas disti3ncias em T, a

partir da raiz: v

i

spara j= 1, s
oh = Lv ,
J i

o/ b= 1,

1]

v3> U {vizinhos
J

Y

k efetuar

e VL em

., i

sdeterminar em paralelo

M= max{ j~/ {Aﬂ £ (4-8) |Cf >
apara todo v & AM efetuar

a5 (v) S(v) + d

ccass conirdrio efetuar

aze I & clique entdo efeluar
vgeja D={ A\ ,vk}

opara 1= 1, k efetuar

mS(V{)E S(Vi) + i

scaso conitrdrio efetuar

14

adetermi nar
adjacentes em
sBe jam v,

opara i= 1,

b4
D

»

B

v

=

y seus Vvizinhos conuns
o

k efetuar

oSCyv) = S(v) + i
L L

acaso contrdrio efetuar

ose todos os vértices de B t&m pelo menos (2/8) [C]

vizinhos entdo efetuar

schamar ALTOGEAU(G@,Q.%pd)) sZalgoritmalll. 10/

scase contrdrio efetuar

achamar BAIHOGEAU(G@,C.E,d) salgoritmolIl. i1/

adeval ver o.

Algoritmo 11I1.10: ALTOGRAU

sDados Gﬁ, C, B ed
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cardenar as

vértices de B de forma arbitraria v,
spara j= 1,

PR
» k efetuar
oF}= v & O/ v & adjacente a Vs Vpr o o-. € v&}
sdeterminar em paralelo
= max {j/ [F}} =z (18 a] ¥
spara todo v & F, efetluar
S(v‘j)m S(vj) + d
sdeterminar ©° a componente malor de 6?‘
ss@ M= k entdo efeluar
ad= d/2
oD= {v & ¢’/ v tem mais de (3/8) [C| vizinhos em C*F
sdeterminar uma floresta geradora de G°-D
efe alguma componente H de C°-D tem peloa menos

(4-8) |C° ]| vértices entdo efetuar

sdeterminar T drvore geradora de H

sordenar o vérticez de H

em  uma ordem
conslstente com

suas distincias em T, a
partir da raiz: v, sV,
spara j= 1, ...

+J efetuar em paralelo
néajz {Vi, . vk} L {vizinhos de Vt &
LORIP G R A N P

sdeterminar em paralelo

M= max { j/ [#ﬂ = (4/5){C’[}
spara todo v & A% efetuar
oS (v)= S(v) + d

scaso contrdrio efetuar

ege D & clique entdo efeiuar

agaja D= {vi, N

apara i= 1, » k efetuar

aS{v )= S(v ) + i
i i

scaso contrdrio efetuar

sdeterminar » & ¥ de D ndo adjacenbtes
sgejam i cL YV S2Us

k
.. » k efetuar
oS (v )= S(v,) + i

L L

vizinhos comuns
epara i= 1,

adeval ver .
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Algoritmeo 1I1I1.11: BAIXO GRAU

sDados GB, G, Bed

oD= {v & € U Bs v tem mais de (3-8) |C| vizinhos em C¥
egeja H a componente conexa do subgrafo induzido por
CWUEB -~ D gue contém vértices de B

sddeterminar uma arvore geradora T de H cuja raiz seja
um vértice de B

sordenar os vértices de T em uma ordem consistente com

suas distincias em T a partir da rai=: AFLEEEE I A
apara j= 1. ... . k efetuar
A= {vi,... » ¥ W Lvizinhos de'ﬂ_em L O RS P
3 3

sdeterminar em paralelo

M= max { j ~ iﬁﬁ nal 2 @sja]
spara todo v & AM M C efetuar

aZ(w)= S(v) + d
sdeterminar € a componente maior de € - ﬁM
sze [C°] > (4/8) |C] entdo efetuar

schamar ESTEATIFICA(GS,C’,d/E)

sdevol ver S.

A determinacfo em paralelo do médxinmo dos indices de uma
sequéncia de conjuntos com uma restrigio, € fella pelo
procedimento dado por LADNER e FISCHER (1980).

0O algoritmo paralelo para determinar uma refinagdo de
uma rotulaclio dos vérticez de um grafo, tem no maximo
@ (lagn) etapas do processo iLterativo, o procedimento de
estratificacio tem complexidade ©(log k) usando k processa-
dores onde k € o numero de arestas que L8m pelo menos um
vértice final em uma componente . logo ac executa-lo para
todas as componentes de classes, a complexidade & ©(log m)
usando ©(m) processadores. Logo, a complexidade do algoriimo
para determinar um esquemna de eliminagfo perfeita & @(logzn)

com ©{(n+m) processadores.

Ao aplicar o algoritmo (III.8) ao grafo da figura

(I11.8), tem-s=& no comeco uma rotulacfo de todos os vértices
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em =zero. No primeiro passo s¥o mudados os rdtulos dos
vértices a, b, e e 4 ficando no wvalor d, logo s3o
incrementados os rdtulos de a, b e e em d, finalmente o
ragtulo de a2 € incrementado em 1, o de b em 2 ¢ 0o de & em 3.
A partir destes valores oblem—-se a ordem dos vértices ¢, d,

a, b & ¢ zegundo de menor a maior valor do rotulo, esta

ordem € um esquema de eliminagfo perfeita.

I11.7. Problemas em Grafos Triangularizados

Existem varios problemas cliassicos em grafos, o8 gquals
2o #P-completo para um grafo gqualquer. Alguns deles, quando
restritos aos grafos cordais ¢ em outras classes especials

de grafos, sfo polinomiais.

Ser¥o desenvolvidos alguns destes problemas e os
algoritmos existentes na literatura para grafos cordais. Os
quatra problemas clissicos sfo cligue, numero cromdiico,
conjunto estdvel e coberiura por cligues. [Estes problemas =

seus algoritmos sHo descritos a segulr.

IIE . 7.1 Cligue

Dado G={(¥,E) determinar (@)= tamanho da maior clique.

FULKERSON = GROSSE (196%) provaram dque, dado um esSdquems
de eliminacZo perfeita § para @ grafo cordal, toda clique
maximal € da forma {v> U MAdj(v). ou =seja, todos os vértices

adjacentes a v & que estBo i direita dele na sequ@ncia S.

Sutro resultado importante para fazer um algoritmo para
determinar w(®,) diz que o nimero de cliques maximais num
graifo cardal € menor ou igual ao numero de vértices do

grafo.

Com isto, ¢ possivel modificar o salgoritmo (IT11.4) de



reconhecimento de um esdquema de eliminacio perfeita para
obter as cliques maximals escrevendo {vf-lJ Mﬁdj(ve, k4 w%e
Y. Pode-se ter gque alguma dessas cliques n¥o seja maximal.
Isto wval acontecer no caso em que MAdj(vﬁ seja unido a
algum L(vg. Logos, neste caso, essa cliqﬁe nia deve ser

considerada.

IT1.7. & HNuumerc Cromaltico

Dado &, determinar (G}, o menor nlumero de cores
necessarias para colorir os vértices de & de forma tal que,

dois vértices adjacentes possuam cores diferentes.

Dado dque, qualquer grafo cordal &€ perfeito, e que a
caracteristica dos grafos perfeitos é a igualdade do namero
cromidtico & o tamanho da maior clique em tLodo subgrafo
induzido, entf3o & possivel determinar o ndimero cromidtico com

o mesno algoritmo das clidques maximails,

Algoritme I1I1.138: NUMERC CROMATICO E CLIQUES MAXIMAIS

oDados G e S

ey (@) = 1

spare j= 1, ... .n efetuar
nLﬁ%)ﬂ o

apara j= 1, ... .n efetuar
av=51{])

sge Adjiv)= @ entdo devolver {vr
scaso contrdrio efeluar
oMA= fw & Adj (v} /S < s w3
sge MA # @ entdfo efeluar
su= S(mindS * (w) o w e MAT)
oL {u) = max(L(u), |MA|-17%
ase L(v) < |MA| entdo efetuar
sdevolver {vy U MHA
ax (@)= max{y(G),1+|Ma|>
adevalver x(G).
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A complexidade no plor caso € Q(n+m).

No grafo da figura (III.8) com S= (c,d.e,b,a) tem—-se:

Lia= L(b)= L(c)= Li{d)= L(a)= 0
a (G) =1
J= 1: v= ¢, MA= {b.dy = {c,b,d>, y(G)= 3

J= 8 w= d, MA= {(b,er = {d,b,er, ¥y (&= 3

J= 3 v= e, MA= {b.a> =« {e.b,a’>, x{G)= 3

J= 4: v= b, MA= {ar., xi{B)= 32

J= 5. v= &, MA=z @, xy(®)= 3

Resultado: x(@)= wi{@®= 3, cligues maximais Lc,b.d>,

{d,b,er & {a,b. a>.

T1ITI.7.3. Conjunto Estavel

Dado G=(Y.E), determinar o tamanho do maior conjunto
estidvel de & (a(BG)).

A solugBo do problema foi dada por GAVRIL (1972).
usando o mnesmo algoritmo do nlimero cromdtico. A idéia &
determinar vértices nBo adjacentes aproveitando os conjuntos

de vértices monctonamente adjacentes.

Considerando um esquemna de sliminacfo perfeita S para

G, define-se a sequincia ¥, =), Y= primeiro vértice em S

posterior a Yy tal que n¥o pertence a MAdj(y@)u
UMAdj(ybﬁ) para i=1, ... ,t onde t & tal que todos os
vértices apds y, em S5 pertencem a MAdj(yg UL MAdj(yJ.
Tem—se que t= a(® e {yi, Yar ooe yt} sendo o mai or

conjunto estavel de 6.

No grafo da figura (ITI.B) constata-se com
S=(c.d,e,b,a): Y,= € Madj (yi) = {h,d>
Y= e Mad j (y‘z) = {a,br.
Resul tado: conjunts estivel= {c,ed & (@ = 2.



FIf.7.4. Cobertura por Cliques

Dado & determinar k= 2(G) como sendo o menor numero de
cliques maximals CQ,CZ, e ’Ck tal que & < C;J C;J ce. U
Ck'

Para o© caso que G ¢ cordal (e portanto perfeitol,
tem-se 2(G)= a(B). GAVRIL (1972) aproveitando o conjuntos
estivelis provou que, dado ¢ nalor conjunto estavel {ya,yz,

’Yt}’ a colegcfo de conjuntos C,L“—“ {yi} L MAdj ('Yi.)’ i=

1,8, ... ,t, & a menor cobertura por cligues de G.

No grafo da figura (II1.8) =(@)= & e a cobertura por
cliques estd formada pelas cliques maximals Ciﬂ ‘h,c,d> e

sz {a,b,e,>.

Estes aquatro problemas sZo WAP-completo para um grafo
gualgquer, se ¢ considerada apenas a classe dos grafos
perfeitos, os quatro problemas podem ser resolvidos em tempo
polinonial com algoritmos baseados no mdélodo do elipsotde,
desenvolvidos por GROTECHELL =t alii (1981). Oz algoritmos
sequencials desenvolvidos aquli sfo somente para o caso de
grafos cardais, & o tempo fica linear no nimero de vértices
e no numero de arestas do grafo, portanto linear no tamanho

do grafo.

NAOR et alii (1987) além de desenvolverem um algoritmo
paralelo para © reconhecimento de grafozs cordals, eles
apresentam algoritmos paralelos para os dguatro problemas

classicos, baseados em oubros elementos desses grafos.

De finiclio 11I1.8.3

Un grafo € uma dicligue se seu conjunto de vértices
pode ser particionado em dols subconjuntos A e B de forma

tal que os subgrafos induzidos GA & GE sHo cliques.
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Para determinar todas as cligques maximals e calcular o
ninero cromdbtico de um grafo cordal qualquer, Naor et alii
reduzem o problema i resolucfo deste numa biclique cordal
pela técnica de divisdo e conguisice. O algoritmo pode ser

escrito na seguinte forma geral:

Algoritme 1I1.13: ALGORITMO PARALELO PARA CLIQUES MAXIMAILS

eDado G=(V,E) e n=|V|
ose n par entdo dividir ¥= A + B tal que |A|= |B|
reaso contrdrio dividir V= A+B tal que ||A]-|B||=t
sdeterminar todas as cliques maximais de GA = GE
spara toda clique maximal P € A efeluar
spara toda clique maxinal Q € B efeluar
sdeterminar todas as cliques maximals no
subgrafo induzido por PUQ que € uma bicligque

e@liminar duplicados.

Assim, precisa-se entiZco de um algoritmo para delerminar
as cligquss maximais de uma biclique.

Seja € um grafo bicligue com o conjunto de vértices V
particionads na forma ¥= A + B tal que GA =] GE sHo clidgues.
Para v & A chama—se Nﬂ(v)ﬁ {w & Brow € Adj(v)? e para x & B
denota-se NA(X): {y & Ay € Adj(x)>. Tem—se, para estes
grafos, a seguinte propriedade:

Propriedade I1L.16:

Os  conjuntos NE(V), v & A @ NA(X), ¥ « B, s¥%o

totalmente ordenados por inclusfo.

Propriedade I11.17:

Seja Q= QAU QE umz cligque maximal na bicligque cordal,
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induzida por A e B, com Q%E A e Qgg B, QA =] QB nZo vazios;

entio QA ¢ o menor conjunto de {Nﬁ(x)/x = QB} =] QB & o menor

conjunto de {%E(v)/v < Q&}.
Portanto, o algoritmo &:
Algoritmo 111.14: CLIQUES MAXIMAIS DE UMA BICLIQUE CORDAL

eDado G=(V,E) bicligque cordal, ¥=A + B
sefetuar em paralelo

spara tode v & A determinar Nﬂ(v)m{w & Brv,w) & B
sefetuar em paralelo

spara todo x & B determinar NA(V)E{F e Ar(x.y) & Er
sordenar os vértices de A em ordem lexicografica ndo
decrescente de Nﬂ(v)
sordenar os vértices de B em ordem lexicogriafica nZo
decrescente de Nﬁ(v)
odeterminar as vértices Voo e sV de A bLals dque o
ey predecessor na ordem tem uma vizinhangs NE(V)
astritamente contida na sua vizinhanga
sdeterminar oz vértices x;, RS de B tals que o
Seu predecassor na ordem btem uma vizinhanga NA(K)
estritamente contida na sus vizinhanga
apara todo v, & A selecionado efetluar

QQ@ (V,L)m {vi} tJ {Vj/NE (V_L) = Nﬂ (vj) >

QQE(V{)Z {Nﬁ(vl)/wﬁ(vl) b= NE(VR k4 v& @ AX

o(3(v. )= Q (v.) U Q (v)

L F:y L B L

adevol ver Q.

A complexidade deste algoritmo &€ ©(Qog n pela orde—
nacfo dos  vértices, usando ©(m) processadores.  Logo, a
complexidade para determinar as cliques maximais de um grafo
cordal dependerd das chamadas a este algoritmo. Em cada
chamada ha @(nz) bicliques, que podem produzir ©(n) cliques
maximais em cada chamada, mas no maxine ha n cliques
maximais diferentes. A @liminacio de duplicados pela "forca
bruta’ precisa de um tempo ©@(n) usando @(nﬁ) processadores.

Entfo, a conplexidade & @(lcgzn) com ©(n°) processadores.
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Como o grafo é perfelito, entfo o ndmeroe cromiatico pode
zser obtido com este mesmo algoritmo, determinando o tamanho

cda maior clique.

Para os problemas do conjunto estivel e da cobertura
por cligque, os algoritmos paralelos usam a representagio do

grafo por sua Arvore caracteristica.

0 algoritmo para determinar o maior conjunto estavel
procede em etapas, a idéla em cada passo &€ processar e logo
eliminar, em paralelo, todos as ramos terminais da arvere,
onde um ramo Lterminal € um caminho de tr&s vértices com grau

dois ou menor e que contem uma folha.

GAVRIL (1978) provou dque o primeiro conjunto estivel
maximal lexicograficamente, com respeito a um esquemna de
eliminagio perfeita, € um conjunto estivel miaximo; entio
basta determinar este primeiro conjunto ¢ o problema se
reduz a determinar, com um algoritmo paralelo. um esquemna de
eliminacio perfeita, o gual & descritoe no algoritmo
{(I11.44). Para cada ramo B, define-se U(E) o conjunto dos
vértices gque nf¥o est¥o em nenhuma cligque com vértice

assocliado em T fora de B.

Algoritme I11.15: ALGORITMO PARALELO PARA DETERMIMAR
ESQUEMA DE ELIMINAGAO PERFEITA

cDado & cordal
adeterminar a 4rvore caracteristica T pelo algoritmo
(ITT.3)
sanguanto T # @ efeluar
esde@terminar os ramos terminais Ei, c e ’%k
sgara todo %L efeluar em paralelo
sdeterminar esquema de eliminagfo perfeita
em U(%Q

sanexar os vértices dos esquemas de U(Ei),...,U(Ek)

sangxar este esquema bquele ji obbtido
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aT= T~{v & Bfﬂ = 1 = k>

adevol ver T

A conmplexidade deste algoritmo & @(logzn) usando @(nz)

processadores.

Para determinar a cobertura por cliques, a idéia € a
mesma que adguela usada por Gavril, sS4 gque neste caso,
¢ aproveitado o conjunto estivel maximo determinado com o
algoritmo paralelo. Se Ye¥pr -0 oY, & um conjunto estavel
maximo determinado a partir de uma ordem nos vértices dado
por um esquena de eliminacio perfeita, entlio os conjuntos
{yﬁ—lJ MAdj(yJ para i= 1, ....t, constituem uma cobertura

minima por cligques para o grafo.

KLEIN {1988) desenvolveu algoritmos paralelos para
resclver os problemas da cligue mixima., conjunto estivel
maxime e coloracio dtima para um grafo triangularizado,
bazeados no seu algoritmo para determinar um esquema  de

gliminacfo perfeita {( algoritmo (11I1.8) ).

IfI.7.5. MNaimeroe de Intervalo

O numero de intervaleo 1{(8) de um grafoc ¢ € o menor
inteiro n¥o negativeo, tal gque & & o grafo intersegfo de
conjuntos, onde cada um deles € a uniBo de. no maximo, 1 @)
intervalos reais. Isto &€, cada vértice de G estsd associado a
um conjunto de 1 (@) intervalos, & dois vértices v e w de &
280 adjacentes se algum intervalo associado a v intercepta

pelo menos um dos intervalos correspondentes a w.

Trotter, citado por SCHEINERMAN (1988), apresenta
exemplos onde o numero de intervalo pode ser arbitrariamente

grande.

ANDREAE (1987) delterminou um limite superior para o
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numero de intervalo de um grafo cordal, em fungZo do tamanho

w(® da maior cligque do grafo. Ele provou que:

L(E = {‘_%_(_‘Z;___] + 1 (III.1)

[}

Considerando que h(t)= max{i{(8) /6 & cordal e w(G) = 1>,

ent o

A

YT ¢ hit) = [m;é—a + 1 (I1I.2)

Andreae demanda por um limite supsrior melhor para
if®). SCHETI NERMAN (1932) eatrelita este limite com o

resultado:

1) {1 + 9(1)} I‘a‘%%")"f‘ (I1I.2)

Onde o(t) & tal que limite &€ 1 se L —> w. (III.4)

I17.7.8. Problemas sem Yantagens

Oz quatrao problemas estudados tem a vantagem de que, se
a classe dos grafos & restrita aos grafos triangularizados,
estes problemas podem ser resolvidos em tempo polinomial. Se
for considerado um grafo qualgquer nfo existe algoritmo

palinomial para resolve-los.

Para outros problemas famosos de grafos nfo existe esta
vantagem. For exemplo, hos problemas que se seguem.
Ciclo Hamiltoniano

Dado um grafo ¢, a pergunta & se 6 tem um ciclo
Hamiltonians., Isto &, um ciclo que passa por cada vértice do

grafo exatamente uma vezr ¢ volta ao vértice iniclial.

BEeste problema permanece #/P-completo quando restrito i
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classe dos gralfos cordais.

naice Cromdiico

Dade um grafo ¢ & um inteiroe positiveo Jj, a pergunta &:
a Iindice cromitico de G ¢ menor ou igual a j 7 Isto &, &
posaivel colorir as arestas de &, de tal forma dque duas
arestas adjacentes tenham cores diferentes, com no maximo j

cores 7

Este ¢ um problema aberto para um grafo parfeito
gqualquer e o mesmo acontece para um grafo triangularizado.

=4

Apenas € sabido que, em geral para qualquer grafo 6 , se

1A

o = max {grau(v) ~ v & ¥> enltBo o = indice cromitico o+l

Con junto dominanie

Dado um grafo G=(V,E) e um inteiro nfo negativo j com j
% |V]|, pergunta-se se existe ¥'S ¥V com |V'] £ j tal que

¥y e ¥V 2 we ¥V, w adjacente a v.

BOOTH e JOHMSON (1982) provaram que este problema
permanece AP-completo para © Caso dos grafos

triangul arizados.

Corte Mdxime (sem pesa)

Dada um grafo G=(¥,E), um inteiro nfo negative j, uma
funciio de peso nas arestas plv,w)= 1 ¥ (v,w) & B, a
pergunta & se existe uma partigfo do conjunto de vértices V=

9% .
«4’14" VZ tal que:

(v,.v.) = j (I11.8)
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Este problema estd em aberto para um grafo gualguer e
=) fato de Se restringir A classes dos grafos
triangularizados n¥o apresenta vanbagens pols continua em

aberto para esta classe.

Problema de Stetner

Dado um grafo G=(¥,E), um subconjunto dos vértices R <
¥ & um inteiro nfo negativoe j com j = (‘J{*—i, pergunta-se se
existe uma subdrvore T de &G, T= ("%”T,ET) » tal que R & VT @

E:T:: J-

Este problema & AMP-complelo para um grafo qualquer e
continua sendo HAP-conpleto para os grafos cordals, o dque

fai provado por WHITE <t slii (1985).

Isomor fisme de Grafos

Dados dois  grafos G =(V ,E) ) G =(¥ ,E)

1 ER ] 2 2 Tz

pergunta-se s ales sio isomorfos, isto € se existe uma
funcio univoca §: ‘v’i—-—wa» \!2 tal que (v.w) < Ei &> (fF(vd,

Flw)) = Ez'

Este problema estd em aberto para os grafos perfeitos e
em particular para os triangularizados, e & equivalente em
complexidade ac problema de isomorfismo de grafos em geral,

de acordo com GAREY & JOHNZIOM (1979 .
IIL8. Aplicaciies dos Grafos Triangularizados
IT17.8.1. Méatcodo de EliminacBo de Gauss
Dada uma matriz A nf8o singular com n linhas e n
colunas, pode—-se tansformar esta matriz na matriz identidade

I pelo denominado Méiodo de Eliminagdo de Gauss. A idéia

deste método ¢ determinar um elemento a, . n¥o nulo na matriz
L,]
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o qual serd o plivole e atualizar a matriz fazendo operacSes
elementares nas linhas e colunas, de Torma tal que ai.j fique
na diagonal e passe a ter o valor um €. os outros elementos
la linha i & da coluna j tomem o valor zero. O processo &

repaetido até obter-—se a mabtriz identidade.

Ao realizar este processo numa matriz esparsa, com uma
eleicBo arbitraria do pivolte, pode acontecer num passo dqus
elemneantos que s3o zZero passem a tomar um valor ndo nulo. Un
melhoramento do método &€, determinar um nétodo de selecio
dozs plvotes em forma tal que ao transformar A em I nenhum
zera bLransforma-se num elemento distinto de zero, também &

-

importante determinar em que matrizes € possivel faz@-lo.

Un esqguema de elimlnacdo perfeita para A €  uma
sequéncia de pivotes que permitem transformar A em I sam que
em naenhum passa um zero passe a ter um valor diferente de

Zeraoa.

A matriz A pode representar-se num  grafo  GA)
assoclando um vértice a cada linha {(ou coluna) da matriz e a

aresta (V_Lg.vj) para i # j, existe s o valor a . & distinta
] )

de zero. Se A & zindgtrica entio G{A) € nfo direcionado.

Também associa-se um grafo bipartite B(A) 3 matriz A,
assoclando as linhas de A a um conjunto de vértices
LY ,¥_s...,¥ >3 & as colunas aa conjunto {w ,w., ... w3, O

4 2 n 4 2 n

vértice v & adjacentle a w, s¢ a, . & distinto de zero.
J L}

g a malriz A & sindtrica entio a. nEo zerao € acelito
coma pivole se & somente se v, & um vértice simplicial de
G(A). Com isto, os esquemas de =2liminacfo perfeita para A,
sch a restri¢fo que oz pivotes sio escolhidos na diagonal a
gqual tem todos Seus el ementos diferentes de zero,

correspondem a0s esquamas de =liminacfo perfeita para G(A).



Propriedade I11.18:

Seja A uma matriz simétrica com todos os elementos da
diagonal n8ce nulos, entfo as tré@s condiglies seguintes sSo

equlvalentes:

a) A tem um esquems de eliminacio perfeita.
b)) A tem um esquema de eliminagfo perfeita no qual os
pivotes s3o escolhidos na diagonal.

) G(A) € un grafo triangularizado.

ROSE ({1970) formulou & provou esta propriedade, due
caracteriza os esquemas de eliminagio para  matrizes
simétricas. ROSE et alii (1978) apresentam um algoritmo
linear no tamanho do grafo, baseado no método de busca em
largura lexicografica. HASKINS e ROSE (1973) estudaram o
caso de matrizes n¥o simélricas. GOLUMBIC e GOS8 (1278)

introduziram = estudaram o modelo com os grafos bipartite.

O método de Gauss € um método nmuito conhecido para

resolver um sistema linear:

b
i
Tl

A (III.8)

DENNIS e STEIHAUG (1986) introduzem permutaclies nas

colunas de A quando ¢ usado o método de Gauss Seidel para

resolver o sistema linear.

I17.8. 2. HinimizacZo de uma Fungfo com Haltriz Hessiana Esparsa

. . . e 13
Para minimizer uma fungBo §f: R » R duas vezes
continuamente diferencisdvel, os métodos mais usados sio os
métodos tipo Newion, os quais precisam a solugZo em cada

iteracio de um sistema linear da forma:
H(x) d= - 9F (0 ; (I11.7)

Onde Vf é o gradiente da fungio §f, H & a matriz
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.. 3
Hessiana de f, ¥ € o ponto atual e d € a direcfo de descida

a ser determinadsa.

e ¥ & contiguo a un minimo local ; de f, entfo pode-se
gsperar gque H seja definida positiva, neste caso pode-se
usar o mndlodo do gradiente conjugado para resolver a equacHo
(ITI.7). Caso caontrario, H poderia nio ser definida positiva
g podendo-ze aplicar gradiente conjugado até obter uma
indefinicioe. STEITHAUG (1983) apresenta uma modificacio do
métada de Powell que permite resolver a equacZo (III1.7) no

caso de matriz Hesgiana nio definida.

0O método do gradients conjugado pode ser melhorado em
termos  da sua efici@ncla, usando um  precondictonador.
COLEMAN {1988) apresenta  a determinagio de mairizes
precondicionadoras cordaels tals que ac aplicar o nm@todo cde
fatorizac%o de Cholesky, nenhum zero ¢ transformado num

a

@lements ndEo nulo. Uns noiriz & cordal se seu grafo &

cordal.

A idéia &: dada a matriz H. determinar uma matriz de
permutacio P tLal que a matriz P OH Pt seja diagonal por
blocos = cada um dessaes blocos seja cardal.
Coleman desenvolveu um algoritmo com o mgiode guloso para

determinar estes blocos.

Para matrizes de grande porte, sd sHo armazenados os
elementos distintos de zero., Este algoritmo permite a
implementaciEo do gradiente conjugado precondicionado com uma
complexidade de espago O(n(H)), onde n{D ¢ o nimero de ndo

zeros de H.

IT1.8.3. "Scheduling" com Tewpo de Processamentoe Unitario

O problema €: dado um conjunto de processos com Lempo
de processamento unitirio, com relacBes de precedé@ncia para
(wt pProcessos dadas num grafo cujo compl emento &

triangularizado, determinar um "schedule" admissivel; isto &
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determinar a alocacio dos Processos aos diferentes
processadores e a ordem na qual estes serfo processados, de
forma tal gue nenhum deles deva comegar antes da sua data
de liberagiio & gque Lodos oz processos estejam processados

antes da sua data de tLé&rmino.

PAPADIMITRIOU o  YANNAKAKIS {1879) apresentam  um
algoritmo com complexidade de tempo © (n+m), sendo n o ndmero
de vértices e m o numere de arestas do grafo de
precedd@ncias. 4 idéia &€ aproveltar a estrutura do grafo de
incomparabilidade (complenmento do grafo de precedi@ncias)
para dar uma ordem nos processos @ com base negta  ordem

aloca-los nos processadores.

I11.2. Subclasses dos Grafcs Triangularizados

Os grafos de comparabilidade com seus complementos & os
grafos triangularizados com seus complementos s3o as claszes
clissicas de grafos perfeitos, mas nfo sfo as Unicas. Todo
grafo § pode ser analisado se pertence ou nZo a uma ou mais

dessas classes.

Algumas classes cle grafas perfeitos poden ser
caracterizadas por uma combinacfo dessas propriedades. Agud
descrevem-sea as classes raelacionadas com oS grafos
triangularizados, para um tratamento mais aprofundadodas
outras classes pode-se consultar DUCHET (14924), GOLUMBIC
(1980) e LOVASZ (1983).

I11.9.%. Grafos "Split"

Un grafoe & & "splil" se seu conjunto de véritices VY,
pode ser particionado em um conjunto estivel § @ uma clidque
K., com V= & + K.

A partigHo pode n3o ser Unica. Tem-se que S ¢ uma
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clique e K & um conjunto estivel de G, logo: G € "split".

Fi\ propriedade de ser grafo Y"eplit® & de
hereditariedads, por issco ¢ possivel de caracterizar por

subgrafos proibidos.

No grafo da figura (III1.7) os vértices b, ¢ @ e formam

uma clique @ o vértices a,d e £ s8o independentes.

Figura I11.7.

Propriedade T11.18:
Az bré&s condigBes seguintes sfo equivalentes:

a) G ¢ um grafo "split”.
b) & e § sfo triangularizados.
c) 6 n¥o contem nenhum subgrafo induzido isomorfo a aKzg C@

ou € .
=

Coraldrio I1I1.2:3

Todo grafo "split" & perfeito.

Oz grafos "split" nfo se diferenclam dos cordais no que
refere-se b complexidade do algoritmo de reconhecimento e

dos algoritmos para os problemas descritos na seglo (II1.7).
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ITI. 9.2, Grafos de Intervalo

Un grafo G & de intervaleo se seu conjunto de vértices
Y., pode ser postoc em correspondencia um a um com um conjunto
de intervalos da reta, de forma que dols vértices sdo
adjacentes sa seus correspondentes intervalos se

interceptam.

Na figura {(I11.8) apresenta-se um grafo de intervalo e
o conjunto de intervalos reais associados a ele, tem-se as

seguintes Unicas intersecles entre os intervalos: Idﬁ Ib’

Ebﬁ Ic, Icﬁ Id, Idﬁ i@.

Figura III.S.
Propriedade 1E11.208
Todo grafo de intervalo € triangularizado.
A relacBo de inclusio € prdpria, considere-se o grafo

da figura (II11.9) gue ¢ triangularizado mas nBo & de

intervalo.

Figura IIT.49.
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Coroldrice I1L.3:

Todo grafo de intervalo € perfeito.

Propriecdade IT1I.21:
Az tLr@s condicBes seguintes s¥o equivalentes:

a) & €& um grafo intervalao.
b)) & & unm grafo triangularizado e de co-comparabilidade.

<) @ nEo contem nenhum subdgrafo induzido izomorfo a C%, CE.

e, T, T ouT,; onde T & o grafo da figura ((III1.7). T &
I 1 2 3 1 z

o grafeo da figura (II71.9) e Tg aprasenta-se na f{igura

(IIT.102.

Figura III.10.

Ser grafo cle intervalo & propriedade de

hereditariedade, mas nio é¢ autocomplementar.

O complemento de um grafo de intervalo também &, de
fato, perfeito poi s & cle comparabilidade e

co-briangul arizado.

Boaoth & Leuker , descrito &m GOLUMEIC (1920) ,
desenvolveram wum algoritmo de reconhecimento para estes
grafos, em tempo linear, aproveitando uma caracterizacio

deles pela matriz de clique.

GUPTA et alii (1982) desenvoelveram algoritmos para os

gquatro problemnas clissicos de otimizagBo, para o caso



particular dos grafos de intervalo., Se a representacis por
intervalos & conhecida, a conmplexidade € ©n log n) . caso

contrario & @(nz).

BOOTH e JOHNSON (19882) apresentam um algoritmo linear
para o problema do conjunto dominante para grafos de
intervalo. LUERKER e BOOTH (1979) desenvolveram um algoritmo
linear para o izomorfismo de grafos de intervalo., WHITE
(1985) introduz um algoritmo polinomial para o problema de

Stelner nestes grafos.

KLEIN (1988) desenvolveu um algoritmo paralelo para o
reconhecimento destes grafos, bhaseado no algoriitmo de Boolth
@ Lueker, com complexidade de tempo @(logzn) usanda @ (n+m)
processadores. Baseado nas mesmas idéias, apresentou um
algoritmo paralelo para o isomorfismo de grafos de intervalo
com complexidade de - itempo @(logzn) usando @ (n+m)
processadores em uma magquina PRAM com leltura e escrita

concorrente.

Oz problemas de Indice cromgtico e de corte miximo

pernanecem @m aberto para os grafos de intervalo.

ITI.9.3. Grafos "Threshold"

Un grafo "ithreshold” ¢ construido a partir de um

conjunts de ndneros reals {ai,aq, .- ,ah}, aszoclia-se a
cada um destes ntnmeros um vértice & a aresta (atdﬂ) aexiste

se @ sonente se a{um>0.
hl

Ser um grafo "threshald" & uma propriedade de

heredi taridade.

Ma figura (III.11) apresenta-se um grafo "threshold®.



Figura II11.11.

Propriedaode 111.282

Se & & "threshold" entfo & e & s¥o triangularizados e

de comparabilidade.

A reciproca nio € verdadeira, P3 & triangularizado, co-
triangularizado, de comparabllidade e de co-comparabillidade
mas n¥Eo € "threshold"”.

Coroldrio I1I. 42

Todo grafo "Lhreshold" & perfeltao.

Propriedade 111.232

G & um grafao "threshold” se e somente se G nfHo contem

nenhum subgrafo induzido isomorfo a Eké, C% ou ?%.

I11. 8. 4. Grafos Fortemente Triangularizados

Un grafo G £ fortemente triangularizado ou fortemsnie
cordal se ele € cordal e todo ciclo par de comprimento maior
ou igual 2 selis, tem uma corda forite, isto &, uma corda gue
liga vértices separados por um ndmero impar (halior gue um)

de arestas no ciclo.
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Na figura (III.12) tem-se o grafo 6 que & fortemente

cordal & o grafo Gz que € cordal mas n¥o &€ fortemente

cordal.

Figura III.12.

Propriedade ILT.24:3

& cordal € fortemente cordal se & somente se 6 n3o tem
como subgrafo induzido wn trampolim. Un trampelim € um grafo
cardal © com En vértices, n 2= 3, tal que seu conjunto de
vartices pode ser particionado em ¥= W + U, cada um deles
com n vértices tal que, ¥ W e ¥ e 1%% U tem-se Wﬂ,uﬁ e VY
g @ somente se i j ou i= j + 1 (mod n), o subgraio
induzideo GU € completo ¢ W € um conjuntoe estavel. Par
exenplo, o grafo da figura (III1.13) & um trampolim com a

particio dos vértices indicada.

Figura III1.13.



Coroldrio I11.5:

0Oz grafos fortemente cordals tem vdrias caracterizacBes
zimilares s dos grafos cordais, sendo que os primeiros tLem
uma restricio dog vértices simpliciasis e doz esquemas de
eliminacfo perfeita. Com isto, FARBER (1983) desenvolveu um

algoritmo de reconhecimento, em tempo polinomial.

De finigdio TIT.9:

Seja G=(V,E), N{(v)= {vr W Adjlv) ¥ v & ¥V, um esguena de
elininacdo forte ¢ uma ordenaciZo dos vértices VoeVos oo 8V

tal que para todo i, j. k. 1 se i < j, k < 1, ¥ v N(vgb

"M |

v & H(v) entio ve Niv).
k J L J

Observacéio I111.5:

Todo esquema de eliminacio forte € unm esdgquema de
eliminacfo perfeita.
Definicldio T1I.10:3

Dz vértices u e v s8o compatfvels se Nus Nv)
ou Miv) € N(u). Caso contrério, eles slo incompativets.
De fintc8lo TTT.11:

imples se o vértices de Hiv) s3o

-
=
4
@\
¢
f.;.
e
n
]
4
£u
®
G
i~
{ '3

Obgervacdo II1.0:

Todo vértice simples & um vértice simplicial.
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Progriedade 111.25:
As tré&s condig¢lies seguintes s3o equivalentes:

a) G & fortemente cordal.
bh) G admite um esquema de eliminacfo Torte.

c) Todo subgrafo induzido de ¢ tem um vériice simples.

FARBER (1984) aprescenta um algoritmo com complexidade
de tempo @{n+m) para o problema do conjunto dominante. WHITE
@t alii {(1985) expfem um algoritmoe com tempo O (n®) para o
probl ema de Steiner, para gralfos fortemente
triangularizados. Estes dois problemas sHo AP-completios nos

grafos triangularizados.

IT2. 9. 5. Grafos Complemento de "Threshold" com Tolerincias

Unm grafo & € um grafo "threshold" com tolerdncias se &
possivel associar peso W oe tolerincia tv 2 cada vértice v
de @, tais que dois vértices sfHo adjacentes se a soma dos
pesos € maior ou pelo menos igual a cada uma das tolerdncias

dos vértices.

Todo grafo "threshold” ¢ um grafo "threshold" com
tolerfincias, basta considerar ltodas as tolerincias igusis a

um.

O complemento de um grafo "threshold” com toleri3ncias &

chamads grafo col?l, e cHo eztes grafos os de interesse aqui.

Propriedade I1L.26:

G & colTl se existem numeros a e B para cada vértice v

A% W
de & tals que (v.w) € B, se & somente se a = b e a < b .
v h'S W A3
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Propriedade 1I1.27:

Todo grafo "threshold"” € um grafo coTT.

Todo grafo de intervalo & um grafo coTT.

Estas inclusfies sdo estritas, o grafo da figura

<

(ITT.14) & coTT mas nZo ¢ "threshold" & nZo & de intervalo,

Figura III.14.

FPropriedade 111,283

Todo grafo coTT & fortements cordal.

MONMA et a2lii (1988) definem estes grafos, apresentam

caraclterizacfes @ um algoritmo polinomial de reconhecimento.

T111.6.6. Grafos Cordals de Interse¢io de Caminhos

Dada uma arvore £ caminhos na arvore, chama—se grafo W
ao grafo intersecio de caminhos de vértices. Se a drvore &
direcionada, o grafo intersecio de caminhos denomina-se
grafo LV,

Um estudoe mais aprofundado destes grafos ¢ apresentado

no caplitulo IV.

Cbservaclo ILI.7:
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Nem todo grafa perfeito deve pertencer a uma das
classes até agora consideradas: triangularizados,
co-triangularizados, comparabilidade, co-comparabllidade.
Comg estas quatro classes sHo de hereditariedade, basta

z

observar que Ca nZEo & triangularizado, rnem
co-triangularizads e nfo @ de co-comparabilidade, e o grafo
da figura (I171.14) n¥o pertence a nenhuma das quatro classes
especificadas, entfo o grafo da figura (II11.15) também nio

pertence a nenhuma daquelas classes embora seja perfeito.

Figura IIT.15.

111.10. Extensies dos Grafos Triangularizados

Sabendo que sfo perfeitos oz grafos tais que todos os
ciclos com pelo menos tr@s vértices possuem uma corda, uma
relaxacBio na procura de classes de grafos perfeitos &
diminuir o nimers de cordas necessarias para obler a
perfeicfo. Com esta idéia nasceram os grafos apresentados a

sequir.

IT11.4C.1. CGrafos de Gallal

Dada G=(V¥V,EB). diz-se que duas cordas (Vi’vz) @ (wi,wz),

de um ciclo se cruzam se o0s vértices vi, Vz’ wi @ wz sHo
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todos distintos ¢ aparecem na ordem v W V,» W, Do ciclo.

De finicdo TIL.183

G & um grafo de Gallal se todo ciclo impar com pelo

menos cinco vértices tem duas cordas que ndo se cruzanm.

O grafo da figura (II1.18) & Gallai e triangularizado.

Figura III.16.

Os grafos de Gallai também s¥o denominados grafos

t-iriaengularizados.

Propriedade T11.230:

Todo grafo triangularizado é de Gallai.

A inclusfo ¢ estrita. o grafo da figura (III1.17)

SGallal mas nio & cordal.

Figura II1I.17.



Propriedaode I11.30:

Tode grafo de Gallal &€ perfeito.

Em relacfo a ests classe, WHITESIDES (1924) apresenta
un algoritmo para resolver os quatro problemas classicos de
otimizagBo em tempo polinomial, baseados na decomposico do

grafo por cligques maximais., O reconhecimento & feito em

Lempo ©n).

IT11.16. 2. Grafos de Paridade

G & um grafo de paridade se Lodo ciclo fmpar tem duas

caordas gue S& Ccryuzan.

Ma figura (IIT1.18) apresenta-se um grafo de paridade.

Figura III.18.

Propriedade TI1I.31:

Todo grafo cordal € de paridade.

4 inclusBo & estrita, o grafo da figura (JI11.19) & de

A

paridade, mas nio € cordal.

Figura III.19.
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Propriedade L1I.323

Todo grafo de paridade € perfeito.

BEstes grafoz foram inicialmente estudados por Olaru que
demonstrou gque <les sfo perfeitos, sem dar-lhes um nome
espaecial mas como uma analogia aos grafos de Gallai que
precisam que as cordas nio se cruzem. Depois, BURLET e UHRY
(1984) definiram estes grafos usandos uma propriedade de
paridade de caminhos, € desenvolveram algoritmos polinomiails
para o reconhecinento & os quatro problemas cléssicos de

otimizacHo, aproveitando as propriedades estruturais deles.

I12.10.3. Grafos de Heyniel

G & um grafo de Mayniel se todo ciclo ifmpar com mais
de tré&s vértices, tem pelo menos duzs cordas.
Propriedade ILL.33:

Todo grafao de paridade ¢ de Meyniel.

Todo grafo de Gallal € de Meyniel.

A inclusBo 4 estrita, o grafo da figura (III1.20) &

Meyvniel, mas nEo € de Gallal & ndo & de paridade.

Figura III.20.
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Propriedade 111,342

Todo grafo de Meyvniel & perfeito.

MEYNIEL (149768) provou que estes grafos sfo perfeitos
om base na definicio deles que n¥o € uma caracterizaclo que
I ad

<
permite um reconhecimento fdcil, pols &€ precigso enumenrar

todos o ciclos impares,

BURPLET e FONLUPT (1984) apresentam um algoritmo de
reconhecimento dos grafos de Mevniel, em tempae polinomial.
Fste algoritmo haseia-se numa operagio em dois grafos de
Mevniel denominada amdlganc, a qual preserva a perfeigio. No
mesmo  artige, eles anunciam algoritmos para os  dguatro
problemas de otimizacBo usando a estrutura dos grafos de

Meyvniel, mas ainda nfo estio publicados.

ITZ.16. 4. Grafos Separidveis por Clidgques

Consliderando que a operagfo de unir dois grafos
perfeitos através de uma clique maximal contida em ambos, ou
mejs, identificando os vértices da clique. superpondo-os <
coplande o resto dos dois grafos em apenas um grafo
preserva a perfeigio, na procura para aproximar-se da
conjectura forte, parece interessante estudar os grafos que
podem decompor ~se por suas cliques maximals.

Um grafo G=(V.E) & separdvel por cligues se satislaz a

condicfo a) ou b).

a) & tem uma das duas formas biazsicas seguintes:

2.1} Tipo 1: ¥V pode ser particiconade em dols conjuntos

1

«

disjuntos, ¥= + ‘%2, tal que Gw, & wum grafo bipartite

]
CONEMO Com Wig = 3 ., GV? 2 uma clique ¢ =2m &, todo vértice

de ¥V & adjacente a todo vértice de ‘v’z.
a.2) Tipo 8: 6 & um grafo k-partite  completo, para
algum k. Isto &, V= V1+Vz+ N "Mw’k, ‘@'Lﬁ Vj:’: Z ¥ i # j, todo

\%’L & um conjunto independente e para todo 1 # j, todo
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vértice de “{L & adjacente a toda vértice de \r’j.

) & tem uma clique maximal K tal que o subgrafo induzido

G & desconexo & cada uma das componentes conexas dele &

v-k
um grafo separdvel por cligues,

O grafo da figura ((IIX.21) satisfaz a condigdo ).,
conglderands a <clique K= {(b,c,g¥, o subgrafo induzido por
{a,b,e,e. f,97 & do tipo 2 @ o subgrafo induzide por

{b,c,d,g,hr € do tipo 1.

Figura III.21.

Propriedade I11.35:

Todo grafo de Gallal € separavel por cliques.

A inclusfo & estrita, o grafo da figura (ITI.&21) &

separ-avel por cliques.mas nio € de Gallail.
Propriedade II1I.306:

Todo grafo separaével por cliques € perfeito.

GAVEIL (1977) definiu estes gralfoz = desenvolveu um
algoritme de rs=conhecimento e algoritmos para resolver os

problemas do nimero cromdtico & da maior clique, em tempo

polinomial.
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WHI TESIDES {1934) da para eales arafias uma
generalizacio dos algoritmos usados nos grafos de Gallail.,
para o reconhecimento e os gquatro problemas c¢lassicos,
bazeado na  decomposicico do grafo por clicques. Bsta

decomposicio € feila em tempo o).

117.10.8. Grafos Fracamente Triangularizados

Un grafo 6 & fracamenie triangularizado (ou fracamente
cordal) se ele e ssu complemento niEo contem un subgrafo
induzido isomorfo a um cicleo sem cordas com clinco vértices

ou mals.

Ma figura (II1.22), apresenta-se um grafo fracamente

cordal .

&

Figura ITI.22.

Propriedade I11.37:
Todo grafo triangularizado & fracamente triangulari-

zado.
Todo grafo co-triangularizado € fracamente trianguls—

rizado.

Propriedade TII.38:

Todo grafo fracamente triangularizado € perfeito.



HAYWARD (1985) provou a perfeicio destes grafos baseado
num conjfunito separador-esirela dque € um conjunto separador

de @, tal que existe um vértice em € que ¢ adjacente a todos

os outros vértices de .

HAYWARD et alii (19388) desenvol veram algoritmos
polinomiais para os quatro problemas classicos de otimizaco
baseados em outra caracterizagBo dos grafos fracamente
triangularizados. Eles definem um "i{wo—pailr" que € um par de

vértices nlo adjacentes tais que todo caminho sem cordas

entre eles, tem exatamente duas arestas. 0  teorema
fundamental para isto diz que todo grafo fracamente
triangularizado que ndo € una cligue, tem um "two-pair®”. O

algoritme para o problema da malor clique & do nGmero
cromdtico tem complexidade de tempo O ((n+m)n) . Ao aplicar
este algoritmo ao grafo complensnto obtem-se o conjunto
astidvel miximo & uma cobertura minima por cliques para o

grafo.

No apéndice A expoe-se um esdquema com as relagles de

inclusdo entre as diferentes classes de grafos apresentadas.

Mo  apg@ndice II apresenta-se uma tLahela com as
diferentes classes de grafos consideradas e alguns dos
problemas clissicos em grafos. A entrada da tLabela & a
compl exidade do algoritmo para resolver esse problema na
classe de grafos correspondente, s existe um algoritmo
polinonial. Caso contrario, indica-se se o problema pertence

A classe NP-completo ou se esti enm aberto.
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Capitulo IV: GRAFOS INTERSECAO DE CAMINHOS
IV.4. Definicles

Dada uma arvore e diferentes caminhos na arvore, pode-—
se definir varios tipos de grafos inlersecdo de caminhos,
dependendo se & considerado como intersecfo que os caminhos
compartilham vértices ou arestas. Também distingue-se se a
arvore, & portanto, os caminhos, € direcionada ou nZo. Sz &
direcionada, considera-se o caso especial em que a sdrvore &
enralzada, isto &, possul somente um vértice com grau de

entrada zero, o gqual € denominado raiz.

No estudo destes grafos intersecfo, os pesquisadores
tEém dado diversos nomgs as suas classes. Primeiro RENZ
(1970) chamou grafos de caminhos aos grafos intersegdo de
caminhos de vértices de wuwna drvore ndo direcionada,
caraterizou esta classe & deixou em aberto a2 construgcio de
um algoritmo de reconhecimento. Gavril aceitou o desafioc e
desenvol veu primeiro um algoritmo polinomial para os grafos
intersecdio de caminhos de vdriices de uma druore direcionada
enraizada  (GAVRIL,1978), oz gquals denominou grafos de
caminhos direcionades. Logo depols, desenvolveu um algoritmo
polinomial para os grafos de caminhos (GAVRIL,1978). Estes
dols algoritmos baseiam~se na mesma idéia com que ele
demonstrou que os grafos triangularizados sfo os grafos de
interseéﬁo de subirvores de uma Arvore nEo direcionada

(GAVRIL,1974) .

Golumbic e Jamison estudaram os grafos intersecdeo de
caminhos de arestas de una druvore nfo direcionada,
denominando-os grafos EPT. Eles provaram gue o problema de
reconhecimento desses drafos & WA P-completo (GOLUMBIC e
JAMISON,1988b) e mostraram que as classes dos grafos
intersecio em arestas @ em vértices, coincidem no caso onde
todos seus vértices t&m grau 3. Taxmbém provaram dque a
conjectura forte dos grafos perfeitos € valida para os

agrafos EPT (GOLUMBIC e JAMISON,19885a).
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Ao mesmo tempo, SYSLO (1985) estudou a subclasse dos
grafos EPT itriangularizades ¢ provou que esta subclasse & um
subconjunto dos grafos VPT, que s8o os grafos inlersegdo em

vertices.

MONMA e WEI (1986) fizeram um estudo unificado de todos
estes grafos intersecio de caminhos, dando relacBes entre as
diferentes classes e tambdm entre elas e os dgrafos
triangularizados & os grafos perfeitos. Eles apresentam a

seguinte classificacio

U¥Y: grafos intersecio de caminhos de vértices da arvore
nIo direcionada

¥: grafos intersecfo de caminhos de vértices da arvore
direcionada

RDYV: grafos intersecfo de caminhos de vértices da
arvore direcionada e enraizada

UE: grafos intersecics de caminhos de arestas da arvore
nic direclonada

DE: grafos intersecio de caminhos de arestas da arvore
direcionada

RDE: grafos interseg¢lio de caminhos de arestas da arvore

direcionada & enraizada.

Considerando esta classificacgio, oS grafos EPT
correspondem aos grafos UE, os grafos VPT aos grafos UY & os

grafos de caminhos direcionados aos RDY.

Dado que.nZo & possivel, em geral, estudar os grafos UE
em conjunto com as outras classes de grafos intersecfo de
caminhos, define-se uma nova classe de grafos quando a
colecio P de caminhos satisfaz a propriedade de Helly que
diz: Para toda subcolecico P° de P, se PJﬁI%# g ¥ Ptﬂne P

entio mP.= 6.
P,Le:i’Lr

Os grafos UE que satisfazem esta propriedade sZo
chamados graofes UEH. Uma familia de subarvores sempre

satisfaz a propriedade de Helly, logo uma familia de

camnl nhos de vértices também.



Por exemplo, na figura

com os caminhos P‘ﬁ.Pg.

(IV.1) apresenta-se a arvore Tﬂ

,Pﬁ indicados e seu grafo UV

correspondente.
s P T - L&
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Figura IV.1.

Na figura (IV.2) mostra-se a arvore direcionada Tz e

seu grafo DY.

s« P Tz Gz
1 e v, v,
+ P 0I4
2 o |+
e |+
- P o |
=1 06000000 0Wtohtdohtdt
~ P %i mmmmmmm @AAAAAAAE
4 :12
e v A4
8 4
Figura IV.Z2.
O grafo 63 da figura (IV.3) ¢ o grafo RDY da 4rvore

direcionada ¢ enrailzada Tg.
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) o 4
- Py "A@ﬁ x”@ + vcs@/ \@ v
N ol Nt 4

Pcs ~ / \4++ / \\
=@ - & s ov

= P? ?

Figura IVY. 3.
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Na figura (IV.4) tem-se a arvore T4 e seu grafo UE.

Figura 1IV.4.

Na figura (IV.5) apresenta-se a arvore direcionada T5 @

seu grafo DE correspondente.

[- -]
@< QAAAAAAAlzu

P 5
o+
P o+
2 a :{f—
~ P Pl I
2 esaasooabddbdtttf
P

Figura IV.5.

Propriedade IV.1:

Exigtem viarlas relaciBes entre

interse¢cfo de caminhos

a)
b)
c)
d)
e)
)

a)
h3

WY < Cordal

RDY < U¥

Todo grafo intervalo & RDV
(UE M cordal) € UV

RDV = RDE

RDY & DV

DV ¢« wvy

BY « DE

as classes de grafos
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i) DE € UEH

J) UEH € UE

k) DV = Cordal mn UEH

1) (UE m Cordal) = (UE m UY)
m) DE = Perfeito m UEH

n) DE sBo perfeitos

0) UE satisfaz conjectura forte.

As inclusfes em b @& ¢ sHo estritas, na figura (IV.8)
tem—-se o grafo G1 cque ¢ UY mas ni¥o & RDY e o grafo G2 qua &

RDY mas nio & de intervalo.

Figura IV.8.

IV.2. Representaciio pela Lrvore de Cligues

Apresenta-se nesta secfo uma maneira de caracterizar a
Arvore associada a cada uma das classes de grafos intersecfo
apresentadas. Dado um grafo G=(V,E), chama-se € ao conjunto
de cligues moximalis de G. Para um vértice v € V denomina-se
Ev ao conjunto de cligues maxinails gue contém v, T(gv) & uma
subdrvore de uma Arvore T com  vértices ou arestas

correspondentes a 3v.
Propriedade IV.2: Teorema da Arvore de Cligues
a) 6 & cordal se e somente se existe uma arvore T com

conjunto de vértices 8 tal que, para todo v € V, T(ﬁv) & uma

subirvore em T.
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) 6 & UY se & somente se existe uma arvore T com conjunto
de vértices € tal que, para todo v € V, T(%V) & um caminho

aem T.

c) G & DV se & somente s existe uma drvore direcionada T
com conjunto de vértices € tal que, para todo v € ¥, T(@p) &

um caminho direcionado em T.

d) G é RIW se ¢ somente se existe uma arvore enraizada T com
conjunto de vértices € tal que, para todo v € V, T(gv) é& um

caminho direclionado em T.

@) G & UEH se e somente se existe uma arvore T com conjunto
de arestas € tal que, para todo v € V, T(%V) é um caminho em

T.

f) G & DE se o somente s existe uma Arvore direcionada T
com conjunto de arestas direcionadas 8§ tal que, para todo v

e VY, T(%V) & um caminho direcionade em T.

g) & & RDE se e somente se existe uma Arvore enraizada T
com conjunto de arestas direcionadas € tal que, para todo

.Y, T(@v) & um caminho direcionado em T.

h) Se G & UE entioc existe uma arvore T e uma colecifo de
caminhos {PV v & ¥y, tals que dois caminhos diferentes n3o
té&m pontos finais comuns e todos os vértices finais dos

caminhos t8m grau dolis.

As provas desta propriedade s8o feltas com base em um
algoritmo de reconhecimento para o grafo de intersegBo
correspondente. A prova da parte a pode ser consultada em
GAVRIL (€1974), da parte b encontra-se em GAVRIL (1978).
GAVRIL (1878) apresenta a parte d, MONMA e WEI (1988)
desenvolvem as provas das partes ¢, e, . SYSLO (1985)

mostra a parte h desta propriedade.
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Note-se que nfc ¢ possivel caracterizar os grafos UE de
forma similar aos outros grafos de interseciio de caminhos,
nos dquais a caracterizacio € andloga, apeshas & necessiario
ver se os caminhos 8o de vértices ou arestas ¢ se a arvore

& enraizada, direcionada ou nfo direcionada.

A drvore T que satisfaz a propri edade (IV.2) para um
grafo G dado, denomina—-se drvore de cligues ou druore
carocteristica de @G Esta 4arvore tem o menor nimero de
arestas possivelis, pols a familia de caminhos nZoc contém
nenhum caminho dque seja subconjunto de aoutro elemento da

familia.

1V.3. Decomposicio por Cligues Separadoras

Dado um grafo conexo G=(¥,E), unma clique maximal K de G

& um separador se o subgrafo induzido G‘v ¢ desconexos. O

separador produz © dgrafo GV_K que tem pelo menos duas

componentes conexas. Sejam Vi. \iz. PN %’5. s = 8, os
conjuntos de vértices das componentes conexas de Gv— » entio
¥V fol particionado por K nos s+i conjuntos Vﬁ, Vz, cee Vg
e K, & diz-se qgque K separa & nos s subgrafos induzidos
G\ﬁ U gt com i= 1.2, ... 8. BEste processo pode repetir-se em
cada um dos subgrafos GVL U e continuar até que nenhuma
componente conexa dJderada tenha um separador. Os grafos
conexos dque niEo L&8m separador denominam-se diomos, por

exenplo qualguer grafo completo e qualquer ciclo ¢ um atomo.

Para representar a decomposicio de ¢ por suas cligques
separadoras, constrdi-se uma arvore Tca com raiz G, os nds

filhos de G sfHo os subgrafos 6 s 1= 1, 8, ... , =,

Vi U

Repete-se este processo de construgio considerando cada um

dos GV" U g COmno raiz de uma subirvore se o subgrafo tem
L

separador. Continua-se desta forma até que todas as folhas

de TG sejam dtomos.

A partir da drvore "E‘(3 pode-se construir novamente G,

pols V=K+V1+Vz+ ..k VQ e todos os subgrafos GVi. U K s8o
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induzidos, logo preservam as arestas de €, sendo somente
necessario fazer a unifo dos nds filhos através da clique
que os separou e @stid contida em ambos, superpondo a clique

e conservando o resto de cada um dos subgrafos.

Um processzo para determinar a decomposicio por cliques
de um grafo pode ser realizado em forma recursiva, como &

dado no algoritmo (IV.1).
Algoritmo I1V.1: DECOMPOSICAO POR CLIQUES

sDado G

age G € uma clique entdo devolver G & um Atomo

acaso conirdrio efetiuar
sdeterminar o conjunto 8={c1, ... .cr} de cliques
maximais de &

schamar o algoritmoe DECOMP (G. 8)

Algoritme IV.2: DECOMP (G, €)

eDados G, 8 e r=|8|
o= O
ol= 1
senguanto K nfo seja separador @ i £ r efetuar
K=
1
si= 1i+1
ege 1= r+4l entdo devolver G ¢ um Atomo

scase conitrdrio efetuar /ti ¢ separador de G

sdeterminar as componentes conexas AL de
G-K
spara j= 1, ... ,8 efetluar

sdaterminar gf{cliques de G que estio em Gf
spara k=1, ...,1-1 efetuar
sge ¢ & 8 entdlo E= € —-{c >
k J J J k
o €j= gj—{ K>
schamar DECOMP(G%.%R
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A determinacfo das cliques maximais do grafo pode
fazer—-se em tempe O(nmr) com o algoritmo de TSUKIYAMA et
alii (1977).

O grafo da figura (IV.7), tem as cliques maXimais ¢~
{a,b,er, c,= {b.de> @ cg= {bh,c,d>. K= <, ¢ uma clique

separadora gerando os subgrafos Gi =) Gé'

Figura IV.7.

Propriedade IV.3:

Ten-se quatro propriedades das cliques separadoras, as

quais obtem—se diretamente da definig¢io:

a) Dada K uma clique maximal separadora de @, K n8o &
separador de nenhum GVL U
b) S uma clique maximal € de G nfic & separador de G, entio
¢ n8o ¢ separador de nenhum GViiJ "
¢) O conjunto de cliques maximais de G é a unifio das cliques
maximais dos @ » Para i= 1, 2, ... , =.

Vi Uk

dl K ¢ uma clique maximal em cada G o’ qualquer outra

Vi U

clique de G estd em um & somente em um dos subgrafos GViLJK'

GAVRIL (1977) utilizou a decomposicfo por cliques para
determinar o numero cromatico & a maior clique de grafos

separiveis por cligques.



103

E possivel caracterizar os Adtomos de alguns grafos

intersegiio de caminhos, através de multigrafos.
De finicdio IV.1:
Uma drvore-estrela ¢ um grafo bipartite conexo, onde um

dos subconjuntos de vértices contém somente um vértice. E

comum representd—-lo na forma da figura (IV.8).

@

Figura IV.3.

Propriedade IV.4: Teorema dos Atomos

a) Os grafos linha de multigrafos s8co exatamente os grafos
UE com representacfoc numa 3srvore caraclteristica que € uma
Adrvore~estrela. Todo aAtomo UE tem representagfo numa &rvore-

estrela.

) Oz grafos linha de multigrafog livres de Lrifngulos sZo
exatamente os grafos UEH, cuja &arvore caracteristica & uma
arvore-estrela. Todo dtomo UEH tem uma representagiio por uma

Arvore—aestrel a.

c) Os grafos linha de multigrafos bipartite s8o exatamente
os grafos DE com representacifo em arvore—estrela. Todo Alomo

DE tem uma representacio numa arvore-estrela.

d) Um grafo que consiste somente de uma clique maximal ou de

duas cliques maximals gque se interceptam, ¢ um grafo RDV.
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Todo Atomo cordal consiste de uma clique ou de duas clicues
que se interceptam. A Arvore caracteristica destes alomos &
um vértice ou dois vértices ligados por uma aresta,

respectl vamente.

Com isto, Lem-se que os dtomos de grafos UE, UEH, DE e
cordais, produzidos por uma separa¢cio do grafo através de
cliques maximais, podem ser reconhecidos de forma eficiente.
Este fato, Jjunte com uma caracterizagfo dos diferentes
grafos em relacfo a sua decomposi¢io por cligques maximais,
d¥o a idéia para um algoritmo de reconhecimento dos grafos
intersecfo de caminhos. A caracterizaclo seri dada a seguir
no teorema de separacio, mas antes ¢ preciso dar algumas

defini¢les.

De finicdico 1IV.2:

Seja K uma clique maximal que separa G em Gi.= GVi. U K

para i= 1, 2, ... ., s.

Unma clique maximal € que intercepta K, mas C # K, &

chamada cligue relevantie.

Duas cliques relevantes Ci =) C2 s80 sollas se
(CN K n (Cn K) =B. Denota-se C | C_.
i 2 4 2

C domina € se (CnK) € (Cn K). Denota-se C 2 C_.
1 2 2 1 4 z
Cﬂe (‘:g sfo aniipodais se elas nfFo sfo soltas ¢ nenhuma

delas domina 2 outra. Denocta-se Cﬁé——% Cz'

Dois subgrafos filhos 64. e G2 s¥o solios se Cil C‘.z L4 (:'1

em G = ¥ C em G . D@nata—seG[G.
4 2 z 1 2

Gi domina Gz se eles s8o soltos e V C1 em G::. tem—-se ou

C=0 $C em & ouCIC Y ¢ em G . Denocta-se G = G .,
4 2 2 2 ] 2 2 2 1 2

Gi = G‘a2 s83a um par anitipodal se eles nic sfo solios e



105

nenhum deles domina ao outro. Denota-se 614—-» Gz'

Gi. ¢ um subgrafo vizinho de v € K se existe pelo menos

um vértice em V., que seja adjacente a v.
1

Propriedade IV.5: Teorema de Separacéo

Seja K uma clique maximal de G que o separa em Gs.’
Gz’ .. .Gscom sz 2.
a) & & um grafo DV se e somente se cada Gi € DV @ na 4rvore
caracteristica os Gi. podem ser 2-coloridos de {forma tal
que, para nenhum par antipodal os dois elementos L8m a mesma

car.

b) 6 &€ um grafo DE se e somente se cada G,L ¢ DE e os Gi.
podem ser 2-coloridos de forma que em nenhum par antipodal

os dols elementos tenham a mesma cor.

c) G & um grafo UEH se e somente se cada Gi, ¢ UEH e os GL
podem ser 2-coloridos de forma tal que, para nenhum par

antipodal os dois elementos tenham a mesma cor.

dl G &€ um grafo UY se e somente se cada Gi. & W e os 6

L
podem ser coloridos de forma que, para nenhum par antipodal

og dois elementos L&m a2 mesma cor & para cada v € K, o

conjunto de subgrafos vizinhos de v € 2-coloravel.

@) G & um grafo RDY zse e somente se cada G.L & RDY e os G,L
podemn ser colorlidos de forma que, para nenhum par antipodal
og dols elementos LEm a mesma cor & gque numa cor todo
subgrafo tem uma arvore caracteristica RDY enraizada em K e
na outra cor nenhum par de subgrafos s8o soltos e todo
subgrafo (com possivelmente uma excecZo) tem uma Arvore
caracteristica enraizada numa clique relevante. O subgrafo
excecio, se existe, ¢ dominado por qualquer outro subgraflo
da mesma cor e bLem uma arvore caracteristica RDY na qual o

vértice K tem grau de saida zero.
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f) G & cordal se e somente se cada Gk ¢ cordal.

g) G € um grafo cordal e UE se ¢ somente se cada Gieé cordal
e UE = os GL podem ser S-coloridos de forma tal que, para
nenhum par antipodal os dols elementos 8m a mesma cor «
para cada v € K o conjunto de subgrafos vizinhos de v £

2-coloravel.

Um algoritmo de reconhecimento para oS grafos

intersecfo de caminhos &:
Algoritmo IV.3: RECONHECIMENTO GRAFOS INTERSECAO DE CAMINHOS

oDado G=(¥.,E)

sobter uma Arvore TG de decomposicio por cligues
avaerificar quais os atomos que satisfazem o teorema dos
Adtomos

sverificar se cada separag¢fo na decomposicio satisfaz o

teorema de separagio.

Para verificar as condicBSes do teorema de separagio,
este passo pode fazer-—se na seguinte forma:

Determinar as cliques maximais dos subgrafos.

Decidir antipolaridade entre todos os pares de cliques

maximais.

Declidir antipolaridade entre subgrafos.

A complexidade do algoritmo de reconhecimento sera:
passo 1 € executado pelo algoritmo (IV.1) em tempo ©(nmr), o
passo 2 pode seér realizado em tempo polinomial. O passo 3
deve ser realizado no maximo n vezes, pols em cada separag3o
hd no maximo IVI subgrafos. Logo, a complexidade dependeria
da dificuldade para verificar o tLeorema de separa¢cfo em cada

tipo de grafo.

O teorema dos atonos did uma caracterizacZo somentle para

o Atomos de grafos UE, UEH, DE e triangularizados.
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Congiderandes o fato de que a classe dos grafoz DV & a
interseclic dos grafos triangularizados e os grafos UEH,
também € possivel a caracterizacfo para estes grafos. Com
isto, © algoritmo geral de reconhecimento fica totalmente
explicitado para grafos destas classes. Para os grafos UY e
RDYV s3¥o considerados oz algoritmos desenvaolvidos por Gavril,

as quals s8o polinomiais no tamanho do grafo.

iVd., Reconhecimente de Grafos InterseqfSio de Caminhos
IV.od.i. Grafos UY

A cada clique maximal de 6 estd asssociado um vértice
de T. A idéia do algoritmo & construir esta arvore com um
processo iterativo. Ele comega com uma Arvore Ti sem
vértices. Em cada passo contrdél-se ‘l‘mﬂ_:1 a partir de Tm
acrescentando vértices de T ainda nZo considerados e
constrdi —se os caminhos caracteristicos que satisfazem as
condl¢Bes do teorema da arvore de cliques. Para isto, é
aproveitado o fato de que se G & UY ento ¥V v € V¥V, o
subgrafo induzido por {v)> U Adj(v) & um grafo intervalo.
Além disso, como todo grafo UY & cordal, o algoritmo

primeiro verifica que o gralfo de interesse seja cordal.

0 algoritmo pode escrever—-se em forma geral, da

sequinte maneira:
Algoritmeo IV. 4: ALGORITHMO GERAL RECONHECTIMENTO GRAFOS UV

sDado G=(V,E) e n=|¥]

sge G n¥o & cordal enido devolver ¢ nio & UV

scaso contrdrico efeluar
edeterminar conjunto de cliques maximais de 6
sassoclar a cada cligue maximal um véritice em T
spartir com um vértice v qualquer
aT1= @

om= 1
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senguanto tiver vértices de T a acrescentar a Tm
& fetuar
sconstruir o caminho associado de ¥
agse nfo for possivel entdo devolver
G n3o & UY
sconstruir T a partir de T e v
m+d m
am= m + 1

edevolver G ¢ grafo UV com arvore caracteristica Tm.

Para detalhar mais os passos do algoritmo e as
condiclies que devem satisfazer os caminhos caracteristicos
para gque © grafo seja UY¥, & necessirio dar algumas

definicBes ¢ estabelecer umas restricles.

De finicélo ITY.3:

B= {ci,cz. “. .cr}. conjunto de cliques maximals de 6.

8= {E;,cz, - .E;}. conjunto de vértices da &rvore

caracteristica T.

Todo ¥ € B estd associado a uma clique ¥y € 8, todo v &V

ezstd associado a um caminho v em T.

Para tode v & ¥V define-se:

gvz{c & B87v & ¢¥, vonjunto de cliques maximais de & que
contém ao vértice v, Vv={v} U Adj (v), Gv= GVV, subgrafo
induzido por VV. Tem—se que ﬁv ¢ exatamente o conjunto de

cliques maximais de G . @;={E e 8/ v ecr.

No passo m tem—se:

T = Arvore no passc m, % ={vértices de T >, V.= U a ,
m m m m
_ _ a & Bm
G = 6, subgrafo induzido por V . C=8n§g.

m vm A v m

A={a e ?—gv / a & adjacente em T a um elemento de

¥ & e A define-se:
BE=be & rbnawg>> U=(hep ¥ HE'eB: (b' a)
o, _V o, o q

S (b a)r, ﬂa= Bd— Ua'
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A={a e A-3b, beBtal que (bn a) N (bh.N a)=g >.
) 1’ “z2- Ta 1 2

A={ae A -U=0e b, b’e B tal que (b Na)n(b nNa)=0>.
z a 1 2 a 1 2

A=(a e A U=0e b, b’e B tal que (b na)n(b Nna)=0>.
3 a 1 2 a 1 2

Z={a & fm—Ev/ a & adjacente em T a um elemento de EV}.

H= G(A,Eh) onde Eh:{(g.g) / tem—se (a) ocu (b))} com:

(2) (anV) €S bnVY), (bNVYV) € (anV) e3 ueanbny
LY v v v N
tal que |[8n € | > 1.
u A4

(b) a € 2, bnVvV) s@anvVv)eduesanbnV, tal que
leng | > 1.
u AT

A= @ ,B ., ... .2
N * K
e A .
3

Para a, b € A tem—se um caminho em

ea=>5b, k21, tal que V1 =i = k-1

H:
K 2,

Se k & {impar, ent¥o a e b estfo em relacZo ala,b), se k

é par, ento a e b estfo em relacZo ff(a,b).
Para todo a € A : b = tnico elemento de U .

4

Para todo a e 2: b = ponto unifio de a com Tm(Ep).

P=<<U, U) ~aeA>.
2 [} (<} 2

P=Cbh 2>, U), Kh> T) 7 ce A, 3a € AU Z: ala,c),
3 Q. Cc [+ Cc 2 4

be UZ.

[« 3 <

P= {({b>, U), b3 U) / ¢ @ A, a2 & AU 2Z:
c o =] 2 LS

P=4{(b>, 8ng) ~aeZ usanhb.
5 a u v a

Q=Y ,T>»,<u > a3, ce A: ala,c)>.
4 o a o (=3 4
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O={(KY , TU>,<u, > ~a, ¢ € A: Rla,c)>.
2 o o =1 [=] F4
0= {(K<b >, U>,<<b3>, U») ~ ¢ € A, a € AU 2Z:
3 [} =] =) =] 2 1

afla,c), ba U 3.
a =]

Q= {K<b >, U kT ,<b3>) ~ ¢ € A, 3a € A U Z:
4 [} o o [=% 2 4
£pla,c)r.

Para todo a e A, Ha, subgrafo de H com conjunto de

vértices ¥ u={§} u<<b e A b é atingivel a partir de 3 sé

H
com vériices de A, & bipartite: v, = M+ N_com a e M.

Ha
Dado v &€ ¥V, a = %';V @ GV com caminho caracteristico p,
u S a: p(ﬁuﬁ E?V) subcaminho de p com vértice em Euﬁ %V,

Fip.a)= {p(%"uﬁ ‘é’v) AU & an V‘v}.

Ohservacio IV.1l:

Mags definig¢lies feitas para desenvolver o algoritmo

tem-se as seguintes interpretacBes:

O conjunto A corresponde s cliques maximais de 6 que
contém o vértice v corrente & que j4 foram incluidas na
arvore.

c, sEo os Vvérlices da 4rvore associados as cliques
maximais que cont&m v e que ja foram incorporados a ela.

Ba sBa vértices da 4rvore atual, cujas cliques
associadas cont®&m v e interceptam a clique a.

Os elementos (%,y) dos conjuntos Pi.’ i=1, & ... , s,
s8Ho tais, que no caminho caracteristico, todos os elementos

de x devem estar 2 esquerda de cada um dos elementos de y.

Os elementos (KX,y>,<zZ,w>) dos conjuntos Q. i=1, 2, 3
e 4, s3o talis que, no caminho caracteristico, todos os
elementos de % devem estar a um mesmo lado de todos os
elementos de ¥ (todos a esquerda ou todos 2 direita) e todos

os elementos de z devem estar do lado contraric (que estZo
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os elementos de ¥ com respeitc acs de ¥) de todos os

elementos de w.

Para todo a € A, existe um Unico caminho minimal em T,

que liga a com p, denotado s(p.a). Se a « A, entEo existem

1
deve estar a um ladeo de s(p.a) e bz deve estar ao outro

bie b2 =] Ba tais que (biﬁ a)ﬁ(bzﬁ a)= ©B. No caminho p, b

lado. Se a3 = Azu Aa. entfo todos os elementos de Ba devem

estar a um mesmo lado de s(p.a).

Se a e c € A s5o adjacentes no grafo H, entZoc s(p,a) #
s(p,c). Caso contriario, com a exist@&nclia de a(a.c), s(p,a) =

s{p,c) @ de fla,c), s(p,a) = s(p,c).

Se a & A1' ent3o o Unico elemento de Ua ¢ o Unico ponto
final comum para f(p.a). Se a € A2° o ponto final de p(Ua)D
que é diferente daquele que une p(ua) e p(ﬁa), ¢ o Unico
ponto final comum para f(p,a). Se a < Ag » entfo os dois

vértices finais de p(Ua) s80 pontos finais de f(p.a).
SHo estabelecidas as seguintes restricBes:

a) Para todo 3 € A: IUQI = 1.

b) Se 2 Ai, entZo lUd] =1 @ Bq contém Eie Eé tais que,
¥Yb e Ba~ LB‘:t tem-se (b " a)E(bin a) ou (b N a)E(bzﬁ a) .

c) Para todo a, ¢ € A: afa,c) e p(a.c) nZo ocorrem

simul taneamente.

Para todo 2.c & AE: se ola,.c). entio ba# hc,
se f(a.c), ento b = b .
. [+ 8 [24

Para a & Aa ec e Z2: se ala,c), entBo baﬁ b,

c
se f(a,c), entFo b = b .
o <

d) Para a e AUZe c e A, se fila,c), entZo b e U
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Algoritme IV.5: RECOMHECIMENTO GRAFOS UY

sDado G=(V,E), n=|V|
age G nBEo & cordal entdo devolver G niic & UY
soaso conirdrio efetuar

sdeterminar &= {E;, ... .E;}

opara i= 1, ... .n efetuar

sdeterminar EV_L——- {cke € - V,Le ck}

scontrulr VV.= v > U Adj (v)
A A 18 L

sconstruir gi:{ck e ck = gVB

am= 1
senguanto ?mz g efetuar
age m= 1 efetuar
sescolher v & V qualdguer
o = &
A's h's
ch= & - &
A's
scaso contrdrio efetuar
sescolher v & V¥ tal dque ?mﬁ
Z c B
aC = &M &
A's h's m
sdeterminar A

B& O e

A4

spara lodo a € A determinar B, U, U
[« X (<9 q,

adeterminar Ai, Ag, Aa, Z, H, relagBes o

e f3

LY==l al guma das restricBes

nio s

verifica entdo devolver G nio ¢ grafo UV

spara todo

a
apara todo a € Z determinar b
P

P F P WP 0,0,

sconstruir
5
oP= U P,

L=4 U
<4

oQ= U O

L=1 1

epara todo (,y¥) & P efetuar

e A, determinar ba

Q. Q,

sge (y.x) & P entdlo P= P U {(y,x%)>

spara todo (Kx,y>.{z,w>) & Q@ efeluar
ad= Q@ U LKz, w> <, ¥v>), Ky, 2> ,<w,=z>),

(<sz> t<YpX>)}

edeterminar §;= grafo complemento de GVV

sconstruir p com algoritme (IV.8)
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sse n¥o for possivel entdo devol ver
G nio & grafo UV

o= T
tezoemes. —m—
ap= T (8‘[)
o= {w € § - ?; / w adjacente, em T, a

elementos de p>
opara todo a & X N (AU AU 2) efeivar
cddeterminar H, M, N
= o e} L=}
sgubstituir Tm(cv) por p usando o algo-—-
ritmo (IV.7) sdevolve T .~
mtd
am= m+i
asdeterminar &
m

sdevalver & & grafo UV com drvore caracteristica Tm

A complexidade deste algoritmo é o (n*) .

Algoritmeo IV.6: CONSTRUCAO DO CAMINHO P

aDacda —Gz(v »E )p T , P, Q, CV

h's v m

0E1= E2= E3= R= &
spara todo (u,w) < E; efetuar
ese 3 a, ¢ e E; tal que u € a,w € ¢ & W estid A&
esquerda de u em Tm(E;) entfio efetuar
sapara i= 1, 2 .3 efetuar
°EL E:‘,_u{u I 24
seniguanto existirem arestas de EV nfo orientadas efeiuar
cescolher (u,w) € EV tal que U — w & Ei =
W ot U & Ei
epara 1= 1, 8, 3 efeluar
oEi_= Ei.u {u — w3
eenguantio acrescentar arestas a Es efeluar
sanguanto EB# 2 efetuar
s@gcolher § —r U & Ea
spara toda (u,w) e E; nfFo orientada tal
que (s,w) & EV efetuar
sge W — U & B, enido efetuar
opara 1= 1, 2, 3 efetuar

°EL= E_Lu{w ey UL
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epara toda (s,1t) e E; nf¥o orientada tal
que (t,u) « E; efetuor
cEe & —3p L & E1 entdlo efeluar
apara i= 1, 28, 3 efetuar
oEi= ELU{S — L3
nE3= Egm g =3 ur
s @NQUanto E2# & efeiuor
segscolher U — w & Ez
epara todo (x,¥) € P tal que 3 ue a e ¥,
websY efetuar
oR= R U {(X, )2
aP= P-{ (%,¥)>
oE2= Ez— {u —s wr
spara todo (Kx,¥,.<zZ,w>) € Q tal que
(¥.¥) € R efetuar
oR= R U {(w,z)7>
Q= Q - (KX, ¥y>.,<Z,w>)>
eoge R # @ entdo efetuar
sescolher (X.,¥) € R
apara tode (u,w) & ﬁ; tal que
ueseacei webel efeiuvar
oS@ U —p W & Ei entfo efeluar
spara i= 1, 2, 3 efeluar
nE,,.‘-E,,_U {a — wr
oge existe (u,w) < Ev tal que U —» w, W — U & E1
entdo devolver p nfo pode ser constrilde
epara todo (X,¥) € R efetuar
spara todo a € ¥ e todo b € ¥, a deve estar 2
esquerda de b em p
« devolver p.

A complexidade deste algoritmo & @(ng).

Obeervacido IVY. 2

Em cada passo do algoritmo, 51 contém as arestas ja
orientadas de @;. Eg contém as arestas As quais sera
aplicada a regra de orientagfio transitiva, R contém pares de

subconjuntos (X,¥) de 8, tais que todo elemento de %X deve
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estar a esquerda de tLodo elemento de ¥ no caminho
caracteristico e Ez contem as arestas orientadas pelas

quais sf8o determinados os pares do caminho com relacio a R.

Algoritmo IV.7: SUBSTITUIGAO DE CAMINHO

oDado T, p. p, X. Ha. 2 Aip Az
sapagar de T o caminho p e as arestas incidentes a
ele ¢ substitui-lo pelo caminho p
spara todo a € X N 2, ligar a com o elemento de p que o
liga com T
epara todo a € X n (Akﬁ A), ligar a com © Unico ponto
final comum de ¥ (p,a)
epara todo a € X N (Aaﬁ AN Z) efetuar
epara tode ¢ € X n M ~ <a», ligar c com b_
espara tado ¢ & N Na. ligar ¢ ao ponto final de
p(U;) digtinto de ha
a¥= ¥ - (Mﬁu N;)
senguanto X # @ efetuar
ese 3 2 € X tal que um ponto final de p(Ua) esta
ligado a ¢ &€ X comc Nn an Vv# @ entéio efetuar
spara todo d € X M Na. ligar d a bc
epara todo d € X n M, ligar d ao outro ponto
final de p(Ua)
o= X ~ (MU N)
acaso conlrdrio efetuar
sescolher a & X
spara todo d € X N M, ligar d a um ponto
final de p(Ud)
apara todo d € X N Nﬁ ligar d ao outro ponto
final de p(Ud_)
epara todeo d € X N Na ligar d ao outro ponto
final de p(Ua)
o= X - (M U N)

sdevolver T.

A complexidade € ©(n).
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O grafo da figura (IV.9) tem as cliques maximais
c = {v , v v.¥, c=<v, v, v> e c= v, v, v>r. A
i 2 a, 4 2 2 4 5 3 iz 5

arvore caracteristica teri trés vértices E;. c, e c . HNo

3
primeiro passo do algoritmo seleciona-se o vértice E;, logo
ele & ligado com E; e finalmento Eé & ligado com E; A

arvore caracteristica T ¢ dada na mesma figura (IV.9).

G T c
[}
] p1
e +
43 pg
< 11 P
Cznei 3
~~ i + ~~
~it P@
|+
~ 4 3¢
- g+ Pg

Figura IV.9.

I¥.4.2. Grafos REDV e RDE

O algoritmo de reconhecimento para estes grafos &
andlogo ao algoritmo para grafos UY, levando em considerac¢do
as diferencas entre as duas classes de grafos e entre suas

Arvores caracteristicas.

Considerando que todo grafo RDYV € cordal, o algoritmo,

ao comegar, verifica que o drafo de interesse seja cordal.

A idéia do algoritmo €. assocliar a cada cligue maximal
c de G, um vértice € na arvore caracteristica T e construir
esta arvore em forma iterativa, a partir de um vértice rai=z
& da Aarvore 'K"1 que contém apenas este vértice. Em cada
passo, constrdi-se Tm+1 a partir de Tm. examinando os
possiveis vértices de T a acrescentar a Tm & determinando as
arestas correspondentes de tal forma que satisfagam o
teorema da 4arvore de cliques. S22 em algum passo, nfo &

possivel canstrulr esta subidrvore de acordo com as
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restric8es do teorema, ent3o o grafe nfEo ¢ RDYV. Qutra
condigio de parada ¢ se nenhum vértice pode ser raiz para

construir a arvore, neste caso o grafo também nZo & RDV.

O algoritmo pode ser escrito da forma geral seguinte:
Algoritme IV.8: ALGORITHMO GERAL RECONHECIMENTO DE GRAFQO RDYV

aDado G
sge G nio ¢ cordal entdo devolver G nSo & EDV
acaso contrdrio efetuar
sdeterminar conjunto de cliques maximais de 6
cassociar a cada clique maximal um vériice em T
scomecar com um véritice ¢ como raiz
o=l
senguante tiver vértices de T a acrescentar a Tm
efetuar
sconstruir Tm+i se & possivel
sge nia for possivel entde comegar com outro
vértice como raiz
am= m+l
sge nio tiver mais vériices para ser raiz e nenhum
deles & viavel entdo devolver G nio & RDY
scase conirdrico devolver G & grafo RDY com arvore

caracteristica T .
m

Para explicitar mais o algoritmo e as condigles que a
Arvore caracteristica deve satisfazer, sZ0 necessiarias

algumas definicles e desenvolver a construcfo dos caminhos.

De finicdfio IVY. 43
Mo desenvol vimento do algoriimo, considera-se:

3={c1,c2, ce ,cr}. conjunto de cliques maximais de G,

?={Ei,c2. . .Er}, conjunto de vértices da arvore T.



ii8

Todo %z € & estd associado a uma clique maximal x € &,

todo v & V¥ estd associado a um caminho v < T.

No passo m do algoritmo tem—se:
Tm drvore caracteristica no passo m, §%= {vértices de
Tm}, J= A{vértices de Tm a partir dos dquals & possivel
continuar a construgio de twﬂ}'

Dado x  I:
A= = <be8& 08 = gm, bNnx =, ¥Vae ?m sucessor de X
em Tm: a Mm% =& e bnx ¢ maximal no conjunto
{aMnx/ a & g—ﬁm} ¥
Partic®o de A—: A- = A+ A+ ... + A , tal que a e b
® X i 4 =3
= b (M %, para algum i

pertencem h mesma classe At s a M %
com 1= i% s.
Para cada classe A subconjunto de A; e para cada
Z- (BUA) »bna # oo

m % J

—k Kk o &
=] Ak. define-se Dj ={h =
Para a subarvore Tm tem—~se as seguintes restricles:

O= elementos de Ak U {x> formam um caminho direciocnado
Deve-se verificar que V a &

i, 8, ... , s.

P> Ppara k=
A ,bDeA comk #k: anb=g
ki1 kz 4 2
b) Para teode b e T que nZo seja predecessor de ¥ e todo
a e Ak com k= 1, 2, y S, deve-se ter a N b = 9.
<) Para todos a?i. a%ze Ak com k=1, 2, r 5, deve-se Ler
que Y b e D?iﬁ Dgz: g (aﬁiﬁ b) € (atzﬁ b) ou que V¥ b
% < (a’; M b).

= DF e D% : =3 (a. N b)
j1 jz j2
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Consitruciio do Caminho P

Seja ftsmk o subconjunto de B, due conterid apenas

elementos de A, p =C(a" , ) » 3be D'haD" tal que
, —x k k it iz 4 iz

(a.in b)c(a)

J J )

2r‘t&:;)} e os elementos de D:fs,ﬁ D}sz s80 sucessores
e —)e ] —
de a, e de a,_, logo a deve ser predecessor de a, em p, .

hE! i2 Ji iz k

k

—k
(a’ , .
Ji

Se
i

P, uma reta da esquerda a3 direita.

Elf) e P. entfo (3%, a°) & P . Considera-se
i2 k j2 k

Seja Gk o subgrafo de G definidoe por Vk= Uec , para
csAk
cada v € V: A:= {a e A /v e ad, T(.&;) deve ser um caminho

direcionado em Ek’ logo Gk deve ser o grafo de intervalo da

ffamilia F‘k= {T(A:) S oe V.

O problema ¢ determinar uma representacfo por inter-—
—l
valos para 6. tal que ¥ (aja’

5?2) € P, o intervalo
associado a Ej‘i deve estar a3 esquerda daquele de 5?2. Para

isto, determina-se uma orientac¢fo transitiva do complemento

de Gk’ na seguinte forma: para v e w adjacentes em @-k talis
k k s ]

que u € a, , v € a,_ e (a, a.) € P, orienta-se u — v.

it jz AE! i2 k

S¢ nEo for possivel obler esta orientacfo entfo ndo &

possivel construir P,.- Obtida a orientacfio transitiva de @k,

obtém-se uma representacio Fk por intervalos num conjunto
linearmente ordenado L, tal que se a5, ae A e (a%,3%)

k i, iz k it j2
estid em Pk’ entio o ponto associado a :aj1 esta A esquerda do

—le
ponto de ajz &m Lk'

Seja E’;i, 5‘;2, cee s EE;K a ordem dos elementos de A emn
: ; - - . = =l
Lk‘ da esdquerda & direita, entio P, & o caminho a, — a.,
—x o 3
—_— ... ajx-: e estd agregado a Tm pela aresta % — aji.

O algoritmo de reconhecimento para os grafos RDY &:

Algoritme 1IV.9: RECONHECIMENTO GRAFOS RDY

sDado G=(V,E)

sge G nfo ¢ cordal entdo devolver 6 nfo & RDV
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scaso conirdrieo efeliuar

asdeterminar 8= {ci. . .cr}
afazer B= {Ei. e E;}
al= O

sgnguanto I < r e possa existir 4rvore caracteristica

com raiz Ei efetuar

eli= i+1

am= 1

oseja Eia.raiz de T_

n8m= {Ci}

aJ= {Ci}

esenguanto Emﬁ € efetuar
sascolher x & J
sconstruir AE
cse A§= & enidlo efetuar

of = 8
wtd m

aT =
mtd m
QJ: J - Loy
am= m + 1

scaso contrdrio efeluqar

aparticionar A§= Ag’ e A
apara todo k=1, ... ,s efetuar

apara todo A° e A efetuar
ndeterménar DF
o nio se verificam aé condi¢@es para
T entdo devolver #A srvore com raiz El
scaso contrdric efetuar
spara todeo k=1, ... , s efetuor
sconstruir caminho P,
ose niEc & possivel entdo
devolver & nfSo & RDV

a < =<
T TU<(p 15k < s

m+d
B = B U A-

mta m x
eiti= m + 1
«T =T

m md

oJ= J = (x> U Az
sdevolver & ¢ RDY com arvore carateristica Tm

sdavolver & nio & RDV.
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O reconhecimento do grafo cordal € feito em tempo ©(n),
a orientacfo transitiva em tempo ®(ns) e o numero de cliques
maximais em ©(n). Logo a complexidade do algoritme de

reconhecimento de grafos RDV & o (™).

Para o grafo da figura (IV.9) tem-se que ele & um grafo
RDV com a arvore caracteristica T dada na figura, obtida a
partir do algoritmo (IV.9) para o reconhecimento de grafos
RDY.

O grafo & da figura (IV.10) tem as cligques maximais
ci={v2. vg}, c2={v;, vz}, cg={vi, vé}, éz{vg, VE}, c5={v1,
vg} =1 cﬁﬂ{vﬁ. v7}. A drvore caracteristica tem o conjunto de
vértices &= {ci. Cos on- » cd}. No primeiro passo do
algoritmo (IV.9) ¢ selecionado Ei como ralz & seu sucessor
imediato Eé. No segundo passo, obtém—-se um caminho
direcicnado a partir de E; que contém E; e Eg, sende que
nenhum destes dols vértices € predecessor do outro. Depois
obtém-se um caminho direcionado a partir de Eé que contém E;
e finalmente um caminho direcionado a partir de ¢, due
contém E;. A Arvore caracteristica T & dada na figura
(IV.10)

34

oK

v v v v v v
U & w

&

q?
]

Figura IV.10.
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IV.4.3. Grafos DV

Un grafo DV € o grafo interseclo de um conjunto de

caminhos direcionados de vértices, numa arvore direcionada.

A drvore caracteristica T de um grafo DV & uma Arvore
direcionada, tal que cada vértice v, de &G estid associado a
um caminhe direcionado p, em T e cada vértice de T

corresponde a uma clique maximal de 6.

Ao separar G. por uma das suas cliques maximais K, nos

subgrafos G;= para i= 1,2, ... , s, tLem-se pela

Sy’
propriedade (IV.5), que & ¢ um grafo DV se @ somente se cada
G% & DV e, na 4rvore caracteristica, os G{'S podem ser
2-coloridos de maneira que em nenhum par antipodal os dois
elementos Lt&m a mesma cor. Esta separacfo de 6 pela clique K
produz a divis¥fo da sua arvore pelo vértice k associado a K,
em varias partes. Os subgrafos na separaclSo podem ser
clagssificados em dols grupos, dependendo se a parte da
arvore onde eles estio localizados, tem uma aresta ligando o
vértice k. Dois subgrafos antipodais devem ficar em grupos

diferentes.

Para fazer o reconhecimento de acordo com o processo
geral apresentado no al goritmo (IV.3), & necessario
caracterizar os atomos destes grafos. A propriedade (IV.4)
nZo di uma caracterizaclo deles, mas observande a parte k da
propriedade (IV.1), tem-se que um grafo DV & cordal e UEH.
Logo, da propriedade (IV.4), deduz—se que um dtomo DV deve

ter somente um ou dois vértices ligados.
Com isto o algoritmo de reconhecimento fica:
Algoritmo IV.10: RECONHECIMENTO DE GRAFOS DV
sDado G

sdeterminar as cliques maximais de G

sdeterminar Ta arvore de decomposic®o por clidques de &
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sdeterminar as cliques maximais que permanecem em cada

subgrafo gerado

sdeterminar a arvore caracteristica de cada subgrafo

sverificar que cada dtomo de TG ¢ cordal e UEH

«se algum Atomo de TG nfo € cordal ou n¥o &€ UEH entdo
sdevolver G nio & DV

sdecidir antipodalidade entre todos os pares de cliques

maximais

edecidir antipodalidade entre todos os pares de

subgraflos

sge algum subgrafo ndo € DV entdo devolver & nSo & DV

age algum subgralfo nio pode ser Z-colorido, de forma

que para nenhum par antipodal os dols elenmentos tenham

a mesma cor, entfo devolver § n8c ¢ DY

sdevoalver G & grafo DV

A complexidade do algoritmo € ©(nmr), onde r € o numero

de cliques maximais de G.

O grafo da figura (IV.11) +tem as cliques maximais
c1={3.b,h}, cz=(b.c,d}, c3={d,e,f}, cé={f,g,h} =]
c5={b,d,f.h}. A clique ¢, Ssepara o grafo gerando as
componentes conexas induzidas por ¥u={a}. Vé={c}, Va={e} (=

Vv =(g>.

Figura IV.11.
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0= subgrafos induzidos por Vt u ¢ s Para i=1,2.3,4, sdo
todos atomos, da forma do grafo GL mostrado na figura
(IV.128) junto com sua Arvore caracteristica TL, na qual para
cada vértice k de GL indica—-se seu caminho associado pelo
ponte inicial x & o ponto final Yy » tem—-se Jque %, =Y, TH,TX

k 2 5

2 mN ¥,"Y, € Y, TV Q grafo GL & cordal e UEH, sua Arvore

13
% 2

caracteristica T‘,_ & uma arvore—sastrala.

Para o grafo original G da figura (IVY.11) tem-se que os

pares de c«cliques c, & €, C @ €, €, & C,, C e o sHo

2 4
antipodals. Os pares de subgrafos {51 e @ . 6‘1 @ G%, Gz & Gg,

(53 (=2 G@ @80 antipodais.

T. xﬁ,zxzzyi = 5
i ®
¥ ¥ =Y
Yo 4 e °
x lx
4 8

Figura IV.1&.

Ma figura (IV.13) apresenta-se a arvore caracteristica

T do grafo &, Lemse que x = - L ] = g o= = =
d ) R 1 y:!. 2 8 it Yo a Ya©— ¥,
o Nom X E Y B XD LS =g = oy = = o,
2° Ta 5 5 & 8 Ys 7 Yo~ Yy 4
T —
c
@1
255
C ®¢ sBC

g0

Figura IV.13.
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IY.4.4. Grafos DE

Un grafo DE é o grafo intersecfo de um conjunto de

caminhos direcionados de arestas, numa arvore direclonada.

Figura IV.14.

Na figura (IV.14), apresenta-se o grafo @, que & um
Adtomo DE mas n¥o & cordal, e sua drvore caracteristica T
onde os pontos x @ Y s80 os vértices inicials & finais do

L

caminho P, respectivamente.

A Arvore caracteristica de um grafo DE ¢ uma arvore
direcionada, tal que cada vértice v.€ ¥ estd associado a um
caminho direcionado p, em T e cada aresta ¢ de T corresponde

a umna clique maximal € de G.

De acordo com a propriedade (IV.4), todo atomo DE tem
uma A&rvore caracteristica gque ¢ uma Aarvore—-estrela, como

pode zer visto no exemplo da figura (IV.14).

Considerando a arvore caracteristica T de um grafo DE e
analisande a propriedade (IV.8) para ele, tem-se dque,
separar G por uma clidque K corresponde a separar T pela
aresta associada a K em vdarias partes. Az arestas associadas
s cliques de um subgrafo formam uma subdrvore gue permanece
inteira em uma parte. Cada parte pode conter mals de uma
subiarvore. Subirvores de subgrafos antipodales devem ficar
em lados opostos da aresta k, isto produz a necessidade de

duas cores.
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Algoritmo IV.11: RECONHECIMENTO DE GRAFOS DE

sDada G=(V,E)

sdeterminar as cliques maximais de &

sdeterminar TG Arvore de decomposicio por cliques de G
edeterminar as clicques maximais dos subgrafos gerados
na decomposicio

sdeterminar a Arvore caracteristica de cada subgrafo

age algum dtomo nSc tem representacic numa Arvore-
aestrela entdo devolver G nSo & DE

sdecidir antipodalidade entre todos os pares de cliques
maximais

edecidir antipodalidade entre os subgrafos

sge algum subgrafo nZFo € DE ou nSc pode ser 2-colorido,
de forma que em todo par antipodal os dois elementos
té&m cor diferente, entdo devolver G niic € DE

sdevolver G & DE.
A complexidade do algoritmo & @ (nmr).
O grafo da figura (IV.18) & um grafo DE, com cliques

maximais c1={a.b.c}, c2={c.d.e}, cg={a.c.e.f}. c4=<f.g.h}.
c5={f,k.l}. cﬁ={f.h,j.k} =3 c7={h,i.J}.

Figura IV.16.
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A clique ¢, separa o grafo da figura (IV.15) produzindo
as componentes conexas induzidas por Vi={a,h,c.d,e}, V2={g}.

V =(i> @ V¥V ={1%.
8 4

O subgrafo 61 induzida por Viu c, ¢ separado pela
clique C,» as componentes conexas s3o induzidas por Vm:{B}’
V12={d} & V13={h,j,k}. Uz restantes subgrafos gerados sZo
atomos. Os dtomos Gi. induzidos por V.LU ¢, para i= 2,2,4, &
os Adlomos Gﬂ.j gerados por V“ para j= 1,2, t&m todos a mesma
forma que ¢ dada na figura (IV.18) Jjunto com sua Arvore
caracteristica. Para cada vértice k em &, os caminhos sfo
indicados na arvore por seu ponto inicial x @ seu ponto

k
final by, » tem—se que IR IR K FR Y YTY,TY, TY,

Figura IV.16.

A drvore do subgrafo induzido por Via U c, tem a mesma
forma, mas neste caso o primeiro vértice corresponde a %
. . . o
X, X, & X, O segundo a Yo Yo Yo Yo yj ey e

iro =] .
terceiro a s yh, yJ, yk

Na figura (IV.17) apresenta-se a arvore caraclteristica
T para o grafo original da figura (IV.15), a sequdncia de
letras a0 ladeo de cada aresta indica os vértices cujo

caminho associado contém essa aresta.
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Figura IV.17.

I¥.4.5. Grafos UE

Un grafo UE & o grafo interse¢io de um conjunto de
caminhos de arestas, numa arvore nio direcionada. O Atomos

da arvore caracteristica de um grafo UE s8o drvores-estrela.

Dada uma decomposicio de G nos subgrafos Gi'GZ’ ... ,GQ
através de uma das suas cligques maximais, a propriedade
(IV.5) diz que G ¢ cordal & UE se ¢ somente se, cada um dos
Gi & cordal e UE e estes subgrafos podem ser 3-coloridos de
forma que, em nenhum par antipodal, os dois elementos Lenham
a mesma cor e para cada vértice da clique separadora, o
conjunto de subgrafos vizinhos dele € 2-colordvel. Com base
nessa caracterizacfZc, GOLUMBIC < JAMISON (1985a) provaram
que o reconhecimento dos grafos (UE n cordal) € AP-completo,
como os grafos cordais s8o reconhecidos em tempo polinomial,
podemos conclulr que o reconhecimento dos grafos UE &

HAP-completo.
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Capitule V: CONCLUSTOES

A classe de grafos iriangularizades se diferencia dos
grafos perfeitos porque € possivel fazer o reconhecimento de
um grafo triangularizado em tempo polineomial, mas ainda nZo
se conhece a natureza do praoblema de reconhecer se um grafo

& perfelito ou nZo.

Uma caracteristica importante dos grafos
triangularizados ¢ de todo grafo perfeito € que os problemas
da determinacic do tamanhoe do maior coligue, do maior
conjunto esiduel, de uma cobertura minima por cligues e do
ndmero cromdiico de um grafo, podem ser resclvidos em tempo
politnonial. Para todo grafo perfeito prova-se isto em base
a0 método do elipsoide, através da formulag®o de um problema
de programagio linear. Para os grafos i(riangularizados,
tem-se desenvolvido algoritmos de tempo linear no tamanho do

grafo, baseados nas caracteristicas estruturais deles.

Alguns outros problemas n3o apresentam vantagems a0
restringir o estudo 4 classe dos triangularizados, mas ao
considerar alguma subclasse particular deles, € possivel
desenvolver algoritmos pgolinomiatls. For exemplo, para os
grafos de intervalo Ltemn-se desenvolvido algoritmos
polinomicis para o prodlema de Sieiner, © isomorfismo de
grafos e o problema do conjunito dominante; no caso dos
grafos foriemente itriangularizados, ¢ possivel resolver o
problema do conjunio dominanite & o problema de Steiner, em

tempo polinomial.

Também tem-se estudado classes de grafos que contém os
triangularizados, procurandeo algoritmos polinomiais para seu
reconhecimento o para resolver os problemas classicos de
atimizaglo em grafos. Dentro desta linha de pesquisa tem—se
desenvolvido algoritmos polinomiais de reconhecimento para
os grafos de Gellal, dJde paridade, de Meyniel, grafos
separdvels por cligues e Ffracamente itricngularizados. Aldém
destes algoritmos de reconhecimento, tem—-se desenvolvido

algoritmos polinomicais para os qualtro problemas cléssicos no



caso de todos estes grafos.

A pesquisa dentro desta drea pode dividir-se em duas
linhas: continuar na procura de classes de grafos para os
quals seja possivel desenvolver algoritmos polinomiails para
o reconhecinmento e para diferentes problemas em grafos, isto
pocle tentar —se considerando rel axacSes nos grafos
triangul arizados obtendo novas classes que os contenham ou,
dentro das subclasses dos btriangularizados j4 conhecidas ou
construlndo novas subcl asses, desenvol ver algoritmos
polinonials para outros problemas em grafos. Outra linha de
pesquisa €  caontinuar explorando extens@es de gralos
triangul arizados tentando aproximar-se & caracterizacio dos
grafos perfeitos gque permita decidir respeito se seu
reconhecimento pode ser feito em tempo polinomial ou a qué

classe de problemas pertience.
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Ap&ndice A: RelagBes Gerals entre classes de grafos.

Obhs:a — b & b € a

PERFEITO
Separavel Mevniel Fracamente
por Cligues ‘///////// \\\\\\\ Triangularizado
Gallai Paridade

N

TRIANGULARL ZADO

Split Fortemente uv
Triangularizado

caTT D¥

Threshold Intervalo

WY: Grafo interse¢fo de caminhos de vértices de uma drvore
ndo direcionada.

colT: Gralfo complemento de threshold com Lolerfncias.

DV: Grafo intersegfio de caminhos de vértices de uma drvore
direcionada.

RDV: Crafo intersegfo de caminhos de vértices de uma srvore

direcionada & enraizada.
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Apé&ndice B: Tabela de complexidade por classes.

Reconhe= . Numero Conjunto |Cobertura
GRAFO | imento | ©F9Y® | cromstico| Estavel | Cliques

Perfeito o P P P >

Frgca. P n®+mn® n®+mn® n*+mn® n®+mn®

Triang.

Meyniel > P P P P

Se?arével P P P S S

Cliques

Gallai n° P P P P

Paridade P P P P P

Triang. n + m n + m n + m n + m n+m

F°Tte' n +m n+m n +m n + m n + m

Triang.

Split n + m n +m n +m n + m n -+ m
Uy n* n + m n +m n +m n + m
Dv nmr n +m n + m n -+ m n + m
caTT P n + m n +m n +m n + m
RDY n* n +m n +m n +m n + m

Intervalo|l n + m nlogn nlogn nlogn nlogn

Threshold P n +m n + m n + m n + m

Na entrada da tabela ¢ dada a complexidade do plior caso
para o algoritmo sequéncial, se existir, em funcfo de numero
de vértices (n). numero de arestas (M) e numero de cliques
maximais {r). Caso contrario, # indica que o preoblema pode
ser resolvido em tempo polinomial para essa classe de

grafos. & indica que o problema estda em aberto.



