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Resumo da ntada h C NFRJ como parte dos 

ntãdor: Jay Szwarcf i Ler 

haria de Si s t  CompuLaqão 

blrn grafa i%o se a yrafa 

subyraf os induzi dos sâti sf aa m a propriedade que seu nCímero 

cromAtieo 65 igual ao tamanho da maior d ique .  

%r i artgul ar i zadoâ foram una dos pr i moi r os a ser e m  

reconheci dos como per f s i  tos.  

A classe dos grafos .&riangularizadoã se diferencia da 

dos grafas gerfei.%oâ e m  vA.rios aspec.bos. Por exemplo, 6 

.i vel fazer o r econhecb rnerrto de  um gr af o t r  i ángul ar i zado 

em ,tempo polbnsmial e não se sabe se  o mesmo pude ser 

realizado para as perf e i  tos. Outr a di for enqa 

entre  estas  classes de 

determinar o ni$mero e eo, o tamarlha dá 

maior clique, o t manha do m ior  c s n j u n t ~  est, um 

cobertura minima por cl  iqu s ,  para u m  grafo dado. 

quando r esLr i ngl das 

No caso dos 



%ri  angul a r  i aados , d i f e r e n t e s  aukor m desenvsl  v i  do  

a1 yer i lmes ps l  f nomf a i s  para  este quá t r  o pr obl emas, baseados 

nas s a r  acker i tkcas p a r t i c u l a r e s  da slass 

N e s t  %rabal  ho, skio sumar i zadas d i  f er e n t e s  

c a r a e t e r  i z a ~ õ e s  para  os gra f  o s  Lri anyul a r i  zados. ã2is 

expes tos  o s  al gor b tmoâ soqrrensi a i s  o par a l  el. o s  som tempo 

pol i nem8 a l  , encontrados na 1 iLeraLura,  par a s e u  

reconhecimento, para  sua  representaqão  somo graf  o i n t e r s e q ã o  

e para  as q u a t r o  problemas e lAss icos  de a t imização  e m  

g r  ages.  

O vár i as subcl  a s s e s  dos gr  af os 

t r  i angul ar i gumas c l a s s e s  de  r a f  os que o s  ssnt@m. 

scr evern-se ap l  i caq55es de l  

B de uma 

d l f e r e n c i a v e l  e a um problema de "eche 

caminhos de uma 
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si s Supervi  o r :  Jayme Lui Szwarcf i ter 

n t  : SysLemâ Engi neer  i ng and Computer 

A grâph  iâ pe r f  c t  i f  Lhe ach  of i t ã  induced 

subyrapks  kave t h e  yroper%y Lha% Lhe chromaLi s number eyua l  s 

Lhe s i a e  of maximum c l i q u e .  Triangula.Led graphe; was one o f  

t k e  f i r s t  classes of g r apks  %a be r eeoyn i sed  as p e r f e c t .  

The class  o$ t r i a n g u l a t e d  g raphs  d i f f e r s  from t h e  c lass  

o f  p e r f e c t  y raphs  i n  t h e  f a s t  L t a t r i a n g u l a t e d  g r  

be  r ecoyn i sed  i n  pslingimial %i and i t is unknow t h e  NP-$ 

s t a t u s  sf p 

Anot her  i mpar Lant  13% f f er e n s e  $ n t h e  classes i â  

r e l a t e d  w i tk  Lhe abgor i tkms  Lo s o  roblems sf 

chromal i  c num number, i n d e  se$ and 

g a r t i t i o n  i n t o  

veboped pabinsmial  t i m e  a blems i n  a 

r focL yraph ,  u s ing  t h  

u l a t e d  g r agks ,  many a u t h o r â  kave 

by pab i nomi a b  L i  me al gor á thm w h i  ch  axk i  b i  t Lhe par  %i c u l  ar 

s t r u c t u r e  of  t k i s  slasâ. 

I n  t k i  s wor k , w s u r  vey some di f f er e n t  



char-acteri  zat i  onâ of t r i a n g u l  a%ed graphe;. P L i s given  

seqrienti a l  and par a1 1 sl yol i nwmi al ti m e  a1 gor .i t kms f o r  

recogniz ing  t k  m, f o r  f i n d i n g  an in t s r secLion  grapk 

r-eprenenLaLi s n  and Lo s o l  ve Lhe f our c l  assi c a l  oytimi zaLi íãn 

pr  wbl e m s  . 

W e  g i v o  a ylimpso of some subc la  ses o$ 'Lr i angul a t e d  

grapks and some c l a s s e s  wf grapks wkich can%ain Lhem. 

1% i â  skown an a p p l i c a % i s n  of % r i a n  u l a t e d  graphs to 

s a l v e  l i n e a r  ms problems, t,w l a r g o  s p a r s o  rium 

opLimiaation and Lo a prwblem of 

F ina l1  y ,  also survey $h r á l  classes sf 

rsecti on graphs a r i  sing f rem f pa tks  i n  a 

, some of whish 
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e g r a f s s  nasceu e m  1 7  

a problema d a s  sete pontes  da  c idade  . A cidade 

a-se no l a d o  do r i o  Preg 2 ,  onde aste ponles  l igam a 

ci dade c e m  duas  i l has; si t uadas  no meio de  r i a .  O prsb1 

diz:  & possive1 f azei urn pe rcu r so  t a 1  que parti11 

d a s  porc$3eâ d %a--se por todas  as pontos ,  uma e 

somente uma vez,  e re te rna-ã  a o  lugar  i n i c i a l ?  

N e s t e s  t r  s s & c u l s s  a Tearia de Gsafss t e m  t i d o  

grande desenvol v n%o , mo@i vado f undâmentãl mente pel  as 

d i  v e r s a s  apl i caq53 temAtica como e m  o u t r a s  

,Areas, t a i s  como e1 t r  $ si dade, qui m i  c a ,  genBti c a  e , 
prf nci  pal mente, cf n c i a  da computaq 

O e s tudo  dos g r a f s s  $ t o  somente no eu aspec to  

L a B r i  so o Lambem no dessnvol v i  imienLo de al gor i tmos 

e I i  si e n t e s ,  m termos da  sua  csmpl exi dade compu%êci anâ l  , 
s o l  ver probl emas especi f i cos. 

8 desenvol vi moi-iks da Tear i a G r a f ~ s  t e m  a t i n g i d a  urna 

ampli tude t a l ,  que agora d i i t i n g u  e v & r i a s  sub&reas  d e n t r o  

dol  a. lima d e s t a s  ~ubt41-eaa cor  responde aos  donsmi nados Grafss 

Perfei tas  i ntraduz.idos por C kaudga Berse em % 960. er ge 

i n i  c i  a1 mente densmi nou gr af o s  a - p e r f e  i t ss aquel os ande a 

%amanho do m iar sonJuntsi ual  slimensgo 

menor csbart ,ura par d i q u e s  pa ra  todo  %ub r a f o  induzido;  e 

a o s  grafoâ  t a i s  que o Larnai-iho da maior c l i q u s  

riifmera cromAtic-o, para  todo  sub  r a f  e induzido ,  ele chamou de 

r fe i t .8~.  Barge $si motivado pe lo  'Lrabalhs de 

Ckaude Shannon, c i t a d o  par LOV (1979) que domsnstreu que 

nor g r a f e  ande o tamanha do maior canjunter 

ecstr.L%amon&e rnenor que a dirner-isZh da tnenor cob 

d i q u e s ,  Q s c i c l o  d e  c i n c o  v & r t i c  r g e  formulou duas 

cenjecLurãâ , denomi na as Conjeetu Fraca e Canbjec.Lura 

F o r t e ,  pai  s a $ar t e  impl i c á  a f r aca .  A Csnj'sc tura Fraca dia 

que um g r a f o  a - p e r f e i t o  se e somen%e se 2-perf ei t o .  



der~ominada T e a r e m a  dos G r a  f 0 . s  P $tos; desde esse momento 

0% grafos que satisfazem as condiç8es de  a-p 

2-per f e i  tos  são denoini nados somente graf os p e r  f ei tos. Por 

outro lado, e m  forma paralela R Fulkesso;n estudava a 

conjectura de u m  ponto de vi %ta de Pragramação Linear, dando 

origem à ãesrba dos; Ant bBlscking. Quarid~ Fulksiãon soube que 

Lovásh: tinha demonstrado a conjectura fraca., e l e  e m  poucas 

kar as consegui u sua demoâtr açZo par a a pr abl ema equi val ente 

que tinha f orrriulado. 

A Conjectura Forte diz que urn grafo & perfeito se e 

somente se e e saia complemento nzo contilm uin subgrafo 

Induzido isomorfo a u m  c ic lo  sem cordas com u m  nbmsro irnpar 

de v&rtices maior que cinco. AL& agora, esta conjectura nZo 

foi  provada. xistem várias classes de  grafos que se sabe 

que O perfai tsâ ,  os mais conhecidos são ss grafoç 

Criengubarizad~s~ OS de  compmrabilidade, os grafos HeynteL e 

os gr-afos perfeitamente ardendveiã. 

Tamb&rn csnhecem-se classes de gr af OS oi.ide a con j ec.tur a 

f or%e 4 válida, por axempla, os grafos planares o qual f a i  

provado par TUCK R (1973) , os grafos circukmrss apresei-rtado 

UCKINGHAM e GCILUMBIC (191 3) , as graf os arco-circulares 

dado por TUCKER (1975) , PARTMASARATMY e RAVI NDRA (197%) 

provaram para os graf os bureç de K e as grâf os l iureç de 
i3 

K rensâ u m  ares ta ,  apresentado em PAWTHASARB'TI-IY e RAVINDRA 
4 

(1 879) . 

As linhas atuais de pesquisa tentam, por u m  la.da, 

caracterizar ss grafos perfeitas e m  termos da sua eslrutura.  

Nesta linha está o trabalho de BURL T e FONLWPT (19 

provaram que Lado graf o Meyniel & sbLi.do por uma operacão em 

alguns graf ss primitivos p ~ r f  ei%os , e a operaqso preserva a 

perfei@o. E U  (-l9237) f ez  urna generaliaaqZo para compor e 

decompor gr af os per f e% tos baseada em c i  cl  os I nduai dos s 

seus cornpl emenLos. 

CXrLra l inha do pesquisa busca carac.lerizar o 

q u e  nZo âso perfeito mas %@m subgrafars induzidas qrno o 



sa"o . mais importantes s o os grafos minimalm 

rfei ton,  ou seja,  u m  grafo que nâfo e5 perfeito mas 4 

suficiente re t i ra r  um v qual quer par a %ar ná-l o 

per I e i  to .  

Tambdm terata-so provar a conjectura for t o  para al gumao 

classes especiais d continua-se na procura de 

condi çaeâ suficientes par a u m  gr af o ser per fo i  %o. CHVATAL 

(1984-b1 formulou a Conj'ectatra! Serai--Forte, a qual fo i  

demostrada por R EQ (198'71 e que diz que as gráfos 

P -isornsrfus a grafos perf e i  tos  sao perfeitos. 
4 

ponto e vis ta  â1.gor%tmico, para os quatx- o 

probl emaç c l ~ s s i ~ o s  de graf os (cl ique m A x i  ma, ~ o l ~ r a q 2 k ~  

minima, conjunto estável mAxima e cobertura por cliques 1 h 

a algoritmo do GROTSCM L ,  LOVASZ e SCI- IRIJV R (153311 para 

graf os per f e i  tos, baseado no m&todo do e l  i pabi de. ãs 

algsritms termina e m  tempo puLinambaL, mas nzo & baseado e m  

cLos cornbi nator i as dos gr obl e m â s .  AI 9 m  de1 e, exi s t e m  

a1goritmon poL insmiais para o reconhoçirnento e o 

problemas cl  Assi cos , e m  a l  gumas c l  asses de  graf os per f ai tos ,  

baseados em car âcter i t icaâ particulares de cada uma. M a  

ainda não h& solu@b para várias outras cl.asses; e sonLiriua 

e m  âber to Q reconheci melito de gr afeiâ por r e i  tos.  Sabe-se 

somente que s prsbl ma de reconhecer s e  um grafa d 

nee à casse 49. 

perfeitos, apresentando muitas dos resultados Lebricos s dos 

a1 gor i tmos desenvol vi dos a tQ esse momento o di ssemi nados 

numa grande quantidade de ar ti gos. 

s Lrabal kos fe i tos  em psrtugu â tem-se a tese de NETO 

(19871 , que apresenta u m  "survey" das grâfor; perfei.tnis e 

lias propr i edades , algumas c l  asses de 

perfei tos  e algumas classes de grafos onde a conjectura 

fo r t e  6 vAlida. A tese  de 87) , embora não seja 

sobre grafoã p r f e i t s s ,  apresenta u m  estudo dos yrafos 

circulares,  que são uma subclasse dos graios d i nterseçZo, 



f amilia que possui cer ta  r lêq3o com os grafo per f e i  tos.  

Neste trabalho, ap-ssenta-se u m  '"survey" do 

r reconhecida corno 

perfei ta ,  as  subclasses dela, classes de grafos que a contsm 

e alguns das problemas clássicos e m  grafos, estudados para 

es ta  classe pai t i  s u l  ar .  Tenta-se fazer o ; es$udo 

principal mente sob u m  enf oque al  geri l m i  co. 

N o  capitulo I1 definem-se os csnceitss gerais da 

'Teoria do Grafos riecess&rios para ss capitulas seguintes e 

inlrodua-se a nec$o d r f e i t s s ,  imperfeitos e as 

conj ectur as f or m u l  adãs por B e r  g e  a r eçpei t o  desses gr nf as. 

Na capitulo EII são agrsâen%ados os grufos 

trdangukmizad~s e suas diferentes carac$erizâ~ões que 

rmitem o reconheci merito deles em tempo poL %rzornda?L. 

~ c s t r a d o s  os a1 gora tmos âequenczi a i s  e para1 el os para u 

r econhesi men%o, par a a constr uâão da sua repr esentação coma 

grafa in%ersegZa e para alguns problemas que em u m  graf o 

qual quer - tão em aberto ou a30 &9-completa, m a s  ao 

r es%r i ngi r -se 21 cl  asse dos gr âfos $r i angul ar i zadcas oxi stem 

s r i  tmos paL insmiais para reâolvS-10%. Logo rno 

vár i as subcl asses dos r afos kr i angul ar i zados. 1 ntroduz-se 

t r ê s  aplicaçõ raras: a salug3o de si.s%emas 

l ineares,  a minimiaa@m da uma func$%o duas vozes 

di f er snci ave1 e a um pr ohl ema de "ss hedul i ng " . Fi  nal monte, 

apresentam-se al  gumaâ c l  asses de gr afos perf ei tos  que cúnt@rn 

os gr af os t r i  angul ar i zadas. 

O capiLulo IV O dedicada $ classe dos grafss inteb-seg&o 

de ctm1i1-2~1~ de u r r a  S U & & ' U Q ~ ~ ~  a l  u n s  destes grafos azo 

Lr i angul ar i zãdos depen endo se os caminhos â 

arestas,  se a Arvore d di r  

enraiaada. Tenta-se dar u m  enf oque unificado para toda es ta  

classe9 apresentando sua relaqão com os grafos 

$r i ãngul ar i aãdes e com os. gr af as per f ei tas .  o %amb&m 

di scuti  dos os a l  gor i tmo de  reconheci menLo. 



Ern todos  o s  t e m a s  e problemas meircionados no t r a b a l h o  

ten . ta - se  dar  vasLas r e f o r S n c i a s ,  ind icando  setnpre a 

cornpl exi dade dos al yer à trneâ. al g s r  i Lmoâ sxposLos s Z u  

ap resen tadas  e m  pseudo-linguagem âernelhanee a um t i p o  ALGBL 

em porkugu@s. segundo a descric$X(n dada par 

(a ss31 . 

No ap@nd.ice A apresenLa-se urn esqu m a  com as rela$õas 

da i n c l u s ã o  e n t r o  as diferem% s classes de r af  os 

i n t rodua idas .  

n d i e e  B c a n s i â t  u m a  t a b e l a  resumo d a s  classes 

e a-: problemas d 9it.i m i  zaq%o e m  g r  aros 

mencionados no cap iLulo  111, se undo a i d  i a  da t a b e l a  

ap re sen tada  por JOHNSON (1 I .  A e n t r a d a  pa ra  cada classe e 
cada problema & a complexidade do âl g a r i  t m a  para re  

problema r e s t r i L u  a essa classe de g r a f u s ,  se e x i s t i r .  

Caso conCrár io ,  Q inb"ormado o que se sabe ao i --sspoito do 

problema, i s L o  é, s & MP-ssmpbeta ou s &i ai i-ida 

conhecida a s u a  p r t a n c i a  a esta cl asse. 



Um $.safo nds direcbonads 6 consisLa d e  u m  csnjuntm 

f in ik .0  nZo-vazio V e urn conjutm%o E de p a r e s  não-ordenados de 

elementos  d i s L i n t a s  de V. G d nota-se  na forma G- ( V ,  

a$ Q ~~liJLXn.k.0 de v&r-Lices e E o con jun ta  do ares$a%a. 

Considera-se I I - m. Fala-  e g r a f o  e m  vez de grafo 

não d i r e c i s n a d o ,  a nZo s e r  quando f o r  neces sá r io .  

Cada a r e s t a  denota-se  na forma do par ( 1 ,  diz-se que 

os v&rtbces  v e xtrernos da a r e s t a  e eles s ã o  

uÁrtfcea aa'acent~cs. 

um v & r t i c e  & extr mo de duas ar stas d i  f e r e n t e ã  

e n t g o  elas s ã o  adj'acentes. 

Caso i n t e r e s s e  a ordem em cada a r e s t a ,  e n t g a  (v,w) & 

d i f e r e n t e  de ( ,V) e o g r a f o  chamado grafo direc iana& 

que (v,w) es%B orient,ada d e  v a w e 

denota-se  v ------------ + W. 

carnpl ementa da f i yura (11. â 1 . 

Figura  I%. 1. 



Um y r a f o  Q complets se e x i s t e  uma a r e s t a  e n t r e  cada par 

de seias v&rLãces. Denota-se Kr, a o  g r a f o  compl 

v&-tises ,por exemplo na f i g u r a  1 1 . 2  apreseriLa-se K para n 

Figura  16-23. 

Diz-se que um g r a f e  $5 regular de grau r se t a d a s  os 

possuem grau  r. Por exemplo, # I% r@ 
n 

grau  (ri-%). 

c o m  grau  Q é denominado iss lado. 

9 com V ' S  V e E'S E,  Q um subgsafs de 

G; um subyrafo  impsrkant Q ,  dado A S , u gram^o G - ( A , E A ) ,  
A 

A 9 contém todas  as arestas de 
A 

G euJos dois pontos f i n a i s  s ã o  elsrnentaeo de A, GA chama-se 

subgrafo induzi& por A. 



& uma sequ ncia de are  2 s  . . .  bak-i a que 

) com 1 P i 5 k - 1 ,  k > 1. Se nSo se especificar, 

u caminhe ser& de v&rtices. 

Um c ic20  C u m  caminho v9,v2) . . .  %+d oride 

v =v com k 2  . Por oxempl o na f i gura (1 1 . 3 )  mostra- 
k + i  % *  

caminho e o c ic lo  C . 
3 3 

Figura 11.3. 

Se um grafo n3o %em nenhum ciclo,  ent3o diz-se que o 

grafo B ackcliso. 

Um caininho que contenha cada vQrtice do grafo 

exatamente uma vez, chamado caminho ?smmibtaniano. Q c ic lo  

v ,V . . . . .vk.vlc 4 P~amiStoniena se o caminhe v . . . $vk 0 
i 2 

for .  

Dado u m  grafa 6- (V, 1 a um v&r%ice v B V *  denota-se G-Y 

ae grafe obtido ao remover de  G o v&rtise v e todas as  

arestas  que  t e r r i  num extremo e v&r%ice -v. Dado rim v&rt ise  

V ,  a grafo G+w & 1 onde V*== V LJ Ç 

G e um subssnjunto de v&rtices A S o grâf o obtido 

a s  rernovar de G todos os ces de A e todas as arestas 

com pele menos um v&rtice 1, o grâfo G+G" 

tem o conjunta de vértices e as arestas de 



csnexs se existe algum caminho en t re  cada 

par de seus vÃrtices, caso contrar io  Q âcsnexs. Um grafo 

sem ar estas d chamado to talmente desconexo. 

desconexg!, chamam-se ccsrtrpsnetates csnexas a Lodo âubgrafo 

induzido dele que seja sonexo e n2h es.%eja conlidgi e m  outro 

subgrafo conexo. 

N o  caso das folhas ,  grau de entrada (v) - 1 e grau d 

saáda(v1- 0. 

Uma subãsuore A um subgraâo conexo de uma Arvore. 

Uma c l bque Q um subgrafa coinple-do. Um ssnj'ursto sçthuel 

ou independente Q u m  subgraf o i ndrnzi dei, t o t a l  mente 

deâscãnexo. Um çon.juiíto estável de G B 0 grâfú complemenls de 



- 
G .  0 tamanho d e  uma c l i q u e  ou de um C B ~ J L I ~ I ~ ~  

esk5ve l  B i g u a l  A c a r d i n a l  i d a d e  do  s e u  conjuntm de v&r-b%cas. 

Uma c l i q u e  k r [ ~ c x x i r m b  se nãa e x i s t e  uma o u t r a  c l i q u e  de 

G que  a con tenha  propr iamente .  

Urna c l i q u e  & a nai~s (m&xima) se não e x i s t e  uma. o u t r a  

cl i que  que  possua  ca rdf  nn l  i dade  m a i  ar .  

Uma cúbestura, de tamanho k , por c l i  que% & uma p a r l i s Z o  

=K +'V + . . . p K k ,  onde cada  G,. uma c l i q u e .  
i 2 * -J 

Uma colarmp&o de G é uma p a r t i $  o dos  v é r t i c e s  

V-Vi-+. . . +V , t a l  que  cada  Gvi & um c o n j u n t o  e s t r i ve l .  8 s  
C 

e lementos  do V. são t o d a s  c o l o r i d o s  da m e s m a  co r  e v&r"cices 
L 

a d j a c e n t e s  possuem c o r e s  d% f e r e n t e s .  

O indice crcam5tieo d e  um g r a f o  rl o t n t ~ m e r o  de c o r e s  

n e c e s s á r i a s  p a r a  c o l o r i r  a% arestas do  g r a f o  de t a l  forma 

q u e  duas  arestas a d j a c e n t e s  possuam cores d i f e r e n t e s .  

Num graf o G, d e f i n e - s e  q u a t r o  parâmetros :  

(G) - tamanho d a  m a i  sr c1 i q u e  de 6. 

2 EG? - nrámero cr~má.t. ico, & o menor ntlmero d 

i zecessá r ios  p a r a  calorir os v & r t i c e s  de G ,  cada 

um com uma c o r ,  d e  t a 3  forma que  v & r t i c e ç  

adbj á ç e n t e s  possuam cor es d i f e r e n t e s .  Cor  r esporide 

B dimensa"o d a  menor c o b e r t u r a  par  c o n j u n ' L ~ â  

e s t & v a i  S. 

c ( G )  - .tamanho do m a i  o r  cora j ur i to  est Avel . 

- dimet~sZo da m nor c o b e r t u r a  por c l i q u a s .  



i 

Na figura (11.4) apresenta-se C I . C 2  .C3,C5e Cg para o s  

i-- -- P 

Figura 9 % .  4. 

Estas b gual dad s d30 uma diaalidade c-nt~--e ct grafo o seu  

compl emenLo. 

Propriedade 

stas desigualdades vsm dos fato-: que: cada v4rtic.e 

rha-xents  a uma c l i q u s  %em cor diferente, logo precisa de 

nos w (G) cores e a cobertura par clbque deve ter- 



pelo menos uma c l i q u e  por cada v & r t i c e  de maior con jun to  

e â t & v e l .  

A intersec$u de uma c l i q u e  um con jun la  eraL&vel pode 

ser no m á x i m o  i g u a l  a um.  Is%a vem das d e f i  niqãaa;; de cl. i q u e  

e c o n j u n t a  estéivel. 

G B perfeita se & a - p e r f e i t o  e a-perfeito. 

r a f  o da f  i gu ra  (I I. 5 )  apresen ta -se  um caminho P , 
n 

n=4* um c ic lo  par C s urn c i c l o  impar C , k- 3. T e m - s e  
ak 2 k . t  P 

6P,)= 2, x( e n Q par e a( *I = (n+ l )  

e n k i m p a r ,  x( n) a qualquer subgra fo  d 

r n e â m a  forma, Isgo P E_ p e r f e i % ~ .  
ri 



Para os c i d o s  t e m - s e  a( 2k)" x(C2k1 = 2. c# = 

ãe = k e t,odo% os rrtsgra.b^oâ sao cami nkios , 1 o g s  
'2k 

e5 

pe r  f @i %o ; par a t e m - s e  o (C7] = 
'7 

X<C7)=  3 9  M(c7]- 3,  

x(C73 = 4 *  1090 n3o Q perfeita. 
-? 

Figura 11. 

Toda gr af a bi par %i %e Q per f ei t o  

Todo ciclo sem cordas de comprimento irnpar maior do que  

M n30 e5 perfeita:  oíC2n+11 = Z I  

X(C~,,,%I - 3. 

G parf &.to E p e r f e i t o  

E s t a  equ i  v a l  @nci  a vem da duaL i dad 

raca dos Gra fos  P e s  

rralbâdes (1 I. 5 1 ( 1 1 . 6 1  são eyu iva1en t e s .  



A c o n j e c t u r a  f r a s a  dos r â f  os p e r f e i t o s  f o i  provada por 

$ f  aaends  uso da sondic$b (11.71 do teoreina. Com 

i s t o  a  defini^ a de g r â f  a per f  i t o  passou a ser, 

G é p e r f e i t o  se e somente se G n3o cont&m u m  âubgrafa 

induzido iâorriorio a C OU pa ra  k 2 2 .  
2k-0-i 

E s t a  c a n j e c t u r â  a i n d a  a tA. e m  a b e r t a ,  canhesem-se 

algumas classes de g r a f e s  onde a c o n j e c t u r a  f a r b e  f o i  

demosbr ada. Mui t a  da t r  aba1 1-10 desenval  v i  do  após a  formula^ 
da c o n j e s t u r a ,  t e n d  a se aproximar de% peâquisande y ra f  as 

ande ela & vkrlida, g r a f o â  que n2io âS0 p e r f e i t o s  e as 

carac"ceri %%.i G ~ S  deles que sã fazem i rriperf ei tos, sâ qua i  s 

d e n t r e  e1 e; os m a i s  impor t an t e s  são as m i t - ~ i m a l n ~ e i i % e  

i mper f  ei tos.  



- Cada vértice de G 
m & x i m a s  e a a(G) con ais máximos. 

Todo gr af s m i  ni mal r n e r ~ t e  i m p e r  fei to d par ti ci on~ivel . 

s grafos h r n - - s e  uma f srmul aqão equiva lente  para 

a conjeclura fo r te  do graf os perf eitos: as bni cús grafon 

mi ni m a l  ment erfeitas sao 
e Zkrl para todo L 2 



Uma das linhas de pesquisa Q tentar cnracterizzar a 

cLasâe dos grecfos rfei tos. Uma carac%erizac?Xo del es d 

atr-av&s da de%erminaqão do seu PLZImro cromdtics, mas nZo 

se conhece u m  algerilmo ef ic iente  para calcular es te  nbmero. 

Urna maneira natural de colorir  o v&rtises de um graio 

8 : 

16) Ordenar 0% v&rtiçes âequenci ulmento v ,v , . . . v . 
1 h? n 

gundo es ta  ordem, atr ibuir  a cada vi a m 

disponivel , i s%a 6 a menor 
C i  

Z' não usada a%& o 

inorflento par a cal ori  r algum vizinho v. de v. , j <i.  
.I 

I s t o  r130 é mais que o Abgoritm Guloso, m a s  surgem dois  

pr olal omas : 

- Corno obter a ordenaç 

- Quando esta  coloraqão & ótima ? 

Observando çl  asses conheci das de gr af os perf ei t a s ,  

Gkvatal viu que na demonstragSo de que eles são perf 

sempre usa-se a mesma estrat&gia: dar uma. ordem ao conbjurito 

de v&r%ices, que depende da classe, t a l  que o algaritmo 

guloso colore todo subgrafo induzido de maneira Qtima, e 

prova-se q u e  e x l s t  uma clique de LamanR~ igual ao nfimero de 

cores u t i l i .  

LJm pgiset Ed um conjunto parcialmente ardenad 

k não vazio e & urna r e l a ~ Z o  binbris e 

nsi t ivâ e anti  -s.iinbtrica, 

pelo simbola "<". 

< y e n6io exist.e .E X t a l  que x < w < y ,  orit2Z;ia 



d i z - s e  que y cobre  x. 

f b n i  ba , e n t ã o  fica d e t e r  m i  rmda pe l  a 

r e l a q ã o  d e  c o b e r t u r a ,  c o m  esta r l ã ~ ã o  f a z - s e  a 

r epr  e s e n t a ç  o de u m  pose t .  

O Diagrama de H-se d e  um pas u m  desenho no qual  os 

pontos  d o pos ic ionados  em forma tal  que  se y cobre x 

o y e s t b  num n i v e l  i n f e r i o r  qu x e eles são l i g a d o s  por 

urna l i n h a .  Por exemplo, no conbjunbo 

â < c , c <  b < e , d <  ão o diayrama 

Hâsãe & o da f i g u r a  (11 .6) .  

F igu ra  11. 6. 

Um con.jiurrta L dnemmnte ordenado e5 um puse t  

Lado par de elementos d i s t i n b o s  & comparável. Tâmb&m é 

chamada de  cadeia. 

Quando t e m - s e  os v&r%ic  ã de u m  g r a f a  G ordenados 

l i nea rmen te ,  & a p r a v e i l a d a  esta o r d  m pa ra  c o l o r i r  os 

v & r t i c e â  r zpeiLando a eandic$h usual  d e  que dois v 

a d j a c e n t e s  tenham c o r e s  d i  â e r e n t e s .  

. Dados o s  v&rbiceâ  ordenadas  e m  urna sequSncia  v ,v , . . . 
% 2 

v , som vi< v. , as soc i a - se  a cada v. o menor i n t e i r o  
n L+$ J 

p o s i t i v o  f (v.] tal  que nenhum v., i < 3 ,  a d j a s e n t  
J , 'L' = f (v,, - 



O g r a f o  c o m  uma ordem Linear no s u conjunto  de 

Figura  11.7. 

Com qualquer ordem l i n e a r  que r e s p e i t e  as restric$5es 

< e < c p  acontece o  m e s m o ,  i s t o  B porque os d o i s  

extremos são c o l o r i d o s  antes de acabar de c o l o r i r  os 

cs in le r i ios .  s te  g r a f o  ordenado B chamado de 

obs t b--ug&o. 



Urna ordein l i n e a r  & p e r f e i t a  se para todo  sukãgraf o 

de 6, a colorac$h J d e f i n i d a  a p a r t i r  da ordem, 

usa somente x( 

A ordem l i n e a r  p e r f e i b á  se o a l g a r i t m o  guloso  c o l o r e  

de forma ótima %odo sub do c o m  a ordem 1-1 

c ã r ã c t e r  i z a ~ ã o  dada por 

LHV~TAL (19 4a) d e f i n i u  a ordem p e r f e i t a  usando a 

obs%r uqão c o r n o  subgr af Q pro l  bi do . 

r l i n e a r  d p e r f e i t a  s e somente se Q 

admi ss i  vel  . 

O gra.fa G & 

ordern p e r f e i t a .  Da propr iedade  (11.61 deduz-se que  %odo 

g ra f  o perf  ei Lamente o r d  nável  B p e r f e i t o .  A i nc lusSo  Q 

e s t r i t a g  c e5 p r f  ei t o  m a s  nso 6 par iei Lamente a r  denável . a 



G k fsrterzenbe perfei t s  se todo  suhgra fo  induz ido  H de 

G cont&m um con jun to  es tAvel  que i n t e r c e p t a  t o d a s  as d i q u e s  

m a x i  m a i  g; em H. 

Todo rafo perf i tamente  ordenável  4 for $emente 

perfe i ta .  

A r e c i p r o c a  B f a l s a ,  o g r a f o  da  f i g u r a  (11. 

f ort,ernenle perf ei to, m a s  n3o B ps r  f ei Lamente order.iávol. 

i - 
Figura  11.8. 

Das classes m a i s  conhecidas de g ra f  os p e r f e i t a s ,  t 

que os gr-af  os de sompãraksi$idade, ris $ r i a n g u l a r i z a d o s  e os 

co-t,r i angul ar i zados â3o per  f ei Lamer - i t e  a r  denav 



A busca visa resolver o problema de como expLosm um 

grafo, i s t o  &, dado u m  grafa, do eja-se obter um preces 

LsteinAtico de como percorrer OS vQrtices e as arestas do 

mesmo. O algoritmo geral pode escrever -se na seguinte f orma: 

 dad de G 

r e marcar u m  v&rtice in ic ia l  

xiâ%ir algum vdrtice v marcado e incidente a 

uma aresta  (v,  1 não explorada efetuar 

*escolher o V r t i c e  v e exploi-,ar â aresta (v, 

nse w d não marcado ent&o marcar w. 

Neste algoritmo devem ser f e i t a s  as escolhas d e  v&rt ice 

i n i c i a l ,  do vdrllce marcado e da aresta LncidenLo. Urna busca 

em largura tem o c r i t  r i o  d e  encolha do v&rtice marcada, 

dado na forma: denLre todas os v r t ieeã  marcados e 

i nci dentes a alguma aresta  ai rida n2io expl úr ada, escolher 

aquele menos rec ntemente alsatqado na busca. Chama-se 

e um v&r%ice ao ni$meru de ordem e m  que ele B 

mar cada . 

Uma busca em. Largura Lexicsgr&fLca, alXm do s r i t & r i s  de 

escolha do vxrtise marcado, tom u m  c r i  t r i o  para a sele&?h 

da ares-ta inciderite a s r explorada dentro das l i s t a s  de 

âdjaçEncias. A id&ia &, em cada passo, explorar CJ v&r%ice 

mais remoto dentro dos r t i c e s  ainda n Z s  expiarados e 

nLes ao vbrtice a tual ,  mais remoto que quer 
i 2 

dizer que existe  um v rkice z não marcado incidente a e 

rgura de toda vdrtice n o marcado que se ja  incidente a 

mas não a 



S x $ X  . .  , X  e S -  yiqY, ,  . . .  
% 2* P 2 

seguSi-icias de iiiteiros. S e5 L~;xicagraficamnte m i a r  do qra 
,% 

S2 (Si 2 Szl se: 3 .  com 1 I j 5 rnin<p,q3 t a l  que 

E V adjâcent aos v&r ti ces j A mar cadoã 
i " ' )  

e nomeados em ardem crescent de suas larguras. R ( w )  $4 o 
k ' 

conjun%o das somylemenkos das larguras dos z 
i ' 

R ( w )  -<nr+ l -  largura ( i) / w. & incidente a w e e%%& marcadeà. 
L 

V e A*(v)  - C w e Adj(v) / w não marcado E ,  
* 

sejam w 
ab a 

E A (VI , w Q mais rerm t a  do que 
i 

3 z marcado com .tal que V z 9  

marcado com ( faz  laryura(z) < 
2 

w mais remoto de que w s e somente 
i a 

R(wZ) . 

Uma busca em largura & lexisogr&fica s 

m-se: se n Q mais remato do que 
2' 

en%ZCJ 
i 

6 explorado anLes de w na busca. Ou seja, a e x p d ~ r ê ~ ã o  & 
2 

rri l exi csgr &âi co decreçcenLe de R C 



Cem i s to  o algoritmo de busca em Largura laxicogrAfica 

f ica:  



& chamada srlentagtfo traãlnsi tiva de G e d e f i n e  uma 

ordem p a r c i a l  es t r i ta  em V c o m  a in terpre taqSo : i2 
se e somente se x < y. 

N a  f i g u r a  (11.9) Lom-se o grafci "r e uma possivel  
2 

ariei-i%aqão t r â n s i L i v a  de suas a r e s t a s .  

Todo c i c l o  par C de comparabilidade. Uma or iontaqãa  
k 



possável &: se i B impar então a v , se i & par 
i+% 

v v considerando v = v . 
i' k+$ i 

Todo grafo completa K e5 de cumparabilidade. Basta 
I 3  

numerar os v&rticeâ de 1 ate5 n e m  forma a rb i t r&r ia  e 

orientar i j se i<j. 

Todo caminha P - v ... 9 v  B de compar aba 1 i dade. 
n n 

Orienta-se ( i , ~ 2 )  e as demais aresta tSm uma orientaçZh 

Figura 1%. 10. 

Um grafe G & de cs-coraparabilbdade se s e u  complernenta G 
6 de comparabil i d a d e  por exempl a,  o graf o da figura (L I .  i1 1 

Figura 11.ll. 

Todo gr af o de sornpar abi 1 i dade & per rei to.  

'Toda graf o de co-sornparabilidacie & perf e i to .  



Todo gr af o de compar abi l i dade & per f ei L a m e n t e  ar denzivel. 

Par exemplo, no yrafs da. figura III.121, Vi= <a, 

Figura 11.12. 

Propriedade 

Toda gr af e bi par ti Le & de compar aba l i dâde. Poda-se 

s r  i e n t a r  toda ar esta (>c,  y1 ria forma x y s o x e V  ou 
L 

aP X S e X E  a' 



Todo graf o bi p a r t i  t e  h p 

Na figura CIP.13) ap resen ta - se  um grafo de permutaqao. 

F igura  11.23. 

G e5 um g r a f s  de perrnutaq3o se e s o m e r i % s  se G 

s õ m p a r  abi l i dade. 



LI e a l i i  (1971) desenvolveram um al  yuritmo que 

determina uma ori  erltaq3e tt-arisi ti va e asi  sl iça de um 

nSo direcisinada, se existe. Caso csn%rário, detecta que Q 

graSo não admite ori  ei-ita@o %r aiiçi ti va. 0 alga- i%mo 6: 

opegar uma aresta (ap 1 não di r  ciunada e 

orientsi-la a B 

apegar uma aresta ( s ,  ) orientada na forma s 

a snquan b o exi sti r  ar estas  não or i eritadas 

adjacen%es a (s, 

eSQ b o t l  e orien%ar c% 

ent&o devol 

.apagar as arestas a r i  entadas 

odevcàlver G B 

xidade deste algoritmo Q @ ~ n " )  . 

D a d a  uma f amil i a  3' de csoii.juratoã n3o vazios, sorasLroi - 
ía grafs intercaeçtio G-( 1 da familia, fazerido uma 

sorreâpondênsia u m  a u m  entre os corijuntos da f amil i a  e 0 s  

r%ices do grafo, o uma are  a en%re dois v&-tices =xis%= 

se sâ  correspan$en% tSm interssc$b nZo vazia. 

Qua~ido a fami1i.a da conJunLos tem uma estrutura 

Lopal óyi cã especi f i ça, 0s gr af os de i nter 

recebem u m  name particular.  i desLec: girafas de 



i n t e r s e q ã o  L m s i d o  es tudados  do ponlo de v i s t a  abye r i tmica ,  

cons i  der  anda s u a  impor t h c i  a p laâ a p l i c a q ã e s  que 

Para algumas f a m i b i a s ,  o g r a f a  de i n t e r s e ~  CJ assaciado 

& p e r f e i t o .  

blrn gra$a e Lntes.aia%s B o g r a f o  i n t e r s e @ ã o  de u m  

c o n j u n l o  de i n t e r v a l o s  de urna r e t a .  x i â t e  uma 

pondlncia uin a um e n t r e  os v&r.tic-ee; do g r a f a  e as 

i nLe rva l eâ  d a  r e t a ,  há uma a r e s t a  e n t r e  do i s  v é r t i c e s  se a 

i n t e r v a l o s  a s a c i a d o s  a eles, se in te rcep tam.  

Par axempl o, na f i g u r a  (E 1 . I 41  apresenLa-s um csin,jun.to 

c i n c o  i n t e r v a l o s  r e a i s  e a g r a f o  de i n t e r v a l o  a s sac i ade .  

I i 

Figura  11.14. 

Erri geral Ludo caminhe * 
> e5 um grafa 

de i n t e r v a l o .  

Qs gra f  o s  de i n l e r v a l e  szo pe r f  eitas. 



Um t r a t amen to  mais de t a lhado  dest 

r e a l i z a d o  na seçgo E 11.6.1. 

Um grafa cbrcutar & o g r â f o  i n t e r s e ç 3 ~  de uma co leqão  

f i i r iLa  de cordas d e  um c i r c u l o ,  i s t o  cada corda  do 

c i r c u l a  e%%& a s s a c i a d a  c e m  u m  v B r t i c e ,  e d o i s  v Q r t i c e s  estão 

1 i gados se as cor-resparidentas cor das se i n t e r  ceptnm. 

Considera-se, s e m  porda de gene ra l idade  que duas  co rdas  

não compartilham extremidades.  

N a  f i g u r a  III.15) %em-se um conjunto  de  co rdas  num 

c i r c u l a  e o g r a f o  c i r c u l a r  a s soc iada  a el 

Em g e r a l  Pn, C e K são grafors c i r c u l a r e s .  
H n 

I - 
Figura  I%. 15. 

Nem todo g r a f o  c i r c u l a r  4 p e r f e i t o .  Corna u m  exemplo 

%em-se que C nKa 6 p e r f e i t a  e # e5 p e r f e i t o .  Um Lrat.a.inentcs 
5 5 

rofundado d e s t e  t i p o  de g r a f s s  encsn l r â - se  na 



Na figura I .  1 I rnas.$r a-s u m  e;an.jui?to de arcos s o 

grafo associado a ele. 

C e K S ~ Q  arco-circulares. 
n n n 

arco-circular m a s  não & de in.tervalo. 

I-- -- 

Figura 1I.iG. 

N e m  Lodo yrafo arco-circular d perfeito. 

x b s t e r n  grafos q u e  sZ3a circulares ar co-ci rcul ar eã , 



m a s  não B pessivel dar uma relbaqão de 

el es . 

Um grcxfo csrdml ou triangulariamdo B o grafo inkerãeç3o 

de subárvores de u m a  Arvore. 

O capitulo 11% deste trabalho Q dedicado por in te i ro  a 

esta classe de grafús. 

Dados u m a  árvore e carninheo; na &rvrar 

dif  erentss graf os irnterseçZo de cami nlros caso se sonsi dere 

que OS C ~ T I - ~ ~ R O S  compar-tilhein vQrtices ou arestas. TainbQrri Q 

f e i t a  outra s lass i f  icagão ao consid rar a Arvore 

di reei onada, di stingui ndo-se se a Arvoro & r130 $i reci onada 

ou direcionada ou enraizada. Usando os nomes dados por MONMA 

(1 986) t e n i - s e  as clase; 

: grafo interaeqão de caminhos de vXrLices da brvere 

nzo di r ecl onada . 
: grafo intarsec$3si de saininhos de v r t i ces  da Arvore 

di r eci onada. 

: grafo interseção de caminhos de v&rtices da Arvora 

dã r eci onâda e enr a i  zada. 

: grafo interseqão de caminhstâ de arestas da Arvora 

nZa di r eci onada. 

: grafia InLere~e~ãú de  casrdnhoâ de ai-estas da Arvoro 

bi r eci onãda . 
: yrafo i n l e r s e ~ 3 s  da caminhos de arestas da Arvore 

di recionada e enrai 

9 capitule %V dest trabalho apresenta u m  estudo mais 

apr af undads destes gr af os. 



A classe dos grafos triangulârizadus foi urna das 

primeiras a r reconhecida cama uma classe da grafos 

per-f ei tos.  No pr ã mei r e  ericontr a i nter nasi anal sobre teoria  

raf 0s na Ilunyriá em Ic15c$J HAJNAL e SURE;P\IYI apreçenLararn 

que todo grafo Lrlangulâriaado Q a-por-feiLcs. B 

ult,ado e m  1980, provando que Lodo g r a f s  

trianyulariaado B x-yerf â%e r esu2 Lado LambAm moti vou 

a forinulac$a da conjectura fraca. 

studos de FULKERSON e GRO 

desí-nvol ver am car acP,er i zaçfsSes e pr opr i edades desLeâ gr af 0 s  

baseados na e t r  utur a par ti s u l  a i  del es . 

cùmyrirnenLo maior ds que %r$%, possui uma corda. Por 

r l  na figura (111.1) CJ grafo G B t r i angula r izad~ ,  
d 

entret,anto o grafa G não Q,  pois Q ciclo c e f rião 
2 

possui nenhuma corda. 

Figura 111.1. 

Cã- gr áf os %r i ângul ar i zados tamb rn -Se chamados cordais, 

de eLimincx~&o perfei ta, rímndtono trunsi L kuo ou "rigid- 

cbrcui t " .  



Todo yrafo completo \ é Lriangularizads. 

Tode caminho @ Lrianyularizado. 
n 

'Todo c ic lo  C k > 3, som cordas não 4 Lriangularizâdo. 
k 4  

G é Lri angulari aado, com I V > 1 , e v E V então G-v 

L r  i angul ar i 

%s%o x~oslra que o fa to  de ser ~ i m  grafa triaiigulárizado 

& uma propriedade de keredi%ariedade, ~u seja, Lodo subgraf o 

induzido de u m  grafo corda1 , B cordal. ~iLretanto a 

pr spr i edade r k r  .i angular i zado n%o & fecknada por 

compl ernentac$h. 

Um grafo G & co-%rkanguhciri~ado se s e u  grafo 

compl. ernento F B %r i ângul ar i zado. P Q ~  exemyl o,  na f igura 

I .  2 , é dado o graf o 4 e seu complemento G , os doi â são 
3 

t r  i ãngul ar i zadoâ. J A  o grafo 
G4 

que tawibFXm G 

Lriangwlarizado, tem corna complemenLa G que B exatamente 0 
4 

ciclo que não o &. 



T e m - s e  v&r b as c a r a c t a r i  zaqões doe: gr aras 

kr i angul ar i  zados baseadas nas  suas pr opr i edadeâ e s l r  u lurab s , 
as quai s permit  in desenvolver al g a r i  % m o s  p a r t i  cul ares para 

esta classe do g r a f o s ,  pa ra  s e u  reccPriheciinon%ça e pa ra  o 

pisbl  e m a s  cl Assi coâ de o%i m i  zaqão. 

Um v&rtiçe v e V & sirrqLicba% se o subgra fo  induz ido  

por A d j  (V) for rampleto.  Por exemyl .~,  na f i g u r a  !III. 3) , 

1 

Figura  %TI. 3. 

S e j a m  v p w  V %ais que (v,w) e , S S V,  %i B um v - w  

separador se v e w p e r t  m a csmpsnentes conexás d i s t i n t a s  

de 6 - S .  



S ri30 contiver S Q G  E t a l  que SD e5 v-w 

enLão S á V- segarador r r r i r ~ i m s r l  . 

No exempl e da E i  gur a (I 1% .3) , S-< a-c separador 

mb ni mal , porque o gr af o B bi esriexo. 

ja G grafu n o  csmpleLo conexo então G & 

LrB angular i zado se e s e m e r i t e  se Lado separ ador mi rii ma% i riduz 

uma d i q u e .  



G & t r i angu l a r - i z ado  csa e semente se existe uma 

ardenaqZio s de L a l  que B rii~nó%ono t r a n  
O 

ja S" Vi,VP, . . .  
* Y l  

urna s equgnc i a  d e  ordenação das 

d completo,  ou seJa, 
vi 

' uni vBrLice s i m p l i c i a l  de 6-<v , 
1 

esquemas de e l iminaqzo  p e r f e i t a  d30 uma 

car a d e r i  z a ~ ã a  rnu-bkm I. mpor t a n t o  dos g r  af os t r i  ângul  ar i aadoâ , 
erA u t i l i  zada no al  g a r i  l ino de reconhecimento  

a p r e s e n t a d o  na s e ~ ã o  (1 I I. C51 . 

S & um esquema de  ebiminaqZs pe r f  i t a  p a r a  G se e 

somente se G é monbtunú Lrans iL ivo .  
si 

G & t r i a n g u l a r i z a d a  se s somente e G p o s s u i r  um 

squerna de el i m i  n a ~ Z o  p e r f e i t a .  Mai s a i n d a ,  qual  quer  v6Brti ce 

si mpl i s i  ab pode i ni c i  ar um de el i rni  naqSo per f ei t a .  

N o  exemplo da f i g u r a  (111.31 c a 



0s graf os t r  i angul ar i zados %&i si d~ car aa%er i zados 

tambbm com respei t o  21 ácà çl i c i  dade de k i  per yr af os. 

Considera-se a f u n ~ ã o  f que, associa cada grafo G ao 

hipergraf o f (G3 de suas c l i  quer: mâximais. D' ATRI o MOSCARI NI 

881 apreseli%am o resultado: G B cordal se e âomenLe s e  

f (G) Q a-aci çl i co. 

Chama-se grafa 82~bdrvca~e ao g r a f ~  iriLerseq3o de uma 

f ã m i l  i a  de aub&rvores de uma Arvore, i s t o  B, graf s subárvore 

é o grafo obtida a par t i r  d e u m  conjunto d 

dela, associando-se a cada zubárvore um vérLica e 

existindo uina aresta entre dois v&rLices se as subArvores 

corr espandenlas corrtpar ti l k a m  um v 

Se nenhuma das sul-i&rvores está csntida. ern a1 guina outra,  

o grafo chama-se grafa  s u S B r w u r e  prbprio. 

GRAVRII, (197'41 provou que um graf o G B corda1 se e 

âoinei-i%e se G B u m  grafci âubArvore. M a i s  ainda, B u m  grafo 

subAr var e pr 6pr i o. 

aânúci ada a G B T- (X, 81 , ande K & Q conjunto 

cliques mãxirnãis de G e 8 é Lal que cada um dos âubgraf os 

induzidos T & conexo, onde KV consiste do todas as 
Kv C 

c l i q ~ ~ e ç  maxirnais que con$Sm v. T chaina-s Bruore 

caracterfstica de 6. 

ErLa carác.teri zaq30 i mpl ici lamente usa u m  resul Lado de 

FULKERSON e GROSS (19G5) que diz que "boda grafes 

t r  i angul ar i zado tem na mAxi nio n c1 i qiaes maxi rnai s . 

A idbia da aLggiritrm secpienc2:aL para dekerrninar a 

Arvoro caracLerásLica &: dado o grafo e s e u  conjun"6.s de 

d i q u e s  mâximàis, construir a &rvúre çuracterist ica T com u m  

processo recurslvo, associando a cada cl  ique maxbmal de  G u m  



v&rtice na  Arvore, e a cada v&rLice v de G uma sub K v  
e m  T;  as aresta da T s30 determinadas de mârreira que o 

afos i nduzi dós sejam c~nexos.  O algoritmo Kv 
mci al d apresenLads c o m  o núwiero (I I%. i ) . 

/exis'Le T. assúciado a cada componente coiíexa 6. d 
L 

.aplica-se CJ algoritmo a cada G. 
b 

naplicar o algoritmo a G' /âubArvure % ' /  

0" B obtido de " brocando 

Y 
ocaso esntrdrtu efetuar 

B obtida de  T'  l i gando o novo vQrti  ce 



ar i trno ( E  I%. 1) definem-se as segui  n t a s  var i Avei â: 

0s ccanjrnntms sZo as v&r.Lices de T associados 8s 

d i q u e s  m a x i  m a i  s de G. 

& K ,  e m  as subárvareã de ã associadas  a 
v 

cada v de V. 

K corresponde aao canJunto de cliques m a x i  mais de G. 

0s elementos de são as viziiihoen de v que s o m e r i t e  

pertencem B c l i  que A determinada por ele. 

são v&rtie^eâ adJacen.les a v que  

per.tencam a A e a o u t r a s  cliqcaes rnaxima.ie;, que serão 

d e t e r  r n i  nadas em chamadas poâLer i ar e- do al gar i Lmo. 

Figura 111.4. 

Para o graf  a G da f i g u r a  (1 E S .  4) t e m - s e  o s  segui ntes 

agi a p l i c a r  o algori$mo (T%1.11: 

Ti : 
aplica-se o algori tmo a G V1 



A árvore carac%erin%iça 4 dada na f igura (111.51. 

Figura 11%. 5. 



BUNEEIIAN (153'7'41 apresenta u m  a i  ar i tmo seqhiGricial 

baph~ado na propriedade que u m  grafo corda1 G & 0 grafo 

i n t e r s e ~ ã o  de um conjunta de subbrvoreâ do uma árvore T, 

cujos v&rticeâ correspondem às ckiqueâ maximais de G ,  de 
- 

forma LaL que se c & urn v&rtica de 
i associado h d i q u e  

m a x i m a l  C de G ,  en%ãgr a sub&rvore T corresponden%e a v 
i V 

G, contém . se e sainente se C con.L&rn v. 
i. 

ATA (19881 esenvolve outro a l  or i trno cseqrrt0nci a1 B 

caracteriza r%% graf os triangul arizâdcss cosiexoâ definindo uma 

ctiqzae simplisicab, q u e  uma clique maximâl q u e  czãntein urn 

v&rf,ice s;irnplicial e c',tq,ra~? p'rontehsa, que & uma clique 

sirnplieial que con.tbm todcas os v r t i ces  simpliciâis ou os 

v&r%ices dela que n2s são simpliciais,  estão contidos e m  

ou%r a cl  i que rnaxi. mal . 

NABR e.t a l  i i (1 9871 desenvolveram u m  akgorL t n a  pasaEe to 

para determinar a Arvore caracterástica d u m  graf o sarda1 

usando L I I ~  in&Lodo e di*3hs&o e csnqu~'sfa  para dividir  a 

brvars e 0 grâf'o e m  fsrrriâ t a l  que, o ndmorgs de cliques 

xiinais diminua em cada passa num fator constai-iLo. Para 

i s t o  G necessário u m  v&rtiçe denominada centrdicb. 

Numa Arvore, a elirnina~ão de um v&rtice interno dela 

preduz uma âeparsqão da Arvore nuiria f LoresLa com Arvores de 

n t e s  Lârnai-ihoâ; iam csntrsdde B u m  v r t i c e  t a l  que 

quando FP eliminada produz uma f lores ta  onde a tamanho da 

maior Arvore E- m i  n i m i  zads. 

D a d a  uma clique maxirnal C e m  G ,  o v4rtice assaciado 

T denota-se c. 

duas cliques maximais C a C assaciadas a v&-tiseâ 
i 2 



- 
que estgo e m  diferen"tes componentes conexas de T - C r 

co~ipar%ilkam u m  vértice v, então v E C. 

AO remover urna clique masimal 4: associada a u m  vgrt ise  

que não & falha e m  T ,  G- & desconeçlada. 

Se a grafo G & separado por uma c l i  ue n~axbmal C em 

a Arvore carasLoriskica G em forma t a l  que, para cada 

i ,  as el-iqu s maxi mais de 6. IJ C correspondem aos v&rtices 
L 

de uma componente da f lores ta  --a3 mais u m  v&rLice aca's~ciado 

A id&ia do algoritmo & prgncedar em farina reçurâiva 

dividindo o problema em subpreblemas qu no mkbmo a 

metade mais unia d a s  d i q u e s  masimais d o  ma original , 
deler minando u m  cen t r  &i de na &r vore. A recurçã6i) te r  m i  ria 

quando L e m - s e  u m  grafo sem duas cbiques rnaximaiç c o m  

r s e ~ ã o  n o  vazia e cuja Arvore sZo dois v&rtices 

k i gados. 

Q problema & det rminar u m  centráide, para i â t a  

precede-se e m  paralelo com toda clãque maximal C ,  contando o 

e cliqueâ maximais esLão em G.U C, onde G. e5 uma 
L L 

componente canexa de G-C. termina--no o cenkróido coma o 

v&r%ice associado aquela cliquo C que rninimiza a. maior 

nQmera de c l  i que% maxi m a i  â numa compon 
L 

Q alggiri.%mo para determinar- a Arvore caracterástica 

de u m  grafo cordal G, em forma paralela, &: 



8900 E E I. 2: ALGORI TMQ PARAL L0 PARA &FJQR 

.Dado G-(V,  1 graf o co rba l  

em p a r a l e l o  

odeler  m i  nar  as coinponentes -anexas 

efetuas 

obtendo a á r v o r e  
i 

i 
i = k  

A complexidade deste a lgo r i tmo  e%%& dada p e l a  

terrninaqSo das taoinpoiisr-iters conexas,  o qual  Q f s i k o  n u m  
2 9 Lemps C? ( l a g  n1 usando Q (n 1 preceçsãdore 

P r o p r r s d a b e  

r a f  o Lr i angu la r i zade  & p e r f e i t o .  

Todc gr af o co-%r i ai-igul ar MQ B per f ei %ta. 



A id&â da prova & dar uma caloraq3o 110s v&rtices s 

provar que e l a  B Btitna, ou seJa, que o naímero inAximo de 

cores usadas & igual as nbmero ci-oinsitico e logo, provar que 

este B igual ao tamanho da maior c l  ique. 

Pr i mei r o,  dado G- (V,  EI , ar denarn-se l i near mente os 

r t i c e s  do grafo eordal, em forma inversa B ordem ola~içia 

por um esquema d el i m i  naqão perfei @a. 

pois , dado u m  subgraf Q i riduzido de G o  assacia-se a 

cada v&rtice um i nlei ro  posi tl vo f ( ) com a seguinte 

& a menor iri.&eire yesit,ivo d i s t in to  do todos os 

f (v) par a toda v em , com v < w e (vpw) em F. 

Tem-se que f B rima coleirac$Xo, pois f (v) F! f ( 

E. Sbrnente f a l t a  provar que exis te  urna ciique de tamanha 

igual ao nbm ro  de Grundy de C ja k es te  ndmero a 

sega w t a l  que J(wi - k então, existem k-1 v&rtfces em 

adjzcenles a w com vi< w, f (vi) -i para i -I ,%, . . . , k -1. Mas 
w & um v6r ti ce si mpl .i c i  a l  , Lago (vi vi+% & uma aresta e m  F,  

para i-l . S p  . . . , k - 2 ,  i s t o  6 ,  o ccmjun.&o Cv .. . . . , ag 
d, !c- A 

uma cl  iqrae em F. 

mpre para qualqu r grafe tem-se w ( 

A prova para 8s yrafos co-"ciangu1ariaadQs Q similar,  

considerando nos v8rticeâ a ordem dada por u m  esquema de 

el i m i  na@o perf  e i  %a do graf o compl ementa. 



0s gra f  as %ri  angul a r  izadgis %i-m as segui  n%es i ~nporLantes 

pr apr  i edades : 

3 com jV I  2 

se e somem-lte se seus  v&r$icos podem s e r  6rd~mãd08 em forma 

l i n e a r  ta l  que, nenhum subgrafo  induzido  com v&t5Lices x ,  y- e 

z e a r e s t a s  cx*z3,cyp 3 ,  t e m - s e  x < y < 

A ordem nas  v é r t i c e s  Q o b t i d a  a.o pos ic ionar  um v é r t i c e  

si inpl. i e i  a1 v, aIn1 ti mo na ordem, consi  der  ar -v e cont inuar  e m  

forma recrarr iva,  levando e m  consideraq30 que,  ser corda1 B 

uma propriedade de her ed i  l a r  i edade. 

Propriedade 

A ordem Linear dos v r t i c e s  o b t i d a  a p a r t i r  do i n v e r s o  

de um esquema de limina@o p e r f e i t a ,  & uma ordem l i n e a r  

yerf ei ta. 



j a f (G) - nfrinero d e  Gruridy de G c o m  ordem < . 

0s graf os c o - t r i  angub a r i  zadorl sZo perilei L a m e n t o  ordená- 

Em G cons idera-se  a o rd  m con%r&-- ia  de E ,  ou sejaB a 

ordem dada por um e-quema d e  e l iminagão p r f e i t a  do G. 

CenLãriua-se em f o r m a  s i m i l a r  2.1 prova da propr iedade  

C % I . l l > ,  considerando q u e  esLa ardem s a t i s f a z  e m  G a 

u i  n t e  propr iedade:  se G Q ca-tri angul a r  i zado, enk2Scs 

e x i s t e  uina ordem e m  "di t a l  que ngo exis tem x ,  y, E c o m  

x < y <  e Cxry), ( A , - P )  E, mas (y,z) e 



A t &  agora nZo se sabe o um g r a f o  p e r f e i t a  pode ser 

reconliecida ou nZo em tempo yol i naimi a l  . Sab -se somente que 

d e c i d i r  se um g r a f a  Q i m p e r f e i t o  Q um problema da. classe XP, 

segundo LOVá (1 883) . M a s  QS g r a f a s  t r  i aiigul ar i zadg1- podem 

r reconheci dos em tempo p d  i númi a l  , s qual f o i  provado por 

WOSE et a l i i  (d.8176) . que desenvalverani uni al yoritmo 

sequencia l  para  este e b j e t i  vo. 

A i d & i a  é aprove i t a r  os seguin. tes  f a t o s :  s e r  cordal  É 

rama propriedade de  h e r e d i t a r i e d a d e  o ,  ,Lodo grafcs corda l  %em 

pelo menos um v&r ti ce si mpl i c i  a1 . 

ta a l  goritmo reçuina-se e m :  pagar um vOr.tic s i  mpl i ci a1 

"i 
. Se G & c o r d a l ,  entZo G- v & corda l .  Repet i r  a&& que n3o 

i 

haja mais v&r%iceâ âIbrnyliciaic9, ou  at& que não h a j a  mais 

r k i c e s  a s e r e m  r e . t i r ados .  

gui iites problemas: se o processa e sgo ta r  

tmdaâ OS v&rtAceã, G B corda l?  E, como determinar uma forma 

e f i s i e r k e  de l o c a l i z a r  v 6 r t i c e s  s i inp l i c i a i ã?  Para  i s t o  

faz-se uso da  s e g u i n t e  lema: 

O processo de  reconheci ments de um graf o 

Lr i angu la r i  zâds  f i c a  do s e g u i n t e  modo: 

Apl i car Busca e m  Largura ,!ex-t:cogrBf Bca, s b k e m - s e  u m a  

sequsi-ici a S dos vér bi se- a r  denados e m  f orma. decr  escenk.e- 

segundo a l a r g u r a  d e l e s .  



Aplicar a S u m  processo de reconhecimento de esquema de 

e l i m i n u p 2 0  perfei ta. S CJ fo r ,  então G 4 cardal, senão G 

nZu B cordal . 

Quarido a busca em Largura Loxi cogrzif i ca & uti l ioada 

para construir urna âequi2nci.a de ordena~ao dos vQrtices do 

grafo s reconhecer se es te  B cordal ou não, não Q precisa 

fazer Lados 06; passas da al ori%mo (%I. ,521 , j& que riZa Q 

necessário marcar 0s v&r%iceâ e obter a Arvore geradora para 

percorrer todos as v&r%ices. O â l  yoritrno rssultanLe &: 

I 

Figura TI%. 6. 

Par exernpla, para o grafo da f i g u r a  I .  a 



ápliraqão do al ori%mo (111.31 aprsã nta os seguintes 

r e â u l  tados: 

processo d r ecoiikeci rn n%o pode ser fo i to  segundo a 

definic$3o pela "forqa bruta", isLa é, pegar cada vxrtice v 
i 

quSnc ia  L; e verificar se el e B sirnpl icia.1 de G-4.v ,v , 
i 2 

. . .  ,v 3 .  Ib obLido u m  v r%rbce que não B simylicial ,  
i-i 

ent30 o processo para, e a soquência ridio d um esquema de 

el i mi na@o perf ei %a. Assim Lemos o algor i tmo: 



ent.30 deve1 ver Fa 

N a  p i a r  caso a complexi dade do al gor i %mo 4 0 (mn) . 

Aproveitando a ardenasZo S dos v&r%ices  e considerando 

as conjuntos  dos v&r -ti c e s  morrotonamente ad jacen tes  MAdj (v.) , 
J 

são o s  conjuntas  <V e AdJ (v.)/v eâkB B d i r e i t a  de v. em 
J J 

V, & possi ve l  melhorar o a1 

P. idr5i.a deste algoritrno é: para cada v&r t ice  escolher  0 

pr ime i ra  y8rt . ice adjacernLs a ele e que e%%.& pos.ter%or a ele 

na sequGncia e c o n t r a l a r  os \+r t i c e s  adjacenLss deste 

úI t i m e ,  o s  q u a i s  devem e s t a r  Idodas Ligadas. E s t e  a lgor i tmo 

apresenta-se  a segui r : 

r a  a=== 1, . . .  , n  efetuar 

J 
.apara j=- 1 . . . g n  efe tuar  

odeter mb nar v e MAdJ (v.) m a i s  prbni m o  a v e m  5' 
k J j 

(vk) U [ M M J  (V.) -<V I ]  
.J k 

edevol ver Fa 

A complexidade do a1 gari tmo reduz-se a O (n+m) . 

% depois que o s  coriJun'Las (V.) esti verem todos 
J 



Na e x e m p l o  do grhafa da f i g u r a  I .  6 foi  obtida a 

nequSricia S- (c ,d, ,b,& aplicando s a l g a r i t m o  (111.5) para 

verificar se S & u m  e s q u e m a  de e l i m i n a q z o  perfeita, 

o c o r r e r a m  os segu in tes  passas: 

Logo S & u m  e s q u e m a  de a l i m i n a ç g s  perfeita e G Q 

cardal . 

C o m  a nova e cre sente desenvolvi m e r i t o  dos c s m p u k i d a r  e% 

para1 elos, tem-se R d e n t i  f i cada m u i t o s  algori t m a s  que p o d e m  

ser i m p l  e m e n t a d a s  real i zando v A r  i as oper áç8as e m  f ar m a  

sirnulbt&-wixa5 a que resulta na  â6iluqdl0 dos p 1 - 0 b 1 e r n á ~  e m  U m a  

f o r m a  m a i s  rápida ,  a ç s r n p l e x i d a d e  de L e m p o  & m e n o r  m a s  deve 

cslnâi der ar --se a m e  de p r ~ ~ e s ~ a d r ~ r e s  necessár i os par a 



perfeiLa e aquele que o reçciriheee, parecem difácairs de serem 

executados com processader-eâ e m  paralelo, porque cada vez A 

escol h i  do um v&r ti ce dependendo o que aconLeceu a tb  esse 

momenko. 

NAOR e4, a l  i i (1 987) âpr osontarn a% gor i Lmos par al  e l  os 

com l e i t u ra  concorrente e escri La exclusiva numa máquina 

PRAM ( "Par a1 e3.l Raiidem Accesç i+achi ixe"1 para o 

reconhecimento e par a vZir i os problemas rri yrafocs 

br i arlgul a r i  zados , baseados 1-10  estudo das conjunLos de 

adJacFSnciãs e na cârac%er%zaçZS'o tona giãfo de interseqzo de 

subár ver e%. 

KHARAN e I Y ENGAR (I 9EX3) desenvolveram u m  

aãgoritmo paraãrião com le i tu ra  e escri  La coricgirrsnt 

máquina PRAM, para en reconhecimento d grafos cordais, 

baseado nas cl  i ques separ ador as. 

88) decaenval veu uni a l  gor i $mo par al. e l  o 

etermi nar um esquema de el  i m i  n a ~ z o  per f e i  t a ,  

em uma mAqubrla PRAM com le i tu ra  e ~asçrita. concorreh-ite, ccam 

urít menor nbmero de processadoreç. 

O alyori%ma de Naor e t  a l i i  baseia-se na seguinte 

car ac.Ler i zat$3a: 

G não B corda1 se e somente se para algum v&rtA&: 

uma compísnente conexa do grafo (G--r)  -Adj (v) adjacente a 

A id&a do algoritmo Q verificar se para cada v&rtice 
6 s a t i  sf ei %a a condi $-ão da pr íspr isdade (I 1 I .  2 3) , .L azendo-o 



para todos as v&tices em forma â i m r a l L 2 n e a .  Se algum de1 

â a l l  sfâz a condi çga, en tão  u graf o nZo & corda% . 

Aègùritma I I I .6:  W CIMENTO DE NAQR PARA UM GRAFO CQRDAL 

A aplicar o alguriLmt~i (11%. 13) ao grafo da figura 

Passo P (em paralelo) : 

para r.enhum V E V existe  urna componente coonexa de 

G-v-Ad j (v) ád j acein% a dois vbr%ices ele A d j  (v) que não sejam 

adbj acerites erilre e% e%. Logo G & cor da% . 



or i t m o  de Chandrasekkiararl e I yengar esbrada para 

cada par de v&rtiçe% nZo ad.jaseriloâ, o_: ~ c q j u i ~ t ~ s  

separadares deles, os quabs devem ser cliques se o grãfa & 

c ~ r d a l .  Irs'bsi feito para Lodos os pares analisados, em 

forma paralela. O algoritmo 4: 

A complexidade trio algoritmo esLá dada pelo estudo dos 

conjuntos separadores dos pares de v& ti ces não adjaçenies 

a. doterriiinaq2So das cumponentes conexas q u e  4 realizado no 

tempo Q (log iz) c s i n  8 (n+m) presessadores. Logo o âlgsiritmo de 

Aplicando o algoritmo (111.7) ao grafo G da figura 

(111.61 tem-se: G i~ãõ & uina clique, 



Passo i ( e m  par a l  e l o )  : 

, c: H= subgrafo induzido por € 

ubgraf o induzido por € 

M- O 

em paralelo 1itso M - C 

: H- sukãgraf o induzido por <a, 

F= subgrafo induzido por <c, 

j$f- @ 

e m  p a r a l e l o  
en tzo  M - 

M & uma cldque 

par c,e: H= subgrafo induzido por €a,c,e> - subyr-afo induzido por <a, 

M- Q 

en lzo  M - =C e m  p a r a l e l o  

M e5 uma clf que + 

tadoa os pares  devolveram então G & CORDA 

A id&a do a l g o r i  bmts de Klain 8, dado urn con\jarrito de  

rbtubos i n t e i r o s  para as v&r\,l.ces do girafa+ determinar um 

uema de eliminâqão p e r f e i t a  conn i s l en te  com a ordem 

parc i  a1 induzida p e l a  roLulaqão ou delerminar que não 

u m  esquema de e b  i m i  nayão p e r f e i t a  canâ i s l en le .  Isto 



realizado da forma. i k e r a t i v a p  tal q u e  cada  vez a roLulaçZo B 

rnell-iorada ate5 que  cada nr'linera Q a s s o c i a d o  ãsmonLe a urn 

v 4 r t i c e .  N e s c :  ins%ànLo,  B fac i l  comprovar que ã nuineraqão 

d e f i n e  um esquema do eP i m i  rias;So p~3rfe.i La. O in&.tsdo a s s e g u r a  

que  B i r e ce s s&r i s ,  no inLLxbmo, 6 (log n) iteraqões. 

Uma nurwsaç&o parcial c5 uma f unqãs  que  a s s o c i a  nbmesas 

rbn.teiras a ram subconjuntm p r 6 p r i o  dos  vQrLicos  d e  G .  Para a 

riumeraç3o S e a rwrneraq3.o p a r c i a l  P ,  d e f i n e - s e  a rsf inaçds 

de S por P, deno tada  S como: S (v) < Sp(w) se S(V) < S(W) 
P ' P 

ora S(Y) = S(W), P(Y) e P (  ) eâL3o d e f i n i d o s  e P(v) < 
Idti l f za-se uma numeraçZb p a r c i  al P de alguma comptanente de 

cl asse de 6 . Aa o b t e r  Sp a p a r t i r  de 5, fala-se de 
9 

estratbfbcar a componente d e  classe Ç de  G , e de 
a 

e s t r a t i f i c a r  ber1i, se cada camponenla de classe can%&m no 

I v é r t i c e s  de C. 

Um carn.b?tFao para %r& e m  6- Q um cainin1.i~ .$a1 que s e u s  
a 

v&rl . ices  f i n a i s  S ~ B  es%ri t,arnente mais r i c o s  que  os v é r L i e e s  

i n t e r n o s .  Uma numerac$Zo Ç de G Q v&Sida se tados os carnfnkoâ 

p a r a  L r a s  e m  G- -L m yon.&os f i n a i  s ad j acen.teã. 
m 

Em um graafo G ,  se uma ro%ulat ;ão 5 Q 1-1 um 



5 

esquema de eliminação perfeita de G. 

Seja 5 uma n u m e r a c $ t o  válida de G ,  para cada eomgerienle 

de classe C de G , os vizinhos mais r ic~às  de G canstituom 
m -- 

uma c l  ique .  

Q algaritmo paralelo de Klein para recorihecer se u m  

grafo & t r i an  ularizado, rea l i  a. uma refinaâso atc5 obter u m  

esquema de elixiina@a per-r"e.ila, para i s t m  & necesã&rio 

estx- a l i  f i car as compcirientes de classes. 

 dados G ,  C e d 
e 

ru toda v em C efetuar em par al e1 o 

aidenLificar as arestas que ligam v a outro 

v&r.&ice de Ç 

. identificar as arestas que ligam v a um v&rL.ise 

mais r ico  

= Zvizinhos mais ricos de C3 



ede%erminar uma f Loreâ%a geradora de  C-D 

ese alguma ccrmponenLe H de C-D %em pelo inenus 

I v&rtices entdo efetuar 

Isardenar os v e m  urna ordem 

parLir da raiz: v , . . . , v 
d k 

asebjarn V 
i., - . -  us vizinhos comuns 

ocaso csntrdrio efetuar 

ase todos os v&rtices de t S m  pelo inenoâ I C I 

a chama- ALTOGRAU (Gs, ,d) ) /algoritrnoIII. AO/ 

acuso contrario efetuar 



oordenâr os vgrtices de de forma arbitrAria v $ * S .  . # V  
k 

epara j= Is . . .  , k efetu63i2- 

/ v B adjacente a M V 
I 5  - - -  e v 1  

k 

s (v.3 - a" (v.3 + c9 
.I .J 

odeterminar C' a componente maior de G 
Fj 

~deterrnina.r uma f lores ta  geradora de 

odeter m i  nar geradora de N 

nar os vértices de em uma ord 

par t i r  da raiz: v 
i " 

? -v- k 
Qpsa j= i, . . .  ,j efetuar em paralelo 

ose D e5 clique ent&a efetuar 

QCCXSO csntrdrio efetuar 

 determinar x e -y da D n30 adjacentes 



O algori t m a  paralelo para determinar ima refinaqão d 

uma rotulaçZiu dos vbrbices de um grafo, t e m  no mAxima 

8(1ogn) etapas da prose -o iLerâkivo, a procedimeinto de 

e s t r a t i f i  saqzo $em complexidade O (lsg k 1 usando k processa- 

dores oride k & o nt3mex-o de arestas que tem pela rnenías um 

v&r%ice f ina l  e m  uma componerite , logo ao executá-ls para 

todas as componeriteâ de classes,  a complexidade Q O (log rnl 

usaride Q (m) prsicossâddsres. Lo o, a complexidade da algori t m e  

Lerminar u m  esquema de eliminação p r f s i t a  B @(log2n1 

com cd, (n+m) pracesâadores. 

Ao aplicar o algoritmo (11%. R) ao grafo da figura 

(11%. 6) , t e m - s e  nu comnecp u m a  rotul aqãa de todos os v8r t i e e s  



em zero. No primeiro passo sZo mudados 0s rdtulos dos 

v8rtices a ,  e e d ficando no valor d, lago são 

i ncrementadcis as  rótul os de E- e em d, finalmente o 

rdtulo de & incrementada e m  1, o de em 2 e 0 de e e m  3. 

A part i r  destes valores abtern-se â ordem dos vQrtices c ,  d, 

, B e a segundo de rneiscr a r valor d e  r $ t u l ~ *  esta 

ardem 6 um esquema de eliminaqãa perfeita.  

Existem vBrias pi-obl emas cl ássicoã e m  graf eis, os quaiâ 

s%o JVP-corr~pte t s par a um gr af o qual quer. A l  guns del es , quando 

r e s t r i t a s  aos grafo cordai3 e em outras classes espaciais 

de grafes, sZo p o C d n o m i a i s .  

=r ão deâenvd vi dos a l  grnns destes pr obl emâs F- as 

al gari tmos exLstentes na li hei-atura para grafoc: cor dai S .  0s 

quatro problemas clássicos -30 c L bque, n d m r o  c r ~ r & t  7:6aii 

c o n j ' u n t o  ei t &e k e csber t ura por  e l iques. Estes problemas e 

seus algori%rnes são descritas a seguir. 

Dado G= (V, E) determinar w ( 1 - tamanho da mal ar c l  i que. 

(19651 provaram que, dado um esquema 

de eliminaçãa perfeita S para G grafo corda1 , toda clique 

rnaximal B da forma <v3 U MAdj (v) r ou seja, tados os v4rt.i cef; 

adjâçenLes  a r e que est6io B direika dele na  sequência S. 

Outro resultado i mpor"can-ite paira fazer urn algori tmo para 

determinar w (6 , )  diz que 0 nrámero de cllques rnaximais num 

grafo cardal & mel-ior ou igual aa número da v&r%ices do 

rafo. 

Com i s t o ,  B yossivel modificar o algoriLrno (13%. 4.1 de 



cimento de um esquema de el iminas30 p e r f e i t a  p a r a  

a b t e r  as c l i q u e s  maximais escrevendo {v.] U MAdj (v.) , V v 
J J j 

V. Pode-se %er que alguma dessas cliqraes não seja inaximal. 

Is to  vai acon.tecer no casa em que MAelj (v.) s Ju. unida a 
.J 

(-rk) . Logo, nesta caso, e s s a  c1 i que nZo deve ser 

eons i  der ada . 

Dado G, determinar  x (G) , o menor riGrner-o de cores 

neces-sAri as para. c o l o r i r  as v&r-t ices  de G d e  f erma L a l  que,  

suam cores d i f e r e n t e s .  

Dado  que, qualquer g r a f a  cordê l  por - fe i to ,  o que a 

c a i a c t e r á s l i c a  dos gra foã  p e r f e i l u s  6 a igua ldade  do ntirnara 

crarn&%ica e o ~Larnânho da n ~ a i a r  cliqrae em todo subgra fo  

F nduzi da, eaiiLZo B por si v e l  deter i n i  nar  u n&irner o cr on~&t i  ro com 

s mesmo a lgo r i tmo  das d i q u e s  maximais. 



1 , determinar ú tamanho de maior ccmjunto 

A %oluqEio de problema foi dada por GAV 1 L (a97ar , 
usando o mesmo aJ_gori%mo do ni$mm-a croinAtico. A id&is. á 

deler m i  nar v&rtf ces não ad j acen tes  apr o v d  tando os con J untos  

de -v&- ti ces mono%unamen%a a d j  açen teç .  

Considerando um esquema d e1irn.i. nação y e r f e i  ta S para 

, define-se a soguSricia y - S (1) , yi= pr i r l~e i ro  ~ Q r t i ~ e  e m  S 
1 

p o s t e r i o r  a yi-% t a l  que não per tence  a M k d j  (yk) CJ . . . 
uMAdj (yi para  1-1, . . . ;L onde t 4 tal que todos OS - 
v&-Lices; após y e m  S per "cencem ã Mhdj Cy 1 U . . . U MAdJ (y,? . 

bb i 

Tem-se q u e  L =  a í G )  e y a  y,, . . . yt3 senda o mai or 

canjuntm eskavel d s  G. 

No rafo da figura CI.GI.6) cans la tn - se  com 

Ç=(c.Ci,e,b,a): ya= c, MAdj (yi) = C 

Y2=- MAdJ ( y 2 )  = <a">. 

Resul tado: conj  rai-ika es%&vel- Z s  , e> e a (G? - 8. 



Dado G dekerminar k- x (G) corno s e n  o w menor nt3rner-o de 

c l i q u o s  maxirnais CL*C2> . . . , Ck t a l  que G G Cild L2U . . . U 

Para  o casa que G & corda1 (e purLanto p e r f e i L o ) ,  

t e m - s e  at (Gl - a (Gl . GAVRI L (19723 aproveilandca os conjixn%rss 

ee;t&veis provou que,  dado Q rnalor cong'unLa e s t á v e l  € y  
a * YZ 

. . . , y L 4 ,  a coleqClo de c o n j u n t a s  Ci- 3 W WAdj(y.3, i =  
i 

1,2, . . . ,L, & a rnensr c o b e r t u r a  por c l i q u e â  de G .  

No yrafcilr da f i g u r a  (111.6) ae(G1- e ã c o b e r l u r a  por 

c l i q u e s  e s t b  f armada pelas c l i q u e s  r n a x i m a i s  C - < 
i 

E s t e s  qrra.Lr-o prublemaas sZts dCP-csr~pleto  para trrn g r a f o  

qualquer-, se & considerada apenas  a classe dos grafcciã 

itss, os q u a t r o  problemas pod m s e r  r e a a l  v idos  e m  tampo 

palin~rnLaL com alglar-it~iicis baseados no n&toÉ-Eo do elipsside, 

d e s e i ~ v e l v i d o s  por GRea"hSCK4ELL e L  a l i i  (1 O s  algsrà.trrion 

sequetici ai e; deserivol v i  dos aqui são sçlmnen-&e par a o ca 

g r a f o s  s e r d a i s ,  e o tempo f i c a  l i n e a r  no número de v&rLieeeg 

e no nr5rrnet-o de arestas do g r a f e ,  ps.lr%an%a l i n e a r  no tamanho 

do g r a f o .  

NAQR et â l i i  (3. nvs l  ver em u m  al goi i t mo 

p a r a l e l o  par  a Q r econhecl mento de gr  a f  os e a r  d a i  s , el eç 

apr eãentam al  gor i L m o s  par n l  e1 os par a os q u a t r  o pr obl  omas 

c l á s s i c o s ,  baseadas e m  a u t i a ã  e lementos  desses g r a f a s .  

Um grafu e5 uma. Qicbtque se s e u  con jun to  de v&r.&ises 

pode s e r  par %i çi onado e m  doi  s srrbcon j unteas e B de forma. 

LaL que 0% subgra fos  i nduz idos  G e G são c l i q u e s .  
A %r: 



Para determinar  todas as c l i q u e s  m a x i m â i s  e c a l c u l a r  o 

niárners cramAti ca de urn graf o corda l  qual  que r ,  Naor e-L al i i 

reduzem a problema à r e so lução  deâ%e numa Bic l ique  s o r d a l  

pela L8cnica de ddLvdLs&o e cd>nquksta. C3 a lgo r i tmo  pode s e r  

e s c r i t o  na s e g u i n t e  f o r m a  geral: 

A s s l  m ,  preci âa-se então de um al gur i Q m o  pa ra  deterrnl nar 

as cl i ques maxi mai s de uma bi cl  i que. 

Seja G um g r a f o  b i ç l i q u e  com o conjunto de v&r%iseâ  V 

p a r t i c i o n a d o  na forma V- tal que GA e G são d i q u e s .  
B 

Para v E A chama-se AdJ Cv) 3 e para x E 

denota-se  NACxlY -Cy e A d j  Cx) I. T e m - s e ,  para 0-4, 

g r a f  os, a seguinte propriedade:  

- Q U Q urna cl i q u e  maxi mal na  B i  cl i que corda1 , 
A B 



Por t an to ,  o algeri.Lmtii 8: 

decrescente c3 

odaterrni raar os v& L i  cecs v 
i' - - -  ,V de A %ais que c~ 

P 

seu predecessor  na ordem tem uina vizinhaiiepa N (v1 

e s t r i t a m e n t e  c o n t i d a  na s u a  vizinhaiiqa 

adeteiminar uã v&rtices x 
i' " '  

, x  d e  %ais que o 
P 

s e u  predecessor  na ardem , t e m  uma v i a i n l ~ a n ç a  N (xl 
A 

es t r iLamenle  c o n t i d a  na sua v i z i n h a n p  

A compl exi dada deste al g s r  i % m o  @ (Cbug r11 pe la  orde- 

r L i  c e s  , usando 0 (r111 p iocessadures .  Logo,  a 

ç o m p l  exi dade par  a d e l e r  mf nar  as c1 i quea maxi mai s de u m  g r  af o 

corda1 depender.& das cliamadaç a e s h  al  gor i % m o .  
2 cl-iamada h& 0 (n 1 i 1 i q u e  , que podem produzi  r O (nl cli ques  

rmximais em cada chamada, mas no 1 n 5 x i m a  h& n c l i q u e s  

rnaxi mai s d i  f e i e n l e s  . A el i m i  naqZo de dupl i eados pel  a. "f srqa 

b r u t a "  p r e c i s a  de um Leinpa @(ri) usando b(n51 prosessâdores .  
2 5 

rn%Eirs, a complexidade & Q ( l og  ri) com 0 (n 1 p rocessadares .  



Corrlo a grafe 4 perfeito,  então o ntimero srsmAtico pede 

ser obtido com es te  mesma algori tmo, determinando a tamanho 

da maior ebiqus. 

Para os problemas da cunjui-ito estável da cobertura 

por c l  bque, os ãlgorit,rnos paralelos usam a reprosentac$o do 

yrâfe par sua árvore carackwintiea. 

Q a1 gssr i %mo Iaar a deter m i  mar o snai or cor1 J unto estável 

procede em etapas, a idAia em cada passo B processar e logo 

eliminar , em paralelo, t ~ ~ d o s  as r amos ter  m i  riai e; da árvore , 
onde um ramo termiiial b um carniiil-ia de trGs v&-%ices com grau 

dois ou menor e que contem uma folha. 

GAVRI L (1 972) provou que o yr i mei r o conj unlo es.&&vrsl 

niêxi mal 1 exi cagr a f i  camente, com respei .$o a urn esquema de 

e1 i rni  natpzca perf ei ta, Q u m  conj~~nt-cs  e s % A v e l  m d x i  ma; en.LZXc-s 

basta determinar es te  primeiro conjunto e o problema se 

reduz a determi nar , com um algori tino para1 ebo, um esquema de 

eliinina@o perfei ta ,  o qual e5 descrito 1-10 a1goritr"is 

(111.1.1). Para cada ramo defi nem-se U í 1 o conJuiito das 

v&r%inas que n2Xo estão em rpeinhuma clãque corri v&rt ics  

assaciado e m  T fora de 

odeter m i  iiar os r ainos t e r  ini na.i % 
" 

O para  todo efetuar e m  paralelo 
i 

edetermi nar esquema de  a1 i rni n q ã o  perfeita 

*anexar as v&rtiees das esquemas de U ( 

Oanexar es te  esquema Aquele já obti do 



2 
A campl e x b  dade besta al  gor i tino & Q ( L  og ia) usando O (ri2) 

praceãsader es. 

Para  deterrniinar a c o b e r t u r a  por c l i  que-, a id&ià  cl a 

m e s m a  que aquela usada par  Gavrfb, só que neste caso, 

& etyrovei"%do s con jun ta  e s t á v e l  inlaasinm determinado corri rs 

a2 gor .i t i n o  par a l  e1 a. yi , y2 . . . a, 4 um ceirJunta ea.tBvel 

rngxi m o  determinado a p a r t i r  de uma ordem nas  v & r t i c e s  dado 

por 6irn esquema de eliinbnaqão p rf'eita, e n t ã o  os con jun tos  

.c .,.. 4 U WAdj  (y.? p a r a  i - 1, . . . t const i tuein  uma c c z k x x t ~ r r a  
b 

mánima por cb iques  pa ra  o y râ fo .  

KLEI N (1 9E3E3) desenvd  veu a1 gai i trnos par al e1 0% par  a. 

r e s o l v e r  os problemas da c l i q u e  máxima, con jun to  e 

m&xf ma e c01 ar aqão dki rm p a r a  um g r  af o t r  i angul a r  i z a d s  , 
baseados rio seu algoritmcã para determinar  um esquema da 

el i m i  iiaqSo p e r f e i t a  ( al  gcr  i $mo (E 1%. 8) 1 . 

O niímro de intervalo i (G) de urn g r a f e  G B ca menor 

i n t e i r o  iião i iega t iva ,  ta l  que G & a grafei i n l e r s e q ã o  de 

c o n j u n t a s  , onde cada urn d e l e s  65 a união  de, rio Mxi mo, .i CG) 

i n t e r v a l o s  r e a i s .  I s t o  Q ,  cada v r t ice  d e  G est% as soc i ada  a 

u m  con jun ta  d e  i CG) i n t e r v a b ~ s ~  e d o i s  v b r t i c e s  v o w de G 

são a d j a c e n t e s  se algum i n t e r v a l o  a s soc i ado  a v i n t e r c e p t a  

p e l o  menos u m  dos  in t , e rva los  cor respondentes  a w. 

RMAN C1988) , a p r e s e n t a  

onde o nbmero d e  i n t e r v a l o  pode ser a r b i t r a r i a m  

g r  ande. 

(1987) determinou um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o 



nGrnero de  i n t  rvala de um gr af o corda1 , em função  do tamanha 

w (($1 .da maior clique da graf o. E l e  provou que: 

Andreae demanda par u m  1 i m i k e  siaperidir- ineL ker para 

i ( 6 ) .  SCHEINERWN (19~38) es t r e i t a  es te  l imite  som o 

resultada: 

0s quatro problemas osludados tem a vantagem de que, se 

a classe das grafos e5 r e s t r i t a  aos gra%os trianyularlzadss, 

estes pr obl ernas padem ser resal vi dos em Lempo yol i n e m i  a.l . Se 

for ceinsi der ado um yr af o qual quer iião exi ste al gari trm 

psl b nomi a l  par a r ezol ve-.I. os. 

Para outro- problemas f amasos de grafss  nZa  exis te  es ta  

ntagern. Por exemplo, nos problemas que se seguem. 

Dada um g r à f ~  6, a pergurita & se G tom rarn c ic lo  

Hamiltoniano. I s t o  &, u m  c ic lo  que passa por cada v&r%ice do 

grafo exatamente uma vez e volta ao v$rtice i n i c i a l .  



classe dos y ra f  os c o r d a i s .  

Dado um g r a f a  G e um i n t e i r o  p o s i t i v o  j , a pergunta  &: 

a ind ice  crernr$$ico de G B ii~enor ou i ual  z j ? I s to  4, A 

poss ive l  c e i w r i r  as arestas de G ,  de t a l  forma que duas 

arestas a d j a c e n t e s  tenham c o r e s  d i  f e r e n % e s ,  com no m&xi m o  j 

cores ? 

B urn problema a b e r t a  para  um g r a f o  ger f  

qua l  quer e o mesmo açoi-t.leea par a urn gr a f  a %r i arzgul ar i zado. 

Apenas G s a b i d o  que,  e m  g e r a l  para qualquer graf a G , se 

p = max (grau  (v) / v E V> en$eto p 5 ii-iclice c r - ~ m á t i c o  2 p-i-1. 

Corte Mdx2rne~ (sem peso! 

Dado um g r  af o 6- (V, ) , um i n t e i r o  não negãLivo j , u m a  

$urit$i'u d e  peso nas aresLac; V < V ~ W ?  E 

pergunta  & se e x i s t e  u m a  parbbqãa do çonjuntu  de vQr-%ices V -  

%dA+ Vz t.al que: 



E s t e  probl t& e m  aberLo para u m  graf  o qual quer e 

u f a t ~  de se resLr ing i r  .A c l a s s e s  das g r a f a s  

Lr i aiigul a r %  zados n3a apr a sen ta  vantagens pois  co1nt.i nua e m  

a b e r t o  para  esta c l a s s e .  

D a d o  um gr af o G- ( V ,  1 , u m  subcanjunto dos v&rkicss  R 5 

e um i n t e i r o  nZo negâl ivo j corn j Z (V(-1, pergunta-se se 

exi âte uma subbrvore t a l  que R G VT e 

ETS j. 

E s t e  probl erna & dY9-completo para um g r a f o  qualquer e 

ccrnLbnua sendo J9--csrwLeto para o s  grafsiz s a r d a i s ,  o que 

f o i  provado por WMIT et a l i i  (1985). 

Este problema está em aberLo para  o s  grafias p e r f e i t o s  e 

e m  par.%$cular para os t r i a n q u l a r i z a d o s ,  e O equ iva len te  e m  

compl exi dada aa  problema de i somar f  i s m s  de graf  os e m  ge ra l  , 
de acordo cain GAR 

Dada uma rnaLriz A nzu singular.  com n l i n h a s  e n 

c o l u n a s ,  pode-se t ans f  armar esta matriz  na matr iz  iden t idade  

d e s t e  m&%oda B determinar urn elemento a. nEa iiulo na matr iz  
L j 



o qual será o pi vo te  e aLualiaar a matriz fazendo opeiasãeâ 

elemeritaies nas l i nkas e colunas, de f orrna t a l  que a. . fique 
LJ 

na dlagonal e passe a t e r  o valor um e, os outroia elemeirtas 

da linha i e da coluna j kmern ts valor zero. 0 processo e5 

repetido a t% obter -se â matriz idenkidade. 

Ao realizar este processo riurnê matriz esparsa* com urna 

eleic;Za arbitrAria do piveke, podo acontecer n u m  passo que 

clemenkos que SZB zero pasâ rn a tomar u m  val ar nZ6ã riul o. Urn 

melhçararnento do rngtodo &, determinar u m  rn&todo de s d e @ h  

das pivotss em forma %a1 que 230 Lranafcirmar A e m  nenhum 

zero transf arma-se nurn el ementa bi s t i n t a  de zero, Larnb&m & 

i mpsr t a a t e  deter m i  nar e m  que malr i zes possi ve1 f a%G-l o. 

Um esquema &e el i m i n c ~ g d a  perfei ta para A é uma 

sequ&ncia de pivetes que p rmi &em Lranâf ormar em I sem que 

em nenhum passa u m  zqro passe a ter. u m  valer difereirLe de 

9 , E T  8. 

A r m t r i e  pude representar -se num grafo G (Ai 

ase;caci ardo r-rrn v&r.l;ice a cada 1 inha (ou coluiiai da matrf z a a 

a r e d a  (v. ,v .I para i ao! J , exi sLe se o valor a & bi. s k i  rika 
.J i j 

de zero. A & sirn&%rica eiit30 G ( A i  & nZo dirocionado. 

Tarnbkm associa-se um rafca b ipar t i to  (A) à matriz A, 

associando as linhas de A a u m  canjun%o d v&rtices 

,W ) *  0 
n 

Se a. uriaLriz A e5 sirn4trica entZo a nSo zero O âcei.ts 
i i 

c a i n a  pivote se e sumerit,c. se vi é um v&rtise sirnylicial de 

G ( A ) .  Com isto, 0% esquemas de el-imiiiaçZia perfeita para A, 

sob a restriqão que as yivotes sao escolhidos na diagonal a 

qual %em todos _;eu$, elenieritus diferentes de zero, 

correspondem aos esquemas de e l á  mi naqão perfeita par a G (Ai  . 



a) A tem um esquema de eliminaqão perf el t a .  

bl A Lem rntn escperna de elirniriagZk~ perfeita no qual os 

pivoteâ são escolhidos na diagon 

C)  G ( A )  & iam yrafo triangularizado. 

8 rnbtodo da Gaerss B rnin m & $ s d o  muita conhecido para 

r e s d  ver u m  si st 

DENNIS e ST I A (I SEEj) i ntroduzern per m u L a ç 8 e ç  nas 

colunas de usado o m&todo de Gauss Seidel para 

resolver a s i s t e m a  l inear .  

Onda Vf é a gradiente da funqãa  f, H & â matriz 



e s p e r a r  que  s e J a  d e f i n i d a  poâi  t i v a ,  neste c a s o  pode-se 

usar ts r&tsdo do gradiente conj'an~ado para r e s o l v e r  a equac$s 

(1 11.71 . Caso can%rBr io ,  N poder i a nZo ser def i n i d a  posi ti va 

e podendo-se a p l  i c a r  g r a d i e n t e  con j uyada a%& o b t e r  unia 

Lndef i niq3o.  STEI HAUG (9.983) ayresenLa urna iiiad%ficac$Zeí do 

inQtada de Pawel l que permi %e r e s o l v e r  a equaqSo (1 11.9) i-10 

casa de mat r i z  M e s â i  ana não d e f i n i d a .  

A id&ia  &: dada a ma t r i z  H, determinar  urna, ma t r i z  de 

permutazpãcs P ,tal que a r n a t r i  N P' seja diagona l  por 

bl  ecos  e cada um d e s s e s  bl ocas  seja cor  d a l  . 
Cal mnan deserival veei um al gor i tma com o r& i! a& gu l aço par a 

d e t e r  mi nar estes bl OCOS. 

Para  matrizes d e  grande  p o r t e ,  sB s3a armaaariadas os 

elemen%os d i s . @ i n t o s  de  ze ro .  Este a l g a r i t m o  permi te  a 

i mpl srneii%â&f-lo do  g r a d i e n t e  eun j  ugado precondi ci. sanado c a r n  uma 

conipl e x i  dade de espaqo 6 íq o n6rnero de não 

zeros de H. 

8 qnroblema &: dada um c a n j u n t o  de processos  com lempa 

d e  p r ~ ~ e ~ % a m e n ' % e  un i  t&ri o ,  carn relaç8eâ de precadSnci a. par a 

0 s  processos  dadas  num g r a f o  c u j o  csmplemenls 

Lr iangul  a r i z a d o ,  de te rminar  um "schedu3.e" admiss ive l  ; i s t o  d 



determi riar a al ocac$So dos processos aos di f erenkos 

pracassadores e a ordem r ia  qual estes serão processadcss, de 

forma t a l  que  nenhum dele.: deva ccmeçar a n t e s  da s u a  data 

de liberaçKo o que todos as pracessos n%e j am processadas 

antes da sua data de t&rmiiio. 

PAPADI E41 T R I  OU e YANFIAKAKI $2 (1 9791 apresenLarn um 

algsr i lm com coinyl exi dade de tempo @ (ni~n) , sendo n a nthero 

de v&rtãçes e m u nbml-ro de arestas do grafo de 

preced8ncias. A i&ia e5 aproveitar a str-utura $0 grafo do 

i ncomparabi l i dade (carnpl emento do gr af o de precn.ed$iici as) 

para dar tima ordem nas processos e c o m  base nesta ardem 

al oca-l os nus processador es. 

A l g u m a s  clasães da grafes psrfe i  Lar; podem ser 

car aster i zadac; por uma cíarnbi naqZo dessas pr apr i edados . A q u i  

descrevem--se as cl asses rel  acionadas com os gr afos 

t s ianyul  ar1 zadoâ, para um tratamento m â i  s aprofundadodãs 

autr as classes pode-se consul tai DUCMET (i 984) , GOLUMBI C 

Um grafa G & " s p t  b L" se seu can.jun%o ele v&rticos V ,  

pede ser gartbciunado em um conjunto estável e uma cliquo 

K, com V- S -i- K. 

A partiqãeã pode não ser c .  Tem-se que 4 uma 



A propriedade de ser grafo " s p l i t "  B de 

keredi  t â r  i eclade, por i sss e5 poââivel de carac&eri zar por 

subgr af os yr ai bi dos. 

No grafo da figura (111.71 os v & r t i c e s  b, c s e formam 

u m a  caique e as vértices a,d e f são independenLes. 

Propriedade 

Tade graf e "spl iL"& pperfei to .  

0% graf as  " s p l i t "  não n c b a m  dos cordâiâ no que 

refere-se h complexidade do a1 or i %mo de r ecortheci sneiito e 

slgorikmos para 8 s  probl m a s  descri t o s  na sec$S~ (I 1 I. SI . 



Uin g r a f o  G B de i r ~ t s r v c t t s  se s e u  conjun to  de v&rLiceca 

V, pode s e r  posto e m  çor responbenc ia  u m  a um com u m  can jun%s 

de inLcrrvaLas da reta., de forma que doia v&rticeas SZO 

a d j a c e n t e s  se seus correâpondenLes i n t e r v a l  os se 

i nLer cepLam. 

N a  f i g u r a  (I 11.8) apreâeri%a-se u m  g ra f  e, de i n t e r v a l o  o 

si ce$njunLbo d e  i r t%erva los  reais ~ S S O G ~ ~ ? ~ ~ Q S  a d e ,  %em-se as 

Tode gr  af o de i riter v a b  o & %r i angub ar i zado. 

A relac;ão de i n c l u s S a  4 p r ó p r i a ,  cons idere -se  a grafo 

da f igura  (111.91 que B %ri.angul.arizado m a s  i130 & de 

I n t e r v a l o .  

I - 
Figura 111.9. 



Todo g r a f o  de in%arvaleà & p e r f e i t o .  

a) G G um g r a f u  inkerva lo .  

b) G & um yrafo t r iangular - izadu  e de co-comyárabilidade. 

C)  G n%a cantem nenhum subgrafa induzido  isomor-fa a C C5* 4 * 
OU Tq; ande é o g r a f a  da f i g u r a  (111.7)* 

2 & 2 
& 

a grafca da f igura (111.9) e T9 apreâerrla-se na figura 

Figura  11%. 2 0 .  

Ser g r a f o  de i n%er val  o 8 propriedade de 

keredi  t a r  i ebads,  mas ti30 Q autoc~mplemen%a.r. 

O complemerito de urn graf  u de iriLervalsi LainbBrn 

Iato, per f a i  t o  pai s & de compar a B i  l i dade e 

co-tr i angul a r i zada .  

Boo%h e Leuker, d e s c r i t o  e m  GOLUM 

desenvol ver am u m  a l  gor i %mo de reconheci menta par a estes 

g r a f o s ,  em t e m  ca 1 i near , apr  avei  %ando uma car a.c ter à zac$Xa 

d e l e s  p e l a  mat r iz  de cbique.  

GUPTA et ali. i (1 982) deaenvcal ver am ab gari  t m a s  par a os 

qua.Lro probl e r n a s  c l  ássi cos de o t i  m i  zacgão, para  a caso 



par  ti c u l  ar d a s  graf os de ;b n t e r v a l  a. a repressntai$o par  

i n t e r v a l o s  B conhecida,  a complexidade 4 &I (n 1.0 n) . caso 
2 c o n t r á r i a  Á O(n 1. 

BOr)TE e JOWNSQN (1-382) apresentam um a lgo r i tmo  l i n e a r  

p a r a  Y problema do con jun to  dominante para  yrafos de 

i n t e r  va l  o. LUEKEW e BWTW (1 979) deseinvol ver ain um âl gor i tmo 

l i i sear  p a r a  o isornsrf isriio e g r a f o s  de i n t e r v a l o .  WHITE 

(I 9853 i rtLr oduz um al  gor i t m a  pa l  i nomi al  par a u probl  eiiia der 

Stai ner neâ tes gra f  os .  

KLEIN (19883 desenvolveu um a lgo r i tmo  p a r a l e l o  p a r a  o 

reconheci  rnento d e s t e s  y i a f  o s ,  baseado no a lgo r  i t m o  de Baoth 
2. 

e Lueker , com sampl e x i  dade de tteinps Q (l oq n) usando 0 (n-i-ni) 

pracesâador  es. Baseado nas  m e s m a s  i d6.i as, a p r e s e n h u  um 

â l g e r i t m o  p a r a l e l o  pa ra  o i s ~ m o i f i s r n s  de g r a f o s  d e  i n t e r v a l o  

c e m  compl sxi dáde d e  - t e m p o  0 ( l o g 2 i n )  usando 0 (r,-km) 

prec:eâsadares e m  uma máquina PRAM com 1 e i t u r a  e escri ta 

cancor r ente. 

r um grafsr "tkreshcald" é urria p ropr iedade  do 

Rer e d i  Lar i dade. 

N a  f i g u r a  (III.113 ap resen ta - se  um g r a f o  " tk reshuld" .  



Figura 111.11. 

A reciproca não A verdadeira, P c4 briarigularizadc~~ co- 
3 

t r  i arigul a i i  zado , da carnpar abi l i dade e de co-ç~irrpar abi 1 i dade 

m a s  r ~ ã u  B "Lkreshold".  

Urn grufo G 4 furtemente tricren.~ulrj?rizar%o OU f ~ r t e r n e r ~ t e  

caorrdaE se e l e  B corda1 s todo ciclo par de cornprlrnerito rriaior 

au igual a s e i s ,  .&em mia corde jor%e, i s t o  4, u m a  corda que 

liga v6rtices separadas por uin r l ú m  ro  iinpar (maior que um1 

de arestas no c i c l o .  



se e somente se i- J ' ou i- .j + 1 (inod n), ~3 sulãgrafo 

i nrluzi da Gu completo e & um conjunto es t&vel .  Par 

e m  o, o gr af a da figura (I 1 I. 13) B uni Lrampol im som a 

par ti qãa dos v&- ti ceâ i ndicacia. 

Figura 111.13. 



Os graios fortemente cor dai â tem v8r-i as caraçtari zac$5eâ 

similares A s  dos grafoç cordais, sendo que os primeiras tem 

uma resLrãçSo dos v&r.Lices simplicbais e dos esquema-: de 

diminacão perfeita.  Com istm, FARB R ( I9S3) dosenvalveu uni 

c r i  tins da recsnheçirnenLo, e m  tempo pol inarnial . 

j a 6- (V ,  E) , N (v) - <v> LJ A d j  Cv) V v e V, um esquema de 

elirrdnagba fbsrte & uma ardenê~zo dos v&rtices -ri,rZ, . . . 
Vn 

.ta1 que para toda i ,  j, k ,  l .se i < j, k < 1 ,  vk, vLe N(vL) 

Tode esquema de elimiriaq2Zo f a r t e  B iam esquema de 

el i mi naçzo perfeita.  

0s v&rLiceã xx e v c;Zo corn.patbê~sis se NNu)S 

su NCV) E 1 .  Casa contr&riu, e les  são i-n-arn.patlvebç. 

Um v&rt ice v de G B s i m p l e s  se os vérLices de 

campaliveis dois a dois. 



As % r  Ss coiidi qões s e g u i n t e s  s3t3 equ iva l en t e s :  

a) G Q fo r t emen te  c o r d a l .  

b) G admite  um esquema do el i r n i  riaçgo f a r t e .  

C) Todo suògi-afa iriduzido de G tem um v & r t i c e  s imples .  

R C1 984) a p r e s e n t a  um al gor i l m o  com cesmpl oxi  dads 

de Lerf~po Q (n+m) par a o probl  e rna  da çun j  un+a domi nan.te. WHI I%' 
2 

e% a l i i  (1985) exyãsem um a l g o r i  tmo som ' t e m p o  @ (n ) para a 

pr obl ema de S t e i  rier par s. graf as f o r  Lemenk-e 

L r  i angerl sii zadoã. Estes d o i s  prolal emas são JYP-cõrnyls tos nas  

gr af os %r i. angul a r  i aados. 

G um .papo 'I tkres?-mbà" com %sLer&ncias se 6 

yussivel a s s o c i a r  pesa VJ e Loler3nçi.a t a cada v & r t i ç e  v 
V v 

de 6, t a i s  que b o i s  vbrSbiceç são a d j a c e n t e s  âs a soma dos 

pesos  e5 m a i o r  ou p e l a  menos i g u a l  a cada urna das t o l e r3nc ia . s  

dos vér L i  ces . 

Todo graf'o "Lhresheld" Q um g r a f o  "threslioled" corri 

L u l  er3ncia.s , bas%a eans i  der  a r  t o d a s  as t o l e r 3 n ç i  as i g u a i  s a 

u m .  

0 complemento da um g r a f a  "tl-zrcshold" c o m  t o l e r 3 i i c i a s  B 

chamado gsa/o csTT, e sZo estes gsaâos  os de i n t e r e s s e  a q u i .  

G Q coTT se exis tem ndmeroã a e B p a r a  cada v 4 r t i c e  v 
V v 

de G t a i s  que (V,W) E , se e somente se S b  e a 5  
v v w 'd 



Todo grafo "threshold" & um grafo caTR. 

Todo yrafo de intervalo e5 u m  yrafo coTT. 

Estas i n c l u s E e s  SZB e s t r i t a s ,  o grafa da figura 

(111.14) EI coTT ma-; iião & "tkreshold" e não Q do intervalo, 

F i g u r a  1 1 1 . 2 4 .  

MONMA st al  i i (1 988) def i riera estes gr af as ? apr eseri%arsi 

caracteri zaq8eâ e um a1 yor i %mo pal i nomi al de reconhecimento. 

Dada uma árvore e caminhos ima Arvare, chama-se grafo Ui/ 

ao grafo ii-iterseção de  camirikoâ de v8rtices. Se a árvore B 

direeionadâ, 0 yraf'o i nterseçzo de c â m i  nhes denomina-se 

g r a f s  Dib. 

Um estudo mais aprof undadu d e s t e s  graf os 4 apresentada 

no c a p i t u l o  %V. 



Nem Lodo grafa perfeita deve per Lencer a uma das 

cl asses aLr9 agora c o n s i  der adas : t r  i angul ar i zados , 
CB-Lr i angul a r i  2860% % compar ubi  I i dade, co-cxmpar ahi I i dade. 

Caina es tas  q u a t r o  ÇI asses são de iseredi L a r  iedade, basta 

úlãssr var que C nZo $ri angul  a r i  zado, nem 
d 

co-Lriaiigul a r i  zado s nZo Q de co-corriparabi l i dade.. e CJ g r a f ~  

da figura (1 11.14) não pertence a nenhuma das quãtra classe 

espesif i cada%, e n t ã o  O g r a f  o da figura (I %I. i 1 tarnb4m não 

per Lence a nenhuma daquel as cl assas embora seja per  f 

Figura 111.15. 

benda que s30 perfeiLas as grafos t a i s  que Lados os 

ciclos com pelo rneincas %r$â v8rLices  possuem r m a  corda, urna 

relwxa$ão na p rcxu ra  de classes de g r a f a s  perfeitas e5 

d iminu i r  o n6mera de  cordas n e c e s s á r i a s  para obter a 

perfeiçggl. Com es ta  id&ia nasceram os grafes apt-eu;sri%ados a 
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Lodos c 3 i s L i n t o - s  e aparecem na o r d e m  v 

G Q um grafo de GnlLat se Lodo ciclo i r n p a r  c s r n  pelo 

r n e n o s  cinco vértices tem duas cordas que nau se cruzam. 

i ----.---.-- 

Figura II1.1~5. 

Propriedade 11%. 28: 

Figura 11%. 17. 



e9 e5 uin g r a f ~  de paridade se todo ciclo á . r q a r  k e m  duas 

cordas que se cruzam. 

I - 
Figura IIE. 18. 

Todo yrad'rs cardal & de paridade. 

par i dade, mas não 4 corda1 . 

Figura III.19. 



Propriedade 

Toda g ra f  o de paridade é perf e i L a .  

EsLeâ yrã foã  foram i n i  si alrnenle e Ludadas por O b a r u  que 

dernenâkrsu que e s3o psr-i'eitas, s e m  dar - lhes  um nome 

especial mas coino uma ana log ia  aaeà gr-dos do Gã l l a i  que 

precisam que as cordas não se cruzem. hpois, BURLE'IL' e UIIRY 

C1 984) defi i i i  r a m  estes gr af  os usando uma pr opr i edade de 

par i dade de cami nkus , e desenvul ver am ãl gor i t m e â  pa l bnorniaiâ 

para o recsnl-iecinierrko e eâ quakro proB1emas C ~ ~ S S ~ C B C  de 

a%i mi zâqão , s p r  avei tando as prúpr i edades estruLur  ai  s de1 es . 

Tode graf  ù de paridade Q de Meyniel . 
Iodo gr  âfo de Gal l a i  & de Meyniel . 

Figura  111.20. 



Propriedade 

T o d ~  graf  o de Meyniel B p e r f e i t a .  

reconheci rnarito dos gr af as de Meynb al , ern tempo po b i nombctb . 
ste algoritmo baseia-se numa u p e r a ~ ã ~  ern dois g r - â f o ~  de 

Meyni el denamâ nada armd L garm , a qual preserva a yer f  ei gza. No 

mesmo art igo,  e les  anunciam algoritmos para Q 

proB1emas de otirnizaçZo uãâiido a es%ruLura das grafos de 

M e y n k  e l  , mas ainda n3a es tZo  publicados. 

Cor-isiderando que a operação de uriir dois giaâas 

yerf  eitlic: atxav&.a de urna clique rnaximal contida e m  ainboã, OU 

se J a, b dai-iti f i c a r d o  os v&%i ces da çl i que o super pondo-os e 

copiando o res to  dos dois yraâos e m  apenas u m  graf'o 

pr-eãer va a per f ei çZo, i-ia procura par â apr oxi inar -se da 

conj ectura fo r te ,  parece i nteressante es tudâr os graf  os que 

podem decompar-se por suas cliyu s rriaxi rnai S. 

Chn ggr af a G- ( V ,  3 & separduel por c Liques se sat isfaz a 

cor-iciliq3iisa a1 au b3 . 

a3 G %em uma das duas formas b5.sicas seguintes: 

a.13 Tipo 2 :  pode ser particionado e m  dois canjunlas 

bi s j untos, V- V + 
Lal que G & um grafa b ipar t i te  

i 'V1 

canexo çorn 1 1 2 9 , G & uma d i q u e  e e m  6, Lodo v é r t i c e  
1 V%. 

de Vd B adjacente a Lado v8rLice d 
V z  . * 

a. 2) Tipa 2:  G B u m  grafo k- parti ta . cornpl 

algum k .  I s L o  4 ,  V-  V +V -E- . . . +Vk, V . n  V -  @ V i $ , todo 
i z L j 

V. u m  sorijunto bi-idependente e para Lodo i ;.o .j, Lodo 



vr l r t i ce  d e  V. & adjacente a toda v&rLice de V.. 
b .I 

Bi! G t e m  uma c l i y u e  maxirnal K t a l  q u e  a subgrafa  induzido  

Gv-k & desconexo e cada uma das corriyonen%es ciainexas d e l e  B 

um grâfo seyar vel  por c l i q u e s .  

O g r a f o  da f i g u r a  (11%. 

coiiâ.iderard&r a c l i y u e  K- < ,c,g3, u subgrafo i i i e l ~ r z i d c â  par 

< a * b , c , e . f ,  - & da tipo S e o ãubgrafo induzido  por 

Z b , c , d , g , h >  rl da tipo 1. 

Toda graf  o de Galblai. & separ val por ç l i q u e s .  

A i n c l u ~ ã c ~  15 e s t r i t a ,  o grafei da figura (III.21) é 

sepãrAve1 por cliquea, m a s  n30 & da G á l l  a i .  

T ~ d a  yrafo ãeparAvel por c l i q u e s  & p e r f e i t o .  

GAVRI L (3.974) def i rii u estes  graFos e daçenvol veu u m  

al gol- i Lino de r ecar.heci m e i i b  e a l  gar i tinos para r e s o l  ver as 

pr~b%es~~aeà do riúmaro sroinálica e dá maior clique, em tenipu 

poE inomilab.  



WHITESIIàEb; (1984) dB para estes grafos uma 

gemer a1 i zaqão dsâ a$ gar i tmes u rafe-iâ de GalLai , 
para a reconhecimenka e os qualro problemas clássicas,  

baseado na decsmpssiç30 de grafo por clriques. sta 

decompoâi qãc~ & f ei t a  em "Leinpo 0 (n5? . 

ur a (I I I .  223 i ãyr esenla-se u m  gr afc% I r  acamen"te 

cordal . 

Propriedade ."Te 

Todo grafgi Lri arigisl ar-izado $ fracamente t r  i ângu7 "ri - 
zado. 

Todo gr é-zf o cs-"br i arigul ar i zado Q f iacamente .tr i angrnl a- 

Propriedade 

Tada gr af a f raçamente tr4 anyulari zãde & perfeito. 



EIAYWARD <'b985) provou a perf eiqão destes giaf os baã 

num eanj'unto aepmad6r-ec;bse~a que & u m  conjunto separador C 

de a, tal que exis te  um vgrtice e m  C que c5 adjãcenle a tados 

as autrss v&rLiceç de C. 

8) desenvol ver am ~11. gor i t m o s  

pol i nomi a i  s par a os quatr e pr ab2 e m ã s  clássicos de u t i  m i  zação 

baseados em oulr a car acoer i zaqSo das gr af os f r acarnente 

%r i  ã n g u l  ar i zadcs . Les definem u m  "two-pair" que é u m  par de 

v&r%ices n5iw adJacen%es t a i s  que  Lodo caminho s e m  cordas 

entr-e e les ,  tem exâLamen%e duas arestas. Q leorema 

fundan~en.tal para is.to diz que todo graisã f r  acarnente 

%riâ.i-igula~-izado q u e  não e5 urna saliqne, tem rim "ttva-pair ". 8 
algorikiiio para o prolderna da maior. d i q u e  e do número 

cr orngt i co L e m  carnp.l. exi dade de .&empo O < < n + m )  n3) . Ao ap2 i =:ar 

es te  ab gor i tino ao gr afa campl ementa ob~lern-se CY conjunto 

eç%kvel maximo e urna cober-&rira minima por cliqries para o 

grafs. 

No apêridice A expoe-se u m  esquema com as rela.qões de 

i nclus3a e n t r e  as d&f erenleâ  classes de graf os apresentadas. 

N o  ap8ndice 11 apresenta-se urna .tabela corn as 

di f erenLes c l  asses de gr aros coiisider adaâ o al  gunâ dos 

pr obl einâs cl ãsicos e m  grafss. A entrada da tabeba Q â 

compl exi dade do al  gor i Lma par a r eâol ver e s s e  pr abl ema na 

c l  asse de giaf os cçarr~e~p~nde~iLe, se existe  um al  yori *.mo 

pca l bnarnia.2. Casa conlrár i o, indica-se se o problema por teilce 

classe NP-catnplets ou se e s L A  e m  âberLa. 



s caminhos, 

entrada zero, o qual A denominada r a i z .  

vare n 

classes dos grâfs s  

mb4m provaram que a 

s & válida para a 



Ao mesmo tempo, SWLO (1885) estudou a s u b s l a s s e  do 

grafss EPT tsiangularizados e provou que esta s u b c l a s  

subcan.j unto das  .papos  ã o  os grafss inf e r s s g i r s r  em 

u&rL ices. 

E (1986) f izeram um es tudo  uriifbsado de  todos  

r a f o s  inLe c a m i  nkos , dando r el 

df f er e n t e s  rn e n t r e  

Conâi der  ando ba claâsifisac$%io, o s  g r a f s s  EPT 

cor  r espsndsm a o s  gr  a f  o s  E, o s  gr af os VPT ao  graf  os UV e o s  

g ra f  os de caminhes di recionado% aos  RDV. 

Dado que,não posâivel  , e m  g e r a l  , es tudar  as yr af o s  U 

e m  conjunto  com a s  s u t r  g r a f o s  i n t e r â  

caminhos, def ine-se  uma nova c l a s s e  de  y ra fos  quando a 

coleqãei 9 d e  caminhos s a t i s f a z  a propriedade de i-iell y q u e  

d i z :  Para  tada subcoleqão 9' de 9, âe P.n P P  O 
J 

b 



com oc;; sami nhos Pf , BZp . . . 





As i n c l u â õ  e m  b e c  s ã, na f i g u r  

%em-se s g r â f  s G que  e o g r a f o  
i 

mas não & de i n t e r v a l o .  

o uma manof r 

Arvore a s s o c i a d a  a cada  um das c l a s s e s  d e  g r a f o s  i n t e r s e g ã s  

p r e s e n t a d a s .  Dado um g r á f  e G= (V,  E) , chama-se E ao çonj'mto 

cbiquss nmxirmic; d e  G .  Pa ra  um v b r t i c e  v e. V denomina-se 

ao csnj'unbs de ~Liques rh~~xdwbi  que ssnt8m v, 
V V 

su$&rvore  d e  uma Arvoro T c o m  v B r t i c e s  ou a r e sLaa  

co r r e sponden t e s  a %3 . 
V 

e n t e  se oxi.sLe uma & r v o r e  T c o m  



c o m  con jun to  

&5 um caminho 

c o m  con jun to  de 

x i s t e  uma á r v o r e  c o m  con jun to  

, pa ra  t o d o  v um caminho 
V 

f) G e somente se uma á r v o r e  d i  r esi onada 

com con jun to  d arestas dbrocionadas  8 ta1 que, para. -Lodo v 

um caminhe d l r ec ionado  e m  
V 

1 G E se e som n t e  se e x i s t o  uma Arvore e n r a i z a d a  

c o m  conJun%o d àrssLâ-: d i r ec ionadas  id %a1 que,  para t odo  v 

Wv) & um caminho d i r ec ionado  em T. 

h) Se G Q U e n t s o  exist ,e  uma á r v o r e  T e uma soleqZio d e  

/V '$3, $611 s que d o i s  s a m i  nhos d i f e r e n t e s  nZo 

e t o d o s  o vOrLices f i n a i s  do  



ar os grafes 

forma si milar aos grafos da inkerseâ 

nos quais a c 

os caminhos são de vXrLices ou aresbas 

enr a i  zada , di reci onada ou não di r 

saLisfaz a propriedãd& (IV. 2) para inm 

grafo G dado, denomi -se &vsre de cliques ou &rvare 

~araceesisticcr. de G. t a  árvore tem o menor nbmero de 

skas possiveis, pois a famblia de caminhos não sonL6m 

nenhum caminho que seja sialaconjunto de outro elemento da 

familia. 

Dado u m  graf o senexs G= (V, E) , uma clique maxirnal K de G 

CQnBX8S. 

presenkar a decomposir$2is de G por sua 

separadoras, cõnsLrBi -se uma Arvore T com ra iz  G ,  os nb a 
f i lhos  de o õs eaulsgrafos 'vi u ~ r *  

i 1, a ,  . . .  s .  

Repete-se pr scesso de construq30 consi der ando cada um 

G ~ i  u corno  r a i z  de uma càubkrvore se a subgrafo t e m  

separador. Lonli nua-se des&a f arma a% que todas a 

de j ã m  dtomos. 



rminar ã decomgosiq o por cdliqu 

8.0 podo ser m forma recursiva, como 

goritmo (IV. 9 1 .  

.Dado G 

uma d i q u e  en%&o de-volv 

o csn%r&%s efetuar 

termiirar o conjunto !i?=<c - - -  =r 
3 de clbques 

m a x i r n a k s  de G 

achamar o algori%ma D 

ja separador e i -5 r efetuar 

 se i =  r i a  ent&o devolver G 

Ler m i  nar 8 .=< cl i 
J 



s e p a r a d o r a  g ndo o s  sub " e ". 

cl  i que maximal C d parador  d e  G, en%So 

Vi U K' 

C) 0 c o n j u n t o  de c l i q u e s  m a x i m a i s  d e  G 

rnaxi. mai.  d o s  GVi K, p a r a  i- 1 ,  2, . . . , S .  

uma c1 bque rnaximal rn cada GVi y ,  qualquer o u t r a  

c l i g u e  de G e t a  e m  um e somente e m  um d a s  sukiqrafss  Gvi 

eeomposi ~ ã o  por c1 i queâ p a r a  

dskerminar B número c r a m á l i c o  e a m ia- d i q u e  de g r a f a s  

s e p a r  ãve i  s por cl i ques .  



poss i  ve l  ca r  a c t e r  i zar as & L a m a s  de al guris g r a f  as 

i n t e r s c q ã o  de caminhes, aLrav4s da mul %%grã f  a 

Uma Arvore-es t re la  c5 um fo b i p a r t i t  

conJunLos de v & r t i c s s  c o n t  m somen-Le um vOr t ice .  

nL&-lo na forma d 

Figura  I V .  

g r a f o s  l i n h a  de mu1t.i y ra f  as são exalam n%e as g r a f o s  

com r epr  esen taqão  num v a r e  c a r â c l  r i s l i s a  qu 

á rvo r  e--eãtrel a. Toda &-Lama t e m  r ep re sen tação  numa Arvore- 

estrela. 

b) 8s gra foâ  l i n h a  d e  rnul%igrafos l i  vren do %r i&ngu la s  são 

exá%amen%e o s  yr  a f  as H, ç u j a  á r v o r e  c a r - a c t e r i s t i c a  Q uma 

s L r e l a .  Toda 

rvor  e - e s t r  

l i n h a  de mulLlgrafa 

numa Brvor 



fos UE, UEH, D 

cordâks, pr do grafs aLrav 

c l  i que% m a x i  ma8 â , podem ser r ecsnkeci dos de f ormâ ef i ci ente. 

Este fa to ,  junto com uma caracLeriza~ão dos diferentes 

grafos em relaqãs a sua decomposi~ão par cliquos maximais, 

i a  para u m  alysritmo de recanheeimenta dos grâfos 

i ntersec$fo de caminhos. A caracker iza  o ser& dada a â 

no teorema d separaqão, mas antes preciso dar algumas 

def i n i  ~ õ e s .  

ja K uma slique maxbmal q u e  separa G e m  G.  - Gyi 
b 

p a r a i = i ,  2, . . .  , s. 

G e G são u m  p a r  ~ c n t i p s & L  s e  eles nZs são -;altos e 
i 2 



rienhum de l  eee domi na a o  o u t r a .  nota-se  G 
i %. 

um subgrafo  u i z b d s  de  v K se e x i s t e  pe lo  m 

um v8rt;bce e m  V. que seja a d j a c e n t e  a v. 
L 

uma c l i q u e  m x i m â l  d e  G qu 

" . . . ,G som 
O 

forma ta l  

da l  o s  d o i s  el 

co r .  

ca 
Gi 

DE e os G. 
L 

rn nenhuns par ankipo 

c 
b 

forma kal  que, 

a n t i p s d a l  o s  d o i s  elementos t enh  m a m e s m a  c o r .  

d) G 4 um g r â f a  s somente se cada G & BdV e o s  G. 
i L 

podem ser c o l o r i d o s  de  forma que, para  nenhum par ankipodal 

lementos LGm â mesma cor  e pa ra  cada v E , s 

s a n j u n t o  de sub  r ã f o s  v i z inhos  de  v B 2-colar 

e) G B um graâo  R se e somente se cada 6. B BV e o s  Gi 
L 

podem s e r  c o l a r i d o s  de  f urma que, para  rienkum par an'bipoclal 

os d o i s  ele nLas tSm a mesma cor  e que numa cor  tudo 

eaubgraf ei k e m  uma Arvore c a r  a c l e r i  â l i  c a  RDV enrab aada 

na o u t r a  cor  nenhum par d 



er 3-col or i dos do form t a l  que, p 

dois elementos L 

K o conjuntm d subgráfes vizinhos da v 

Um algoritmo d reconhacimento para os gr- 

i n%er seção de cami nhos 

~Bade G - ( V ,  

r uma Airvor a decompasi âão por cl  i queâ 

-verificar quais os átomo que sa%isf âzem o teorema dos 

&%omos 

 verificar se cada separa%& na decompeniqZo sa t i s faz  o 

teorema de aeparagão. 

Para verificar as condições do L e o r  ma de  separáqZo, 

esLe passe pode f azar-se ria seguinte f orma: 

as cliques maximahs dos s 

maxi mai s . 
i r  ânLipol ridade enLre sub 

orf $me (I V. i. 1 e m  tempo &) ( n w )  , o 

polinomfab. O 



Considerando o faLo de que a classe dos yrâfos D 

i n%er se$ão dos gr âf as  %r i angul ar i zados e os gr âf OS 

tamb6m c5 possivel a earacterãzaçZSo para estes  grafos. Com 

i s to ,  o al ysr i ttno yer al de reconhecimento f i ca  t a ta l  mente 

explisi  Lado para grafos d stâs classes. Para os grafos UV e 

RDV são csn i der adoç os al  gor i tmos deãenvol vi das por Gavr i 1, 

as quais são p o l i r ~ o m i a i s  no tamanho de grafo. 

A l e m  disse,  como todo grafo UV 

primeiro verif ica 

O âlgori tmo pode screver-se e m  forma geral,  da 

devolver G n 

ade%erminar conjunto de d i q u e s  maxlmâis de  G 

aassaciar a cada c l  i q maxi mal um v9rki ce em T 

epar%ir com u m  v&rt ic  

eT4= Sf 

em== 1 



f? está assosi ado a u m a  cl ique x g, toda v 

a um c a m i  nlro T e m  T. 

Para todo v define-se: 

'iWv E C > ,  con,jun%o de cl i quee m a x i  m a i  s de G que 
v 

c o n t & m  ao v6rtice v, V =<v> U Adj (v) , Gv= G siabgrafo 
v vv 

induzide  por V . T e m - s e  que Q exatamente o conjunto do 
V V 

c1 i gues  inaxirnai  s de G , E =<E E? / v E c3. 
v V 

B m t e m - s e :  
- - no passa m. 8 ==<V - 

m  m 

$o induzido por V , 
m w v m  





e H c o m  con jun la  

sd 

= h4 9 N s o m  
a Ct a 

def i n% qões  f ei %a par a desenveb ver o al  g a r i  % m o  

t e m - s e  as s e g u i n t e s  i nLerpre taç8e  

8 conJun%o A correspgiirde às cbiques  inaximais de G que 

contgm s v & r t i c e  v c o r r e n t e  a que J 9  foram incbuádaã na 

Arvore. 
- 
c s ã o  os rk.iceã da á r v o  

V 

â Brvor 

ntercep tam a c 

elementos  de ( to  

lementsâ d e  ;a devem e s t a r  do  lado c o n t r á r i o  (que est3o 



- 
as elementos de x som resp i aos de 1 de todos os 

elementos de w. 

Para Lodo A,  exis te  u m  iinico caminho miriimab em 

, denotado ã E A&, entIo existem 

t a i s  que  ( = . N o  caminho 
u i 

deve estar a u m  lado de  n ( p , d  e bZ deve estar ao outro 
- 

1 ado. s todos os devem 

r a um m e s m o  lado d e  

tabel eei das as segui  n l e ç  reçkri q8es: 

- - 
6) Para Lodo a, c : ata,c> e p (a , c>  não ocorrem 

i m u l  taneamente. 



.escolher v E V qualquer 

õ$a= E - E 
V 

acaso eontrdrbo efetuar 

.escolher v E Y Cal que gmr7 gv$ i. e 

- ... 

PC = E n E  
v v m  

a deter mi nar 

esc? alguma das reslriqões não se 

verifica entao devolver G n 

, determinar  

4.. 

f e  t uar 



jacente, em T, 
v 

rafo UV com 
m 



o r i e n t a d a s  d e  * q u a i s  será 

a p l i c a d a  a r e g r a  nLação t r a n s i t i v a ,  R c o n t  m p a r e s  d e  

subcon jun to s  t o d o  elemento de % deve  



estar 21 esqu t-da d e  todo  mento d e  no caminho 

c a r a c t e r  i sti eo e contem as areãk.as o r i e n t a d a s  p e l a s  
2 

quai  s são determinados o p a r e s  do  caminhe com r e l a q ã o  a R. 

%as i n c i d e n t e s  a 

1 e e subsk i  t u i  -1 o p e l e  s 

ar com o 

0 se t a l  que um ponto final d 

.para toda e X n B;g, l i g a r  ao o u t r o  ponta  

.para todo E n 1 i gar  a um porito 
a 

apara todo as o u t r o  ponta  

f i n a l  de p (Ua) 

Q ~ C W C L  todo r 7  N l i g a r  ao o u t r o  ponto 
a 

A cempl e x i  dade 



ads som c ado com <. A 
2 

Br vor e car as%er i sli s a  dada na me ura (I V. 9) . 

conhecimento p 

uâs classes 

Arvores caracter is l isa  

Cansider-ando que  Lodo grafo RDV Q corda1 , s algaritrno, 

ao comeqar, verif ica que o grafõ de interesse se ja  cordal. 

A id&ia do algerilmo é, assosi ar a cada d i q u e  maximal 

es ta  Arvore e m  forma i t e ra t iva ,  a part i r  de um v&r$ice ra iz  

e da árvore T que cont&m apenas es%e v&rkice. E m  cada 
i 

passo, constrúi -s a pâr$i r de T examinando os 

acrescentar a 
m 

ares%as corresgon a1 forma 

d cordo com as 



O a1 gori %mo god r escri t o  da Torm u i  nte: 

edetorminar conjunto de c1 iqueç maxi m a i  s de G 

oasâsci ar a cada clique maximal um r t i c e  em T 

qar com um vtr%ico corno rã i  z 

econstrui r  possi vel 
m c i  

.se nZo for yos entds começar com outro 

r%ice  come raiz  

ese não t iver  mais v&r%ices para ser ra iz  B nenhum 

de1 es & vi Avel entbo devo1 ver G n 

explici%ar mais o algoritmo e a 

Arvore car 

volver a conskru 

Q or i %mo, sons8 dera-s 



do a uma sli m a x i r n a l  % 

m c a m i n h o  PP 

N o  passo m do or i t m o  . t e m - s e :  

c k e r i s t i c a  no pa O m, E = -€v 
n1 

s de  T a part ir  dos quais  Q gosçival 
m tn 

u ~ $ o d e T  3 .  
m+i  

em T : a r3 A = @ e b n A B m a x i m a l  no c o n j u n t o  
m 

P a r t i  qdio do : A- Ai-#- A + . . . -i- AO 
X 2 

tal que .Z e 

m e s m a  classe A. s ii x ,  para a l g u m  i 

c o m  15 i5 S. 

b) Para L o d o  predecessor de e %o 
- 
e A c o m  k =  1 ,  2, . . . , â, deve-s 

k 



- 
, o ~ ~ ~ b c o n j u n t o  do p,. que c o n t e r á  apenas 
i€ 

el ementas 

1 k' 
eta da e sque rd  d i r e i L a .  

G d e f i n i d o  par  Vk= 
C 

/ v E a]. T (A;] deve ser 

r s gi-afo d i n L e r v ã l o  da  

0 pr o b l  e r n a  Q d e t e r  rnb nar  uma r e p r  esen%ar,Cila por i n%er - 

-se uma s r f  n t a ç ã s  t r a n s i  l f  va  do  csmgl 

for p o s s i  

1 sanãLruf r n tag%o t r a n s i t i v a  d e  Gk. 
uma r e p r e s  , por i n t e r v a l o  num cang'unts  

li 

ar mente ordenado 
k 

L a l  que  se 

está e n i  e n t ã o  s ponto  a s s o c i a d a  a e sque rda  do 

pon t a  d e  e m  
k' 

--k . a a ordem dos e lementos  de Ak em 
j K  --k 

i t a .  enta"o Ek a camiriheí a 
f j 

p e l a  aresta -+ 
m 



x i s t i r  Arvora caractsr is t ica 

.se ja  c a ra iz  d e  ,,, i 

Q escs b hsr 

ose r l ã s  se verificam ai csndic;8es para 

Tm entdo devol ver Arvore com r 

s contrairria efetuas 

t r u i r  caminho 
k 

devolver G 11 



B grafo sord 

a orientação t e m  tempo O(n9) e o 

em O ( n ) .  Logo com@ exi dâde 

reconheci m nto de  grafas 

rafo da figura (IV.9) tem-se que ele B u m  grafo 

com a Arvore caracteri sti ca dada na figura, obtida a 

par t i r  do algoritmo (IV.9) para o r 

rafo G da figura (IV.18) t 

c =€v c2=€vgp vz3. C =€vg, vg3, @ 
f 2* 

V_), C =<v 
3 5 ?ip 

v 3 e C ==<V V 4 .  A Arvore caracteri â t i ca  tem o conjhnnt,~ de 
(5 Q 6' 7 - 

v&rtices E== €cd. . . . .  , 5 3 .  No primeiro passo do 

al  gor i t m e  (1 V. 9) cionade 6 como ra iz  
d 

da passa, sbt&m-se u m  
- 
C 

5 * 

%e um caminh 

earacteri s t i c ê  T dada na figura 

Figura %V. 10. 



Um grafo o gr aro b nLer seç e de uni conjunto de 

caríi nheâ di r eçb onadoâ d v&r ti se-, numa ár vore di r eci onada. 

caracter is t ica T de u m  grafo DV uma árvore 

direcionada, t a l  qu rLise v. de G está  associado a 
L 

u m  cami nho di r esi  onado em T e cada v r t i c e  de T 

corresponde a uma sl ique maximal de G. 

Ao separar 6, por uma das suas cliques rnâxbmais K ,  nos 

e a parte d 

db f er enLes . 

Para fazer e reconhecim n.&o de acordo com o processo 

geral apresentado no al  gari tría (I V. neseâsár i o 

car as%eri zar os á.Lornoâ des.tes gr af os. A propr i edade (I V. 4) 

não dA urna câ rac te r iza~ão  deles, mas observando a parte k da 

propri edâde (6 V. 1 ) , .&em-se que u m  graf s %)V Q cordal e 

Logo, da propriedade (1 V. 43 , deduz-se que u m  

Ler çornonke u m  ou doia vAr%bsos ligados. 

Com i s t o  o algoritmo de  reconhecimento fica: 

inar as clique 

r vor e 



.determinar as c l i q u  

maxi m á i  s 

.desi d i  r a n t i  podal .i dad todos  o s  pares d e  

subgr a f o s  

DV ent&io d 

ese algum subgraf o não pode ser 2-color ido 

que para  nenhum par an l ipodal  o s  d o i s  elemen 

a mesma c o r ,  então devol ver G n 

A ssmpl ex i  dad do a lge r i tma  & O(nmr), onde r é a nQmero 

de c a i  yues maxirnais de  G. 

6 g r a f o  da f i g u r a  (IV. 11) % e m  as cliqiaos maxirnais 

c -C.d,e,f),  e 
3 

3 .  A c l i q u e  c s e p a r a  o g r a f o  gerando as 
5 

componentes sonexas induzi  das  por V&-Ca>, V2=Cc2=, V,=(. 

I 
Figura  IV. 11. 



rafos induzidos par V. L! c5, para i-l,So3,4, s%n 
L 

Lodos &tornos, da forma do grafo Gi mostrada na figura 

(IV. 12) junto com sua árvore car-ackerlr,%ãca T na qual para i ' 
cada v&rlice k de  G. indica-se s e u  caminhe associado pelo 

b 

pol~%o in ic ia l  a: e o ponto f ina l  g,,' bem-se que -" =a: 
k '. 1 --%--% 5 >  

a: -x  , gz=y9 e Q grafo Gi 6 çardal e U H, a1-v~re 
4 8 

caracterá ã%i ca uma Arvore-estrela. 

Para o graf o ori  gi na1 G da f i guru (%V. 11 1 t e m - s e  que 0s 

pares de cliques c e c c e c  c e c  c e c  são 
2~ 2' i Q ' z 3 ' s a 

antip~daig:.  0s pares de  subgrafos G e G , G e G - G e G 9 ,  
i 2 1 e 2 

i 

Figura IV. 12. 

4 'i' 2 

Figura IV. 13. 



Um grafo D B o grafo interso~S'o de u m  conJun%o de 

caminhos di reci onads %as, numa Arvore direcisnada. 

Figura %V. 14. 

N a  figura ( I V . 1 4 . 2 ,  apresenta-se o qrafo G ,  que u m  

mas ligo B cordal, e sua árvore caracter is t ica 

onde os pon%ss 5 e pi szo os v s i n i c i a i s  f i na i s  do 

caminho pi respec%i vamente. 

A árvore caracter is t ica de u m  grafa I) urna Arvore 

direcioriada, LaL que cada v&rkics vi ociado a u m  

carni nho di r eci onado o cada aresta  8- de 

a uma clique maxirn 

cordo com a groprieda 

ore caract r i s t i c a  que es t re la*  como 

ubgr af os an%i poda1 os devem f i car 

i s t o  produz a necessidade de 

duas cores. 



o I V. 11 : RECONHECI Evl NTO DE GRAFOS DE 

~Badu G-(V, 

rminar as cliqu s maximais de  G 

adeterminar T árvsrs  de decornpoãiqSs por d i q u e s  de G 
a 

odekermi nar as c1 i ques niaxi mai s das subgr-af os gerados 

na deçomposi $230 

adsterminar ã árvore caracLoristi ca de cada subgraf a 

oâe algum ákonio n ã ~  tem repr-esenLac$So numa Arvore- 

devalvsr G na 

ipodãlidade entre  todos os pares da cliques 

maxi mai s 

edeeidir antipod 

u m  subgraf s nSo 2-col or i de, 

que em toda pa 

LOm cor d l f  

$0 DEI cem d i q u e s  



por \L4 ce 

clique c xas são indu 

restantes subgr af os ger adoã sgs 

Atomos. 0s &tomos Gi iirduzidos por V . U  c para i- 
L 6 

os Atomos G . ger adss por V par a j = 1 , t s m  tsdos a mesma 
LJ i j  

forma que & dada ria figura CIV. 2.G) junto com sua árvore 

carac-%eristica. Para cada v8rlice k em G ,  os caminhos sso 

indicados na árvore por seu ponLo in ic ia l  x e seu ponta 
k 

f i nal g t e m - s e  que w -w =Â: x -w 
k B  2 ~ 4 ~ a s  I @a=@ZEÊdQ=Pã. 

A árvore do subgraf o induzido por VA3 U C 
tem a mesma u 

forma, m a s  neste caso a primeiro v&r%ice corresponde a xa, 

w ,  z B z 
f '  

o segundo a 
6 e ?Q Q 9 Vh* gj e V k " Q  

Zff' v,, gj " ?d,. 

N a  figura (IV. 2'9) apresen.Lã-se a árvore caracteri sti ca 

ã para B grafei original da figura (PV. 16) , a sequQncia de 

le%raâ ao lado de cada aresta indica os v r t i e e s  cujo 

cami n k s  associ ado cont 



sef 

I 
Figura  ãV.17. 

Um y r a f s  U & o y r a f o  inLerâec$o e urn esnbjunto de 

carnbnhas de a r e s t a s ,  numa a r v o r e  não direcigiriada. 0s átomos 

da Arvore c a r a c ~ l e r i s % i c a  de um y r a f o  U são Arvores-esl re l  a. 



A classe de grafss tsi~3?.ngulari~adas se diferencia das 

grafús perf ei tos  porque & possivel faz r o resonkeclmnts d 

u m  graf o %riangularizado em Lempo gs b inamial , mas ainda não 

se conhece a natureza do pro lema de reconhecer se um graf Q 

& perfeito ou não. 

Uma saracter is t ica  impor Lante das gr af os 

Lrianyularizados e de hxlo graf s perfeito c$ que os problemas 

da detertninaqão do tmr~~.nhs a m i a s  clique,  d o  maior 

c s ~ j ' u i n t ~  est.&ueL, d e  uma cobertura rnfnbw par rblguss e do 

wdmra crsrdt dca de urn grafo, podem ser resolvidos 

ysbbnorfiia2. Para tada grafo perfeitm prova-se i s t o  em base 

ao m&tsdo da ekipsside, atraves da formula~ao da u m  problema 

de programaqSo l inear .  Para o% grafos triangubarizados, 

bem-se desenvol vi do al gor i lmos de t~myo k inear no tamanho d o  

graf e, baseadas imaã caracLer i s%i cas es&r uturãi s de1 es. 

Alguns oukroç prcãbl emas nZo apresentam varitagems aa 

restr ingir  o estudo h classe da%: Lriairgularizados, m a s  ao 

coirsi der ar alguma subcl asse par '&i cul ar del es , & psssb. vel 

deçenvo% ver al gor b @mos ps l  i nomi ab S .  Por exen~pl o, par a os 

grafos de i n t erva io tem-se desenvol vi do a1 gor i tmoâ 

pe,b.inan.l.ais para o pr&kerm de Sbeinss, a isormrfbsmo de  

grafos e o prob2erm da conj'unts dsm.inmnte; no caso dos 

grafss Jsr temnt  triangubrtriaados, Q posãivel resolver o 

problema da sonj'unts daminante e o prsbberm de  S t e i n e r ,  em 

Lempo paLinomiaL. 

m tem-se eskudado classes de grafos que ccant&m os 

Lriangulari zados , proçur ando algsr itmos pa l insmiais para seu 

reconhecimen.to e para resolver os problemas c1 Afssicos de  

a l i  m i  aaqãca ern gr af os. nLro desLa linha. de pesquisa tem-se 

dssenvol vi do al  gor i t m o s  p s  l inomiabs d e  seca-hkec i m n  ta par a 

as grafss d e  Gal kai, d e  paridade, de  Pfeynieb, grmfes 

separáveis por e l d guss e f racmmente tr i a n ~ u % a r i z a d ~ s .  A l  &m 

destes al gor i tmos de  reconheci menlo, tem-se desenvol vi do 

al gari %mos faal %nomiais para os quatro gr oblemas c1 ássicoâ nu 



c a s o  d e  L o d o s  estes g r â f a s .  

A p e ~ q u i  ça d e n t r o  desta área pode d i v i d i r - s e  em d u a s  

l i n h a s :  cd.iriti~-iuar n a  p r o c u r a  d e  classes de g i a f o s  p a r a  os 

qua i  â sej  a possi ve3b desenvo lve r  a1 gori.Cmos po L L i ~ ~ r i i n . . i ~ i ~ ;  p a r a  

o r ecoriheci manta e par a di f er entes pr o b l  e n i a s  em g r  af os, i ã to 

pude t e n t a r  -se csn-si dar. ando r e1 axaq8eã nos  g r a f o s  

L r i  angul  a r i  aadoã  ob tendo  novas  c3b asses que os c c - m t e n h a m  OU, 

d e n t r o  d a s  s u b c l  a s s e s  dos t r  i a n g u l a r  i zados  j A conheci  das ou 

c o n s t r u i  ndo novas âubc l  asses, dssenvo l  ve r  ab y o r i  t m o s  

ps l i nsmiais par  a o u t r o s  p r  0131 mas em g r a f  os. O u t r a  l i n h a  de 

peãqui  âa 4 c a n t i  nuar e x p l  orando e x l e n s õ e â  de g r a f  as 

L r i  angul  ar i z a d o s  t e n t a n d o  a p r  o x i  m a r  -se B car a c t e r  i zaqão  d o s  

g r a f o â  p e r f e i t o s  que  p e r m i t a  d e c i d i r  r e s p e i t o  se s e u  

reconhecimento  pode ser I s i t o  e m  tempo pslinornial ou a quA 

classe de p r o b l  e m u s  p e r t e n c e .  



AE, T. ( 1 9 8 7 ) ,  "Qn L h e  P r i L e r v a l  Nuinber of a 

Tr i a n g u l  a b d  Gr a p k "  , Jaurnal o f G r a p h  T h e a r y  , vol . 
11, pp. 273-280. 

BUCKP NGI-IAM, M. e GOLUMBI C, M. (1 983) , " P a r  Lã L i  anabl e Gr a p k s ,  

C i r c l e  G r a g R â  arad L h e  B s r g e  SLroirg Perf  ect  G r â p h  

C u n j e c t u r e " ,  D i s c r e t e  M c i t A e m t i ~ s ,  ~ 0 1 .  44, 

pp. 45-54. 

BUNEMAN, P. ( 1 9 7 4 )  , "A C h a r a c t e r i z a t i o n  of R i g i d  C i r ç u i t .  

G r a p k s " ,  B i ç c r e t e  M a b h e m h i c s ,  v s l .  9, pp. 

BURLET, M. e FONLUPT', d .  ( 1  984) , "Pol i norni a1 Al ga r i  t h m  t o  

R e e o g n i z e  a Meyniel G r a p k " ,  e m  A n ~ ~ a k ç  of D i s c r e b e  

i ' . I a b F ~ e m $  icz; 221 , i ,  C:. e Clsvr$La.b , V. ( e d s .  ) , 

Nor  t h-IJlol l a r i d  , New Y or k , pp . 225-252. 

KHARAN, N.  e PYENGAR, S. (198$) ? "NC Alyori- t ,kmc; fo r  

R e c o g n i  z i  ng C h o r d a l  G r a p h s  and k -=Lrees", PEEE 

brra.rbsac t  isns QTL C s m p u ; e r s ,  va i .  37, pp. 11 78-1 183. 

CMVãTAL, V. ( 1  !SEMa) , " P s r r e c L l  y O r d e r e d  G r a p h s "  , e m  A r r n a b s  

of D i s c r e t s  P k t t i x e r n u t i c s  21, B e r g e ,  C. e C t i v z i t a l ,  V. 

(edca. ) , NorLls-Hal l ar id ,  New Yor k , pp. 63-55. 



CHVATAL, V. ( 1 9 8 4 b )  , "A -stx ong Per f ect. Gr a p h  

C o r i J e c % u r e " ,  e m  Annais sp Discreie Ma%Aerw.% i c s  21, 

B e r g e ,  C. e ChváJcal  , V. ( e d s .  ) , NorJch-Wol land ,  New 

Y e i k ,  pp. 279-280. 

D' ATTRI , A. e WQSCARI NI , M. (1 988) , "Qn I-li pergraph P.çi cl yci %y 

aird Gr ap1-1 C h o r d a l  i Ly" , In.f o r r m t .  ;:ar: Prcscec;sin.$ 

%et.ter-s, v d .  29, py. 271-274. 

FARBER, . (1 9B4) , "Dorni n a t i  on , I n d e p e r i d e n &  Dorni r i s t i  a n  a n d  

D u a l  i Ly i n S t r o n y l y  Ç k o r d ã l  G r ã p h s * ' ,  Discre %e 

Appab ied i"iath.ernabic%, v d .  7, pp. 115-130. 

FULKERSON, D. e GRO , 0. ( 1 9 6 5 )  , " I r i c i d e n c e  Matrices and 

I n L e r  vâl G r a p h s "  , Pas b f ic JournaL sp Mçsthemc~t ic , 

vsl . 15, pp. $35-8 



GAREY, R. o JOPINSON, D. C1979), Csr&pu%ers and 

Pntractabblity: A Guide ts the Thesry õf PIP- 

Csr~.pLetêness, W. F r e e m a n  e co . ,  New Y o r k .  

GAVRI L, F. C1 972) , " Al gor i t h m s  f sar Mi ni rnum Csal or i irg , Maxi murn 

C1 i q u e ,  M i  r l i  murn C o v e r  i r i g  by Cl i que% annd blaxi rnurn 

I iíc1ependei-i.k Se%, of a C h o r d a l  G r a p h " ,  S I A M  

Journal an Csrr~pu% bng, vol . 1 ? pp. 188-1 87. 

GAVRP L ,  F. (1 977) , " A l  gsr i L h m s  on C l  i que  Separ ah l  e Gr  aphes " , 
Discrete Ma%her,%ics, vol.  19, pp. 159-185. 

GBLUMBIC, M. e GOSS, C. /1617R), " P e r d ' o c k  E l i m i n a t i o n  and 

i parti te Gr aphs" , Jo-usnat 04 Graph Tkessy , 
~ 4 1 .  2 ,  pp. 153-1523. 



GUPTA, U. , LEE , D. e LEUNG , J . (1 982) , "Ef fi c b  t-nt A 1  gor i Lliirsl; 

f o;- I nber val G r  aphs and Ci r c u l  ar -ar c G r  aphs  " , 

Me bwor-ks , vsl . i 2, pp. 459-487. 

GYARFAS, A. e LEHEL, J. ('L9701 , "A H b l y - t y y e  P r o b l e m  in 

Ti ees " , em Corltbinatsriat Theory and b t s  

AyyLicatimç I 1  , Erdo , P. e% a l i i  e .  1 , NorLh- 

H a l  l and , A m s - t e r  darn  , pp . 57'l-584. 

I-IAYWARB, R. , HOANG, C. e MAFFRAY , F. (I e3881 , "Qpti m b z i  ng 

W e a k l  y T r i  anyrialaLed G r a p h s " ,  rlantiscr-i to. 

JBEINSON E D. 1 5 , "The NP-Coiripb eteness Col umn : Ali Q n g o i  ng 

KLEIN, N. 

LADNER , R. e FISHER, 14. i1 980) "Parallel Prof ix  

Computabi on" , dstir-na1 o f Assse. ia& bon Corl~pu ter 

1.Iaciasfnery ? .sal . 27, pp. $31 -838. 



LOVASZ, L. (1979) , "0-1 Lhe Shannon C a p a c i % y  sf a G r a p h " ,  

I EEF Transcrc  t ianç sn I n f s r m a t  isn T h e a r y ,  vol . 25, 
pp. 1-7. 

LOVASZ, L. C2983), "Perfect G r a p h s " ,  em 5eLect T o p i c s  i n  

G r a p h  T k e o r y  2, B e i n e k e ,  L.  o Wiason, R.  Ceds. 1 ,  

m i c  P r ~ s s ,  New Y o r k  , pp. 55- 

R, G. e BOOTH, K. C19491 , "A L i n e a r  T i m e  A l g o r i  Lhm for 

Deci di ng E n%er val Gr aphs 1 a o r n e r  f i sm"  , J o u r n a b  

sf Assoe b a t  ia-L C c x r ~ i . p u t e r  M a c h b - r ~ e r y ,  vol . S E ,  pp. 

183-2 95. 

NAOR, J. , NAOR, e SSCHAFFER, A. C1987) , " F a d  F J a r a 2 . 1 e l  

A l g o r  i k h m s  f ar C h o r d á l  G r a p h s "  L P r o c e e d i n @ s  a f  t?xe 
C3"1' 

Annuab  ACM S y m p o s i u m  on T h e a r y  sf Csrnpbexb t y ,  

New Y ar k , pp. 355-364. 

NETO, C. C1 887) , Sobre G r a f s s  P e r f e b  tos ,  T e s e  d e  M a s - t r e  e m  

C i G n c i  a da C o m p u . L a ~ ã o ,  UNI CAMP. 



PARTHASARATY , K. e WAVI NDRA, G. (1 9'96) , "Tl-ie S t r a n g  P e r f  

Graph ConjecLui-e ie: Tt-ue f o r  K - f r e e  Graphs",  
$3 

Jsurnab s f  C o r ~ b b n a t s r i a b  'Fkesry E ,  v s l .  21 ,  pp. 

212- 283. 

PARTMASARATY K. o RAVINDRA, €3. (1979) , "The Vab i d a  t y  si? , L h e  

PNUELI , 

REGD, B. 

ROSE? D. 

RBSE, C). 

11988) , "Pet-f e c L l  y Q r d e r a b l e  Graphs" ,  WDRYSHOP e m  

A s p e c  L os T'edr bsos da êorrrpu t  a.gbo, USP , São Paul  o. 

(1 970) , "Tri  a n g u l a t o d  Graphs ard Lhe El i minabion 

Proçeââ", Jsurnub s f  Matkemcrt b c a b  A m L y s i s  and 

A y g b i c a t i s n s ,  v o l .  32, pp. 597-6053. 

SCHEI NERMAN , . í2.9658) , "On l h e  I n l e r v a l  Nurnker af a Chor-dab 

Graph" , dsusncrr Z a4 Graph TF~esry, vab -12, pp. 

31 1 -31 8. 



TSUKI Y AMA, S .  , a , M ,  ARI YOSHIL , . e SHI RAVJAKA, I . (1 977) , 
"A Naw A l g o r i t h r n  for G e n e r a L i i i g  a l l  e Maximal 

I ndepencdent Sets" , SI AM JournaL srL Camput ing, val . 
6, pp. 505-51'7. 

TUCKER,  A. 1 , "The S L r o n g  Porf ect G r a p l i  C s r i j o c L u r e  f ar 

Planar  G r a p h z " ,  Cunadian Jsurnab si MaLhematics, 

vol.. 25, pp. 103-114. 

. T U C K E R ,  A. (19'7%) , " C a l o r i  ng a F a r n i  l y s f  C i r c u l a r  A r c s "  , 

SIAM Journab on Apyl  ied MathermL ics, val . 29, pp. 

493-5022. 

K. , FARB R ,  M. e PULLEYBLANC W. (1 85) , " $ L e i  n e r  

Treeâ , Cannectz=d D ú m i  n a % i  on and S L r  ongl y C h a r  dal 

G r  aphs " , I$e t w o s k s  , vol . 1 5, pp . 1 053--124.  



i c e  A: Relaq$ies G e r a i s  e n t r e  classes de g r a f a s .  

O$ã:a ---+ b 4 b 9 3  

%dV: Graf CI i n t s r seq -Za  de  cami 121-10s- d e  v&rLi çec; de birna á r v o r e  

n%ts d i  r e c i  onzda  . 
craTd: Graf ã ç a m p l  einerito de t .h reshol  d c o m  L o l  e r h c i  as. 

DV: GraFo i i ~ t e r s e q ã o  de  caminhos  de ~ r & r t i c e s  de u r n a  Gbrv~re 

di reci onada  . 
RDV: G r a . f o  i n t e r s e g ã o  de ca.minhas de v6r b i s e s  de  iama árvore 

di reci a n a d a  e e n r a l  zâdâ. 



: Tabela de complexidad por classes. 

Perf eiLo 

Fraca. 

Meyni el 

par ável 
C l  i ques 

Gal bab 

Par i dâde 

RDV 

I nter val o 

Na entrada da tabel a Q dada a complexidade da pf or caso 

para o algoriLrno sequSncial , se exi %$.ir, rn funqão de nt3mer-a 

de vOr L i  ces (n) , nQinero de ar %$as (m) e niímero de cliques 

rnâxi mais (r ) . Caso con%rAria, 9 indica que  o grobl ema pode 

solvido e m  tempo po1insmial para essa cbasse de 

graf os. .d i ndisa que a problema e L& e m  aberto. 


