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Fegte trabalho pesog

blemas de Programacio Fracionaria Lingar em varldvels 0O-1,
. e ) & i g b - H A2 - £ I, I P
ciuser diretamente,. guer indirstamente. B dads énfase aos
orooedil mentos perltencentes s essa primeira claszse. Un algo-
ritmo de enumeracio inpliciita € apresentads & restricdHes

substitutas =io introduzidas vizando acelsrar o procasso de

snumaeracio das solugd

parciais. Todos oz algoritnos ana-

&3

1 zi0 implementados. Algumas comparasdss de desemps-—
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CAPITULO I - INTRODUC

o
(]

s
'

Mobtivacio
Em Pesquisa Operacional . sobretuds na area de Progras
Yy e Tt e - o e pomn =y - & —_— . =, X - - o
macio Intelra. busca-ze,. constantementes,., para & solucio dos
problemnas,. métodos mals eficlentess. Hzte trabalho val de
ancontro a essa aspliracio, investigando algoritmos em Pro-
gramacio Fraciondria Linsar sm varidvels 0-1.

Ma Literalura pesculsads observou-se dque a maloria dos
procedimnentos existentes soluclionam o problema fraciondacrio
via uma segquéncla de problemas lineares audilliares @ poucos
o atacam diretaments. Motlivado por as

wiado, uma @nfase malor ol dadse & esza dliims olasse de

goribnos.

fu
I‘_.
i

I.83 thrganlzacio do
O Capitulo I spresenta,. de Forma geral. o problema.
mostra algumas de suas aplicacdes & relata sobre oz algo-

ritmos exis

r’i’
o
oo
i

1
cipals resuliados a respello das propriedades da funcdo ob-

Jetiva fracionidria. bem como das condicdSes de obtimalidace
-3

i

og aog algoritmos do caso

i

do problema. Yisandeo dar subsic
hivalente, dols métodos para soluclionar o problems continuo
séo descritos,

O Camitula IV esstuds o problema em varisavels bivalen-
tes., Dols algoritmos que soluclionam o problema indirebtamen—
te sio analisados. Um algoritmo enumerative, seguindo a

AMOT (149762, ¢ apresentado. Restril-

tive de aocelerar o mocesso de enunperacio daz solucdes
marciais.

O Caplitulo V mostra alguns resullados computacionals
. S5

o comnparativa entre os slgoriitmos
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CAPTITULO IT - HISTORIA DA ARTE E APLICACGES

3 5

0 Praoblemsa de maximizar ou minifmlzar a razio entre

el ée Llm Subeeorie

Sl
z’ﬁ

rduas funcdes o valorss reals nl. 2 e dl.

1,

; 3 = st g el s $ 3 T o g 3o 2 B T
Juntod o e &  ChalEsdd ComunenLe dEe rodramacad of

v Hiperbalica.

Dado que a funclo obijetivo nlxnsdlxl & ndo-linsar o

wmroble

ma em questio poderia sstar inserido no contexto da

Contuda, as suas  oro-—

a programas ndo-lineares
em geral, mobtlvamn a um estudo prdaprio, separado dagquele.
Problemas de programacio fracionaria apregsentam-se nas
maisz variadszs formas. Ume delas & guando nC. 7 @ chnhocavo e
.0 & convexo ou nt.l & ndo negatlivo guando G000 nda &

1

afim sob um onjunto convexo S Assinm 23o oz denominados

g
1

srociramas fraciondrios ofncavo-convexos, Dulros modelos gus
= i

merecen uma atencio especlial devido 4 sus estrulura parti-

cular sSiao o orogramas fraciondrios lineares & o progra-

masz fraciondrios quadrdticos. BEm ambos azs restricdes do
conjunto 2 280 afins, sendo gue no primeiro nl.2 & (0.0 sio
funcées alfinzg & no segundo, guadrdticas. Programas {racio-

nédrios ofnocavo-odncavo, convexo-odnoavo £ convVeXo - COon e o

zho exemplos de oubtros modelos que tambédmn aparecem. FPara
metes. entrebanto, poucos resuliados btém sido oblblidos.

raogranas raciondrios aparecem emn VArios camnpos da
clidéncia. A secio 11,8 mosztrsa algumas dessazs aplicacdes. O
meodel o de YOMN NEUMARNN de uma economlsz em expansio, £ T

N 3

lLado em 18937, £ & primeira aplicacio conhecida, conforms

maliz antiga apli-

magdo conheclidsa,. s hi bem pouco ftempo atras, CROUZRIX et

ex??d CLO\L, 1985, 19880, o problems vém senco sxausil vamen-—



=

I7.23 Aplicacdes
Problemas bLals como a minimizacio da razfio entre o
custo total de producio & a guanitldade de material produ-—

dr Cou ntimera btotal de ohistos produzidosl), &2 maximizagio

M
e

da porcsntagen de ganhos em invesbtimentos ou diversozs pro-

blemas que relaclionam o beneficlio adaguiride com o custo de
investimento sio algumas aplicacdes priticas de programas

fracionarios. Abalxd estio ressalitados. em Arsass diversas,

u

alguns desses problemas praticos os quals, de acordo oom a
naturezs da varidvel envolvida no modelo, podem ser conbi-
nuos,. intelros ou O-1:

i3 O opreblena ode minimizar o custo de carbono efeltivo
do cogus, obbtido a partir de uma mistura de carvdes de de-
Lerminada composlicio, considerands um horizonte com vArios
periodos de plansjamento e restricdes delinidas guanto ao
abastecinenta de carvio, producio & consums de oodgque meba—
Lirgloo, comnn fornulado em MONMMERAT (197490,

i

ing Stock Froblewd,

"y
5»&
3
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e cesneia

dade despsrdicada & a usadsa

f“‘
&

£
&
fn
o
s
e

minimizar a razlo en
de material;

CLLiD O problema de determinar a nelhor combinagio de
cardgas a serem bransportadas em um navio, em ternos de ma-

sximizar a razio enbre o lucro por jornada @ o btempo tobtal

da jornada, como especiiicado em BITRAN & NOVAEDS 018730

1Y
pac]
e

)

Civiy O preoblema do retorno do investimento sm nlnsas-

;;;4

o

racio, cono descrito em WILLIAMS C1@74), onde levando-ss em

consideracio o custo de exiracio & venda. apds beneficia

fa
o
i

mento,. de mindgrios deseia-se maximizar a razio entre o
cro obtlido & o investinento aplicado;
Cvd O problems. aplicado & otimlzaclfo de rotas de

navios & avides, de determinar wa clclo em um grafo com ra-

zho custo por tempo minlma, citado em SCTHAIBLE (12R2laD;
Cvid O problems da obtinmlzaclo de consultas a Banoo de
Dados Bibliograficos. como discutlde em ARAGAD (1888). onde

nberesse & racupsrar informacdss Cdocumentos? de um BDE

o

S -chave, madximizand

b

a partir de um c@rito numero de palavre

uma certa medidae de relevincia, qus leva em consideracdo o
rumero de informacHes relevantss & consulta recupsradas. as



relevantes nio recuperadas =

i

wLes recupsradas. as

nao relevar I
o total de informacdess armazenadas no BDE.
& programacio fraciondria pode ap
subproblems en programacico matemaitlaoa.
variante do MHélodo de Decomposicio Princlipal de DANTZIG-

WOLFE,., vide LASDON C1870, p 19314970, para programas 1i-

P

neares de grande porte. Nesses programas,. guando se aplica

o métodoe primsl dual ao orograma principal ., aparecem en-
valvidos na determinacio do critério de saida da base, como
subproblemnas em cada ilteracdo, um nimero finito de proble—

mas de menor porte com funciao objetivo fraciondria linear.

Una listzs mals exaustiva de aplicacfes. em dreas tals

coms em Tesoria dos Jogos, Progranacio Hstoocdstica., elo.
pcl

pocle ser ontrada em CRAVEN (1888, ZCHAIBLE Jile98lad,. =

IT.3% Algoritmos

~

Um dos primeiros algoritmos oropostos para a resolucio
de programas fraciondrios fol o de [SBELL e MARLOW (189562,

MHele o problems em questio, em que as fungdes nl.2 e dC.0
oA

o
G
=
{-d«
S
b
o
=
o
o
E
w
&

cho afins,., & as varidvels do modelo

anlurionads através de ums sedquénoia finlta de programas

com funcido obijetlvoe linear em fungic de um cerlo parametro,

zaob o pesmo conjunto de restricdes originalis. Una extensio

azo de programas fraciondrios cOdncavo-convexos ol

1%
fw
=3
)
o
¥

oroposta por DINKELBACH C1887), reduzindo-os a uma sequén-—

Oubtro  algoritme oliassico € 9o 2 de CHARNES & COOPER
C19822 . Neste, o problems fraciondrio linsar @ Lransformado
em um problema linssr egulivalents cox uma restricio & uma
varisvel adicionals. Esta transformacio ol estendida por
SCHAIBLE C1987822 nara uma subclaszse de programas fraciond-
rios cincavo-convexos, reduzindo-os & progranas  oonoavos
eculvalentes.

3
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tem a vanlagem cde
clucios de wn Undlco programa linsar ao
inves de, possivelments, varios do de ISBELL e MARLOW

CLO88). Sua desvantagem € que,. devido & transformacio =0
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%

1

ol ficada. Assim, por exenplo,

tuada, a regiifo viivel
usado na resolucio dos subproblemss QUue aparecen na varlian-

3 gy

e do Método da Decomposiclio Principal de DANTZISG-WOLFE;

w

= . . 1 " ~

caciao da 17 fase do metodo SITMPLEY,

ry
f
N
z
o
=
i
£
i
0
i
w
3
0
&
;«J.-

Y

mara cada ump“mhLQmﬁ. Esta perds da sstrutura do programa
principal ndo ocorreria se o ndtodo usado fosse o de IEBELL
e MARLOW 185880, Jji4 gue. nesse mélodo, usado nessas cir-—
cunstincias, uma soluclo vidvel ilniclial estd semore dispo-

‘mivel. Oubtro exenplo no gqual esta desvantagem se manil-—

festa & guando a matriz das restricdes do problema & und -~

Similares ac de ISBELL e MARLOW C19856) e e s lnse
olram nazs prooriedades da Tuncio obljetivo do problema ausxd -
ar do programa fraciondrio sio os procedimentos BINARY,
DIRECT  TRACE, INTBIN, MODBIN & OUTER descritos 0
IBARAFKI 1981, 1€983) e o algoritmo de MEGSIDD 19720, den-—
Lre outros. Bsses algoritmos diferem entre si,. baslcamente,
rla forma de delterminacio do parfmetro do problema ausd -
Liar. IRBARAKI C18832) destaca o mébodo de pesgulss bindria
mecii flcada, MODBIN, por causs de sua convergénola superli-
near = de sua capacidade de fornecer um intervalo explicl-—-
Lo para o valor Stinmo do problema.

O algoritmo de FRANK & WOLFE C1888),. que original-

mente destinava-se a programas ndo linsares convexos, & ou-

Fal

Lro gue também pode =zer utllizado, vide MARTOR 1875,
0. 240-248) e CRAVEN 1888, o 285-983, para rezsolver progra-
mag fraciondrios ocdHnocavo convexos os dguals Lém funcio ob-

detlivo pssudomonotdnics. Messe algoritmo o Sbimo & delber-

s

i lterativamentle atraves da linesrizacio sucessiva do

]

..,
s
o

T =1

problens,  sendo gue oz cosfliclientes da funcio obhietivo

p.s

linear dos problenas gerados representlam o gradiente d

funcios objsbtivo fraciondria no ponto vérticel gerado na

iteracio anterior.
BITEAN & MNOVAES C1l9Y40 propdem, com um Lratamento ol -

ferente, um interessante algoritmo iterative finito para
programas fracionidcios inesares similar a0 oo FRANE =
WOLFE 195850, diferindo deste na deterndnaciho de ums solu—
nicial & na forma da funcio objetiva dos pro-

i
T e o g Gy g g g A } B R o e g o b e 4 i~
blemss auxiliaresz. A solucdo vidvel inilcial nesse algoritmo



o & um vertlice gualagusr da regliio vidvel, como nagusle,
maz sim um ponbto extiremno perlencente aos hiperplanos  gque
=80 paralelos ao hiperplang orbogonal dgueles definido pelos
pontos culo denominador, da funcio objstive fracionarias.

280 nuloz. Espera-se com lszo, segunds eles. a obtenciao de

um veértice prdvine do Sbimo & conssoguentemente. uma dimi -

EN “ :

nulcio do numero de lieracdes (problsmas auxiliares) ne-

e+

cezmgariozs a4 oblencio do OLimo.

Tanto nos algoritmos de FRANE = WOLFE C1580, BITRAN
2 NOVAES C19743, ITSBELL ¢ MARLOW (18530 = gimilares quan-
Lo e de CHARNES e CQOOPEE (18620 o problema
resolvido indirstamente. no sentido de que sus solugis &
obtids por dntermédico de problemas auxiliares., Ha, no
antanto, algoritmos gues atacam o programa fraciondrio dire-
Laments., BEsle £ o cazo dos médlodos de GILMORE e GOMORY
CLEH3), MARTOR (196840 <« IZWARUP C19855, oz guals sio basea-
dos no matodo SIMPLEY de programacio linear. WASNER e
YUAN C1988) ohservam. snhtretanto, gue esses mnétodos sdo al-
vlee CHARNES = COOPEER CLO82D,

LEL. no sentido em gue eles gulam a uma

opsrastes de plvobtacio.
Mo Smbito das varidvels inteirasz alguns dos algoritmos
e

% cerivam, com poucas modificacdes, dagueles o

cano conbinuo, Assim 250 o algoritmos de ANZAT 18740 =
GRUNSFPAN = THOMAS {19730, bazeadas am ISBELL e MARLOW

19880, & o de MICHELON e MACULAN (19830, adapltacdo de FRANK

e WOLFE (1a563.

LIEHII et olii L3773 trabalham com uma olasse especial
der problemas, os programas fracionarios de mochila., O algo-

ritmo apresentado swplora o fato de gue boas solucdes vid-
vels sio facllmente obtidaz tanto para o programs fraciond-—
rio da mochila guants para o programas lineares da moo
auxiliares & Se preoccups apsnas em obler solugdes subdLi
mas, en lugar das Stimas, nos problemss intermedisarios. O
slgoribme bem wume oficidneias compubscional . segundo sles,
ndo inferior ao de [SBELL e MARLOW (18880 splicado direta-
mente a problemas intelros.

BITEAN e MAGSNANTI {19780 desenvalwveram um algoriitmo

A

mrimal dual o qual. coms eles aobzervaram, pods ser enpreda-



-

g na rescolucio de programss fraciondrios lineares oom um
método branch and dHowund quands condlodes de integralidade
Z80 lmpostas s variidvelis do modelo,

Ja GRANOT & OGRANCOT (L2770 usaram o melodo de HARTOS
C1E54 e desernvolveram um algoriitmo primal findito seme-
inear inbteira. adicio-

LENER e CODPER

et

lhante ao de YOUNG de orogramasio

0y
o
g;m

nalmenlte, usando a Lransformacio e
CL952Y, construlram, Lambdédm, dols algoritmos de planos de
corte, onde cortes da forma do de GOMOEY de programacio
linesar intelira. wvide MACULAN C187¥8D, sio sistemabtlcamente
gerados @ aplilcados durante suas execucdes.

Poucos 8o o trabalhos volitados sxclusivamenis para o

cazma especiiico de varlivels O-1L. WILLIAME C18¥40 faz usa

=
1
i«-,.i
.
%

fie
<

&
-

[
=
¢t
o
o
t.J

—-J.a

cde uma mudanca de varldvels =,

wuin problems linsar seoguivalente com varidvels continuas =
ivalentes. Nessa Lr ar-:gfutaz‘-rzig.s;;éc:; o problema Linear resullsan-

enta-se com 2n restricdes & n+l varliavels continuass

g o problems original, do gual n € meu numers de
varidveis bivalentes.

LOREL AN & ROBILLARD 49715 basel am-

me - am LeBRLL @

i1}

MARLOW (195680 ¢ apresentam um algoriimo lterativo gus obl-

iza uma sequéncia de programas linesres O-1. Assim tam-

=]

eém procedem HASHIZUME ¢ 21707 219870 mas com um algoritmo
aproxinado, dado o grands esforco computacional . normal men-
te frequentes, snvelvido na determinacio exals dos problemas

auxillares., Elesz propdam um algoritmo g-aproximado qus ce-

salve o oroblemas auxilisres apenas aproxd madan

[ . £ o = Ca oy e " s SR U R ] . ] L ol ry .
Lém uma solugda dtima com fungdo cobhistive diferindo da &ti
ma em um valor inferior a uma constante positivae .
T - SR e Ll v . g o P, PO OF R | 3
GRANOT e GRAMOT (18750 dezenval ven LIm metodo cle

enumsracio implicits gue, ao contririo dos anteriores,. s
aplica dirstamente ao orograms fraciondrio linear blvale-—

tal oo em

nte., O slgoritms wuse restricédes substitul

- i = g N oy 3 i = v o g T
186870 & GEOFFRION (186892 para fortificar oz Lestes

-

SALPE 119750 propdse un matodo do tipo branch and bound
gue 2 fungio obietivo € a soma de varias ra-



el

3

1

: lineares. ARAGAD (19882 esstuda um problema andlogo.

§

£,
H

morém sem restriodes, e amrssents, tambeém, algoriimos do

tipo branch and bound., HNesses algoribnos apsrecsm  Gomo
subprobl emas getrados oz problemas fraciondrios com wma Unl -~

ca razio. ARAGAO CLlo82) propde um algoritmo para resolvé-
~los & objellvando scononia de esforco computacional . 14

gue nos algoriimos de pesgulsa arborescentes apresentados

o2 subproblemas diferem esnbre i zsomenle pela fixecio de
variivels, faz um estuds de andlize de sensibllidade do

Stimn & filxacldo de varldvels., proponcds um algoritmo parsa

i

restabelecsr o Stimo gquando este & modlficado.



o

CAPITULO IITI - PROGRAMACAO FRACIONARIA LINEAR
EM VARIAVEIS CONTINUAS

I17.1) Preliminares

Ohjetiva-se neste capitulo esztudar as condiches de
otimalidade do problema fracioniario linear ressaltando suas
propriedades bidsicas. Além disso, faz-se um estudo, dentre

os métodos existentes para o caso continuo, apenas daqueles

gque sio de interesse sos algoritmos analisasdos ne CAP.IV,

que retrata o caso bivalente.

111.2) Definicdc do Problema
O problema de programacio fraciondria linear., algumas
vezes adgqul chamado simplesmente de programacfo hiperbdlica,

em varidveis continuas, pode ser formulado como:

maximizar f{(x2 = 2 T
sujeito a Ax £ b
¥ = O
onde ¢ ,d =R @ c,d.x = r" : b e r™ = A=1{a ) .
a’ "o LfmEn
Hipdtese III.1: O conjunto €S ={x e R : Ax = b, x 201} &

limitado, ndo vazio = tal gque:

s B : d + d'x = O} = @,
n < e o b

Excluem—-se de andlise, portanto, os pontos para os
quais { ndo estid definida. é4ssim, como 3 # & = limitado,

uma solucio dtima finita exizte.

Definigéo III.1: Seja & # X < R". Um conjunto X diz-se

convexo se, para cada X X, € i tem-se

X = axi S a)xi & X com O = a=<1l.

[N

Proposigfo III.1: O conjunteo § = {x e B" : Ax £ b, % 2 O}

COonNveXxo.
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Prova:

Sejam K X, € S =2 0 % o =% 1. Logo A:«:1 = b, sz = b
2 X, X # 0. Deve ser provado que X = ax -+ 1 - mez com
0O =< o<1 Ltambém pertence a S.

De fato, Ax = ACaxi + C1 - a)xzb = aéxi + {1 - aDsz =
gk + €1 - odb = b, ou ssja, Ax % bh. Observe bLambém due
x = ax, + C1 - m)xz z O dado gue X xz; a, 1 ~a =z 0 g

O resultado seguinte mostra gue hd unicidade de sinal

do denominador de f =2 este ndo =e anular em 3.

Proposigioc III.8: No problema (FH), sob hipdétese III.1,
tem-se: do +d% >0 ¥x e € ou
d_+dx< 0 Vxes

Prova: BAZARAA e SHETTY (187@, p — 4722

Observe inicialmente que, pela Proposicio III.1, S é

convexo, o gque garante que qualgquer combinacio convexa de
pontos de S também pertience a 3.
A demonstragio & feita por absurdo, isto €, supde-ze

que e d°+dtx¢0 ¥x & 3 entio d0+dtx>0‘§’xe5‘ou

i . = A ,
do + dx <0 ¥x € £ nio se verifica. Logo, existem
, L i

¥ % & 8 tals gque d_ + dx > 0 e d + dx < 0 e, portan-
1”72 o 1 f} 2

to, para alguma combinagio convexa x de x,ooe X

- + 1l - oD% com O € a = 1, deve-se tLer, por conti-
, t ; _

nuidade, do + dx = 0, o que @ uma contradigio. g

Seja (PH) o problema (FAY com denominador estrita-
mente positivo em £ e (PFH) o com denominador estritamente
negativo.

Assim, como mostrado em ZIONTS (18688), se (FH) tem
zolugfo finita entio basta verificar se uma solugio vidvel
do problema tem o denominador positivo ou negativo = resol-
ver somente (PH ) ou (PA7), respectivamente.

Observe, entretanto, que dquando d°+ d'x < 0 ¥x = &
entio multiplicar numerador e denominador de { por -1 reduz
o problema (PH ) a max {~Cc + dah o —Cd_ + d ; x e S
onde —Edo-%- dso > o.

Portanto, sem perda de generalidade, serd assumido

gue:



il

: 4 "' =, =t
Hipdlese III.2: dﬁ + dx » O ¥ & S

e que, portanto, (FH ) & o problema hiperbdlice em sstudo.

I11.32 Propriedades da Fungdo Objetivo Fraciondria
O estude das condicdes de otimalidade de (PH ) requer,
preliminarmente, certaz definigdes, bem como o conhecimento

e algumas proprisdades de .

Definigio III.2: Seja g : X » B onde & = X <« R & um

conjunto convexo, A fungo g diz-se -
tritamente Jgquasiconvexa =m X s82 cada
X%, & ¥ com gixﬁ = gC}cgf) for tal gus:
g(.cxxi + C1 - mi)){zi} < ménc 4 ngil’), ngzf) 3k
para O < a < 1,

Uma fungdo g diz-se estritamente quasicdn-

mava se —g for estritamente quasiconveaxa.

Proposigio III.3: & fungio objetivo {fraciondria linear do

problema {FH 3} 2 eastritamente guasicon-
vaxa & estritamente quasicdhHnoava em =,
FProva:

A prova @ feita por contradigfo. Para mostrar que { &

sstritamente dquasiconvexa supde-se que, dados X ¥, & 5 com
f‘ixib < f‘CxZ:J ten-se fCo{xi 4+ C1 - cxil‘x_;:) = f‘CxEIJ Yoo & 0,10,
smsim sendo, pode-—se escrever:
5. . - . %
= + o Cone 4+ CL - ox 2 = + o *,
. 53 1 20 .
iCe{xi + ¢l - «9{3}{23 = : = :
' d 4+ cdCane 4+ {1 = odx D ad  + d'x
. © 1 2 0 2
Ecomo o + dx> O %¥ce S
1 . L . oLt
oo + ol oo + L - a0k 4+ mCons 4+ Ll - adx ddx o+
o {3 o 1 . 4 1 L2
oodTx = ood -+ o dfox + 1 - odx D + d o +
o 2 0 o O 1 Z
o d Cone + L - ol ).
z 1 2

Desenvol vendo-se cada membro da desigualdade anterior

2 simplificando, obltém-se:
i

L L t i t
ad ox - ad ax + oo x d x = oo d'x - oo dx <+
s © 2 1 Tz s} 1 o 2
£ i
o x ol
z 1
Dado qgque © < o < 1 entfio dividir a desigualdade an-

terior por o » O ndo altesra sesu sentido. Tém-se, sntio:

t i % i, L % i i
deoxw —deax + osxdx 2o odx - o dx o+ ooxdx
o 1 o z 1 Z o 1 e} 2 2 1



Eeordenande & adicionande o c:i0 a cada membro da de-

zigual dade acima, wvem:

i i 4 L 1A
] + o o + ool + oxdwx 2o od o+ oo oo o+
O 0 Ie) 1 0 2 1 2 00 Ts) 1
X t,
d o + ooy,
] 2 2 T4 . . .
o osejar (o + oo 20a + dx D E oL 4 aMICd 4+ dd
~ ) 4 ) 2 o 2 o ]
Apds cdividir 2 desi gual dade anterior por
. L. Lo .
Ced + ad'xd3Cd + dx%2 > 0, obtém-se:
o 1 o 2
i i
o + oM [ + o
a 4 Te) 2
= >
. i,
o o+ ad o+ dix
) 2 o 2
isto @, T xi') = ¢ xzi) . Mas esta conclusio € absurda pois
assuni u-se C x!) < < xz'). Logo, dado (¢ xill < fC xzi} Lem-se

eztritaments

[/

ftimxi + {1 - cxiix?') < f(le) @, portanto, f
gquasiconvexa,

A demonstragio de que & também sstritamente cquasi-

Iy

Bncava € ansloga o, portanto, omitida, -

‘ r e - 2 - < 2l . -
Definigdo II1.2: Seja @ =2 { < R um conjunto aberto e g: ¥-E

uma, fTungdo diferencidvel =m X, Una funcio
g diz-se pseudoconvexa se, para oada

5 » - f"

Mo, M, E A Com G, o~ 3¢ 3 Vgl D = 0 a
1 2 2 1 4

relagio glx D 2 gC xil‘) mant i ver -sea,

Uma fungfo g diz-se pseudocdnocava em X

s@ —g  {or pssudoconvexa.

Propogzigio III.4: A funcio objelive fraciondria linear do

probleama (PH ) é pseudoconvexa e pseudo—
cHnoava sobre 3,
Prova: BAZARAA & SHETTY C1279, p - 472>
Para mostrar que { @ pseudoconvexa, observe, inicial-

mente, que continua ¢ diferencidvel em 2. Entio, pela

&
definicio I1II1.323, dados Xs.’ xz e 3 tém-se, sucessivamento:

L. . L.
Ccd 4+ cd'xde =+ oxod
. o 4 ] 1

- [ - -
Cx, -~ x{} ’\?fu-ilf = G, = %2 - . =0
Cd + dx D
o 1
. b L. . L. )
= Oy, — x2 +[dd + dxlo =l - 2wxdd] 20
2 4 Q 4 0O 4
. 4. L. . L. v .
=» Ce o 30d + o dm D -~ (e 4+ d e v awDd 2O
o z ) 1 o 2 1) 4
. v L
=3 Co + o iCd + dxd 2 0d + d'x 23 + r‘.{'x:)
s ] z L3 2 4



- i N . -~
Como do + ey 20 ¥ & &, resulita,. finalmente:
%
o L w4 Lo o
1 . o z , N o o .

—— = ————  ; ©u seja, iCxZJ = ;CK{L
d o+ odx od o+ d'x

o 1 o 2

De uma forma andaloga pode—-se mostrar que  também &

peeudocdncava sobre S,

111,43 Caracteristicas de Otimalidade em {ﬁﬁ*}

Conhecidas as propriedades bisicazs da fungio fracio-
naria linear faz-se. agora, um estudo ceracterizando o &ti-
mo em (PH'). Estes resultados darfo pistas sobre a forma de

como resolver o problema em questio,

: — 4y # R e L wek a
Croposicao IIT.5: Se o o & um Stimo local de (FH )
o # p : s
entio X & também um Stimo global.

Prova: BAZARALA & SHETTY (L1874, p — 1040

Amsuma, por contradicdo, que se ¥ & um Stimo local de
{?ﬁﬁj, isto &, £Cx s > PO para algun ponto x7 & & numa
vizinhanca de x&, entio x ndo & um Stimo global.
Nezte casao, % = 8 com £ > fo%D. De acordeo com a
proposigic III.1, tem-se: off + (1 - DX @ & VYo e CO,10,
id que S & convexo.

For outro lado, pela proposigdo IIT1.3, § & estritamen-—

. A \ . - N .
te quasicdncava. Assim, sendo £C0 > fix D, deve-se ter:

e - # ~e B . .

flax + 1L - adx 3} > £lx D para cada o & (0,12 =2, em parti-
a ~ - . . ;

cular, para x = o + {1 - alx . Mas isto & um absurdo

. s s ¥, f4
pois, por hipdtese, x & um Sdtimoe local.
. P - P .
Esta contradigio mostra que o tal X ndo existe, estan-—

do a prova, portanto, completa. g

Propogigfo III1.&: No problema {FH ) a {fungéo o

toma sey valor Stimo em um pont
Cvértice) do conjunto =, se este for li-
mitado,
Prova: BAZARAA e SHETTY 1878, p — 101D
Dez dq + dx > 0 ¥ e & segque-se que ° € conbtinua em
% E como este conjunto & limitado resulta, pslo conhecido

Teorema de WEIERSTRAZSS Cwvide LIMA (12228, p-1872), que [ Lem

um maxi mo sm .



tinge seu maximo, no conjunto

i
™
T
I
o
g
fo
z
0
5
Eﬁ}
M
£
o
it
by
o

\ g s # o, . .
cme DO DONLG XK. LEVe el mostrado e M & um véartliocs desse

conjunto.
T fam MK e a2 pontos extremos de T e assuma  gue

fCs 3 » flxl para 1 = 1,....k.
1
B osablido, vide LAZDON (1870, p —~ L1483, gue x pode ser

represantads coma:

k k
Ay kY s . ; 3
= gcx;_ ; zag = ; a 20, 3 = L.k,
. i . 3 j
b =4 1 J:vj_ o

Considers, agora. o sonjunto SF = 4w e = o Pl =% 5L
o

Jaé gue max x> = 3 entio fCxI = 3 ¥j. Logo x = 5,

1 ) J S

= .
I£] - 2 £

iAo de 3., ao¥, = RS 2 S T N i‘Cb{zZ} 35 oe, & olaro,

: : . 3

o
max 4 flx 3, fUxI 2 £ Por outro lado, sejam o & (0,10 e
o ponto xo o= &xiﬁ—ii - a3 . Pela convexidade de S, garan-—
a proposicido IIT.31, 3 & 3. Aldn disso, pela propo-

zmigho I11.3, decorre oue:

Dada & convexidacde do conjunto 2. entio ogual gusr com—
{':‘_;'

H

binacio convexa de pontos de 5 Lambém pertence a mf. Bm
3

O resultado anterior ifmplica qgque £Ox D2 % B, contradl-
zendo a hipdteze. Esta contradicio mostra gus f0x 3 = fixD
3
para algum ponto extrems X, J = L.... .k g
Proposicio III1.7: Mo problema {(PH ) seja v o= I & uma

i

direcio dada., Assuma oue:
CLZ2 v o+ Ar = 2B para algum A & B tal

cuae O 4 A 9 bH, & >

Y

o,
we



i

‘.,.,3:.

. iy o+ Ard .
= - 0.
= A

Entio hiad = §fy + Ard & umsa funcio

. t . . e
De €13 e ﬁ{ +odm 0 ¥ e B conclul-se gus h{AD &
]
continua e diferencidvel em (0,83, Para h zer oresoente
am (0.5 & suficiente mostrar ogue glrl = dhA22d8 &
positiva nesse intervalo CLIMA 1881, p-31803.
Diferenclands g vém:
o e C”'ti W e };-r.",
GO aAfCy + Ars 4 To T R
- dn s TN ¢ B
d o+ Ay + ArD
o 5
] i " I ad t t : ] t.
Ld  + dCy 4+ drdifa + ord = Lo + oty + Aar3ldd + d7rd
s - < o 0 B
s L. 2
Led  + A0y + 203l
o 3
.o L. - t
Cd  + dwilo +o vl - Qo o+ ooyatad 4+ drd
) s} 0
s L 2
{d 4 a2Cy + Ardl
o .
- a A LB el b
Ced A+ dvdle + o'rd = + “v) + oo
s - o - o
Asmslmn glQd= ;
Ped o+ o'yl i
- -
. L9 N S GV
g2, portanto gtAd 2 - > O

Sendo, por 112, gl > O, resulta, finalmente gue

GCAD > O YA = 00,8,

A proposicio I11.7 mostra gue, dado um ponto exbremns v
2 uma direcio r tal gue gf0d > O, nenhuma maxinmizacio de

ao longo de r € necessdaria. Portanto, para selhorar o va-

; . = 4 Ty
lor da funcio obistivo em {(PH Y bhastas mover ao longo de r

tanto gquanto possivel,. isto &, aldé gue e enconbre um ponla

extremo adiscente. Bvidentemsnte gue se. em algum vériticos,

todaz as derivadass direcionais Torem ndo positivas entio

{"-!«
ot
0
i
i
et
.
=
o

Unm procedimento dgque faz peroorrer oz pontos exiremnos
do conjunto B parece, entio, indicado para resolver o pro-
bhlema en questio. As oroprisdodes precedentes evidencianm,
oortanto, -a-e@strelta relacico exwigstente enlre o8 programas

linsares & o3 {raciondrios linesres. Destas forma. wums robi-
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na semelhante i do SIMPLEY. com poucas nodificacdes, pode
ser usada. Nesta linha fundamentam-—se os algorliinos de
GILMORE & GOMORY (12830, RTOS 196840 = IWARUP (196585

Exigtem. no entanto, algoritmos gue atacam o problema nume

!m‘

autra linha, resolvendo—o indiretamente,. gquer transforman-

io--o num problema linear soulvalente (CHAENES e COOPER

CIR8233, gquer soluclionando-o obimizando uma sedquénela de
lem

nas linearss C(ISBELL & MARLOW 188620,

w

Dado os m%j@tivmg dezse esstudo, somente esta dltim

ITI. B O Métado de CHARNES e QOOPER Jigog)

Fate mébtodo consiste em reduzir {ﬁﬁﬁ em um problemna
de programacio linear egquivalente com ums varidvel e« uma
resbricio adicionals.

e

A seqguinte transformaecio de varidvels & introduzida:

.

Multiplicando numerador = denominador da funcio obje-—
tiveo fraciondria por L e levando em conbta a transformacio

acina, obltédm-ze o problema de programacio Linsar:

max o v o+ oo b
- o
s.a: Ay - bt 20O
B :
) & d"'l; + ot o= g
N L
v, L o= O
T ‘ 4 AL . i oaa
LIPS estd relacionado a (PH D) por internmddio dos re-

Proposicic III1.7: S em {(FH ) o conjunto =

entio Lodo pontao vidvel Cy,. b0 de (LF D

Prova: CHARNEE « COOPER CL262D

. & y : s e
Suponha,. por absurdo, gue £Y,00 satizfar as restricdes

. o o o ~ , e
de (P13 Zsjamn ¥ & 8, x = X + By & pn 2 0, BEntdo x & =



[
-,.i

. . #m M~ .
mol Aze = ACM 4+ D o= AN v AV % b, dado gqus AKX 2 b o=
L . i o .. A .a'». . -
AV £ 0. Aldm disso,. 2 = 3 + 0y 2 0 48 ague X, ¥V, u 2 0. Isto
significa, entio, gue T & llimitado, o gus contradiz a hi-
pdtese inposta a 3.
&=
A PR e -~ L . 4 = sn s s P
Propogiclo [II.8: Ze Ly L 3 € uma solugcio SdLima de (LFP )
o # w® o, . 1 - P s
entio M = v AL 2 uma sSolucio Stima de

(FH™.

Prova: BAZAREAA « SHETTY (1978, p — 4780
#, . =yt ~
Observe dque 2 & vidvel para {FH 3} De fato. sendo
i £ % <
& # & € ., _ . -
o=y oL, oy & QO &, conforme proposiciao IIIDL7. L > O,
#® - . # , , * o w
resulta qu% x = 0. or oubtro lado, Ax = b pols Cy .t 02
satialaz ﬁz.v ~ &5 O
Para mostrar a obtimalidade de x ., =zeja = tal gue
A <} b, o kL . 2 3 i
A S bhe x 2 0. Ze ly .t 2 & uma solucis dtima de {LF) en-
LB para Lodo Ow. b)) vidvel Lém-se:
# #
ety v et zoe v o+ oo L
- ) - £
Dado quae v = —eoliee = o= ———— & 3.
d o+ dx d boadx
€ o]
sntido a desigualdade anbterior resulta en:
£ 1 - 2 - =2 - -t
- § i A % [ £ H y H
t e i 1 ; t X ‘ P 1
id o+ dr | fa o+ ot | ;d + ol a4+ r::’t“:-.%
= 0y P €3 wh gy -4 s} s
#
- F "'L}.'. o b r:t:»::
b . o - L
0’ onde i — = s ¥ & =, ou sela,
d o+ oy o+ el
e o
e JHL . # w® o # v - .
Fox 2 2 £0) ¥ & 8 Logo, x = vy o4 & solugio Stima de
s
(PH ).
=
s e b 2 e
A proposic8os II1.8 mostra gque uma solucio x de {PHD
. -t
pode ser enconbrads resolvendo-se o problema linsar {LP 3.
\ , . " , i ok
de solucido (v b 2, & Fazendo-ss 2 = y AL .

ITI. &)

O Héloado de IEBELL o MARLOW (19860

Este mdlodo consiste em esolver {PH ‘ atraves da
otimizacio iterativa de ume sequénolsa de problemss linea-
res. Para tanto, seja o problema de programacio linsar  au-
P R T N s I JPORNIN - T - .

HKlLilar de parameitro A s E:



maximize =030 = o =~ xd o+ Co - Add™x
o] 0
suielito a: Ay E by
o= O
et . L £ 1. 3 fi““m’"&' i ) ) 1
20X eztd relacionads a FH Y através dos resuliados
zubsaquaentes:
. . oo e - . e, o fa oz
Proposicio III1.9: Suponha gue (PH'Y tem uma solucio &tima
e
M Com:
L%
ot oo
L
P m— "“"’“’"“""‘““‘”‘”‘“Wg”‘“"“‘“
o o+ odT
e’
o - Ly v "
Deia 20A2 o valor Stimo de O CAD. Entio:
- ) ,
CiD =CA0 > O 2= X < A,
. - . #
CLid =CA0 = O &= A = A
C1i1i2 20AD € 0 2= A ¥ AL
Prova: IBARAKI C1@810
Cid =
g o ) ey "]
e ZOAD > O entio =3 & = saltlasfazaendo
~ , - o bt : 3 - -
e T aﬁa e ~AdI X > 0. Rearranjando e levando em conta
b dg + oy 0¥ s B vem:
[N
e
tem , 8 N . B o
ook o PR S - AT B & = AL
3 ] L
d o+ odx
I
. # < . - = o M Fyy oy
Loma 2% e, por hipdltese, solugcio SMtime de (FH ) & X &
um ponto vidvel de S, naturalmente:
e+ e o oo xR
e - « . E
XY S L # -
d o+ odi o+ odx
o o
. - . I . L E
e onde se concluil: A < A
&
o . . o o — +
AN LA dimplica que existe ums solucio x & 2 de (PH)
satlafazenda:
e
Y
s S
e o+ odM
3
e, dado a positividade do denominsdor:
-y t . L
ZCAD 2o+ oo N o~ Ald o+ adx D od
s o
Az provas dox casos (117 e

P"A




Proposicio III1.10: Se,. nas condicdess da proposicio II1.9,

A:% ) F R P el < 3
ZOMN D = D entio ums solucio Stima de
e e P . an e 3 EEas
- G 0xn 2 & tamhénm soluclo Stima de (PH D)

&
=Cxn 3 o= 0, tem-se:
L # L #
E:Q‘%’fx'“)s.iﬂ + dw o= O
L -
B oeocoma g+ oclx 0 Y os B
¢
o “+ L "
Is 3
- - = A

e, dal segus gue ¥ € tambdém solugcio Stima do problema

fraciondario.
B

%

. ot ,
Pelos resultados anteriores (FPH Y pode ser resolvido

2

13 = 3, s . e
determinando A = XA gatisfazende zC0A3 = 0 ¢ uma solugio

Shima ode QOA D & bLambém SHLima am

&y
.gj
T
"t
o
0o
&
<
i
]
[
;;J
&
L
O
o
|

zul, felizments, boas propriedades para esse proposita:r

*

Promosicio IZ71.11: = & continua em E.

Fromosicbo LII7.18: = & sstritamente decrescente em K

Prova: DENE
Zejam }*‘\..i,. o R de sorte gus }ii < A, Deve ser pro-

vado que =4 hij > =0 }’».2?1.

A 2
=
- - nizu " i - Lo «% . i
ZLA 3 = max o oo o~ A Cd + dwD i = ¢ oo -
2 (o 43 3 [a] A
Ko 8k z
N . L . t . L -
M Cd 4 d, 2 4 < + oo - A Cd + g, 3 =
PR + A 0 o 1 /
2 2
e =
z f. ) b
max o F ooox o~ A g + odxY = o=2CA T,
[ R4 ] 4 3 j 1
woeE B
izto &, dado A < A tém-se  2OCA D > =m0A 3.
) 2 4 2 =
Proposicio II1.13: =z € convexa sm R
Prova: JAGAMMATHAN C19660
o . . # - fa s
Sejam ,&1? Kg ez B com A < A g ¥ solugdco Stima de
D CrD . sendo A= ez.}‘a.i + £ - 0){?\»23’ e O =2 o A L.



. £ ; - . .
e DOxD = c:iﬁ + od . Asmsim sendo, zCAD = NUxl ~ A=,
Deve =zer provads ous:
whod,  + O~ ad 3D £ amlAd + 1 - aozCA D
1 2 1 2
e Fato:
- - s < A RS ¥ ® »r #*
:rz{_'(:z?x.i + L1 - c:\;-.,}ﬁ..gﬁ = MCax 3 o~ Lo o+ C1 — DA D0 Y = NCx D
g .‘1 5“¢
) . e 2 7@%
4+ aMNCx D - oA D D - A ZD > +
e I #_
c‘:{?\.gE}Cx I o alNCx 3 o= ofNCx I - l’x.;A;b' Z}}
- 4"%", . -
04 o~ @D{NCx 3 - A EEC}: 305 oamlh D
4
+ D1 - adzCA D,
2
Ja gus
#
MCx 2 - A DCx 3 % MCw, 3 - A DUx, 2
1 A 4 A
T 1
e ] s . ) .
NMCx 23— A D D 3 NOx, 2 - A DUx. 3
A 2 A
z 2
crcles 3 & x, 8o solucdHes Stimas de z0A D & z=0A 2, res-
M A S Fd
z z
pectlvamnente.
2
. 1 e TT " - B 17 # b oo L4 1
Proposigico III.14: Beja A = R &2 2 soluglio Stims de
e # - Lo : I
M 2. Entio ~ el i 3 & um sub-
£
L
gracdiente de = em A .
Prova: CROUZEIY i «2ldd {1888
Dade A & E & lembrando z &, pela proposicio
.13, uma funcio convexa, deve oravacds o
- - e . . " - L #,
ZCAD B o2CA D 4 FCh - AT WA & B onde F = ~Cel -+ d'3 3
8 -
Com efelio, dado a convexidade de z:
N L L %, # L %
ZCAD) B oo 4+ ox - AMd +dw o= o 4ot - Ald 4+ dx o -
! : a ]
e #* # L s, Lo
Ald o+ dw o o+ Add + dw = o + ox -
£2 o [4]
# # L % H #*
Aea o+ at%™ - cal o+ ahd™ton - A% = zaa™ -
2 <
Lo #oE
Cd  + dx 270 -
e’
‘) + “ -~ t ':ZE"‘!
g, portanto: & o= -~ {d  + o3 3.
: fe B
Das propriedades precedentes & facll concluir gque
mxistindo uma solucio A & B de z0A2 = O, esta & tnica. Ob-
W VER, C_Tﬁii‘&’?.‘tsz . que podem sxistlir malsz de umae solusio
Stima x am {FH 3.
Bazeados no exposto @ explorands as caracteristi da
curva ZOAD um meto des Limo NEWTON £ usado para ldentifi-

raliz

CArT &
4 A } onde

0.

Portanto, gera-se una sedgudnalia



g
Py

ZCA D <, + oy I

) ) o

Meps, © M T TR T M T KN M T TR

boet s 3 - 2 : . . k 2 t k

= "*'{,Ci_j + oD d, + ch I = Y
[ 4

A figura IIT.1 ilusira uma situacio tipica. 4 reta

. N pe P tk - 3 A .

phtida resolvends O A2, zCAD = = + aox o~ Ald 4+ dTwD, &
£

Langents a zCAI em A = A . Verifica-se, facilmente, gus

o eElso-A Sm:

e
iy
e
0
1

kY
o
f

ZCAD Int

I

FIoURs IIX.1: Ilustracio da curvae 200D & da seqgudncia 4A 7
L

cerada pelao mstodo.

L
o
i
-
oy
3
[y
fad
fi
fo
4
i
3
o
f
Y3
i

Ma apresentacio do algoritmo,

segquinte noltscio &€ introduzida:
# . iy sy

A valor dtimo de {(PH I,
e TN E

X solucdo Stima de {FH ).
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PASSO O : Tome x° = = )
e 4 oetu

Faga R? - e ko= 1.
) ad o+ od

“AEZEG L 0 Deltermine uma solucio Stima 1w de:

o

IS
-, . o L 5
&hk = max [ o - A d o+ Lo - A ddx ]
© kO k
¥ o8 =
PASS0 2 @ De zCkz" = )
# k
entio PARE: x = x
;«ﬁ% oz B .
A .
k 2
k
e
senia fags: A, vl
A s o

Retorns ao PATZO 1.

Jn

Em termos praticos, o teste zUA D = 0, no DassEa 2, @

3

&

& onds £ > O & um ndnmero raal

A convergénclia deste algoritmo pode ser facilmente ve-
a

rificada. Inicilalmente atente-se para o fato de gue dacdo um
; . I . - L e - NP Lo
ponto vidvel »x do conjunto o oentio m!i = £{x Y satisfaz
Lo
. # 1 N #* N P e " + 1 2
h‘i A pols sendd X & solucdo Stinma de (PH ). 2 relagio
T
o . i ‘ Lo
S =g o b4
£ » I~
. t k Loo#
d  + dx d o+ dTx
fo o

Em wvists diszo, pela proposicio I1.8, garante-se
b

ZEAD 2O para A o= A 3 ko= 0.1,8,.... . Ubserve, por oulrao

e

lado, que Mg & A, ¥k = N pois resulta da definigico de
20 #©
t k.
A CueE:r o = A Ld +dx ) e, azssin el
kvt T ket o)
bk t k.
zZCA, 3 = o - A L + od T o= Cd + ol -
4 [} k [ ket o
1 s Lk - - ¥ “Qt k.,
A old o+ dhed o= , ~ A 20+ e D
|5 £ sl e

. - Lok i
Como zCA D 2 O ¥ e N e d + dx > 0 ¥ & 8 re-
=

E’{?

multa, finalment

O
)
9
! i
A('S-
i
H
ﬂ
O
&
i
"
e
5
}.:
"
b
.':“.;
g—- -
%
pid
\_‘l
i
i1
A
o
5

Por outro lade



tal gue:
\ e
Lim A = A
B0 =

rev Y s g £ o s
JA& gque a solucio de cada problema linsar  QUADY & um vertl-
ce de X o2 hd um ndmero finito deles.

L978hI e CROUZELIY £ «lid (18988) mostram gue

b
i
oL
&=
et
W
£

-
4
e’"\

fan
a sedquéncia { k-EWam garada pelo algoriimo converdgs, para
# ol
#

cada A, < A, superlinesrmente para
ol

%% .
3 —
. ktd
lim & =
ko0 Ao A
B

SCHATBLE C1978b) mostra,. alinda, gue ums sstimativa de
agrro no cidlculo de k' pode ser obtida com base no resultado

segulnte:

- . # : L
Proposicio ITT . 158: Azssuma A < A btal ogue d  + dx < &.0d
: * o o
L - -
+ dx 2. Entio., para cada r < 1, r &
L 4
ad o odlTx
3 o
el A~ T SR R S LlLen-se
L ¥
ad o+ odx
© Lok
e s
# o . - r
}'&. T e oty C}\.g - }\.i.} * .
o p i 0o
o o+ dx
) Iy # o ¢ s 3
Erm termoz praticos, como x nido & conhecido a priori,
o . .3 . U " e s . \ . - -
ele & substituldo por x . soluclo dtima de =CA) para
NN o . N
A= oA P AL Desta forma,. Lonando-se
d o+ d'x
o & 1
e IR §

Lou
g 4+ odTx
fs)

garante-se, comno demonstrado emn SCHATBLE C(1876bD, gue:
L4
o e od

= T
+ dx

N
7y
bt

e

«w\-{:} ‘
2 ‘s
1 & garantido se 2 for escolhido

Por outre lado r <
L2, . , LN
de sorte que Cd + dx 304 + dw s Al
[ o3
SCHAILELE C1878b) sugere, ainda, alterar no passo 2 do
algoritms em queztio o Leste ;zﬁhﬁ’% % &, dado que zCKQ)
A <
o Lok . Lk
pocde Ser pedgueno enbora LA - CQQ + E:EJ/kdm + d 3] ndo
seja. O Leste sugerido &:
& 1~
I o oo ]
%] - 2] I
b Nl Wi T £ T .. NN
g i i
1 :
-k

3 i d
batelut) kk g, OO



gus passa pelos pontoz (A, 20A 23 e (A7, z0M 20 interceplta
O elso-A,

AZ(N)

=y T - e 3 . PN %3
FIGURA TIX.28: Ilustracio da determinacio de

I&.}
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CAPTITULO 1V - PROGRAMACAO FRACIONARIA LINEAR
EM VARIAVEIS BIVALENTES

IV.1) Definicdo do Problema
O problema de programagdo fracicondria linear em vari-

dveiz O0-1 pode ser formulado como abaixo:

maximizar (x> = e
od =+ dtx
{PH) ')
sujeito a: Ax % b

onde < < e R; o, d €« E"; beaeR" e A=(a)
Seja S o= { x = £0,137 1 Ax < b . Observe que S € um
conjunto finito, de cardinalidade inferior ou igual a a".

Hipdtese IV.1: do >0 e qjé O Y] =1,...,n.

Oz problemaz nos quails o denominador da fungio objsti-
vo hiperbdlica satisfaz a hipditese IV.1l serio denominados

(PHM).

Observe que podem se reduzir a (PH+) os problemas nos

quals as seguintes condigdes sio zsatisfeitas:

cid> d_ + d'% > 0 ¥x e {0,1}"
Neste caso, substituir todo x, com dj < O por (1 - §9
e fazer d ¢« d_ <+ d.
0O o M

Ciid d_ + d'% < 0 ¥x e {0,1}"
Neste caso, mulitiplicar numerador e denominador de

por -l e proceder como no case (i)

Ciidid do < 0 e c% =0 ¥j =1,28,....,n
Neste caso, basta apenas multiplicar numerador e deno-

minador da fungio objetiveo fracionaria por -1.



ey

longrio Linesr Irrestrito

bd
“,
L]

i
v
o
oy
h*\‘
o
e
ot
ﬁ:a
"7
3
W
";

Esta sscio apresenta dolsz algoritmos gue solucionam o
profblema fraciondrio linesr O-1, sob hipdless IV.L, sujelito

apsnas 4 condicio x e 0.1} . g agqul denondnado (PHI ).
Mz maloria dos algoriibmos descoritos naeste cap

e I T r .
(PHTI ) aparecs como subproblema. Dal z imporitidncila de estu-

dar oroblemss que se snguadram nesse Dormabo,

153

., " -, "y, . . - P L T
>y O e wSg < oproR. antao:

L.
¥
g
19
g
i
e
£
o
)
i~
<3
ol
S
&
L
i
5
A

s -~ g = s
Frova:
e prg < r72 = s » o> O Lém-se,
e 4 g = s P = re - ps F rE - ordg 2
Cr = wis > L5 — ogar = - tmoe gl Y orsE,

A& proposicio IV.1L afirma oue uma roE cresce
semnpre que se sublral de r 2 5. respectivamente, o nums-—

rador e denominador de outra razido pog < ros, L
= > [ . 5

¥ : - - oy P 3 - y : - o~ # L
Proposicio ILV.2: Zsijs d > O o= O,1,....,0n. x o um

Ci0 Flx 2 » ¢l =3
I

L340 ©x 3 < c::w':::i1 =
P

Prova: ARAGAD 19883
* ® _* # #
Sejam x =

e L & #* e # # I "
¥ LkD = O3, ¥ .. ... W, 574 e e .53 3. BEnbBo:
4 4 bgd ]

™ e
e N

]
L2
i
i

o #* #

) g i T el T PR S sl 4
e }ﬁff,_‘ 3 1 2 B ok pd ket BN
R A T -~ e -
- T o #® . # S, &
FE R s S L= T ol o+ o x oot d =

.=
2 A ] k-3t k- B ok vd ket ™™



& * L
caricdee: o ® & ok

Atente-se para o fTato de guse tanto o zriomi nador de
FCx 3 gquanto o de ©lx FekdY sdo estritamente paogsitivos, dado
’c:gue c:zj >0 mara i o= O.... .. Considerads esta observacio =
lembrands gus btodo méximes local de f0x) & globsl e, eviden-—
tementa, um maximo global € também local, entio sio vallidas

L% irmacdHes

# \ . . o #
¥ & oum mdximen global de FOxD &=y M 2 Ur maximo lLo-—

cal de O e  [Ux 23 2 £lx CkIDT para gqualgusr k, 1=2kSn,

# .
# ST S A ¥
o . -3 k = . #®,w %
G e g o0 Ux o~ X, 00 2 oo U o~ w ad
# B = £ k7K k A k
o d, o+ odOx - oD
i ¥ ¥

i o V%_"’ g 5 s i 4 = .
= U102 SB= fOx 0 » o sd Z IS ®, - %, = 0. Como ssta
i " N ©
desigualdade deve permanscer valids para gusl guer
r

Ciild Se flx 2 < Q“zﬁ’d' entio x -~ x =5 0 =, analoga-
-t Fo o . o
ments, pode-se conclulr gue x = 1
¥
o 3 - o s - ] . 5 o ﬁé £ - L
CLiild Ze flx 2 = o antia » -~ . = O @, o ban

i
7l
-
o
.
3
&
J
]
i
o
bed
£
0
i
L
unsesd
foa
i
o
(B
T
L
[
&
o
o
i
n
]
b
{0

em ma-

2

i,

Lmizando £, Lém-sea:

£ = T I S &
# : 1
¥, = 4
bl £ .
? L0 =me o <0

goritmos apresentados seguir 550 capazes de

- A

&
£ ey S 4 — RE T + - e i T S e 2
fornecer um &timoe local de (PHI D) que. como ja visto, &

:

vambém global. Como pode ser observado diretamente da pro-

pomlicdo IV.2 sste Sting pode ndo sor dnioo.
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oo IV. S

o valor do numerador da Tuncio § no ponbo
cd o ovalor do derominador da fungdo £ no ponto X
Le @ waridvel booleans gque indica modificacdo em

¥ : conjunts dos indices das varidvels nulas de

Ki: dos indices das varidvels ndo-nulas ds X;
Pt O para a solugda x corrente

T¥.3.10 0O Algoritms de ROBILLARD {19710
A aplicacio desse algoritmo supde gque as razdes o d

1]
fas
I
TN

Ci o= 1.8,....n3 aestelam em ordem no-—crescents, i

Falrs - AR, S A I
4 2 2 ¥ n

@ verifii-

"'x
ik
o
ot

0
i
w3

"
4
P
]
@
o
-
-
-
0
ot
o
¥
i
Ty
o
=]
®
i

)
o
w
>
w
i3
L

ca, a cada iteracfo, se o valor da razico o Zd supsra o de
peorrencdo, faz-se,. de acordo com a pro-

recaleula~se U & repele-ze o Dpro-

na guando, para um dada k., L% kK F on,
, for satisfelia visto que, estando as
ﬁ
i escente, @entio TxD 2 o ~d =
K Ed
g w por consbrucle U3 % o A =
2] o4 Wk
. Desta forma. a solucho x assim de—

.
k-2 lem2 k! 1.
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ALGURTTMO DE BORILLARD 19710
PAZSED O @ Faca K« {41.2.....n0}F
wooe O o, 3 0= 1.8, .0.0n
1
R N -
F
1 S R~ S
o
n. = .Falsao.
o+ L
e— g"‘:"
i, . £ . o - - - —
PAZSO 1 0 Se 4 3 entio Tacs: o <+ o + c::y;
s i <
ol k -
i
L.« :
. & L
4
K o« K~ £k},
FPASZO 8 @ Se L = | Verdadeiro,
entio Tacae: L o+ .Falso., g
Baetorne ao PATSRO 1
- B e A TATT # o . e o
senfa PARE: x = Ox .....X ) & uma ol usio
EX i
Ghima ocom valor £0x 2 = cod

Ums observacio pertinente & gue, da forma como apre-
mentado., o algoritms ode ROBILLARD (19710 apresenta a solu-

:

o Stima com o malor nimero possivel de elementos nulos.

IV. 2.2 O Algoritmo de ARAGAQ (igas
Este algoritmo tem a vantagem de ndo exigir. para a
sua aplicagfo, uma pré-ordenacio das razdes o Ad.
4
Moz testes computacionals reallzados por ARASAD (199D,
. BO-862, o algoritmo mostrou-se, em bternos de Ltempo médio
z Lempo maxino de processamento {CPU), supsrior ao  de

- : +
no Sarmato (PHI ).

mbimalidade 02 > o s da

igfelitsa, far-oe x = O, o

<l @ repote-se o procedimento atée gue I

2

se alters. A fundamentacio desses procedimento sstid baseada

na proposicio IV.L. Desta forms. gquando x, assume o valor

ZEED, é este o seu valor ng Stimos.



LGORETITMO DE ARASAC (19885

PASEG O @ Faca K« J1.2.....n} ;

oy A e de g .
o L a,. da &G
i
1.
ad o+ o+ T
2 - }
re
4
A & o B
L.« .Falsa.
FATRSD 1 ¢ Para todo 1 o« Ki:
e A > oo o entio faca: K o« K - 43 .
H H i 4 i %
& 4
o Y+ s !
3 ;
d e d - d
i
L s Nerdadeiro,
PAZZO 2 0 Ze L= VYerdadeleo.

entio faca: L+ .Falso.
Ao w2 ool g
Retorne ao PASSO0 1 .

zenio PARE: A solucio Stima de valor
fon I = A g

£ i '
D d [T S

casa conbririo.

A solucio dtima proporcionada por este algoritmo, da
Torma como aprasentado,. &, dentre btodas as possivels solu-

cées. agquala gue apreszenta o malor nimero de componsentes

Os algoritmos desta classe rescolvem {FH ) através des

H

uma sedqudéncia de problemas de programacio linsar O-1 ausd -
liares. onde o conjunto de restricdes & o mesmo do problema
ariginal ¢ somente a funcido objebtivo de tals oroblemas &

atualizada a cada iterascio.
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Como, pela proposigio II11.6, o problema (PH+) & equl -
valente a (gﬁ+) onde (§ﬁ+} = max { £33 s.a: X &€ ColS) } e
ColCS) a envoltdria convexa de S, entio nesses algoritmos os
pontos gerados sfo, pois, vértices de ColS) e, portanto,
consistem em caminhar ao longo dos pontos extremos deste

politopo.

IV.2.13 O Método de GRUNSPAN e THOMAS (14973)

Este algoritmo pode ser visto como uma ¢generalizagio
do algoritmo de ISBELL e MARLOW (18880 gque resoclve o pro-
blema hiperbdélico continuo.

Considera-se o problema:

r:.o -+ c:tx

max fCx) = y

(PHG™) dy, * dx
5. at x = F

onde F & um conjunto que consiste de um numero finito de
1
pontos e d°+dx>OVxeF'.
Seja x, € F e o seguinte problema de programagfo 1li-

near associado a (F’HG+):

ax gl =Cd + d'x 3Ce + c'x) - Ce + c'x I¢d + d50
(9] < [8) o) [ o

.a: sk

m
(LPHG+){S

A proposigio IV.3 did as condigdes necessdarias e sufi-

cientes para que X, seja solucio Stima de (F’HG+):

Proposigio 1V.3: O ponto x, & F maximiza a funcio objetlivo
hiperbdlica de (PHC—f) se @ somente se x,
maximiza a fungio objetive linear de
(LPHG™.

Prova: GRUNSFAN e THOMAS (19730

Ci) A condigfo € necessdria

Deve-gse provar Jue se X, @ F & solug8o Stima de (PHG+)
entio X também ¢ solugio Stima de {LPHC—‘ﬁ}.

Com efeito, se x e F maximiza (F’H(‘:’e+) entio:

1
c 4+ ox N A R
. o o «:’,
max fdxd) = f‘Cqu =3 < ¥ « F

1 %
XEF d + d'x d  + dx
o ) o
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Como assune-se do +d'%x > 0O ¥x eF segue-Se oue:
Cd + d'x D€ + a0 - Ce_ + e'xJ0d + d'x) SO VYxeF
aQ [+ O Q @ Q
Mas o primeirco membro da desigualdade anterior € a
fungio objetivo em (LPHG™) e, portanto, gixd € 0 ¥x & F e,

claramente, max glx) = 0 = gixab. Logo, x, ¢ também solu-
R EF
cio &tima de (LPHG™).

Ciid A condigdo € suficiente
Deve-se provar Jque se X, € F & solugio Stima de
(LPH(’f} entio X, também otimiza (F’HG+).

De fato, se X, € F maximiza (LF’HG‘:+) entio:

max glxy = gcixa) = 0 e isto implica que:
R &EF
gl = Cd_+ d'%x 3Ce + e - Ce + a'x ICd + d'% £ 0 ¥x @ F
o o 1) o o o

Obtém-se, apds dividir a desigualdade anterior por
Cd_ + d'xd2¢d + d'x) > 0 :
o ) )

fixD = f(xa) ¥x & F, isto &, %, maximiza (PHG ).

O resultado subseguente € consequéncia imediata da

prova dada para a proposigio IV.3.

,

Gorolario IV.1: O ponto x'* € F que maximiza (LF’HCf) & &ti-

mo para CPHG+} se @ somente se ng*D = 0,
Bageado no exposto, o algoritmo a seguir resolve o
probl ema (PHG+) atraveés de uma sequéncia finita de proble-

mas de programacio linear.

ALGORI TMO DE SRUNSFPAN o THOMAS €19730

PASSOO:SejaXOEF‘ e j =1

PASSO 1 @ Seja xj uma solugdo dtima do problema linear:

méx glxd=Cd + d'x. e + ¢'x) - €o + a'x,
(o) j—1 Q O

S5¢d + dbso
i o]
% a F

PASSO 2 1 Se max glxd = 0O
el

entfo PARE: x* = xj :

sendo faga: 1 <« J + 1

Retorne ac PASSO 1
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e oum ponto vidvel X, ndo astiv dizsponivel pode-se
wmiémig resolvendo-se, sobre F. um orograma linsar com uma
ncio objstivo qualguer,. interrompendo-ze o procedinento
cuando umse solucia viidvel for enconbradsas ou, comng sugerido
em BITRAMN C1@VE). maximlizands o comerador de § ou mindmd -
zando seu denomi nador .
Maamo ol ¥, nido seisa Vviavel para {?KG%% a solucio de
primelro programs linsar, %, sera viavel & o algoritmo
9

orossedgue normnalmente,

A convergéncia do

unm ndmer o

oo juntoo

m 'S"lﬁf.ﬂ'f'ﬁﬁ'l“jfd o &em

um

fte

o

p

INSPAN
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v"‘a', ¥

terming. bLambdm,

. e
Emte L ambem
3

cle
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widvel
rito e

menos

PHY

¢

m nuimero

]

maximliz

regii

o
P {24

ntimentr o

inferior
THOMAS 1

apds um nlmer o

vereio continua de
smumni ndo—-se

i

consequénaia da exis-—

pontos & considerar. For oon-

izstem 4 pontos viavels.

]

seguéncl s de

oyl

[

o wvalor s

% J{J &, 35,.

A Gt
invocando O

um Pl

de ponbtos

F
ps

inita,

C

portanto )

LEVED a PH™

ES

aplicado

finito de passos.

e inclusive

meacle

Comd a
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= um ndmerao

cleet ey

minar
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IV.3.283 O Algoritmo de FLORIAM « ROBILLARD (19710

:

Bzte algoritmoe @ uma adaptacio direla, para o cas

E-».L.

b

G
o
»

valente, oo matodo lierative de IZSEELL 2 MARLOW (1285

-
ot . - - <o NPT P . £ e Ry N S PR
dezcrito na secio III. 6. Assim,. ao invés de resolves {:F’E"L

3

diretamente, o algoriimoe resolve uma secquédncia de progras-

iJ%

mas lineares O-1 oz qualiszs diferem sntre si somenle palos
Ticlientes da funcio objebtivo.

Este procedimento difere do de GRUNSPAN < THOMAD
CLE73) na determinacio de umna solucio inlcial » & na forna
da fungio obietivo dos prmb.‘-@,@mas@ linsares auxilliares.

Meste algoritmo o ponto iniclial o o velor gue mind -

L4

miza a funglo objetivo restriches =

k-4

desta forma,. garante-se flx 2 =2 flx 2. Mals precisamente,

[ T i X

£ 2 £Ox0 Y. Viza-sze, com isto, obbter uma convergérnola
superlineatr para o mébodo., {(Uhserve gus o método ode [EBELL

. . L D N
e MARLOW (12583 gera pontos tals gue f0x™) = flx2 = ...

Y

P . C ,
Cormn a2 determinacio ode 0 envolve a re e um

e, @2 algoritnos descritoz na secio

o

I¥V. 2 deven ser ligeliramente nodificados pars zse adapbarsm a

sase novoe Formato. Todavia, observe gue um problemas hiper-—
bl oo, com denominador com cosficlentes ndo negativos., ndo
todos nulos, transformade eam um problems egul va-

lente onde todos o coefliclentess do numerador sio nfo nega-

Livos, ko todos nuloz. Isto derive do fato de ogue:

™ i3}
S M o o+ ld o+ o+ ldDx
e .\ i [a} o T h! 1 3
o = i
Flxd = ] e : -1
1A &)
d AT T Li
o S 1
J=1 :.:: i
Bendo o > O & d = O ¥1 = 1,8.....n entio pode-se
8] j
sempra  escol her I suficientsmente grandse parsa Lornar
P 3_:;“%@ >0 e o 4+ ld 20 Y o= 4,28,....n Asslm sendo,

18] i
=S W= d o +35d =
0 . 3 3 L8] ; k! 3 2
. =4 " _ 1=4 -4
min = mdEsd
iy 1
-~ g B D oas . -3 g TV e Pt g
[t 5l [ + i Ll T [« B-t4
a =1 o & = o
j=1 1 j=4



e, agora, um dos algoriitnos apresentados
ser apllicado.

(FH™ &, entio, resolvide pela seog
ercles 2 nobacd acievt med 5 e g olove ol
LATILAES & ..C,Jaéﬁ.i?..;i.ffj SOOT.A08 © 4 MEeEMAa Oos aLuc
d e w
e VT D W

na soch

ek,

L]

prececs

IV,

&

pocie

procedi menta,

i St

B Cla7an
&b i oma

do problens

o
v-"

SHACT e

minn £CMY = e
ol + ol
3 )
Facs k = 1 & bLoms =
) 4
PAZSO L @ Beja » ume solucio Stime do problems linear
am variiaveis O-1:
t
. - . . 3
max 2LA 3 = o - A d 4+ Lo o~ AL edd m:
}_,- Fa) g %
e o R &,
.8 Ax & I
, oy T1
o {64
PATRRG 2 @ Se zCi@) =
o e #
ent.iao FPARE: x = o
}‘& = ;“e -
manio FACA: &, S :
e " Le ok 7
[ R R
14
ko= k o+ 4
Betorne ao PASED 1
Devido ans erros de arredondamento enmbutidos nos oél -
culos, na pratica o zCh, 7 = O, no passo 2, £ substi -~
#
tuldo por (2042} 2 2, onde £ > O & um nimers real arbitra-
Pl
riasmente pegqueno.

axemnplo abalxo Eeclig i,

algoritno anterior.

PAESO

=4

DASE
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P

N

SZeja resolver o segquinte problema hipsrbdli

!, A
4+
A
(]
P
+
o
[
&)
.%~
i
L4
.§_
4
&)

TS s =

T = S T ST

2 2 S S

- ST - R T -+
1 2 ) &

-3 b #Jx 4+ Fx - B & 3

Aplicando-se o algoritmo de ARASAD (L1988, no PASSO O,
= ) " = - .
abbdm-se x = {0,0,.0.0) &, entic, A = 0,80,

A funcio a maximlizar, no PASS0 1. sobre o conjunto =
de pontos definidos pelas restricdes do problema. &:

+ 1 ,.58%
n

. ; . - , 1 . )
o do maecl mes =3 atlnglco =314} » t.1.3 .1

. (e

bt

&1
©

e ; N+ s
zZ{A 3 = 8B # O faz-ze A= {{x} = 1.5 & mexiniza-ze,. agora,
.

ZAh 3 = 1.8 # 0, o procedimento Lbterabivo continua bomando-

wme, dezmbta ver, A = [y = 1,8
a $

tém-se: 3 = {1,1.0.0) com ={A 3 = 0. Portanto, o algoriimo

toerml na

I¥.43 Algoritmos Direlos

3 desenvolvimento desta secBo € bhaseads o
de  BALAD 1985, 18872, GEOFFRION (1967, 19840,

GRANOT C1E9780 e PAULA Jr. 189783, 0= aslgoritmos apresenta-

dos tratam—se de métodos de enumeracio imnplicita,. aplicados

. 4
diretamente a (FH 3.



IV.4.13 O Esguems de Enumeracio

£
b

Para o entendimento do orocedimento de enumeracio al-
gumas delinlcdes fazem-se necessirias:
. < P - P -+ N N
PDefinigio IV.1: Por solucdo  de H'Y entende-se toda
n-upla cujos ocompohsnbes assumem valores
binadrioz,. isto &, ¥ = . L3 3 tal ques
3 T
x, e 40, para J = L1,8,. s 11,
i
+ ;
Defiinigio IV.8: Por solucdo widwvel do problema {FH Y enten-—
de-se btoda soluwwdo que sallisfaz as restrili-
ocdes do mesnc.
. s \ . . 1
Como hd um ntnero findto de solusdes a considerar, &,
Por UM processo exaustivo de enumeracio pode-se deblsrolnsr
LIma lucia dtima vidvel de (PH'), se esta existir. Eviden-—
tementle que szse procedinmento ndo seria indicado para valo—
res mals elevados de oo
& ldéla da enumeracio imnplicits £ desenvolwver umas ar -
5 e s 1 oy €3 5
borescéncia que garanta a enumeracio de todas as 2 solu-
pdes, multas das quals, s este & o abhjstlivo, de maneira im
plicits
s e mer = +
Definleio IV.3: Uma solucio parcial de {(FH 3. denobada por
W, & um conjunto onde cada um de seus ele-
menitos £ um lnteiro ndo nulo comnpreendldo
antre -1 & n, gue representa ums atribul -
cdo de wvalaores bindrios a uma varidvel .
Convenclona-se gue x, = O se —~) = W =l
1
¥, = 1L e 1 & W.
i
Definigio IV.4: Uma varidvel » £ dita fure se § = W @
-i & ¥
RDelintaedo IV.EH: O complemento ldgico da wariidvel bindria =
3
& L - x3.
]
Definpntcio IV.S: Un complenments de uma solugio paraial W&




uma solucdo definida pelos valorss das va-
risgvelis cujos indices eztio em W mals una

dads especificacio bindria dos valores o

Exemnplificands, seja n = 4 & W = {3, -2}. Entio nessa
solucio parclal *, T 1. xg = O & as varliavels xi S =i

o
o
g
e

livres. As solugdes assocladas a W sio. portanta, o
me RO IR N &39 ou ssia, oz poszivels complenmsntos de W sio:

3
O G.1,00, €0,0,1,13, <1.0,1.0 & €1.0,1,40. Logo, dadas una

solucsio parcial W ocom cardinalicdade k, hd n ~ k varidvels
, il .
Livres &, portanto, & diferentes comnplensntos de W

Definlcio IV.7: O melhor complemento de ums solucio parcial

W& aoguele, dentrs todos oz seus possivels
complenentos, ous produz o malor valor da

funcio ohietivo do problema fraciondrio 1i-

near associado a Wl

wota forme, Se npara o aexemnlo anterior, a funcio ob-

m

ietivo fraciongria Tor a mesme do problema do exemplao IV,

13

L0, 1,00 & o melhor complemenito da solucio parcial W

Fal

i
em gquestio (4 que, chamarolo de vixl o valor da funcio obie-

Q
&
b

g,.—'&
.

fodt
B

i

5-«4«
Y

O esmaquena de enuneracio adotado ¢ agusle oroposto por
GREOFFRION 016870, ligeiramente modiflicado. para adeguar-se

ao formato do problems em estudo,

O procedimento de enumeracio envolve a geracio, em ar-—

. . " Lo P

horescéncia, de uma segudéncia de solucdes parciais WD
considerands, simlianeansnte. Lodos os complementos de oca-

da uma dessas solucdHes parcials.



%
S

]
;

O melhor conplemnento de
= W & melhor oues solu- N
2 ZRAS G LY 2 L R
can Stima corrente 7
Ezte comple-— Armazens -G Coms
mento & viA-— = A novae  solucio
wesl 7 correnta
M
E possivel = b Localize o elemento mals
podar W7 a direitsa de W gue nio
N estela sublinhado. B ndo
4 axwlste nenhum, ternine;
Aumentes W a cass contrario,  subsbtl-
direlita por Lua—0 pelo seu conpl emen
d o -3, on o Ldgioo sublinhado =g
cle Xj & LA apague bodos oz elenen-
varidvel 11 tos situasdos & sus diredl
Ve, La.

FIGURA IV.1 : HEsguens de Enumeracio

Comno demonstrado em GREOFFEION C189672 a2 seqguénela de

saolucdes parcials geradss pelo seu esduens de enunmeracio &

nio redundante,. no sentido de gus 2la nio guia a repetlcihes

R

& gmiugjﬁﬁ marciale previamente podadas,. e rrd na @omente
epranda b

ol tament

seu liino slemento ainda nio
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3

complerentado, liberando as wvaridvels ocujos Indice
flouram imedistanente & direita dele. Resse elemento
compl ernentado deve ser bLambém sublinhado, para indicar
cuer o autbro valor de sus varliavel 13 fol considsrado.

A& Figura IV.E, abaixa, ilustra parte de uma arvores

gerads pelazs solusdes parcizis de um dado problema de

(A
s
!
FEs
o
b
g

s
“
A
§
28
ey
g
N
i
s,
Y
>
2
e ad

37 Ta W 5 = £, L
w @% k1 1 =
1"‘%" e -y
- 2 s {Lﬁ‘ﬂ,‘fé!&%
omL NN ]
1N & P [ =) ]
."s._’u W § EEE £t il . S ;’
;‘fr gl s TTud .
rd ¥ =i &% - -
¥ mEl e ‘?f W mjﬁ"ﬁ% 1 ’.'!17 ey %E’ P =4 o, 1, wF }
1 7 “, A
2 !f Y "’%\‘ 5 . “? " £y e 23
- N, W W= {2.-8.32,1 6]
w & 2 o= . S W ¥ w4 8 -
G e NN w¥ o= {3, -8,3, -1}
AR T
& F = N .
I N7 N
W% ERRT S :
™

FIGUEA IV.2: Parte de ums arvore geradas pelas solucdss
parciale de um dadoe oroblema de orograma-
cio lntelra bhivalente.

<ot

Chzerve & lel de formecio da seguénoia de salusdHes

*‘-

. n
%

parciais. Yela gue € um conjunto ordenads, no sentido de

cus 2 ordem de ssus elenentos refllelte a ordem em gue foram
geradan. Quando s passs de un membro para outro dessa see

gquéncia pelo aoréscimo de meals um elemento, o procedimento
OroVoos W AVANRGS Nos ranos da Arvors, lsto &, oris um des-
cendente. Ouando, no entanio, a8 passaden para o proxino
menbro da sequéncla se faz pela complementacio ldgica do

ltime elements ainds ndo complemesntado, todos oz elementos

zituados & direlibta do dGitims connpl ementado
abandonados. lzso correspondendo a um relornog aos ramnos
Arvars @ conssdguente podoe da mesma.

Oz nds definidos pelas solucdes parclals wh,owe, W,
ks £a] 7 - N +

W, W e W sio ditos fechados, no sentido em que seus dols

poszivels descendentes ja



rados & analls

mentido de

Ezte esoguens esitabeslsce, nortanto, unm mecanizmo dind-
mico de avango & retorno sobre os ramos da Arvors en oujos

nas extio as solucdss parclals. A podoe de ums soluglo par

cial evita percorrer sxaustivamente a dfrvors por ela gera-

Ao se produzirc uma solucSo parcial,. deternina-se seu

-

el heor complensnto., Gasa este produza uma aota sobra a
1 I

Fungio objetivo plor Umenor? oo gus a da solucio Stima cor-—
rente, a solucio paroizal em questio & podada, (4 gue,. bhase-—
ado na definicio IV.7T, ndo hd necessidede de testar o ou-

troz complemsntoz de W, flicands estes implicitamente s

T
E«w
e
=
i
o)
i+
o
N
i
ia«h
o

o
}'nn‘
ot

i

dada. Ficando Lodo 08 seus oublros com
citamente enunerasdos,
Ciid O complemsnto ndo & vidvel. Nessle caso deve-ss procu-

malr  vVeaendaer

marclial de

;'“i

coleciona-se as varidvels livess que flxadas com
determinado valor bindrico ajudariam na oblencio de uma
cata sobre a funcio objebtive melhor gue a corrente =
coopsrarian para vencer a inviabllidade, elegendo-se
uma delas por um oritério a ser mostrado posterior-—

mente., O indice dessa varliivel livre € sorsscentado

agusles da solucio parclal em guestio. s el & &
sim, uma nova salucio parcial descendenbts daguela.

Ao exiztenm varidvels livres ou Lo-

i
.

1
Y

Obwviamente ou

£
dos oz complemnantos de W ndo zio vidvelsz, a2 atual zolucio

marcial deve ser podads
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Iv.4.2) Critério para Obtencfo do Melhor Complemento de uma
Solucio Parcial
Associado a uma solugdo parcial W estd um problema,
denctads por (PH;)Q envol vendo somente as varidveis livres,
da forma:

o o+ % cjxj + 5 cjxj

o o+ o 2+ d .
2 g 13 E b3
=Y %
-+
(FH”)
. < = i o=
. a: .E a&jxj +AZ atjxj = bi 1 1,...,m

1= hl=4 4
x, €401} 3 J = W

onde j € W simboliza gue %jé uma varidvel fixa e j & W gque
3% & livre.
O conjunto de pontos definidos pelas restricdes de

<

(PH:) serd dencotado por Sw. Evidentemente, Sw ¢ um conjunto
finito, de cardinalidade nfo superior a 2", onde nw & o
numero de elesmentos de W.

O melhor complemento de W &, em acordo com a definicin
IV.7, a soluclo ditima do problema hiperbdlico irrestrito,
{PHI:}, associado a W,

Observe gque, contrariaments ao caso linear (vide BALAS
£1968) « GEOFFRION (18687), dentres outrosd, em que 3 deter-—
minagico do melhor complemento de W & itrivial (basta tomar,
no caso de problemas de maximizagio, xj = 0 se c:j < 0O e
xj= 1 se cj) 0O, onde Cj & o coeficiente de x‘j na fungdo
objetive), para a obtengio desse complemento no problema
(PH:), exige-se a resolucic de (PHI:). Isto pode ser feito,
naturalmente, por um dos algoritmos descritos na secio
IV.2. Na verdade, o algoritmo mais indicado para tal, e ndo
considerade neste estudo, & o desenvolvido em ARAGAO
1e88, p.81-653, especial para procedimentos de pesquisa
arborescente. O algoritmo proposto restabelece o Otimo

quando este @ modificado pela fixagfo de varidveis.



I¥.4.3) Critérios de Poda de uma SolucZo Parcial

Esta seclio resume og critgrios, discutideos anterior-
mente, para os guals uma solugfio parcial deve ser podada,
gquals sejam:

Cid O melhor complemento de W produz uma cota da fungio
ohijelivo fraciondria plor (menord do gue a da solugdo
dtima corrente;

€110 O melhor complemento de W produz uma oota sobre a fun-

¢ho objetivo melhor (maior) do que a da solugfo dtima
corrente e € viidvel;

Ciii) nédo exislem variaveis livres;

Civd nio existe nenhum complemento vidvel.

Quando o caso (1v) ocorre, diz-se gue existe uma res-—
trigio binaria inviavel. Para detectia-la o seguinte teste &

aplicado:

TESTE DE INVIABILIDADE BINARIA

A restrigio bL - 5 a, . x. - 5 a, X, =0 > 002
jew Y37 jaw V)

& bhindria inviidvel se e somente se:

bt - .2 atjxj - ‘E min {0, atj} < 0 © 2073
jew jEv
Prova:
Para simplificagfo da noltagio, sejam: L = {j :+ J & W,
o&j = aij e (3 = bi-—E a, . Como W « N @ & finito, tam-
ew

bém © & o conjunto L.
Cid =

Serid mostradoe, por indugio finita, que, ¥ « L tal que
>% e {0,1} tem—se:

Lmin {0, a} % ax CIV.1D
j 3

De fato, min {0, oai} = ax para x € {6,1}. Supondo

valida para jJ = 1,2,....n:
n ia
Fmin {0, al = ¥ ax CIV.&22
j=1 J j=a 19

deve ser mostrado que esta relacgfio também se verifica para



Tom efeito, de IV.E8 2 levando-ze em conta gue
min 40, o PEoa X LEra W e 40,1F, vem:
ik 4 iy d nebd Tl
[ % A d
Zmin O, a} = F AN, de onde se conclul a wvallds-—
j=t ' j=2 07

33 4

Multiplicando s desigualdade IV.1 por -1 ¢ adicionando
£ a cads um de seus membros,

3~ F omin 40,
=

<0 ¢ = 0 )

L
ffgs
w

3%, ou me

fir
i
i
Sv
}4
ER
o)
o
i
=
53
5}’;‘
i
g
o
HE
o
ot
o

Cii0 %
Se - Lax <0 (=5 0 ) ¥ conm elementos bindrios
P

seis, sem perda de generalidede, x Ltal gque, para cada wn da

i
Entio,. nezse caso, ax, = Fomin {0, al, ilmplican—
des oo resul bado g: 2 -Fomin {0, al <O

1

4

v para Incremento de wuna ScolucfSo Paroial

fein
]

IV.&. 43 Critér

i

Como dizculido anteriormente uma solucio parcial dev
ser incrementads em mals um slemento quando o seu melhor
complensntlo produzir ums coota sobre a funcio objebivo hi-
@@rbéliaa supseriaor & da solucio Stima corrente e nio for
vidvel. Assume-se adgul, naturalmente,., gue existem variidvels

i 2

livres, pols,. de oubra forma, a2 solucio

Assume-se, Lambémn, ogue ndo existe uma restricio bind—

$ ] i ? o h g . g d v E e o ] - R
Mia Lnwlave, DolE, Zg amzlm 1900, & ‘..,J.A,Ll Ao Daro cial corren
.

1. 4 E— x

te deve zer tambédm podada, uma vezr gue ndo hd comno elindnar

or BT

mua Lnviabilidade,



«

Y m o ‘!“"%‘.«“ s = L4 ] T +
Chamando de »[ {(PHI 3] 5 solugidoc Stima de (FHI 3. o al-
W
goritmo oria o conjuntos de indices das varidvels livreas

mhtencio de una oota sobre &

i
i
orde
5,5
“y
i
)
B
#1
»
i
Coia
o
)
B
"
bt~
[
53
&
§‘”»0=

e, BE

funcio objativo melhor gue a correnbe:

: , AR
Wo= 4 4 : 1 & W, x =1 em x[{PHL )] }
i - N 3 W
. . . R
wz =43 j=W., x =0 en »[ {PHL 3] }
i w
Dentre as varidvels livres o algoritnme slege umn indice

Y

i e (W U W?} gus contribul para a reducio da inviab

[
k”'ﬁ
[
£
&
D
7
i

da atual solucdo parcial. GRANOT e GRANOT (187850 sugsre

ritédrios para se calculasr tal indice. Un deles (o gque

alizados produziu melhores resultitados) £ o se~

o
nos teshes re
&2

Setam A o= 0, b - al¥W + a o=
S i i ik
m
A 0= maxd Tmin 4 8, b -~ adl¥W - a }  onde:
z . el i i ik
ey b=
z
a (W) = T a =+ T oa
ce Ny »M ﬁ)‘i.juw.g M & L}-
JEEYF : jEw
&

Chamando o kﬁ = Wi < mad indlioce o Wg ernvolvido na
deternl nacio de Ag & e kg 4 %? o menor Lncdics snvoalvido no
calcul o de A, gt Ao

£
10 Ee A} = Ag aumente W por —k i
. = 3"

Ciin S Ag < gg aumentea W

o algoritoo de enumeracio impil-

o gual  segus O esguens de

FRFREION L8872 & utiliza-se da

sroplena hiperbdlico irres-—

o, o TR S 0wy,
zolucio parcial W

. s

N : valor da fungio objetivo

fraciondria relativo
\ .

& zolucio HStima corrente;

Vgi?ﬁl:}} : valor dtimo de {PHIZ}
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ALGORI TMO ENUMERATI VO

PASSO O : Faga: Vv « M , onde M & um numero real posi-

tivo arbitrariamente grande;

W o« @

PASSO 1 : Resolva (PHI:)

<1

Se v[(PHI:)] <
entio vd para o PASS0O 4
senio Se x#[(PHI;)] & vidvel para (PH:)
entZo FACA: x < x*[(PHI:)] :
P (PHI;)] ‘
V& para o PASSE0 4
PASES0 8 ' (a) Se ndo existem varidveis livres
entio VA& para o PASEO 4,

Chl) Se existe uma restricio bindria invidavel

entio V& para o PASI0 4,

PASSO 3 : Aumente W & direita por + j para uma varidvel
livre xj s de acordo com a segio IV.4.4, =

retorne ao PASSO 1

PASSO 4 : Localize o elemento mais a direita de W ainda
nido sublinhado. Se nio existe nenhum, termi-
ne, Caso contréirio, trogue-o pelo seu comple-—
mento ldégico sublinhado, abandone todos oS5

elementos & sua direita e retorne ao PASSO 1;

Tal como discutido no capitulo III uma solugio vidvel
inicial para o conjunto ¥ pode ser obtida resolvendo-se,
por exemplo, como testado no trabalho de BITRAN (18790,

. L i .
min Cdo + d'x) ou max Cc0 + o x)., Desta forma, conhecida
RES HER
essa solugdo vidvel, v pode ser inicializado, no passo 0,

como sendo o valor da fungio objetive fraciondria relativa

a essa solugio, fornecendo, assim, um limite inferior do
fy + . C s s

valor dtimo de (PH'). Neste caso, pode-se, tambdm, inicia-—

lizar W, ao invés do conjunto wvazio, pelos elementos nio



sublinhadoz as ilados a referida soluglo ou. entio,. a uma
pernutacio destes.

Duanda, pare umna dada solusis parcial W, existe uma
variidvel livre gue ezstejs restrits a tomsr um cerito valaor
bindrio entio,. as invés de aupentar W por um indice gquse re-—

cuz sua inviabllidade, deve—-se aunenti-la pelo indice sub-

-

linhado daquela varisvel livre. iszto,. naturalmentes, simoli-—
fieca o processo shumnerativo, j4 gque gulas & solusdHes paral -

als podadas. Para se deteclar varlidvels livres nessas con-

r oaplilcadda:

'E;
ﬂ?

=
ps

Dl

ﬁ

digdes o zeguinte teste

TESTE DE VIABILIDADE BINARIA CONDICIONAL ‘ i

z

Se emn alguma solucio bindria da restricio;

b - e x - Ta x =0 O 023
L . L B . T 3
,!Q*";w + 3 lﬁw 3 4
eviste um indice j Lal gue:
Z : H o -~
B, - Da %, - Tomin {0, & } - |Ja *] < O 20232
L L } . L : L,

vael livre em questio gque deve tomar o 2 valor O ou i,

respsctl vamnenhe,

Crova:

Tal como antes, sejam: L= 4 1 : J & %W . o = & @

s
sssums-se, como condlcoio implicita na proposicio, gue:

- Lmin {0, o} &2 O CIV.E30
: }
j=L
pois, caso contrario, a restricio & invidvel. Sendo:
- Fomin 40, af - jowl <0 CIV. 4D
o ] :
JEEL
entio dols cazos, con respelio ao sinal de o, devem ser
3
anallzados:
3
C12 o#® <O
3
e 4 o - o IR 4 — gﬁ ‘ o L = i I - ! —
Seja Lomin {0, a} %_Ajff% 3 Lmin 10, Gt, or
JEL ; =

ou
f’g.a
b
i
srafion
LY
i
-
[
H
L
St



Entio, de IV.3 & IV.4 Lemn—se:

5 omin 40, mj% 203 4% r_%_xi'ﬁ 6, al < 0O
je=n jeEL

Suponds x# o= O, considerands a relacBos IV.L e dado
!

T
cue o 4 0, témeze, sucessivamente:
4

PR a et v 3 . o 1 :: "%”1 A5 {t ;o
[ g @Ll?‘l é.}_ ¢ f- e %g } X &g- ..,,.
= jen jen 7Y

implicando na inviabllidade da restricio supracitada. Desse

absurdo conclul ~se gue: x#® = 1.
§

Ci1d a%x > O
Y

D IV.4: 73 - o #p L Tomin {0, a} pondo Xk o= L,
. i
} = ] }

Lém-mer:

- a#® - FTax < Fmn {0, at - Fax =0,
. | : - .".."; J

ol seja, § - @ % - T ax = 2 - T ax < ¢ e portanto. a

4 £ 4 E 7

restricio & invidvel . Loggo: =% = O,

FPara introduzic ssse teste, o algoritmo enumeraltlvo
deve inclulr,. no PAZED 2, o caso Col abad o

P

PASSG &2 @ O e existe uma varliavel x restrita a Lomar um

h
¥
L

certo valor binario
entio Aumente W & direita por 1 ¢ -1 3 ==
a varisvel livre em qusstio Laomar o
valor 1 02 0 0, de scordo com o Leste
ce Viabilidade Bindris Condiclional.
2 retorns ao PASEO 1
A& secio segulinte introduz, relativamente a uma solu-

o¥o parcial, ums restricio chamads de "restricio substitu-

ta" que @ mals forte no sentido de gue tal Leste bhem oomo o

de inviabilidade blndria, o

ﬁ;
i
n
“
g.J
o

[

e}
o
i
o
CH
R
5]
o
<
e
-

0

s
]

a

mals eficazes guando aplicados & ela.

i

Comoe obhservacio final vale ressaltar gue nada fmped

i

gque, ao 2@ Lnorementar uma solucdo parcial W, ssla o =eja
por varios elenentos ndo sublinhados ou mesmo sublinhados

desde qus, nesse Gliimo cazo, ndo se exclua unm conplemsnto

vidvel de ¥ melhor gue a saolucio Stima corrente.
Solucdes dbimas alternativas podem ser obtidas, bas-



tands para isso. retirar a ldualdade do tesle gue investiga
ES e, & N o £
me vi (PHI 3] % v, e armazenar az possivels solucdHes Stimas

Y
alternatlvas coarrentes.

C‘*’
o
O
o
i
B
W
o
!sa ok
v

§

Apresenta-se, & segulir,. um exXenplo Comen

cacio do Algoribno EBnumeratlvo.

Seja rezsclver o problema fracionario linear do exemplo
IvV.1.
- 3 Fa sl Lo : : : 4+ . oy o 1td s ..
5 ES W [ A " L% § feren £
O Algoritmo Enumerativeo inicla omnando W & &
o +
Wom oo, Resol vando-se {FHL 03, no FASEO 1
w
T . o -t
v{{?wi o3l o= 1,832 > v, mas com x[(FHL o) =
viével. 3w bestes de inviabllidade bindria e
: e s S .
indria condicional aplicados a W falham. Cria
: ot 4 s e . .
um descendenle de W opela eleicio da varidvel 1

wada no valor ZEREO,. como uma tentativa de venosr

Liclacls.
Fara a nove solucio parcial gerada, W o= {3}, Lem-sa:
+ roN T p—
3 {{le‘i)} = LB r v cmnx.a{{?ﬁiwi}} = £31,1.0,0) vidvel pars
o, P o} o P TR R Y P I P %, d f —~ P P
o conjunto de restriofes do problema. Eses solusdo widwel
2, antio,. armnazenads coms 2 salucio corrente:
8
o+ {1,1,0.03
Ve 1.8
o # . ot . ot
Dendo x o melhor conplemento de W ndo hid necessidads
- . a-d .
cde bLestar oz seus ouitros complensntos.  Assim, 2 = 8

comnplenentos de W eio imnplicitamente enumerados.

o . , - S o A
= B &, entio. obtida, vI{PHD 237 = 1.833 mas com

L) -y

2P{PHT 23] = {1.,4.0.0) invidvel., Oz testes do PASESC & fa-

8

lham &, pela heuristics sstabelecida no PASS0 3, cria-se u

L

LE08

e
lﬂgﬂ

s =4 A .
descendente de W pela elelcio da varidvel livre M, £

1.
@ . eyt _ — ;
Para W = {2, -&}. Ltém-se: v[(FHI 9}} = 1.8 < v zendos

w?, portanto, podada. (Os 2%° = 4 Qﬁmpéﬁﬂﬁﬁﬁﬁﬁ de ¥ =io
fmplicitaments snumerados?.

W= 2, 2F & formada e V{i?ﬁii@}é = 1,833 > v com
xf {}:’%’Hié}} = ¢1,1,4,0) nio vidvel. O teste de inviabilidade

bindria masca,. mas O de viabillidade bindria condicional in-—
. 2 R . i £l - - 1 P B, 2 - - -
dica que a variavel x deve Ler seu valor fixadoe em 1 mara

cuis A proaxima solucio parcial,. descend



lo menos um complensnto viidvel.
W= iZ2. 2, 4} £, entio, gerada. O melhor complemento
dessa solucio paraial, h{{PH£+5§§ = {1,1.1,13, nioc produz
Jetive melhor do gue a corrente
£ v{{PH§;§}§ = 1,8 ¢ v 3} e, portanto, W& oodada. {8 com-
olenentos =80 lmplicitamente enumeraclosd. -
Clome W & podada @ ndo existen elemsntos nio sublinha-—
dovs, di-se por encerrado O processo enumeralilvo.

A solucio Stima & a dltima soluclio gue ol guardads
=

comna solucdo correante o, assinm sendo:
# -
seo= {1,4,.0,0%

4 Arvore gerads pelas solucdess parclials, com 8§ nds,

— o Sy R o T o
gatd na figura IV, 3

€3
w
&
w =0 T x =i
3 e R 3
4 g‘;‘ ‘:jﬂ h’k\&—“ =
t t e, W
wo# 5
wo= o, T, w, B T4
2 ‘j!__/’ 1""“‘». "s.,%# 2
& k]
AR
a2 }@(«- - ™ T, £
W 3w
wome s
3 rd
¥ A
5~
1"‘,7 @‘

FIGURA IV.3: Arvore das solucdes parciais geradas
melo Algoritmo Enunerativo aplica

ac problems do exenplo IV.L

IV.4.683 O Uso de Filtros

InformacdHes adicionals, 2 aficazes,. sobre viabilidade

i

. . - ; . + ,

otimalidade relativas as variaveis livres de {PH Y podem
o

ser oblidaz mediante uma comblnacio oriteriosa das restri-

ofes originais <do problems, nuna tnlca restrigio. chamadsa

iltro ou restricio substiiuts. BEszas restriqdes substi-

o
)
i
W
i
<
%»&
I
)
=
B
i
[ag
o
e

informnscdes as guails ndo poderiam ser

axtraidas daz restricdes originais do problema, Ltomadas

indivicdual mente.
A

A definlicio gue ze segue € o ponbo de partidae para o

sstudo desses Filiros:



4

f

Bl

nicio IV.R: Una restriclo substituts € uma comblnagio

linear nio negaltiva das restrigdes do pro-
Blema original.

Coms b o~ Ax 2 0 descreve o conjunta de restrigdes do

el o o o s o .
praoblema {(PH ) em guesstio enlio, pels definicio acima, uma

estricio substituta tem a2 forma:

oncte
£in

A

™

e

[

ufly — Ay = O

ettt ¢ s
o (R & tal gue u =2 0O ¥i o= 1,....m
L
A partlr desss delinicio deduz-se, inediatamente, ous:
e o, ‘ " P 4 ot o d i
Se x & uma solucdo vidvel do problems  original
O a

{h — Ax 2 O) sntieo » & também uma solugio viivel de

gqualgusr restricio substituta desse problems; o que

mostra oue uma restricio substituta & uma restricio re-

dundante no sentlido proanrio da palavra;

L2

o widvel
ambém nio
Lem {Por construcio u O YL o= 1.....m =, portanto,
para gque a restrigio substituta seja Invidvel deve

existir pelo menos um indice k., 1 % k = m, Ltal gue:

i8]
= Sa o« 0% Para uma dada solucdo parcial, a
= R 21}

j=t

exigsténoia de uma restrigio nessas condiodes,. impli-

carlia sm sua poda; o com a intencio ode

apressar o processo enumerativo, a ariagio de Lesles

srem ssta possiblilidade,;

Se 2 & uma solugio vidvel para a restricio substitu-

La {ulh - AxI > O, ndo necessariamentse o & Dara o

conjunto de restricdHes originais (Pode esxistir k.
12l

LI %k % m. oom i::}!_ -~ gaki}{j < 0 =, aincla  assim,
S

m 1 13}

gf;hg E:JL - %‘: ’ai‘_j‘%}} + uk?{bk - }; a.kfc:};; > 0% Cor-

= = i

clul-se dal, gus tods solugdo gerada pelo algoritmo

e
snunsrativo deve bLer sua viabllidade testads frente

an conjunto de restricdes originals



Dols Ltipoz de flltros sic aprezentados: um basesado am
BALAS 19872 e oubtroe em OGEOFFRION C1im8892. Eszes filtros,
como Seria visbto. sio gerados atraves de solucdes pro
por varidvels duals relativas 8 restricfdes de subproblemas

cdo problems proposto @ seu uso visa explorar  agquelas

Ma discussio que S& sSegUse, aAssums-se que o Leste de
inviabilidade bhindriaz J& fol aplicadeo a2 solucio parcia

corrente @ dgue, portanto. pelo menos um conplemento viavel

e W exisle, ou seja, o conjuntas, 3, de pontos delfinlidos
%
melas restricdes do problems hipesrbdlico {PH } & néo vazlio.

IV.4.5.13 O Filtro no sentido do de GREOFFRION {18693

s T , eyt e

Seia v o melhor valor corrente de (PH ). Se o conjunto
= contém uma solucio com um valor da Tuncio objelivo malor

que v entio essa scoluclo deve satislazer:

¢
T
ﬂ *,
7 e 5 g ‘i,f
\ t
1+ d'x

o, edquivalentements, tendo em vista gue o denominador de
£ & esxtritamente positivo em 5@

e ot - wd o+ dha 0 CIV. ED
3 a d

Umza restricio substituba, relativamenie a uma solucio
marcial W. £ agora oblblida, tal como sm GEOFFEION (18643,
tomando-se uma combinacio linsar nio negativa das rastri-
cHes originais mals a restricio asdicionsl acima. Objelliva-
e com Lszo restringlr a andlise a spenas agquales congpla-
mentos vidvelis de ¥ gue produzsm um valor para a fungdo ob-

jetivo melhor gue a atual cota v.

Como b~ Ax 2 O representam as restrices originalse do
problema hiperbélica (PH) em estudo, ntio a restricio
zubstituta tem a forma:

pib =~ Ax) + (o o+ =ty - 3{@@ + ahy > o CIV. 8D



i
V)

3

O problems agora &€ a determinacio de w o= Qg ... ,0 7

onda 0 2 0 Wi
L

PDefinicia 1V.8: Relabivamente a uma solusio parcial W oa

t - L -
12 b~ Ay + {c +oo ey o~ vid + od=y >0,
u,C > + (e, )~ Ve )
e & 0, & mals forbte do que & restricio
substituta:

t pe—

& Lo, o B b . . e 4 e o s,

et £ho A o+ {o + o viet t i Yy o» O,
#,C )+ (e ) - e ) ,,

com 1 = 0, ze:

O problema. entio, de determinar a restricio substi-
tuta malis forte. no sentido de SGEOFFEION L9782, & o de mi-

nimizar. sobre Lodos o o =2 0, a expressio:

Iy &

4 [ ks
max {plh — Ay + (c, + ey - vld o+ d ok e 0.4,
g2
s !
J & W, = = x para i s W,
i
ou smela,
11
minn maxd 3 p b - hN a}:x:} - b &U}c‘} + = + :::;l}{} +
LIFes weEs imd jEW jesg je=

T oox - wid o+
o

ol i H ik ;‘. L4
jew Y7 jeEw
Mostra—-z=e, agora,. cono senocontrar p = C,ul N I I
| m

™,

sclucio Stima do problems anterior. Desenvolvendo a parte

cde maximizacio deste, aobbdédm-se:
m
max{Hulb - L »}&L:‘{;} + {c::g‘ - ;f«:ﬁﬁ:} + o n{e, - ovd e -
MEEEE Lma = Pl * - ey } 3 3
ﬂ"l
{r a + éifjc:i - Wc:i: e oxo= 0L e o= W
‘L:-»s. jew jew o ?

o

u, edquilvalentemsnle:



i
e, = VA + D - Vddx +  {Zulbd
JEEY L=d
m
max{ T {o, ~ vd, - Tpoa 3 o ox & £0,1r & j
EEE jeEW s : p=g M 4
Comeny o valor mdxdms da funcio obleld

linsar acima pode seor delernminsds tomando-se

cogficlente de 2 & positivo @ x = O cazo conid
M i

te rezsulitado ndao & alterads gquando x = O ou 1

oo D% o problema

te ao orobl Linsar conbtinus:

m
(e, = vd Yo+ D Lo - ovd Jx + ORI =T
: y 3 1 LR
1 EW ! ° L=d
i
max{ ¥ (o - vd, - FTaoa o3 O x =21 ; i
i 1 . [ H
PPE=CT % ' i=2 B ’
cuja parte de maximizacio €. pelo Teorena
progranasio linear,. igual a:
bt
min {F o ¢ = o - vd - FTuoa 3 oo =
: } 3 3 R T % 3
188w L

.‘z;!

LV

Reunindo os resultados precedentes tem-se,

H
H
[

a forma do problena que produzird o coeficientes w = O
1
para a geracio doz filiros:
ey :
(Le
m
minfo ~ v Y o+ P e~ wd I o VI o U o R ¥ B T S )
(e~ vd ) + B L ) Eule - Da x)+ ¥
JEEY ; L=d J W PR
m
z.a: w o= o, - vd, - § uoa s o= ¥
} i j e .
o= 0, 1 s W
3
@, = 0, L= L 8, .. .am
L
Ohserve que o dual do problema anterior &:

do problema

Zi& O

substltul ~



e —
(DL.Gw).
max {c_ + o x. —vid -+ o + - vd
{e, z %5 (d_ z jxj} z ch v J,)xj}
jEw M =
S.a Ta x + Pax =b,i=1, »m
isv I jEw 13

onde (E_)f@:) ¢ um problema linear que estd relacionado,
através dos resultados da proposigio II1I.9, com (F_’P—I:'), a
versic continua de (PH:).

Resulta do Teorema da Dualidade de Programacio Linear
que, se as variiveis duais associadas 3 solucio dtima de
(E@;) 8o todas inteiras (zeros’s e/ou um’s), elas formam
uma solugfo dtima para o problema discreto, (DLC%":), asso-
ciado a (ﬁf@:).

Seja v[ (I:@:)] o valor étimo de (ﬁ:). Entio, ao se
resolver o problema continuo {LT@:), apenas um dos trés ca-

s08 a seguir pode ocorrer:

caso Cad v[ (E@:)} £ 0.

Neste caso existle, com base na relacio IV.H,
uma restricio substituta bindria inviavel. Este
resuliado indica gue nido existe um vetor bindrio
que saltisfaca azs restrigdes originais do problema
e produza uma cota sobre a fungio objetivo fracio-
naria melhor que a corrente. Portanteo, a solugio

parcial =2m questio deve ser podada.

caso (b v (fé-:)] > O & as varidvels duais de (LT(_E‘;:) sio
inteiras (zero’s e /ou um’s).

Tendo em vista a proposigio II11.89, que relacio—
na ([—)L._G:} a (I_:’—H-;), conclui-se que solucdes Stimas
inteiras de (1:5"‘1;3::;) sdc subdtimas para (PH:). A
sim, uma solucio viivel melhor para (PH+) & dada
por W e os wvalores dessaz wvariiveis duaiz, as
quaiz devem substituir a solucdo Stima corrente.
W, pelas razbes expostas, nido pode ser podada £ um
novo problema {f@:}, com um valor atualizado para

v, deve ser resolvido = uma nova anilise deve ser



case oD

feita.

V[(E@;I] > O & nem todas as varidvels duais do
problema (E@;) sfo inteiras.

Neste caso, W ndo € podada, mas uma restrigio
substituta, dada por:

(p*A + vd' - eIx < (p*b oy T Gdo)

estd & disposig8o para a realizagfo de testes de
viabilidade bindria condicional, como descrito na
segfo IV. 4.8, Esta restriglo pode ser incluida no
conjunto de restrigdes originais, relativamente a
solucao parcial em questic, como mais uma condigio
para eliminar do espags de sclugdes vidvels
aquelas com cota sobre a fungio objetive inferior
4 corrente., Deve ser observado, entretants, gue,
em decorréncia da definigfo IV.8 e conforme discu-
tido na seglo IV. 4.6, se um complemento de uma
solucfo parcial € vidvel para a restrigfo substi-
tuta, nio necessariamente © € para o conjunto de
restrigdes originais. Portanto, faz-se necessario

testar sua viabilidade frente ao conjunto original

de restricdes do problema.

iIv.4.6.2) O Filiro no sentido do de BALAS {19673

Seja o seguinte problema fracionarico linear, versio

continua de (PH+), relativamente a uma dada solugfo parcial

W

onde p

max
(FE) o
Ax
x = [0,11°F

A
v}

“n
®

& o numero de variaveis livres.

ilizando—-se da transformagico de CHARNES = COOPER

C1es2d:

Y

=t & t = 1/(do +d%@, o seguinte problema 1li-

near equivalente, associado &4 W, & obtido:



max cty + cot

s.a: Ay - bt = 0O
(CPA™ Aty + dt =1
¥ - et =0

v, L = 0

onde e = {1,1,...

P

(DLPH "

,1)t e cujo dual &:

min u
c
t t
s.a: Au + d u, + oo E
t
-bu +du - p
o o

uz 0, u, irrestrito, o 2 O

Tal como em BALAS (19867) seja, relativamente a W, o

geguinte problema filtro:

mas (co + ctx)/(do -+ d%d
s, & usx = ub
x e [0,1]°F

onde U € um peso ndo negativo.

Para se determinar uma restricio substituta mais forte

uma definicio,

similar a de BALAS C1987), &€ adotada:

Definigio IV.10: Relativamente a uma solugio parcial W, a

restricio substituta LﬂAX = Lub & mals
forte que uma outra restricio substituts,
uZAx = uzb =1=H

max {(c:o + c:”x)/(d0+ ci"x_’) S, a: uiAx = uib,

®Z0
x £ 1} <  max {(é:o + c::tx}/{do + c:i{'x) S. a:

uAx = ub, x = 1}.
2 2

Entdo., o problema de determinar a restrigioc substitu-

ta mais forte,

no sentido de BALAS 18670, € o de minimi-—

zar, sobre todos os u 2 0, a expressio:



o
0

max -{(c:o + r:"x}j(do + dtx) S.a: UAX = ub, x = i, J & W e
RO

xj = x':." para j € Wt
ou, aplicando a transformagio de CHARNES e CQOOPER (19623:

. t
min méx oy + ::ot

uZo
s.a: uAy - ubt = O
(CPH) dty + dt =1
vy - et £ 0
¥, L = 0O

Para um melhor entendimento da discussio que se se-
gue, o problemas (L.F’H+), (E}LPH+} ) (LF’Hf) serfo postos num

formato mails adequado para tal:

e
(LF’Hw}:
MAX ‘E cjyj + (c:O + g ijj)t'
JEY jEv
s.a: L, a y. +(§% a x - bi')'t =T0 ;1 =1,...,m
e v jew v
Sdy, +(Zdx +dt =1
=W I iew 3
vy, — L =20, jJ& W

J
y, 20, J&W;, t=z0

tud +p Zac. o JeW
ugd, °, <, Jj =

m
1 - - >
,-;E u‘L( 3 atjx_ bi.) + uc,( b djxj + do) 5, pj 2o+

. . o
1 jew d jew jew
I oo %,
jew 77
uLZO ;1= 1,2, . s
pj =0 ; j=Ww U, irrestrito




5t

(CPH):
min max ¥} .y + (cc + 5o x )t
u=0 jevw I iev
m m
s. a: 2 (E uta'\jyj) +'E ui‘( Z L. bt)t, <0
jew iL=14 i=1 jeEw

d + d +d I =1
Ejy. (ijj o)

je jew
Y -t =0, j=W
t 20, u 20, i =141,...,m

Seja (u*,uj,p*) uma solucio otima de (ﬁtﬁﬁz). Como
ressaltado em GRANOT = GRANOT (197861, empregando uma técni-
ca semelhante Agquela usada por BALAS (19872, pode ser
mostrado gque (u*,u:) também resolve (Eﬁiﬁ). Portanto, de
forma a obter uma restricio substituta, no sentido definido
por BALAS (19672, faz—-se necessario resolver o problema 1i-
near (Eﬁﬁ;). A=  wvaridveis duals de {ﬁﬁﬁ:}, a saber:
(u*,u:), sio aqueles muliiplicadores oz gquails produzem a

restricio substituta mais forte:

oI Eu%a, Jx = %u#(b. - oa .x)
jew i=1 vued p=1 © " jEw v
Seja v o valor &timo corrente de (PH+), {y*,tﬂ) solu-
c&o dtima de (Eﬁﬁ:) =) v[(fﬁﬁle seu valor étimo. Entdc, na
determinacio da restricio substituta mais forte, no sentido
de BALAS (19872, apenas um dos trés casos possiveis pode
oCorrer:
caso (ad: V[(Eﬁﬁ:j} < V.
Neste caso a solugfo parcial ¥ em questioc deve
ser podada, uma vez qug nenhum de seus complemen-

tos produz uma solugdo melhor que a corrente;

caso Cb): v[{fﬁﬁ:}] > v e, ¥ & W, tém-se yfft* e {0,1}

QO complemento de W, definido por xf = y?ftﬁ
¥j &« W &, obviamente, o melhor complemento viidvel
de W. Logo, deve-se substituir v por V[(Eﬁﬁ:)] @
a solucio Stima corrente pelo complemento Stimo

de W, devendo ser esta solugio parcial podadag



80

- J— - o %
caso Ccd: v (LF’H:)] > Ve 3j & Wtal que v /L = 40,1},
3
Neste caso, a solugio parcial corrente nioc po-
de ser poadada; contudo, uma restricio substituta,
dada por:
o A"
P Bualx = Judlb - I a x)
; ; LIS R . it . 5 I
W v =4 =4 JEY
estd & disposigio para a realizagio de testes de
viabilidade bindria condicional, como citade na
seglio IV.4.58, e pode ser incluida no conjunte de

restricdes originais do problema.

IVa4.7) O Algoritmo Enumerativo com Filtro

Apresenta-se, a seguir, o algoriimo de snumeragio im-
plicita que utiliza-se de restirigdes substitutas, da forma
desenvolvida na segio IV. 4.8, com o objetiveo de fortificar
a viabilidade & os testes de poda realizados nas varias so-

lugdes parciais.

ALGORI TMO ENUMERATIVO COM FILTRO

PASSO O : Seja v um limite inferior conhecido do valor
dtimo de (PH+) & W uma soluglfo parcial sem
alementos sublinhados.

PASSO 1 : Resol va (PHI ::)

Se v[ (PHI:’)] < v
entio vid para o PASSEO 8
senio Se x*[(PHI:)] & vidvel para (PH;)
ent&c FAGA: x <« x*[(PHI:)] ;
v« v CF’HI:)] :
Va4 para o PASSO 6

PASEO 2 @ (a) Se ndo existem varidveis livres entio via

para o PASSO §;

(k) Ze existe uma restrigfo bindria invidvel

aentio va para o PASR0 §;




&1

Ccl S8 uma varidvel livre xj estd restrita =
tomar um certo valor bindrio, entioc aumen
te W a direita por | {-j) para a varidavel
livre em gquestio que deve tomar o valor 1

{(0) & retorne ao PASSO 1;

PASSO 3 @ (Cad Se (PH:;) ndo inclui uma solugio vidvel me

lhor que a corrente vad para o PASS0 6;

Chd Se (PHZ) tem uma solucico Stima com um va
lor maior que v entio substitua v por
agquele valor dtimo, armazene essa solugio
como a solucio dtima corrente e vaA para o
FASSO 6

Cc) splique o item Ccd do FASSO &

PASSEO 4 : Adicions uma restrigio substituta a (PH;) ou

apague uma ou ndo faga nada;

PASE0 8 : Aumente W & direita por + j para uma variavel
livre xj » de acordo com a segdo IV.4.4, @

retorne ao PASSO 1

PASSO B8 : Localize o elemento mais a2 direita de W ainda
ndo sublinhado., Se nio existe nenhum,  termi-
ne. (Caso contréario, trogque-o pelo seu comple-—
mentoAlégico sublinhado, abandone todos oS

element.os 3 sua direita e retorne ao PASSO 1;

Oz casos descritos no PASSED 3 podem ocorrer durante a
determinacio de uma restricio substituta mais forte, como
axplanado na segio IV.4.06. Deve ser obzervado que, no ca-
so (b)), se o filtro analisado for agquele no sentido de
GEQFFRION (19890, entio, como discutido anteriormente, um
novo problema (E@:), com um valor atualizado para v, deve
ser resolvido, para certificar se realmente ¢ possivel ou
nio podar a solugio parcial corrente.

Mio estando uma solugfo vidvel inicial disponivel,
inicializa-se o algoritmo, no passo O, com W = @ e v = =M,
onde M > O & um numero real arbitrariamente grande. Neste

caso, © PASS0 2 & o PASSO 4 s6 sdo ativados a partir do mo-



ments em gue uma solucio vidvel Tor enconitrads

Apresenta—-se, a segulr,. um exenslo comentado Llustran—

do 2 aplicasio do Algoritmo Enumerativo com FLliro.

£

Deia resolver o probRlenmsa de progranacio fraciondria

Linear oo exenplo IV, L.

. . s s . < e ,
O procedimento inicializa com W = & & v = ~ w Fasol -~
s T ) - gy T
vendo-se (PHI o) obtem-se: v[(FHI &)l = 1,833 > ¥V mas
r .

-+ s . s 4
#f {FHI o3] = {1*L,i,Q} nia & vidvel.

]

naria & viabilidade bDind-—

w’
i
i
5
o
{E:ﬂ

1]
0
T
e
)
<,
e
&

o
e
=

e
EL
ﬁ‘f
w.

ria conddicional si0 aclonados, maz falhan Somo alinda nio

héa uma sosluciao viavel, oz passoz 3 e 4 ndo s30 aclionados. A
=

ﬂ
L“
%,..‘
Q“‘e
o
‘t‘
U
T
N
B
!
£

uristica sstabelecida no PASSD 5 oriaza um desc

te elegendo a varidvel livre =,
=1

Pars 2. a0l ucia parocial getrada, W = {3k,
vl fz%zzzg.}g = 1.5 » Vv com x[(PHI 4] = (1,1,0,0) vidvel. Os
mesmos sio, entio, armazenados e W & poclaca. :

Para W = {31, vé{PHIzQEE = 1,833 > v Com
x{i?ﬁiix} = f1,1.1.0% invidavel . Os testes do PASSO 2 fa-

lham &, sntic, uma andlisze de restricio substituta & Felita.

e o filbtro escolhido for o no senticdo do de SEOFFEION

{19580 entio o seguinte problema linear deve ser resolvido:
~Z. 4 + omin B +odgr b ow o v W
T 3 1 2 a
=S S S =T F S S = 1.8
: Hy Tz Hg 1 i
§i -+ =t own 43 B e 2
My T By i *a -
T N o = oG
=y ;‘"5;2 5‘33 foard
T I O
oo valor Stimo £ ~0,.38; o gue indica gue ndo exisle ums

solucio hindris vidvel com valor da funcio objetivo fracio-

naria superiar & corrente. Observe gue uma informacio dessa

nio sra possivel de zer obbtida apenas com base nas restri-
A 4 R 3 e [ B ]’g A oy gy B e o e - "
chHhas originals do problema. W &. entio, podads, @, como

inexistem selementos nido sublinhados, o processo enumeratilvo

A mesma conclusio anterior poderia



G
b

L1ltro ezscolhide fosse o no senticdo do de BALAS (1870,

o

#

deshe cazn, o programa linsar a ser resolvido ssriac

<4 2 &

G.a: 0y o+ vy o+ oy - ZL %O
1 2 %

=y ok Ey e By =0
4 - “a

Frng - i e S - 4t D

y, vy, ot ﬁyé + b o= 4

N - L= O
“4
v -t =D
ol
VO R &
“a
YooY S I A
Yor Yoo Yar Yy,

cudo valor Stima &: L,.78 4 w.

FIGURA TV. 4 Arvorse das solucd T

5

& Hes parclals geradas

pela Algoritmoe Enumerative com FLl-

Lro, aplicado ao problema hipsrhdlic

Compare as flguras V.2 & IV, 4. Observe dgue

ubtilizacico de filiros reduzgiu, sensivelnentls., o nlinero de
o1
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CAPITULG ¥V - RESULTADOS MUMERICOS: CONCLUSOES

¥

IV.1D) Consideracdes Iniciai

Py

Oz segulntes algoritmos foram Loplemsntados em TURBO

e

3 »

FPABCAL,., versio 8.0, e testados ublilizando-se um milorocompu-

1

Lador de 16 bils compativel com IBM-POSET:
— ABE  : Algoriimo Enumerastlveo
- FE  : Algoritmo de FLOETAN < ROBILLARD (171D

-~ G ¢ Algoriimo de GRUNSPFAN e THOMAR 014730

- ARG . Algoritmo BErumerativo com Plliro no sentido de

1 t
SEOFFRICN (18800

cies Cwide ANBEO I3 oram conslderados. FPars cads um des-—
zes coniuntos, foram crliadas 8 funcdez aobletivea, Lodas ocom
cosiicientes positivos., Os problemss gerados endguadram-se

no formato (PH 3

Oz algoritnos snumerabtivos AR, ARS = AER foram inlicias-
dos com o conjuntao solucio parcial vazlo & o subpro-
blenas hiperbdlicos por eles gerados foram resolvidos,
dentre oz dols algoritmos descritos na seccho IV.E, pelo de
ROBILLARD (18713, Nos pre-testes realizados este eviden-
clo-se, Dara €3 fim Tmencionado, super 1 or A e

ARAGAD C1388D.

Parz a resolucio dos problemas linearss O0-1 auxillares

dog algoritmos FRE e 67, implenentou-se o Algoritmo Aditivo

2 o,

de BALAL (149850, seguindo o esgquemns de enumserascio  de
GREOFFRICN 18872, inlicializando-a com o conjunto solucio

-

paracial vario. 4 estruturs de dados utilizada ¢ 2 mesma dos

algoritmos AE & de zuas versdes com fFilitro. A delerminacio
C & - P . ,
deo wonto indcial em FR & feita pelo Algoritmo de

ustifica pelas consideracdHes el -
o B s LE I

taz na secgldo IV.4.38, enguanto gue em 57T » € Lomado como o

Lot raad g,

Para a resolugio dos problemas lineares conbtinuos, en-—

voLvidas na determinacico de restricdes substitutas naog al -
goritmos ARG & ABRBE. fol ulilizado o kiI¢ de programagio 1i-



near FEOLIN. Bzze kU4, desenvolvido por ZANTOZ 189887, usa

-

da base na Lor-—

o mSbodo SIMPLEY, tratandos a matriz inverssas
ma produto @ reinvertendo-s automatilicamsnte no caso de

ocorrénclia de srros de arredondamento. 0 Mélodo permile

tamben guse sedam abribuldos linmdtes inferioress & @

as variavels sem gque o nimero de resbrigdes seja aunentado.

istica optou-ze, em ARG, por resol -

&
i
-
f
N
o
2
fed
i
¥
P

Expl orando
et “ Farud P oo
ver (DLG 3, o dual do problema LG Y A estratdglia de
kY “I -~ 1:4;
srieing, origlinalmente adotads, ol substiitulida pela regra

de Bland, uma ver dgue nfo se levava en conslideracio, no

Rit, a possibllidade de ocorréncia de clalagem.

O slgoritmos enumerstivos com filitro foram btestados
armazensndo-se apenas a alitime restricio substitubts obtida.
N algoritmo ARG, guandos o iftem (o) do PASE0E esnu o PASSED
4 sis aclonados. a resitrigcio substituta, ao invés de ser

tomads como uma desigualdades estrita, ol considerada como
ot

2 Lo - 2]
b

uma desigual dade do

loy orobl ems.

&

w
0

orlglnal
Primeliramente comparou-—sée o8 algoritmos oconr relacio ao

ridmers de nds pesdgquizssdos mostrando, adicionalmente, o nd-

mero ode problemas linssres O-1 (Algoritmos FE = 673 ou con-

tinuos (Algoritnos ARG e ABRRY recgueridos para a oblencio do

Ghlme.

Unma =segunds comparacio fol felta,. desta ver voltada

!-'J..
"
=
o
i
e
1
7
E
it
0!
=
0
N
=
0
l..wd
P
N
g‘h
o

para o desempenho dos algor
ao Lempo de processamento. NEo se inclulu oz algoritmos AES
e AEE nessa comparacio, dado as carscteristicas do BiL, gue

usa de uma estrutura de dados gue far o ocultamento dos da-

e e e el o FEP T E S s aarrr e we ey ) R e D Tl SemenTT e e
e Sesmd sk Soursh Sarad law’-\ Sl Bod ade v 3A LT "o E:}} Mo $ 8% ol cda el Rruan tend sl B b % o uncit Gole B & Snoh b el i BB rowe B K d Sozm [ e

informacdss necessarias durante cads literacio do SIMPLEX

tornando lenta sua exeowucio.

&



resul tados,

Y. 23 Resultados

A notaciao ubilizada, na apresentacio dos
resunidos nas Labelas IV.L & IV.Z2, & a seguinte:
Tm ~ Tempo médio de oro zagurdos) .
TH -~ Tempo maxlinos de processamento (en segundos’.
Mm — MNumero médio de nds pesguisados.

MM

L — Mumero nédio de programass lineares 0-1 {Algoritmos FE
o GTY ou continuos {Algoritmos ARS ou AERY recueri-—-
clos.

LM — Numero miaximoe de brogramas lingares O-1 {Algoritmo FE
o HIY ou continuos {Algoritmos ARG ou AEBY regueri-
clos .

Mmoo Mumero de restricdes originails do problema

o~ Numsro de varliavels do problems
O numero de nds produzidos em FR 2 87 refere-se & soma

A nimero de nds pegogisados em cada um dos problemss 1i-

nesres auxilisres., Hi de se observar gue o esioroo oompll-

tacional snvolvido na pesouisza desses nds € bem inferior ao
dos algoritmos AR, ARG < ARE.
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TABELA V. &8: R
a

62

ESULTADOS COM RELACAD A0 TEMPO DE PROCEESAMEM-
C =

D Cem segundos) ENTREERE OF ALSORITMOS AR FRE = OT

PEOBLEMA

T3
o
Y
,,.%
o
i1

Ea
e
[
o
o
&
4
Hal
C
{3
i

Tm

mo o= 3
n o= 9 TH 2,80 TL.EE 0,87
boes . » . o
Lo Tm 4,33 10,33 2,79
T
M= 7
o= L0 T .70 1318

- §
H = g, e ¢ e a1 e
k — Lm N O R oy atend LA st
m o= 3
o= L TH 2,31 18,825 5,98

R
L
s
(1
bw&
]
K
o
o
L
E. 1
o}

n o= LA ™ 24,80 28, 84 3,31

14

L9 T 13,858 i 108, 88

m o= 3

no= 20 ™ 15,82 28, 28 1EL L 48
Pty ¥

L= Tm 24, B0 oms, 7E

m o= =3

n o= 85 T™ e 473, 45 401 . L7

Y. 32 Conclusfes

g
]

jel,

Pelos resultados das Ltabelas V.1 & V.2, obssrva-se:
u DB AT, O

s
-

0
18]
&
)
&
5
fo
I8
Hy
i
i

ritiners de nds a pesgquisar. Bsta reducdo se borna mals

zensivel 3 medids gus o ndmero

aumenbta, & ¢ exstanenle para estas instincilias gque acen-

tus~ae a supsrioridade oo algoritmo AES  sobre  AER;
o

sobretudo =2e e levae sm conta gque o nuinero de restricdes

arnvalvido na determinacio da restricio subsiitula mals

- Mg o s 5 e .
forte em ARG {Problemnass ou (DLE Y & inferior ao
. o

o . FET srEyyE )
de ABEBR (Problemaz {LFH 3} ou {DLPH Y e, conzedgquentemsn-
" - L7 W

ter, o3 problemnas linssres a resolver en AED zfio sempre
e menor porite;

] 77

., 4 N N
enol vem {PH D) indl-

Dentre oz algoriltmos anallisados ogus

retamente,. FR mosira-ze supsricor & GT em bLodos of% casom;,



i

<l Mos oroblemaz 1, 2, 2 & 4 0o

alaoritma AR

ze sobressal .

em btermos de tempo de execusio, a FE. O tempo de proces-—
samento em AR pode ainda ser melhorado. como comentado
na seccio IV.4.2, substituindo-se, para a resclugsico do
proplems fraciondrio linesar irrestrito {PHE+}9 o algo-
ritme de ROBILLARD C18710 pelo procedimento REOPT., des-
orita em . B58-882 . Entretanto, nem mnesmo
esga subs superar,. em Ltermos de lLempo, o
algoritme mas 85 e &, dado a eslevada dife-
renca enbre de ndg s analisar.

Pelo pegueno ndmero de mimero de problemas considsra-
dos, nio se permlile maliores conclusdess. Contudo, oz resul -
tados antsriorss, alnda gue sscassos, fazZem orar U, @n
geral, dentre oz algoritmos analisados, FE & superior a
todos os demals. avantajando-ze gquando o numers de varia-
vaels oresce & dque, porlanto. algoritmos desla clervesin

Além do mals, introduzinds filiros

doz problemasz linsares auxilliares,

1a performance pode ser mnelhorada.

cue na resolucio do problems linear

coptinug gue produzird o filtro moalis Fforte C(Filiro no sen-
Lido de CGROFFEION 128907 uma solucio vidvel inlcial Ca
origem) estd senpre disponivel, o gue £ uma vanlagesm adi-
cional. ools dizpensa a aplicacio da 12 fase do SIMPLEX.
Chaerve gus 0 nesmo ndo ocorre com os algoritmos ARG o AEB.

Finalmente. £ ilmportante mencionar dgue AR, AEG e AER
moden sofrer melhoras pesgulsando-se heuristicaz alter-
nativaz, & mals eficazes, de incremento da solucio parcial,

& um ponto crucial no dezempenho desses algo-

Acdemals. deve-ze levar em consideracio qual o pro-

blema linear (DLG  ou M@:’ em AEG e DLPH  ou E:“F’E%d em AREY

mal s a producio do Tiliro. em cads ilera-
o na gqual sssa informecio for regusrida.
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