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1.25 Organiz 

O C a p í  tu70 IL ap-~ãenk.a.. ,  de f a r m a  qerai. * B ~ ~ ' u L P G I x I ~ ,  

rnrsl;Lra. algumas de suas apl.ic=ap,&es e rdadtâ sobre 63% algo- 

r i irnus ~xintentez. 

O CapStulu 1x1 aborda a casa continuo e colhe ns prkn-  

c ipais  resultados n t.espeito das propr~edades da f unc&o ub-- 

J eSi vo f r aci qcmári a, hetn C C ~ ~ C J  das ~ o d i  q&es de u t i  mal i dade 

dc: problema. dar scrFrsid.ios aos âIgor-ikurzos da caso 

tsiva2 ente e, dai cl: rn&sdtss para sol uci onar o pr obl= e m a  c o n t i  :ruo 

âZa deãsr i tos. 

capi o I 'd ~ S ~ U ~ É J .  3 fá:.obl e r n a  em var.1 &b\relst b i  1;-7 =E-- 

Les. Cai cs al gori Lrrios q u e  sol uci armm o prubl =ma I. ndL retarnen- 

te sha ana i  i sadcar. I h  ai  qar L L r m  e n u n e t  a % i  va , segui ndo a 

1. i nhb.i. de GI-ANfl e 5RAN;J-r C 3763 , & ayx-e~nenlado. R e s k  r i - 
c--&,, p -- _;r,b_;Li trj+'a% uma no sert t  i &J de BKL&~ C ; gFLij73 r cy~k,y=zi. no 

~ ~ r i l ~ - l t ~  da í-Je GEfdrPRI ON c I. QBg> , ,-,r, i n"r_ & T J Z ~  da- cuffi o o;-~ j e- 

ti .tm r (-1 c d e  e;~idrner-ac5.a da--; i -c l i  txcãss 

par Cl dia 5 .  

C3 C a p i  t s r l  o V mcJstr a a2 yuns t--er-isul L a d o  C O : R ~ U ~  ac.t cma; i- 

o b k i  dos e f a-, u r n a  ar151 i. se c~~rç~pa. i -aLã~, '~áa  mlii,re 0z i  sal g c x - L  t r n o n  

i ri:-I e m e r ~ t  a d ~ l - .  



I I. i 2 P r e l  i mi nar-eca 
% ,  O Pl-.t::fBleraa. r j a  0 . c ~  - a a,--arc:$io tsn"i..i'tg 

d~jas fi~.lnc&es a ri&.ures reais nc. 2 e dc . :j =abre r-~m S U ~ - . I C C - ~ ~ -  

*-% .j un"l..a S de R" & charriado c~mwrnsrz"r,e de r r ogr -  arrtaqZa Fr aci a- 
i % *= i-)?-- e. e --. >> máIr$ffed H i  .- " &$ i --. " 1-3 JI L e?- ~ a . .  

~~d~~~ qrrc? as. f i - ~ n ç " ~  a b , i & . i \ ~ ~  f i c > < > / d i ~ ; . ~ ~  & r-r~o-li~e>;r - ..a. 
probi e r r ~ a  quez&&::~ p m d e r  i a ec;tar ,i nelcsr i no ci:onl;ext.o da 

i a , ~ - - ~ : ~ g  ama@f'_7 rri&Fsn&.tj nga--l j noar- . ~ ~ - n ~ ~ ~ r ~  - C  as p-a- 

,A. 

- C J ~ I J ~ ~ %  a progi--amas .r i"~--l  i r-ieares pr i edades p2.r t i  ares . r.la.0 C - 

em qer - d. , i.fic:A i v a m  n. um SSLT,TJ&~ pr Lpr F u , separada d a q m l  e. 

Prob;ema- de jrssramá~áo iiacionbria appe-ent-m--se na- 

w L a j ~  \rari,&&s fc~rrf ia .~ .  Uma delas C& quai-pki n C . - ?  4 c&rca .va  e 

à ç .  3 & con.ir.e:xm au n<. 3 Q n"g.3 negat ivo qt-rafidça b C .  3 nz..iiz & 

a,f; m %a$ U M  c - ~ n j ~ l n t , ~  cayi\rexa S.  &-r=. ' 
.., a..,z m sao <cr̂ is denoírd nadas 

pr-g- ama l i  or.;&--i as i-&n~air*---- , . , i j  L.nri.b'@x~>â. 3~~f-.r~3~: ac&lus  
-3 

. . 
lxe;--sce!n ufcaa â.tel.r:;&l e.--peri i.ev-i Cja &, Z U ~ .  estf ~ 1 . L ~ r - a  par ti - 

~ X J I  ar ~H++J ~ r q r . a . r t â ~  f râcJ i t>rlá;-i c>% 1 i near e- e CDS pr ogr a- 

maç f rac i  u n á i i  os quadr-dticus. Ern ambos as res f , r i  q;&eç do 

c o n j u n t o  S â2.0 af i YIS , sendo  que rm p r k  mei ru n i  . 3 2 6 C .  3 sSo 

f~_rn.p&~o$ç -f i ns no sq-p~n&>, qi~af:]r-&"c.i tas. P r o p - a m ã s  f rac i  o- 

n&r.ias; c ~ r i c a ~ o - ~ ~ y l ~ ~ ~ ~ ~ r .  ~~~~~fedr:f" i-~&i- lr :a\-~ = ~ar17v~e>:c~.-~c3t-ivg?j~:~ 

s5.a exemplt::~~ da u:_ri..rr_rs m o d e l o s  que ttarnb&m aparecem. Para 

enke-, ent-e ta .nlu ,  pouca- r a s u l  tados -&em si da obtidos. 

Pragr arnas f raci on&-i os apa.recern em vári css campos da 

. s e - 8 ~  .7 1. 2 r f ia~to-a .  :i.; gu~las dessas a-l i cag'es. O 

m a d e l a  de :Y.'aN NE:lbl&a.F{l%:' &: tjna sc:onamia etri ~+::~p~f~~:~(-j, f a rmu-  

1 em 1 $237, & a pr i r.siei r a ap]. 1 C ~ C ~ Q  conheci da confur me 

,i tado  SCHAT BLE 1981 a"7.9 . Me3t.e r f i d e J .  o dese j a-se ma>& m+. - 
-- .- ;IZ m á n i  mo ef:tre .iqr&ri a- zs raz&as. Prbsblemas ::zue se ec-ql;a- 

- dr a m  neste f o f m ã t : ~  sao chamado- de prubl a m a s  de ~rag--ama~So 

f ruc j~ r ;&l -* -  gf2neraXiza:ia. 5endi-r ; ~ ; ~ : . _ i ~  a r l t i ~ < a  1 apt,Xi-- 

*.. ::a-ao conkecidao \-h h& beri1 ~ ~ 3 1 ~ 1 3 3  te-3.n.o aLr..i-,s, CRQUZEIX st. 

aiii C-2Ç385 1 Q 8 5 9  19B$2, C., problema. v & m  sencz!a i,~c,.n~-Livamen-- 

te estudada. 



Problemas ta l% c ~ n m  a minimiza~&o da 5 0  enti--e a 

c u s h  Latal de pro-rbi~c&cís e 2 q~z.rát-itida.de de mal%be:--ia1 prc~du- 

zido Timu núrner~ t u t a l  de aà;e",u_r aradu-i do%3 , a rrraxi. nzi z&-Bo  

da pai-centayem de ganhas em invesLirnentos ou diversas g9ro- 

blerr:-riâs que i-eZacPnnarn 0 berref dçio acbqrxirido com a custa de 

.i. nvcsLb rnenLo s%pa al -urnas a l  icar,$es pr5LÍL c a l  de prograrrias 

f r a c j  ~fi&.j-i 0s.  kbai ec; F.2, r---c.k;sa..i" Lados + .~.rfi &-eas ~ e f - s ~ ã  

aigerris desses pr-csbléirnas gr&%Lcos 0% quai 5 ,  ~ i e  ac-frdo ctmí a 

r:at ureaa da var-.i &vsd. envuiv~. da i 10  nieade.1 o, padern sei- cmz+,i -- 
TITJ~S, j.l-l+ ,e " j . t - -~ ' -  Ja C3T-I c?‘-l-: 

f 9 p-oblema & g:~nii:liaar o custo de -a.bonu efet.i,vo 

d a  coqare=., uist,idu a partir de uma m L s C u r a  c ie  car-vbeã de de-- 

Ler mi naea. ccmposi -h. cc3nc7i der-ando u m  hor i ront e cerzi v A r  i as 

per i udc~s cie pl a r -  j i 0 e r e s ~ r  i c:-teç def i r1.i das qkaanLc-3 2x2 

s ~ k ~ ~ s - F ~ e c l r n e ~ i ~ c 1 3  de C S ~ - ~ - I , % ~ ~  ~ ~ I O ~ L S C ~ Z C I  e L : P ) I I S U ~ T ~  de cacpe tneta- -  

b tir yF L:O, c o m a  f ar m u l  adcj en X41:i*:3iERAT C 2. QTSS2 . 
CiE2 O pi-ubiema dos ccsrt.eã c lCu;b t ing  S t o r k  P r s b l e n 3 ,  

c ~ y i í ~  mcsbrado c+Itf.!ORE e G3i.ijoRL C l3&:733 , quando se deseja 

minimiaai a raz%o e n t r e  a. quánuidade desperdiçada e a usada 

de materizd ; 

C i ii3 0 prrsbi em- de determi nar  ã m e l  hur counhi rlaçga de 

cargas a s e r - e r r t  trar~spisrl~adas em u m  nav io ,  rm L e r i a a s  lite ma- 

ximizar a f a 7 9 ~  e2nt.r.e o For jornada e &I Lernpo ?LYtal 

& jornada, c o m a  es,pc--ci r;xk~ 31 TRA:Rí e tN3VAES C 18733 :. 

C i. v2 O pt-t"irs.t e i n â  tio reLariic d ~ 7  i a v ~ s h - i  rfier~Lo errt m i n e -  

r ag%o. c o r n o  dest-r i t u  em Wi",rI LLI AWS C 2 9762 . cmde l evatrdo--se e m  

consi&era-&o 0 C I J - ; ~ ~  de e:-&racgo 8 vg~?da, ap& bene.;fj-ia- 

., U lu- -  rnent~i). d e  rni  n&ri a-; d ; e * i é - r j  a-se rim;~:=:t riti zar a raz5ta entr-=. 

cro obtido e o i n v e s t i  ~xen%o a-l l cada; 

c >  9 prlísblema, dpiicãdo A c L i r n i . z a c A c >  c B e  rotas de 

na.-vius e avibes , de d e t e r m s r ~ x r -  u m  c! .c-~o iani ~ 1 1 1 1  p ã f  C> CC'É~C~ r&--. 

zBl-  CT-USLCT por Lerq~u rrtl ni ma, ci.i;ada em SCHAI ELE C 19;X 3.3 ; 

< v i 3  O p r - a k d e m a  da ~ ~ t ~ i r n i z a ~ ã r ~  de cisnsdhac; a Bnt-lc-cl c i a  

Dados 3i b3 i cagrbf i s o s ,  cano òb sc-Li ~3c.1 erri ARAGAO C 9 8t3HI , a r d e  

o 1. nLer esse & r ec:Lper ar- i nf ur rnaqoes C dacerunsr r Lcà-3 da ~ i m  BDB 
a pai ti r de um cser "r,ca n t í m e r  u de ;.pas.l a. v- a-.- -l-havo- , r i i ax i  r d  zanda 

a $ uma -=ria medida de 1- elevdncr a .  que i e v  em cansiQeraçEi~ o 

nú1-m~-a de i nf ar- r~ía.c&e-s r e1 evailt eã &. ~cmãorl La r ecrupár &das, as 
"y 





ttrcldz, a r - e g i 8 a  viável & rnadbficada. &â-;irn, por e x e m , p L o ,  se 

usado na resuluqgu dos aubprabiemas q u e  aparecem na varian- 

L t.,e -. ddo M&Lodo da. D e ~ o r n i - , o s i  t-4;d40, Pr i nci pai e DANTZT G--WOLFE; 

faz--== fi=--ess&-ia ;%plicaigr- f asa i::lf2 ~ & , a d ~  bjPL,X , 

para cada suispi-obl em%. E k t a  perda da as-Lrut.ura do pr-ograrna 

prir:cipal r&a çicr;_lrre;.ria se 0 m & t o &  ? _ I s ~ &  f osse 0 ITQW -BLLE^, 

e MAELO!# < i  Q%3] , J B q u e E  nesse m d . % a d o ,  usada riessas c i r  - 

c~rrast;%nci as, uma s u l  rr-3.a viável i 132 ci a1 est& sempre di -na--. a- 

- . . ,  
- L .  r -  r no qual. ezta desvantagem se rnani- 

r es,ea C" ,? Q -.uanda a ~ r i a t r - i z  das restrições do pr~blerna d uni-- 

rrtodul ar. 

si r& 1 ares dG2 7- J - ~ ~ ~ ~ ~ , I ,  ~ = ~ - i  e ;Y&$WL@/J (f l g g s l ,  e qt.1~" I~ZXI- 

pi r a m  nas propr-i adades da f unqZiu abj e%i ~ c 3  do probl, ema auxi .- 
.k. 1 i ar da programa f r  aci on&i i o 0 , r -  piac:edi BI P.IARY, 

DIRECT TRACE, I N T B I N ,  M c ~ W ~ I N  e OULER descri tas  en 

1 BA.coBAKI f: Z Q 8 1 ,  2 9 8 3 9  e gari LKLO de MErlS.G% DO 11 187G31 den- 

rdre c~uk..ras. Esse -  g m r l .  & f =rem e:.ttrs '";i , b a ~ i  ~aif.tfirlLe 

pe_sj f 0- ma $,e <ig&,ar rfii nãqga do par &lí.\& r- a do i;3-.0b.L c ar~y:i - 
1 i aí--. %. BAKmI 19833 & s L a ~ a  sr, ~s&& ' - J~Q de peçql.li IIJL na1-i 

modi fl. cada, MODBI N , por causa de sua ccsnve'srg&nck a srrperl i - 
r í e a -  c: de s x z a  ca.pa-.i &&e ,de for- nacep hím i n"r,g- vai 0 e><pi i - 
1 .  
LU para o va lo r  & L i m a  do prablema. 

O a1 gor i Uma de FRANK e 4KLFE C 1 S533 ;l, que ar i  gi n&l - 
inen"r,e desti nava-se s psogr-a.ntas n50 l i  nesses CO~VC'BXOÇ,  & C ~ U -  

t;ro que kam'U&m pode sei- u % i  3. i zadu. vi de MARTOS C 1 S75,  

p. SQO--ZldS> e C?.a&'JEN (1 j. $338, P. 95-983 , para reso: ver pr-ogr-a- 

m a s  Ir aci -lrx%r-i os ç&nb-avo csn.ti.cxcss os quai s t8m fung:%'-s ~ b - -  

' a+ i 1 ; ~  igâ@b;damnct&nd.  Messe gclrL &ti rLm & d&-,e~-- -- 
.J &" %4 

"V nado t.~?ratj. ~ j a r ~ e n t e  ãtrz-&s da 1 i ns-r-j. aat;ao sucersi \/a &a 

v- pi- +- rp?bl i.+ma, _e~;.rl&-j q os ~ a e f  i ~i el-ltes &a funçzo objetivo 

2 i near QQS p r o k ~ i  eswas gerat--los r(i_pree~entartt o gí-adi ente da 
.-.- f ;inças c3b.i ~&,.i v~ f r a.ci on%r i a 1 - 3 0  ponta C v&- ti ~ e ]  ger'ado na. 

iCeraq5.u a n l e r  i or . 
TRAN e NQJAES ;87/6-5 pr.c@err\, cor11 um t r a k , . a r n e r i t , s  di "- 

I - . ~ ~ - -  ell.Ceo - r j r r ,  i n t e r . e ~ s a r l t g 2  j.Lqzra"Lí.\jcl fii-fito Para 

p - r fr ~ n & r  i OS 1 i I - X * ~ ~ I -  rx i  1 ar-. FRANK 62 

WOLFE <111"553, diferindo dest.e na d ~ a .  de n r n a  i . c : 3 l u -  

&. 

~ " 0  - . y i & . x f e l  inicia: e r1a i.sri.n;-, d ~ +  f~ln,:zr_', c : I ~ T , . ~ ~ L ~ - J I s c s  d c ? ~  1prxc3- 

B1 e m a s  auxi l i ar-eç. A sal ng5a vi Ave: i r - i i  ci a l  nesse a1 geri Lm3 



n%o Q urri v&r lL,i -.e qr~ai quer da r e g i  30 v i  Awzl- C O W ~  r i a q u e b  e 

mas si rn nrn px-i tu e x L s - e r f m  per kencel i te  âoçs hi petpI ar ias  que 

-5.0 par al e1 as ao R i  per pl  ano ar t agonal à q u d  e def'i ni du pelos 

pontas ç u j  r . ~ .  f=;ei-mml~-m.ckx , da f o ,  e .  c f r  aci onkr- i a. , 
r .  Espera-se c c r n  j . 5 ~ ~ ~  se--.yun&3 i _ h e s ,  a x.iJbtenl-,& de 

rilm v&r ti ce p t  &i m o  e i s  6.t.i r m ~  e çcSr~~eq~ilenk.e~~tzr~$-$-e r-ma dF mi - 

nu i  @"c_! do númer 0 de i ter al.i&es C ?r okd e m a s  a r n x i  1 -i ar es3 ne- 

csg-&rius sb&en~;"o d o  Q t j - m ~ .  

Ta:?t,~ g ~ y  j. tfil~s de F&L&U:Jz e ! j / o j P E  c 2 9 5 B 3  , Bx TR&& 

e NOVAES C 19743 , I S B E U  e MARL113lhI C 195133 e si mi I ares qual-2- 

t,o ~ 2 ~ 2  dç- C H A R N z S  e C@JPCW 19Qc39 Q pru$J, ema f ra.ci zãl--&ri c> & 

r- r ; - s s d  v i  df-7 i ndi ~ e . L a m e n C e ,  r10 senti do de que sua sol U;%Q & 

&&,i da par i nL,~;r .rn&di 0 de probb e m a s  -u;k-i I, i ares. H& - no 

e n t a n t o ,  algoritmos q u e  a l a r a m  0 programa f ra-ion&rio dire--  

L Lamente. - E s t e  & r2 a s  320s m&todoç de EGI&MO"LE G!_>MORY 

.*- C: I, QF-7'33 , ?&@TOS C. 18@&3 e SWAI;36iF" C P GBS3 , as q u a i  s s a . ~  bases- 

,505 ilrj m&:-.t,odo SIMPtEX de prrsgramacp:"cs i .  WAGNER e 

YGAg f ",9@3 observamo e ~ r r t r e ~ . z ~ ~ - & c - ; ,  -:-te esses i&&,ccií3i, sao =;I - 

qor - i trr.(i csriiei-lt~ e q u i  vai ei>"caes a c ~  I~F.,. CHARNES e CQQPER C 1 ~ ~ 2 3  , 

reso-fl vi/id~1í9 p e l a  SI MPÚCX , rae3 sentidt2 em q u e  elas gui. arn a nwrâ. 

.--igq&nci a i d&lt,i de o ~ e r  a!:;"~?rs de p i  valaf.&>. 

Hr3 & m b i  das v-r i &vej- i ntpi a- ~ l g r , r ~ " ~ - :  das a i g a r i . k . i n ~ : ~ -  

$-&.-i 4" + &- -,- - , ~ ; n t e s  d e r i  varr i ,  c o m  poucas mcxti fi cacrdes , daquel eã CIO 

raso rcsnkinuu. A s s i m  s&o os a i g o r i L m o s  de APiZAS. 1119743 e 

GRUNSPAN e TWCMAS 8: 1 QR3S , baseados em ISBELE MAZtOW 

C: :'h 8963 , e Q de $Q CIIELXZI*~ e MAfUL,AN I: 19ú8i , a&p'&..a&o de FRANK 

e WQLFE C 185G3 . 
Ik-jtdII et. g a L i  i <:%c3773 trab~lk~ayf~  c t : y l ~  tz/al;ze espe~j.a% 

de pr-. airiri eirta-, as pr sgr a m a s  f r acl. anbr i. os da rnrsc hi l a. O a.1. c p -  
. r i t m o  apl*eâan"L.-do expll-~fa o fato que (-olq:,:&es ula-- 

--. v& s ~ 2 . 0  f aci 1 mente oi-_lti da.; t;&rit.acr par cc, proqrama I raci on&- 

r i  0 da machi 1 ã. q u a n t a  pa.ra ~ 1 s  prcq1-.gAma.s l i  s3eare_; da. r-riachi.1 a 

aux i i i a r - e s  e se pre~cupa  apenas er~t ahSer solut~rp&ez â ~ l b & S . i - -  

mas, em I ~1ga.r dai- &Li m z s  , noas. pr obl. emaâ i n k e r  m e d i  Ar. i os. Q 

&i.~gc3f-~+"fi f t2  &@f$$ &&i=i&ncia  ~ ~ > q p . ~ ~ . & ~ i , ~ ~ i ~ ~  > z&qtJr1,30 @ L G S 3  

r&a ir-lf e--j. ar ;ao IsBEL&, a &f&EL,OW (z 195âJ 3 . ~ 1  i cado di :-e&a- 

m e n L e  a 2:- ob1 e m a s  i r rLe i  r os. 

B*TR&I)II jdAf2rZ;iANTI cj.QTG3 d c ~ ç e r l v ~ 1 7 , , r g ~ ~ ~ r f l  uln & ~ i ; j c ~ ~ - ~ ~ ~ ~ ~ [ ~ >  

pr:i nm.1 &a1 0 qua l  , com63 as ~>f-Js~tr.varam, pc2de ser- ewpr.ega-. 





a6es i i r-.,ear es . A R A G ~ Q  C 1 GSS3 es tuda  rarrt pr cAA e r r e  an&L age, 

~ ~ 3 r  Qm r i ~se-;, e apr e~erx+:.a t-&&fil, I -- r d~ 

t i p o  b r a r ~ ~ z h  a>~& Bcwnd. &[esse.- a ~ g ~ i - i t m u s  zpa.recem c o m a  

subprobl e m a s  ser ardoe; ai- prubl  emas fí-acl c m b r  os c x m  uma Cini 

~a r .  &&&L&&O c 2 Bg@3 p- a-&@ r.rrr, gari .imo par a r ~ S O L  I$&- 

-1 CJS = ub.3 =+-..i varldo ectrirrcsrfli a de e~Er.rjrno c~mp%yt.acj ~3rxal $ j & 

q u e  230s al gari -t..mlss de pesqi~i  sa ar $ c I ~ ~ s c ~ I ~ - L . ~ z  apr e s e n k a d c ~ ~  

0s s.h,lbprwbl emas di f e - e m  e r 3 & r e  si samenLe pel a xa$&2 de? 

~râ-i&,~.eis~ faz um e ~ ; t r j d ~  de afi&lise de f-enl;iBj.Id.&& 

xla f j 4ca+c_-t de ~ ~ a r i  &V& - prapanda r m  algo- k tmo para 

-estabg21e,er. 0 ó-t,i quando este. & rrtc7& ifj. cardo. 



PII.í3 P r e l i  

Obje t i  va-se n e s t e  capá t u 1  e e s t u d a r  as condições  de 

o t i  m a l  i dade do p rob l  e m a  f r aci anár  i a 1 i nsa r  ressal t a n d a  s u a s  

pr  ap r  i adades  bdsi  eas. l & m  d i s s o ,  f a z - s e  um e s l u d o ,  d e n t r e  

os m&adcx e x i s t e n t e s  p a r a  a casa c o n t i n u a ,  apenas  daque l e s  

quo sã= do i n C a r  aos al gor i %mas anal i saad~ç me) CAB. I V ,  

que  r e t r a t a  a casa bival e n t e .  

6 pr ab l  = m a  de pr  egramaç5s f r aci anár  i ã l i near  , al gumas 

vezes aqui chamado si mpl ecmen.t.e de pr  ogr arna~ãa hi per bí.1 i ca , 
e m  uar  i &vei ç c o n l i  nuai; , pode ser f armr11 ado  corno: 

t 
C + C X  

O 
rnaxirnizar f C x 2  = 

Crn] + dix 

s u j e i t o  a : AX C b 

A = a.) 
~j m x n .  

Excluem-se de a n á l i s e ,  p a r t a n t o ,  o.- pon ta s  para as 

qrrais  f não está d e f i n i d a .  A s s i m ,  como S * Qi e l i m i t a d o ,  

uma s o l u ~ ã a  Ó t i m a  f i n i l a  existe. 

111.1: Seja lil @ X c R". Um con jun tu  X d i z - s e  

convexa se, p a r a  cada  x x E X t e m - s e  : 
1 ' 2 



Pr ova : 

S e j a m x  x ez S o O I a 5 1. Logo A x  5 h, Axz 5 b 
I' 2 P 

e x  x 2 0 .  ve s e r  provado que x = cxx + C 1  - d x 2  com 
i )  2 i 

O 5 a I 1 tambom ps r l ence  a S. 

k f a t o ,  Ux = A C m i  + C 1  - cxlx 3 - aAx 
2 i 

-+ c 1  - ~ A X ~  5 

& 4 C 1  - d b  = b,  ou seja, A x  5 b. Observe +.amb&m que 

x = ax 6 C1 - &xs 2 O dado que xi, x a, 1 - a ?  0. 
i z ' 

O r e s u l t a d o  s e g u i n t e  mostra que há unicidade de s i n a l  

do denominador de  P se este não se anular e m  S. 

111.8: No prolslema , sob h ipó tese  111.1, 

t e m - s e :  + dtx > O ou 

d + dtx < O 
n 

Prova: BAZARAA e SHETTY C19'99, p - 4721 

Observe i n i c i a l  mente que, pel a P r o p a s i ~ ã a  I I I .  1 , S é 

convexo, que ga ran te  que qualquer c-ornbina~ãa conv 

pontos de  S também p e r t  

A demonstrac$Zo é f e i t a  por absurdo, i s t o  

que se ci + dtx + O x E s en tão  d -+ dtx ) O 
O O 

do -I- dtx < O E S não se v e r i f i c a .  Logo, existem 

x1 3 xs E S t a i s  que do + d'xi > O e do + dtx2 < O 

t o ,  para  alguma combinagão canvoxa x de  x e x , 
i 2 

x = a x  + C1 - a3x com O < a :' 1, deve-se Ler,  por con t i -  
1 2 t 

nui dade, 4 d x - O *  o que c4 uma contradição.  

n problema {R] com denominador e- t t r ika-  

mente p o s i t i v a  e m  S e o com denomi nadar e s i r  i tamente 

negati vo. 

A s s i m ,  como mostrado e m  1 ONTS C l SE381 , se 
s o l u ~ ã o  f i n i t a  onkãa bas ta  v e r i f i c a r  se uma solugãa viável  

do problema t e m  a denominador pnsi t i v o  au negat ivo e reso l  - 
+ -- 

n t e  CPH ) ou Vi4 ), reaspecti vamento. 

Observe, e n t r e t a n t o ,  que quando do+ dtx < O 

eat50 mul t ip l i ca r  numerador e denaminadar de f por -1 r 

o probl ema {R-] a max (-C c + dtx3 / -C do + dtx) ; x E Sk 
0 

onde -C do+ dtx3 > 0. 
Por t a n t o ,  s e m  perda de  gener a l  i dãde, ser & assumi do 

que : 



3 Propriedades da Funq 

O estuda das candi~õeç de 

prel i rni nar mefite, cor.E,as def i n i  ~ õ e s ,  b e m  c o r n o  s ci .~nkeei  men-la 

de al gumas propri adadoo ds f . 

I .  3: A funq25.n oisjetivrs I"ra~írsnSria linear do 

& feita por eonlradiq.ãrcs. P a r a  rnoskrar que f & 

yuasiconvexa supde-se que, dacios >r x E S com 
iZ % 

+ , e m - s e  fCax -I- C 1  - ot3x 9 2 fCx 3) 
1 z 2 

a s s i m  sendo, pode-se escrever : 

Dada que 0 a 4 1 onLãa dividir a desigualdade an- 



Rasrdenands e adicionando c d a cada membro da de- 
O O 

si grnal dade aci ma, ?em: 

111.4: A função obje.Livm fracion.6.r-ia linear c b  

problema & psotadaconvexa o pseudo- 

contava sobre S. 

o BAZARAA e SHETTY <i c37G3 ,  p - 4723 

Par a rnosLr ar que f & pseuZi~c=onvexa, obsei-ve i n i  ci ab - 

def i r l i  qão I11,3:. dadas x , x E S L4m-se, sucasãivarnen+.e: 
a z 



111.8: 140 pr&demw a frtn-.ão rsbjetivo f 

t a m a  seu vaiar mo em um ponta extremo 

rv&-.i.,iise3 do conjrrnke, S .  se -a&= for l i - 

mi t. -do. 

Prova: BAZBRAA e S H  TTY C197!3, p - i O i 3  

x E Y segue-se que f & continua em 
r) 

S .  E c o m o  este con junko  & limit-ado rozril-i;a, pelo esnhscicin 

Teorema de WEI 



,* t 
S,  nu pan-Ca x . Deve ser m o ~ t r k i ; &  que x Y, T J ~  1jQr.P.i 2de&se 

crsn.J rrn ta. 

t 
Cowirrs fCx 3 > frCx.3 para cada j , en tHa :  

I 



LanLo quai- ta poâs~vel, i s t o  &, at& que se sriccsn.t,re um ponto 



I 1 I . 7 : s;. em (FFTk tij cor1junt~3 s far LimiiLarliu 

ex?i-,-Sa tada po-.,$,r, vi &w2l. C y, L I  de t$rFi-'j & 

tal. q u e  L > 0. 

Pircwa: ----- CHARNES e COGPER C LSBSC! 
A 

Suparmha, pcr absirdo,  qrne C y ,  C D  sat,isfaz as res.tc.r-iç&ea 
A A e-% 

de c@]. Sejam x e U, x = x -+ y e p L O. ELIL~Q x S 



A 
pois AX = + - aX -s ,UA? 2: %I* dado a~ 5 B E+ 

h A '-. A 
A 5 0. AI&, d isso,  x - x -i- ,uy 2 Q jB q r ~ e  x, y, p 2 O. Is-tu 

R 
- 

aste 2i~5t~cdo ccmái %te e ~ a s u 2  ver <?E*) a"ir--~es da 

zsLi rnk zaci2.o i Ler a6,i va de nrrta sqar&inr?, a. =.$c p r  obl sn.:ac; 1 L nea- 

res. Fará tarito, seja ci3 problema de pr.ograrnary20 Linear au-- 

xi7Lia.r de par-&metro X E W: 





prt=lpg~&-g& IlIAx<: z & ~ccmvexa em R. 

c :  JAGAKFIATHAN E 2 96$3 
si.- 

sejam & .  h E caril A : X e x se43u~do dL,Lrna .  de 
i 2 a 2 

~ ' c ) . , ~ ,  c;en&-~ -: Q& + - a X  3 a L: 5 5 2 .  
e 2 t 

Para -~iq$-ificar,5.o da notar,ão, s e j a m :  >!€>r2 - 6 -i- c: x 
CP 





A f i gura  111.1 i3r.rstra uma s i t uay :&o  L ip i ca .  A reta 
t k  t k 

obt ida  rrçolvendo ~ T c x ~ ,  zC h3 = c -4- c 3: - XCd c d x 3 . & 
O U 

 ai-qen?e a zCX9 h A. 
I - '  

e - -  a -  * f aci l l i n ~ ~ - ~ t e ,  que  
,L 

zzta;Cl iz?"lr-cept.a o e b r w - X  em: 
t. k 

C + C X  
CB 3, - --.-.-- 

L " -  r, + b"x 
O 



%> .a--& X = ------ corr i  k = .I . 
ki t O 

d i d x  



U 
ande X &, ccarno mostra a f i g u r a  211.2, i;-i jsonto onde a re ta  

k 



que passa p e l . 0 ~  pontes CX., r- d , z C X ) 3  e CA'-'. z ~ h ~ ' 3 3  intercepta 

o ei.>:t_5-h. 



IV. I 3  D e f i n i ~  

O prnbb = m a  de programaçib f raci tan&ri a l i n e a r  e m  v a r i  - 
6 v e i s  0-1 pode ser formulado c o m e s  abaixo:  

t 
e + c x  
O 

mãximizar fCx3 = 

s u j e i t o  a: A x  I b 

Seja S = 4 x G -C0,14~ : Ax 5 k, ). Observe q r . r e  ã &i um 

con jun to  f i n i t o ,  d e  c a r d i n a l i d a d e  i n f e r i a r  ou i g u a l  a 2". 

V . :  d > O  e d . 2 0  j = I s .  . .  , n .  
O J 

mas nos quai  a denominador d a  f unqZo a b j e t i  - 
vo h i  per  b6l i ca sa t i  s f  az a h i  pó'tese I V. l serãi-, denorni nados 

<PH+). 

Observe que  pndem se r e d u z i r  a PW+) as problemas n a s  

quai  s as segu i  n t e ã  condi qãe s  são sati  s f  ei tas:  

- 
N e s t e  casa, subsLiLuir  Lado x .  c o m  d .  < O por c1 - x 

J J J 
e f a z e r  d e- d -I- d 

O O j' 

C i i 3  do + d'x < O 
n 

N e s t e  caso, mrr l t ip l i ca r  numeradar e deriominadsr d e  f 

por -1 e proceder  como nn cases Ci3 

C i i i l  do < O e d. I O j = I , s s . .  . ,n 
J 

N e s t e  caso, IsasLa apenas  mul L i  pl i car numerador e deno- 

minador d a  fungão u b j e l i v o  f r a c i o n á r i a  por -1. 





- i;i ..< 

C:. /d . ~ . l l t " -  -- x 1 0. Çc2rfio ;<: k L 
pezr m . a í r e c e r  \r,iáL 3. da a qual quer 







.c* PASSO O : Faca 2. .4- 4:  Z 9  . . . 1 % ~ )  ; 
a. 



Como, pel a propoçi ~ ã o  I I I .  6, o problema CPH* 
*+* 

valente a CPH fCx3  s.a: x E C O C S  13. e 

C d S 9  a envoltcjri a convexa de S ,  então nesses algori tmas os 

pontos gerados são, pois, v&r+,ices de CoCC;:, a, porkanta, 

consiskem em caminhar ao longo das pontos exLremos deste 

poli topo. 

e THBMAS C18733 

Este algoritmo pode ser v is to  canto uma generalizacão 

do algnritmo de  IS LL-. e MARLOW C1 E382 que resolve o pro- 

bl ema k i  per ból i co con+,í nua. 

Consi der a-se o pr obl ema: 

I 
6 + C X  

O max f€x3 = 

(PHG" d O + d'x 

onde F Q um conjunto que cons is le  de  un niímorn f i n i t o  de 

pontos e do + d'x > O 

Seja x E F e Q seguinte problema de programa~ão l i  - 
a 

near associado a 

A prepoãi c;ãa I V. 3 dá as ccmdi -6es necessdri as e sufi  - 
cientes para que x seja  soluc;&Xo &Ama de CPMG*): 

a 

I V . 3 :  O ponto x E F maximiza a fun-ão sbjelivn 
a 

hiperbblica de <PWG+) çe e somente se x 
a 

maximiza a fun~iSo objetivo l inear de 

C i 4  A condi-ão é necessbria 

ve-se provar que s e  x e F B ç s l u ~ ã o  átima de 
u 

e n t b  x também é s o l u ~ 5 a  Qtima de 
a 

Com efe i to ,  se x E F maximiza 
a 

t t. 
C + C X  c + e x a  

max fCx3 = f C x  3 O O .r 
a 

x e%' d + dtx 
O 

do + d'x 
a 



Como assume-se d + dtx > O x E F segue-se que: 
t O 

ido + dtx 3Cc0 + c x3 - <cO + ctx )<do + dtx3 < O 
u a 

M á s  o primeiro membro da desigualdade anterior B a 

f u n ~ ã o  oksjetiva em CLPHG+) e, port-anto, gCx3 5 O 

clarament-e, metx gCx3 = O = gCx 3 .  Logo, x B Lambem sol u- 
a u 

x G" 

€ i  i 3  A condiç.ão 4 suficiente 

Deve-se provar que se x c F B soluqáo 6tima de  
a 

(LPHG') então >ca Lambem otimiza <PHG' 

fa to ,  se x E F maximiza (LPHG') então: 
a 

máx gCx3 = gCx 3 = O e i s t o  implica que: 
u 

x EF 
t t t gCx3 = Cdo+ cltx 3Cco+ C xl - C C  + C x )€do+ d W 5 O 

C1 O a 

Obtem-se , após dividi r a desigual dade a n t e r  i or por 

CdO + dtx 3Cd0 + dtx3 > O : 
a 

fCx9 5 f € x  3 x E F, i s t o  4,  x maximiza 
i2 u 

O resultada subsequenLe 4 eor-isequBncia imediata da 

prova dada para a proposi ~ % o  I V. 3. 

* 
Coral &rio  IV. L C3 ponta x E F que maximiza 

se e somente se 

Baseado no expostoi o algori tmo a seguir resolve o 

PHG+) atrav6s de uma çequBncia f i n i t a  de proble- 

m a s  d e  pr ogr amação l i near . 

ALGORITMO GRUNSFAN THOMAS C1G373i 

PASSO 1 : Seja x uma sol uq%o c5t.i ma do probl 
j 

t t 
máx g ~ x ) = < d ~ +  dtx  3ic + c x) - <c  + c x I C ~  + dtx3 

j - 1  O 0 J -1  O 
x E F 

PASSO 2 : máx gCx3 = O 
xcF 

então PARE: x = x .  . 
J ' 

senão faca: j + j + 1 ; 



quanba urza s u l  ur;"o vi&ve:ll for  e-* -*i~cuntraba -- - ou,  coma sugerido 

em TRAN f 2 9793 ma>.ri zg~-rrdo c7 a:f.rti?er abur de f tnj. r ~ i  ~ j .  -- 

prã wteiro grog.%mt.=i. 2. L rzea..r . ir , ser& V L  A v e 1  e O d c p l i - ~  br~ti::~ 
Z 

prossegue normal m e n % e .  

ria ta & ~.&g--Lises e ?:?-;;a solu@&ù <&.j.rfi- &..~a í*,~arrgr- .clm pelo 









@gfA-&&cL 1&&"3: fi'rna sol  r;tc 2.0 par - <;i al de PH') , d~?ncrílacria por- 

Vi', & C O ~ _ ~ I ~ E < Q  ~ n d s  cada um de s e u s  ele-- 





r-pL.-.-.--~~,"-.--- r-" --------- "-- 17 
Eske cample- i I I AI- mazene--W co;m t 

t S 1 
m e n t  o é .ri. A- /-----------4] a nova noi u ~ ; S o  1 

I 
I I .;e1 t q - , - J ~ ~ - . e ~ l ~ ~  

i 
t i 

I i I 
L--- - 

Ccmo derfior~-+~r adt~ E?~TL GEQK'FRI ON c 2. a q C;e 

saluqõeã parciais, g!s;-iahs pela -eu esquema de @ r x u n t e r a ~ " s  & 

rred.cnrrdar,t.,e, no ser:i,.,ida que ela riso guia" a rep&,F~6&r--,- 

de sol nf&es pzu-ci a i  - previ amemte pc?:zdadas, a tarmi fia s o m e f i t e  

quando L ~ d a s  as  s'~' S O L Z L ~ Z ~ S  de S f ~ r e m  expl b - b t a  EX.~ irfip2.i - 
ci t a m e n t e  enumerad-s. 

A cada .i..Lerar,:g~ a prucfidirr;ent.,o inclics. aDenas um do- 

dois ca-zcxz segui n,Les cor r i  rela-ph B sol.rrc$5.o parei al W: 

r i 3  IncremenL8-la c o m  a eleicS.~ de rrma. vâriave1 livre; 

C i i 3 C a m p l  e m s n t  ar l agi carnente seu ~2 t i  m o  el erisnLo ai nda nau 





rada, e analisadoç. 58 os nó- w", e ia 3 s ~  absr t OS 1-1~3 

sarltada de que  ~ " 0  ~Sfi3 f e ~ ~ L ~ ~ ~ ~ , ~ .  Besta fal.yca, ac; ndr; a p~-- 

q:~isar os a & ~ t ~ - ;  peL0 eSafJema est.aBeler_ida+ 0 p-h-- 

~2 ma & sempre 0 d.?, ",i mo n& i~erado a i  nba a5.ii-r to.  
5 

7q as:&e esquema estahei e--=, 3 %  + urfi mecani dt, j E?&-- 

m i c u  de i - w m ~ t ~  ET r e t . m r r ~ >  sâ 3bre os ramã da B r v c r e  e x i  c u j c a s  

-&s as z;c_.llu,&e.cli parciaf-. p & x  &: u m  ~ ~ , l u q - ~ ~  par-- 

ci 3.1 evi ta per cor T e r  e x a u ç t i  ramente a Arvesr- e pc~r  el a ger- a-- 

,-! +. .&A. 

Ao se pr-or_%l.~zi P urna. sol IJC$~S~, p a r c i  al d e L e r  mi na-se seu 

r n e . l k o r  r r  Ca.si:~ e s k e  p--c~duza. r coLa I ; C J $ T ~  a 

f unc50 &~j~_tivl;,i  cnrer-~csr-> $0 q L r e  a . ísoln~&-~ &,irna CcrrL-- 

r e n t e ,  a s0.I u~%l_t parci a l  era qo,mst.d.~^z & ptr_?dada, .,j á que base-. 

ado na def in iq5es  2 V .  7 ,  rG.0 h&. r r r e e e s s i  dade de .testar- ULI- 

31ir01 ç ~ c ~ q l r .  de W i  f - i c a ~ a c 5 ~  esLes ilplicjL,al-flentd,e enrj-- 

iner adas. ca.sc2 cc-n.L- &r i 0, sii_ t , u a ~ ' j e ~  ~ " ~ 2  poãsi : 

r . -  9 c~qjle?:~eil-&a & - i &  &-1tglir &-je ã ~ & s L i L r - t . i f  a 

-,os uc &L, i Y Y : ~  -8- .- , i er3t . .e  & sc :31~~~"a  pgrF:b;Fi. &e\/-g? p ~ > -  

dada, f i t~&;::ç ~ 2 %  0 ~ i j l . 0 ~  c ~ r n p l  e m e n t a s  i m p b  i -. 

czi t , a m e n L e  eanrner adcrrs ; 
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ria para Obtenção da Melhor Comple 

Associado a uma so1uç;ão p a r c i a l  

denotado por (PH;), envol vendo somente 

da  forma: 

W está um problema, 

as v a r i á v e i s  l i v r e s ,  

onde J e W s imbo l i za  que x B uma v a r i  ável  f i x a  e j 
j 

x Q l i v r e .  
j 

O con jun to  do pontos  definidos p e l a s  r e s t r i ~ õ o s  de 

notado par S . videnlemente,  S 4 um c o n j u n t o  
v W 

f i n i t u ,  d e  c a r d i n a l i d a d e  nEia s ~ ~ p e r i o r  a 2"-nW , onde nw & n 

número d e  e lementos  d e  W. 

O melhor complementa d e  W e ,  e m  acordo com a d e f i n i ~ ã o  

IW.7, a s a l u ~ ã a  btima d a  problema hiperbci l ico i r r e s t r i t a ,  

CBHI+), a s soc i ado  a W. 
W 

Observe que,  con t r a r i amen te  ao caso l i n e a r  Cvids BALAS 

€19653 e G QFFRI ON C 1  96373, d e n t r e  s u t r a s 3 ,  e m  que a d e t e r -  

mina750 do  melhor complemenLo d e  W 4 t r i v i a l  (bas t a  tomar,  

no caso d e  problemas d e  maximiza~ão ,  x. = O se c. < O e 
J J 

c > Q o  onde c 6 o coe f i c i enLe  d e  x na f u n ~ ã o  
j j j 

ob je t ivo ) ,  pa ra  a obtenqão do e camplemenLo no problema 

(PH:), ex ige - se  a r e so lução  d e  HI+). ã ç t o  puod ser f e i k o ,  
M 

natur  a1 mente, por um dos  a1 g a r i  Lmoa d e s c r i  LOS na s e c ã o  

rdade ,  o a1 g o r i  &mo m a i  s i ndi cada pa ra  ta l  , a não 

cons iderada  n e s t e  e s tudo ,  c5 o desenvolvido e m  ARAGÃO 

8, p. 131 -E353 , espec i  a1 par a pr ocedi  menLos d e  pesqui sa  

a r  kor e s c e n t  . Q a lgo r i tmo  propos to  r e s t a b e l e c e  o 0+,ímo 

quando esLe rnadificãda p e l a  f i x a ç z o  de v a r i  Aveis. 



. 3 3  Crit4rios de Boda de uma Solução 

Esta s e q b  resume os c r i  t e r i  oca, d i  s ç u t i  dos anteri or - 
mente, para os quais uma soluçkio parcial deve ser podada, 

quai s sejam: 

i O melhor complemento de W produz uma cota da função 

o b j e t i v ~  Iracionéiria pior <menor3 do que rs. da soluç2k1 

ó t i  ma cor rente; 

C i i 3  O melhor complemento de W produz uma cota sobre a fun- 

~ & o  objetivo melhor Cmaior3 do que a da soluç5o ótima 

corrente e Q vikvel ; 

iiii3 nHo existem varidveis l ivres ;  

C i v3 náo exi s t e  nenhum e o m p l  e m e n l o  vi Avel . 
Quando o caço Civ3 ocorre, diz-se que existe  uma res- 

t r iç&u binária inviável. Para detectá-la o seguinte t e s t e  B 

aplicado: 

1 NVT ABI L I  BAQ 

& binári a i nvi ável s e  e somente se: 

Yr ova: 

Para 

e. = a 
J i j 

b&m o B o 

€ i 3  

Ser a 

xj E 4011). 

simplificaq50 da na t a~ão ,  sejam: L = {j : j s W 

a..x.. Como W c B4 e B f i n i t o ,  tam- 

conjunto L. 

mostrado, pur i ndu~ão f i nB La , que, j E L Lal que 

fa to ,  min (O, a%) 5 a x  para x c (0,t). Supondo 
1 1 1 

vdlida para j = l ,2,  . . . ,  n: 
n n 

a x  
j= 1 j j 

CIV. 23 

deve ser mostrado que es ta  relaç5o LamlsBm se verif ica para 







- 
PASSO O : Faça: v  c -M , onde M Q u m  número real posi-  

t ivo  arbilrariamenbe grande; 

V& para o  PASSO 4 ; 

PASSO 2 : Ca2 Se não existem variáveis l i v r e s  

enLZo V 6  para o  PASSO 4;  

Cb3 Se ex i s t e  uma rorãtriq2io b inár ia  i n v i á v d  

então V á  para o  PASSO 4 ;  

B A S O  3 : AumenLe W a di r  e i l a  por 2 j para uma var i ável 

l i v r e  x , de acordo com a  secpão I V . 4 . 4 ,  e 
j 

retor ne ao PASSO 1 ; 

PASSO 4 : Local i ze  o  elemenko mais a d i r e i t a  de W ainda 

não sublinhado. nSo existe  nenhum,  termi- 

ne. Casa contrár io ,  traque-o pela seu comple- 

mento l agi co s u  bl i nkada, abandone Lodos os 

~lemontos à sua direi  t a  e  retarne ao P A S S O  1 ; 

Tal coma diãcutidn na eapi t u l n  111 uma solução vizivel 

in ic ia l  para o  conjunka E2 pede sei- obtida resolvendo-se, 

por exemplo, como %estado na tralaalha de  I TRAN C 19991 , 
t t m i n  Cdo + d x2 ou max C c  i- c x3. sLa for ma, conheci da 

O 
n EQ 

essa snlução viav pode ser inicializada, no passo 0, 

ndo n  valor da fun-ãa abjetiva frãcianária re la l ivà  

a  essa solucpão, fornecendo, assim, u m  l imito inferior do 

valor Ótima de (PH'). Neste caso, pode-s , Larnbérn, in ic ia-  

l i za r  W, ao invr-í's do conjunto vazio, pelas elementos não 



subl i nhadoc; assaci adas à :-ef e1-.~ d a  sal. uc$m O*I, ent25.0 + a u m a  

ye-- t f i u t a ~ H u  besk es . 
u -  p i a  r;i?ía dadá suii_rz;5i,;.l-, parcial. W, exica%e uma 

vo-ri.&wel Livre q~34 este ja  reztLr.i.t&. a "ornar. uiri certo vala- 

binkrio ent2%oz ao inv&i de aumentar '# pcx w n  i n d i c e  que re- 

duz sua i nvi a b i  1 i dade d e ~ ~ - - s e  ;iurnen+.A.--la a. p e l  c3 i ndi çe s:~b-- 

1 i r-lhado &=~guel  a var.6 &-\fel 3; i r,pi-e. isto. na tu r  a-: m e n t e .  s i  n i p l  i - 

Cicã 0 pr acesso enumerãtiva. j& que guia zoluç&s p a ~ c i - -  

+& * 
e W & aumentado &. d i r e i t a  par- --L c :  _3_ para a va.rLá-- 

I 
i 
r 1 ~ ~ 1  1 i e ~ ~ ~ ~ c J ~ & J  que %amar î , v&l ar O ou 1 , 
i 

1 r -especl i  v a m e n L a .  
i 



ex.i*a-t,e urna variávai x. r e s t r i t a  a toirar rxrm 
1 

cerko vaPar b i n & r i u  

ent5.0 ,$rJrfierl"ke A c2ireit.a. por A C - 3 %e 

a vari Avei I i vre eríc q~se s t50  Lcmtar rzj 

, . J d O r  ,..- 1 G C 3 ,  de acardo c o i n  o tede 

de Vi a b a  L 3 dade Bi nár  i â Condi ci onal . 
e retoraa au PASSO 1 ; 



I l di?3.de. 
w- -?ara a. e.-mva. ~ r i l i u ~ 5 0  par c b a i  gerada, W' - (-3, Len-se: 

-- 
v[ CPEII+L]] - 1,8 i v com r.- 1 - {:,L,O,iC)] viável para 

T d  

0 c o i l ~ u f i ~ ~ ~  de pesbricr3el  p -  f i  ~0 Lu--. '+LFC, i= k f i& i1 / t22  

,&--i - de testar OS sarus ata't.rcis cun~-plamr;ont l -S .  A s s i m ,  c - 

L k a m  e, pela ke~~- l . s t Ica .  estabelecida. nu P&SO 3*  cria-se um 

descer'ncienLe de W' pe la  aleic$io da varidvel l i v r e  jz: , f ixada 
Z 

na v a i a r  8. 
- 

par--& xr 43% - - V[ 'CJ 1 senda 
51 

s.í--a) - portanta;. puc*ada. - 4 cnrfiplel.ne13k,o- W" -;&a 

$2 rzár-i ;a. r n a l a c a  r n a s  o de v1 a.bi i i dade bi n&r i. a condi ci onall In- 





i-i 



D3is Vipos de f i1 trros %do apresenLados: um baseado em 

BALAS f 19tE"7 e o u t , r c a  em GEOFFRI 014 C ni9&GXldi. E s s e s  fi 3. L r c s z  , 
coma v i s t o ,  gerádas at..r-v& de soluc&es produzidas 

por var- i &vei â dr_iaL â 1% el aLi  vkts as r est r i C&ES de ar-~bpr obL emas 

do pr 0B1 erria -r.sapoi- to e sstl USO vi sa e a -  aquel  ai- 

r efer .L da9 .i nfallr- rnaq3e-s. na s w i ~ i  120 de f c x -  t i  :"i car a vi. abi - 

iidãde e permitir que t e ~ t e s  de gmda mais eI icaze- -~  sejam 
* ' r - e a l  i zados n a s  v&í.i as  auk ~ . I G & ~ s  garcl a1 S .  

PJa dj.scr;sssr~ se . ~ i g + ~ . ~ g + )  ~ ~ ~ ~ I y l j ~ - S ~  13 ~ B S ~ . F @  de 

i nvi abi L i. :da& bi n&.r i a j $ f of api i ca..d~ "01 UC&I pari- cá. a1 

cor-ri-r:te e que.  pzã:-t,a.nku, pelo m e t ~ s ~ ? s  ~ r n  corr~piemeni;o-o vi&vei 

e V i ou sejap o ~zcsnjur:Lo, S , d e  pontue: Qe".ir-iidoc, 
W 

; ~ e b  ai restri cries da p r - & l e m a  hi perbr5.I i c0 Q?!.) é nScs vazi u. 
<rl 

: ~ i e r t C p i ~  vi$vei- ;  de W que produzam trrn valor p x  a a furii;,^%o ch- 
- 

j e t i vo  melhor q u e  a akual ç o k a  v. 

Cornu b - Ax 2 O reprêsendam as :--e-%* ac&es originais do 

r -  b e ki per bc31 I co (PIS* em esLudo, erit5.o a rsstri~%o 

substituLa tem a I c w m a :  
- t 

+L?& - AX) -i- C i- C " X ]  - trgd 4- uxg > o C I V .  ~3 
Q ht 





.I. - resu l tada  nBr3 & al-kerado quando :c; - 0 aitil 1 e ~ubst,i.t,rtf - 
i 

do por O 5 x; 5 2 . o probi erna. l L ilear 0-1 i.ci rna e equi vaL en- 
i 

- -- 
"r. -- *JcI I -+ - d ,  -I- - w-4 i.,- o Q p p L  a . -i. 

i 1 
L - i ;e" -: 

Observe que o dual do problema a n t e r i u r  &: 



P 

DLG') & u m  problema linear que est& r 
v 

alrav&s doo r s u l  tados da proposi ~ ã o  9 I I .  9, c 

versão conlinua de 

Resulta da Teorema da Bt~alidade de Programação Linear 

que, s e  as  varidveis duais assaciadas a soluçãa &Ama de 

<E) são todas in te i ras  (zeros's e/ou um's), e las  formam 

uma s o l u ~ ã o  átima para a problema discreLa, 

o valar ótimr, de (E' ntzo, ao se 
v 

resolver a problema çantí nua , apenas um das t r e s  ca- 

sos a segui r pode ocor rer : 

caso <a11 v[ cE') 
W 

Neste caso exi -L=, com base na rel  a-ão I V. 6, 

!&ri ~ ã o  subãtikut.a bindri a i nvidvel . E s L e  

resultado indica que não existe  u m  vekar bindrio 

que sa t i s f  a ~ a  as restrições a r i  yinais dn problema 

e produza uma cota sobre a função objelivs fracia- 

a crr,rrenb. ParLanLa, a saluc$io 

parcial em questão deve ser podada. 

caso Cb3 v[ 1 > O e as vari8vois duais de <E') são 
W 

in te i ras  Czers'ç o/au umrs3. 

Tendo em vista  a praposi~ão I1 I .  $3, que re l  acia- 

Pfi:), conclui -se que sol ucp5es ó t i  mas 
P 

i nteiras  de <C~LG' sãa sub6kimas para 
W 

s i m ,  uma s s l u ~ S o  viavel mslhar para <P 

par W as  valores dessas varidvois duais, as 

quaá s devem substi Lui  r  a sa l  ução ót i  ma car r enle. 

, pelas ramães ex ostas,  nEa pade ser podada e u m  

nova pr abl ema , com u m  valor atualizãda para 
- 
v, deve ser resolvido e uma nova anális 



----+ 
caço Cc> V[ CLG ] > 0 e nem todas  as variBveiç dua i s  do 

-+ LG ) s Z o  i n t e i r a s .  
iJ 

N e s L e  caso ,  W não 6 podada, mas uma res.tric$iio 

s u b s t i t u t a ,  dada por: 

< p * ~  + ~ d '  - ct]x < 
O 

- VdJ 

está a d i s p o s i ~ ã o  para a rea l izaq%o de  testes de  

vi abi l i dade bi ndri  a condi c i  onal , como desc r i  t o  na 

s e ~ ã o  I V .  4 .5 .  Es ta  r e s l r i ~ % o  pode s e r  i n c l u í d a  no 

conjunto de  r e s l r i  ~ 6 e s  o r i g i n a i s ,  re la t ivamente  .& 

s o 1 ~ 1 ~ 5 o  p a r c i a l  e m  queskãcr, como mais uma condição 

para el iminar  do e s p a ~ ; ~  e S ~ ~ U Q Õ F C S  v i&ve i s  

aquelas  com c o t a  sobre  a funçso o b j e t i v o  i n f e r i o r  

à cor ren te .  Deve ser observado, e n t r e t a n t o ,  que, 

e m  decorrlíi.ncia da def i niç5o I V .  e conforme discu-  

t i d o  na s e ~ ã o  TV. 4 .6 ,  se um complemento de uma 

soluqSio p a r c i a l  B vié.ivel para  i. restric$io s u b s t i -  

t u t a ,  n%o necessariamente o 6 para o conjunto de 

r e s t r  i ç6es or i g i  na8 c;. Por t a n t o ,  faz-se  neceçsAri rs 

t e s t a r  nua v iábi  1 i dade f r e n t e  ao  conjunto o r i g i n a l  

de r e s l r  i ~ 6 s s  cio pr obl e m a .  

a o segu in te  problema f r a c i o n ã r i o  l i n e a r ,  versão 

cont ínua de  (PH* , re la t ivamente  a uma dada so lução  p a r c i a l  

W: 

t c + c x  
0 max 

onde p B o nGrnero de  va r i  a v e i s  I i v r e s .  

Util izando-se da LransformaqSto de  CHARMES e C O f P  

C18623: y - t x  e 6 = 1 , o segu in te  problema l i  - 
near equiva lente ,  associado W ,  B obtido:  



máx c t y + c t  
O 

s . a :  A y -  b t 1 0  

dtY + do% = 1 

y - e L C 0  

y , t 2 : O  

onde e = {'i , i, . . . , I e c u j o  dua l  d: 

-btu + d ri: - ,o L c 
O O O 

u 2 O,  u i r r e s t r i t o ,  p 2 O 
O 

Tal como e m  BALAS CiW375 s e j a ,  r e1a l iva rnen te  a W ,  o 

s e g u i n t e  problema f i 1 t r o :  

onde u é um peço não nega t i vo .  

P a r a  se de t e rmina r  uma r e s t r i ~ % o  s u b s t i t u t a  m a i s  f o r t e  

uma d s f  i n i  qSo, si m i  l ar a de BALAS C 1 9 6 7 3  , B ado tada :  

'LV. 10: Relakivamei-iLe a uma s o l u ~ C i o  p a r c i a l  W ,  a 

restriqSo s u b s L i t u t a  u Ax 5 u> B m a i s  
1 

f o r t e  que  uma auLra restri ç%o s u b s t i t u t a ,  

rr A x  5 uZb se: 
2 

uzAx I u,h, x 5 'i]. 

n t z o ,  o problema d e  de l e rmina r  a r e ç t r i g ã o  s u b s k i t u -  

t a  m a i s  f o r t e ,  no s e n t i d o  de ALAS C 'i 8675 , B o de m i  n i  m i  - 
z a r ,  s o b r e  t o d o s  os u 2 O ,  a expres&a: 



t 
do + d x) s.a:  uAx 5 ub,  x 5 1 ,  j W a 

x 20 j 

FU' x = X .  p a r a  j E W) 
j J 

o u ,  a p l i c a n d o  a l r a n ã f o r m a ~ S o  d e  CHAKNES e COOP 

t min m&x c y + cot 
u20 

=.a: uAy - ubt "c O 

d t Y  + d o t  = 1 

y -  e t I O  

P a r a  um melhor en tend imento  d a  d i s c u s s ã o  que  se se- 
- 

gue, os problemas CDLPPI*) e CLPH ) ser ãn postos num 
f 

f o rma to  m a i s  adequado p a r a  tal : 

mbn u 
O 

rn 

u.  2 O ; i = 1,2,. . .  , m  
L 

p . 2 0  ; j W ; u i r r e s l r i t o  
J O 



min m á x  c j x j ) t  
u l o  j E%? 

S.  a: u i a i  j ~ j )  + 
a. . X  - b.>L 5 O 

i L J  j i = % J G W 

% 4 * *  -+ 
Seja Cu , u o , p  uma s o l u ç ã o  bkima d e  CBLBH 

W 

r  essal Lado e m  GRANOT e GRANOT C 18'i%I, empregando uma L@cni - 
ca semelhan te  a q u e l a  usada por BALAS CiQB73, pode ser 

slr * 
mostrada  que  Cu , uo também r e s o l v e  (mf). P o r t a n t o ,  d e  

forma a o b l e r  uma r e s l r i - a o  s u b s t i t u t a ,  no  s n l i  d a  de f  i n i  d o  

pa r  BALAS C 19â72, f a z - s e  nece s sá r  i a resol ver  o prebb e m a  l i - 
-+ . As v a r i á v e i s  d u a i s  d e  LPH ), a s a b e r :  

w 

si30 a q u e l e s  m u l t i p l i c a d o r e s  o s  q u a i s  produzem a 

r e s k r i q ã o  s u b s t i l u t a  m a i s  farte: 

- I ?44 
Seja v a v a l o r  á t i m o  c o r r e n k e  d e  CPH'), fy  , L  

-' 
~ ã o  6 l i m a  d e  LPW ) e v[ ~m" 1 s e u  v a l o r  &imo. En tão ,  n a  

W W 

determi  n a ~ ã o  d a  reslri qão  s u b s t i  Lu t a  m a i s  f n r t e ,  no  s e n t i  d a  

d e  BALAS C 198?l, apenas  um dos  t r&s c a s o s  polãsi v e i  s pode 

oceSr rer : 
- 

c a s o  € Z I :  v[ CFR*>] 5 v. 
w 

N e s t e  caço a saluq.ão p a r c i a l  e m  q u e s t ã o  deve 

ser podada,  uma vez que  nenhum d e  s e u s  complemen- 

L a s  produz uma sol uçãa  m e l  hor que  a c o r r e n t e ;  

- 
caso c G ~  : V[ (mz)] > v e, 

O complemento d e  W ,  d e f i n i d a  por 

W é, obviamente,  o melhor camplemento v i á v e l  

d e  W. Logo, deve-se s u b s t i t u i r  v por v[ (m:) 
a s o l  u ~ ã o  & L i m a  c o r r e n t e  p e l a  camplemenko á t i  mo 

de  W ,  devendo ser esta so lu - ão  p a r c i a l  podada; 



- 
casa C - :  v[ fLTmFi.">] > v e VI t a l  que ;/t 

w J 
(0,13-. 

Neste casa, a  s a l u ~ ã o  parcial corrente não pa- 

de ser podada; contuda, uma restriqãa subst i luta ,  

dada por: 

eçLd 21 disposição para a realizaçSa de testes de 

l?.i nár i a condi ci  onal , como ci  kada na. 

seç;%o I V .  4 . 5 ,  o pode ser incluída no conjunto de 

r e s t r i ~ ã a ç  originais da problema. 

t iva  com F I I L r o  

Apresenta-se, a  segui r ,  o a1 gori t m u  do enrrmer aqão i m- 

pl i ci  t a  que  u t i  1  iza-se de reã.Lri&~?s substi Lutas, da f arma 

nvolvida na se?.ção -V. 4. S, com O ohjetivo de fo r t i f i ca r  

a viabilidade e as t es tes  de poda realizados nas v i r i as  sa- 

lugães parciais. 

PASSO O : Seja um l i m i t e  in fe r ia r  conhecida do valor 

Ókimo de ( C P H ~ )  e W uma salu.=ão parc ia l  s e m  

e1 ementas subl i nhadoâ . 

PASSO 1 : Reâol va CPWI +) 
w 

PHI:)] 5 

entSo vá para o PASSO 6 

PASSO 2 : €a3 Se não existem varidveio l i v r  eo então v5 

para a  PASSO 6 ;  

C f a i  Se ex i s t e  uma r e s t r i ~ ã o  bindr ia  i n v i á v d  

enk2isi v& para a  PASSO 53; 



Cc3 Se u m a  v a r i á v e l  , l i v r e  x .  está r e s t r i t a  a 
J 

t o m a r  um certo v a l o r  b i n á r i o ,  e n t ã o  aume- 

t e  W à d i r e i t a  por i -i] p a r a  a v a r i á v e l  

l i v r e  e m  q u e s t ã o  que  deve t o m a r  o  v a l o r  I 

e r e t o r n e  a o  PAS'-O 1 ; 

PASSO 3 : C a> se CPH+ não i n c l u i  uma so lugão  v i á v e l  m e  
w 

1 hor que  a c o r r e n l e  vá p a r a  o PASSO 6; 

C b3 (YH+) t e m  uma s o l u ç ã o  ákirna som um v3 
W - 

lar  m a i o r  que  7 e n l ã a  s u b s t i t u a  v por 

a q u e l e  va l  ar &ti m o ,  armazene essa sol u ~ ã o  

c o m o  a so luqão  O t i m a  c o r r e n t e  e v& p a r a  o 

PASSO R; 

Cc3 Apl ique o i t e m  C c D  do  PASSO 2; 

PASSO 4 : Adicione uma restric$b s u b s t i l u t a  a OU 

apague uma a u  nâa  f a ~ a  nada;  

PASSO 5 : Aumente W d i r e i  t a  par  9 j p a r a  uma' v a r i  Ave1 

l i v r e  x , d e  acordo  c o m  a s- c$?io I V . 4 . 4 ,  e 
j 

r e l a r n a  ao PASSO 1 ; 

PASSO 6 : L o c a l i z e  o e lemento  m a i s  a d i r e i t a  d e  W a i n d a  

não sub l  i nhãdo. não e x i  sts nenhum, . L e r m i  - 
ne.  C a s a  c o n t r á r i o ,  t roque-a  p e l o  s e u  comple- 

n t o  LOgico sub l inhada ,  abandone Lodos as 

e lementos  a s u a  d i r e i t a  e r e t a r n e  aa PASSO 1; 

O s  c a s o s  d e s c r i t o s  no PASSO 3 podem acorrer d u r a n l e  a 

determi  naqão do uma rerã.triqSo s u b s t i  l u t a  m a i s  f o r t e ,  camo 

exp lanada  na s e ~ ã o  IV. 4.6.  h v e  ser observado que, no ca- 

e o f i l t r o  a n a l i s a d o  f o r  a q u e l e  na  s 

GEOFFRL CJN C I SBg3 , e n t z o ,  como d i  s c u t i  d a  a n t e r  i ar 

novo pr  obl  e m a  , c o m  um va lo r  a t u a l i z a d o  p a r a  G ,  deve 

ser r e s o l v i d o ,  p a r a  c e r l i f i c a r  se r ea lmen te  $ p o s d v s l  ou 

não podar a s o l  uqzZo p â r c i  a1 c o r r e n t e .  

Mão e s t a n d o  uma sol u-Zo v i  dvel  i n i  ci al d i  spon í  ve l  , 
a-se o a l g o r i t m o ,  no p a s s a  0, com W = M e = -M, 

ando M > O O um ndmero real a r b i t r a r i a m e n l e  grande.  N e s l e  

casa, o PASSO 3 e o PASSO 4 s1 são a t i v a d o s  a p a r t i r  d a  mo- 















V, 3 3  l u n c l  us8es 

n.  -e1 ~2s  r ~ 3 s u l  t a & a l a . ~  1,'. 1 ,E 2, rjb~e.r-~a--e: 

2 2  ~ . ~ . ~ o d y ~ ç ~ ~  f i .', yeduz, ~ ~ r p ~ o  e!--" se ~+soerar,  0 

r:rJmfvr.s ~ ,&s  a pesquisar .  Esta. redur,&~;1 se  orna mais 
.-- - a .  -;Erlsc;i-?,,el & rfi&i& que a ztlmero de ~ãria- je1.-  d-, p-obie^.ma 

aur~ent~a, e & exatartente par a estas i n s  t2inçl as que aeen- 

~ ~ 3 ~ r ~ . ~ . u & -  se se -oylka aije a lsr ímel.-a de  T . ~ S L ~ ~ Ç S ~ S  

e y l ~ j a j .  r;i do r i a  &ter rfii naç:Ská da. res l r  i -80 subs t  i Luka rníai s 
-""--* 

f ~ r L e  em AEG C$rob;.l em3.2  (L'') o u  ("..LG '9) & i nf'.@r.iar arx, 
--..*- td 

m-. 

w = 

Prablemas  & P H + ~  c:;= {DLPHr)$ e, c t a r ~ s e , . q u e r ~ t e r n e r ~ - -  
L/- \,F' 

t,e o 53s pr ~ $ 1  eyilas 1 i T ~ ~ & I P  e- - a --zr2l yfir e ín  AEG âr_-qa~-.e 

da rrienor g o r L e ;  



Pel. o seq~m-m fpLlmero de nther-o de pr obl emas cansa der a-- 

+ nsíj  _= pc+pfrtr ?,e r a a i  0 - e ~ ~  çanf]. I J ~ I ~ ~ - - s .  [ : o i - iL r~d~  * 3% r e s u l - -  

t,&as arit:p_t-j. ar e-,  ai ~ d a  q u e  es-ç.a--t.sl, f azerii crer qi.ra, e m  

geral , dei~tr-e  os ai gor i t;t.ius aaal i ãadus , FP- c& super-i  ar a. 

Lodos 0% dernai - avarits2.j ando-- qrxmda a núrner a de var i 2- 

\.,-eis cresce e quel pc~f-Lan'L1;~, a l g a 1 - j k . : f i ~ ~  $:de~.t,ã ~la.o;l~>;e deverri 

se- ; y i e l  ilt.>r 31 n\ie.;t.f gaBdç_r=. A i  Qm r _ i ~  m a i  s , i n.Lr ac-juzi t l &  f i. l L r o ~  

rzes. resssi uqSrra de cada. um d o s  pr obi emas l i ,mar- e s  auxi 1 i ar-~ss. 

de tJAULA -TR i: 1 a7733 , âna p r f  armance pode ser hcrada. 
. ~~1 e a p~zna Y- . e V a a d L  +W-P ,Lar que rr;lz uçso  fíia probl e f n a  i i neaf- 

~ n l - ~ i i _ . i n ~ ~  q 7 ~ e  pradl~rp.if& 0 f i l t r a  ;ytc~<- C i f i 1 k r - a  t n a  s ç~r t -  

L f da de "E";FFRI 0s 2 989:) 3 urr,a 1 viáve-? i n i c i a l .  C a  

or-igeml =="c& sempre r i i ~ p ~ > ~ á . \ ~ e L  a que & uma. varAagem adi- 

,,-. - .-i unaL , pais d ispensa  a a p l i ~ a ç " ~  da ?,- f'ast2 do SII@LEX. 

Ol2zer-ye q u e  o rcLesmrj nza atzerra r r ~ r r ,  OS gur it,ma-s AEG e AEB. 

Fi riaimen?,eL &: i mportari-Jce ~nencibànar que &C, AEG e AEB 

p o d e m  ~ 0 . f  l-ar mel hor ás -,-ezc~u"sando--se ksuri tas al t e r -  - 
r:at.i_ vas, e rnai s ca.zes I de i ~TC'*" ~ , ~ e n . t a  3' d a  901 U G ~ C ~  p w c i  a1 , 
3 A&. qTJe 1 a-..P a3u - & um p ~ n t a  cs.r~cíai no dssempenkts_l desses a l g c ~ - -  

r j. $mo-. &$smaj. â , c J e ~ g - - % e  ,i =\/.ar e , - ~ i i  cgirzj. aç.3.r1, q t a a . 1  o pr cx-- 
.--- f -A-m. ---. 

i o l ~ ~ . m a  line-1- {zi.G 0 ~ 1  LG' em AEG e BLpj-j' o : ~  rPHC ,$E@) 
M W bf 'd 

* .., c ~ 7 ~ ~ \ * ~ ~ i i c + ~ i & , ~  pa1.a a p r o a ~ m ~ - ; ~ ~ ~  dci filt~.-,. eln  cada j m f d @ r - ~ -  

S". G a a  na qua l  informaçau f 0 -  regueri&.. 



If-:EIA;;INES, A. e CWJPEK, W. V. "9 L- aqr- arauni r l y ,  wi L E-: L3. -- 

t1ea.r a i a FuncLi rstm.l--: '\ ~dc-tvci;l?- R s s e a r c A ~  Laog i s %. ic 

S ~ r . ~ ~ e r - 7 ~ ~ ,  Q, 181-188. 






















