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CAPf TULO I 

I ~ E O E U ~ Ã Q  

Foi no fim dos anos 30, quando C1 aude Shannon 

a p l i c o u  a á l g e b r a  d e  Boole a o  e s t u d o  d e  c i r c u i t o s  d e  

chaveamento com relés , que a t e o r i a  d a s  á l g e b r a s  booleanas 

encontrou s u a  primei ra ap l  icação p r á t i c a .  Sendo c i r c u i t o s  

d e  chaveamento, d e  um modo g e r a l ,  compostos por d i s p o s i t i v o s  

d e  d o i s  e s t a d o s  eles naturalmente  deveriam ser t r a t a d o s  por 

um f erramental  matedti c o  que manipulasse v a r i á v e i s  

b i  va l en te s .  Tal fe r ramenta l  encontrado f o i  a á l g e b r a  d e  

d o i s  elementos d e  Boole. 

É d e  fa to  uma i d g i a  n a t u r a l  usar  v a r i á v e i s  

b i  va l  e n t e s  .para  e s tuda r  s i s t emas  nos quai s a1 gumas 

componentes possuam apenas d o i s  e s t a d o s  possf ve i  s. Exemplos 

d e  t a i s  s i s t emas  abundam no mundo real e f o i  George B. 

Dantzig que e m  1957 p e l a  pr imei ra  vez chamou a a t ençâo  para 

a i mpor t â n c i  a, var i edade e pr of undi dade dos pr obl e m a s  d e  

P2squi sa @=r aci onal c n i c l  vendo estes si stemas . Desde e n t ã o  

um enorme n6mero d e  t r a b a l h o s  t E m  s i d o  publ icados a r e s p e i t o  

d e r t e  a s sun to ,  t r a t a n d o  desde s e u s  a spec tos  matedticas m a i s  

a b s t r a t o s  a t 4  s u a s  ap l i cações .  Em par ti cu l  ar , mui t a  
n . . 

pezquisa  passou a ser' dedicada à obtenção de  t & c n i c a s  que 

per m i  iam r e s o l  ver estes problemas d e  maneira econQmi ca. 

Seguindo esta l i n h a ,  n e s t e  t r a b a l h o  estudamos o 

uso da e s t r a t é g i  a de  Decomposição Lagrangeana na r e s o l  ução 

d2 P r o g r a m s  Pseudo-Booleanos nSo-l ineares  com restrições 

l i n e a r e s ,  e o aplicamos a o  problema da  mochila quadrá t i ca .  



A organização  d e s t e  t r a b a l h o  6 a s e g u i n t e .  N o  

c = p i t u l c  II f ei t a  u m  revisão d a s  i d é i a s  mais impor tan tes  

a r e s p e i  t o  dos  pr  ob l  e m a s  d e  o t  i mi zação  Pseudo-Bool eana 

- 22s-l i near , e s ã u  ar;rcsentadas a1 A- -um= ap l i cações .  

N o  c a p i t u l o  111 é f e i t a  uma d i g r e s s ã o  a r e s p e i t o  

do uso d e  R e l  axação Lagr angeana e m  o t i  mi zação  

nãc-di f er enc i  *~el . 

Ma c a p i t u l o  IV é es tudada  a e s t r a t é g i a  d e  

Decomposição Lagrangeana pa ra  a r e so lução  d e  programas 

Pseudo-Eool eanos não-1 i near  es c o m  r estrções l i nea res  . 

N o  c a p i t u l o  V é t r a t a d o  o problema da  mochila 

quadrá t i  ca .  Apresentamos um a1 gor i t m o  enumer a t i  vo que 

u t i l i z a  a t g c n i c a  d e s c r i t a  no c a p i t u l o  I V  pa ra  a obtenção d e  

1 i m i  tes , e apresentamos r e s u l  t a d o s  computaci onai  S. N o  f i na1 

do cap l  t u 1  ti f o r  mul a m o s  concl  usões  e suges tões  par  a 

prosseguimento d e s t e  t r a b a l h o .  



N e s t e  c ap i  t u 1  o d e f i n i  mos Programa 

Pseudo-Bool eano e obtemos a1 guns r e s u l t a d o s  bAsi c o s  que 

ser%o z t i l i z u d o s  no decor re r  d e s t e  t r s b a l h o .  I s t o  & fe i to  

na pr imei ra  seçâlo. N a  segunda seção fazemos uma breve  

r e v i s ã o  de  a lguns  métodos e x i s t e n t e s  na l i t e r a t u r a ,  e na 

tercei ra seção  apresentamos a1 gumas ap l  i caç8eã. 

11-12 klgebra de B o o l e  

N e s t a  s eção  introduzimos o s  conce i tos  d e  

dl gebr a Bool eana,  f unção Bqol eana e função Pseudo-Bool eana.  

Apresentamos a1 guns t e o r  e m a s  r e f e r e n t e s  à r ep resen tação  d e  

funções Bool eanas  e Pseudo-Bool eanas  , e d e f i n i  mos programa 

Pseudo-Bool eano. 

DgfiniçZo 11.1 Definimos uma Algebra d e  Boole como um 

conjunto  E com p e l o  menos d o i s  elementos d i s t i n t o s  CY e CY 
O i ' 

que admi te t r  4 s  operações.  chamadas negação, d i  s j unção e 

conjunqão, denotadas por i, a U b e a n b respect ivamente ,  

tal que V a, b,  c E E temos 



a nCb U c l  = Ca n.bl uCb n c l  

EXEWLC) 11. I O conjunto 5 = C0.13 com a s  operações 

- 
a = l  - a  CII. 13  

a U b = a + b - a - b  CII. 23 

u n b = a . b  C I I .  33 

a. b E 5. e com o = 0, 4 = 1 B uma ilgebra de Boole. 
O 

Q~~ERYAÇÃO 11. 1 Daqui par a di ante r e s t r  i gi r -nos -emos à 

Algebra booleana de dois elementos definida no exemplo 

anterior . w 

DIFIPIIÇÃO 11.2 Sejam [B" o produto cartesiano de [B por si 

m e z m  n vezes. Chamamos de funçso booleana a toda aplicação 

Em uutras pulavras, uma f u n ~ ã o  bool eana é uma 

função com valores e argumentos e m  5. E s t e  conceito é 
- ,  

i1 ustrado no exemplo á seguir. 

EXEMF'LO 11.2 A função f definida pela tabela abaixo 



N o t e  que a função d e f i n i d a  no exemplo acima 

pods ta~b6rn ser  expressa pcr uma combinação de  negações,  

d i  s j unç8es e con j unç8es de  s eus  argumentos. De f a t o ,  
.. 

podemos escrever 



E s t e  r ,esultado não é v á l i d o  apenas pa ra  

=l~umac; funqões mas trata-me d e  um r e s u l t a d o  g e r a l ,  conforme ~ 

demonstrar emos a segui  r .  Antes por&m enunciaremos a 

def i r . i ~ Y s  ubs ixc ,  apresentada  em HAMMER e RUDEANU C1968, p. 

83 , d e  uma expressão bool eana. 

DEFINI ÇÃO I I. 3 

13 O e 1 s ã o  expressões  booleanas;  

23 A s  variAvei X i ,  . - . , x n ,  xi E 5 V i E I , . .  3 são 

expr c s sões  bool eanas  ; 

33 Se E. e E- s ã o  expressões  booleanas,  e n t ã o  E EI u Ez * L. 1' 

e Ein EZ tamb6m o são.  I 

ksi m, por exemplo, quai squer  combi nações d e  

negações, d i  s junçSjes e conjunções dos argumentos d e  uma 

f unçzo s ã o  tamb6m expressões  bool eanas.  

C?E_W!iq_ 11.2 Adotaremos daqui pa ra  d i a n t e  a notação 
- p = v  - 9  x i = x  C I I .  53 

para  a operação de negação, apresentada  e m  HAMMER e RUDEANU 

C1Q68, p. 73. 

TEOREMA 11.1 Toda função booleana pode ser e s c r i t a  como 
.. , 

uma expressão bool eana.  

DEMONSTRAÇÃO :Oja A = € C a i  , . . .  3 E [B" / fCai . . . . ,  a,) = 
* an 

13. S e j a m  a inda  
Xi'. - - 'Xn 

o s  argumentos de  f:5" -4 [B e 

CU conmideremom o conjunto  d e  expressões  r = Cxt n . . . fi x / 

fn, ' E 2 .  Comc2 
--i'' ' - * "  n a 



C I I .  6 3  

1 O,  caso contrbrio 

vem que as  expressões em r são todas iguais a O para 

qualquer ponto Cx ,, . . . ,xn) que não pertença a A. Por outro 

lado, para todo ponto CX~, .  . . ,xn3 pertencente a A exis te  uma 

exr;rcssYo em r c u j ~  valor 4 1 - Uma vez que 1 U O = 1 e 

O U . . . U O = O, f serã igual B expressão formada pela 

disjunção de todos os elementos de c. Denotando t a l  

di s j unçSc por U C xCU n . . . t-3 xaZ) podemos escrever 
Ui.. .an 

CII. 7 3  

o que demonstra o teorema acima. rn 

!mSEEYAcm I I. 2 Podemos associar a uma mesma função 

di versas expressões d i  f erentes . Por exemplo, além da 

expressão CII. 43 podemos associar à função definida no 

exemplo C I I .  22 a expressão 

n cx u y'u z u W3 

OBSERVAÇÃO 11.3 Com as  operações de negação, 

n 

n 

n 

n 

CII. 8 3  

disjunção e 



Estendereqos agora  o c o n c e i t o  d e  função  

bccl  gana pa ra  f unçães c o m  argumentos e m  iB e va i  ores no corpo  

dos  r e a i s .  V i s t o  que t o d a  função booleana pode ser 

enquzdrzda n e s t a  classe, n6s a s  chamaremos d e  Funções 

pseudo-Bool eanas.  

E 11.4 Phamamos d e  Função Pseudo-Booleana a t o d a  

ap i  i cat;ão f : 5" + [R. 

c c m e  no casa d e  funções  booleanas ,  tamb&m as 

funções pseudo-bool eanas  podem ser expres sas  C d e  manei r a 

uni vaca3 c o m o  p o l i  nomi o d e  s e u s  argumentos. E s t e  i mpor t a n t e  

r e s u l t a d o  é e s t a b e l e c i d o  no teorema a s e g u i r ,  devido a Toma 

Gaspar . 

TEOREMA 11.2 CT. GASPAR.3 Toda função  pseudo-bool eana 

f: 5" - ü? pode ser escrita d e  maneira univoca Capós as 

devi d a s  si mpl i f i cações3 c o m o  
P 

. A 
De posse  dos  c o n c e i t o s  acima podemos agora  

def i n i  r Programa Pseudo-Bool eano. 

DEFINIÇÃo 11.5 Chamamos d e  Programa Pseudo-Bool eano C PPBD 

2 todo problema 





Hesta seção  fazemos uma breve r e v i s ã o  d a s  

p r i n c i p a i s  t é c n i c a s  e x i s t e n t e s  na li t e r a t u r a  para  resolução  

de  programas pseudo-bool eanos não-1 i neares .  

Segundo HANSEN C19793 e HANSEN, JAUMARD e 

M^?u!X C!.9SS> estss t & c n i c s s  pcdcni ser colscsdas  e m  q u a t r o  

grupos : 

i ReduçZío a ou t ros  problemas 

C i i 3 M6todos sl gébri  cos  

C i i i 3 M&todos enumerati vos 

v Métodos de  c o r t e .  

No primeiro caso  t en ta - se  reformular o 

problema, tornando-o e m  o u t r o  m a i s  s imples ,  ou para  o qual 

já exi rtm m6todos de r e s o l  u ~ ã o  conheci dos e e f i c i e n t e s .  

Mos demais casos,  t en ta - se  obter  as so luções  a p a r t i r  da 

f a r  mul ação or i g i  na1 do pr obl e m a .  

I I. 2.1 3 REDUÇÃO A OUTROS PROBLEMAS 

N e m  sempre é conveniente r e so lve r  um programa 

pseudo-booleano na forma e m  que ele se apresenta .  Por i s s o  

h vezes,  a n t e s  de  r e so lve r  um c e r t o  CPPB3 d i n t e r e s s a n t e  

modificá-lo e m  o u t r a  forma e reso lve r  o novo problema 

Conf a r m e  v i s t o  na observação C 1  I .  43 da seção  



a n t e r i  or , todo programa pseudo-bool eano não-1 i near pode ser 

e s c r i t o  como um programa polinomial nas  m e s m a s  v a r i á v e i s  

b iva len tes  e com o mesmo número de  restrições. 

C1o?23 e H W R  e RmNBERG C19723 

observaram que todo CPPB3 é equ iva len te  a um problema da 
P 

mochi 1 a pol i nomi a1 nas m e s m a s  v a r i  áve i  x bi  val  en tes .  D e  

f a t o ,  seja 5 uma função booleana dada por 

O, se x é um ponto viável  

5c2 = 

1, caso  c o n t r á r i o  

C I I .  103. 

Conforme v i s t o  na observação C I I .  33 da seção  a n t e r i o r ,  

pode ser e s c r i t a  como um polinomio e m  s e u s  argumentos, e o 

CPPB3 e m  questão poderá ser e s c r i  t o  como 
P 

minimizar fCx3 

C 6bvio e n t r e t a n t o ,  que o t r a b a l h o  necessá r io  para Se ob te r  

@ poderá não ser compenxador. 

Também todo programa pseudo-bool @ano 

pol i nomi a1 com coef i c i é n t e s  r a c i  onai s pode ser e s c r i t o  como 

um ?r ogr arnu. pseudo-bool eano pol i nomi a1 s e m  v i  ncul os .  HAMMER 

ROSENBERG e RUDEBNU C1I63b3 e HANSEN C 19793 mostraram que 

todo vinculo de  igualdade hiCd = O. i = i,.. . f pode ser 

rerrio~idc: 3 rncda 1 agrangeana. De f a t o ,  relaxando o problema 

em t a i  x vi  ncul o s  e adicionando à f unção-ob jeti vo o termo d e  



penal i dade 

.. r P m 
r d x  C0,ck3 - I m f n  C0,ck3 + 13 I' ~ h . ~ x 3 3 '  

k - i  k =i i = i  L 

cbttmos um pr obl  e m  equi  va i  e n t e  ao primei r o. Para  os 

v íncu los  e m  que h i C &  2 O x E IB" ri30 há necess idade  d e  

se elevar k . C 9  =C qgzdrzdo. 
L 

Psr o u t r o  l a d o ,  v i  ncu los  d e  des igua ldade  

envolvendo p o l i  nBmi o s  c o m  c o e f i c i e n t e s  i n t e i r o s  podem também 

ser transformados e m  v incu los  d e  igua ldade  às c u s t a s  da 

in t rodução  d e  novas v a r i á v e i s .  Para  isso, seja o v i n c u l o  

Tomando 

C I I . 1 1 3  pode ser escrito como 

pseudo-bool cano p o l i  nomi a1 c o m  c o e f i c i e n t e s  raci onãi  S. O <. 
nova problema e n t r e t a r i t o  pode ter um número muito maior de 

termos e v a r i á v e i s  que o pr imeiro.  

ROSENBERG C19753 mostrou que todo  programa 

Como um programa pseudo-bool eano q u a d r á t i  c o  s e m  v i  ncu los .  



necessárias a r e g r a  s e g u i n t e .  Em cada t e r m o  c o m  um produto  

d e  m a i s  d e  duas  v a r i á v e i  s. e sco lhe r  duas  v a r i á v e i s  xi e x j e 

s u b s t i t u i r  s e u  produto p e l a  v a r i á v e l  x Conde 1 Q o n+L+: 

nbmero d e  vezes  que esta r e g r a  f o i  an t e r io rmen te  ap l i cada> ,  

in t roduz indo  e m  segui  da  o termo c o r r e t i  vo 

onde f é o va lo r  da  f unç;são-objetivo e m  um ponto v i &  

qua lquer ,  o qual  g a r a n t e  que não haverá  soluçSo 6tima 

novo problema com x Z x . x  . 
n+L+ I j 

A i  é m  d i  sso, t o d a  função pseudo-bool eana  

quadrg t i ca  pode ser fe i ta  convexa. HAMMER e RUBIN C19703 

observaram que 

Tomando a grande o s u f i c i e n t e  pa ra  que os a u t o v a l o r e s  d a  

matriz CCc. .3 + a i 1  s e j a m  p o s i t i v o s  obtemos uma função 
L J 

convexa. 

RQYENBERG C19723 mostrou que toda  função  

mul ti 1 i near d e f i n i  da  no h i  per -cubo u n i t á r i o  possui  um ponto 

d e  minimo e m  p e l o  men& um d e  s e u s  v é r t i c e s .  

Acsi m sendo, todo  pr ogr a m  pseudo-boa1 eano  

não-1 i near pode e expres so  como um programa quadr á t i  c o  

cmVeXo def i n i  do no h i  per -cubo uni t á r i  o. E s t a  si mpl i f i cação 

pode e n t r e t a n t o  ser p r o i b i  ti vamente cara. 

A 1  n r  ~ n c  
lu y -a a& uutur  es tratara??? programas 



pse~do-booieanoS numa f oqma diferente de CPPB~ P . FLORIAN e 

g s I  LLA!!D C 1971 3 . MI CUELON e MACULM C 1988) , SM p~ C i 9753 

estudaram Programas Pseudo-Bool eanos H i  per b6l i =os, ou sej a 

problemas na f arma 

Pzra uma revisão destes problemas v SOUZA C19893 e 

refersncias a l i  citadas. 

Em certos casos par ti cul ar es podemos resolver 

u m  CPPB3 através de algoritmos para outros problemas. 

PICARD e RATLIFF C19753 mostraram que toda função 

pseudo-bool eana quadr á t i  ca de n-2 var i Avei s na for ma 

n - i  n - i  n - i  

pode ser minimizada por u m  algoritmo de fluxo em redes 

aplicado a uma rede com n vértices. 

Dentre todos os métodos de redução a outros 

problemas os mais difundidos são aqueles chamados de 

1 i neari zação. E s t e s  métodos foram introduzi dos por FQRTET 

c 1959, 19603 , DAMTZI G C 19583 , WATTERS C 1 9673 , ZANGWI LL 

C 19653. 

F Q ~ ~ T  ~ 1 ~ 5 9 ,  19603 sugere trocar cada 

Produto de variaveia Tk Cou Tii3 por uma nova 



v,riável x , e ad ic iongr  o s  v íncu los  n i k  

CII. 153 

CII. 163. 

O pr imei ro  v i n c u l o  imp l i ca  que x,+~ = 1 quando Tk = 1 e o 

segundo f a z  c o m  que x = O quando Tk = 0. O número d e  n+k 

novas v a r i  Aveis e novos v íncu los  e n t r e t a n t o  pode ser muito  

grande,  m e s m a  par a pr  obl emas pequenos. GLOVER e WOOLSEY 

C19733 propuseram as r e g r a s  s e g u i n t e s  c o m  o i n t u i t o  de 

diminui r o nbmero d e  vi nculos .  

S e j a m N = U N k .  Q c N ,  e T =  C j e N - Q /  
k - N, - Cj> LI Nk para algum k3. a R o con jun to  dos 

rubconjuntos  de T c o m  I T ~  - I elementos t a l  que V W E R 3 Nk 

C i 3  a S = C N ,  Nk = Q u Cj3.  j E T). S u b s t i  t u a  

V N k  E S os v i n c u l a s  C11.153 por 

Troque os 



mantendo os v i  ncul os C I I .  163 i na1 ter ador  . 

C i i i . 3  Seja S c o m o  e m  C i 3 .  Troque os v incu los  C 1 1  - 1 6 2  

V Nk e S por 

C I I .  1 9 2  

c 1 1 . 2 0 3 ,  

mantendo o s  v i  ncul os C I I .1 63 i na1 ter ados . 

Civ3 =ja S como e m  C i i 3 .  Troque os v i  nculos  de 

C I I .  1B) Y Mk E S por 

C I I .  212 

mantendo o s  v i  ncul o s  C  I I .  1 S3 i na1 t e r a d o s .  



Ch pr i mer os a1 gor i tmos a1 gBbr i cos par a 

mi ni m i  zação de uma função pseudo-bool eana parecem ter  si do 

os de FGRTET C 1959, 19603 e CAMI ON C 19603. Dentre todos, o 

pais difundido & o "Algoritmo Básico" de HBMMER, ROSENBERG E 

RUDEANU C 19633 . 

O Algoritmo Básico procura obter uma solução 

ót i  m para um programa pseudo-bool ezno sem restrições como 

segue. Conforme vi mos no teor ema C I I .23 podemos escrever 

f C x 3  como 

* * t 
D a i  , teremos uma solução ótima C x i  , . . . x 3 com x = 1 se  

n i 
t t 

x , . . . , x 3 < Q. kf i n i  mos ent%o uma função YtC x2, . . . , xn3 
f 2 n 

dada por 

( 4Cx2.. . . , X  3, se  A i C x z , .  . . , X  3 < 0. 

t 
n n ycxI. .  . .  ,X 3 = 

n 
0, caso contrário C11.243. 

Expr errando i2 e m  f ar& pol i norni a1 , def i rii  mos 
i 

e " e A r  1 7 ;  a o prubl e m  or i gi r?al de n var i &reis par a outro de 

n - 1 variávei S.  Após havermos aplicado este processo n - 1 



vezes obtemos uma f ~ n ç ã o ~ f  Cx 3. Obtendo um ponto de  minimo n n 

*: , podemos a p a r t i r  da i  obter  uma solução  átima a t r a v é s  da  
n 

fdrmuls r ecurs iva  
ry r 

1, se i Y C x i +  í . . . . , ~ ' " 3  < O , 

i - n 

*i 
- 

O ,  caro c o n t r á r i o  C I I .  263. 

X y  versão c r i g i r i d  do algori tmo bás ico  as funç8es 'ELi s ã o  

ob t idas  da segui n t e  maneira. Pr i m e i  r o 1 i near i za-se 

A. C xi+%, . . . , x 3 t rocando termos de  produtos de  va r i  ávei s por 
L n 

no.== iarif iei= -r 
J~ 

Em seguida computa-se a função 

c a r a c t e r í s t i c a  Bi CHAMMER E RUDEANU C 1 9 6 8 ,  p. 8333 da  

desigual dade AiC y%, . - . ,yP3 < 0 Cpor d e f i n i ç ã o  !Si é uma 

função booleana igual  a 1 e m  todo ponto Cy 
i). . -  p Y P  

3 e m  que 

AiC yí, . . . , y 3 < O e 0. caso  con t rá r io3 .  E1 i mi nam-se e n t ã o  
P 

as v a r i á v e i s  y; e s impl i f ica-se  B a t r a v é s  de  operações 
b i .  

booleanas. iIIi en tão  será dada por 

GRAMA, HANSEN e JAUMARD C19893 apresentaram um modo 

a1 t e r n a t i v o  para a obtenção das  funções 'Vi . Tanbém INAGAKI 

e FmrUGJRA C l98?> , e R m N B E R C -  C 19733 apresentaram var i a n t e s  

@ extenções do algori tmo bás ico  para  problemas c o m  v inculos  

C o u t r a s  r e f  e r snc i  as p&dem ser encontradas e m  HANSEN, JAUMARD 

e MATHON C 19893 3.  



iJm dos pr i m e i  r o s  a1 gor i tmos enumer a t  i vos a 

aparecer na l i t e r a t u r a  f o i  o algori tmo lexicogrdf  i c o  d e  

LAWER e BELL C 19662 .  E s t e  a1 g a r i  t m o  r e s o l  ve probl emas na 

forma 

I minimizar fCx3 

% € R  
('. PPB2 

LB n = c x  E &"' gi&Ca - gizCx3 > O , i=l,  . . .  ,nO 

onde f ,  gii,. . . p gmn s ã o  funções monotonamente 

não-decrescentes C uma função é monotona não-decrescente 

2 se x' I x s hcxi3 2 h ~ x 3 2 .  Note que todo programa 

pseudo-bool eano pode ser expr erro na f o r  m a  C PPB3 De 

f a t o ,  se g.Cx3 L O é um vinculo,  bas ta  escrever  g.  como um 
L 

polin6mio de  seus  argumentos, agrupar o s  termos com 

c o e f i c i e n t e s  poaitivom e m  gii e o s  termos com c o e f i c i e n t e s  

n e g u t i w s  em - 
'i2 

m a n t o  a f ,  podemos t r o c a r  a 

função-objetivo por o u t r a  igua l  a uma nova varibvel  xo. e 

i n c l u i r  ao  problema a r e s t r i ç ã o  xo 2 fc*. Para uma 

NO f i m  dos anos 60 e durante  0s anos 70 

d i  versos a1 gor i tmos  de  "ar unck-&-Ecund" par a pr agr ama= 

Preudo-bool eanor não-1 i near es foram propostos : BERMAN 



C 1 9693 , GI NSBURGH e VAN PEETERSEN C 19693 , HAMMER C 1971 , 

1973, 19742 , H h ! R  e RLBI N C 19693 , HAMMER e PELED C 19722 , 

H m S N  C 1969, IgBQb, 1970, 1972, 19743 , H 1  LLI ER C 19693 , 

L A ~ ~ - ! H U N N  C 19?0> , WALUCKI EWCZ, SLOMI N S K I  E FANER C 1 9733 , 

\d~ Z?J=I C 19753 , ZAK ' C 19783 , SCHOH e LYSKA C 19782 , BRESNEV 

~19793. Como de  costume estes a l g o r i  t m o s  fazem ramificações 

C R r  snchi  ng? ?=rã guebr ar c pr cb l  e m  e m  subpr obl emas menores , 

e testes para podar CFathom3 a á rvore  de  enumeraç%o e m  nds a 

p a r t i r  dos qua i s  o problema é i nv iáve l  ou não pode fornecer  

u m  solução zelkor  que a melhor até en tão  encontrada.  

hlguns algori tmos usam também o u t r o s  testes para  mostrar que 

algumas v a r i á v e i s  t e m  necessariamente va lor  ze ro  ou um e m  

todas as soluções 6timas ou e m  todas  as soluçBes v iáve i s .  

Diversas r e g r a s  de  ramif icação t ê m  s i d o  

propostas.  Comumente a1 guma var i Ave1 1 i v r e  Q escol  h i  da e 

seu valor  é f ixado  e m  ze ro  ou um de  acordo com algum 

c r i t é r i o  segundo o qual se espere  reduzi r a enumeração. 

O ponto m a i s  de l icado n e s t e s  a l g o r i  tmos C c o m o  

e m  ge ra l  e m  a lgori tmos de Branch-U-Bound3 B a obtenção de  

limites para o va lor  ótimo da funqão-objetivo. E s t e s  

va lores  precisam ser práximos do valor  dtimo o s u f i e n t e  para  

que posrum el iminar  c rmior número possivel  de  so luções  

v igve i r ,  mas ao  mesmo tempo o método d e  obtenção d e s t e s  
. d 

prec i sa  ser suf ic ientemente  ba ra to  para  não to rna r  o 

alclori tmo proib i  ti vamente caro .  Limites podem ser 

orçados por penal i dades C uma penal i dade super i or P: 

C i n f e r i o r  pc 3 é u m  incremento ao  va lor  do l i m i t e  quando uma 
J 



CII. 283 

é um limite inferior para fCx3. Além disso, as penalidades 

- - E - <,=i,.. . , p / j a  
mínC0,ck3 CII. 2Q3 

onde Nr = €j>, C k , k S 2  4 tal que Nk = C13 e Nk,= Cl,j3 e 

c c < 0, podem ser associadas com f .  
k k' 

Dizemos que uma penalidade 4 adi tiva quando a 

s u m  das pefialidades ubtidas da fixaç%o dos valores; de 

diversas variáveis pode ser adicionada ao 1 i mi te cor r ente, 

fornecendo um novo 1 i mi te i nf er i or . As penalidades do 

ezrnpl c abaixo, devi do a H M S E N ,  JAUMARD e MATHOM C 19893 , 

S%D udi ti .as, efir;u=nto as penal idades do exemplo anter i or 

não O são. 



,*: = - ~ A x c o , ~  r 3 

com Nr = C j >, podem ser associ a d a t  a c. 

CII .  323, 

H 

m t r a  m n e i r u  de obtermos limites & 

a t r av&s  do conce i to  d e  p lanos  i nf eri ores. 

II. o Dada uma pseudo-boa1 eana 

definimos um plano  i n f e r i o r  d e  f c o m o  uma função 1 i near  
n 

1Cx3 = lo + 1 , tal  que 1Cx3 I fCX) V x E Bn. H 
j = i  j j 

P 
EXEMPLO 11.5 Dada uma funç%o fCx3 = k z i ~ k T k  , a função  

P 
1Cx3 = k mín~0,c,3 'i x é um plano  i n f e r i o r  pa ra  f .  k = i  

H 
jm j 

LU e WLLIAMS C19783, c o m o  ex tenszo  do  

Conceito d e  Dualidade d e  Te to  d e  HAMMER, HANSEN e SiMEONE 

C19843, obtiverum t a m S 6 m  um o u t r o  procedimento pa ra  obtenç%o 

dè l i m i t e s  i n f e r i o r e s  pa ra  problemas d e  minimização. 

N z  c u p i t u l o  IY estudaremos um o u t r o  

pr ocedi mento desenvol v i  do por MI CHELON e MACULAN C 19882 como 

extensão  d e  GUIGNARD e K I M  C19873 pa ra  obtenção d e  i i m i  tes 

Para programas pseudo-bool eanos , e no c a p i t u l o  V 

apresentaremos um a l  gari tmo enumer a t i  vo pa ra  a r e so l  U Ç ~ O  do 

problema da mochi 1 a q u a d r á t i c a ,  u t i  1 i zando os 1 i m i  tes d e s t a  

manei r a &ti dcs 



*TODOS DE CORTE 

Os m4todos de  planos de corte t iveram origem 

na 1 i near i zaçso de  programas pseudo-bool eanos a t r  av&s de 

reduçzo d e s t e s  a pr obl  emas de  cober t u r  a gener a1 i zada 

proposta por -GRANOT e HAMMER C 1971 3. 

SRANOT e HAMMER C 1971 3 , BALAS e JEROSLOW 

C 19783 , BALAS e MAZZOLA C 1984, 1 i84b3 mostraram que o s  

vi ncul os d e  um programa pseudo-bool eano são equi val  e n t e s  

a um conjunto d e  d e s i  qual dades  d e  cober t u r  a gener a1 i zada.  

Linear i zando a f unção-ob j &i vo C ver  pa rág ra fo  I I -2.13 , 

reduzi mos o CPPB3 a um problema de  c o b e r t u r a  genera l izada .  O 

ndmero de v íncu los  o b t i d o s ,  nâ e n t a n t o ,  pode ser 

absrdamente grande,  tornando impra t icáve l  a so lução  do  novo 

pr obl e m a  C ver GRANOT, GRANOT e KALLBERG C 19793 3. 

GRANOT, GRAMOT e KALLBERG C19793, GRAMOT e 

GRANOT C lQ8O3, GRANOT, GRANOT e VAESSEN C 19823 propuseram 

en tzo  um a lgor i tmo que va i  in t roduzindo ,  à medida que se 

t o r n a  necersAr i o, as d e r i  gual dades  d e  ccber t u r  a 

generu l  i z a d ~ .  VK esquewa b e m  mi s e f i c i e n t e  f o i  p ropos to  

Por BALAS e MAZZOLA C 1 i84, 1984b3. 





e x a u ~ t i  va de  apl i cações. . Dentre ei as mencionamos CRAVEN 

c 1988) , S C H B  BLEC 1 981 3 , HAMSEN C 1 9791 . HANSEN , JAUMARD e 

MATH0b.i c 1 9893 - 



Neste C Z ~ ~ L U ~ O  estudaremos o uso d e  Dual idade 

Lagrangeana e m  p rograma~%o matemática. dando e s p e c i a l  ê n f a s e  

aos  r e s u l t a d o s  m a i s  impor t an te s  pa ra  a r e so lução  d e  d u a i s  de 

programas d i  scr etos . 

I I I .  i 2 DEFI NI CYES E RESULTADOS PRELIMINARES 

S e j a m  f :  IR" - IR e g: IR" - IRm funqões 

cont inuas  e X um subconjunto  compacto do IRn. Seja a i n d a  o 

pr obl e m  

0 qual ser$ r e f e r i d o  c o m o  problema pr imal ,  e para  o qual  

sabemos, pel= teorema d e  Weierstrass {Lima, 1981, p. 443 

D E F ~ I Ç Ã o  111.1 k f i n i m o s  a Função d e  Lagrange 

L: - do problema primal CPP3 c o m o  



~ ~ m p o n e n t e z  u. L de u chamamos Multiplicadores de Lagrange 

das componentes g. L de g. 

DEFINIÇÃO 111.2 Definimos a fução dual w: IRm -, R de CPP3 

cama 

wCu3 = mínimo C LCx,u33 
X E X  

* T E O R E M A I I I . 1  wCu3 I f V u  € I R m .  
B DEMONSTRAÇÃQ Como x É. um ponto v iáve l  de CPP3 vem, pe la  

observação CIII. 13 ,  

* t wcu3 = mínimo C LCX,UI> I LCX ,u3 = f c x  3 = f*. 
XEX 

DEFINIÇÃO 111.3 Dizemos que um problema 

4 uma Relaxação de CPP3 se Ci c Ci e m í n i m o <  f 5 
r 

x f n  
dnimo <f C X ~  H x E R. 

r x e  
r 

Muitus vezes a resolução da relaxação que 



fornece OS valores de w em U E  IR^ B bem m a i s  simples que a 

resol U Ç ~ Q  do pr obl pr i mal . Conforme vi mos, estes  vai ores 

fornecem u m  limite infer ior  para o valor 6timo do problema 

pri mul, pdendo ser ussdor e m  a1 gum algor i tmo para resoi uqão 

de CPE. E s t e s  l i m i t e s  serão tanto melhores quanto maior 

for a valor de WC ~ 2 ,  podendo seu valor mAxi mo e m  a i  gumas 

circunstSncias ser a t& mesmo igual o valor ótimo do 

problema primal. 

E I .  4 Dizemos que o problema 

6 um pr cbl e m  & ~ a l  de C PP3 . 

m Infelizmente no caso geral o valor ótimo w 

d de CPD3 não é igual a f . O que podemos afirmar seguramente 

6 que vale o teorema abaixo. 

4t m TEOREMA I1 I. 2 C DUALIDADE FRACA3 w 5 f - H 

Este teorema é conseqüência 6bvia do teorema 

anterior. 

^s resultados e conceitos acima podem ser 

de Pf3-m.i t i r  um desenho no plano3 m = 1, e consideremos a 



FIGURA 111.1 

C prohlrrnu. p r i ~ z l  c o n s i s t e  e m  

ponto no e i x o  d a s  ordenadas  que minimize fCx3. 

f*. 

Tomemos agora  um mul ti p l  i cador 

encon t r a r  um 

E s t e  ponto é 

d e  Lagrange u 

E R- Para  o b t e r  wCu3 t e m o s  que minimizar fCx3 + u gCx3 e m  

t o d o  x E X. Fazendo p = gCx3 e q = fCx3, x E X ,  i s t o  

e q u i v a l e  a minimizar q + up e m  Y .  Por o u t r o  lado, q + up = 

O 6 a e q u a ~ Y o  d e  uma reta d e  i n c l i n a ç ã o  - u passando por 



Cf!,Y>. k z i m  sendo, papa minimizar q + up temos que  

t r u n s p c r t a r  esta reta para le lamente  a ela t%o pa ra  b a i x o  

quanto poss fve l .  Quando ta l  acon tece r ,  a ordenada do ponto  

de in t e r seçYo  c o m  o eixo dos p ' s  será i g u a l  a wCu3. O 

* 
problema dual  c o n s i s t e  e m  encont ra r  a i n c l i n a ç ã o  u que 

maxi m i  z e  essa ordenada. 

1 1  2 PROPRIEDADES DA FUNÇÃO DUAL 

N e s t e  pa rág ra fo  e s t u d a r  e m o s  a1 gumas 

prupr i cdades  da  função dual  , e m  e spec i  a1 aque la s  m a i s  b t e i  s 

na construç%o d e  a lgo r i tmos  pa ra  s u a  maximização. 

TEOREMAIII .3  A f u n ç ã o  dual  &cBncava  e f i n i t a .  

EEWONSTRAÇÃO Sendo f e g con t inuas  no IRn, e X um con jun to  

l i m i t a d o ,  vem que w é f i n i t a .  

TambBm, V h E C0,11, ui, u2 E o b t e m o s  

d h u '  + C 1  - h3u23 = mínimo x EX CfCx3 + CXU' + C 1  - h3u23 

gCx33 > F. mínimo C fCx3 + u' - g C a 3  + C 1  - h3 m$&mo C fCx3 
X f X  

N e m  sempre a fungãc Yual 6 YiferenciYvel.  

Consideremos o exemplo na f i g u r a  da  pági na segui  n t e  

1 2 3 onde X = C x ,  x ,  x >  e m  = i. 

Xeste exemplo a função dual  & l i n e a r  por 

p a r t e s  e não-di f e r e n c i  Ave1 nos pontos  d e  i n t e r s e ç ã o  das 



retas r r e r 
i* 2 3' 

FIGURA 111.2 

TEOREMA 111.4 S e j a m ;  E G?=e definamos XCu3 = € x E R" / 

wCu3 = f C d  + u - gCx33. u E Suponhamos que X C Ü ~  reja 

i g u a l  ao con jun to  u n i t á r i o  €h. Então w é d i f e r e n c i a v e l  e m  

e4 

Ü c o m  g r a d i  e n t e  vwc Ü3 = gC x3 . 

DYMONSTRAÇãO Bazar aa e S k e t t  y C 1979, p. 1893 . I 



r c m r a  . a resoluqão do problema dual .  En t re tan to ,  sendo w 

cSncn-.rz pade-se contar  nar o problema general  i zando o 

c s n c e i t o  de gradiente .  U & m  d i s s o ,  pode-se a inda  d e f i n i r  e m  

cada ponto u E IRx a derivada d i rec iona l  d e  w. 

DEFINIÇÃO 111.5 Dizemos que c E IRm & um subgradiente  d e  w 

e m  u E IRm se 

DEFINIÇÃO 111.6 S e j a m  u ,  d E [R" c o m  Ibll z O. Definimos a 

derivada d i rec iona l  de w a o  1 ongo d e  d c o m o  

dezde que g l i m i t e  acima e x i s t a .  

TEOEXA 111.5 O l i m i t e  acima e x i s t e  V u,  d e IRn, ((dll # O. 

DEMONSTRAÇÃO B a s t a  mostrar que o 1 i m i  t e  

existe. 

Ee f u t a ,  s c j a r n k  > )t > O. Vemque 
2 i 



c p o r t a n t o  - wCu + Xid3 - wCu3 
A i  é uma f u n ~ ã o  não-decrescente  

d e  h% > C. A s s i m ,  o l inite crn qrrestão existe c é igrral a 

i n f  {- wCu + Xd3 - wCu3 
h 

m 
h>0 

A r e r o l u ~ ã o  do  probl e m  r e l axado  CPR3 f o r n e c e  

automaticamente um subgrad ien te  e m  u  E [ R ~ ,  conforme m o s t r a d o  

a s e g u i r  

TEOPJMA 111.6 Dado u E Rm, gCx3 é um subgrad ien te  p a r a  w 

e m  u  V x E XCu3. 

DEMOMSTRAÇÃO S e j a m  x E X C U ~  e v E IRm. V e m  

O teorema acima g a r a n t e  que w possui  um 

subgrad ien te  e m  t odo  ponto e m  que é d e f i n i d a .  Também d e l e  e 

do t e o r e m a  C I I I .  4 3  deprendemos f a c i l m e n t e  que e m  pontos  d e  

não-di f  er enc i  a b i  1 i dade ex is tem m a i  s do que um subgr ad i  e n t e .  

De fato,  

TEOEEMA 111.7 w é d i f e r e n c i á v e l  e m  um ponto u  e R" se e 

romente se houver um ún ico  subgrad ien te  d e  w e m  u. 



E E M C X S E ! ? ~ O  Seja x' E XCu3. Se houver um ún ico  

subgrad ien te  d e  w e m  u ,  ent2ío necessar iamente  XCu3 =Cx3 e d e  

acordo com o teorema C I1 I .  43 w é d i  f  e r enc iáve l  e m  u com 

g r a d i e n t e  W.vCu3 = gCx3. 

Supunha~us  agora que w seja d i f e r e n c i á v e l  e m  

u. Da  d e f i n i ç ã o  d e  subgrad ien te  d e  uma função concava, e do  

g r a d i e n t e ,  obtemos 

onde h EU?,  d eIRme a: R m -  [R é uma funqão tal  que 

l i m  cxCu;Xd3 = O V u E IRm, e é um subgrad ien te  de  w e m  u. 
X+O 
Subt ra indo  a i gual dade da des igua l  dade vem 

Di~r id indo  a des igua ldade  acima por A > O e fazendo X + O 

obtemos 

Tomando agora d = c - VwCu3, vem 

e a s s i m ,  e m  pontoc; de  d i f e r e n c i a b i l i d a d e ,  w possui um ifnico 

subyrsdi  e n t e ,  a saber  TwC u3. H 



Dado que em pontos: de  não d i  f @r enci  abi  1 i dade 

da f unçgo dual h& mais d e  um subgradícnte,  introduziremos a 

defi n içãa  abaixa. 

DEFINIm 111.7 Dado u e R ~ ,  definimos o subdiferencia l  

BwCu3 corno cr conjunto d e  todos as subgradienter de  w e m  u. 

Dada um ponto u ,  ji conhecemos. pe lo  teorema 

CIII .83,  uma pa r t e  do rubdiferencial  de  w em u. Dér fato. 

seja YCu2 = i y  es IRm i' y = gCx3, para algum x E XCu3). Vem que 

A demonstraç%o e5 &via, a p a r t i r  do teorema 

CIII.Q3. 

Na resoluçSo de  um problema de  maximizaç%o de  

uma funçoto, & sempre importante de  alguma maneira t e n t a r  

caracterizar pontos de  máximo e d i r g õ e s  de  subida. 

N o  caso e m  que. esta funçgo + cáncava, 

d i  fe renc i  Aves1 e de f in i  da e m  todo R ~ ,  o máximo local coincide  

com o máximo global e acontece em um ponto u* dado por 

VwCZ2 - O CBAZARAA e METTY C 1 0 7 9 .  pp.94 r -3. Alóm 

disso ,  e m  um ponto u que nXo seja 6 t i m o ,  sua  d i reção  de  
' *  

maior crescimenLo é M u 3  CLANG C19g8, p. 7533. 

Em pontos de  não-di f er enci abi 1 i dade esta 

carac te r  i zaç%o & f e i t a  a t r avés  de  uma generalização dos 

resu l tados  acima. 

* 
TEOREMA 1II.Q u 4 um ponto de  máxima de w se e somente se 



O E hCu3 .  

* 
I?EZ1C!!ST?dC~Q u é uma so lução  ótima pa ra  o problema dual  

A d i r e ç ã o  d e  maior crescimento l o c a l  d e  uma 

funçãc  C dada pela d i r c ~ Z ~  que maxi~iiza s u a  de r ivada  

d i r e c i o n a l  . Conf orme já comentado acima, esta d i r e ç ã o  no 

caso  d e  func;õec: d i f e r e c i á v e i s  é dada p e l o  g rad ien te .  Vamos 

agora e s t ende r  este r e s u l t a d o  para  o caso da função dua l .  

Veremos que e m  pontos d e  d i f e r e n c i a b i l  i dade  ela se reduz a o  

r e s u l t a d o  d e s c r i  t o  aci m a  par a funções d i  f  er enc i  áve i  S. Antes 

por &m ver emos doi  s r e s u l  t a d o s  i n t e r  medi ár i os .  

LERA III.1 S e j a m  u ,  d E IRm. Então 3 y E YCu3 t a l  que 

w ' C u ; d 3  2 d - y.  

+ DEMONSTRAÇÃO Seja a sucessão  <tk>, tk -f O , e tomemos o s  

pcntcs  r! + + d. Com X & compacto, e x i s t e  xk E X C U  + tkd3 e 
-k 

a l & m  d i s s o  a sucessão  C x ?  admite uma subsucessão Cxk) kEX 

convergente pa ra  um ponto G E X .  

Por o u t r o  l a d o ,  

Passundo ao l i d t e  na subsuccssão k E K ,  

fCX, + u gcx:, 1 f ~ k  + u gcG3, V x E X. 



Por o u t r o  Fado, 

wCu + tkd3 - wCu3 = tfCxk3 + u gCxk3 - wCu31 + t k d  gCxk3 > 

t k d  gCxk3 

ou. 

Passando ao limite ao longo  d a  subsuces são  k E K ,  

wpCu;d3 2 d g ~ h ,  

o que  p rova  a a s s e r t i v a  acima. 

TEOREMA 111.10 w'Cu;d3 = mínimo Cd y>. 
y~av(u) 

DEMONSTRAÇÃO Par a t o d o  y E a d  u3 . par a t o d o  t > 0, e par  a 

t o d o  d E 

wCu + t d2  - wCu3, 
wCu + t d 3  5 wCu3 + t y d  + t - y d +  

wCu + t d 3  - wCu3 l i m +  t I y d + w'Cu;d3 <, y d V y E. h C u 3  =9 

t+O ' 

w'Cu;d3 5 mínimo <y d3 
y=8v:u: 

Pelo lema CII I . 13 .  



w'Cu;d3 = minimo € y  d3. 
ye?V?u, 

Y s t a m s s  a g c r a  e m  condi@es d e  encon t r a r  a 

d i r e ç ã o  d e  maior c resc imento  local de  u. 

TEOREMA 111.11 máximo Cw'Cu;d33 = minimo Ib1I 
I bI E1 y~dv(u> 

minimo €máximo€y d33 
YE~V(U) I bl E1 

Pela des igua ldade  d e  Cauchy-Schwarz CLIMA C1981, p. 433, 

e p o r t a n t o  

A s s i m  sendo,  a d i r e ~ ã o  d e  maior c resc imento  

local d e  w a p a r t i r  de um ponto u que não seja um ponto de 

d x i m o  é a d i r e ç ã o  do  s u b g r a d i e n t e  d e  menor norma. Em 

p u ~ t c s  d e  d i  f c r e n c i  a h i  l i dzde o d i  f er enc i  a1 4 i g u a l  a 5Vw3, e 

p o r t a n t o  a d i r e ç ã o  de m a i o r  c resc imento  Q a do g r a d i e n t e  no 



ponto. 

A determinaqão do  s u b d i f e r e n c i a l  d e  w e m  cada  

ponta  &, d e s t a  forma. de suma impor tânc ia  p a r a  a r e s o l u ç ã o  

do problema dua l .  & apenas  conhecendo h C u 3  e m  cada ponto u 

E !Rrn que podemos d i z e r  se um certo ponto é uma so luqão  ótima 

C O E &C u3 3 . e se não qual  a d i r e ç ã o  d e  maior cresci mento 

C d i  reção do subgr a d i  e n t e  d e  menor norma e m  &C u3 3.  

TEOREPIAIII.12 h C u 3  = CONVÇYCU~?, V u  elRrn. 

DEMQNSTRAÇÃO Seja 9 um ponto d e  &Cu3 que não pe r t ença  a 

CONV ÇYCu33. Como Y C  u3 é fechado e CONVCYCu33 é convexa, 

vem C BAZARAA e SHETIY C 1979, p. 453 3 que 3 d E IRrn, d # O, e 3 

a E E', t a is  que 

P o r t a n t o ,  p e l o  l e m a  CIII. 13 ,  

wPCu;d3 2 a 

c p e l o  t e o r e m  CI I I .103 ,  

w5Cu;d3 5 d y < a, 



o que B absurdo.  A s s i m ,  e 

Por o u t r c  l a d o ,  pelo teorema CI I I .83 ,  e uma 

vez que &C u3 4 convexo e fechado C LASDON C 1970, p. 51 03 3 , 

CONV€YCu3> c &Cu3. 

Por t a n t o ,  

N u 3  = CQHV€YCu33 

N o t e  que nem sempre um subgrad ien te  d e  w e m  

um ponto u B uma d i r e ç ã o  d e  subida .  Q exemplo na f i g u r a  
O 

aba ixo ,  onde estão desenhadas as cu rvas  de n ive l  d e  uma 

função dua l  w Cagora f izemos m = 23 i l u s t r a  i s to  

F I G U R A  111.3 



No exemplo*acima r3, o eubgradien te  d e  norma 

minima d e  BwCuo3 = CONVCC*, 3 é realmente  a d i r e ç ã o  d e  

maior crescimento.  E n t r e t a n t o  nem c ,  , nem c s ã o  d i r e ç õ e s  
2 

d e  subida .  O m e l h o r  que se pode d i z e r  d e  t i  e é que 

O 
formam um ângulo menor que 90O com o segmento que une u a 

i 
u , e que p o r t a n t o  s ã o  d i r e ç a e s  de  desc ida  pa ra  a d i s t â n c i a  

a o  ótimo. I s t o ,  na verdade,  d tudo  que se pode d i z e r  de 

?# 
maneira gené r i ca  do subgrad ien te  e m  um ponto u Z u . 

t 
TEOREMA 111.13 Seja dCu3 = Ibi  - u I I ,  u e Rm. Qualquer 

subgradi  e n t e  < E dwC u3 4 uma d i r e ç ã o  d e  desc ida  para  d. 

DEMONSTRAÇÃO Sendo c o subgrad ien te  d e  uma funqão concava, 

?# ?# * i 
wcu 3 I wcu3 + c Cu -u3 =B r Cu - u 3 I wCu3 - wcu 3 I O 9 

i 
c c u - u 3 5 0  

i 
Mas, como VdCu3 = u - u , vem que 

e por tun to  & uma d i r e ~ ã o  d e  desc ida  pa ra  d.  

Pudemcs d e f i n i r  o cosseno do ângulo e n t r e  

t 
u - u e o "p ior"  subgrad ien te  C e m  u como 

C GOFFI N C 19773 3 . 

No p io r  c a s a  teremos 



Chamamos 1 d e  número condic ionante ,  e conforme veremos na 

r seqão  ele 4 impor tan te  na  determinação da  

conver gsnc i  a d e  a1 gor i tmos . 

Tentar  c a r a c t e r i z a r  o subdi  f e r e n c i a l  e m  cada 

guntc ,  u fim d e  er?ccr?trar o subgrad ien te  d e  menor norma, 

pa ra  e n t ã o  sabe r  se este é um ponto d e  mínimo ou e n t ã o  

d e s c o b r i r  a d i r e ~ ã o  d e  c resc imento  m á x i m o  da  função dua l  

e r t Y  i n t e i r a m e n t e  f o r a  d e  nosso a lcance .  I2 

computacional mente muito caro. E n t r e t a n t o ,  ao r e s o l v e r  o 

pr ob l  em r o1 axado C PR3 o b t e m o s ,  conforme mostrado no teor ema 

C I I I 6 , automati  camente um subgradi  e n t e .  Caminhando na 

direção deste subgrad ien te ,  caso não e s t e j a m o s  e m  um ponto 

* 
d e  máximo, estaremos nos aproximando d e  u . E s t e  

p r ~ ~ ~ d i  mmtc ,  que gener sl i za aquel e adotado e m  a1 gor i t m o s  d e  

g r a d i e n t e ,  & a e s s ê n c i a  dos  chamados métodos d e  

subgr a d i  e n t e ,  os quai  s es tuda r  e m o s  na seção segu in te .  A o  

c o n t r á r i o  d e  todo  s u b d i f e r e n c i a l ,  a obtenção d e  um 

subgr adi e n t e  a t r a v é s  da  r esol ugão do problema r  e1 axado é 

b a s t a n t e  bar ata,  O que t o r n a  estes métodos 

computaci onal  mente f acti ve i  r. 

11.33 MÉTODOS DE SUBGRADI ENTE 

Os; métodos d e  subgrad ien te  podem ser 

genericamente d e s c r i t o s  como segue. 



ALGORITMO 111.1 

Início 

k t o  
o O O i n i c i a l i z a r  p e u , e o b t e r  g E M U O ~  

se 

Então 

Terminou c f a l s o  

Senão 

Ter m i  nou c ver dadei  r o 

Fi m - s e  

Corpo 

Enquanto terminou Faça 

k c k + l  

Efe tuar  teste d e  parada 

Devolver o r e s u l t a d o  do  teste d e  parada na  

var i Ave1 ter m i  nau 

Fi m-Enquanto 

Fi m 

pk & um passo  d e  deslocamento na d i r e ~ ã o  do subgradien te .  

Como normal mente o procedi  mento acima não consegui r á  

It 
determi nar  se O E âwC u 3 , par a a1 gum k , este não poderá ser 

o único  c r i t 6 r i . o  de parada,  e por isso o u t r o s  testes deverão 

compor o " T e s t e  d e  parada",  como por exemplo o número d e  

iterações, o tamanho do passo,  ca so  este seja não-crescente  

a cada i t e r a ç S o ,  e a d i f e r e n ç a  e n t r e  o melhor va lor  wcuk3 

o b t i d o  e um l i m i t e  W s u p e r i o r  previamente conhecido. w 



Dentro d e s t e  esquema gera l  descreveremos t r  es 

a1 ter n a t i  vas cor r e s p n d e n t e r  a trds  maneiras d i f e r e n t e s  de  

fixarmos o passo $: 

Ci3 S r i e  divergente CPOLYAK CIQfS22  

C Passo constante  CMINOUX C%-2 

C ii i 3  Relaxação CHELD, WOLFE e CROWDER C187433 

O método da d r i e  divergente f o i  o primeiro 

a l g o r i t m  de subgradiente a ser proposto, mas seu  i n t e r e s s e  

& principalmente h i r t b r i co .  O d t o d o  do passo' constante  

porrui i n t e r e s s e  sobretudo tdr ico.  Sua convergihcia 4 

muito l en t a .  O &todo de  relaxação (o um método 

remi-emplrica. N%o é possivel estabelecer uma prova gera l  

de convergência para ele. Entretanto é o mais bem sucedido, 

~1 u m r d  a q u m l ~  qum trdmtarclmoa na irnpiomon+açSo do algori tmo 

proposto no cap i tu lo  V para a resoluç%o do problema da 

machi 1 a quadr á t i  ca. 

111.3.13 O ALGORITMO DA S R I E  DIVERGENTE 

Es te  método fundamenta-se no seguinte  

t eo r  em. 

TECREl(b.II1.14CPOLYAKClQ6Q33 Se pk 2 O fo r  ta l  que 

então,  



* 
Em outras palavras, w é um ponto de acumulaç%o da seqCIOncia 

cwcukn. 

D E Y n Ç a O  Basta provar que V o > O 3 k - r  I / uk e V C d  

= C u e IRm / wCu3 2 w* - o>. Mostraremos isto por absurdo. 

Para tal, suponhamos haver um E > O  tal que V k E iN t e m - s e  

wcUk2 C w* - c 

Sendo w continua, vem que 

* 
3 6 )  O / I b - u f i l í & ~ w C u ~  > w  - G .  

Fazendo 

teremos sempre 

v i s t o  que (Ci)L - U*I( = 6. Mas com w e5 cL)ncava.tem-se V k c P( 

$cük - u S  2 w c h  - WcUk3 > 0. 

Por outro lado, 



v i s t o  que $ cük - u% > O. 

Cc?m pk + O, v e m  que existe K E U4 / k > K 9 

pk C d. Para t a i s  valores de k ,  

Daí, para um certo  r e M+, 

m 
A s s i m .  tomando r suficientemente grande, ,& pk n%o B 

divergente, o que Q um absurdo. A s s i m ,  o teorema acima f i c a  

provado. m 

O grande problema do método da sBrie 

divergente está e m  sua velaci  dade de convergencia. E l a  4 

necessariamente baixa, puis é sempre pior que a velocidade 

de decréscimo do termo geral de uma s é r i e  divergente. 



como na seç8o CIII .23.  Tomemos pk = p = 1s. s > O. N e s t a s  

c0ndoç2ks. V 6 > O O a lgor i tmo do passo cons tan te  obte5m um 

ponto I? t a l  que % 5 c num ndiõero f i n i t o  de i t e r a g ã e s  

majorado por 

DEMONSTRAÇ~O Suponhamos que &O > s Cdo c o n t r á r i o  a 

demonstração seria trivial:,. Vem que 

Assim, CF possivel - tomar um ponto 

rli 
no "segmento" que une uo a u . d i s t a n c i a d o  de uO por p/lll 

Cver f i g u r a  111.4 q u e - i l u s t r a  isso em duas dimensües3. 

Temos que 

C f  - ui3-Cu, - uo3 = C 1  - u 0 + u0 - u,3 .cu2 - u03 = c 1  - 

P 
3 CU, - u,> + lu, - ., i2 = 

O 
cu* - u03.cu, - u03 + 

1'1 do 



Vem que 

E por tanto,  

Def i ni ndo 

Temos 

Da def inição de 1 sabemos que core L 1 .  Portanto, 



p2 
- r $ +  
lZ 

nu, - c ii2 

OU ainda, 

donde 

P 4 5 6. - 1 C l -  C 1  - i%"% < 6 
O 

I 
Podemos repeti  r este procedimento enquanto dk permaneça 

maior que S. Como C p A 3 C I  - C 1  - 13"3 > O. o ndmero 

máximo de passos que precisamos para t e r  5 ç c5 



FIGURA 111.4 

o que demonstra o teorema acima. 

O interesse  prático no método do passo 

constante C muito limitado, pois  sua converg9ncia 4 muito 

lenta.  Para 1 = 0.25, por exemplo, seriam necess8rias 31.178 
-- 

iteraçües para se alcançar unia precisão de %/I00 ! 



Conforme observado por A. J.  H-, este 

método pode ser v i s t o  como u m a  aplicação do n~6todo de AGMON, 

MOTZIKIN e SCHOENBEXG ..- C l Q S 4 3 .  N e s t e  dtodo define-se u m  

passo varidvel dado por 

onde p é um cae f i c i en tr  de relaxa&* entre O a 2. 

TEOREMA 111.18 SI O < p < 2, e n t S ~ & , + ~  < bk. 

DEMONSTRAÇÃO Sendo w cthcava, v 

* k * k 
w -wcu"b s p  cu - u 2 .  

pk 5 p 6 cos q 
k 

FIGURA 111.5 



Com isto, fica estabelecido que a distancia ao &imo diminui 

estritamente. Podemos f-i lmente fazer a prova e fe t iva  da 

canvergencia com p = i e introduzindo a hipótese suplementar 

da exieténcia de u m  constante O < c < 1 tal que para toda u 

e para todo subgradiente g e M u 2  se tenha 

s f 
w - wcu3 2 - c  gcu - u2. 

Visto que 

obtemos 

FIGURA 111.6 



2 2 2 2 

dk+& s sen  q + 6: ccos q - c i 3  

Donde se conclui que este t i p o  de  escolha  conduz a uma 

velocidade d e  convergencia majorada por C 1  - ~'13~'~. 
* 

Normalmente, o valor  w n o  é conhecido a 

p r i o r i  e temos- que subs t i tu i -10 na de f in i çzo  do passo no - 
* d t o d o  de relaxação por u m  va lor  estimado 2 w CÜ poda ser 

ob t ido  a t r a v é s  do c á l c u l o  da função-objetivo do problema 

pri m a l  e m  um ponto p r i  m a l  -vi Avel3. 

HELD, WOLPE e CROWDER C19743 usaram -- o 

procedimento acima, def in indo um passo dado por 

onde p = 2 nas 2n primeiras  i t e rações .  Em seguida p passa a 

ser reduzido h metade apbs n iterações. É novamente 

reduzido 21 metade apds n/S i teraçks.  De novo após n/4 

itsrações, e a s s i m  sucessivamente ate o número de  i t e r a ç õ e s  

e m  que p permanece constante  se to rnar  muito pequeno. A 

p a r t i r  d a i ,  p & reduzido B metade a cada i t e ração .  

Apesar de  n910 se conhecer provas g e r a i s  de  

conver génci a d e s t e  a1 gor i t m o  , os resu l t ados  computaci onai s 



csbtidas c o m  ele t e m  si& tãa bons que ele & seguramente o 

método mais u t i l i  zado para resoluçSa do dual de problemas 

camtsinatbrios de grande porte. Sua e f i c i é n c i a  pade também 

ser bastante melhorada a t r a v k  de uma escolha judiciosa de 

seus par h e t r o s .  

Mo capitulo V usaremos o método da relaxaç%o 

na reruluqão do dual do problema da mochila quadrática. 



f ? ~  2rimeira seção deste  capl tu1 a 

i ntr d u z i  remos a tCtni ca  de decomposição 1 agr angeana, e na 

segunda s q S o  apresentaremos resultado': t eór icos  importantes 

para a ut i l izaç%o desta técnica. Este. remultadas serSo 

sylicadcz nc capitulo  Y quando dizcut irems  a resolu$io do 

pr obl e m  da rnochi l a qukdr &ti ca vi a decomposi ~ ã o  l agr angeana. 

j a s prcgr ama pfeudo-bo<3l eano não-l i near 

com r e s t r  i ções 1 i near es C PP3 



m(le & ma matriz  com ma l i n h a s  e n colunas. b & um 

vctor  -coluna com m, l inhas .  C 4 uma m t r i z  c o m  mz 1 inhas e n 

colunas,  e d tr um vetar -coluna com m, l i nhas .  
L 

Yste pregram me zer reescrito coma 

onde A d um rubconjunto do lRn que contim IB". 

1 agr angeana obtemos a r e1 axação 

e assim, podemos obter  a funç%o dual w r e l a t i v a  B relaxação 

{?R3 acima em um dado ponto u m n  a t r avds  da resolu@u de 

da i2  problemas: CPRuy3 CPRux3 . 



i nc cupitulc 111 que 9 ?%dor de uma 

funcolci dual e m  qualquer ponto d sempre mner  ou igual  ao  

&i- da  programa prima1 correspondente. Isto obviamente 

tsmDom verdade p r s  a funcYo dual w acixm. C)e fstcr, seja 

w e [R? Vem que 

- onde r C u m  solugão 6 t i m a  de CPP3 e f * i o valor 6tim da 

f unç50-objeti vu. 

k f t ã  forma, teremos tambgm que o dximo da 

iA funcãct dual s e r 6  menor ou igual  a f , ou seja, o problema 

dual 



forr?roce uma scluçolo vi8vel para CPP3. Neste caso então ,  
f CFTD fo rnece  um limite super ior  para f . Btes limites -- 

@em ser r?sudos. P r  exemplo, e m  um algori tmo d e  

enu~eraçãcr i mpl i ci t a  para r e so l  uç3o d e  C PP2. 

OBSEELYAÇÃO IY. i R e s t r  i ngi r -nos-emos daqui par a d i a n t e  h 

considersção da  f unção dusl  CIV. 13. Asfim. quando nos 

referi r mos ao  problema dua1 C PD3 estar emos i mpl i ci  tamente 

c ~ ~ i i d e r ~ ~ d ~  (i dxi KC da f r i ~ ~ %  C I Y. 13 RC P. 

IV. 1 Quando Ik= SI. O problema dual CPD3 fo rnece  

limita i n f e r i o r e s  para  f* melhores. ou no p ior  c a ro  igua i s .  

zcs ub t i  dus 8tr av&s da rcl sxaç5o continua usual.  

DEWONSI'RAÇÃO Tomeniar A = ~0.13" ou A = IR". SeJ a 

C F 2  s rel swçYu contf nua de C PP2 



veu, que 

mínimo ifCy23 = f 
Y- 

Este rzsu l t zdu  t Y c  p r c ~ L s r c r  dY-ncs ua3 i à 5 i ~  

eu p ~ t = ~ c i ~ l i S s d e  da  u se  d e  deccnnpsiqYo 1 agr angeana e m  

prograxmç5To pseudo-booleana. Mas ele d apenas "a ponta do 

iceberg". 

4 A L C C E ~ Z ~ @ ~  C'YC CPE e m  d o i s  problerras 

i ndependéntes permite-nos uma obtenção computaci onal mais 

r & p i A ~  Y= 2 etm CE C. k f ~ t ~ ,  P ~ Y C ~ S Y ~  CPhi.3 

e C PRux3 pa ra l e l  sniente, obtendo a s s i m  wC u3 e m  menos tem. 

Alho disso. uma escolha jud ic iosa  de A. 4. e 
2, pode t r  ansf crnrar um probl em d i  f f ci l C no caso C PP2 3 e m  

Aui z F ~ C ~ ~ C ? F S Z  hgm -i S- si m p l e  C CPWux2 e C PRuy22. 

h i d o i a  d e  criar cãp ias  d e  algumas variiveis R 

e% p r u g r m . ~ Z o  P L % ~ ~ F ! ~ ~ c z  a n t e r i o r  ao  seu  uso e m  relaxação 

l agrsngeana C GLOWR e MUtWY C  1975, 19803, por exemplo j b 

uravuu, esta i d e i a  para resolver  problemas d e  f luxos  e m  

redes>.  Ela foi usada pela primeira vez em relaxar;%o 

l agr angeana por ~HEP&CYOM e Id4PSEN C i  9803. e por RIBEIRO 

C 1 9 8 3  conforme sugestão de Minoux. Mais t a rde ,  GUIWARD e 

E M  C l o Y ? ?  =xp1crurum d i l / = r Z ~ ~  uspectccr t e6 r ic~r  d e r t a  r?uvz 

re1uxa~Yo é sugeriram para  ela a nome de  decomposição 

lagrsngeans. Ate5 en t zo  sã se havia considerado o caso 



linear, quanda MICHELQN e MAWLAM C1-3 estudaram o caso 

!Se-lise=. muirani-se s este trabalho BEMHAMAMOUCH e 

PLATEAU C1- que aplicaram a tknica  de decomposiçSo 

lzgrangeana ao problema de alocação de recursos. e GüiGNARD 

11-93 que estendeu alguns resultados de MICHELON e MACüLAN 

Clo8B3. 

Muita coisa ainda há por explorar no que se 

ref cre L Y $ ~ C Y ~ Y O  desta tknica em problemas discretos 

330-lineares. &.C agora, pur exemplo, n5o encontramos na 

literatura quslquer trabalho que reportasse resultados 

computaci onai s aval i ando o uso de decompusi ç%o l agr angeana 

na resoluç%o de programas pseudo-booleanos. Faremos is to  no 

capltulo V, quando discutiremos o problema da mochila 

qusrlrbtica. htgs porem aprerentaremcs, na pr6Xim se~go,  

alguns uutrus rexultadus teóricos inipartantes para o uso de 

decompsi ç%o 1 agr angéana em programas pseudo-bool eanos 

0-YAÇÃO IY. 2 Daqui para diante tomaremos A = [R" ou A = 

scçSo anterior que o 6t im do 

= n, t5 seEpre melhor ou igual ao 

l i t e  i nf er i cr f ar neci do pel a ré1 axação conti nua usual . 
Vamos avaliar um pouco mais esse limite. Para isso, 

definiremas inicialmente o problema 



Note que o valor b t i a o  da rela>u~Scs CPB* á sempre menor ou 

igual  ao valor &imo do problema pr iml . vi  t t o  que WtBn 

c cmwmr", . 
m?':form9 observada por GEOFFRIQN C19743 4 

i PGT =Li ~S?.cl tmtãr &ter rim ~ - ~ - S X U  do pol i &r O def in i  da 

por C ^ M V C ~ ~ %  stravCs de um sistema de desigualdades. 

Nozzo i n t e r e ~ s e  nu prcblerna CPP~*,  no entanto. não C p r s t i c o  
* ms tedr ico.  Baremus a def in içso  de CPP2 para demonstrar 

a l  guns resultados.  

S e j s m  e % soluções btimas para CPRuy3 e 

n f,P%x>. rertp%5L%'~uk??t~, ??=E !!zaclu ponto u c !E !!o & o d n i o  de 

w. u i s e j a ,  

LI 

wCu3 = fc93 + u - y  - u-x. 

C?e acordo com o tetirema C III . E33 $ - X C um subgradiente de w 

e m  u. Sabemos, pelo twrema CIII.83. que u e ser& uma 

soluçSo &t ima  para a problema dusl se e somente se O e 
* 

M u 3 .  h s i m .  se para algum u E R" obtivermos 9 = X este 

f u se r6  una su l  r?çSo &tima para o problema dual . Mas nâo 

apenas i s t o .  

t 
R", então X & uma solução 6tima para o problema prima1 e w 

DEhK)!tSl'MÇÃO Conforme jB vimos na seção anter ior ,  



N 

x ser B uma sol uçSa v i  Ave1 para CPP3. Além 
f * disso ,  f 1 9 ' .  

Agora, 

Nex stwrc tcrcmr u fe l i c idade  de obter um 

l i m i t e  tão twm quanto o limite acima. Apresentaremos agora 

um caso mais geral.  

Seja o valor 6tim de CPP~*. V i s t o  que CONVCW&> c C2.M 

e f convexa, 



CES!Z"Ap~C? I Y . 3  Ncte que nes te  caso t a d n  o limite 

i n f e r i m  &ido B melhor ou igual  Pquele fornecido pela  

rel snrc$o contf nua usual. m 

Conforme j& vimos. na melhor dai hipóteses w* = f*. e no 

f pior csso w = f. Nesta segunda situzq%o o uso de 

d t ~ ~ m ~ ~ i  c$a l a=r srqeana não oferece nenhuma vantagem na 

q ~ e  diz r e spe i to  an limite que se pretende conseguir. 

OEFI)SIaO IY.2 Se 9' = 0 Diremos que a decompcsiçZo 

I agr angeshn C PR2 possui a propriedade da i ntepr a1 i dade se 

para todo u E R'. 

TEOBWI I Y . 4  Se 52% 9,. f for convexa. e a deeompesiç2ia 

l agr angeana pmsui  r a pr opr i dade da i ntegr a1 i dade. 





9EFINIaQ Y.1 Definimos o problema da niochila quadr~t ica  

C%",' cura 

-A- -. .-- =r, c 2 s zYu yetcrs-cslunr. ccz R l i n k r ,  H & mz 

~ s t r  i z qusdr ads de ordem n , e b um escal ar. m 



CBSERYAÇXCI y.1 Sem , perda de generalidade podemos; 

considerar H u m  matriz simétrica, a um vetor com 

componentes nSo-negativas, c ai t b V i rr €1,. . . n). 
Suporemos ainda que Z1 # 8. Conforme vimos na capitulo I1 

pudemos tambcrm, orem perda de generalidade, considerar H 

positiva-definida; e na prstica podemos supor todas as 

entradas de H, as componentes de a e c, e b como números 

inteiros. 

O problema da nwthila quadrstica foi tratado 

pela primei r a vez por G U ,  HAMiúER e SI MONE C 19802, que o 

apresentaram na for ma 

com H 2 O V i ,  E 1 , . , n 3 .  Note que os termo lineares 
i j  

da f unç9tu-obj eti vo f ar am absorvi dos na di agonal pr i nci pal de 

problema da mochila quadrstica CMB), através de um 

slgoritmo de enumersç5o implicita que usava como limites 

t superiores cs d x i m  de planos-superiores de x -H-% em A 2 R, 

e cama limites inferiores valores de &H-% em um ponto de 

5?. 

CXFE V~FGZ O capi tu10 11 um 

t plano-superior de x - H - x  em A 3 fi é um hiper-plano f L - x  2 

$.H-x, V x E A, onde f C um vetar-coluna com n linhas. 



h maiores elementos da  coluna j d e  H 

C? e Ou machila quadr8t ica  possui 

d ive r sa s  aplica@es. WiTLGALL C19753 formula o problema de 

~XS:!~ZZCYC de esta#k?s d e  t rsnsmiss3o d e  mensagens 

e l e t rBn ic s s  como CMm. De maneira semelhante este modelo 

f u i  usada para es tudar  problemas de  loca l i zaç%o de  estaçaes 

trem C1d!E CiY;Y2>, prub lemz de l a c s l i z u ~ s l o -  de  terminais  

d e  carga  e de se repur tus  CRHYS C197933. 

hdt rus  s p l  i cagf3es gxxzf */=i s r5a: se1 ecSo d e  

pztf5lic CLALW.EL!N Cio70)3, reckdg9o do númro  de 

p l u v i b m t r o s  e m  u m  n t a q x o  pluvionietrica, e a determinação 

de  se um dado g ra fo  porrui  um d i q u e  de ordem k CGALLO, 

HAMMER e Si  MEONE C 18803 3 .  



V. 23, OETEIJÇXQ DE LIMITES V I A  C DECOMPOS~ÇÃQ LAGRANGEANA 

ksnf or me vi xss no capi t u l  o I V podemos r eescr evê-1 o como 

C M W *  

t minimizar €i y'-H-y + c -373 r,,,,, 2 

I kai 

n t t 
@Ma, 

= iy E C0.12 , x e B" / a .y 2 b, y = x, a - x  2 b3 



Isgrangesns nas restri@ed y = x e decompondo os problemas 

rt?l uxx!us, uh%eh~z YZ f UZ?~XCS bYzI s t ~ r r e s p z d e n t e z  

ws ~d = minimo C: y ' . ~ . ~  + CC' + ul> .y>  + mínimo C -  u'-fi  
B ~ Y  '*nx 

ande 

CCPX rtlaq9c s r,, .. v i s t o  H & p ~ s i t i ~ ~ ~  

Yef  i ni A=, pcdtms ercr &ver que 



k s i m ,  par$ obter  a valor  de wi ou w e m  um 
2 

Yudu ~ ; u z t u  r! E !En, bas t a  resolver  um problema quadrá t i co  no 

continuo e um problema de  mochila l i n e a r .  Mais simples 

ainda. quanto a wS. bas ta  obter  a inversa  de H e uma solução 

6 t i ~ ~  de  um p rcb l em de mochila l i n e a r .  

Ik acordo cun n q ~ c  vimos nos capitulas 111 e 

I V ,  para um dado E R". se 9 é uma solução dtima do 

problema quadrãt ico e continuo e 2 uma soluç%o 6tima do 

problema da mochi 1 a 1 i near , então  $ - B um subgradi e n t e  da 

fun@io dual e m  G. 

m a n t o  aos problemas dua i s  CMQiXi. CMQD3 e 

C MW3 . correspondentes a wi, w2 e ws 
S 

m a x i  mi zar wpC u3 
{uER" 

maxi mi zar w3C u3 { .an 

de acorda com o que vimos no caoi t u l o  I V  ambos possuem o 

m e s m  .alar Stimc, nu seJs 

FAN mo w C u:! = m A x i  mo w3C u3 = d x i  mo wlC u3 
tia" i 

U d Y  
L 

u&? 
a 

Phyrtanto, teoricamente a escolha de wi. w p  OU 

wS 
para a obtenção de um limite i n f e r i o r  maior B 



i ndi f e r e n t e .  

A f im  d e  a v a l i a r  o desempenho computacional 

duz decu!nposi@or arimr na raroluq5o do problema da mochila 

q u a d r á t i c a  implementamor o a lgor i tmo aba ixo ,  que usa os 

vzlcrem &,irras d e  CMn(233.. CMQD3, ou C M m 3  como l i m i t e s  
* 

i n f e r i o r e s .  

I N ~  CIO 

LS t ao CLS 4 o limite supe r io r  co r ren te3  

CORPO 

Enquanto h& v& ti ces v i  vos C "1 i ve  ver ti ces "3 Faça 

Sc o v & r t i c e  atrrsl f o r  in-.riável 

Então 

Podar o g r t i c e  a t u a l  CFathsm3 

huuver -.+r t i cer v i  -..os 

UntYo 

Backtracking pa ra  o nb v ivo  mais recentemente 

yer udc 

Fi m - s e  

Senão 

Ghter,  ztra?+r du r e ro lução  d e  um d u a l ,  um l i m i t e  

i n f e r i  or  que'. ser á denotado por LI  3 e um 1 i m i t e  

z u ~ ; e r  i ur par u subpr cb l  e m a  cor  r espondente ao 

respect ivamente ,  estes va lo res .  

f 
LI t- w 

i -t 
çe LS > x -H.; + C ' - ;  



O vgrtice corrente d podado 

EhtYo 

Bscktracking para o vdrtice viva m a i s  

r étenteniente ger adõ. 

Eud f i csr o *&r t i c e  cor r ente,  gerando dois  

o r t i c c s   vi-.^^, g m  dos qusi s t e m  s vari8vel de 

rurJficsqEu f ixzda com valor zero e o outro com 

?.3lór um. Escolher um dos: v4rtices para se 

F i  m - s e  



V. 3 3  I MPLEMENTAÇÃO COMPUT&X ONAL 

k z c r  e-=r exes susci nta~.ente nesta secão a 

i zpl en?~ntaq%o coxputaci onal do a1 gor i tmo C V. 13. Deixar emos 

para a próxima secão a apresentação dos resultados obtidos, 

e para a seção CV. 53 sua anã1 i se. 

O a1 gor i tmo C V. 13 foi i mpl ementado em For t r  an 

I V em ambiente W C M S  e equi pamento I BW4381. 

O ALGORI TMO DE ENUMERAÇÃO I MPLf CITA 

conforme a função dual usada: wi, wz, w3' respectivamente. 

Para u rxplorqão da árvore de enumeração 

adotamos L I F G  com rrgra de prioridade na escolha do nó 

cor r ente. Par a var i Ave1 de r ami f i cação escol h e m o s  sempre a 

Y r  Menor indice que possuirse um valor diferente de zero ou 

um na soluçLEo da parte quadrática e continua do problema 

dual , e na ramificação escolhemos sempre o v&rtice com esta 

v~riUvrl  fixzda e m  zers para =e tornar o v&rtice corrente. 

A RESOLUÇÃO DO PROBLEMA DUAL 

Pur u r escl u t Y ~  du pr obl e m  dual i xipl ementamos 

o algoritmo CIII.13 variando o passo como sugerido e m  HELD, 

YCLFE e CROWDER C19743 Cv. seção 111.3.32 



PSSOLLUÇÃO DA PABTE DISCRETA E LINEAR DA BELAXAÇÃO 

LAGBMIGEANA 

A p a r t e  l i n e a r  e d i s c r e t a  da relawç%a 

lagrsngesna, que fornece o valor da função dual e m  um dada 

ponto, & um problema de mochila pseudo-booleana l i n e a r .  

Pura sua  resol  u@c~ uti l izamos ums implementação do s l g o r i  tmo  

de  U!TELLC e TIYI)! C i W 3  cedida pelos autores.  

R E 9 0 L w Ã O  DA PARTE CONTfNUA E QU-TICA DA RELAXAÇÃO 

LAGRANGEANA 

pmgr am~Ycz quadr Y t i  ca no contf nua com restr i ç-s l i n e a r e s  

em *A! proM cnrs de cc~rnpl ementar i dade l i near , o qual pode ser 

resolvido pela algoritmo de LEMKE C1- CBASARAA e SHETTY 

C1W9, cap i tu lo  2133. Para resoluçSo da p a r t e  continua e 

quadràt ica  da relaxaç%o lagrangeana nas versi3es V% e V- L do 

GALLO, HAMMER e Si MEOME C 19803 , na maior i a das apl i cações a 

matriz H & bastante  esparsa. A s s i m  sendo, para inversa  da 

= L i  l i zamf a i mpl enrenta~Xo da decomposi #o LU descr i  t a  

e m  REID Cl9793,  e p i r a  atual izaç%o da inversa  da base 

u t i l  i zamos o "&todo de  redução de Bump" de  REID C19792 Cver 

de  H foi f e i t a  segundo o msm a l g o r i t m  de decomposição LU 



Nesta seçãa apresentamos resu l t ados  ob t idos  

c o m  u processamento das  t r g s  versões implementadas no 

a l g o r i t m  CV.13. Foram processadas 1 0  i n s t s n c i a s  cada, para  

5, 10 ,  15, 20 e 25 variAveis.  

Ha t a b e l a  V. 1 apresentamos o tempo d x i m o  

CTkCL e u tempo E?&diC C tK? de  processamnto  e m  segundos para  

V V* e \ó, e n P - a  n = 5. 10. 15, 20 e 25. N a  t a b e l a  V.2 
L a 

PY* 

apresentamos o número m á x i m a  CNM3 e o nbmero m&dio Cnm3 de  

v g r t i c e s  processados para V V2 e V3, e para n = 5, 10 ,  15, 
1 

20, 25. Ma t a b e l a  CV. 33 apresentamos o tempo médio de  

processamento e m  segundos d iv id ido  pe lo  nbmero de nds 

processados para Vi. V- e V3. e para n = 5, 10. 15, 20, 25. 
L 

Fi na1 mente na t a b e l a  V. d apresentamos uma "c1 assi f i cação" 

das  t r B s  versões mostrando para  cada n quantos problemas 

foram reso lv idos  no v & r t i c e  i n i c i a l .  

TABELA V. 1 

Tempo m&dio Ctm3 e tempo máximo C W  de  processamento e m  

segundos de CPU. 



&dia Cnm3 e número máximo de vgrt ices  CNMI 

TABELA V. 3 

Tempo médio de processamento e m  segundos por namero médio de  

n6s pr ocessadas . n 



TABELA V. 4 

TCITAL : Vi - 40% V2 - 8% YS - 2% 

N h e r  o de pr ohl e ~ a s  r esol?n.i dos nc nb i n i  ci 31.. 

na seç%o V que ambas as funções 

d u s i r  usadas nas versões V i  e Qs possuem um mesmo máximo. 

Ma pri t t ica en t r e t an to ,  o &todo de  subgradiente que usamos 

Crelaxação3 pode não nos conduzir a este valor .  No entanto ,  

cuzu e ~ F I  regiYo de  v iab i l idade  para o termo 

qusdrá t ico  e continuo da decomposição não muito d i f e r e n t e  da 

reg ião  de  v iab i l idade  do termo l i n e a r  e d i s c r e to ,  teremos 

vez que, ne s t e  caso, e m  ge ra l  teremos $ - mais próximo da 

or i gem e m  cada problema dual . A l  &m d i  s so ,  como no caso  V i  

t N .-.a 

são  boas chances de  que e x i s t a  u t a l  que y = x,  



podemos esperar  que, nq p r ã t i c a  o s  limites obt idos  na 

o t i  mi zação da função dual usada na versão  

V do algori tmo CV.13 seJ  a m  bem melhores que 

aqueles  obt idos  na versão Vs. A s s i m  sendo, podemos entender 

par que na vers310 V i  ti vemos um nbmero bem menor de  v & r t i  c e s  

p e s q ~ i  sados por problema que na versão Vs, e por que ti vemos 

um percentual  t ã o  a l t o  de  problemas reso lv idos  no v & r t i c e  

ifiicial fio caso  V2 Cver t zke la=  C V . 2 2  c CV.432. 

k de  se esperar  e n t r e t a n t o  que a obtenção do 

&imo da função dual e m  um dado v d r t i c e  seja m a i s  ba r a t a  na 

versão V9 que na versão Vi ,  devido ao  cus to  computacional 

mnor  da p a r t e  quadrã t ica  e continua da versão Vs. De f a t o ,  

como m o s t r a  a t a b e l a  CV. 33 é exatamente i s t o  que acontece.  

Vemos ai que não s6 o c u s t o  de  cada problema dual e m  V3 na 

i mpl ementação f e i t a  & bem menor, m a s  & t ã o  menor que apesar  

do ndm2r o- de  v& ti ces pesqui sados ser muito maior , o tempo 

t o t a l  de  processamento de  Vs Cver t a b e l a  CV. 133 é e m  ge r a l  

bem menor que o de  Ví .  

Quanto a V2 apesar de Ccomo se era de  esperar3 

u fibrrierr: de  ..As pezquisudus erri ge ra l  ser menor que o nfimero 

de  n6s pesquisados ern V3 Cver t a b e l a  CV. 2 3 3  e do percentual  

de  prcbl  emar r e r o l v i  dos no v& ti c e  i n i  ci a1 ser bem maior , o 

desempenho da implementação da versão Va se mostrou muito 

melhor que o da ver=& V2 Cver t a b e l a  V .  3 Tamb&m o 

desempenho de  V i  f o i  bem melhor que o de  Vz. A razão d i s t o  

& que a mel hora no nbmero total de n6s pesquisados na versão  

V2 não 4 s i g n i f i c a t i v a  e m  r e l a ção  a Vs, e por tanto  o ndmero 

de  nbs pesquisados e m  V2 4 pouca c o i s a  melhor que o nbmero 

de  n6s pesquisados e m  V9 e muito maior que o ndmero de nds 



pesquisador, e m  Vi.  Cver ,tabela V 2 .  Como o tempo de  

processamento de  cada problema dual da versão Vz é bem maior 

que o tempo de  processamento de  cada dual na versão Va Cver 

t ube l a  <V. 333 , '62 acaba se tornando desvantajosamente caro.  

Como prossegui mento d e s t e  t r  aba1 ho podemos 

suc].er i r -&r i as ul  ter n a t i  vas que t a lvez  venham a m e l  hor a r  

ainda mais o s  resu l t ados  obt idos.  Para começar, podemos 

~ e s ~ i  sar ou t ros  a1 gor i t a o s  para progr amas quadrãt i  cos que 

se m c s t r e m  m a i s  e f i c i e n t e s  que o s  usados nas t r g s  

implementações. Aibm d i sso ,  conforme vimos no c a p i t u l o  I1 , 

todo pr ogr ama quadr á t i  co  no h i  per -cubo uni tár i o possui uma 

solucLfo 6tima e m  um de  seus  vCrt ices.  A s s i m  sendo, a 

decomposi ção 

w4Cu3 = minimo € 5  y ' - ~ . y  + c'sy> + mínimo C - uL-x3 
2 

y€to.u x*ltx 

cu jo  FANFG igual  ao  das ou t r a  t r a z  anàl izabas ,  pode na 

prAtica fornecer  limites i n f e r i o r e s  ainda melhores que os de  

V i ,  a l &  de  ser m a i s  bara ta .  

Podemos tambQm t e n t a r  melhorar o desempenho 

do algoritmo de  subgradiente usado, tes tando va lo res  

d i f e r e n t e s  para seus  par$metros. 

Quanto ao m&todo de  zubgradiente usado, 

podemos t rocá- lo  por ou t ro  que garanta a subida do valor  da 

função dual a cada i t e r a ç ã o  C M A R T I  NS C 198533. 

Podemvs ui nda t e n t a r  zel hor a r  o desempenho do 

a1 gor i t m o  enumer a t i  vo. Uma a1 t e r n a t i  va para i sso seri a ,  por 

exemplo, o uso de  penalidades.  



Mi chel  on e e Macul an C 19883 propuseram doi s 

ulgoritmos de  c o r t e  Cmais  especif icamente d o i s  a lgori tmos de 

r e f o r ç o  do dual Cver BdRCIA C198533 que resolvem problemas 

pseudo-bool eanos não-1 i near es com r e s t r i ç õ e s  1 i near es . A 

i mpl ementação e aval  i ação de s e u  desempenho computaci onal é 

promissoramente i n t e r e s s a n t e .  

Mo caro e s p e c i f i c o  do problema da mochila 

~tIX!rYti ~ 2 ,  seri a i n t e r  e s s ã n t e  f a z e r  uma compar ação do 

desempenho computaci onal dos a1 gor i tmos i mpl ementados n e s t e  

t r a h u l  ho cum o de  VALLG, H M R  e Si MEONE C19802. 

Devi do aos  r e su l  t ados  bem-sucedi dos no 

desempenho da versão  Vs, cremos que este algori tmo ser& 

p a r t i c u l a r  mente e f i c i e n t e  na resal uçãa do problema da 

mochila c;usbrAti c a  i n t e i r a  C problema este que, segundo nos 

cons ta ,  não f oi a inda  testado computacional mente, ou sequer 

r e so l  v i  do3 . 

O uso d e  decomposição lagrangeana e m  

programação d i s c r e t a  não-l inear ,  a l é m  de se mostrar uma 

poderosa a1 t e r n a t i  va para  resolução  de  t a i s  problemas, 

e f e r e c e  t u ~ h & m  um %.rustõ canpo para inves t igações ,  e cremos 

Y I e i t u r  pcderU e ~ c m t r a r  muitus o u t r u s  alom das acima YUC 

suger i  das.  
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