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Resumo da Tese apresentada à COPPENFRJ como p a r t e  dos 

r e q u i s i t o s  necessár ios  para a obtenção do grau de  M e s t r e  e m  

Ci ênci  as (M. Sc. 1 

M&l"ODoS DE REG1'Pr:O DE CONFI M Ç A  EM OTIMISAÇXO 

Anct?r& Alfonso Carril20 Ldpea 

Junho de  1990 

Orientador: Nelson ihf~culan FiLho. 

Co-Orientador: Raf-L Correu FonteciZLu. 

Programa: Engenhrzria de Sistemas e Computuç&o. 

N e s t e  t r aba lho ,  apresentamos o s  Mtodos de  Região de  

Confiança (para O t i m i  zação irrestri ta) ; cornegando com uma 

evolução h i s t ó r i c a  do tema, continuamos com uma rev i são  das  

p rapr i  edades das Funções m a d r  á t i  ca s  ; para,  nos r e s t a n t e s  

cap i t u lo s ,  desenvolver in-extenso o s  Métodos, dando ênfase  a 

a1 gumas demos t r  ações e exempl o s  i 1 u s t r  a t i  vos que a j udar ão a 

uma melhor carnpreensSo do tema. 



Resumen de l a  Tes i s  presentada a l a  COPPENFRJ como p a r t e  de 

10s r e q u i s i t o s  necesar ios  para  l a  obtencibn de1 grado d e  

b g i s t e r  en Ciencias  

METODOS DE REGION DE CONFIANZA EN OPTIMIZACION 

Jun io  1990 

Orientador:  N e l s o n  M a c u L c m  F i l h o  

Co-or i entador : R a f a e  L C o r r e a  F o n  t  ec i L L a 

Programa: I n ~ e n e r f a  de S i s t e m a s  y C o m p u t a c i b n  

Se presentan en este t r a b a j o  Métodos d e  Regióra de  

Confianza (para Optimización s i n  r e s t r i c c i o n e s ) ;  pa r t i endo  

con una evolución h i s t ó r i c a  de1 t e m a ,  continuamos con una 

r e v i  si ón d e  l as pr opi  edadeã d e  1 as Funci oneâ Cuadr á t i  c a s  : 

para  en 1 o s  r e s t a n t e s  Capi t u 1  os, d e s a r r o l l  ar i n-extenso l os 

Métodos ; dando énf asi s a a1 gunas demostr aci ones y e j empl os 

i l u s t r a t i v o s  que s e r v i r á n  d e  ayuda para  una m e j o r  

comprensi ón de1 tema. 



Abstract  of Thesi s presented t o  COPPEAJFRJ as par ti a1 

f u l f i l l m e n t  of t h e  requirements f o r  t h e  degree of b s t e r  of 

Science (M. Sc. 1 

THE TRUÇr REGI OM METHODS I M  OPTiMISBTIOM 

Anc?r&s Alfonso Carril20 Lbpez 

June 1990 

Chairman: Nelson McrcuPan Fi lho 

Co-Chairman: Rafúrel Correu FonteciZZa 

Departament: Systems Engimering and Computer Science 

This  work is concerned with t h e  Trus t  Region Methods i n  

Unconstrained Optimization. W e  s tar t  with a review on t h e  

s u j e c t  and a s tudy  of t h e  p r o p e r t i e s  of Quadratics 

Functi  ons. Then, w e  ex tens ive l  y develop t h e  method, w i  t h  

emphasi s i n some pr oof s and i 1 1 u s t r  a t i  ng exampl es w i  ch  

should h e l p  i n  a b e t t e r  understanding of t h e  area. 





O s  Y&.tdcdos chamdos de "Reçião de  Ccnfianqa" (TRUST- 

FTEC5ZON ETHOY,:! s ão  de recen te  fiparecimento e m  Análise 

ifur&rica. MY maisria c?== &.gsri.tCIxss Y e  M ~ T T > ~ z Y $ ~ I  SL 

dcte.rxi na primei r airente uma DI RECXO DE DESCI DA, aú Longo da 

qual se f a z  uma buzca uni d i  mensi onal (chamada na l i ter a t u r  a:  

'%=sca L inear  " 2  com o ob.jetivo de  encontrar uma aproximac$3o 

4s ~ L n i z o  fiesta direção.  A segu i r ,  e s t a  aproximaqão é 

rionc=iderzda com= @ novo ponto de  pa r t ida .  N e s t a  ca tegor ia ,  

%par ecem o s  a igo r i  tmos do t i p o  Gradiente Conjugado e aqueles 

ds Ligo kn~zsi -Ne-iion c1 A s s i  co. 

A i d 4 i z  da i t e r aqão  dada pelo  M&todo de  Reg ião  de  

Ucz:~,fIanqa & a seq.zir,',e: ContrOe-se nu ponto v, um modelo 
k 

jr=-,ui - -3 cansidesadc quadr á t i c o )  da f unqão ob j e t i vo  e 

du f=ris;Uc (c= fu f i c i~na l l , .  Essa bola 6 chamada Região de 

Cunf i afir ,~.  Logo , consi der a-se uit? ~ Z C _ C ; C Y  
S~ 

qrle garanta  um 

& c  suf ici ~.=del. quadr=$i na i n3ersegY~ 

UE?P,C_Y ReqiU.~ de C ~ n f  i a q a  EI ú cor , . j~nto  v i h 5 , .  A funç2b 

&jeii-.m 6 a - a l i a d a  nes te  novo ponto. Se seu valor  decresceu 

u s u f i c i e n t e ,  o novo ponto é a c e i t o  com o segu in te  i t e r a d o  

e re  au~??eota u r a i o  da RegiSo de  Confianqa. Caso con t rb r io ,  

c: n u w  p n k o  & descartado e o r a i o  da Região de  Confiança e5 

r eduzi do. 

A d i ferenga fundamental com o s  chamados: M&todos de  

Busca liriear , está no f a t o  de cora  eles u t i l i z am o modelo 

q~uudrá t icc  para a e l e iqão  do comprimento do passo. A s s i m ,  

enquanto na "busca l i n e a r  " , o madel o quadr&ti co  I& usado par a 

obter S. direqEo de  busca ?ninimizando o modelo quadrá t ica ;  no 

cusu dc h i&t~Y~  de IZegislo de C c ~ l f l a ~ ~ ; ~ ~  e s c d h e - s e  prime ir^ 

rilx passo de  prova de comprimnfo e a segu i r  se usa o 
k 

mdcilo quabrAtico para s e l e c i o ~ z r  o ii?elhcr passo com esse 

cc~.prf z z ~ t Y .  Puru i s s ~  se r e s d v = ?  Y prsklcxz: 



= f (v, 1 
C 

cnde c;_ & o gradienLe da f u n ~ ã o  f avzl izda  no ponto x n: H 
b C C 

& a rnztriz Hessiana de f in ida  no ponto x . 
c 

. k z i f i . ,  depois que â f o i  enconLrado (sendo s a solução 
C C 

do  problema de minimizaqão (P) ) , o M&todo de  Região de 

C o n f i z n p  e f e tua  uma avaliarhão de f (x - + s ) para ver se 
L c 

( x +  #. s )  d s a t i s f a t d r i o  ou nSo. O que f o i  expresso 
h - b 

anter iormente de  forna  esqtemática é t r a t a d o  com c e r t o  

U c L a l h e  no PapiYulo IV c p a r t e  do C a p i t d o  V d e s t e  t rabalho.  

i 1 Fazendo que a r e s t r i ç ã o  r e s p e i t o  da  Região de 

C e n f i a n ~ a  s6 possa ser cumprida de  forma aproximada, i s s o  dá 

orl g e m  aos chamados Mdtodos de  passo l oca1 mente r e s t r i n g i  do 

("IirnE","! * e 

i i1 Cl mcdelu quadrUtico pode ser miniwdzabo sb aproxi - 
mad~rne~ te ,  u qts UI oric;=rr. 83s chzmadas M&todos "dogleg" e 

"'srtwól e dogl eg " . 



d e s k  t i p o .  I s s o  f a z  com 

r o b u s t e ~  dos a1 g a r i  %mos 

que se possa esperar  xma excelente  

e x i s t e n t e s  para estes mtstodos (no 

s e n t i d o  que c algoritmo continue trabalhando bem; ainda que 

fiz UYYCS z q j z m  " r ~ i m ' ~ ,  Z Z S ~ ~ I !  par e x e m p I ~ :  corr! uma matriz 

mal. condi ci onada , o a1 gor i tmo con t i  nbe f ar necendo bons 

r =sul t ádos 1 . 

$!c CapiLulo VI, coma indica. chex nome, se es tuda  uma 

e x L s t r . s Y c  do %todo de  Região de  Confiznqa, especialmente 

r e f e r i d o  a mostrar c s t r a t&g iaâ  de  busca do passo quando a 

~ & Y ? r - i z  H s s s i a ~ a  6 def in ida  nec;ativa. Tudo i s s o  911-m de  

zlguns exempios desenvolvidos com c e r t o  deta lhe .  N o  ~31 ti imo 

C l ; ~ ~ i t u l a  se apresenta,  a modo de  resumo, uma descr ição  com 

zrr. exemplo do Mgori  tmo de  Região de  Conf ianr;;a. 



CAPITULO I1 

ALGUNS ANTECEDENTES H 1  ST6RI C-. 

O desenvolvimento dos Wtodos de  Região de  Confiança 

começa a tomar forma com o s  t r aba lhos  de  LEVENBERG(1944) y 

MARQUARDT (1 963 )  ; no que d i z  r e s p e i t o  a problemas de  Mínimos 

Wadr &ti cos não-1 i near es . 

A i d&ia  ã que dada uma função continuamente 

d i ferenciada  F: IRn-  IR^; o problema de  Mínimos 

Quadri t icos não 1 i near e5 encontrar o minimo da função: 

O Algoritmo de  Levenberg-Marquardt pode ser v i s t o  como 

u m  &toda para gerar  uma sucessão de  i t e r adas  C x  3 onde o 
k 

passo s e n t r e  as i t e r a d o s  i uma solução para o problema: 
k 

para  uma variação A e uma matriz de  escala D A norma 11. 11 
k k - 

que aparece ne s t e  problema 4 a r b i t r i r i a ,  mas geralmente se 

escolhe  como norma 1 
2 ' j i  que com i s t o  MARQUARDT (19633 

provou que se o passo s se determina resolvendo o sistema 
k 

1 i near : 

para u m  parâmetro X > O  então  s reso lve  o problema (11.11 
k k 

com A = (IDk s 11. k 

A i d&a  fundamental do Mktodo de  Região de  Confiança, ã 

que o passo s seja a solução de  um subproblema, com uma 
k 

var iação sobre  o passo. O subproblema B escolhida  de forma 

que a solução s melhore a aproximação do problema de  
k 



Otinnf zação ( e m  questão) . - 

Na versão do Método de Newton f e i t a  por GOLFELD, QUANDT 

e TROTTER (1966) , para a m i  nimizaçso s e m  restrições de uma 

função i': Rn - R, o passo s resolve u m  subproblema da 
k 

forma: 

para alguma cota A e alguma matriz de escala Dk. Os autores 
k 

anter i or mente menci onados , escol her am tomo norma 11. 11, a 

norma 1 e provaram que: se s satisfaz: 
2 k 

para um parâmetro X 2 0, com k2f  (xk) +Ak D:Dk , matriz 
k I 

semi -definida positiva, ent- sk resolve o problema de 

minimizagão (11.2). com A = 11 Dk skll . k 

Os a1 gor i tmos de Gol df e1 d-Quandt -Tr ot  ter  e de 

Levenber g-Mar quar dt  sSo bastante pareci dos. E m  ambos, o 

âubprablema tem a forma: 

onde a f unqão yk (w) é uma aproximação quadrdti ca da real 

redução na f unçzo objetivo. No a1 gor i tmo de 

Leveriberg-Marquardt , yk (w) -yk (O) B uma aproximaçzo de 

primeiro or dem . ernbor a no Al gor i tmo de 

Goldf eld-Quandt-Trotter , pk (w l  -v (0) seja uma aproximação de 
k 

segunda ordem. A diferenga 9 que no Algoritmo de 

Levenberg-Marquardt . a função apraxi mação quadriti ca yk d 

convexa e, portanto, & relativamente fáci l  se obter a 

=o1 ução gl obai do probl em (I I .  3) . 

A s  primeiras versões, tanto do Algoritmo de 

Levenber g-Mar quãr dt  , quanto do A l  gor i tmo de Gol df e1 d- 



Quandt -Tr otter , contr o1 avam i ndi retamente s k; alterando o 

parâmetro kk (2 01. I s to  nSo parece ser compativel com a 

f i losofia dos M&todos de Região de Confiança, que requer u m  

controle direto da cota e determina sk como a solução do 

ãubproblema 1 1 3  O controle direto de Xk t e m  vArios 

inconvenientes. Um deles & que não parece razoavel eleger 

automaticamnte u m  Ao. Por outro lado u m  valor razokvel de 

& freqúentemente uma pequena fração do tamanho llDo x,[[ do 

ponto de partida. Outro problema ocorre quando x k k  + s conduz 

a u m  aumento da f unçio objetivo. 

Neste caso se pode usar a informação obtida da função e 

de sua derivada e m  xk e (x + s 1 para estimar o decréscimo 
k k 

requerido e m  Ak, mas d o  esta claro que esta informação 

possa ser usada para 

A s s i m  se temos, 

estimar u m  val ar razoável para X k + 2  Xk 

por exemplo: 

então ; no A1 gor i tmo de Levenberg-Mar quar dt j á conhecemos: 

@((O), C$ (1) y #' (01 < O. Se ocorre : 

ent2ío a quadrdtica que interpela estes dados tem um mínimo 

y<l , e C razoável deixar A i + i = y % ~ r ~ k  11 na maioria dos casos. 

Seguindo a idkia do Algoritmo de Goldfeld- 

Quandt-Trotter , HEBDEN C19731 foi o pri meiro a propor u m  

algoritmo razoAve1 para a solução aproximada do problema 

C1 I .  3 2  . Seu a1 gari tmo 4 basicamente bom, por&m apresenta 

dificuldades quando vk não é convexa. 

MORE (1 978) apr esentou r e s u l  tados te& i cos e numcor i coe 

que demostraram que as idéias de Hebden podiam ser usadas 

para realizar uma i m p l  ementação conf i Ave1 e eficiente do 

Al gor i tmo de Levenber g-Mar quar dt  . Esta i mpl ementação , e m  



pa r t i cu l a r ,  n2lo t e m  muitas das decis23es ad-hoc das 

i mpl ementações pr &vi as. 

Os Algoritmos de  Hebden e Morto nSo buscavam uma solução 

exata  do problema 1 1 3 ,  ao  inv&s d i s t o ,  eles se 

sa t i s faz iam com uma soluçSo otimal aproximada do problema 

1 1 . 3  Resultados num4ricos e t ed r i cos  seguros podem ser 

obtidos se o passo sk, sati  s f  ãz a desigual dade: 

sendo (3 e p2 constantes posiLivas. 
1 

Para muitos problemas, o cus to  com a obtenção do passo 

s cumprindo as condições a n t e r i  o res  é bastante  razoável , 
k 

portam e m  ou t ro  t i p o  de problemas (como por exemplo, 

problemas de  grandes dlimnsirSes) , o cus to  pode ser 

proibi t ivo.  Uma a l t e rna t iva ,  nes te  ~ l t i m o  caso, está e m  

determinar o passo s que resolve  o problema com r e s t r i ç õ e s  
k 

da forma: 

sendo Sk um subespaço. A vantagem e m  resolver  este 

subproblema, & que a solução de (11. 51 pode ser 

consideravelmente menos custosa que a do subprobl ema (I I .  31 . 
E ainda m a i s ,  se Sk é escolhido adequadamente, podem ser 

obtidos bons resul  tádas ,  t a n t o  t eb r i cos  como pr&ticos.  

Reserltados de  convergthcia podem ser obtidos se: 

com I),> O y o,> O e onde s: é a direção de  descida mais 



profunda para ly no que r e s p e i t o  a norma /ID ( . 1 11 (vcte.  >O1 
k k 

POWELL (1970) f o i  o primeiro a propor um Método de  Região de  

Conf i ança "acompanhado" de  um subprobl ema do t i p o  (I 1.5) . No 

Algori tmo de  Powell para resolver  um sistema de  equações 

a lgébr icas  nâlo-lineares. F: R*- Rn; o passo s reso lve  
k 

u m  problema da forma: 

C N onde rk é o passo de  Cauchy, sk é o passo Newton. e a matriz 

Jk O ou a aproximação por d i ferenças  da inatriz jacobiana 

F (x ) ou uma verâzlio escalada (ou a escala) da aproximação 
k 

quase-Newton ob t ida  usando-se a a tual izaçSo de  BROYDEN 

(1965) . 

Os Métodos chamados de  Região de  Confiança foram também 

desenvolvi dos par a resolver  probl emas de  Oti m i  zaçZo com 

r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  do t i po :  

no qual o subproblema associado 

t 
ltw+wn wtg w : c  

t e m  a forma: 

(xk+w) 5 d;  11 DkwII 

(11.91 

sendo Bk uma matr iz  simétrica. Fletcher  suger iu  que a norma 

11. 1 f o s s e  escolhida  como a norma L já que a s s i m  o 

subproblema (I1 .9) é um problema d e  programaç2Zo quadrát ica.  

O Algoritmo de  Fletcher  B uma generalizaçSo do Algoritmo de  

GRI  FFI TH y Si'EWART (1 961 ) na qual Bk =O e a norma 1. I é a 

norma 
l m- 

A vantagem de  escolher  Bk=O está e m  que o 

subproblema (11.9) se transforma e m  um problema de  

programação l i n e a r .  Deve-se, contudo, notar  que a escolha de  

Bk=Q pode conduzir a uma raz%o de  convergência 



i nacei t ave l  mente baixa. 

A t é  aqui sempre dissemos que a função yk é uma funçZo 

do t i p o  quadriLtica, muito embora nem sempre ocorra  a s s i m .  

W E N  (1975) desenvolveu um Algoritmo para a solução 

rni nimax de  um sistema de  equações não-1 i nea re s  F: R~-U?~. 

O problema minimax requer averiguar o mf nimo da função: 

E m  seu  Aigoritmo, 0 passo s reso lve  o subproblema: 
k * 

A norma 11. 11 é arbi tr iLria ,  e n t r e t a n t o  Madsen usou a norma 

l c o  já que a s s i m  o problema (11.10) pode ser formulado como 

um probl é m a  de  programaçZa 1 f near . Note que o subprobl ema 

(11.101 4 da forma do subproblema 1 1 . 3  com ly função 
k : 

pol i edr al convexa. 

FLETCHER (19811 extendeu o Algoritmo de  Madsen ao  

Pr obl ema de  Oti m i  aação Não-Di f er enci  ável : 

ande as funções f :   IR^- R e F: IRm s%o 

di fe renc igve i s ;  por&m a função # : Rrn- [R se sup8e 

somente convexa. A s s i m  o s  subproblemas no Algoritmo de  

Fl e tcher  s ã o  da forma (11 - 31 r 

sendo B uma matr iz  s i m é t r i c a .  N e s t e s  subproblemas, a função 
k 

yk C a soma de uma função quadrá t ica ,  com uma função gera l  

convexa. 



O pr ob1 ema de  O t i  m i  zação nLTo-di f er enci  Ave1 (I I . I 1  1 

i n c l u e  problemas de  minimização di ferenciável  quando 4 = I) e 

problemas de  minimização convexa quando f = 0. 

Recentemente ZOWE (1988) es tuda  a minimização de  uma 

função convexa f , não necessari  amente d i  f erenci  Ave1 , s u j e i  t a  

a restriç25es l i nea re s .  E l e  u t i l i z a  planos de  c o r t e  para 

modelar f e a minimização d e s t e  modelo db uma d i reção  para a 

qual se e f e t u a  uma busca l i n e a r .  E s t a  aproxima@o prova s e r  

muito boa, en t r e t an to  seu  ê x i t o  depende de  uma cuidadosa 

maneira de  escolher  c e r t o s  parametros ck e m  cada i t e r ação .  

0s mencionados ek podem ser in te rp re tados  como o s  r a i o s  p 
k 

de  uma bola na qual se a c r e d i t a  que f est% modelada de  

manei sa suf i ci entemente boa. 1 nf e1 i zmente , ai nda 6 um 

rnistbrio corno escolher  estes ck e pk intel igentemente.  Para 

s u p r i r  e s t a  d i f i c u l t a d e ,  SOWE u t i l i z a  a s  i d d i a s  do Método de  

Região de  Confiança. Para i s s o ,  e m  vez de  f i x a r  algum p no 

ponto de  i t e r a ç ã o  x se reso lve  o modelo para v;lrios p , 
k' 

t r a t ando  de  a j u s t a r  sistematicamente p (e simultaneamente o 

modelo) a t b  encontrar o r a i o  p da bola,  no qual o modelo se 

aproxima bem de  f . A m i  ni  m i  zação do modelo sobre  esta bola,  

o r i g ina  um novo i t e r ado ,  com um decrbscimo substancia l  e m  f .  



CABITULO III 

PRELI MI NbhRES MATEMATI CAS 

I I I .  1 . DEFINI CÕES E TEOREM PRCVI OS 

in 
DEFINIÇÃO 1: Uma sucessão -C%> converge l inearmente a x te: 

para  u m  cons tan te  a E 1 0, 1 I 

Observacão 1 : Se ol Q pequena, enLão ( I  I I .  1) b adequada para  

um a1 gor i  Lmo de  Oti  m i  zação razoável .  

razoável 1 . 

DEFINI ÇÃO 2: 

Se a se aproxima da unidade ( a 1 0.9 ) en tão  

( 1 1 1 . 1 )  é inadequado (para um algori tmo de  otimizáção 

Uma sucessSo Cx 3 converue quadraticamente a 
n k 

x se: 

para  alguma cons tan te  f3 > 0. 

a convergiSncia quadrá t ica  implica que o nbmero de  d í g i t o s  
d 

s i g n i f i c a t i v o s  de  x como uma aproximação a x . é o dobro 
k 

e m  cada iteração. 

Ex i s t e  um m e i o  t e r m o  e n t r e  as definiçSies a n t e r i o r e s  (e 

sua s  correspondentes desigual  dades) . A s s i m  t e m - s e ,  a 

segui n t e  definição:  

DEFINIGÃO 3: Uma sucesão C x  3 converqe superl inearmente a 
n k 

x se: 



para alguma sucessão Cf3 3 para qual converge 
k 

a O. 

ObservaçZo 3: Uma sucessSo convergente super 1 i nearmente é 

1 i nearmente convergente. Al4m d i s t o  uma sucessão que 

converge quadra t i  camente & super 1 i near mente convergente. 

ObservaçSo 4: Como: 

t e m - s e  que: 

l í m  11 "r+% - x  k li 
= 2. 

k - b m  II - x* I1 
* 

quando C x  3 converge superlinearmente a x . Esta  é uma 
k 

propriedade importante j A  que implica que llx -x 11 pode ser 
,k+ i k 

usado para estimar a d i s t g n c i a  e n t r e  x e x . 
k 

Par a entender m e l  hor as propriedades dos 

mi ni  m o s  1 ocai s , nos referi r emos aqui especif icamente a 

classe de  funçães f que s e j a m  duas vezes continuamente 

di f er enci ávei  S. Desta manei r a as pr opr i edades dos m i  n i  m o s  

l o c a i s  podem ser escritas e m  termos da função quadrát ica:  

onde como sabemos, Vf (x) r epresen ta  o g rad ien te  da funsão f 

no ponto x, e vzf l x )  represen ta  a matr iz  Hessiana da funçSo 

f no ponto x. 

Notas: i )  

i i)  

A i -8sima componente do g rad ien te  se denota por 

a. f <x>. 
L 

O elemento (i, j) da matr iz  Hessiana se denota 



Como: 

a função quadra t ica  4 o modelo uuadri4tico l o c a l  en x da 

possi  vel redução e m  f . 

TEOREMA 1 : Seja f :  IRn- IR duas vezes continuamente 
d 

diferenciável  e m  um conjunto abe r to  D. Se x E D & um minimcs 

l oca l  de  f . então  V f  (x*) =O e v2f (x*) é semi -definida 
* 

pos i t iva .  Se Vf (x ) =O e v2f (x*) def in ida  pos i t i va  para  
5t€ a 

algum x E D então  x 4 um & i m o  l oca l  separado de  f .  

Demostração : ( .ir 
* 

i) Seja y o modelo quad r i t i co  l oca l  e m  x da possivel  

redução de  f : 

Se 2 é um mf ni  m o  de  f então  t e m - s e  (usando ( I  11-41 ) 

que: V p E IRn e a suficientemente pequeno: 

* t  ii ) A expressão an t e r i o r  implica que Vf (x ) p=O e a l e m  d i s s o  

que : 

pt v2f (X* p 2 O. 
4k 

Como p é a r b i t r i r i o ,  conclue-se necessariamente que V f  Cx 1 
a 

& igual  a O e que v2f (x ) d semidef inicia pos i t iva .  

( 4 - 1  * 
i 1 Se Vf (x*) =O e v2f (x 1 é def in ida  pos i t iva .  então,  t e m - s e  

que : 

Seja h > O o menor valor  própr io  da matriz Hessiana 

v2f lx*) então  e m  (111.9) t e m - s e  que: 

* 
ii 1 Logo, t e m - s e  que x deve ser um mínimo loca l  separado 

para a funçZo f (ver e m  ( I I I . 4 ) ) . -  



a 
DEFINIÇSO 4: Um ponto x E R" ta l  que V f  (x*) =O é chamado 

PONTO CRf TI C0 de  f . 

DEFINI ÇÃO 5: Os pontos cri ti cos podem ser : mf ni  mos 1 ocai  s , 
máximos 1 oca i s  ou pontos se1 a.  

OBSERVAÇa. Os a1 gor i t m o s  par a m i  n i  m i  zação i r restr i t a  de  uma 

função f :  R"- R, s ã o  geralmente Métodos de  descida 

que levam a cabo a s e i g u i n t e  i d & i a  básica: 

Par t indo de  um ponto i n i c i a l  x o método gera  uma 
0,  

sucessão de  apraximac$%s Cxk3 a o  minimo loca l  com a 

pr opr i edade que: 

= CXk+& 
) < f ( x k )  ; V k l  O 

Somente a condição de  descida não garante  

suficientemente para que a sucessão de  itera$&s Cxk3 

conv i r j a  ao  minimo loca l .  LIão requer idas  condiçSier mais 

f o r t e s  (por exemplo. sobre  a grad ien te  e o Hessiano de  f 1 
para obr igar  a sucessão Cx 3 a estar vizinha ao  mfnimo 

k 
l o c a l ,  e uma vez que as iterações x e s t ã o  na r e f e r i d a  

k 
v i z i n h a n ~ a ,  o s  m&todos de  descida admitem uma rzkpida 

conver gênci a 1 oca1 . 

N e s t e  s en t i do  vejamos o segu in te  teorema: 

TEOREMA 2: Seja F: IR"- Rm continuamente diferencirivel , 
d 

def in ida  e m  um conjunto aber to  D e suponhamos que F (x 1 =O 
3k 

para algum x e D, e F' (x ) não & s ingu la r .  Ex i s te  então  um 

conjunto S t a l  que para qualquer xo e SI as iteraçses de  

Newkon: 

k 1 0, e s t ã o  bem def in idas ,  seguem e m  S e converge a x . 

Demastracão: -Seja cx ; uma constante  E I O . 1 C .  
* 

-Como F' és con t i  nua e m  x e F ' (x*) é nSo 

s ingu l a r ;  existe uma bola abe r t a  S tal  que: 



e uma cons tan te  p > O, ta l  que x , Y E S 

-Suponhamos que x E S. Como x k + l  
s a t i s f a z  (11.63 e 

* k 
F (x ) =O t e m - s e  que: 

- o  do Teorema Fundamental do CAlculo 

t e m - s e  que: 

Logo e m  (111.7): 

Como ot < i , a desigual  dade (I I I .  9) implica que se xa&, 

en tão  x E S; para  k > O e t e m - s e  a l e m  disso que €xk3 
* 

converge a x . i m  

Observação: O teorema 2 e s t abe l ece  que o M&odo de  Newton é 

localmente conversente,  no s en t i do  que se o ponto de p a r t i d a  



(OU pr ef i xação i n i  ci a1 ) está suficientemente prdxi mo da 
* 

soluçZo x . en tão  a sucessão C x  3 gerada pelo  Método d e  
* k 

Newton* converge a x . 

TEOREMA 3: Seja F: IRn- R" que s a t i s f a ç a  as hipdteses  

do Teorsima 2. Então a sucessão € x  3 def in ida  pe la  i t e ração :  k 

-1 

x k + i  = x k -b* (x, 11 F ( X ~  1; para L 2 O 

I -i 

<ou seja: xk+ i = x k - [ P f c x k  1 f ( x k ) .  com k 2 0 )  

* 
converge super l  i nearmente a x . 
Al4m d i s t o  se: 

* * IIF'  (xl- F '  (X ) 11 I y IIx-x 11 ; com x E: D ( 1 1 1 . 1 0 ~  

para alguma constante  y > O, en tzo  a sucessZo 
* 

C x  3 converge quadrdticamente a x . k 

Demostração: i )  A convergência da sucessão C%> j á  estb  

demostrada no Teorema 2. 

ii ) Vejamos agora a razão de  convergSncia. 

Para i s t o  se define:  

com p; constante  > 0, que aparece de f in ida  no 

Teorema 2 e onde xo E S com: 

* 
Z { X :  X X  G ; E > O 

iii) A h ipdtese  (111.10) e a convergSncia da 
* 

sucessão € x k 3  a x asseguram que a 

sucessão €f lk3 ,  converge a O. 

i v )  A i  é m  d i s so ,  usando a desigualdade ( 1 1  I .  8)  que 

aparece no Teorema 2. t e m - s e  que: 

o que demostra que a sucessão Cxk> 
Q 

converge superlinearmente a x . 
v) Por ou t ro  lado,  u t i l i z ando  (111.10) e como: 



Logo, subs t i tu indo  e m  (I I I .  11 ) t e m - s e :  

o que s i g n i f i c a  que a sucessão Cxk>, 
* 

converge quadráticamente a x . ii 

As funções quadrbt icas  t ê m  um papel importante no 

desenvol v i  mento de  Al gor i tmos apl  i cados a problemas de 

Otimização. A s s i m  por exemplo, sabemos que e m  uma vizinhança 

de um mínimo loca l  de  uma f unçfiio f , onde f :  p- IR, o 

M4todo de  Newton pede ser obt ido  requerendo que o passo seja 

o mínimo do modelo quadr l i t i  co  1 oca1 : 

da redução esperada e m  f .  Logo -6 importante entender as 

pr opr i edades das  funções quadr &ti cas e f ar necer a1 gor i tmos 

numericamente es tdvei  s par a a m i  ni  m i  zação de1 es . 

O primeiro resu l  tado, descreve completamente a 

minimizaçZío irrestri ta de  funçaes quadrat icas:  

LENA 1 : Seja iy: IRn- R; a funçfiio quadrát ica:  



onde g E IRn e B G IR nxn 6 uma matriz s i m é t r i c a .  

a? A função quadrbt ica  v, t e m  um mínimo se e s ó  se i3 6 

semidefinida p o s i t i v a  e g está no n i  vel  de  B. 

b) A função quadrá t ica  v, t e m  um bnico mínimo se e só 

se B B def in ido  pos i t ivo .  

e) Se B é semidefinida p o s i t i v a  en tão  cada solução 

da  equação Bp = -g 6 um mínimo global .  

DemostracEo: ( V e r  MORE, J. J. e SORENSEN D. C. (1981) 

Dada urna função quadrá t ica  v, e x i s t e  um exce len te  

procedi mento num& i co par a achar seu  mf n i  mo. Pr i m e i  r o se 

t e n t a  uma f a t a r i z a ç ã o  de  Cholesky da matr iz  B. E s t a  

f a t o r i z ação  existe se e só se B & semidefinida p o s i t i v a  e 

da i  se obt6m uma matr iz  t r i angu l a r  super ior  R ,  ta l  que: 

Observacão: Se se encontra  durante  o processo de  

fac to r i zação ,  uma diagonal negat iva,  en tão  B nSo k 

semidefinida pos i t i va  e o Lema 1 mostra que a função 

quadrá t i ca  ;i. não t e m  minimo (negação da p a r t e  a) no Lema i 1 . 

Se a f ac t a r i z ação  db certo e R 4 não-singular,  en tão  o 

mínimo se c a l c u l a  resolvendo o sistema Bp = -g ou de  forma 

equi val  e n t e  : 

Se a f ac to r i z ação  dá c e r t o ,  mas R é s ingu la r  en tão  

B é semi -definida p o s i t i v a  e s ingu la r .  E a inda  B possi  vel  

c a l cu l a r  uma solução p; mas do ponto-de-vista num&rico, este 

cil  cul  o d i ns tável  , j6 que uma perturbação a r b i t r a r  i amente 

pequena, pode transformar B e m  uma matr iz  d e i  i n i d a  p o s i t i v a  

ou e m  uma matr iz  indef in ida .  

O Teorema 1 d e s t e  Capitulo,  m o s t r a  que e m  uma 

vizinhança de  um mf ni  m o  1 oca1 de  f , podemos esperar  que a 

matr iz  Hessiana W2f (x) = H) seja de f in ida  pos i t i va ,  e en tão  



o Lema 1 mostra que o modelo quadrAtico l o c a l  (111.12) t e m  

um bico minimo. Assim, ne s t e  caso,  o mínimo do modelo 

quadrá t ico  l oca l  4 um caminho razoável para um algoritmo de  

minimização. Entretanto,  longe de  um mínima l o c a l ,  a matr iz  

H e s s i  ana v2f (x) , pode ter um valor  própr io  negativo e en tão  

o Lema 1 nos d i z  que este modelo quadrá t ieo  l oca l  não t e m  um 

mínimo. De f a t o  o modelo não está l imi tado  infer iormente.  

Exi s t e m  a1 guns pal eati vos par a esta d i  f i cu l  dade. Uma 

possi  b i  1 i dade é modificar o modelo quadra t i  co, acrescentando 

uma matriz ãemi -definida pos i t i va  E (x) , ta l  que: 

seja def in ida  pos i t iva .  (Quando B é s u b s t i t u i d a  por esta 

matr iz ,  o c&lculo  do passa pode efe tuar-se  como f o i  d i t o  

anteriormente) . 

Outro pa lea t ivo  possi vel , e (B aqui que centraremos este 

t raba lha ,  C r e s t r i n g i r  a reg ião  na qual suporemos que o 

model o quadr &ti c o  1 oca1 4 apr opr i ãdo. Local mente o model o 

a inda  provi2 uma excelente  aproximação a reduçCio que se 

espera  e m  f , a s s i m  &i razoável r e s t r i n g i r  y h bola Cw: IIwllSA3. 

para  algum A > O e ca lcu la r  o passo como o mínimo de  y nes t a  

bol a. 

O segu in te  Lema c a r a c t e r i z a  as soluçães  do problema de  

minimização de  uma função quadrá t ica  na reg ião  que f o i  

r e s t r i ng ida :  

LEMA 2: Seja y : lRn- E? a função quadrát ica:  
t (w3 = g w + (w2>wt i3 w 

e seja A > O dado. 

Um ponto p E Rn reso lve  o problema: 

se e somente se, e x i s t e  X > O ta l  que: 

ÇB +A I ]  p = -g ; [ h - b l l )  = O  (111.14) 

com B + X I semidefinida pos i t iva .  



IDiamstraçãcr: i )  C c ) 
Suponhamos que X e p sa t i s fazem (111.14) c o m  B + A I , 

semidefinida pos i t iva .  Então, pe lo  Lema 1 (pa r t e  (a) ) t e m - s e  

que p minimiza a função quadrAtica: 

4tP +(i/s)pt(B + h I ) p  < gtw +(uz)wt(B + X I ) w  

donde t e m - s e  que: 

t t 
g L w  + ( i / r f w t ~  w 2 g t p  +(i,z)ptBp + ( A F )  (P P - w 

(III .151 

para  todo w E R" . 
Como a l & m ,  de (I 11-14)  t e m - s e  que: 

negue de  (111.15) que y, (w1 2 p (p1 , sempre que 

IIwIlSA; a s s i m  p r eso lve  o problema (111.13). 

ii) ( s 1 
Suponhamos agora que p r e so lve  o problema (111.13). Se 

Ilpll<A, en tão  p 4 um mínimo i r r e s t r i t o  de  p, logo o Lema 1 

implica que (111.14) se cumpre c o m  X =O e que B é 

semi -definida pos i t iva .  Se llpll = A, en tão  p tambdm re so lve  o 

problema de  m i  n i  m i  zação com restri ç8es de  igual  dade: 

Por tanto ,  o %todo de  Lagrange assegura 

a ex i s tgnc ia  de  X ta l  que: 

t 
V L(p1 = O.  onde L(w) = ( w ) + ( ~ / 2 1  (w w - A' ) 

Isto implica que (111.141 se cumpre para  X e p. 



A1 Qm d i sso ,  como por h ipótese  p resolve  (111.13) , 
t e m - s e  que (I I I. 15) & vá1 i da para X e p, sempre que \lwll=llp 11. 
Usando 1 I 1 4  , para s u b s t i t u i r  g e ordenando termos e m  

(1 11-15) , t e m - s e  que: 

para cada w, com norma llpil . 

b s t a  a l t ima desigualdade t e m - s e  que (B+XI) 4 

semi -def i ni  da posi ti va. 

Para demostrar que h I 0, notar que o Lema 1 implica 

que (111.15) 15 vál ido V w E lRn. Agora se h. < O, então 

(1 I I. 1 SI i mpl i ea que v (w) 1 .yr (p) sempre que llw 112 llpll. Como 

p resolve  o problema I I 1 , devemos saber que p L um 

mínimo i r r e s t r i t o  de p e do Lema 1 implica que h=O. 

Logo, t e m - s e  que h 2 0. - mm 

Observação: Para encontrar uma s o l  uçlo  num& i ca aproxi mada 

do problema (111.131 , á necessario ter um pouco de cuidado: 

Urna complicação imediata L que devido a r e s t r i ç 2 h  não-linear 

( I ]w~/<A> não e x i s t e  um m&todo gera l  d i r e t o  para resolver  o 

problema mencionado (I1 I. 13) . De f a t o ,  quando g=Q é uma 

solução p de (III.13) deve se r  um vetor próprio de  norma A, 

que corresponde ao menor valor prbprio de  B. Logo, um mtotado 

ger a1 par a resol  ver o probl ema (I I I.  13) deve resol  ver um 

problema de  valor prbprio sim&trieo nes t e  caso especia l .  

-A solução do problema (111.13) i d i r e t a  se não existem 

croluções na f r o n t e i r a  da bola: { w: IIwII 5 A ) . 
(ver MORE, J. J. e SORENSEN , D. C. (1 981 ) ) . 

-Se e x i s t e  uma solução na f r o n t e i r a  de  { w: Ilwll < A ) para a 

probl ema 1 1  1 3  então o Lema 2 mostra que B razoável 

esperar  que a equação não-linear: 



pa 
Lenha uma sc~lução h 1 0 e m  (-hi . m ) r onde h* é o menor 

valor prdpr io  da matr iz  B. - 

Obser vacso: R e s o l  ver a equaqâlo (I I I .  16) & e q ~ i  va l en t e  a 

achar um ze ro  de  um problema unidi  mensional e m  a, que pode 

ser reso lv ido  ( en t r e  out ros)  pe lo  Mktodo de  Newton. 

Ent re tanto ,  notar  que cada avaliaqãio de  pa nece s s i t a  da 

soluçSo de  um sistema de  equaçaes l i n e a r e s ,  o que & 

i mpor t a n t e  para r e so l  ver (I I I .  16) c o m  mui t o  poucas 

aval iaç8es  d e  pa. 

Para resolver  (I I I .  16) , REI NSCH (1 967,1971 ) e HEBDEN (1 973) , 
sugeriram que era muito m a i s  e f i c i e n t e  a p l i c a r  B funçâlo o 

M&todo d e  Newton: 

Es ta  função c# ( a 1 nãio t e m  extremos e é quase l i n e a r  p e r t o  
i 

da solução de (III.16). 

A i t e r açS a  de  Newton apl icada  para  achar um O d e  #i ( a 1 é a 

seguinte:  

ALGORI m o  1 : 

1 ) S e j a m  h. > O e A > O dados. 

2) Para k = O,1,2. . . . , a t k  "que ha j a  convergOn- 

ci a": 
t 

a) Fatorar  B + hkI = Rk R . 
b) Resolver: R: Rk pk = -g. 

c) Resolver: R: qk - pk . 
2 

d, %+i =hk + [* ] [ " pkAIl-A ] 



Observacões: i l E s t e  algori tmo pode ser usado c o m  algumas 

precauçTiies (por exemplo, a r e s p e i t o  da matriz Bl para  

r esol ver e m  mui tos casos  o problema (111.13) 

ii 1 Quando B B i n d e f i n i d a ,  exis tem casos nos 

quai  s a equaçzo (I I I.  16) não t e m  sal uçZo e m  F -A , ad (1 ogo o 
i 

a1 g a r i  tmo a n t e r i o r  não funciona) . I s t o  acontece,  por - 

exemplo: quando g = O #i (c4 --ao . Pode ocorrer I 
também, quando g s .  Para isto.  vejamos o segu in te  exemplo: 

EJEMPLO: 

" B = [  -0 ;] 
; . = [ I  ] 

A i .  d e t í  i3 - A I ) = O i, h+ =-I e h 2 = 1  

e se a > 1, en tão  sabemos que: 

1 ogo: 

de tal  f arma que a equação (I I I .  16) não t e m  sol ução no 

i n t e r v a l o  (-k&,as) .  - 



CWILULO I V  

I&TOW DE REGIXO DE CONFIANÇA 

I V. 1. - DESCRI ÇÃO E I D&I AS GERAIS. 

Uma das d i f i cu ldades  que apresenta  o Método de  Newkon, 

O dar um ponto de  p a r t i d a  xo, que e s t e j a  suficientemente 

p e r t o  do mínimo loca l .  Para se a f a s t a r  esta d i f i cu ldade  se 

i nveât i  gau consi der ave1 mente, com um cus to  bas tan te  grande 

e m  ClLimização Num&ica. Aqui se d i s c u t i r á  um t i p o  de  solução 

para  o problema: os chamados "pulétodoã de  Região de  

Confiança" ( "'i'RUST REGIQN METHODS") . 

No Mátodo de  Newton, com busca l i n e a r ,  a Hessiana é 

madi f i cada quando não 15 suficientemente de f in i  da pos i t iva .  

Es ta  modi f i cação ao  model o quadr &ti co garante  converg@nci a ,  

mas parece ignorar  o papel do modelo quadrá t ico  como uma 

apr oxi maçzo 1 oca1 a função ob j eti vo. Vamos aqui consi der ar 

uma apr oxi mação a1 t e r n a t i  va , na qual , o model o quadr &ti co 

não á modif icado. mas e m  seu  1 ugar (ou e m  vez d i s t o )  , o 

modelo quadrá t ico  & considerado somente e m  uma "região de  

confianga" r e s t r i t o .  O uso de s t a  tdcn ica  levou a algoritmos 

com f o r t e s  pr opr i edades de  conver g@nci a. 

Seja f : IRn- IR, uma função duas vezes 

d i  f e renci  ável con t i  nuamente. No bíétodo de  Newton , com uma 

e s t r a t d g i a  de  r eg i za  de  confiança, cada i t e r a d o  xk, t e m  uma 

c o t a  A ta l  que: 
k *  

& o modelo quadrá t ico  da possivel  redução e m  f , den t ro  de  

uma vizinhança do i t e r a d o  xk. 

I s t o  sugere que seria desejbvel ca lcu la r  um passo s o k ' 



qual r e so lve  apr oxi madamenae o pr obl e m a :  

(IV. 1) 

Se o passo é s a t i s f a t b r i o ,  no s e n t i d o  que x +s produza k k  

uma redução s u f i c i e n t e  e m  f r  en tão  Ak pode ser aumentado. Se 

a o  contrArio,  o passo não & s a t i s f a t b r i o ,  en tão  a cota A k 

deve ser diminuida. 

Observacão 1 : O problema ( IV.  1) é equ iva len te  ao  problema: 
t 

mín m (x + s > = f ( x  ) +  V f c x  s+(i/*)st $ f ( x  1 s  
C C C C C 

s.a. : 11 s 125 6 
C 

(I v. 2) 
( N e s t a  equivalSncia L e m - s e  que: x k = x c 

s = w ;  6 =Ak) 
C 

Observacão 2: O nome dado de  "Região do Confiança", su rge  do 

f a t o  da observação de  6 c o m o  uma r eg i ão  na qual podemos 
C 

conf ia r  m como um modelo adequado de  f (que e m  nosso caso 
C 

ser& um modelo de  t i p o  quadr&ti co) . 

LEMA 1: Seja f : R duas vezes continuamente 

d i f e r enc i áve l ;  H e s imé t r i c a  e de f i n ida  p o s i t i v a  e 
C 

seja 11. 11 a norma 1 Então o problema ( IV.  2) d reso lv ido  
2 

por : 

para  o bnico p > O, tal  que Ils(p 111 = 6 fi a menos que 
C 

N 11s (0) 11 5 6, ; e m  cu jo  caso s (O) = s é a solução. 
C 

Para qual quer p 5 O, s (v) de f ine  uma d i reção  de  desc i  da 

para  f, a p a r t i r  do ponto x . 
C 



Seja s,; a solução de (IV. 2) e seja x*=x +s*. Corno o 
C 

ponLo (de Newtan) x +sU Q c ncf nirtpo global de  m , d c laro  que 
C C C 

se ~[s:I/s~,; ent%o sN=- c -*' 

N 
Colnâideremas agora Q casa quando x +â está fora da 

C C 

regi%o limitada por 6 (corno se m o s t r a  na figura acima>. 
c 

- 
Seja x u m  ponto qualquer no interior da regiãa 

r e s t r i t a ,  ou seja t e m - s e  que: 1%-xc 1[56,. Coma Vm (21 $0 é 
C 

possivel enWo decrescer m a partir de 2 embora permneca 
C 

dentro da região restrita, por considerar pantos da forma 
- 

k-xV~ (2). Isto i m p l i c a  que s n%o pode s e r  solrrç$o de  
C - 

(IV. 2). logo s deve sat isfazer H S * W = ~ ~ ,  exceto quando 

s 1 . Ai&m disso com a regiuo  estrita PIO protZ1enna  
f 

CIV. 21 & fechada e compacta, enk%o algum s para o cual 

1s 6 ;  deve ser a soluç%a. 

Consideremos agora um s tal que IIsEI=6 . Por Ser s a 
c 

solução de (IV. 22 , e5 necessário que nos d e s l  oquemcrs a uma 



dis t%ncia  a rb i t ra r i amente  pequena a p a r t i r  de  x +s, e m  
C 

qualquer d i reção  d e  descida,  aumentamos a d i s t a n c i a  a p a r t i r  

de xc. Uma d i reção  de  descida para m a p a r t i r  de  x +s & 
C C 

qual quer vetor  p para o qual : 

i30 mesmo modo, uma direçZo a p a r t i r  de  x +s aumenta a 
C 

d i s t s n c i a  a p a r t i r  de xc; sse: 

p t s  > o  (IV. 6) 

O que se d i z  15 que para que s reso l  va o probl em (I V. 2) 

qualquer p que s a t i s f a ç a  ( IV.  4) deve tambdm s a t i s f a z e r  

(I V. 5) . Como se sabe que Vmc (xc+s) #O, i s t o  sc5 pode ocorrer  

se Vm (X +SI e -s, apontam na m e s m a  direção.  Em o u t r a s  
C C 

palavras ,  se para algum r 3 0, 

donde se obtdm que: 

A s s i m .  at=s (r3 . para algun @O, quando llsN11>6 . Coma 
C C 

p>O e H c5 s i m t r i c a  e def in ida  pos i t i va ,  (Hc+pI) t6 tamb&m 
C 

s imdt r i ca  e def in ida  pos i t i va ,  logo s(p1 c5 uma d i reção  de  

descida para f ,  a p a r t i r  de  x . 
C 

Somente f a1 t a  para terminar a demostração, demostrar 

que s* ã ~ n i c o ,  o qual 4 imediato (ou está diretamente 

implicado) pe lo  resu l t ado  ( fo r t e )  , que nos d i z  que se: 

P,>P, 2 O então: 11 s ( r, 3 11 < fls < r *  311 

I s t o  mostra que s 1 6 t e m  uma solução anica ,  
C 

que deve ser a solução do problema (IV.2). A demostração c5 

d i r e t a ,  jà que se p>O, e se define:  



então: 

logo  r)' (pI<O. sempre que Vf (xc)#O. Por tanto  n é uma função 

de p, monotanamente decresc iente .  i 

Observações: i) O problema d e  usar o Lema 1 como base de  um 

passo e m  um algori tmo de  minimização, d que não existe um 

método f i n i t o  para determinar p > O  ta l  que: 
C 

quando 6 < I I H - ' v ~  (xC) 
C C 

i i I N e s t e  t r aba lho ,  descreveremos d o i s  métodcis 

que se usam para reso lve r  aproximadamente o problema {IV. 2) : 

a) O primeiro de les ,  chamada "passo otimal localmente 

restringido",  (chamado tambt-n: "HOOK") , encontra  p ta l  que 
C 

11s (pC) e logo faz: x =xc +s (pc> . + 

b) O segundo, chamado "PASSO M-iGLEG", f a z  uma 

aproximação l i n e a r  de  pedaços da curva s (pI e toma + c o m o  o 

ponto d e s t a  aproximqão para  a qual (Ix+-X- 

iii) N%o existe ga ran t i a  de  que + seja o ponto 

segu in te ,  o qual r e so lve  exa ta  ou aproximadamente o problema 

C1 V. 2) , ainda que se tenha a esperança que a s s i m  seja, 

sempre que 6 seja uma boa cota .  
C 

Daremos agora um Algori tmo do t i p o  ge ra l  para o Modelo 

de Aproximação que chamamos: Região de  Confiança. 



I V. 2. -ALGORI TMO GERAL C ALGORI TMO 1 I) 

Seja f : IRn- R, 6 > O ,  x E IR", H E R nxn 
C C C 

simdtrica e definida positiva. 

Repi t a  : 

(11 S = solução aproximada do 
C 

pr obl ema (1 V. 21 

(21 Decidir se x é aceitável e calcular u m  + 
novo valor de 6=. 

Quando x & o seguinte ponto aceitável: + 

De forma mais explicika este Algoritmo também se  escreve 

a s s i m :  

PASSO O: Se definem as constantes: E ( O , 1 1 ,  r )  E (p , l ) ;  

r, ; yi ; y z  , as quais satisfazem: 

O < y, " y , < 1 1 y 2  

O ponto de partida xO, o valor da função no referido 

ponto, (ou seja f (X 1 1 e O gradiente da função em xo: go 
O 

são 

dados. Também são dados o raio i ni c i  a1 , da região de 

confiança e B - a aproximação inicial  da Hesâiano no ponto 
0- 

de partida. 

Seja k = 0. 

PASSO1: Obtém-seopassosk, corno: 

sempre que B seja definida positiva (aproximação 
k 

da H e s s i  ano v2f (xkl 1 ; gk =Vf (xkl ) . - 

PASSO 2 : Se calcula f (xk+sIcl r e 



N o t a r  que: p pode ser escrito tambiérn como: 
k 

(ver a primeira página deske Capf tu1 c I V I  

PASSO 3: i )  N o  caso e m  que pk > ; ou seja, quando: 

f( 5 )-f( xk + s k ) > f( x k ) - m k  (xk + si) 

fazer : 

x =x * S  g k + f  
= Q f ixk+,> 

k + i  k k 
e A k +  i € E Ai ' r z A  * 1;  se Pk 2 n 
OU + P E Ey2Ak , Ak 3 ;  se pk < n 



ii ) No caso em que ,ok I p, ou seja quando: 

fCxk  ) - f (  xk + S  k 1 S f ( x k  ) - m  k c xk + s k  

PbSO 4: Atualizar a matriz Bk. 

I ncrernentás k em 1 Cf azer k =k ti) e voltar ao passo 1. 

Observcrc5es: i )  Disemas que a iteração é uitoricrãa se (TV. 6) 

se cumpre, ou seja,  quando executada a iunçSo redução: 

e la  8, bem grande comparada com a funç%o redtrç%o 

a n t e r  i or mente f a1 a& : 

f t x k )  - rn k (xk+skl 

ii) Uma variante deste Algoritmo inclue.uma matriz 

de escala para as varPAvels. Com a referida variante, o 

probl e m  (3 V. 2) tomá n f ornta: 



t t 
onde: yk (v) = f (x 1 + V f (x ) w + <r/z>w H w 

k k C 

e Dk é uma matriz não-singular. 

(Em R e s u m o )  

C3RAFI CQ: 

t L 2  
f [ x k  + w) zf ( x k  1 +v2 (xk 1 v + < t / u w  P f h, 1 w=f (x,) +v, (Y) : 

aproximaç%o qtraáritic~i da função f no ponto x k 

-Se a solução do probl.ema CIV. 1) , chamada s é tal que: k 
lsk I < A ~ .  então st é a roluq%o da sistema: v2f (x,) w=-Of (xk) , 
Co qual equivale a mi r n i  mizar sem restrições a f unçIo yk (w) i . 



-= Isk1 = q. então s é a solução do problema: 
k 

( Hk + p  1 1  w =  -Vf( xk I 
onde H & a matriz Hessianá def in ida  e m  x e p 14 o 

k k 
m u l  ti pl i cador de Lagrange assoei  ado a r e s t r i ç ã o  equivalente: 

Observação: Como se eâti  encontrando um mínimo da função f . 
deve ter -se que: 

o que é equivalente a dizer  que: 

I V. 3. - RESULTADOS SOBRE CONVERGÊNCI A W ALGORI TMO. 

Não estamos in teressados  e m  resolver  o problema modelo 

<IV.S) com grande precisão. Em vez d i s t o ,  estamos 

in teressados  e m  dar condições m a i s  relaxadas (ou mais 

suaves) , para a c e i t a r  uma solução aproximada s do problema 
k 

( IV .  21 , as quais  garantam que a sucesão <x 3 gerada pelo  
* k * 

A1 gar i  tmo 1 d convergente ao ponto x , com Vf (x I =O e 
* 

v2f (X semi-definida posi t iva .  

Um r e q u i s i t o  mínimo para s d que existam constantes 
k ' 

especif icadas:  > O e @= > O ta is  que: 

* 
onde Q o valor otimal do problema (I V. SI . 

k 

A condição ( I V .  7) pode também expressar-se de forma 

m a i s  conveniente, par a provas de  canver gSnci a,  da segui n t e  

maneira: 



Se pke IR" é u m a  solução para o problema [ I V . 2 ) .  e n t % o .  

o L e m a  2, do C a p i t u l o  111, i m p l i c a  que existe u m  p a r a m e t r o  

Ak.  t a l  que: 

t 
Seja Rk R a fatorizapzo de C h o l e s k y  de (v2f (xk) + X k I )  . 

k 
entzo: 

De fato: i )  S a b e m o s  que: (vtf ( xk) + X k I )  pk = - vf ( Xk 1 
t t < Rk Rk > pk = - V f ( xk I /  
t t t 

C (Rk R,) pkl  = - Vf xk I / .  p, 
t t t 

-L (Rk R,) pk 1 pk= V f C xk 1 pk 

i i ) C o m o  (vZf (xk ) +  X k l )  pk= - V f < xk 1 
t 

=B v2f [xk) pk =- f Cxk) -ALI pk /. pk 
2 t t v f (xk 1 Pk=- p k V  f (xk 1 - X k p k p k  

t 
l1pk 11'- Pk '- Pk 

e c o m o  por hipbtese sabermr que A = 
Z 

k 
vk (pk) = I n  ~ ~ l l ~ + ~ ~ ~ E  1 1 0  

9 
Subst i tu indo esta expressão para lvk 1 e m  ( I V .  7). t e m - s e  

que : 



e a s s i m ,  das e x p r e s s S i e s  anteriores ( I V .  7) e ( I V .  91, os 

iterados C x  3 gerados pelo A l g o r i t m o  dado, s a t i s f a z e m :  
k 

=3 f Cxk )-f(xk+ f k  1 

a qual pode escrever-se 

f l  Xk 1- f (xk +S 1 1  
k 

O desenvol vi m e n t o  

s e g u i n t e  resultado: 

TEOREMA 1 : 

h 2 p k  11 R k p k  l 2 + x k ~ ;  

como: 

I); p k ~ k  11' + x ~ A E  1 (Iv- 10) 

até aqui ,  s e r v i r %  para d e m o s t r a r  o 

Seja f :  IRn- [R, duas vezes c o n t i n u a m e n t e  

di f erenciável , sobre u m  conjunto aberto D e s u p o n h a m o s  que o 

ponto de partida xo é tal que, o conjunto de nível : 

& c o m p a c t o .  Se a sucessão C x k 3  produzida pelo A l g o r i t m o ,  

onde s satisfaz ( I Y .  7 )  , então: o Algoritmo termina e m  x 4 2  
k t 

j A que V f  (xl) =O e v2f Cxt) & semi d e f  inida positiva, ou C x k 3  
d 5% 

tem u m  ponto limite x e m  i2 c o m  V f ( x  ) = O  e ~ ~ f f , x * )  

semi -defini da positiva. 

1 3 k m o s t r a ç S o :  

i )  Se V f  (xel =0 e v2f ( x $  é semi -definida positiva para 

a l g u m  ponto (ou iterado) xL E R. então o A l g o r i t m o  termina. 

i i)  Do c o n t r A r i o ;  c o m o :  

logo -C xk 3 está b e m  definida e e s t &  e m  R. 



iii) Provemos agora o r e su l t ado  (ou a tese) supondo que 

a sucessão € A k )  é não l imi tada ,  longe de  O. Se alguma 

subsucessão de  < A  3 converge para O, en tão  como 42 & 
k 

compacto, s e m  perda de  generalidade. podemos supor que a 
* 

mesma subsucessão de  C x  3 ccinverge para  algum x no conjunto 
k 

de nível  $2 . 

2 
-Como V f  ( xk) + Ak I k semi -defini  da posi ti vã, 

então: 'V2f (2) é tambBm semi -definida pos i t iva .  

Logo e m  ( I V . 1 1 )  t e m - s e  que: 

11 Vf xk? li2 5 11 Rk Pk112 qp2 f (x, 1 11 +Lk 1 ( I V .  12) 

que & equivalente  a escrever:  

w Pode-se demostrar que <A 3 não d l imi tada  longe de  O, 
k 

por contr  adi  ção: 

Se Xk 2 L: > O, en t& ( I V .  7) e (I V. 9) i mpli e a m  que: 



C o m a  s a b e m o s :  11 s 11 5 P2Ak 

Logo e m  ( I V . 1 4 )  t e m - s e  que: 

- pk Cskl Il/S Pghk 
li sk li2 

e c o m o  h >  E L O 

r2 k- 

- S a b e m o s  que f (xk + s )-% f (xk) 
k 

+ y k ( s k ) ,  on- 

de : 
i t 2 

yk(sk ) =  Q f (  xk 1 sk+l/S s k Q  f xk )sk 

ent2ío uma estima%iva padrão é: 

- A l é m  de ( I V . 1 5 )  t e m - s e  que: 



f lxk + % 1 -f i;% 1 
Logo, recordando que p = 

k 
, S U ~ S -  

uk ( s ~ )  

t i t u i n d o  e m  ( I V .  161 , t e m - s e  que: 

A desigualdade ( I V .  10) implica que € A  3 converge 
k 

para  0 e de  (I V. 13) , temos que C 11s (13 tambdm converge para  
k 

O. Ikrte modo, a continuidade uniforme de  v2f e m  !3 

conjuntamente com ( I V .  17) implicam que pk>n; Vk 

suf ic ientemente  grande e por t an to ,  as r eg ra s  para  a t u a l  i za r  

A implicam que € A  3 est& l imi tado  longe de O. Is to  é uma 
k k 

cont radição  c o m  o f a t o  de  que <A 3 converge para  0. 
k 

Observacão: Q teorema r e c c l m  demostrado d somente uma mostra 

dos r e su l  tados  v&l i dos de  conver g9nci a para o Al gor i t m o  1 ; 

segundo a h i  pdtese  que: 

Es t e  r e su l t ado  extende resu l t ados  de  SXENSEN, (19823 e 

FLETCHER (1980) , que admi L e m  solução inexa tas  ao problema 

modelo (IV. 2). 

Os segu in tes  r esu l t ados  s ão  conheci dos : (ver : MORE, J . J . 
e SORENSEN I D. C. (1 983) ) 

i 1 A sucessão V f  (xkl converge para  0. { 1 
9 

ii)Se x & um ponto l i m i t e  separado de  €xk>, 

ant%o vZf (x*) é semi -definida p o s l t i  M. 

a 
i i i 1 Se v2f (x 1 d nZo-singular para  algum ponto limite 

* a 
x de  <xk3; en tão  C x  3 converge para x . 

k 

Um r e su l t ado  adic ional  que s e rve  par a es tabe lece r  

alguns resu l t ados  sobre  razão de  converg@ncia; & o seguinte:  



d 
Se a sucessão Cx > converge para x e v2f (xr) é def in ida  

k 
pos i t i va ,  então  a sucess2ío das co t a s  <Ak) esta. l imi tada  

longe de  O. Para demostrar esta proposição note  qué se G > O 

k uma c o t a  i n f e r i o r  dos valores  prbpr ios  da matr iz  dos 

v2f (xk) . entZío de  ( I V .  8) t e m - s e  que: 

* N 2 I yk l  2 í,2 O mín CA: . H skll > 
-i 

N ande: s k =-[OZf(xk I] V f ( x r  1 (passo Newt-on) 

Al&m d i s so ;  como yk < s k ) < O  (j& que estamos minimizando) 

t e m - s e  que: 

ande K & uma c o t a  super ior  do nilrmero de  

c o n d i ~ ã o  da matr iz  v2f ( xk ) . 

Por ou t ro  lado,  da desigualdade ( I V .  7 )  que corresponde a: 

e de  (IV. 18) ; t e m - s e :  

Assim, e m  nossa estimação padrão, temos que: 



e rasando ( IV.  16) t e m - s e  que : 

e como pk > n (recordar que O < p  < n  < 1);  V k ;  

suficientemente grande, t e m - s e  que a sucessZo <Ak> está 

l imi tada  longe de  O i o // 

Obser vação: 0â resul tados  sobre razão de convergGnci a, podem 

ser obtidos,  também, com a suposição ou hipótese adicional  , 
que existe uma constante 13 > O, ta l  que se [lsklll/3,Ak então 

3 
N vZf (xkl & def inida  pos i t iva  e s =sN. onde s O o passo 

2 
k k' k 

Newton [quer d izer  : sN=-V f (xk) -%f (xk) 1. Tendo presente 
k * 

estas id4 ia s ,  suponhamos que C x  3 converge para x e que 
* k 

v2f (x 1 & def inida  posi t iva .  Então Cs 3 converge para O e 
k 

portanto s 2 A Vki  suficientemerite grande. A s s i m .  3 
.N um k g 0 ;  tal que s =S 

k k' 
para klk e logo a razão de  

O 

convergSnci a e s t A  dada pel cr Teorema 3 v i s t o  a n t e  i or mente, 

no Capitulo I11 ( re fe ren te  a Preliminares M a t e m á t i c a s )  . - 



CAPITULO V 

V. 1. -PASSO LOCALMENTE RESTRI TO C "HWK" SiEP3 

Nossa primeira aproximação para calcular o passo no 

A1 gor i tmo Região de Conf i ança (ALGORI TMO 1 , CAP I V) , quando 

11s (O? #=> bc (cr 11s (O) li2= # (H +O I 1 -%f ( X  1 I[,? , (j d que quando 
C C 

ocorre que I(s(0) l [2~6C,  o problema é resolvido pelo Lema 1, 

CAP . I V) , é achar u m  passo que dependa de p, do tipo: 

t a l  que 11 s (y ? llZf bc e em seguida efetuar um passo de prova 

x+ = x + s (pl- 
C 

Aqui se  discutir& u m  algoritmo para encontrar uma 

solução aproximada p , da equação escalar: 
C 

(Na pri t ica não se  requer uma solução totalmente exata). 

A idéia para resolver V ;  eS recorrer a u m  modelo 

local do problema e m  questão. Para i s to ,  a versão 

uni di m e n s i  onal , nes t e  caso, cor responde a: 

que sugere u m  modelo local da forma: 

com dois parSmetros l ivres  a e (3 (que corresponderão ao 
C c 

gr adi ente e H e s s i  ana , respectivamente) . 

Qbservacão: Antes de determinar a forma de achar a 
C e P C ,  

notemos que i ntr aduzi mos uma nova notacão par a rel  aci onar -se 



com a iteração sobre p, que provt3m do modelo anterior e t e m  

lugar dentro da x-iteração principal e cujo propdsito d 

achar o pc que satisfaz V Usaremos diretamente os 

valores atuais das quantidades a=, pC que são trocadas 

na iteraqzo interior sobre p e (de) t ipo normal para los  

valores e m  curso de 6 , x , V f (xc) . H que vem da iteraçzo 
C C C 

exterior e que n3o são trocados durante a solução da equa~ão 

escalar (V. 1 1 . 

A s s i m  se obtém p como a 61tima iteração 
C 

interna que aproxima p a p ;  que corresponde a so lu~ão  
C 

exata de ( V . 1 )  e se usa x e pc para definir: x =x +s[pc1. 
C + C 

O modelo mc (p) t e m ,  como j A  foi dito, dois parametros 

livres: a 
C 

e flc e t a l  como se faz na obtenção do McStodo de 

Newton , k r azoAvel escol he-1 os de t a l  manei r a que sa t i  sf açam 

as duas condi çBes segui n t e s  : 

Demostracão da última iqualdade C xx 3 e m  €V. 42: 

Por h i  pbtese sabemos que: 

De t a l  forma que derivando com respeito a p; t e m - s e :  



Derivando e s t a  ~ l t i m a  expressSo que d i z  respe i to  a p 

t e m - s e  que: 

0 = A' (H) (H + pcI + A(p) I 
C 

De t a l  f orma que substituindo e m  4' (p) ; t e m o s  : 

Assim, resolvendo o sistema de equaçEes (V. 3) e (V. 4) ; 

achamos que o s  valores de a e fie são dadas por: 
c 

Como ji temos nosso modelo mc Cpc) , se escolhe p+ de tal 

forma que m (p )=O. Ou seja: 
C + 

Donde obtemos que: 



A idéia agora é utilizar as expressE5es anteriores, para 

demostrar que o valor de p pode ser escrito como: + 

De fato: 

Substituindo (V.5) e (V.6) em (V. 7 ) .  tem-se que: 

(V. 8 )  

C I I 
(Logo este valor de p,, resolve a equação #(p)=O, que 

corresponde a (V.12). 



O b s e r v a ç ã o  : A forma de (V. 8) m o s t r a  que: 

i)  Quando p < p, (onde p, corresponde a solução exata 
C 

da equação escalar V 1  e s t a m o s  assumindo uma correção 

m a i  ar que aquela que o M é t o d o  de N e w t o n  poder i a dar, p o r é m  

quando p > p t e m - s e  que o passo (s m a i o r  que o passo 
C 

Né-wton.  

i i I C o m o  pC tende a p, ; (V. 8) chega a ser cada ' vez m a i  ç 

Cúu parece cada vez m a i s )  c o m o  o M & t o d o  de N e w t o n .  De fato 

(V. 81 é 1 ocalmente q - q u a d r á t i c a m e n t e  convergente para p,. - 

D a r e m o s  a lguns resultados que t r a n s f o r m a m  (V. 8) e m  u m  

a1 gari  t m o  que pode ser i m p l  e m e n t a d o  c o m p u t a c i  onal m e n t e .  Para 

i s to ,  c o n v é m  ter -se presente algumas considerações: 

i 1 Com relaçso ao valor de partida para p na resolução 

de (V. 1 1  : 

R E I N S C H ( 1 9 7 1 )  d e m o s t r o u  que  se e m  (V. 8) se comença c o m  

u m  valor i n i c i a l  p,=O, então a p iteração converge 

m o n d t o n a m e n t e  a pg. Entretanto,  g o s t a r i a m o s  de ter u m  ponto 

i n i c i a l  m a i s  p r d x i m o ,  ji que cada iteraçãon de (V. 8) r e s u l t a  

e m  u m  sistema l inea r .  Para i s t o  MORE e m  1977, propos a 

s e g u i n t e  i déi a: 

Se o passo a t u a l  que restr inge 6 Q p vezes o f i l t i m o  valor 
C 

da cota do passo 6 , então p =p /p é usado c o m o  ponto de - O - 
partida e m  (V. 8 ) .  

A q u i  se prefere uma estratégia dif  erente.  R e c o r d e m o s  

aonde estamas na i t e r a ç Z o .  A c a b a m o s  de achar u m  passo 

x: s (p 1 de x a x e agora q u e r e m o s  x . O b t i v e m o s  S de 6 . - - C i C - 
JA t e m o s  H e t e m o s  (H +g I )  de forma fatorada, e c o m o  o 

C - - 
2 c u s t o  é da o r d e m  de n , c a l c u l a m o s :  



h a l  ogamente como fizemos com a f & m u l  a (V. 8 )  . usamos: 

(V. 9) 

para achar o valor de p , obtido de p , o modelo pr&vio e o - 
novo raio de confiança 6 . 

C 

ii Para a geração e atualização das cotas superior e 

inferior C u e I +  1 para v,, digamos que estas cotas são 

usadas e m  (V. 8) para "confinar " (obrigar que) p a estar no + 
intervalo CI+,u+l. 

Como a iteração de Newton aplicada a ( V . 1 )  sempre alcança 

Íou melhor dizendo: "chega a") a p*, faz-se: 

Logo se calcula: p~=Ci,-#(pc) /#' (vc) . juntamente com 

cada cAlculo de (V. 8) e atualizamos a menor cota para 

I =mbX(I c . p f } ;  onde 1: é a menor cota atual. Ta-. como: + C 

(ji que H é definida positiva e p,>O) ; tomamos 
C 

IP(xC>~, /6 , ,  como nossa cota superior inicial  u para p*. 
O 

Logo, e m  cada iteração se O ,  atualizamos a cota 

superior para : u = min + (uc,pc); onde u C é a cota superior 

atual . 

Se e m  qualquer iteração, 
c.'+ não e s t i  em 

segui mos MORE (1977-1978) , para escolher p como: 
9 



(V. 101 

ande o segundo t e r m o  que aparece e m  (V. 10) 4 uma segurança 

dos val  ores pr bxi mos d e  0 e I+- 
N a  p r á t i c a  estas cotas s ã o  usadas c o m  b a s t a n t e  f r e u a s n c i a  no 

c á l c u l o  d e  po. Em p a r t i c u l a r  (V. 10) é usada para  d e f i n i r  po 

sempre que (V. 9) não possa ser usada, porque a i t e r a ç ã o  

p rév ia  usou o passo Newton. 

i i i ) Fi na1 mente não resol vemos (V. 1 com grande exat idão ,  ao - 

i n v é s  d i s t o .  fazemos 11s (p) 11, E [3/4 6c,3/2 6 . O motivo 
C I 

disto é que ( c o m o  se verá  mais ad ian te )  a r e g i ã o  d e  

confiança,  nunca é aumentada ou diminuida por un f a t o r  menor 

que 2. & s i m ,  se o r a i o  da  r e g i ã o  d e  confiança e m  cu r so  é 

6 , um a n t e r i o r  t e v e  que ser m a i o r  ou igua l  a 26= ou menor 
C 

ou igua l  a 6 /a. Logo consideramos que o va lor  a t u a l  d e  6 
C 

I 
C 

seja mais a r b i t r A r i o  den t ro  do i n t e r v a l o  3/46 ,3436 , na [ c C 
qual  a j u s t a  a d i f e r e n ç a  e m  uma ou o u t r a  d i r e c ã o  e parece  

, razoavel  aceitar que 11s (p ) tl2 t enha  qualquer va lor  n e s t e  

i n t e r  val  o. A l  gumas i mpl ementações , por exempl o MORE (1 977) 

supeem que ~ ~ s ( ~ ) I I ,  E 10.96 ,1.16 1 e não f i c a  muito claro. 
C C 

L 4 

se é ou não melhor. 

V e r e m o s  agora um exemplo onde se a p l i c a  e e x p l i c i  t a  o que 

f o i  d i t o  anteriormente:  

EXEMPLO 1 : I nteressa-nos resol ver o probl ema: 

2 ;6 = 1/2, p- = O onde : f (x*, x2) = x4 + f + X 
C % 2 



Como se deve ter que 11s (y) l l z  E . a/& = C  3/8.3/41 e 
C c 

C C 

I 
aqui ocorre que 1lsN Cy) 11,>3nb , (o que s i g n i f i c a  que o passo 

Newton 4 grande demais) , então deve-se buscar a seguir algum 

p > O tal que : 

= C0.375 , 0.7503 ; 

com i = O , l , 2  ,...... 

Para i s t o :  Como y =O, entZo calculamos: - 



O 

Logo: s(pol=-(Hc+poI )-'vf ((O= - 
2+3. 47 

Como 11s (/.io) / I z  0.473 E b.375 . 0.7501, f a z e m o e  então: 

que corresponde a nossa solução aproximada do problema: 

t t mín m (x + s )  = f ( x  ) + V f ( x  l s + C I / P ) S  H s 
C C C C C 

s - a - :  g s g 2  í 1 4  

ObservacZo: Aqui nZo se u t i l i z o u  a i t eração  dada pe la  

fckmula (V. 8) para achar o real  p > 0. que reso lve  a equação 



A tikulo de ilustração3 digamos que se trabalhamos com a 

fórmula mencionada (ande p =3.97) se terá neste  casa: 
43 

onde: 

a) # (po? = 11s ( p d  -6, = 11s (3- 97) - 0- 5 

s (p,) = (-0.334 3 -0. 335) =+ (1% (p0) liZ = 0- 473 

P, # (po) =Oi 473-0.500 = -0.027- 

O- *a lu: 
pí * = 3-97 - * 3.49. 

O. 50 

e tal que : a(pí) = - ( H ~  +p i I)-' V f( x c 1 





Vejamos agora ou t r a  implementação do Modelo Região de  

Confiança, que é uma modificação do Algoritmo Região de  

Conf i ança f e i t o  por POWECL (1 (370) . E s t a  modi f i cação tambt-m 

encontra uma solução aproximada do problema: 

Entre tanto ,  e m  vez de  encontrar um ponto x =x +s (pc) ; + C 

sobre  a curva S <pI B tal  que Itx+ -X, 11 =&c . 
aproxima esta curva por uma funcão l i n e a r  e m  rsedacos, que 

conecta o chamado "ponto de  Cauchy" (C. P. 1 que corresponde 

ao  mínimo do modelo quadrbt ico mc (xc+s) na d i reção  de  

desc i  da mais profundo (-Df (x ? ) , com a d i reção  de  Newton 
C 

para  m (xc+s).  
C 

Obser vacão: 

PQWELL pensou que quando se requer passos menores que CI 

passo d e  Newton, eles devem estar na d i reção  d e  descida m a i s  

profunda: -Vf (x 1 . e m  vez da direr;Zo de  Newton. Seu 
C 

a l g o r i  tmo guarda um parsmetro de  reg ião  de  confiança 6 EU?+, 
c 

o qual se a j u s t a  durante cada i teração.  A s s i m  + é escolhido 

para que s e j a  o único ponto sobre  a "curva dogleg" que 

conecta x , C. P. , e N (aparece m a i s  ad iante?  ta l  que 
C 

Ilx+-xCII2=6, e onde C.P. C como ji se d i s s e  o ponto de  Cauchy 

e N  = x - H-' V f ( x ) . -  
C C C 



c3RAFI C M N T E  t e m - s e :  

A modificaçZo "dupla dogleg" ( f e i t a  por DENNIS e ME1 e m  

1979) , muito usada na prát ica ,  leva o  passo para direqão de 

Nedon,  para E ncl  ui r  um passo ao longo d e  C. P. a t 9  a bi reção 

de Newton. C distância It. P. -xcI120 sempre menor que a 

distSncia !!I*' - ~ ~ l / ~  (e algumas vezes na p r A t i c ã ,  resu l ta  

hastante menor) 

GEMI C A E N T I  t e m - s e :  



Aqui t a m b é m  se escolhe  x como o ponto no a r co  + 
pol i gonal ( "dupl o dogl eg "1 ta l  que llx+ -C 11, =6,, sal vo que 

I IH-*V~  (xCl l12Cbc. e m  cu jo  caso  x é o ponto de  Newton. 
C C  

A maneira e spec i f i c a  de  escolher  a curva "duplo dogleg" 

f a z  com que e1 a tenha duas propriedades importantes: 

1) Como se avança ao  longo da "curva l i n e a r ' b m  pedaços 
h 

d e  x a C . P. . a N a x (melhor dizendo: d e  x at& xy . 
C h + C  

passando por C. P. e N) , a d i s t gnc i a  desde x aumenta 
C  .. 

monotonamente. (Mais ad i an t e  veremos que o ponto N 

corresponde a k = x - -~-%f (xc) , par a a1 gum O< y5n51) . 
C e 

A s s i m  para qualquer d 5 1 1 ~ ; ' ~  f (  x ) H  e x i s t e  um único 
C  

ponto x sobre  a curva tal que Ilx -xe#=6. Isto f a z  com que o + + 
pr acesso es te3 a bem de f in i  do. 

2) O valor  do modelo quadrá t ico  m (x + s )  , decresce 
C C 

monotonamente quando s vai ao  longo da curva de  xC até x:, 
h 

passando por C.P. e N. I s t o  f a z  com que o processo seja 

r azoável . 

O ponto C. P. (ver FIGURA 2) esta. resolvendo o problema: 

Logo C.P. = x - h, V f (xcl  ; e se : 
C 



assume um passo de  long i tude  6 na d i reção  de  desc ida  mais 
C 

pr s f  undo: 

OU seja : = X  - [ bc/ 11 V f (  xclll,] V f ( x )  + C C 

Para que a curva "duplo dogleg" satisfaça a pr imeira  

pr opr i edade es tabe l  eci da an t e r  i or mente, devemos m o s t r a r  que 

o ponto de  Cauchy (C.P. ) n3o está m a i s  longe de  xC, do que o 

ponto de  Newton x: [isto 4:P.d. (1s 
C. P. 12<11sN~lz (OU que: 

I ~ P .  -x c 11 2 c I ~ < - x ~ ~ ~ I ] .  

C. P. Para isto: Seja s = -A, V f  x 1 
C 

C .  P. - p7f cx 1 f' 
C 

então : 11 ã i, =A* IIV (C II, - 5 
V f  (X 1 'H Vf (xC) 

C C 

(V. 111 



Se H 6 def inida  pos i t iva ,  implica que y 5 1. Logo 
C 

Lem-se que: 

h 

O ponto N na curva "duplo dogleg", 6 escolhido agora e t e m  
h i a forma :N=x - v ~ -  Vf (x ) ,  para v ta l  que: y I r)  I 1. , e 

C C C 

m (x3 decresce monotonamente ao longo da l i n h a  que vai desde 
C h 

C.P. a N (V. 12) 

Como sabemos aue m Cx) decresce monotonamente desde x . . 
h C C 

N 
a C . P. e desde N a x+ , e somando-se ainda a afirmação 

an te r io r  (V.123, t e m - s e  entSio que m C M  decresce 

monotonamente ao  longo de  toda a curva "duplo dogleg". 

Para s a t i s f a z e r  (V. 12) , r) deve ser escolhi  do tal que a 
h 

de r i  vada d i  r eci onal ao 1 oncpci da reta que une C. P. com N seja 

negativa para cada ponto sobre este segmento de reta: Para 

i s t o :  

Parametrizemos este segmento de  reta por: 

Observemos que: a1 Se h = O =B x+ (h) = x+ (02 
C .  P. 

= x  + s  
c 

Cestamos e m  C . P . I  

A derivada di recional  de  mc ao  longo des t e  segmento de  

reta e m  x+ (h) 4: 



C .  P. t N C . P .  N C .  P 
=CQf(x )+H s 1 +X Er)s -s 1 H cnsN- s 

c. P. 
e C 

1 (vã -s 
c 

1 

(V. 13) 

C o m  H & def inida positiva, o lado direi to  de (V.13) é. 
C 

uma função monotonamente crescente de h. P o r t a n t o ,  sb se 

n e c e s s i t a  e x i g i r  que (V. 13) seJa negat iva  para  X = l  ; para que 

o i n t e r v a l o  O 5 X I 1 támb&rn seja negativz. 

Gr af Pcamente, o que UP ssemos anteri orrnente pode ser 

r epr esentabo por : 

como a l & m  disso:  sN = - H - ~ P ~  Ix  ) , s u b s t i t u i n d o  e m  
C 

CV. 142 t e m - s e :  



Por ou t ro  lado,  sabe-se que: 

e de  ( V . 1 1 )  : s C. P. N = y s , então: 

& s i m  e m  (V. 15) t e m - s e :  

(1 -r)> (Vf (x 1 1 L (n sN-s 
C 

C +  P. ) = (1 -V> -VI vf (X i W'vf cx I O [ c c  C 1 
que se cumpre para qualquer e (y ,1) .  

h 

De tal forma que N pode s e r  escolhido como qualquer 
N ponto na d i reção  de  Newton: x +ris onde y S ~ l l ,  dado por 

C 

CV. 11 1. 

A i  crumas Observacões : 

i) POWELL originalmente escolheu T) = 1, e m  cu jo  caso  se 

t e m  a curva simples "doglegoB. 

ii) Apesar de  todo o cá l cu lo  a n t e r i o r ,  muitos testes 

computaci anai si mostraram uma "velha" pref ergnci a pel a 

d i r eç so  de  Newton, o que parece melhorar o a lgo r i  tmo. 

iii) DENNIS e MEI (1979) sugerem escolher  n=O. 8y+O.2, 

produzindo a curva "duplo dzsgleg" (ver FIGURA 2, d e s t e  

Capi t u1  o V) . 



h 

As escolhas de C. P. e M especificam completamente a 

curva "duplo dogleg". A escolha do ponto x+ na curva t a l  que 

I I X + - X , I I , = ~ ~ .  O então um problema alg&braico barato. como se  

obser va no exempl o que se dará a segui r .  

Note que o custo do algoritmo completo é somente da 

ordem de n2 operações aritm&ticas, depois que sN foi 
C 

cal cul ado. 

EXEMPLO 2. - Vejamos o que ocorre e m  uma iteração para o 

problema: 

M f n m  (x + s )  
C C 

r - a - :  #s12 5 d 
C 

t 2 onde: mC(xC+s) = f (x + V f (x 1 + ( ~ 2 ) s  V f (xC)s 
C C 

com os seguintes dados: 

a) T e m - s e  que: 

sM -H -' V f ( x  1 = (-3/7 ,- 1) t 
C c C 

b) Cama ocorre que 11~:[~>6,=0.?5. o algoritmo em 

conseqúência calcula o passo no Ponto de Cauchy( C. P. I :  



C.  P. Ou s e j a , s e  ca lcu la  s , recordando que C. P. 4 o mfnimo do 

modelo quadritico: m (x  +s) , na direção de descida mais 
C c 

profundo f -Vf (x 1 . 
C 

Para isto sabemos que: 

c3 Como 11s C .  P. (6 4-75, calcula-se  o passo 1. c 

h 

ao ponto N 

Para isto: 

h 

N 
sN = sc , onde r) = 0.8  y + 0 .2  (DENNIS e 

ME1 1 

(ver pigina , desta  seção) 



h h 

Recordemos que o ponto N é dado por N = x = - ~ H ;  V f ( x  1 que. 
h c 

e m  nosso caso, corresponde a: N = (0.680 , 0.2531 '. 

d) Como llsNllp=O. 813>6 =O. 75. então o passo "duplo dogleg". 
C h 

deve estar na reta que une C. P. com N ,  para o qual 11s 11 =6 . 
c 2  c 

Isto 'significa dizer que: 

O valor de X é encontrado resolvendo-se a equação: 

donde se o b t é m :  X 2z 0.867. 

Logo: h 

e) Fi na1 m e n t e :  
t t t 

x = x + s % I ,1 ) + (-0.340,-0.669) = !0.660.0.3311 + C C 

CAMENTE tem-se: 

X 
L 



Agora estamos interessados ,  em escolher se ú ponto x , + 
achado usando os m&todos v i s t o s  anteriormente, 6 ou nXo u m  

"ponto a c e i t i v e l  " (ou "iterado satf s f a t ó r i o " )  . A seguir  

ver emos al gumaã i d O i  a s  bAãi c a s  par a el uci  dar a questão. 

A condição mais importante para que x s e j a  + 
efetivamente u m  "ponto a c e i t & v e l W ,  4 que se cumpra a 

des i  guaè dade: 

(V. 16) 

donde: gc = V f (X ) ;  (OU u m  aproximação), a é uma 
C 

consLante tal que a E (0, w r f  (em a1 gunras aplicaçiTes se 

e s c o l h e  geral mente: a=% 

GRAFICAMENTE t e m - s e :  

i. - Se x+ n%o é u m  ponto acei t á v d  , i s to  é, não satisfaz a 

desigual dade (V. 16) , reduz-se a regi  %o de ecmf J. ança a u m  

fator qnre esti entre  wio e a/2 e vo l ta - se  a soluç%o 



aproximada do problema de  minimização, usando alguma das  

t é cn i ca s  do passo v i s t a s  anter iormente (ou seja, pe lo  passo 

ati m a l  1 oca1 mente r e s t r i n g i  domHOOK" , ou pe lo  m4todo "dogl eg" 

ou "duplo dogleg") . 

O f a t o r  de  redução que se denotará por h,, se 

determina mediante a segu in te  t&cnica:  Se modela 

f (x +X(x+-C)) usando para i s t o  o modelo quadrá t ico  m ( A ) ,  
C 9 

que a ju s t a :  f (x , f (x l e a derivada d i r e c i  mal de  f e m  xc , 
C + 

t 
na d i r eção  ( +  -xC) , que denotaremos por : gc (x -xC ) . A segui  r + 
fazemos que o novo r a i o  de  confiança 6 , seja o minimo d e s t e  

e 

modelo, o que ocorre quando: 

Como obtemos este r e su l t ado  ? 

Ck fato: 

i)  Define-se: 
h 

f ( k ) = f I x  +h(x+ - x 1) 
C C 

i i l  Iksejamos a j u s t a r  f (x 1 e f (x+ ) ,  para  is to ,  h deve 
C 

Lomar os va lo res  O e 1 respctivamente. Ou seja: 

(V. 17) 



h h 

i i i ) M o d e l a m o s  f ( h  f ; por uma quadrática m  (h) , que 
4 

satisf  ac;a (V. 1 7 )  e (V. 18) . 
Para isto: 

h 

Se X = O  Ip C = f . ( O )  
h 

Se h = l  + A + B + C = f  ( 1 )  
h 

A16m disso f '  ( O  1 = B 

(V. 19) 

h A h 

L o g o e m  ( V . 1 9 )  -s A = f (  1 ) - f '  ( 0 ) - f  ( 0 1  

h 

i v )  A g o r a  m i n i m i z a m o s  esta funçZío m ( h ) .  P a r a  isto: 
'3 



Então, o novo raio de confiança d tem forma: + 

Observacão: Se ocorre que este 6 é t a l  que e 6 /:a. 6 ~2 , + t C C 1 
então deixa-se e le  ficar o m a i s  p r ó x i m o  possi  vel . do ponto 
final deste intervalo; para assim se evitar erros de 

precisão f i n i  t a ,  especi a1 mente quando o gradiente B 

calculado usando-se diferencias f i n i  tas.  

GRAFI CAMENTE tem-se: 



2.-Suponhamos auora que efetivamente encontrado um ponto x +- 
- que sati  sf az  C V. 163. 

Se + 6 um passo de  Newton desde x , en tão  achamos o passo. 
C: 

Atualizamos 6, construimos o novo modelo e continuamos com a 

i t e r a ç ã o  seguinte.  Entre tanto ,  se (x+-xc) não d o passo 

Newton , consideramos pr i m e i  r o ensa iar  um passo maior desde 

x (ou d i l a t a r  o passo) , usando o modelo ge ra l .  A 
C 

j u s t i f i c a t i v a  para faze r  i s t o ,  d e v i t a r  ter que ava l i a r  o 

g rad ien te  (e a Hessiana) e m  x , a qual r epresen ta  + 
f r eqaentemente mai or  cus to ,  e m  grandes pr obl emas. 

A razão para d i l a t a r  o passo, L que a reg ião  de  

confiança pode chegar a se con t r a i r  durante  o curso  do 

algori tmo e se pode necess i t a r  que ela seja aumentada. I s t o  

ocorre  quando se t e m  uma reg ião  onde a c o t a  do passo f o i  

pequena, já que a função não es tava  bem representada por uma 

quadrá t ica  qualquer e entramos e m  uma reg ião  onde aí s i m  a 

função está bem representada por uma função quadrát ica.  

Para se dec id i r  se se f a z  OU não um passo maior desde 

x , se compara a redução real def in ida  por: 
C 

com a redução j A d i t a  d e i  i n i  da por : 

e se aceita a x como o i t e r ado ,  a menos que: + 

i 1 O a j u s t e  seja t ã o  bom, como por exemplo que: 

que se s u s p e i t e  que 6 seja uma aproximação do r a i o  e m  que 
C 

m representa  adequadamente a f, ou 
C 

ii) Que a redução real (e fe t iva )  de  f seja t ã o  grande 



como a presença de curvatura negativa e que portanto esteja 

i mpl i cado u m  decresci mento rapidamente continuo em f (x) , ou 

seja: 

E m  ambos os casos se  aproveitam (ou guardam) x e + 
f (x+) , mas e m  vez de mover -se diretamente para x+ , primeiro 

dobramos 6 e se calcula um novo x , usando nosso modelo 
C + 

geral. Se (V. 16) não d sa t i s fe i to  para o novo x+, volta-se 

então ao Qltimo "passo bom" já calculado. Mas se se 

satisfaz , se  considera dobrar novamente. (Na práti ca, assim 

s e  pode evitar u m  ndmero significativo de cálculos do 

gradiente (ou de chamados do gradiente) 1 

Uma situação interessante que se apresenta & 

quando a variação do passo deve contrair-se e logo 

dilatar-se. I s to  ocorre quando o algoritmo passa perto de u m  

ponto que parece ser u m  mínimo. 0s passos de Newton se 

acurtam, o algoritmo faz uso destes passos de Newton e es te  

funciona (bem1 como e estivesse convergindo. Então o 

algoritmo descobre uma saida: os passos de Nedon se alargam 

e o a1 gori tmo muda. A referida conduta é desej ável , já que 

u m  problema perturbado pode efetivamente ter  u m  mínimo real 

neste "ponto de distraç%om\ Neste caso gostaríamos de ser 

capazes de aumentar rapidamente o valor de 6 . - 
C 

Suponhamos agora que estamos sat isfe i tos  que x seja + 
nosso iterado seguinte e se necessita atualizar 6 para 6 . 

C + 

Daremos aqui t rês  alternativas para obter 6+. A saber: 

dobrar, di m i  di ar ou deixar igual a variação admiti da (cota) 

do passo. 

As  verdadeiras condicões são de certo modo arbitrárias.  

O que r3. importante é que: se nosso modelo quadráticcr está 

prognosticando bem a função, aumentamos a região de 



conf i ança. Porbm, se prognost ica pobremente, diminui mos a 

r e g i  âo d e  conf i ança. 

EntZo: a) Se o modelo quadrAtico prognosticou a redução 

real da funçSo, claramente,  i s t o  i:  se Af ' lO.75 Af  
pred' 

b) Se o modelo sobre-est i  mou muito o decresc i  mento 

e m  f (x) . por exemplo: M> O. 1 Pmd então: 6 = <i/2)6 . + C 

c)Se não; deixa-se: 6 = 6 . 
i- C 

EXEMPLO 3. 

SeJa f(xi, x2) = x4+ x2 + x 2 

i i 

onde: x = ( 1 . 1 )  t 2  
C 

V f  ( x c )  = ( 6 ,  2 ) '  

e suponhamos, do EXEMPLO 1 .  v i s t o  no Cap. V. 1, que o 

passo s s e j a :  
C 

Logo : 
t 

x = x + s = (1,1) + ( -0.334,-0.3351~ + C c 

= (0.666 , 0.665)' 

Agora dese j a m o s  : 



i 1 Decidir se  x+ B ou não, um "ponta aceitável ". 
i i 1 Atual i zar a região de confiança. 

Com efeito: a) Para que x+ seja um ponto sat isfatório,  

recordemos que deve sa t i  sf azer -se a desigual dade: 

Para i s t o  : f (x+) = (0.6661 L + (0.6661 + (0.6651 ;r. 1.083 

0.666 - 
f ( x  1 + aVf(x l t ( +  -X 1 = 3+10-~  t6 

c c c [ a - ]  

Como 1.083 5 2.9997 (ou seja: se  satisfaz a 

desigualdade (*I 1 então x to efetivamente um ponto + 
sat isf  atório. 

1 Para atualizar a reuião de conf i anca devemos 

decidir se procuramos ou não um passo maior na iteração em 

curso. Para i s to ,  vamos usar o tes te  da comparação: 

Como Af  = f(x+I - f ( x  1 = 1.083 - 3 = -1.917 
C 



Bf 
p r e d  = 2.673 + i/.[-0.334 -0.3351[_ :][o-sY] -O. 33% 

Então: 

De tal modo que dobramos o raio de confiança, ou seja,  

fazemos 6 4.0 e voltamos ao algoritmo de passo otimal 
C 

localmente restrito ("HOOK"),  e temos que: 

rlf 

t i)Nosso x é agora: x = (0.666 , 0.665) (que 
C C 

corresponde ao antigo x+) 

prod 
-1 

B f 
= 

-i. 781 

-1 
-i. -7 

= 0.071 < 0.1 



Como [sN I(=0.749 < 1.0, o algoritmo " H W "  (antes 
C 

N assinalado) seleciona o passo Newton sc. 

OBSERVAÇÃO: Como uma f arma de reforçar o que jb estudamos, 

efetuamos uma nova i teração. T e m - s e  agora que: 

a' Devemos decidir agora se este ponto x 15 ++ 
ou não satisfatbrio. Para isto: 

~ o g o  como f ( x + + ) ~ f ( x  )+avf(x l t ( x  - xc).  
C ++ então o ponto 

C 

x = (0.338,O. 000) ' 4 ef eti vamente u m  ponto acei tbvel . ++  

b' ) ' Por analogia ao que se faz em b) , para atualizar a 

região de confiança devemos testar se: 

Com efeito: 
t 

como Mp r e* = V f (xc)'sc+ (i,.)s c c c  H s 



Então, novamente dobramos a região de confiança , 
tendo agora 6 = 2.0. 

C 

Af- 
-0. 874 

-0. -1 
-I I p irod 

então: -1 I = 



CAPITULO VI 

SOBRE UM3. EXTFNSÃO 0i3 &TQDO GERAL DE REGIÃO DE 

CC?HFIT;1'CA CREFERIM A EaSTRATkGIAS DE BUSCA DO PASSO PARA 

Bi!ARI Z HESSI A?dA DEFI ldI DA NEGATI VA3 . 

.-. A LUIi-L 'AS' a aqui 6 apresentar algumas estrat6gias de 

sílle@h do passo que usam informação de segundo ordem, para 

r esol ver o pr obl em: 

As r&erida~ ~ A r a t S g i a ~  estão idealizadas, no sentido 

que e1 as podem usar o valor prdpri o mais negativo da matriz 

Hessiana E? uma diregãu de curvatura suficientemente 

t i  a que denotzrernaz por qk , s e m  especificar 

deta1 kadamente como estas quanti dadez serão obtidas. 

Entretanto, desenvol veremos ao f i na1 i zar u Capi tu1 o, u m  

exemplo particular para fixar algumas idéias que aqui se 

expEem. 

n x n  dmde r E R" e BL€ IR & uma matriz simétrica. 

k) S efetua u m  "itaralfiiiç) menor" (a qual 

passivelmente h& que se repetir) . que usa o raio da região 

de cwlf I anqa % e a informação contida no modelo quadritico, 

para calcular rrm passo p , que denohremos par: 
Ir 



e logo compara a "reduç2ío real" da função objetivo: 

[que B equivalente a nota~ão do Capitulo V. 3, quando 

escrevemos A f  = f <x+) -f (x 1 1 com a "redu@o prevista" (ou 
c 

"progn0sticada"l pel o model quadr ã t i  co: 

Cque tamb6m 6 equivalente a: A f 
pred 

= mC (x+ 1 - f (X 1 , do 

3 
C 

mesmo Capi tu10 V. 3 . 

c1 Se a redução 6 sat isfatbria,  então pode tomar-se o 

passo p (questão tratada com detalhe no Capítulo anterior 
k * 

referente a Atual i zagão da Regi Zo de Conf i ança) . 

Observação: 

Outra maneira de escrever ( V I . 1 )  6: 

Com esta nova notação podemos escrever trSs condiçTSes 

que uma estrat9gia de seleção de passo deve satisfazer- Elas 

são: 

CONDI CÃO 1 : Existem constantes positivas c e cr t a i  ç que: 
i 

nxn  
4 ' 

para todo g E IRn; para Loda matriz B E IR e para todo D O :  

pred(g.B.h 12 ~i l ig l l  min 
II ll 

I s to  siunifica dizer que: o passo deve dar 

u m  decrbsci mo suficiente do model o quadráti co. 

CONDIÇÃO 2: Existe uma constante <> O. t a l  que para todo g 

E IRn, para toda matriz sim6trica B E IR nxn  e para todo &O: 



I s t o  s i a n i f i c a  d ize r  que: quando H (x) (=Bl é indef in ida  

CRecor demos que H (x3 é i ndef i ni  da,  quando 

x H ( x ) x  y H W y  <O, para algum x ,  y E i ~ ~ )  o passo dá um [ '  1 2 '  I 
Bom decréscimo Ao modelo quadrAtico, quando na d i reção  

exi ste uma curvatura  suficientemente negat i  vã. 

CONDICÃO 3: Se B é def in ida  pos i t i va  e 11 - B - ' ~  11 5 A ; 

então: 

plg.B,Al = - B-'g 

I s t o  s i q n i f  ica d ize r  que: se a Hessiana é def in ida  p o s i t i v a  

e o passo Newton e s t b  den t ro  da Região de  Conf iança ,  en tão  

se escolhe  o passo Newton (denotado aqui Por 

P ( ~ , B , A T  =-B- '~I.  

AlUma primeira e s t r a t é g i a  de  se leção  de  passo nos mostra 

como uma busca l i n e a r  que usa informação de  segundo ordem, 

pode ser extendida ao  caso  indef in ido  de  maneira na tu ra l .  

{Esta e s t r a t é g i a  aparece como algoritmo e m  GILL e 

MJRRAY (19721 l 

Notas: i l Em con t i  nuação, denotaremos 

i i I Recordemos que: k (AI = IIAH IA- ' 11 (dependendo da normal e 

a s s i m :  k2 (A? = I~ll ,  ~IA-'H, = o- (A> /o (A) 
1 n 

maior auto vaLor 64 A - - 
menor auto wuLor de A 



ALCiORI TMO 1 (BUSCA LINEAR IMDEFI N I  DA DO PASSO) 

Seja k >> 1 ; 

k 5 l /@ ( d a  máquima) 

a)Çruando X (B )L O (menor auto valor de Bk) 
i k  

e k ( B k )  I k  
2 

Se 1 B i  g 5 A então: 

-i 
Q passa pk ( A ) = - B ~  gk (H S ~ ( A  ) = - [ d t f ( x k ) ]  v f í x k ) J  

b )  Quando Ai (Bk) < O (menor auto  valor de Bk) ou L2 (BZ) > L ;  

se escolhe um cx E IR ta l  que [B +akI 1 seja definida positiva k k 
e tal  que: k Z ( B k +  a I ) = k .  

k 

Aclui a passo pk 1 A ) se escolhe de ta l  maneira que: 

bil Se 11 (Bk+ akl> -*gkll  > A ; então : 

- 1 e n t ã o :  pk (A 1 = - (Bk + akI ) 
'3, 

b i i i )  Se + c x k I ) - í  g k i  < A e A1(Bk) < O 

e n t ã o  o passa pk C A 1 &: 

donde: i 3 qk deve satisf azer: 

t 
qk Bk qk á C 4 X1(Bk) lqk 1' com c E (0.11 

4 

(ou  seja: qk deve estar em uma direção s u f i c i e n t e m e n t e  

n e g a t i v a )  



ii? C E R ; tal  que [pk (A 11 = A e 

Y! As duas e s t r a t o g i a s  de  se leção  de  passo que vêm a 

---&rí 4-r estão Szseadas na e sk r a t êg i a  do passa dogleg para  o 

caso  indefinido:  

14 primeira  de s t a s  e s t s a t ê g i a s  não 15 implementada, JA 

ela usa o pseudo inverso  e do au to  valor  mais negat ivo e de  

seu  ve ta r  própr io  de  B, correspondente. I nc l  ue-se aqui 
L 

somente para motivar a segunda e s t r a t & g i a ,  que 4 similar a 

primeira ,  m a s  que pode ser implementada. 

[donde argmin < X > = roluqão do problema: 
L 

t w + I n  w B ~ W  ( ., 
b> Quando XI CBk> I 0; apresentam-se d o i s  casos: 

i>Se gk não & ortogonal ao  espaço 
+ 

nulo de (Bk -XiI) d I ( B k  -XiI) gki 2 A 

então: 



onde é escolhido ta l  que IIpk ' A I I = A 

OBSERVAÇcrES: 1) O cá l cu lo  d~ passo mediante o uso d e s t e  

algoritmo, pode ser subs t i t u ido  na p a r t e  a), pe lo  passo 

"dogl eg" ou "duplo dogl eg" , vi  s t o  anter iormente no Capi tu lo  

v. 2. 

S I  N o t e  que minimizar o modelo quadrá t ico  

sobre  um subespaço bidimensional , mistura a execuç2io do 

chamado "Algoritmo Optimal", quando n=2 e que c o n s i s t e  e m  

tomar como paso p ( Ak ) : 
k 

ou de  forma equivalente;  resolver  um polinomio de  quar to  

grau  e m  uma var iáve l ;  o que s i g n i f i c a  que seu  cus to  

computaci onal B bas tan te  baixa. 

sa E ~ A T É G I A  : ALGORITMO 3 [PASSO "DDGLEG" IMDEFINI W B) 

€a) Quando X (B ) > O (menor auto-vdor üe Bkl se 
í k  

t r aba lha  fazendo uso da m e s m a  i d&ia  que no ALGORI~O 2; 

d e s t a  seção [fe pode i nc lu s ive  usar diretamente o passo 

"dogP eg " ou "dupl o dogl eg " , como f ai i ndi cada an te r  i or  mente 

na observação 1) . 3 
(bl Quando \ [Bk ) I 0, entLio: 

-escolhe-se um ot tal que: a 
k "  k 

d e f i n e - s e  r = - (Bk + ak I) e o passo pk (A? . escolhe-se k 
de tal  modo que: 



b i i )  Se Ilr&A + p k ( A I  = r i +  cqk; onde e e q k se 

escolhem como no ALGORITMO 1 ; parte bii i 1 . 



9 EXEMPLO: Seja f :  [R- [R / f ( x ) =  x + 6 2 

I T E R  1: Seja xo = -5 Ao = 0.5 

Então: V f gk = 15; v2f (x0) = -18 e 

h+ (Bk) = -18 auto valor da matriz 

Bk 

i) ~ ~ l c u l o '  g& passo: - -- 
Uso do Algoritmo 3 (parte b): j ã  que hgCBk) 

65 negativo, escolhe-se um ot , t a l  que : 
k 

com c = 2.8 (dado assim, para u t i l i za r  a parte: 
3 

b i i i )  do algoritmo 1) .Ou se ja  : 

Seja por exemplo ak = 50.4 (aqui interessa que ak>18, para 

que (Bk + a k I ~ *  seja  definida positiva) 

Agora define-se rk, onde: 

OU seja: 

r = -(-18+50.41*(15) z -0.463 
k 

I) Ilrrll = 0.463. 

Como (lrkl < Ao = 0.5, então o passo p (A1 
k 

4 dado por: 

P, 1 = r  k + c q k ;  

onde c e qk são e le i tos  da seguinte manera: 

a1 qk : vetor-direcional ( e m  iR pode ser -1 

o -1) 



t -se qk =-i -, sgn (c) =-sgn (qk ( B ~  + a I) -'gk ] 
k 

< O > O 

Logo: r qk 
< O 

Logo: rs, < O  

OBSERVAÇÃO: Em ambos os casos estamos na direçlio onde a 

curvatura é negativa.  

fcx , - fcx > - i o 
Pk - 

?# <n Z 
k k  



Logo: pk = ( i ~ .  l25 - 25) /-4. 75 * 1.0128 

Então,  c o m o  p > 0.75, t e m - s e  que: k 
h& = 2Ao = 2 i* 0.5 = 1.0 

I T E R  2. Seja xi = - 5.5 

A = 1.0 
i 

Logo: vZf ( xi) = -21 e gk = V f  íxi) = 24.75 

c o m  A+ (Ek 1 < 0 

i 1 C á 1  cu l  o do passo: 

N o v a m e n t e  u s a m o s  o A1 gor i t m o  3 (par te b) : 

C o m o  h. (B 1 < 0, escolhe-se a n a l o g a m e n t e  
. I k  

ao que foi v is to  e m  I T E R  1 : 

Sbj a por e x e m p l o  a =58.8. 
k 

Interessa-nos que 

€ B k + a k I  ) -'gk reja definida posit iva e a l O m  disso que  u s a m o s  

a parte b i i i )  do A i g o r i t m o  i .  

- 1 -Define-se rk  / r k  = - (Bk+ cxkI)  gk*  que 
aqui  corresponde a: 

Então o passo p (A) é dado por: 
k 

N o t a :  h a l o g a m e n t e  a I T E R  1, t e m - s e  t a m b é m  que: c qk<O. 

C i l cu lo  de c-: 
S a b e m o s  que C E R / 11 pk (A 111 = A . Ou seja: 

ir + f qk 1 = 1-0.655 - = 1.0 



I, f = 0.345. 

Logo pk(  A I =  r + 2f qk=-0.655-0.345= 
k 

= - 1.0 
+ x = x = x + p k {  A 1 = -5.5+(-1.0) = -6.5 + 2 i 

Como Pk 2 0.75 T, A2 A = 2.0 
i 

ITER 3:Seja xs= - 6.5  ; A2 = 2.0 

Então: v2f (xz) = - 27 ; 
gk 

= V f  (x2) = 48.75 

Ai {Ek)  = - 27. 

i)Cálculo do passo: 

USO do Algoritmo 3 {parte b). Coma X i ( B k )  

B negativo; escolhemos a t a l  que: k 

Ou seja: a Ic E [27 , 75.6 1. 
Escol hemos ci = 75.6, (pelas mesmas razões k 
dadas nas i ter  ações anter i ores) . 

-i - = f i n e - s e  r / r  = -03 + ak I )  gk ; que 
k k k 

neste caso corresponde a: 



Então o passo pk A 1 d dado por: 

pk6A> = r  k + t q k  

Nota: Aqui tamb4m tem-se c q < O 
k 

Cdlculo de c- 
Sabemos que < E IR /IIpk (A ) 11 = A .Ou seja: 

I I-, + r  qkl = 1-1.003 - c  I = 2.0 

+ E = 0.997 

Logo pk I A 1 = r + c qk = -1.003-0.997 = -2.0 
k 

+ + = x = x + pk A 1 = -6.5 - 2.0 = -8.5 
3 2 

Pi)C&lculo de pk 
t Como yk ( w ~  = ( w z )  w v2f ( x  1 w + V f ( x  1 'w 

C C 

= 43-53 w2 + 48.75 w 

w k b k  > = ?pk 6-21 = -151.5 

Logo: 

De ta l  moda que , como 
Pk 

> 0.75 

+ CL3 = 2 A 2  = 4 . 0 .  

Nota: Continua-se iterando desta maneira. at& que a 

Hessiana seja definida positiva. Em particular, neste 

exemplo, i s to  nSo ocorrerá já que a função não está limitada 

inferiormente. - 

Vejamos o que ocorre agora, se  tomamos x = -3.5; 
31F 

O 

ponto situado a direita do ponto x = -4. Neste caso tem-se: 

ITER 1:Seja: x = - 
O 

3.5 A = 0.5 
Q 

3 então: f (xl = x + 6 x2 I = 30.63 
O 



i ) Cá1 cul o do passo. 

Como Li (Ek] < O , escolhe-se a t a l  que: 
k 

usamos aqui e no que segue c = 1.2. 
3 

+ a E C 9 .  10.8 3 
k 

Escol hemos aqui a = 10.8 
k 

Como 11 rkll = 2.92 2 Ao; então o passo p (AI é 
k 

dado por: 

Para resolver es te  problema, temos: 

2 L(w,L)= - w 2  w - 5.25 w + h1 w - 0.5 ( 
+ w  = 0.5 

Como w deve ser t a l  que w E C gk, rk I =  

= C -5.25 . 2.92 I 

então pk (A) = w = 0.5. 

+ x = x + pk (A) = -3.5 + 0. 5 = -3.0 
i o 



I T E R  2: Seja x = - 3.0 
i 

Ent ãci: f Ixi] = 2? 

i 1 CdPculo do passa: 

Como X (BkZ < O ,  escolhe-se =sk tal que: 
s 



=p Q k E [ E .  7.2 

k 

I 
Seja aqui a = 7.2 

A s s i m :  11 rk 1 =7.5 > A ; rnt.%o o passo pk (A) esta dado 
i 

por : 

L(v .h )  = -3 wZ - 9 w + ? L  I w - 1.0 1 
I, w = 1.0 

C o m o  w estb no intervalo Cq , r 1 = C-9 , 7-53 
k k 

enCão : pL (A) = w = 1. O ,. 
I) x = x  + p, (h) = -3.0 + 1.0 = - 2.0 

T i 

GRAFI CO: 



ITER 3: Seja x2= - 2. 0 e s u p o n h a m o s  n o v a m e n t e  ( is to se 

faz a propdsito) que A = 1.0 ( e 
2 

não c o m o  foi encontrado na itera- 

cão anterior ( I T E R  2 3 3 .  

Então: f ( x21 = 16 df( xZ1 = O  = 
*k 

i 3 C á l c u l o  do passo: 

Como X (B 1 < O, e s c o l h e m o s  a , ta l  que : 
í k  k 

r k = - ( 0 + 0 ) - ~ g ~  : n Z o  existe (33 

Nota: N e s t e  caso , v o l t a m o s  ao ponto xi=-3, c o m o  foi d i to  no 

C a p i t u l o  V, p a r A g r a f o  V . 3 ,  e d u p l i c a m o s  Ai= l .O;  ou seja: 

seja x =x =-3 e A =S*A =2. 
2 i 2 i 

Com isto: V f (x23 = V f (-33 = -9 

df(x 3 = - 6 ;A2 = 2.0 
2 

i * 3 C á 1  cu l  o do passo: 

Como Xi(Bk3 I 0; escolhe-se at tal que: 
k 

P, a E I:6,7.21 
k 

i )  r k  = - (Bk +akI 3 -%Jk = 7.5 

Então,  c o m o  11 r 11 = 7.5 > 2.0 
k 



R e s o l  uq%o deste probl e m :  
2 

L Ç w , X )  = -3 w - 9 w + X Iw - 2 1 
.+ w = 2 . Q  

e c o m o  w está no intervalo : 

Cgk ,rk 3 = E - 9, 7.5 1 

ent'Ko: 

p k ( A )  = w = 2.0 

+ pk (A) = - 3 c 2 = - 1  
+ X 2 = X  2 

I T E R  4: Seja xs = -1.0 f t  x g )  = 5 . 0  

A = 1.0 
S 

V f ( x 3  1 = - 9 '7'f ( xs 1 = 6 > O ; e v o l t a m o s  

ao caso em que a curvatura & positiva. 

X, 
GliLfI  CO: 



DESCRI CÃO E EXEMPLO DO L G O R I T M O  DE REGI ÃO DE CONFI ANÇA 

S e j a m d a d o s  : xk , Hk , Ak . y 0 5 s  < 0.25 

1 Pr obl ema IPk) : 

R e s o l  ução do Problema (P ) : 
k 

i 1 O b L é m - s e  uma solução aproximada sk (Ak) 

I?(%+$ 1-f (5 1 
i i)  C a l c u l a - s e  o cri tério %[= 

Wk Iskl 3 
i i i ) V e r  observação sobre a R e s o l  uç2o do Problema (Pk) . 

2) A t u a l i z a ç ã o  de 5 : 
S e p k 2 S  ..) x = x  + S  

k +  l k k 

Se não : 3) x = x 
k + l  k 

3) A t u a l i z a ç d i T o  da R e g i ã o  de C o n f i a n ç a :  

se pk 2 0.7s 
+ & k + i  

= 2 Ak 

4) A t u a l i z a ç ã o  de Hk : 

Fór m u l  as de q u a s e - N e w t o n .  



ObservaçSo sobre  a Resoluçãio do Problema C P k l  

Recordemos que o problema (Pk) & : 

(Pk) : Mín yk (w) 

S. ..llw lisa, 

s - solução de  (Pk) 
k - 

- Si 11 sk 11 < Ak . en tão  s é solução de  : 
k 

-S i  11 sk = . en tão  s & s o l u ç ã o  de  : 
k 

p : Mul ti p l  i cador de  Lagrange associ  ado a restrição 

equi val  ente :  

Apresentamos a segu i r  um exemplo onde se a p l i c a  o 

que f ai d i t o  anteriormente: 

2 
Seja f :R  - [R / f ( x )  = x 3  + 6 X .  

Interessa-nos achar os va lo res  extremos da r e f e r i  da 

função, e nos i n t e r e s s a  especif icamente achar um mínimo, 

i terando p e r t o  do ponto x = 0. 
O 

Para i s to  temos: 



Ponto de inflexão : (-2 , 16) 
GRAFL CO: 



i) Seja xo = -1 Ao= 0.1 

L ( w . h )  = -9 w + 3wZ + X I  w - 0.11 
V L ( w , X )  = -9 + Gw + X = O  

w 
VkL(w.X) = Iw - 0 . 1 1  =O + w  = 0 . 1  = s  . Soluç%ada 

k - 
problema r e s t r i t o .  

N o t a :  O b s e r v e  que se a f unção yk (w) f ar m i  ni mi zada s e m  a 

restrição, t e r i a m o s  que: 

f (x*+ Sk 1 - f (Q 
i i i 1 C a l  cul a-se agora pk= - - 

% 

i v )  A t u a l i z a ç ã o  de xk : 

Como p 2 s ( o n d e  01 s I 0 . 2 5 )  + x 
k 

= x  + S k  
k + i  k 

*, x i = x o + 0 . 1  = -0.9 



V) Atualização dá regi%o de confiança % 

Como p, 2 O. 75 
+ &k+* = 2 Ak " A & =  2Ao = S*O.T = 0.2 

i )  Seja xt = -0.9 A = 0.2 
I 

do probf e m  res t r i to .  



N o t a :  minimizondo vk (w) sem restrições, t e m - s e :  

iv) Atualização de x 
d 

Como p 1 s (onde 01 s < 0.25) i x = x + s =-0.Sc0.2 
k 2 i k 

+ x = -0.7 
2 

V) A t u a l  i zação da  regi %o de conf iança  A 
k 



i i )  Mín y k ( w )  : 3.9 w2 - 6.93 w 

a. e I I w I I I 0 .  4 

2 L ( w , h )  = 3 . 9  w - 6 . 9 3  w + h (  w - 0.4 1 

VxL(w.X) = 1 w - 0.4 1 = 0 w = 0.4 ( > O) = s 
k 

Solução do problema 

r e s t r i t o .  

Nota: Mfn pk (w) s e m  restr iqões;  t e m - s e  que : 

V yk Iw> = 7 . 8  w - 6.93 = O s w = 0. 888461 5 

iv1 Atualização de 5 
Como pk I s (OS s -L 0.251 9 xs = x + s = -0.7 + 0.4 

2 k 
-, x = -0.3 

3 

V) Atualização da regi% de confiança Ak: 

Como pk L 0.75 -+ A3 = 2*Az = 2* 0.4 As= 0.8 



ITERA~ÃO 4 

G R D I  CO: 

i) Seja  xs = -0.3 d = 0.8 
3 

f (-0.3) = 0.613 Vf (-0.3) = -3.33 v2f (-0.3) = 10.2 

f (-0.3 + w) = f (-0. 3) + Pf (-0.3) w + C V Z )  w vZf (-0.3) w 

= 0.513 - 3 . 3 3 ~  + 5.12 

2 
+ V k  C W )  = 5.1 W - 3.3 

Resolvendo este -roblema tem-se que : 

w = 0.3235 = sk onde s = 0.3235 E -1.2 . 0.5 'j L. 



i i i )  Cálculo de 
Pk 

vi Atualização da RegiLio de Confiança 4ç 
Como 

P k  
1 0.75 

=+ % = 2*A3 = 1.6 

Observacão: Outro modo de resolver o problema: 

Este problema t e m  uma solução do t ipo:  

a menos que 11 w(0) 11 < Ak = 0.8 ; e m  cujo caso: 

-1 
N w(0) = s = - [v2fcXc,] Vf(x 1 
C C 

6 a solução. 

Ve.i amos, aqui : 
-i 

w ( 0 )  = -[ vZf (-0.3) ] Vf(-0.3) = 

= -(10.2)-* m (-3.3) s 0.3264705. 

onde llw(01 11 < 0.8  = 4, 
N + w (0) = S 
C 

= ,O. 3264705 é a 

solução ( = s 1 
k 



ITERAÇXO 5 

GRAFI CO: 

i) Seja x4 = 0.0235 A = 1.6 ( i n c l u s i v e  pade permznecer 
4 

e aqui faz-se assim: A = A3 = O. 81 
4 

iii) Cálcu lo  de 
Pk 



(o qual significa entre outras coisas, que o mínimo que 

est&vamos buscando é menor que : x = 0.0235 1 
4 

iv)  Atualização de xk 

Coma pk L s ( 0  I s 5 0 . 2 5 )  a x 5  = X+ + sk 

x = 0. 0235 +(-O. 0230) 
5 

x % 0.0005. 
15 

v) Atualização da Região de Confiança Ak: 

Como pk 1 0.75 -, As = 2*A4 = 1 . 6  

Conde novamente se pode deixar o mesmo A = A+ = 0. 8 )  
5 
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