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RESUMO

0 objetivo desse trabalho & apresentar, de modo
didatico, um modelo de analise de dados no campo da Bstatis-

tica Multivariada - o Modelo das Componentes Principais.

Dentro desse enfoque buscou-se transmitir, ao lon
go do texto, a filosofia geral do modelo, sem pretender com

isso exaurir o assunto.

O trabalho encontra-se dividido em tres capitulos.
O primeiro posiciona o modelo, dentro do ambito da Estatistica
e o segundo se propoe a fornecer o embasamento necessario ao
bom entendimento do Gltimo capitulo que faz a apresentacdo de-
talhada do modelo e descreve algumas de suas possiveis inter-

pretacoes.
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ABSTRACT

This work intends to present, in a didactical
way, a data-analyzing model in the Multivariate Statistical

field - the Principal Components Model.

In this way, we tried to transmit, in this work,
the general idea of the model, without expecting to exhaust

the matter.

The work is divided in three chapters. The first
one locates the model inside the statistical field and the
second tries to furnish the necessary basis for the
uhderstanding of the last chapter, which presents the model
in a detailed way, and describes some of the possible

interpretations.
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CAPITULO 1

" INTRODUGAO

1.1. Analise Multivariada

Um problema que frequentemente surge, em estatisti
ca, € que temos um conjunto (ou populagao) de N elementos nos
quais observamos n caracteristicas e, baseados nessas observa-
coes estamos interessados em tirar conclusoes sobre a popula-
cao, sobre os elementos dessa populacao, ou ainda sobre as ca-
racteristicas que estao sendo observadas.

Se for possivel medir essas caracteristicas pode-
remos associar a cada uma delas uma VARIAVEL. Como esse pro
blema geralmenfe envolve varias Variéveis, vamos chama-1lo de
PROBLEMA MULTIVARIADO. Podemos entao, sem muito rigor matema-
tico, considerar a ANALISE ESTATISTICA MULTIVARIADA (ou, ANALI
SE MULTIVARIADA), como o ramo da ESTATISTICA que estuda os pro
blemas multivariados.

Um exemplo tipico de problema multivariado € o

seguinte:

EXEMPLO 1.1.1:

Numa turma de 20 alunos observamos as notas que ca

da um deles tirou em matematica, fisica, geografia e historia

1t

e, estamos interessados em ordenar esses alunos segundo um ''coe
ficiente de aproveitamento" que ira ser definido. A
Nesse caso os elementos sao os alunos (N = 20) e

as variaveis, em nimero de quatro (n = 4), representarao cada

uma das provas. Assim cada variavel assumirad um valor para ca



da aluno. Esse valor serd a nota que o aluno tirou nessa pro-
va.

Nesse exemplo, podiamos ainda grupar os alunos se-
gundo dreas de interesse, ou testar a hipdtese de que um aluno
bom em matematica e fisica também € bom em histéria ou ainda
verificar Qual a prova mais dificil, etc... . Como podemos no
tar, a abordagem de um problema multivariado pode ser feita de
varias formas, segundo diversos objetivos.

Para um melhor entendimento, podemos lembrar aqui
a definicdo dada por KENDALL['®], pag.l:

"A andlise multivariada & um ramo da estatistica
que estuda o interrelacionamento entre conjuntos de variadveis
dependentes e os elementos nos quais medimos essas variaveis'.

Para finalizaf, € bom lembrar que os problemas mul
tivariados surgem nas mais diversas areas do tonhecimento huma
no. Poderiamos, por exemplo, desejar ordenar um conjunto de
paises baseados em indicadores economicos (nesse caso os ele-
mentos seriam os paises e as variaveias os indicadores). Pode-
riamos também desejar descobrir quais as variaveis que influen
ciam consideravelmente no rendimento de um atleta numa competi
cao, ou ainda, se devemos ou nao abrir as comportas de uma usi
na hidroelétrica baseado em fluxos hidrologicos locais.

Como vemos, a area abrangida € grande e nao fica res
trita aos exemplos aqui citados. Outros exemplos poderao ser

encontrados em KENDALL[!®], pags.2-3.

1.2. Analise Fatorial

Os problemas multivariados frequentemente envolvem



um nimero muito grande de variaveis, o que dificulta a sua and
lise. Devido @ essa dificuldade varios modelos matemiticos fo
ram desenvolvidos com o objetivo de possibilitar uma simplifi-
cagao na abordagem de tais problemas.
| Entre os modelos que tem esse objetivo podemos des
tacar aqueles que procuram, uma vez de posse das n  variaveis
observadas, encontrar um novo conjunto de variaveis, tal que
as ''novas variaveis'" (que chamaremos de COMPONENTES ou FATO-
‘RES) possam "descrever', de uma forma conveniente, as variave-
is inicialmente observadas (que chamaremos simplesmente de VA-
RIAVEIS), ou seja, que as variaveis sejam uma funcao dessas
componentes (ou fatores).
A ideéia fundamental desses modelos pode ser resumi

da na seguinte equacao:

X, = £.(Y,,Y,,...,Y i=1,2,...,n
i~ f10 » (1.2.1)
p<n
onde
X5 - € a variavel, ou seja, a i-&sima caracteristica, que
observamos na populacao.
Yj - (j =1,2,...,p) € a componente (ou fator).
£, - € a fungdo que relaciona as componentes Yj a varia-

vel X,
1

OBS.: Podemos notar que tanto Xi gquanto Yj sdo variaveis
matematicas. O fato de chamarmos X, de variavel e Yj
de componente (ou fator) deve-se somente a didatica do

texto.

Embora nao havendo um consenso geral em torno de



uma definigdo, podemos dizer que a ANALISE FATORIAL estuda pro
blemas multivariados, utilizando modelos que sejam descritos

pela equacao 1.2.1.

1.3. Objetivo do Texto

Como podemos concluir, o campo da Anilise Fatorial
€ muito amplo nao so do ponto de vista tedorico como também em
suas aplicacOes praticas. Seu estudo completo foge do objeti-
vo desse texto. Aqui, a nossa meta sera desenvolver um mode-
lo que hoje & frequentemente utilizado naquele campo, o MODELO
DAS COMPONENTES PRINCIPAIS (MCP).

Para a compreensao desse modelo € necessario algum
conhecimento de Algebra Linear, Estatistica e Geometria no R,
que pressupomos que o leitor possua. No Capitulo II, teremos
um breve enfoque dessa matéria com o objetivo de permitir con-
sultas que esclarecam o modelo em estudo. No Capitulo .III, se

ra entao desenvolvido o modelo.

1.4. Notacao Empregada

Esta secdo contém um resumo da simbologia adotada
no texto, e destina-se somente a consultas sobre a notacao
aqui empregada. A compreensao completa dessa simbologia vira
com o decorrer do texto.

A notacao aqui utilizada € uma reunido das que nor
malmente sao usadas na Estatistica, Algebra Linear, Geometria

do R™ e da notacdo de KENDALL[lg]; que -pareceu-nos eficiente.



Vamoé entdo dividir os simbolos em seis grupos:
1) Simbolos referentes as definigles

2) Parametros

3) Indices

4) As variaveis X, Y e Z

5) Vetores e Matrizes Importantes

6) Outros.

1) Simbolos referentes as definigles:

E[X;]
média ou valor esperado da variavel Xi

X.
i

VAR[X&] > variancia da variavel X.

c..
ii )
Oy - desvio médio padrdo da variavel Xs
1 -
COR[Xi;Xi,] - correlagao entre as variaveis X, e X,
P(Xi = a) - probabilidade da variavel Xs assumir o valor
a
P(Xi = aIXi, = b) - probabilidade da variavel Xs assumir

o valor a dado que X., assumiu o va-

lor b
dist(X(k):;X(k')) - distancia entre os pontos X(k) e X(k')

|X(k) | - norma do vetor f(k)



>
<Xi.§i,> - produto escalar entre os vetores 'ii e fi’
AT - matriz (ou vetor) transposta(o) da matriz (ou ve-
tor) A

2) Parametros

N - nimero de elementos da populacao em estudo

n - numero de caracteristicas observadas em cada elemento

da populacgao

p - nimero de componentes ou fatores.

3) Indices
Como o problema & multivariado os indices assumem

um papel importante. Sao eles:

i - se refere as variaveis que serdo observadas na popula
cao. Exemplo: X, . Da mesma forma utilizaremos, as

vezes 1' e i'".

j - se refere as componentes. Exemplo: Yj . Da mesma

forma utilizaremos, as vezes j' e j".

k - se refere aos elementos da populacao. Exemplo: X(k).

Da mesma forma utilizaremos k' e k".

Notaremos que geralmente esses indices assumem 0sS

seguintes valores:

i=1,2,...,n

1,2,...,p
k=1,2,...,N



4) As variaveis X, Y e z

O Modelo das Componentes Principais (MCP) parte
da hipotese de que medimos caracteristicas em elementos de uma
populagao. Essas caracteristicas serdo representadas pelas va
riaveis X; e, dessa medicao, decorrém varias notacgles. Se-

nao vejamos:

X - [variavel] caracteristica i da populacao.

X - [X =,(X1,X2,...,Xn)] conjunto de caracteristicas

da populacgao.

X; (k) - [realizacgdao da variavel Xi] valor da caracteristi

ca i apresentada pelo elemento k da populacao.

X(k) - [X(k) = (Xl(k),XZCK),...,Xn(k)] conjunto de valo-
res das caracteristicas apresentadas pelo elemen-
to k da populagao. Ou seja X(k) e uma n-upla or-
denada dos valores Xi(k) (i =1,2,...,n) e por
isso podera ser considerado como um ponto perten-

n
cente ao R.

Se considerarmos essas caracteristicas medidas em
relacdo as suas médias, ou seja, usando desvios(ver definicdo
de desvio na secao 2.3) ao invés do proprio valor da medicdo,

usaremos as variaveis acima como letras mindsculas

xpo X, x; (K, x(K)

onde

X = (xl,xz,...,x )

x; (k) = X, (k) - X



x(K) = (xp 0 ,%, (1) 0 v % (k)

Se além disso utilizarmos essas caracteristicas na
forma padronizada teremos:

Zis Zo zi(k), z (k)

onde

2(k) = (27(K),2,(K),...,2 (k)

No MCP as variaveis Y sao utilizadas para denotar

grandezas relacionadas com as componentes principais.

Yj - [variavel] € a j-ésima componente

Y - [y = (Yl’YZ’""“’Yn)] conjunto de componentes

Yj(k)— [realizacdo da variavel Yj] valor da componente j
para o elemento k da populagao.

Y(k) - [Y(k) = (Yl(k),Yz(k),...,Yn(k)] valores assumidos

pelas componentes para o elemento k da populacgao.
Y(k) & uma n-upla ordenada dos valores Yj(k)(j=1,
2,...,n) e por isso podera ser considerado como um

ponto do R,

Da mesma forma que fizemos para as variaveis X,



utilizaremos também as variaveis

Yo Yo Vs k), y(k)

j

no caso de estarmos utilizando medidas em relacdo a média.

5) Vetores e Matrizes Importantes

C - Matriz de Covariancias entre as variaveis Xi e Xi'
(i,i'* = 1,2,...,n) ou entre as variaveis X; € X.,
o que da no mesmo (ver segdo 2.3).
Como podemos observar € uma matriz n x n de ele-
mentos c..,.
ii
Como veremos mais adiante Cii € a variancia da

variavel X; » logo a diagonal principal dessa ma-

triz contera as variancias das variaveis Xi

L - matriz de elementos zij que serao os coeficien-

tes das componentes na composicao das variaveis.

matriz inversa da matriz L. Usualmente ela € re-

(]
|

-1 s
presentada por L ~, mas nesse texto utilizaremos
a outra notacdo. Ela possui elementos .. que

_JL
serao os coeficientes das variaveis mna composicao

das componentes.

L. - vetor de componentes Kij' Assim,podemos conside-
rar também que L & um vetor de componentes £;.

Senao vejamos:
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onde
Ki‘= (zil’KiZ"f"zin) i=1,2,...,n
Zj - vetor de componentes Zji . Da mesma forma pode-
mos considerar que I seja um vetor de componen-
tes Z..
J
D - matriz diagonal cujos componentes da diagonal prin
cipal sao os AjCj=l,2,...,n).
6) Outros
gji - cosseno diretor do vetor (ou reta) j em relagao ao
vetor i da base do espago vetorial.
.- . = ST - S« vetor de componentes g..,
g; (g5 = (gj1.85, gin) 1 ve p 853
ou seja, conjunto de cossenos diretores de um ve-
tor ou (reta).
Aj - j-ésimo autovalor da matriz C e elemento da diago-

nal principal da matriz D. Representa a variancia

da j-ésima componente.
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CAPITULO 11

NOCOES MATEMATICAS

2.1. Introdugao

O objetivo desse capitulo sera Treunir uma série
de conceitos que ser@o necessarios a compreensao do MODELO DAS
COMPONENTES PRINCIPAIS (MCP). Sendo assim, na secao 2.2 dare-
mos algumas propriedades dos somatdorios. Na secdo 2.3 enfoca-
remos a parte da Estatistica que diz respeito a média, varian-
cia, covariancia, correlagdo e padronizacao de variaveis alea-
torias. Nesta secdo, veremos as definicoes desses conceitos e
algumas de suas propriedades, porém as demonstragdes nao Serao
feitas. Ja na segdo 2.4 o tema abordado sera referente a geo-
metria no Rn, principalmente os conceitos de distancia e norma.
Outro assunto, a ser rapidamente abordado, serda a Algebra Linear.
Isso acontecerda na secao 2.5 onde faremos um estudo sobre as
TransformacOes Lineares. Finalmente, na secao 2.6, para sim-
plificar consultas, teremos um resumo dos pontos importantes

desse capitulo.

2.2. Somatorios

Viarias sao as operagOes matematicas que envolvem
somatorios. Gostariamos aqui de lembrar algumas de suas carac
teristicas. Para isso vamos partir do seguinte sistema de

equacgoes:
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X, = KllYl + ﬂlZYZ oL, KlPYP
X, = EZlYZ + KZZYZ + .. F KZPYP
: (2.2.1)
Xn = KnlYn + ﬂnzYz +oo.. F ﬂanp
que pode ser representado por:
X, = E 2. .Y. Vi =1,2,...,n (2.2.2)
i 521 ij7 ]

onde Xi e Yj serao variaveis e os Kij sao os coeficientes.

Se desejarmos calcular o somatdrio das variaveis

Xi teremos:

E X. = IZI [_-2 L.. Y.] (2.2.3)

Como a ordem das parcelas nao altera a soma pode-

mos entao concluir que:

n
gyl (2.2.4)

Poderiamos também estar interessados em calcular

(XiXi,). Nesse caso teriamos

) .
X.X., = £.. Y. IZ) L.,., Y., 2.2.5
1 (-Zl 1] J)(-v= 1] J ) ( )
J J
Vi =1,2, ,n
Vi'=1,2, ,n
(obsefve que o indice j' foi usado unicamente para distin-

guir-se do indice j).



13

Desenvolvendo a equacdo. 2.2.5 teremos:

| P
XXgo = 451 Yol ,El Livgr X30) * by Yz(J ) Eivgr Y5) ®

j j'=1
, b
+oeee v LY () £.,., Y.,) Vi=1,2,...,n
ip 'pryely LTI ]
Yi'=1,2 n
(2.2.6)
ou ainda
X X'v = § Lil Yl Kll'v Y'r * E K-Z YZ £ o Y-r +
1 jl.__l J J J'=1 1 lj J
+ + LY vy Yo Yi =1,2, ,n
jr=1 ip p 1] J
Yit=1,2, ,0
(2.2.7)
que também pode ser escrita como:
p
X.X., = ) L.. L.,., Y. Y., Yi =1,2,...,n
1 1 j=1 j|=1 1] 1] J J
Vi'=1,2, ,N
(2.2.8)

0 que nos leva a concluir, utilizando a equagao 2.2.2, que:

X.X., =( E £,.Y.)( § Ly Y. )= § ,E L. 8., ., Y. Y.,
S MR T-S N A RG-S IR D=0 T e S A A

(2.2.9)

1

e em particular se 1 = i' que
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Yi=1,2,...,n (2.2.10)

Suponhamos agora,que o objetivo seja calcular a de
rivada parcial de Xi em relacao a um dado Kij' Partindo de

(2.2.2) temos:

5X S L ti5 Yy

i . 1=l Vi =1,2,....n (2.2.11)
5 . 5, .

J J Vi =1,2,...,p

Como, caso exista, a derivada de uma soma € igual

a soma das derivadas das parcelas, temos:

§X Se..Y §e..Y
_ il’1 2'2 .
Y4 82, . SL
1) 1] 1]
L. Y. Vi=1,2,....,p
+ ...+ 1P (2.2.12)
Sﬁij Vi=1,2,...,n

Observamos que todas as parcelas do segundo membro

sao nulas a menos daquela cujo numerador for igual a Zij Yj ,

logo

58X Vi=1,2,...,n
______.1_. = Y. (2.2.13)
SL. . J Vi=1,2,...,p

Poderiamos também estar interessados em calcular
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2
SX
L . \Nesse caso, utilizando a equacao 2.2.10 teremos:
Szij
2 8 ( % g £ £ Y., Y.,) Vi 2
R cav Yo - 11 i=1,2,...,n
Sr .. 5o Vi=1,2,...,p
1] 1]
(2.2.14)
Se desenvolvermos o somatorio como foi feito na

equagao 2.2.12 teremos p2 parcelas pois j'=1,2,...p e

j"=1,2,...p. Chegaremos entao & conclusao que essas parcelas

podem ser agrupadas

a) j

em quatro tipos, segundo os seus indices.

1 =j 75 J”
b) jv ?QJ = jn
) j' =g ="
d.) jv ?g J 75 Jn
Assim, a equacdo 2.2.14 ficara:
5(L. .., Y.Y., (L. . § L.\ Y. Y.,
( 1] jr=1 1] J ] ) ( 1] jr=1 1) 3] )
SXZ
i i"#j N j'#]
8L . 8L 8. .
1] 1] 1]
L v S LN ~- 2
a b
S iq" ’eijn Y., Y.,
2 2 J': J":l J J J
s(L5. Y4 g g
+ 1J _J ¥ J 7)) JF)
L. . L
1] 1]
L. J \ S
h'd ~
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Vi=1,2,...,n
Yi=1,2,...,p
(2.2.15)

Podemos entao simplificar a equacao 2.2.15 obser-
vando que a parcela a & igual a parcela b e que a parcela d

¢ igual a zero. Assim, teremos:

S(L E £..,Y.Y.,)
G(Xz) 1] jr=1 13733 5 (2 2 v 2)
azlj 6Kij 6£lj
Yi=1,2,...,n
Vj=1>2,""p
(2.2.16)
Calculando-se entao as derivadas teremos:
2
§(X3) P
— = 2 ) L Y. Y., v 2 0., Y
61&1 j|=1 1:] J J 1J J
) J'#]
Vi=1,2,...,n
Vi=1,2,...,p
(2.2.17)
E chegamos finalmente a
G(Xg) P Vi=1,2 n
= 2 z '@l J'Y YJ' 9L s e ey
813 3=t Vi=1,2,...,p

(2.2.18)
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Levando a equacdo 2.2.10 na equacao 2.2.18 teremos:

b 2
JIGEE TR
jr=1
J - = 2 E Lio50 Y5 Y5,
Sﬂij j'=1
Yi=1,2,...,n
Vi=1,2,...,p

(2.2.19)

2.3. Nocgbes de Estatistica

Como o nosso objetivo & analisarruma populacao de
N elementos da qual observamos n caracteristicas, direcionare-
mos essa sSecao para esse caso particular. Assim, Xi sera para
nés uma variavel aleatoria discreta que representara uma carac
teristica da populagao. Logo, Xi podera assumir quaisquer va-
lores Xi(k). Uma generalizacdo para o caso continuo nao € di
ficil e fica a cargo do leitor.

Consideraremos também que se pode medir as caracte
risticas em todos os elementos da populacao. Caso isso nao
seja possivel, técnicas de estimativa poderdo ser empregadas e

os valores estimados numa amostra passarao a representar o pa-

rametro da populacao. Nesse caso, alguns cuidados devem ser
tomados. Podemos ver isso detalhadamente em [2],['°],[2?'] e
[25] .

'MEDIA

Definigdo 2.3.1: A média, ou valor esperado, de uma variavel

aleatoria discreta Xi’ medida em uma populacao de N elementos
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¢ dada por:
Elx;] =X, = % ) X @ (2.3.1)
k=1 1

onde k representa um elemento dessa populacao.

OBS.:-serao usadas indistintamente as notacdes E[Xi] e Yi'

Outra notacao bastante comum & Hy -
i

-podemos denominar também E[Xi] de EXPECTANCIA ou ESPE-
RANGA MATEMATICA de X;.

Como propriedades da media temos: (sejam aeb

constantes e i, i' = 1,2,...,n)
i) Se X3 ¢ constante entdo E[Xi] = X; = cte
(2.3.2)
ii) EfaX,] = ak [X. ] (2.3.3)
iii) E[xi + xi,]= E[X. ]+ E[Xi,] (2.3.4)

Podemos generalizar essa propriedade

E[X1+X2+...+Xn]=E[Xi] + E[X,] + ... 4 E[Xn]
(2.3.5)
o que pode ser escrito como:
n n
E[ ) X, 1= 1 E[Xi] (2.3.6)
i=1 i=1

'—l-
<
—
n
o
T
~
bt

’_l-
—
]

aX, + b entdo E[H(Xi)] = a E[Xi]+ b

(2.3.7)
Podemos generalizar essa propriedade. Seja entao

H(Xl;X ..,Xn)=a1X +a,X +...+aan+b (2.3.8)

27" 1 7272
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(onde a 285,00 ,d © b sdo constantes) éntao

1

E[H(Xl,Xz,...,Xn)] = H(E[Xl]; E[XZ];..., E[Xn]) (2.3.9)

VARIANCIA

Definicdo 2.3.2: A variancia de uma variavel aleatoria Xj e

dada por:

0]

: - B[ - X7 | (2.3.10)

2

X
i

rTa Tepresentar a variancia de uma variavel Xi' Outra forma

A notacdao o2 & muito utilizada em estatistica pa

também usada & VAR[Xi]. Para facilitar o desenvolvimento do

Capitulo IIT, usaremos indistintamente, alem dessas duas, a no
tagdo c,, utilizada por KENDALL['?].
Agora a equacao 2.3.10 pode ser escrita da seguin-

te forma:

Gii = VAR[X;] = c,; = B[(X; - X.)%] (2.3.11)

Essa mesma definicao pode ser dada na forma de so-
matorio. Substituindo a equacao 2.3.1 na 2.3.11 teremos:

1

= 52
X. i ii TN (Xi(k)_xi) (2.3.12)
i A k

Q
N
I
<3
>
wJ
>
il
O
1

I t~12

1

Podemos notar que a variancia € uma grandeza  que
mostra quanto uma variavel aleatdria se afasta de sua média. B
portanto uma medida de dispersao.

Como propriedades da variancia temos: (sejam a e b

constantes e i,i' = 1,2,...,n)
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i) Se X € constante entio VAR[X;] =0
(2.3.13)
ii) VAR[Xi + a] = VAR[Xi] (2.3.14)
Podemos concluir que a origem usada na medigao

de- Xi nao influencia a sua variancia.

iii) VAR[aX.] = a®

VAR[Xi] (2.3.15)
Resumindo as propriedades ii e iii concluimos
que:

se H(X;) = aX; + b entdo VAR[H(Xi)]=a2VAR[Xi]

(2.3.16)

iv) VAR[xi+xi,]=VAR[xi]+VAR[xi,]+2E[(Xi—Xi)(Xi,—Xi,)]
(2.3.17)

Como sera visto mais adiante, se as variaveis
Xi e Xi' (i # i') nao forem correlacionadas a
exXpressao E[(Xi—fi)(xi,—fi,)] se anulara e

sob essa hipOtese teremos:

VAR[Xi+Xi,] = VAR[X.] + VAR[X,,] (2.3.18)
Ainda sob a hipotese de ndo correlagdo entre

as variaveis Xi e Xi' (Vi,i'=1,2,...,n;i#i")

podemos generalizar

VAR[X1+X2+...+Xn]=VAR[X1]+VAR[X2]+...+VAR[Xn]
(2.3.19)
ou,sob a forma de somatdrio,
n n
VAR[ ) X1 = ) VAR[X.] (2.3.20)
i=1 i=1 1
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Na pratica, & mais facil calcular a variancia em-

pregando o seguinte teorema:

TEOREMA 2.3.1: VAR[Xi] = E[xf] - (E[Xi])z
Demonstragao:
VAR[X,] = EB[(X; - X7 (2.3.21)
= E[X% - 2X,X, + Yf] (2.3.22)'
= B[X2]- B[2x.X.] + B[X]] (2.3.23)
= E[x}]- 2B[X1B[X,] + (B[x;])? (2.3.24)
= B[x%]--(B[x;])* (2.3.21)
A

Assim, para calcular a variancia de Xi basta
achar a média dos quadrados de Xi(k) (k =1,2,...,N), o qua-

drado da média de X; e depois subtrai-los.

DESVIO MEDIO PADRAO

Definicao 2.3.3: O desvio medio padrdo de uma variavel aleato-

ria X e dado por:

oy = /o2 (2.3.26)

Observando a equagao 2.3.12 podemos reescrever a

equacao 2.3.26 da seguinte forma:

n )

) o 0-X)2

k
o = (2.3.27)
i N

Essa definigao € Util, entre outras coisas, devido
ao fato de Oy ser expresso na mesma unidade de Xi , 0O que
e l . - - 3 - -
nao ocorre com a variancia. Como propriedades do desvio medio
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padrao temos: (sejam a e b constantes e i,i' =1,2, ,n)
i) Se X, & constante entdo oy =0 (2.3.28)
i
ii) G[X +a] = Oy (2.3.29)
i i

Mais uma vez a origem usada nao interfirira no

calculo.

iii) G[aXi] = |a| OXi (2.3.30)

Resumindo as propriedades ii e iii concluimos

que se H(X;,) = aX; + b entdo OH(Xi)=la|0X.

i

(2.3.31)

= 1 a = 2 =

Observe que se a = entao o1 (X. ) “H (X.) 1
Oy . i i

1

COVARIANCIA

Definicdo 2.3.4: A covariancia entre as variadveis aleatorias

X. e X., & dada por:
i i

E[(xi—ii)(xi,—f.,)] (2.3.32)

cov [X;:X;, ] i

Vi,i'=1,2,...,n

i# i

Além da notagao COV[Xi;Xi,] , utilizaremos também
a notagdao c.., , adotada por KENDALL['®].

Essas notacoes foram adotadas visando facilitar o
desenvolvimento do. Capitulo III. Outra notagao também encon-

trada na literatura é o .
XX,
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Agora a equagdo 2.3.32 pode ser escrita da seguin-

te forma:

cov[xi;xi,] =C.ip = E[(Xiaxi)(xi,—xi,)] (2.3.33)
Vi,i'=1,2,...,n

i # i

Essa definicao pode ser dada também na forma de so

matorio. Substituindo a equacdo 2.3.1 na 2.3.33 teremos:

N o
COV[X; 31X, ] = €\ = = kzl[(xi(k)-ii)(xi,(k)—xi,)]
Vi,i'=1,2, ,n

i # i (2.3.34)

Observando a equagao 2.3.32 notamos que

COV[Xi;Xi,] sera positiva se, em média, X; (k) > Yi acarretar

Xi,(k) > Yi' ou Xi(k) < Xi acarretar Xi.(k) < Yi' (¢ bom
notarmos que a COV[Xi;Xi,] nao depende de um dado par de va-
lores (Xi(k);Xi,(k)) mas sim do conjunto de todos os ‘pares
(Xi(k);Xi,[k)) k=1,2,...,N. Por isso o emprego do termo 'em
média'"). Nesse caso, em média, (Xi(k)—Yi) tera o mesmo si-
nal de (Xi,(k)—fi,) o que implicarda em COV[Xi;Xi,] > 0. Por

outro lado se, em média, Xi(k) > Yi acarretar Xi'(k) < X.

i 1

ou X.(k) < X. acarretar X.,(k) > X., teremos COV[X,;X,']<o0.
i i i i i’7i
Observamos ainda que se nenhum desses dois casos ocorrer € de
se esperar que COV[Xi;Xi}] seja aproximadamente igual a zero.
Assim, verificamos que essa grandeza nos mostra o quanto o fa-
to de Xi se afastar de sua média implica em que Xi' também
o faca. Ou seja, qual a tendencia de Xi e Xi' variarem con-

juntamente.
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A covariancia € de grande importancia no Modelo
das Componentes Principais. Porém,hd um problema. Ela depen-
de das unidades em que X; e Xy, sdo medidas, como veremos
nos exemplos mais adiante. Assim,0 conhecimento da COV[Xi;Xi,],
sem o conhecimento da VAR[Xi] e VAR[Xi,] nao nos da uma no-
cao real do relacionamento de Xi com Xi" ja que mudando 4ds
unidades de medida ela se altera. Torna-se entdo necessario
o conceito de correlacdo que ira ser abordado mais adiante.

Veremos agora um teorema que sera de grande utili-

dade no Capitulo III.

Teorema 2.3.2: COV[X;;X;,] = E[X;X,.] - E[X;] B[X;.]

Demonstracao:

Y (2.3.35)

COV [X;;3X; ] i

E[(Xi—ii)(xi,—i

E[(xixi.)-(iixi,)-(xiii,)+(Xiii,)] gz.s.sé)

mas pela equagao 2.3.5 podemos concluir que:

cov[xi;xi,] = E[(XiXi,)]—E[(XiXi,)]—E[(XiXi,)]+E[(XiXi,)]
(2.3.37)
como Yi e Xi' sdo constantes temos:
cov[x.:X;,] = B[X, X, ]-X; E[X;,]-X;, E[X;]} + X;X;
(2.3.38)
calculando os valores esperados temos:
cov[xi;xi,] = E[X; X, ]-X. X5 -Xp X +XGXG, (2.3.39)
= B[X;X0 ] - XX, (2.3.40)
= ELXiXi,J - (E[Xij E [Xi,]) (2.3.41)
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Uma observagao que pode ser feita € que se nas
equacoes 2.3.32-34 fizermos i = i' teremos a definicao de
variancia. Assim, podemos estender o conceito de covariancia
para esse caso e entao a variancia passara a ser um caso par-

ticular de Cign onde i = 1i', ou seja:

ci; = COV[X.:X;] = VAR[X.] (2.3.42)

Podemos entao observar que o teorema 2.3.1 torna-
se um caso particular do teorema 2.3.2 para i = i'.

Além disso.podemos notar ainda que:

cov[xi;xi,] = cov[xi,;xi] ou C.., = C., (2.3.43)

CORRELAGAO

Definic8o 2.3.5: A correlagdo (ou coeficiente de correlagdo)en

tre as variaveis aleatOrias X; e X, é dada por:

] COV [X. ;X. ]
COR[X,:;X;,] = L (2.3.44)
o o
X4 Xi'
Outra notacdao também encontrada na literatura e
PX.X.,
ivi
Na forma de somatério a equacdo 2.3.44 ficara:
o N ~ ~
COR[Xi;Xi,]= = — : :
1 ¥ 12 1 7 2

(2.3.45)
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que pode ser simplificada para:

[0 00X 0, 00 X5 0]

I e~12

k

COR[xi;xi,] = (2.3.46)

N _ 5 |N s

2

Essa definigao corresponde a calcular a variangia
entre Xi e Xi' , tomando como unidade na medicao de cada va-
riavel o seu desvio médio padr@o, sendo vejamos. Inicialmente,
medimos as variaveis X, numa unidade qualquer. Depois calcu

lamos o Em seguida dividimos cada um dos valores Xi(k)

X. °
1

(k =1,2,...,n) por o© Sabemos (ver equacoes-2.3.26-31)

X3
que as novas variaveis terao desvio padrao igual a unidade. Le
vando esse resultado na definicao 2.3.5 podemos entao notar que

a correlacao das novas variaveis sera igual a covariancia en

tre elas.

Notamos entdo que COR[X,;X,,] & adimensional

pois X; e oy sao medidos na mesma unidade (ver equacgao
' i

2.3.27), o mesmo acontecendo para Xi' e Oy
i

Outra propriedade da correlacdo & que:
-1 < COR[X;:X;,] <1 _ (2.3.47)

(ver demonstracdo em [?'], pag.183)
Podemos também concluir da definicao de correlacgido
que:

COR[Xi;Xi.] = COR[Xi,;Xi] (2.3.48)

E bom lembrar que a correlacao mede o grau de linea-

ridade entre Xi e Xi" isto &, o quanto Xi se aproxima de
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ser uma funcao linear de Xi' e vice-versa. Assimgse

ICOR[Xi; Xi,]l = 1 podemos afirmar que X, é aproximadamen-
te uma funcao linear de Xi,, ou seja, Xi = g Xi' + b (a, b =
= ctes). Ja se ICOR[Xi;Xi,]I = 0 s6 podemos afirmar que
Xs nao & uma funcfo linear de X;y , 0 que nao impede que Xs
seja um outro tipo de funcao de Xi" como veremos no exemplo

2.3.4,

Podemos entao concluir o seguinte:

TEOREMA 2.3.3: Se Xi = a Xi’ + b (aeb constantes) entao

JCOR X, 5%, 1] = 1

Demonstracao:

Por definicao (ver 2.3.44) temos:

COV [X. ;X.,]
COR[X,:;X.,] = St (2.3.49)
9%. %X.,
1 1
mas pelo teorema 2.3.2
cov[xi;xi,J = ELXiXi,] - E[Xi] E[X;.] (2.3.50)
Como, por hipotese,
X. =aX.,, +b (2.3.51)
1 1
temos:
. 2
COV[Xi;Xi,]=E[aXi,+in,]—E[Xi,]E[aXi,+b] (2.3.52)
_ 2 - - 2
—aE[Xi,JﬂﬁP{] af [X;.]) % (2.3.524)
=a{E[X§,]—(E[Xi,])2} (2.3.52B)
o que, pelo teorema 2.3.1, nos leva a
. = 2 '
CoV[X;;X;,] = a oy (2.3.53)

1
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Por outro lado, de acordo com as equagoes 2.3.29-

30
Ox. = TaX. . +b ° la| Oy . (2.3.54)
1 1 1
Substituindo as equagoes 2.3.53-4 na 2.3.49 tere-
mos:
a oi.'
COR[Xi;Xi,}= = (2.3.55)
la| o2
il
= —2 (2.3.55A)
la]
logo |COR[Xi;Xi,]I =1

PADRONIZACAO DE VARIAVEIS

Vimoé, no conceito de covariancia, que a escala em
que as variaveis sdo medidas & importante. Dai surgiu o con-
ceito de correlagdao, que, como vimos, € adimensional.

Se por outro lado, observarmos a equagao 2.3.7,
concluimos que a origem a partir da qual os valores foram toma
dos influenciam em E[Xi]'

Assim, surgiu a idéia de padronizar as variaveis a-

fim de que elas tenham:

a) media nula

b) variancia unitaria

Essa padronizacdo ditard a partir de que origem fa
remos as medicdes e em que escala. Observe que ela nada tem a
haver com as caracteristicas apresentadas pela populagao mas

sim com a forma de se efetuar a medicdo dessas caracteristicas.
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DESVIOS

Definigdo 2.3.6: O desvio x, da variavel Xs ¢ dado pela

equacao
x. = X. - X. (2.3.56)

Muitas vezes usaremos x, ao invés de X, ja que

os desvios apresentam propriedades interessantes. Sdo elas:

a) x. e Xi sa0 expressos na mesma unidade.

1
b)E[xﬂ = 0 (2.3.57)
c) VAR[xi] = VAR[Xi] = cis (2.3.58)

essa propriedade ja era de se esperar que se verificas
se, ja que a variancia & uma medida de dispersao, nao

dependendo dos valores absolutos Xi(k) ou xi(k).

d) oxi = GXi (2.3.59)
e) Cov[xi;xi.] = E[x.l xi,] = Ciq (2.3.59A)
£) COV[x;:ix;,] = COVX;:X;, ] ' (2.3.60)
g) COR[xi;xi,] = COR[Xi;Xi,] (2.3.61)

Podemos tambem notar que como, em geral, o £ 1;
i
teremos:

COR[x,5x;,] # COV[x;:x.,] (2.3.62)
Definimos os desvios, que sao variaveis com média

nula. Agora vamos definir outras variaveis de forma a que

além da media nula, elas tenham variancia unitaria.
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VARIAVEIS PADRONIZADAS

Definicdo 2.3.7: Uma varidvel padronizada Zs ¢ dada pela

formula

z. = = (2.3.63)

z, = = = ©(2.3.64)

Muitas vezes usaremos z, ao inves de Xi ,ja que
as variaveis padronizadas apresentam propriedades interessan-
tes. Sao elas:

a) Zs ¢ adimensional

- b) E[zi] =0

d) o, = 1

1
e) COR[zi;zi,] = COV[z 3z;.] = Elz;z,.] (2.3.68)
) COR[Zi;zi,] = COR[Xi;Xi,] (2.3.69)

Com essas definicOes podemos notar que toda varia-
vel padronizada & um desvio, porém o contrario nao & verdadei-
TO.

Veremos agora exemplos que ilustram os conceitos
vistos acima. Como o objetivo & apenas didatico os dados se-
T30 hipotéticos e a forma de resolver ndo serd a mais pratica

mas sim aquele que permita melhor assimilar o que foi visto.
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EXEMPLO 2.3.1:

Vamos admitir que, numa linha de fabricacdo, tenha
mos medido o comprimento (Xl) e 0 peso (Xz) de laminas de acgo
e encontramos os valores que constam do quadro 2.3.1. Repre-

sentando graficamente esses dados encontramos a figura 2.3.1

Xl B XZ
(em metros) (em Kg)
16 100
9 60
8 40
13 80
18 110
15 80
4 20
11 60
§) 40
18 100

Quadro 2.3.1: Comprimento x peso de 10 laminas de

aco
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{em Kg) Al

j20 |

oy

jeo |-

+o

be |-

FIGURA 2.3.1: Representacao do quadro 2.3.1

Observando essa figura notamos que parece haver in

fluencia do comprimento das laminas e seu peso (e vice-versa)

o que,logicamente era de se esperar. Podemos notar que essa

influencia parece poder ser expressa aproximadamente por uma
fung@o linear, ja que podemos passar uma reta por entre os pon
tos da figura 2.3.1 tal que os pontos nao fiquem muito afasta-

dos dela. Isso nos leva a concluir que devera haver uma forte

correlacao entre Xi e X,.

Vamos agora fazer uma analise estatistica dos da-

X.l (em ametros)

dos. Efetuando os calculos podemos chegar ao seguinte quadro:
Xy = 11,8 m X, = 69 Kg
VAR[X,] = 22,63 n’ VAR[X,] = 809 Kg’
oy = 4,729 m Oy = 28,443 Kg
1 2
cov[x;;X,] = 131,8 mKg
COR[X,:X,] = 0,98 = 98%

QUADRO 2.3.2:Valor de grandezas estatisticas corres-
pondentes aos valores do quadro 2.3.1.



seguir,

a)

b)

c)

d)
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Dele podemos tirar algumas conclusoes, que vem a

e que confirmam o que foi visto anteriormente.

de fato X1 e X, sdo altamente correlacionados ja que

COR[Xl;XZ] = 98%. Assim podemos dizer que X, = aX1+b

(2 e b constantes)
a correglacdo & adimensional
sO0 a covariancia nao nos da uma nocdo real de como Xy

e X2 se relacionam. Podemos observar que o valor
131,8 mKg & um valor qﬁe so tem algum significado em

presenca das variancias de X, e X,.

o desvio médio padrdo de uma variavel € medido na mes-

ma unidade em que o foi essa variavel.

Vamos ver, ainda nesse exemplo, o que aconteceria

se tivéssemos padronizado as variaveis. De posse dos dados dos

quadros

2.3.1 e 2.3.2, poderiamos formar o quadro 2.3.3, que

esta representado na figura 2.3.2

Zq Z,
0.888 1.090
-0.592 -0.316
-0.804 -1.020
0.254 0.387
1.311 1.441
0.676 0.387
-1.649 -1.723
-0.169 -0.316
-1.226 -1.020
1.311 1.090

QUADRO 2.3.3:Comprimento x peso (padroniza-

dos) de 10 laminas de ago
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]

i

|

| N
! 0.5 ~
1

[}

i

|

[l

-4,5 <

FIGURA 2.3.2: Representacao do quadro 2.3.3

Efetuando, mais uma vez, uma andalise estatistica

nos dados, encontraremos o seguinte quadro:

zq = 0 Zy = 0
VAR[zl] = 1 VAR([z,] =1
o =1 o =1
Zl Z2
cov{zqsz,] = 0,98
COR[zy32z,] = 0,98

Quadro 2.3.4: Valor de grandezas estatisticas
correspondentes aos valores do

quadro 2.3.3
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Desse quadro podemos tirar algumas conclusOes que
vem confirmar o que foi estudado. Sao elas:
a) as variaveis zy € 2z, sao adimensionais

b) como zy € 2z, sdo padronizadas as suas médias sdo nu-

las e suas variancias e desvio médio padr@o sao unita-

rios
c) COR[21;ZZ] = COV[z,;z,]
d) COR[zl;ZZ] = COR[Xl;XZJ

Finalmente € bom lembrar que como as médias de Zq
ez, sao nulas, os pontos z(k) (k = 1,2,...,10) se distribu-
em em torno da origem, e como suas variancias sio unitarias
(o que significa dizer que a média dos quadrados das distanci-
as desses pontos a cada eixo coordenado € 1. Ver definicao de
distancia na secao 2.4) esses pontos, em geral, nao se afastam

muito do quadrado definido pelos pontos (1;1)(-1;1)(1l;-1)(-1:1).

A

EXEMPLO 2.3.2:

Fez-se um estudo, em uma cidade de clima frio, so-
bre o consumo de combustivel empregado no aquecimento domésti-
co. DPara issoyprocurou-se analisar duas variaveis, a tempera-
tura media diaria (Xl) e o consumo diario de gas (X,). Os va-
lores obtidos na medicdo estao no quadro 2.3.5 e a sua repre-

sentacao se encontra na figura 2.3.3.
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Xy %
(em °¢) (em 1000 m>)
15 160
22 120
10 160
34 110
26 100
-10 260
8 180
-6 210
10 200
18 180
12 180
30 80
18 120
6 210
24 140

Quadro 2.3.5: Temperatura x consumo de gas (valo-

res médios de 15 dias)

X2
(e 4000 m°)
~+_ 280 4
-4 4
. aap | ‘+— .
«—%’ - ——
1 .
ss0 + + [
- ;
: !
400 T -#—
| 1
3o
~fo0 s 5 FE 15 20 25 20 Iy

FIGURA 2.3.3: Representacgao do quadro 2.3.5
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Podemos entdo observar que parece também haver

uma forte correlacdo entre as varifveis X; e X,. Para a com

provacido disso vamos efetuar os cilculos, criando o quadro

2.3.6.
= 0 - _ 3
X, = 14,467 °c X, = 160,667 x 1000 m
VAR[X,] = 140,373(%c) VAR[X,] = 2256,235x(1000 n>)?
- 0 _ 3
o = 11,848 "¢ o = 47,499 x 1000 m
X X
1 2
COV [X{3X,] = -512,977 x 1000 n> ¢
COR[XI;XZJ = -0,912 = - 91,2%
QUADRO 2.3.6: Valor de Grandezas Estatisticas referente aos
valores do quadro 2.3.5.
Observando o quadro 2.3.6 poderiamos tirar conclu-
sO0es analogas as do exemplo anterior. Observamos entdo que

entre X; e X, ha uma forte correlagdo ja que [COR[Xl;X2]|:1.
Devido a correlagdo ser negativa, notamos ainda que X; e X,
variam inversamente, ou seja, X2 > g X1 + b (a e b constantes)
a < 0. Quando Xl tende a aumentar, X2 tende, em geral, a
diminuir.
Para ilustrar o exemplo temos a seguir o quadro

2.3.7 com as variaveis X1 e X2 padronizadas, ou seja, z, e
Z, €, também, a figura 2.3.4 que representa os pontos z(k)
(k = 1,2,...,15).
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Z

0,805

1 2
0,005 -0,014
0,636 -0,856

-0,377 -0,014
1,649 -1,067
0,973 -1,277

~2,065 2,091

-0,546 0,407

-1,727 1,039

~0,377 0,828
0,298 0,407

~0,208 0,407
1,311 -1,698
0,298 ~0,856

-0,715 1,039

-0,435

QUADRO 2.3.7:Temperatura x consumo de gas, padroniza

dos (valores meédios de 15 dias)




£.5 4

451

-2

FIGURA 2.3.4: Representagao do quadro 2.3.4

Mais uma vez poderiamos efetuar os calculos com

z, € 2, ¢© formar um quadro como 2.3.4. Isso ndo sera feito

1
pois os resultados sao andlogos.

Finalmente podemos lembrar que mais uma vez se ve-
rifica o que foi dito no exemplo anterior, ou seja, que 0s
pontos z(k) (k = 1,2,...,15) se distribuem em torno da origem
e em geral,ndo se afastam muito do quadrado (1;1)(-1;1)(1l;-1)e

(-1;-1). &

EXEMPLO 2.3.3:

Medimos, num grupo de pessoas, de 25 a 50 anos as
suas idades (Xl) € seus pesos (Xz) e tentamos encontrar alguma
relacdo entre essas variaveis. Temos no quadro 2.3.8 os valo-
res encontrados. A representacdo desses dados estd na figura

2.3.5.
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Xl XZ
(em anos) (em Kg)
47 60
40 ‘ 50
25 60
30 84
49 60
42 56
33 64
36 52
28 92
43 92
48 50
48 95
44 64
29 68
35 | 100
26 80
45 76
41 76
38 75
32 80

QUADRO 2.3.8: Idade x peso de 20 pessoas
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ot | | T 44
so _k' m# k* -+

] Il 1 s o
+ o

+
30 35 Yo s 50

Xy (em amas)

FIGURA 2.3.5: Representacao do quadro 2.3.8

Efetuando os calculos encontraremos que
COR[Xl;Xz] = -0,12 , o que demonétra que praticamente Xl e X2
nao sdo correlacionados (& bom lembrar mais uma vez que o fato
uma

delas nao serem correlacionadas indica apenas nao haver

funcdo linear de X, em Xz) o que pode ser visto na figura

2.3.5.

A seguir, temos o quadro 2.3.9 e a figura 2.3.6

com as variaveis padronizadas Z, € Z,.
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1 2
1,182 -0,769
0,268 _1,427

1,691 -0,769

1,038 0,809
1,443 ~0,769
0,529 0,112

0,646 0,506

-0,255 0,295

~1,299 1,335
0,659 1,335
1,312 -1,427
1,312 1,533
2,096 0,506

1,169 0,243

~0,385 1,861

1,560 0,546
0,920 0,283
0,398 0,283
0,006 0,217

-0,777

0,546

QUADRO 2.3.9: Idade x peso (padronizados) de 20 pes-

soas.




43

N

st +

1 1.5 2
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ny
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o
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o
n
\Y

FIGURA 2.3.6: Representacao do quadro 2.3.9

A

EXEMPLO 2.3.4:

Fotografou-se a tela de um radar durante 10 segun-
dos em intervalos de 1 segundo, verificando-se que um movel to

mava as posicées indicadas no quadro 2.3.10 e na figura 2.3.7.
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% X
(em cm) (em cm)
0 0
3 4,5
6 8,0
9 10,5
12 12,0
15 12,5
18 12,0
21 10,5
24 8,0
27 4,5
30 0

QUADRO 2.3.10: Posicao de um movel numa tela de

radar.

(m E/M)

15 +

EIGURA 2.3.7: Representagéo do quadro 2.3.10
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Calculando-se a correlacao entre X; e X2 encon-

traremos COR[Xl;XZ],= 0 , ou seja, X; e X, ndo sdo correla-

1
cionados, o que significa meramente que Xz nao € funcgio 1li-
near de Xl(ou vice-versa). Porém, examinando a curva com

mais cuidado, vemos que ela & uma parabola, podendo ser repre

sentada pela equacao 18X, = 30X1 - Xi . Assim X, depende
da variavel Xl embora nao tenha nenhuma correlacao com ela.

A

Como ja foi dito nesse texto, a correlacao indica
o grau de linearidade entre as varidveis, ou seja, o quanto
uma variavel se aproxima de ser uma funcdo linear da outra.
Mas o fato de nao existir uma fungao linear nao implica em que
nao exista outro tipo de funcdo. Alias, foi isso o que ocor-
reu no exemplo acima, onde a funcdo e uma parabola. Notamos
entdo que o conceito de correlacao € um pouco limitado e a
.sua caracteristica linear & a principal responsavel pelo  seu
largo emprego.

Um conceito mais amplo e que nao se limita a linea
ridade € o conceito de INDEPENDENCIA entre variaveis aleatoOri-
as. De uma forma intuitiva, duas variaveis X; e X, sao inde
pendentes quando ndo € possivel fazer afirmacOes acerca do
comportamento de Xl’ uma vez conheéido o comportamento de XZ’
isto €, ndo € possivel determinar valores de X; a partir dos
valores de XZ'

Podemos formalizar a nocdo de independencia assim:

Definicao 2.3.8: Duas variaveis aleatOrias discretas X1 e X2
sio INDEPENDENTES se e somente se a probabilidade de X; = a
dado que X, = b & igual & probabilidade de X; = a para todo

aebe R
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Em outras palavras, a probabilidade de X4 assumir
um valor a independe de que valor X, tenha assumido.
Podemos escregver essa definicao da seguinte for-

ma.:

P(x1 = a | X, =b) = P(X; = a) (2.3.70)

Sabemos no entanto, pelo conceito de probabilidade

condicional (ver [2'],pag.53) que:

P(X1 = ae XZ = b)
P(X, =a | X, =Db) = , (2.3.71)

1 P(X, = b)

Reunindo as equagoes 2.3.70 e 2.3.71 podemos con-

cluir que X1 e Xz sao independentes, se e somente se

2

P(X, =a e X, =b) = P(X; = a)P(X, = b) (2.3.72)

Geralmente a equacdo 2.3.72 € utilizada na litera-
tura para definir o conceito de independéncia de variaveis ale
atorias.

Dessa definicdo o leitor podera concluir que se Xl
¢ independentes de X, entao Xz ¢ independente de X1 e vi-
ce-versa.

Nesse texto o conceito de correlacao sera preferi-
do ao de independencia (como geralmente acontece), porém & im-

portante que tenhamos em mente as restrigoes desse conceito.
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2.4. Nogoes de Geometria mno Rn

Partimos, nessa secao, do pressuposto que o leitor
tenha conhecimento de dependeéncia e independéncia linear de ve
tores, espacos Vetoriais, base e dimensao de um espago vetori-
al, etc... . [Essa matéria pode ser vista em detalhas em [®],
[7],[%°] e [?%]. Vamos aqui abordar somente o que sera direta
mente utilizado no texto.

Como vimos anteriormente o nosso objetivo sera ana
lisar uma populacdao de N elementos dos quais observamos n ca-
racteristicas. Vimos nos exemplos da seg¢do 2.3 que em alguns
casos (como sao os daquela secdo) podemos representar grafica-
mente esse problema. Para isso utilizamos um sistema de coor-
denadas cartesianas onde cada um dos dois eixos perpendicula-
Tes representava uma caracteristica observada (no caso X1 ou
Xz) e cada X(k) era representado por um ponto de coordenadas
(Xl(k);Xz(k))*. Surge entao a necessidade de se generalizar
para o caso de n > 2. Podemos entdo dizer que quando observa
mos n caracteristicas em cada elemento da populagao, cada X(k)
tera coordenadas (Xl(k),Xz(k),..;,Xn(kll Logicamente se
n > 3 ndo poderemos fazer uma representacdao grafica do proble
ma e nesse caso teremos que lancar mdo de técnicas menos intui
tivas para a analise do problema.

Observamos que Se associarmos vetores unitarios

* Nesse texto utilizaremos somente o sistema de coordenadas car

tesianas ortogonais. O sistema nao ortogonal pode ser visto

em [12] .
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s - .
X, a cada caracteristica X. e vetores X(k) a cada ponto

X(k) estaremos diante de um espago vetorial (o R™  no nosso ca

so, que €& um espaco vetorial real n-dimensional) onde os veto-
- ~ > ~

Tes Xi formam uma base para esse espaco e os X(k) sao veto-

res nele contidos. Agora podemos estudar o nosso problema nao

so sob o aspecto geométrico mas também utilizando a teoria dos

espagos vetoriais. No nosso estudo muitas vezes utilizaremos

um ou outro enfoque sem fazer muita distingao entre eles.

Visto isso podemos passar a alguns conceito impor-

tantes.

Os tres conceitos fundamentais sao os de PONTO, RE
TA e PLANO. Ja sabemos que os pontos (noAcaso X(k)) terao
coordenadas (Xl(k),Xz(k),...,Xn(k)). As retas, como na geome-

tria classica, ficam determinadas por 2 pontos ou um ponto e
uma direcao, e os.planos por 3 pontos nao colineares ou uma re
ta e um ponto nao pertencente a essa reta.

Além desses, se num espago vetorial n-dimensional
tivermos um sub-espaco de dimensao (n-1) diremos que esse sub-
espaco € um HIPERPLANO desse espago vetorial.

Tratando-se de pontos, surge entao o conceito de

DISTANCIA que vemos a seguir.

DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS NO R"

Definicdo 2.4.1: Sejam X(k) e X(k') dois pontos do rRM, A

DISTANCIA entre eles & definida por:

n é'
-21 (X; (k) -X; (k') (2.4.1)
1=

dist(X(k);X (k"))
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Nota-se que essa definicdao é uma generalizacdo pa-

n . . P 2

ra o R do conceito habitual de distancia no R”™.
Podemos verificar que as distancias satisfazem as

seguintes propriedades:

i) dist(X(k):;X(k)) =0 (2.4.2)

ii) se X(k) # X(k') entdao dist(X(k);X(k"'))> 0

(2.4.3).

iii) dist(X(k);X(k')) = dist(X(k");X(k)) (2.4.4)
.iv) dist(X(k):;X(k")) + dist(X(k');X(k")) >

dist(X(k);X(k")) (2.4.5)

Como ja dissemos a cada ponto X(k) podemos associ
ar um vetor X(k). Seja entdo X(k) um vetor que va da ori-
gem do espaco vetorial a esse ponto. Sem fazer distingao en-
tre ponto e vetor podemos nos referir simplesmente ao vetor
f(k) = (Xl(k),Xz(k),...,Xn(k)). Vejamos entao a seguinte defi

nicao.

NORMA DE UM VETOR X (k)

Definicao 2.4.2: A NORMA (médulo ou comprimento) de um vetor

X (k) (acima definido) & dada pela distiancia de X(k) a origem,

ou seja:

A

n
Norma (X (k) = |X(K)| - \/'Zl (x; () (2.4.6)
1=

Observe mais uma vez que nesse estudo o conceito
de ponto e vetor estao intimamente ligados. Por isso sO usa-

remos a notacdo X(k), ao invés de X(k), quando o conceito de
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vetor se fizer indispensavel. Vamos agora estudar X(x).
Como todo vetor ele deverd ter norma (ou mbédulo),

direcdo e sentido. A norma, ndés j& sabemos que & dada pela e

quacdo (2.4.6). A direcao & a diregao da reta que passa pela
origem e pelo ponto X(k) e o sentido € o da origem para X(k).
Agora podemos defini-lo através dessas tres grandezas, ou se-
. . . ~ . ~ fx

ja, se tivermos a norma, a direcao e o sentido entao X(k) es
tara definido. Para identificarmos o vetor dessa forma, vamos

a seguinte definicao.

COSSENOS DIRETORES DE UM VETOR

Definicio 2.4.3: Os COSSENOS DIRETORES de um vetor no R sdo

dados pela seguinte formula:

< i(k).ﬁi >
g. = COS a, = , (2.4.7)
* S b (¢ SF
i=1,2, ,n
onde g ¢ o cosseno diretor de i(k) em relacao a Xi’ o e

o angulo entre X(k) e Ki , f& € um vetor unitario da base do
R™ (vetor unitdrio & aquele que tem norma igual a 1) e < . >

significa produto escalar (ou produto interno) de vetores.

Para ilustrar a definicao vamos a um exemplo no

EXEMPLO 2.4.1
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W<

cas o

1

31
: -k & a2
« ! )

)

-
/ Xz
VETORES /

U""”ﬂ'“\

FIGURA 2.4.1:

X, T

.. 2
Cossenos diretores de um vetor no R .

O produto escalar entre os vetores Y(k) e ii

dado por:
< Xao.X, > = X | [X], cos o (2.4.8)
mas como ﬁl € um vetor unitario
|§1| =1 (2.4.9)
o que nos leva a concluir que
< X0 .X; > = |X@)| cos ag (2.4.10)
logo
< K(k).ﬁl >
g, = cos ay = lﬁ(k)[ (2.4.11)
Analogamente
< Y(k).fz >
g, = cos a, = If(k)l (2.4.12)

E teremos g; e g, COMO COSsenos diretores do ve-
tor - (ou ponto) X(k). Logo, de posse dos cossenos sabemos

a
direcao do vetor.

A

Os cossenos diretores tem a seguinte propriedade:
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TEOREMA 2.4.1: Seja X(k). = (X; (K),X,(K),....X (K)) um vetor

de um espaco vetorial n-dimensional real cuja base & composta
> , . . - .
pelos vetores Xl,fz,...,in onde Ki(1 =1,2,...,n) €& um ve
tor onde a i-ésima coordenada € 1 e as demais sao zero. Seja
>

g; O cosseno do angulo entre X(k) e fi' Entao:

s
0q
SN
1l
E—.I

i .

Demonstracao:
Pela definicao de produto escalar (ou produto in-

terno) temos:

<f(k).§;> - Xao | 1% | g (2.4.13)
Logo
<i(k).§i>
g. = : , (2.4.14)
! XX, |
Mas

> _
<Xi(k).Xi>=<(Xl(k),Xz(k),...,Xn(k)).(0,0,0...,0,1,0,...,0)>

-
(i-1) zeros
(2.4.15)
ou seja
<X (k) .X;> = X, (k
() .X;> = X, (K)
ou por outro lado
1X(X) | =V/X1(k)2 + Xz(k)z ..+ Xn(k)z (2.4.16)
e 1X.] =1 | | (2.4.17)

Substituindo as equacOes 2.4.15-17 na 2.4.14 teremos:
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g, = i (2.4.18)
' VX () 24, (k) 2o 4X (1) 2
i /A ctt v

Desta forma teremos:

2
X, (k)

=1 (2.4.19)
A

Ja sabemos que uma reta no R™  fica definida por

Ho~13
0

He D
Il

o~

. ; 2 2 2
i=1 i=1 Xl(k) +X2(k) +...+Xn(k)

um ponto e uma direcao. Assim podemos definir uma reta por
um ponto e uma direcao de um vetor desse espago vetorial. Des-
ta forma podemos estender o conceito de cossenos diretores de
um vetor também para retas no R™ e utilizamos a expressao

""cosseno diretor de uma reta'.

RETAS ORTOGONAIS

Na geometria classica, para que duas retas sejam
ortogonais (ou perpendiculares) o angulo entre as suas dire-
cOes devera ser 90°, ou seja, o cosseno do angulo formado por
elas devera ser zero. Vamos estender esse conceito para o)

R,

Definicao 2.4.4: Duas retas do R™  sido ortogonais se e somen-

te se o cosseno do angulo formado por suas diregdes for nulo.

Dessa definicao podemos concluir-o seguinte:

TEOREMA 2.4.2: Duas retas no Rn de cossenos diretores g1 =

(gll’glz""’gln) e g, = (g21,g22,...,g2n) sao ortogonais se

€ somente se



n
Lo 81 831 70
i=1

Demonstracao:
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Como vimos anteriormente a direcao dessas retas po

de ser dada por:

)_Z_(l) e (gllaglza LR $ ’gln)

X(2) + (8y1+8550-+++8py)

Vamos entao encontrar o angulo

vetores i(l) e XCZ).

<X(1).X(2)>

cCos o =

1X(1) | 1X(2) |
mas
=3 -
<X(1).X(2)> = 811821 * 812822 °
)
£1:8
= 1i®21
e
- 2 2 2
|X(1) | 811 * 812 7 " 8in
n
: 2
=0.loe1s
1=
e analogamente
o 2 2 2
|X(2)]| = y221 T8y * &2

i

I~

NN

o formado pelos

* g1ng2n

(2.

(2.

(2.

(2.

(2.

(2.

.20)

.21)

.22)

.23)

.24)

.25)

.26)
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Levando as equagoes 2.4.22, 2.4.24 e 2.4.26 na

2.4.20 teremos:

151 81i 82i
, (2.4.27)
[ 1
. n
2 2
) &7 ) g
ALV = R

Levando o resultado do teorema 2.4.1 na equacgao

acima concluimos que:

Mas pela definigao 2.4.4 as retas serao ortogo-

nais se e somente se cos a = 0, o que equivale a dizer que:

n .
L 81:8,; =0 (2.4.29)
i=1

A

Visto isso podemos passar a um calculo que sera

de muita utilidade no Capitulo IIT.

DISTANCIA DE UM PONTO A UMA RETA NO R"

Seja uma reta no R" definida pelo ponto A = (al,

dossees an) e pelos consenos diretores 81875048, Seja
Q = (Ql,QZ,i..,Qn) um ponto qualquer dessa reta que passare-
mos a chamar de reta AQ. Seja tambem X(k)=(Xy (k) , X, (k) , ...,

Xn(k)) um ponto qualquer do Rn, cuja projecao ortogonal so-
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bre a reta AQ € o ponto P(k) = CP1Ck),P2(k),...,Pn(k)); As-
sim podemos dizer que:
[dist (X (K):A)]%=[dist (X(k);P(k)]% + [dist(P(K);A)]>
(2.4.30)

(grosseiramente falando e a equacdo de Pitagoras aplicada. ao

Rn)i Para uma vizualizacdo geométrica veja a figura 2.4.2.

FIGURA 2.4.2: Representacdo geometrica da equacdo 2.4.30.

Usando o conceito de distancia (ver equacdo

2.4.1) sabemos que:

dist(X(K):A) = E (Xi(k)-ai)z (2.4.31)
i=1

Por outro lado a reta AQ tem como equagdo:
Q; - a; = gt Vi =1,2,...,n (2.4.32)
onde t e um valor que independe de i.

Seja entao:
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-

v = (gl,gz,...,gn) (2.4.33)

Podemos notar que v € unitirio (ver teorema 2.4.1) e que v
tem a diregdo da reta AQ. Assim a projegdo AP(k) do  vetor

AX(k) (vetor V na figura 2.4.2) na reta AQ & dada por:

dist(A;P(k)) = <V.v> (2.4.34)
Mas
>
<V.v> = (Xl(k)—al,XZCk)—az,...,Xn(k)—an),
(8y-8ys g (2.4.35)
ou seja
> > n
<V.v> = ) g; (X; (K)-a.) (2.4.36)
i=1

Levando a equagao 2.4.36 na 2.4.34 concluimos que:

n
dist(A;P(k)) = '21 g:. (X, (K)-a,) (2.4.37)
1=

Finalmente, levando as equacoOes 2.4.31 e 2.4.37 na

2.4.30 concluimos que:

n n
[dist(X(k);P(k))]%= izlcxi(k)—ai)z—[izlgi(Xi(k)—ai)]z
(2.4.38)

Logo a distancia entre X(k) e a reta AQ sera:

1

n n
dist (X(k);reta AQ)= \/_Zlcxi (k)-a,) - [_Zlgi.cxi(k)—ai)]z
1= 1= ‘

(2.4.39)
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Vejamos um exemplo no R? para um melhor entendimen-

to.

EXEMPLO 2.4.2:

Seja uma reta AQ de cossenos diretores g1 € g,

e um ponto X(k) como na figura 2.4.3. Relembrando a equacgao

%)
X (k) X (k)
4 \
\
) \
1 \
o ' \ @
a \\
\I
pek) g - e 4
: = om
a:l T B‘——( -
a &(}) "

£
FIGURA 2.4.3: Exemplo do cdlculo da distancia de um ponto a

uma reta no
2.4.30 temos:

[dist(X(K);A)]2=[dist (X (k) ;P(k))] %+ [dist (P (k) ;A)]*

(2.4.40)
Mas pelo triangulo retﬁngulo X(k) AB temos:

2

[dist(X(K):A)]% = (X ()-ap)? + (X, (K)-a,)” (2.4.41)
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ou simplesmente

2
[dist(X(0:0]° = ] (X, ()-a,)

1=1

2 (2.4.42)

Seja'agora

—
v o= (87:8p5-:8)

. > - e . - . ~
mais uma vez V sera unitario e tera a direcao da reta AQ.

Alem disso AP(k) sera o produto escalar A por v , ou seja

dist(P(k);A) <v.3> = (Xl(k)—al,Xz(k)—az) X (gl,gz)

(2.4.43)

logo

dist(P(k);A) = gl(Xl(k)—a1)+g2(X2(k)—a2) (2.4.44) .
ou

2
dist(P(k);A) = ) gi(Xi(k)—a.j (2.4.45)
i=1 *
Levando as equacoes 2.4.42 e 2.4.45 na 2.4.40 te-

mos: |

X, (-2 [ § g, (%, (0-ap) ]2
1( O L T A

| 2
dist(X(k);P(k))=] )

1

(2.4.46)

Podemos entdo observar que a equagao 2.4.46 € um

A

caso particular de 2.4.39 para n = 2
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Partimos nessa segao, do pressuposto que o leitor
tenha conhecimento de fungoes, vegtores, matrizes, determinan-
tes e sistemas de equacOes lineares. Essa matéria pode ser
vista em detalhes em [®],[7],['°] e [%?%]. Vamos aqui abordar

somente o que sera utilizado nesse texto.

SISTEMAS DE EQUAGOES E TRANSFORMACOES LINEARES

Vamos partir do seguinte sistema de equacgoes

BigXy # Xt X Y e ¥ ey T P2

LoXy Xt o X ey X ey T P2

Z 1% +Z JXote . AL an zp(n+1)X(n+1) = bp

(2.5.1)
onde os X, sao variaveis e os Zji e bj sdao constantes.

Na forma de somatdrio teriamos:

n+l

izl Zjixi = bj j =1,2,...,p (2.5.2)
Seja

Y= bs - Xepery Lneny T 1,2,....p (2.5.3)
O sistema de equacgOes pode entao ser escrito na

seguinte forma:
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Y= BpgXy 2 B e e Xy
Yo = BypXy * BppKy e+ LX)
' (2.5.4)
1
Yp = Zple + szXz + .. 4 anXn
ou simplesmente
n
Y. = 7.. X, i =1,2,..., 2.5.5
3 izl ii %4 ] P ( )

Representando esse sistema de equacgoes na forma ma

tricial temos:

Y = X ou Y = X (2.5.6)
ou seja
Y = £(X) (2.5.7)
onde
¥4 z z Xl
Y 11 12 1n
Y =Y = Yl L=/ 2 ‘ X=X= X
S 2 R R 21 ' € ATAZ )
1 1 ! 1
Y ' X
n zpl ) .an n

Podemos agora considerar a equagdo 2.5.6 ndo so co
mo um sistema de equacGes lineares, como também uma fungao
Y = f(X). Dizemos entdo,que essa fungdo € uma TRANSFORMACAO
LINEAR de X em Y e que L &€ o OPERADOR (ou MATRIZ TRANSFORMA-
CKO) que representa,de forma matricial, essa fungdo. (Essa ma

téria pode ser vista com maiores detalhes em [7], secdo 2.4).
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Vejamos um exemplo bem simples.

EXEMPLO 2.5.1:

Seja a funcao:

X
f(X) = Xl onde X = Xl (2.5.8)
2

Colocando na forma das equacoes 2.5.4 temos:

(235.9)

Para passarmos para a forma matricial € necessario
2 1 -
notarmos que X e R e Y e R, logo o operador I tera uma
linha e duas colunas.

Seja entao:

L = (211;212) (2.5.10)

Nesse caso teriamos:

Xy
Xy

=
I

z

112 5) = 2.,X; * 2 ,X (2.5.11)

1 1272

e pelas equacodes 2.5.9 e 2.5.11 facilmente concluimos que

Y4 =1e le = 0.

11

Assim teremos:
Y = (1;0)X (2.5.12)

A figura 2.5.1 representa graficamente a aplicacdo
dessa transformacao aos pontos X(1l), X(2), X(3) e X(4). Nota
mos que essa transformagdo & uma projecdo ortogonal dos pontos

X(k) = (Xl(k);Xz(k)) (k = 1,2,3) no eixo X Logo f(Xl;Xz) =

1°

= X, & uma transformacdo linear de X emY e L = (1;0) & o

1
operador que representa essa funcgao.
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o<
-
-

X(@) x(3)

Yi3)=v(v)

T2 V(J)E‘/(.Z)
- Y

FIGURA 2.5.1: Projecao ortogonal de X em X,

A

E bom observar que Y € RP ¢ X ¢ R"™. Assim a
matriz [ representa uma funcao cujo dominio € um espago ve-
torial n-dimensional (o R™ e seu contra-dominio & um espaco
vetorial p-dimensional (o Rp). (Ver definicdo de espago veto
rial em [’], secdo 2.1 ou [?®],cap.IV). No exemplo acima
n=2 e p=1. |

Sao de particular interesse as transformacgoes 1li-

neares nas quais n = p. Vejamos um exemplo.

EXEMPLO 2.5.2:

Seja uma funcao Y = f(X) tal que:

~
Il

a X, +0X

1 2

a #0 | (2.5.13)

<
il

0 X, + a X

1 2

Essa também & uma transformacdo linear que na for-

ma matricial ficara:
Y = X (2.5.14)

A figura 2.5.2 nos mostra a transformacao aplicada

aos pontos X(1), X(2), X(3) e X(4). Notamos que ela tem domi
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vi4) y(2)

—— - —&

x(9) x(3)

2
N

FIGURA 2.5.2: Exemplo de transformagao linear.

. . . . 2
nio e contra-dominio no mesmo espago vetorial, ou seja X € R

e Y ¢ Rz.

Observando os exemplos 2.5.1 e 2.5.2 surge uma
pergunta. Dado que tenhamos o vetor Y, podemos ou ndo encon-
trar novamente o vetor X? Nota-se que no exemplo 2.5.1 isso

- . - - - ~ -~
e impossivel, o que ja nao acontece no exemplo 2.5.2, senao

vejamos:
Da equacao 2.5.13 temos:
Y, =a X, +0X
1 1 2 (2.5.15)
Y2 = 0 Xl + a XZ
logo
Y Y
X, = e X, = —= (2.5.16)
a a
ou
_ 1
X = —— Y, +0 Y,
a
X, = 0 y, +-Lt y (2.5.17)
2 1 2 tU



65

assim
1 0
a .
X = Y (2.5.18)
0 1
a

ou seja, dado Y podemos novamente encontrar X. Assim o con-

ceito de transformacgao inversa se torna importante na analise.

TRANSFORMACOES LINEARES INVERSIVEIS

£(X))
LY

Definicao 2.5.1: Uma transformacaoc linear Y = [LX (ou Y

e inversivel se e somente se existe uma transformacdo X

(ou x = £17)).

Nesse caso dizemos que L €& a matriz inversa de
L ou, equivalentemente, que [ €& a matriz inversa de L.

Em outras palavras estamos dizendo que uma trans-
formagdo linear & inversivel, se e somente se existe uma trans
formacdo linear inversa, o que € o mesmo que dizer que existe
uma matriz L, inversa a L.

E importante observar que para que isso acontega

s , . ~ . n n
X e Y precisam ter a mesma dimensao ou seja X e R e Y € R,

e . , . . n )

senao vejamos. Vamos imaginar que X e R e Y eR p < n.
Neste caso, Y nao traz nenhuma informacao sobre as (n - p) di
mensoes que X possui e Y mnao, logo ndo poderiamos a partir
de Y recuperar X através de uma transformacdo linear inver-
sa ja que a transformacdo ndo cria informacao.

Isso nos leva a concluir que L e [ sao matrizes
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quadradas™.

Porém s6 o fato de L ser uma matriz quadrada
nao nos garante a existencia de L . Lembrando a teoria da
Algebra Linear (ver [®] [7] ['®] e [?®]) sabemos que para L

existir € necessario e suficiente que:

a) L seja uma matriz quadrada

b) determinante de I seja diferente de zero**

Sob essas condigOes entao podemos garantir a exis-

téncia de L e dizer que L @& a inversa de L[ ou seja:

L = (E)‘l (2.5.19)
0 que equivale a

"l =1 (2.5.20)
ou ainda a

LL = LL =1 (2.5.21)

onde I @& a matriz identidade***

Essas afirmativas podem ser verificadas no exemplo

2.5.2 . Nele tinhamos

(2.5.22)

=
n

Y = IX onde

* Matriz quadrada € aquela cujo niimero de linhas & igual ao
niimero de colunas. |
** Essa condigdo equivale a dizer que L € ndo-singular ou
que o niicleo da transformacao representada por L tem di
mensdo nula. Para maiores esclarecimentos consultar [7],
cap.II e [??], cap.VI.
*#% Matriz identidade & uma matriz quadrada tal que os elemen-

tos da diagonal principal sao iguais a 1 e os demais sao

nulos.
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depois verificamos que:

— 0
a
X =LY onde L = 1 (2.5.23)
0 a

Podemos entao notar que as equagoes 2.5.19,2.5.20

e 2.5.21 se verificam.

Inicialmente falamos sobre transformacgoes lineares.
Depois focalizamos dentre essas transformacoes aquelas que sao
inversiveis. Vamos agora estudar dentre as transformacoes 1i-
neares inversiveis um tipo de transformacdo que nos sera muito

atil.

TRANSFORMACOES ORTOGONATIS

Definicao 2.5.2: Uma transformacao linear representada pela ma

triz L €& ortogonal se e somente se

onde L € a matriz inversa de L e LT a sua transposta.
(as transformacdes ortogonais também sdo chamadas de AUTO-ORTO-

GONAIS, UNITARIAS ou AUTO-ADJUNTAS)

Observe que essa definigdo pressupbe varias condi-

cdes, senao vejamos:

a) L ¢ uma matriz que representa uma transformagao line-

ar

. . , . ~ -1
b) essa transformacdo & inversivel (pois se nao fosse L

nao existiria)

c) e finalmente L[ = T

A primeira condigdo caracteriza a existéncia de
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uma transformagao linear. A segunda condigdo. seleciona entre
as transformagSes lingares aquelas que sao invexsiveis e final
mente a terceira seleciona aquelas que além de inversiveis,sdo
ortogomnais.

Dessa definicao, juntamente com as equacoes 2.5.19,
2.5.20 e 2.5.21, decorrem uma serie de conclusGes que nos se-
rdo iteis. Senao vejamos.

Seja L a representacao de uma transformacao or-

togonal'(Simplificadamente chamada de Matriz Ortogonal) 1logo
r =1t (2.5.24)

transpondo as matrizes acima e observando que a transposta de

uma matriz transposta & a propria matriz, temos:

) (2.5.25)
Levando a equacgao 2.5.24 na 2.5.21 temos:

L L' =1 (2.5.26)
e L L =1 (2.5.26A)
e levando a equagao 2.5.25 na 2.5.21 temos:

tho=1 (2.5.27)
e LI¥-1 (2.5.27A)

E bom lembrar que o fato de termos L = 1T ndo
acarreta que LT = L, ou seja, L n3o € necessariamente uma ma
triz simétrica.

Vamos agora ver como poderiamos representar a defi
nigdo 2.5.2 em termos algébricos.

Seja:
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(2.5.28)

Pela equacao 2.5.26 se L representa uma trans-

formacdo ortogonal ela satisfaz a

L1 -t 11 “n1 1 + 0
' : } iy _10 ' (2.5.29)
L 1 ¢ ' :
ﬂnl 'fﬂnn Kln vt znn 0 -1
Desmembrando essa equagao teremos:
L , =1
ﬂllﬂll * 12£12 et Klnzln 1
£11€21 Lyt LR A A . =0 L]lequﬁes
L4801 P tiztaz * o Aantan =0 )
+ L k- S 4 = A
£r1%11 22712 Y Lontin 0
Lytar  *La2bae t oot fanton =1 )

' 3 ! ! » n equacoes
o , A B -
Lo1401 bt S =0 J  (2.5.30)

: . L é e e )

+ 'l‘+ =
fh1t1a n2*12 an'1n 0

: . . > n equacoes
Knlz(n—1)1+£n2£(n—1)2 * i Knnﬂ(n—l)n =
ﬁnlznl +1)'112{'112 e ¥ Knnznn B J

ou simplesmente
n
) &.. Ly, = 1 i=i (2.5.31)
j=1 0t _ i=1,2,...,0
=0 ifid i'=1,2,....n

Analogamente se desenvolvessemos as equagoes

2.5.26A, 2.5.27 e 2.5.27A chegariamos a:
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n
121 Lig by50 =1 i=3'  j=1,2,...,n (2.5.32)
= 0 ] ?é J' j.'= 1527 » 11
¥ .. 2
L2 =1 = 5! i = 1,2,...,0 2.5.33
izl i1 Fyog j=3 ] ( )
=0 j £ j'=1,2,...,n
n -~
) Zji zji. = 1 i =it i=1,2,...,n (2.5.34)
J=1
= 0 i # i i'=1,2,...,n

Podemos entdo concluir que dizer que L represen-
ta uma transformagdo ortogonal € o mesmo que afirmar que cada
uma das equagOes 2.5.24-27A e 2.5.31-34 ocorre.

E importante observar que o sistema de equacgOes
2.5.31 (e analogamente 2.5.32-34) nao & linearmente indepen-
dente, o que & logico, ja que se ele o fosse os Kij estariam
definidos, o que & absurdo.

Vamos agora estudar algumas propriedades das trans

formagoes ortogonais.

TEOREMA 2.5.1: O rank da matriz L & igual a n.

Demonstracgao:

Pela inequagado de Sylvester (ver [’],pdag.33) temos:
rank (L LT) < min(rank(L),rank(L’)) (2.5.35)
mas da equagao 2.5.26 temos que:
rank(L LT) = rank(I) = n | (2.5.36)
e por outro lado sabemos que:

rank (L) = rank(LT) ' (2.5.37)
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Levando esses rasultados na equacao 2.5.35 chegamos a:
n < rank(L) (2.5.38)
Mas, por definigao, rank(L) < n o que acarreta que:

rank(L) = n

JAN

Esse teorema nos leva a concluir que o nlicleo de
L tem dimensao zero, (ver definicdo de nicleo, ou "null space',
em'[7], secdo 2.4) o que acarreta que em Y = LX podemos di-
zer, sem rigor matematico, que "Y contém a mesma quantidade de
informacgdo Que X", alias, caracteristica de toda transforma-

cdo inversivel.

TEOREMA 2.5.2: A transformacao inversa a uma transformacao or-

togonal também € ortogonal.

Demonstracgao:

Seja
X =LY (2.5.39)

onde L representa uma transformacao ortogonal. Pela defini-

¢ao 2.5.2 temos:

oo T (2.5.40)

e como toda transformacdo ortogonal & inversivel
Y =L X (2.5.41)

Pela equacao 2.5.40 concluimos que:

(L_l)T = (LT)T =L (2.5.42)
mas

aH - (2.5.43)
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Reunindo- as equacgoOes 2.5.42 e 2.5.43 temos:

-1,-1 -1.T

(L ) =L( ) (2.5.44)
O que nos leva a concluir que L-1 também repre-
senta uma transformacao ortogonal. Zk

Com esse resultado, se estivermos de posse de X
podemos obter Y e obter novamente X, utilizando apenas
transformagoes ortogonais.

Outra caracteristica desse tipb de transformacao
€ que ela nao altera a distancia entre dois pontos quaisquer,

senao vejamos.

TEOREMA 2.5.3: Seja Y = L X onde L representa uma trans-

o~

formagdo ortogonal. Seja Y(k) =L X(k) e Y(k') =L X(k') on
de X(k) e X(k') sao pontos pertencentes ao R™. Entdo

dist (X(k),X(k')) = dist(Y(k),Y(k"))

Demonstracao:

Por definicao (ver equacao 2.4.1)

dist (X(k):;X(k"))

n ' 1
J_Zl CXi(k)-Xi(k‘))2 (2.5.45)

e dist(Y(k);Y(k'))

n 2‘
YooCY. (K)-Y. (k') (2.5.46)
j=1 J J

Mas como Y(k) =L X(k) e Y(k') =L X(k') temos:

Y, (%) 2y oo 2, X (k)
Y2 () 3 ! Xy (k)

Y(k) = | ! =] ; : (2.5.47)
Y (k) an . . znn Xn(k)
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n
ou seja Yj(k) = 121 Zy5 X () (2.5.48)
e analogamente
n
Y. (k') = Z.. X. (k' 2.5,
J(, ) izl ji ; (k') ( 49)

Substituindo as equacgoes 2.5.48 e 2.5.49 na 2.5.46

teremos:

dist(Y(k);Y(k')) J ) C 5 2..X.(k)- z 2..X. (k' )) (2.5.50)

1]11 1]11

Utilizando as propriedades dos somatdorios podemos escrever que

' |
dist (Y(k);Y(k'))= J Z ( 5 (z ;X (k) Z ; X (k! ))) (2.5.51)

=1 i=1

ou

dist (Y(k);Y(k'))= Z ( 2 2. (X (K) =X, (k! ))) 2 (2.5.52)
IBREEEE

Usando a equacgao 2.2.10 podemos escrever que:

n n

mummﬂmn/zw ZZZ[%@ﬁ@D%&H#MW
j |

14i=1 i'=1 J*t L
(2.5.53)

1

i=1 i —1 J—l jiet
(2.5.54)

n 1'1 n

=1 i'=l ja I

jel
Jz Z{[(x (19 -X, (k") Xy, (X, , (k") § 2.2,

(2.5.55)
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Mas pela equacao 2.5.34 temos:

n
Y 2.. L., =1 i=i’ (2.5.56)

=0 i# i

0 que nos leva a

1

n
dist (Y (k):Y(k')) = ‘21 [X, (K)-X; (k')]? (2.5.57)
l:
Comparando as equacoes 2.5.45 e 2.5.57 concluimos que:
dist(Y(k);Y(k"'")) = dist(X(k) ;X(k')) (2.5.58)

N\

Como acabamos de ver, uma transformagao ortogonal
nao altera a distancia entre dois pontos quaisquer. E portan-
to uma transformacdo ISOMETRICA. Se isso ¢ verdade, em parti-
cular a distancia de cada ponto a origem se mantem constante.

Podemos notar também que a origem se mantém inalte

rada sob essa transformacao, ou seja, se

Yy =1 X, P Pt e X =

It

O-=0O O

entao

o -~o O

Logo como a origem nao se altera com uma transfor-
macdo ortogonal e as distancias de pontos a essa origem também

nio se alteram, surge a ideia da seguinte definigao.

Definicdo 2.5.3: Denominamos de ROTACAO de um vetor X e RM

em torno da origem, uma transformacao ortogonal 'Y = L X (ver
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[*].pdg.173).

Para ilustrar essa definicao vamos ver um exemplo

EXEMPLO 2.5.3:

Seja uma transformacao ortogonal representada pe-

la matriz

/3 1
2 2
L = (2.5.59)
-1 /3
2 2

Podemos notar que de fato L . representa uma trans

formacdo ortogonal ja que a equacao 2.5.26 se verifica, ou se-

ja:
V3 1 V3 -1 1 0
2 2 2 2
= (2.5.60)
-1 /3’ 1 /3
- 7 " 7 0 1
Seja:
3 7 7
X(1) = . X(2) = e X(3) = (2.5.61)
1 1 3
Assim teremos:
/3 1 3/3+1 |
5 -5 3 — 3,098
Y(1) = e = y =
' -1 3 1 -3+/3 _
> - e 0,634
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_7/3+1 6,562

35

NERNE

Y(2) =

SE

«2,634/

_ZKZEE_ 7,562

Y(3) =

:Ziéﬁi; -0,901

e
| = Ncﬂ
NFE B4H

(2.5.62)

Essa transformacao pode ser vista na figura 2.5.3.

Xy A

Y

-4 1

FIGURA 2.5.3: Representagdo grafica da transformagdo ortogonal

representada por L.

Observe que as distancias dos pontos X(1), X(2) e
X(3) a origem sao as mesmas de Y(1), Y(2) e Y(3) respectiva-

mente.
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Quando. efetuamos uma rotacao. podemos focaliza-la de duas for-
mas:

ENFOQUE A: Mantemos fixa a base do sistema de coordenadas (no
caso Xl,Xz,...,Xn) e rotacionamos os pontos dor R (no ca-.

so os X(k)).

ENFOQUE B: Mantemos fixos os pontos do RM (no caso os X(k))
e rotacionamos a base do sistema de coordenadas (no caso Xl’

XZ"""’Xn)

Assim, no exemplo 2.5.3 poderiamos ter a figura

2.5.4, ao invés da 2.5.3

Y

x(3)z¥(3)

X4 = Y(4) X(@)zY(2)

\ 1 2 3 y 5 I3 ? 8 a 4o X1

FIGURA 2.5.4: Representacao grafica da transformagdo ortogonal

representada por L.

Observe que a posicao dos pontos X(k) = Y(k)

—-

(k = 1,2,3) em relacao aos eiXos Y1 e Y, na figura 2.5.4 e a

mesma que as dos pontos Y(k)(k = 1,2,3) em relacao aos eixos
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Xl e XZ

na figuravz.S.S.

Se utilizamos o ENFOQUE B, poderemos concluir que
as transformagoes ortogonais nos permitem observar os pontos
X(k) segundo um outro angulo, sem alterar a distancia entre
eles. Isso € muito importante pois assim podemos analisar as
caracteristicas dos elementos da populacao seguBdo um novo
angulo, sem alterar essas caracteristicas medidas. Escolhen-
do uma rotagao apropriada, poderemos facilitar a analise que
se deseja fazer com os pontos X(k).

E importante observar que uma rotacdo no R™  nos

casos de n = 2 e 3 pode nao ser exatamente o que chamamos

de "rotagao" intuitivamente. Sendo vejamos um exemplo:

EXEMPLO 2.5.4:

Seja uma transformacao ortogonal representada pela

matriz
V3" 1
2 2
E:
1 3
2 2

Procedendo de forma analoga a do exemplo 2.5.3 po-

demos comprovar que de fato [ representa uma transformacdo

ortogonal.
Seja:
3 | 7 ' 7
X(1) = ; X(2) = e X(3) = ' (2.5.63)
1 1

Assim teremos:



Y (1)

Y(2)

Y (3)
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V3 1 3/3+1 :
B e e R 7 5,098
1 ¥3 \ 3 -v3 )
- L 1 —n 0,634
V3 1 7v3+1
_ T T N T 6,562
1 /3 7-vV3
= =2/ \! I 2,634
V3 1 7vV3+3 :
T T A e 7,562
1 V3 7-3v3
=z T 3, —z 0,901
(2.5.64)

A

Comparando Y(1), Y(2) e Y(3) da equacao 2.5.64

com os da equacdo 2.5.62 observamos que as primeiras coordena-

das de cada ponto sao iguais, o que nao acontece com as segun-

das coordenadas por causa do sinal. Assim, a menos do sinal,

: ~ n . -
uma rotagao no R em torno da origem para n = 2 e 0 que

chamamos
troca de
reflexao

2.5.5 .

intuitivamente de 'rotacao'. Por outro lado, essa
sinal vefificada nesse exemplo nada mais € do que uma
em relacao ao eixo Xl’ como podemos ver na figura

~ n .
Logo uma rotagao no R em torno da origem para n=2,

intuitivamente falando, podera ser uma '"rotacao' (exemplo

2.5.3) ou uma "rotacdo" seguida de uma reflexdo (exemplo 2.5.4)

én tesno de um eixo.
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X

u 4

3 y() exempro 2.5
2 A /

1] e y(=)

Y A /; "X,
-4 Yty - y(s)
-2 i ‘\&\ EXEMPLO 2.5.3
yi2)
FIGURA 2.5.5: Reflexao em torno de X1

Apresentamos a seguir outra caracteristica  das

transformacoes ortogonais.

TEOREMA 2.5.4: Se Yl,fz,...,fn formam uma base ortonormal®*

para o RY ¢ L wuma matriz que representa uma transformacao
ortogonal tal que ?j =L Ki (i =j=1,2,...,n), entdo ?1,

= - ies
?2""’Yn tambéem formam uma base ortonormal para o R,

Deanstragao:

Consultar ref.[%],pag.160.

JAN

> >
Esse teorsma nos mostra que se Xl,Xz,...,fn for-

n ~
mam uma base ortonormal para o R e efetuamos uma rotacgao,

>
representada pela matriz L , obteremos uma nova base Yl,?z,

""?n que também sera ortonormal.

* base ortonormal & aquela constituida por vetores unitarios

e ortogonais (['°], secdo 8.2)
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Sob o ponto de vista_geométrico ele nos mostra
que se utilizarmos um sistema de coordenadas ortogonais carte-
sianas para reprasentar o R" , quando efetuarmos uma rotacgao
nesse sistema de coordenadas o novo sistema que surgira tam-
bém sera de coordenadas ortogonais cartesianas.

Observe que estamos utilizando o enfoque B , ja
que o objetivo & observar os pontos X(k) de uma outra forma,
e nao altera-los. Logicamente, quando alterarmos o sistema de
cbordenadas, os pontos passam a ter novas coordenadas em rela-
cao ao novo sistema. Assim,cada ponto X(k) de coordenada
Xl(k),Xz(k),...,X(k) em um sistema, tera coordenadas Yl(k),
YZ(k),...,Yn(k) no outro sistema. Para identificar o sistema
em uso utilizaremos X(k) para um e Y(k) para outro, nao se
esquecendo que, segundo o enfoque B, X(k) e Y(k) representam

o mesmo ponto sO que com coordenadas diferentes.

2.6. Resumo
Com o objetivo de facilitar as consultas vamos

aqui rsunir os resultados das secOes 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5

A) SOMATORIOS (Segdo 2.2)

n
i) ) E zl = E Z zleJ (2.2.4)
i=1l j=1 j=1 i=1

ii) ( § K Y )( E ﬂ ,)=.E - g L. ij,
j=1 j=1 3
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b 2 ,
iii) () £..Y.)"= § Y LYY (2.2.10)
j‘=1 1] ] j‘:]— j.'= 1] ]_J' j J_l
Ji =1,2, ,n
X .
iv) Dado Xi = E entao = =Yj Vi=1,2,...,n
j=1 *JJ 8255 Vi=1,2,...,p
(2.2.13)
S[C Y 21507
jr=1 J ]
V) = 2 W Y.Y ., (2.2.19)
§L., . jr=1 Y1
1)
Vi=1,2,...,n
Yi=1,2,...,p
B) ESTATTSTICA (Secdo 2.3)
i) Média ou Valor Esperado
L - 1 N '
Definicao: E[Xi] =X = kzl X; (k) (2.3.1)
Propriedades: > se X; = cte entdo E[Xi] X, = cte
(2.3.2)
> E[aXi]= aE[Xi] (a=cte) (2.3.3)
n n
~E[ ) X.]=) E[X.] (2.3.6)
i=1 1 i=1 t
+ Se H(Xl;Xz,...;Xn)=a1X1+a2X2+...

...*a X +b  onde a,;a,;...;a e b
n n 1°72 n

sao constantes entao
E[H(Xl;Xz;...;Xn)]=H(E[X1];E[XZ];...;

E[x_]) (2.3.9)
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ii) Variancia

i~ o - - _ ¥ V21 -
Definicao: OXi VAR[Xi] Cig E[(Xi Xi) ]

1 N < 12
1 500K (2.3.12)

Propriedades: + se X; = cte entao VAR[Xi] =0 (2.3.13)
> VAR[X,*a] = VAR[X,] C(2.3.14)
> VAR[aXi] = aZVAR[Xi] (2.3.15)
- VAR[Xi+xiJ = VAR[X.] + VAR[X. ] +
+ zE[(Xi—Xi)(Xi,—Xi,)] _ (2.3.17)
+~ se as variaveis Xi nao forem corre-

lacionadas entre si entao

VAR [ ? X;1] = % VAR[Xi] (2.3.20)
i=1 i=1

Teorema 2.3.1: VAR[X.] = E[Xi] - (E[x;D

iii) Desvio Médio Padrio

2 v 12

N k=1

Definigdo: oy = /0§ = (2.3.27)
i i N
Propriedades: -+ se Xi = cte entao Oy = 0 (2.3.28)
1

> O =0 (2.3.29)

[x;+a] X4

> Olax,] T |a| Oy (2.3.30)
LS i
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iv) Covariancia

Definicdo: COV[Xi;Xi,] = c..

ll’ = E[(Xi"Xi) (Xi,"xi')] =

[CXi(k)_Yi)(Xi'(k)—fi')] (2'3'34)

i # i

|
[
Ie~122

k=1

Teorema 2.3.2: COV[X,;X,,]=E[X,X;,]J-E[X,]E[X; ]

Propriedades: + c.. = cov[xi;xi] = VAR[X,]
(2.3.42)
(2.3.43)

v) Correlacao

. COVI[X.:X.,]
Definicdo: COR[X.;X.,] = 1 1 =
i’ oy Oy
i i'
N _ B
kzl[cxick)_xi)(Xil(k)—xi:)]

N _ N —
kzl(xi(k)—xi) kzlcxi,(k)-xi,)

(2.3.46)
Propriedades: » -1 < COR[Xi;Xi,] <1 - (2.3.47)
> COR[Xi;Xi,] = COR[Xi,;Xi] (2.3.48)

Teorema 2.3.3: Se Xi = aXi, +b (a e b constantes)

entao

|COR[X;:X,,]1]=1
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Vi)'DéSViOs

Definicao: x; = Xi - Xi (2.3.56)
Propriedades: ~ E[xi] =0 (2.3.57)
- VAR[xi]=VAR[Xi]= Cis (2.3.58)
> Oy T Oy (2.3.59)
1 1
+ cov[xi;xi,] = E[x; x,,] (2.3.59A)
- cov[xi;xi,] = cov[xi;xi,] (2.3.60)
- COR[Xi;xi.] = COR[Xi;Xi,] (2.3.61)
vii) Variaveis Padronizadas
X; X.-X. ‘
Definicgdo: z, = —32— = 1 1 (2.3.64)
* % °x
i i
Propriedades: - E[zi] = 0 (2.3.65)
- VAR[zi] =1 (2.3.66)
>0 =1 (2.3.67)
Z . ]
1
> GOR[zi;zi,] = COV[zi;zi,] =
= E[zi zi,] (2.3.68)
> COR[zi;zi.] = COR[X;;X,,] (2.3.69)

viii) Independencia de Variiveis Aleatdrias
As seguintes afirmativas sdo equivalentes:

a) X1‘ e Xz sao varidveis aleatorias discretas -independentes.



86

b) P(Xl_= ale_— b) = P(Xl'= a) (2.3.70)
c) P(Xl =3 e X24= b)=P(X1=a)P(X2=b) (2.3.72)
C) GEOMETRIA NO R"™ (Secdo 2.4)
i) Distdncia entre dois pontos no R
n 2'
Definigdo: dist(X(k):X(k')) = /) (X (K)-X, (k"))
i=1
(2.4.1)
Propriedades: - dist(X(k);X(k)) =0 (2.4.2)

+ se X(k) # X(k') entao

dist(X(k);X(k')) > 0 (2.4.3)
> dist (X (k) ;X(k"))=dist(X(k"');X(k))
(2.4.4)
-~ dist (X(k);X(k'))+dist(X(k"');X(k")) >
> dist(X(k);X (k")) (2.4.5)
ii) Norma de um vetor X(k)
Definicgao: |i(k)| = dist(X(k) ;origem) =
n 2
- /3 Xi(k) (2.4.6)
i=1
1ii) Cossenos diretores de um vetor f(k)
<§(k).f.>
Definicao: g; = cos o; = — = (2.4.7)
|X (k) |
i=1,2,...,n

Teorema 2.4.1:

N~
[je
N
1]
—
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, n .
Teorema 2.4.2: Duas retas no R de cossenos diretores

g1 = (811:812>-281p) © 8 = (85185

.,an) sao ortogonais se e somente

se =0

811824

|~ 8

e oA . = n
v) Distancia de um ponto a uma reta no R

n n
dist (X (k) ;reta AQ)= _zlcxi(k)-ai)z-[_zlgixxi(k)-ai)]z
1= 1=

(2.4.39)
D) ALGEBRA LINEAR (Secao 2.5)
1) Transformagoes Lineares
Y=LX ou Y=10X (2.5.6)

onde a matriz L & um operador linear.

ii) TransformagOes Lineares Inversiveis

Definicdo: Uma transformacdo linear Y =L X (ou Y =
£(X)) & inversivel se e somente se existe

uma transformagdao X =L Y (ou X = f_l(Y)).

Condigoes necessarias e suficientes para a existencia

de L:

a) L ser uma matriz quadrada.

b) determinante de L[ ser diferente de zero.
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Definicdo: Uma transformacao linear representada pela
matriz L € ortogonal se e somente se

L =1t
onde I & a matriz inversa de L e LT a

sua transposta.

Afirmacoes equivalentes:
-+ L representa uma transformacao ortogonal

~ L representa uma transformagcao ortogonal

L= 10 (2.5.24)
~ ot =L (2.5.25)
T
=L L =1 (2.5.26)
T
> L L =1 (2.5.26A)
N (2.5.27)
- T .
+ L L° =1 (2.5.27A)
n
> jzl Kijzi'j =1 i= i i=1.2,....n (2.5.31)
=0 i# i’ i'=1,2, ,N
n - 3
” izlﬂijﬂij' =1 ] =] i =1,2,...,n (2.5.32)
=0 j#3 i'=1,2, ,0
n . _ ,
MDA A S j=1,2,...,n  (2:3.39)
=0 jo#F g '=1,2, ,N
n -
’ jzl Lyiype =1 A =4 i=1,2,....,n  (2.5.34)
=0 i # i i'=1,2,...,n



Teorema 2.5.1:

Teorema 2.5.2:

Teorema 2.5.3:
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O rank da matriz L & igual a n.

A transformacao inversa a uma transfor

macao ortogonal também € ortogonal.

Seja Y =L X onde: L. representa uma

transformagdo ortogonal. Seja Y(k) =
L X(k) e Y(k') =L X(k') onde X(k)

e X(k') sao pontos pertencentes ao

R™. Entdo dist(X(k);X(k')) =
= dist(Y(K);Y(k')).

Enfoques dados a uma transformacdo ortogonal:

ENFOQUE A: mantem-se fixa a base do sistema de coorde

nadas e rotaciona-se os pontos do R

n

ENFOQUE B: mantem-se fixos os pontos do R"™ e rota-

ciona-se a base do sistema de coordenadas.

Teorema 2.5.4:

Se il,iz,...,fn formam uma base orto

normal para o R® e [ & uma matriz
que representa uma transformacao ortogo
nal tal que ?j =L ii(i=j=1,2,...,n),
entao ?1’?2""’?n também formam uma

n
base ortonormal para o R
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CAPITULO III

3.1. Introducao

O Modelo das Componentes Principais (MCP), utili-
zado na Analise Fatorial, trabalha com uma transformacdo do ti
po representado pela eduagéo 1.2.1 fazendo, no entanto, uma sé
rie de restrigoes adicionais acerca desta transformacdo. No
decorrer deste capitulo eXamiharemos com detalhe o significado
destas restricoes.

10 Xg0 e,
mentos de uma populacao. Basicamente o que o MCP se propoe a

Sejam X X = as variaveis medidas nos ele-
fazer & aplicar uma transformacdo a essas variaveis, tal que
as novas variaveis obtidas Yl’YZ""’Yn permitam uma ﬁelhor
discriminacao dos elementos da populacao. Esta melhor discri-
minacao € de extrema utilidade quando se trata de criar uma ti
pologia para a populacgao, fazér uma classificacao dos elemen-
tos segundo critérios dados, etc...

Nesse capitulo vamos apresentar a estrutura matemd

~tica do modelo. Inicialmente, nas Segaés 3.2, 3.3 e 3.4 va-

mos estudar o enfoque estatistico do MCP, apds o que, na segao

3.5, faremos uma revisao do que foi visto. Em seguida, na se-
¢do 3.6, apresentamos um exemplo numérico com o objetivo de fi
xar mais os conceitos estudados. Ja na secao 3.7 abordamos o

MCP sobre outro enfoque, o da Algebra Linear, mostrando a equi

valencia desse tipo de abordagem com a anterior e fazendo, na

secao 3.8, comentarios sobre o exemplo ja visto. Na secao 3.9
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€ mostrada a caracteristica do MCP, de conservacao. da varian-
cia, e novos comentarios sobrg o exemplo da secdo 3.6 serdo
feitos na 3.10. Em seguida, abordamos o MCP sobre o enfoque

geométrico nas secdes 3.11, 3.12 e 3.13 apos o que, (secao

3.14), fazemos uma comparacao entre as tres abordagens (esta-
tistica, Algebra Linear e geométrica) e novos comentarios (se
gao 3.15) sobre o exemplo da secdo 3.6. Para finalizar fare-
mos uma analogia do MCP com a Mecanica (secdo 3.16), estudare
mos alguns casos particulares (seg¢do 3.17) e o problema das

escalas empregadas na medicao das variaveis (secio 3.18).

3.2. O _Modelo das Componentes Principais

Inicialmente vamos relembrar o problema a que nos
propusemos a estudar.

Temos um conjunto (ou populagao) de N elementos
nos quais observamos n caracteristicas e associamos a cada ca-
racteristica observada uma variavel Xi(i=1,2,...,n). Essa as
sociacdo sera de tal forma que E[Xi] = 0, ou seja, Xi sera
um desvio (ver definicao de desvio na secao 2.3) e por isso
passaremos a representa-lo por X, . Assim Xi(k) sera a re-
presentagao da i-ésima caracteristica do elemento k da popu-
lagao e cada elemento dessa populacdao apresentara n caracte-
risticas expressas pelo vetor x(k) = (xl(k),xz(k),...,xn(k))

Vamos agora estudar essa populagao utilizando o en

foque do MCP. Portanto,nos basearsmos na equagao 1.2.1 que,

utilizando os desvios X:o tomara a seguinte forma:

x; = fi(yl,yz,y3,...,yp) i=1,2,...,n (3.2.1)



92

onde

x. - representa a i-ésima caracteristica que observamos

na populacgao

- (j=1,2,...,p) & a componente

f. - € a funcao que relaciona as componentes y. ao Xy

OBS.: Mostraremos mais adiante (teorema 3.3.1) que no MCP uti
lizando desvios X obtemos como resultado desvios ..
Esta € a razao porque, desde ja, utilizamos a notagao

referente a desvios.

Podemos observar que esse enfoque & bem geral pois

-

nao faz nenhuma restrigao as funcdes f; . as componente yj
e nem em relacao ao valor de p que poderd ser maior, menor ou
. - - .
igual ao numero de caracteristicas observadas (n). Por sua ge
neralidade, a sua identificag@o torna-se impraticavel.

O MCP faz, como dissemos, na segdo 3.1, uma série
de restricOes a equacgao 3.2.1. Passamos a descreve-las lem-

brando que os seus significados ficarao mais claros a medida

que o modelo for sendo desenvolvido.

a

17 RESTRICAOQ

Inicialmente, nesse modélo, fi ¢ uma fungao LINE-
AR. Essa restricao se deve ao fato de os modelos lineares te-
rem uma serie de propriedades que os nao lineares nao tem. Es-
sas propriedades simplificam o problema e, uma vez resolvido o
caso linear, poderémos inferir sobre os nao lineares. Com es-
sa restricao podemos escrever a equacao 3.2.1 da seguinte for-

ma:
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x. =&

i T bigyy vyt by i=L2,000n (3.2.2)

i272 ip’p

2% RESTRIGAO

Uma segunda restrigdo € que p seja igual a n
Essa restricao define o nimero de componentes que estamos in-
teressados em encontrar. Ao estabelecer que o numero de com-
ponentes p seja igual ao numero de varidveis observadas (n),
0 modelo fica matematicamente simplificado e esta simplifica-
cao sera explorada no desenvblvimento do modelo. Agora pode-

mos escrever a equagao 3.2.2 assim:

xX; = ﬂilyl + Kizyz +o.. ﬁinyn i=1,2,...,n (3.2.3)

ou simplesmente

n A
x. = ) Li.y. i=1,2,...,n (3.2.4)
a

32 RESTRIGAO

Outra restricao & que as componentes yj(j=1,2,...,
n) nao sejam corrglacionadas entre si. Isso significa impor
que nao haja nenhuma dependencia funcional linear entre as com
ponentes (ver conceito de correlacao na segao 2.3). Essa de-
pendencia € indesejavel ja que estamos interessados nas compo-
nentes para que possamos observar, de uma forma mais convenien
te, as caracteristicas e os elementos da populacao em estudo,
e nao as relacoes entre as componentes. Assim podemos impor

que:

COR[y;3y5,] = 0 j#g (3.2.7)

j,j'=1,2,...,n
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4% RESTRIGRO

Antes de definirmos essa restricao vamos ver o se

guinte.
Escrevendo a equagao 3.2.4 na forma matricial te-
Temos.
x =Ly (3.2.8)
onde
*1 L1 *12 * %1n 71
X £21 ! Y2
x =1 oo L=t : e y =\,
1 1 1] 1
*n znl Enn Tn

Assim, uma vez determinada a matriz L , dado um ve
tor y , temos um vetor X. Porém a observacao da populacgao

em estudo nos dia somente informacdes sobre as variaveis x; e

o nosso modelo procura justamente a determinacao das componen-

tes yj . Ou seja, dado Xx , o0 nosso problema consiste em en-

contrar L tal que:

y =L x | (3.2.9)
isto e

Y1 le 212 .. zln X

v2 | =% ! ) (3.2.10)

: g : 3

Yo an e e e e . Knn X,

Realmente,como veremos mais adiante, no modelo que
desenvolvemos aparecem os coeficientes zji e nao os coefici-

ente ?ij'
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Acerca dos vetores 2. = (Z..,Z..,...,2. ) no en~
J jl*7jz ’7jn

tanto impomos uma restricdo adicional, que & justamente o que

caracterizamos como a 4% restricdo. Impomos a condicao de

que o0s Zj sejam unitarios, isto €&, que
n 22
.. =1 3.2.11
izl ji ( )

O leitor poderia se perguntar como € possivel ga-
rantir a existencia de L. Isto &, como & possivel garantir
que existe a inversa de L 7 Naé segcOes posteriores sera mos-
trada que o atendimento as condigOes do modelo garante na ver

dade esta existencia.

OBJETIVO
Dentro desse conjunto de restrigoes o objetivo ini
cial do MCP sera encontrar a primeira componente Y1 tal que

ela discrimine ao maximo os elementos da populacao, ou seja,

que o0s y1(k) (valores assumidos pela componente y; Dbara o
elemento k da populacdo) sejam os mais variados possivel, o
que significa que a variancia de Y1 seja maxima. Em outras

palavras o objetivo inicial sera:
MAXIMIZAR VAR [yl]

0 objetivo seguinte sera fazer o mesmo para a se-
gunda componente (y,), lembrando que pela 3% restricdo a corre
lacdo entre y, e yy devera ser zero.

Depois iremos fepetir esse procedimento mais uma
vez para a terceira componente'(yz), lembrando agora que a cor

relagao entre ela e as componentes Yi €Y, devera ser zero.
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E assim sucessivamente até a n-&sima componente que devera
ter correlacao nula com todas as demais componentes.
E importante lembrar que se cada componente Y5

for de tal forma que

COR[yj;yj.] = 0 j =1,2,...,n (3.2.12)
entao, segundo a equacao 2.3.48, qualquer par de componentes
distintas tera correlacdo nula, coerentemente com a 3% restri-
cao.

Podemos agora formular o MCP como um problema de

otimizacao dividido em n etapas. Senao vejamos:

PROBLEMA 1:

Dados xl,xz,...,xn , encontrar yl,yz,...,yn

n
(onde ¥y © Yy Z.. x;) de forma a

1% ETAPA
MAXIMIZAR VAR[yl]

sujeito a

2 _
25 =1

fl B~

i=1
28 ETAPA
MAXIMIZAR VAR[y,]

sujeito a
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3% ETAPA
MAXIMIZAR VAR [y ]

sujeito a

52
ESi =1

ne-1s

i=1
COR[yq5y;] =0
COR[YS;YZ:I =0

1
'
1
1

MAXIMIZAR VAR[y ]

sujeito a

n ) ~
SR

i=1

COR[y 3y;] =0

GOR[Yn;Y2] =0

1l
o

COR [y, 5¥3z]

1
1
1

COR[Yn;Yn_lj =0

Podemos entao enunciar o problema da seguinte for-

ma:

PROBLEMA 1:

Dado que numa populacao de N elementos foram medi-
das n caracteristicas em cada um deles, e que essas caracteris

ticas sdo representadas pelas variaveis xi(i=1,2,...,n), en-
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n
contrar n componentss y. = ) ZjiXi (j=1,2,...,n) sujeitas
121 - |

n
a restrigao ) Z?i': 1 (i=1,2,...,n) de tal forma que:
is1 |

1) tenha variancia maxima.
1

2) y, tenha variancia maxima mas nao seja correlaciona-

da com K

3) Y3 tenha variancia maxima mas n8o seja correlaciona-

da nem com y, Tnem com y,.

- - -

n) Yo tenha variancia maxima mas nao seja correlaciona-

da nem com y;» Dem com y,, nem com Yyg,..., Nem com

Y (n-1)

3.3. 0 Problema a Ser Resolvido

Como salientamos na secao 3.2, a populacao em es-
tudo s6 nos fornece informagoes diretas sobre as variaveis X -
Assim,surge a necessidade de escrevermos o Problema 1 em ter-
mos das variaveis X, e nao das componentes yj. Vamos en-
tdo ver como isso sera feito.

Inicialmente, partindo da equacao 3.2.9, que pode

ser escrita assim:
n
y. = Z 7..x. j=1,2,...,n (3.3.1)

vamos verificar uma caracteristica das componentes.
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TEOREMA 3.3.1: Se x; for um desvio entao. Y5 também sera.

x. = X. - X. (3.3.2)

Substituindo x, na equacgao 3.3.1 vem:

n
y. = ,Z Z..X. - X.) (3.3.3)
n
= ) (Z..X. - 2..X.) (3.3.4)
mos:
n _ n ’ .
i = (-Z z..X.) - (.Z 2..X.) (3.3.5)

n n
= ( Z £..X.) - pzl Zjiﬁ[xﬂ) (3.3.6)

Gomo os Zij sao constantes para todo elemento da

populacdo (ver propriedades das médias na secdo 2.3) entao

n n
2.. E[X.] = E 2. .X. 3.3.7
izl It ;] [izl ji%i! ( )
Substituindo esse resultado na equacgao 3.3.6 temos:
n n
. = 2..X.,) - E Z..X. 3.3.8
Y5 (izl 5i%4) [izl 3i%4] ( )

ZjiXi a equacao
1

e~

Levando em conta que Yj =
i
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3.3.8 ficarﬁ

yj = Y5 - E[Yj] (3.3.9)

=Y. - Y, (3.3.10)

Assim concluimos que yj ¢ um desvio.

AN

E importante lembrar que tanto os x; como os yj

sao desvios mas nao necessariamente sao variaveis padronizadas.

Podemos supor que nem todos os valores yj(l),yj(Z),
...,yj(N) sejam iguals pois medimos esses valores numa popula

¢ao. Nesse caso teremos:
VAR[yj] 0 (3.3.13)

E sob essa hipOtese podemos afirmar que

] =0

CQR[yj;yj,] = 0 o que equivale a COV[yj;yj,

Por outro lado, como yj e um desvio, temos

COV[yj;y ] = E[y.‘yj,] (3.3.14)

j' J

Substituindo a equacao 3.3.1 na 3.3.14 chegamos a

n n

COVl]y.:;y.,]=E 2..x.). 2., .,x., 3.3.15

yy3v; J=BLC L 255%).C B By )] ( )
Usando as propriedades dos somatdrios a equacao

acima ficara

n n
cov ia Y =B Z..QC. Z-y-|7~-| 3.3.16
[YJ ¥l [izl i'zl 1% L5qeg ] ( |
n n _
=§[i§1 i.Z Zjiﬂj’i'xixiv] (3.3.17)
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Como os Zji sao constantes para todos os elemen-

tos da populagao encontramos

n n
COVi]y.:y.,]|= Elx. x., 3.3.18°
rysyged= i L Byakyg B x50 D) ( )
Mas pela equacao 2.3.59A
COV[xi;x = E[xi xi,] - (3.3.19)
Substituindo a equacao 3.3.19 na 3.3.18 encontra-
mos
n n _
cov[y Y ]_1§1 i'zl Zjitj.i, GOV [x; 5x; ] (3.3.20)
ou
n n
Covly.;y.,]= 2..2.,., C.., 3.3.21
[yJ yJ ] izl i.zl Ji ] 1 i1 ( )
onde
Cijr = COV[xi;xi,] (3.3.22)

Desta forma concluimos que a 3% restricdo do Proble

ma 1 pode ser expressa pela seguinte equacao

n

2..2.,., c..\ =0 i =1,2,...,n 3.5.23
izl 1'21 jimyrar ! ( )

11

VAR[Yj]

j'=1,2,...,(i-1)
Por outro lado, sabemos da secao 2.3 que

= VAR[yj] = COV[yj;yj] (3.3.24)

logo com base na equacao 3.3.21, chegamos a

VAR[Yj]

.. 2., c.., (3.3.25)
1 jreq FiTiAv Tid

Io~18

= VAR[y,] =

i
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Visto isso podemos escrgver o Problema 1 da seguin

te forma:

PROBLEMA 1:

Dados X15Xgseee, X, ENCONETAT  Y¥i1,Y5,e.:,Y

n
(onde Y = Zl Zjixi) de forma a

17 ETAPA 0 N
MAXIMIZAR .4 .- zlizli. Cian (3.3.26)
sujeito a
T2
-Z ;=1 (3.3.27)
i=1
22 ETAPA
7 n n
MAXIMIZAR -Z' _'Z 221221, Cign (3.3.28)
i=1 i'=1
sujeito a
2
.z 221 =1 (3.3.29)
i=1
n n
_Z .'Z ZZizli, ciir =0 (3.3.30)
i=l i'=1l
33 ETAPA
n n R 7
MAXIMIZAR 'Z _'Z KSiZSi' Ciqn (3.3.31)
i=1 i'=1l
sujeito a
.2
z B3, =1 (3.3.32)

i




a

n

n

i=1l i'=1

n

n

i=1 i'=1

n. ETAPA

3.4. Reso}ugéo do Problema 1

2.., ja que as covariancias

ji

sujeito a

-

o~

i

o~

1

o~

i=1

o~

i

li

2.2

2.2

n
MAXIMIZAR )
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13’ S50 = 0
2it G340 =0
n
)z
i=1 i'=1
=1
Thilyin a5
nit2ir Cii
Lilsy ci40
ZniZCn-l)i'

(3.3.33)

(3.3.34)

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

Para resolver o Problema 1 basta encontrarmos

C. .
11

.35)

.36)
.37)
.38)

.39)

.40)

0s

serao obtidas através de me

di¢des efstuadas no conjunto de elementos (ou populagdo) em es

tudo.



Essas covariancias podem ser agrupadas numa matriz

da seguinte forma

€11 ‘12 1n
C C . !
21 22 !
C = 1 ' '
] t 1
) 1 1] 1]
Gnl ......... Cnn

Podemos notar que essa € uma matriz quadrada de n linhas por
n colunas.

Como sabemos da Algebra Linear (ver [’], secao
2.6), toda matriz quadrada n x n possuli n autovalores. Nes-
Sa sSegao vamos nos preocupar somente com o caso mais geral no
qual esses 1n autovalores sejam todos diferentes entre si e
que nenhum seja nulo. Os casos em que isso nao acontecer se-
rao abordados posteriormente na secdo 3.17.

Dividiremos o Problema 1 em n etapas:

1 n N
MAXIMIZAR .Z _'Z zlizli, Ciin (3.4.1)
i=1 i'=1
sujeito a
2
.Z Zli =1 (3.4.2)
1=1
Solugao:

Utilizaremos o Método do Multiplicadores de Lagran-
ge (ver ['°],['*] e [**]) na resolucdo desse problema. Assim o

problema passara a ser



105

n n
o 2 .
MAXIMIZAR Ty =[] J 25,2y 0cnl-aq [C F 2950 -1
l_—l l_—l i'=1

(3.4.3)

onde Al € o Multiplicador de Lagrange. (os indices foram re-
arrumados de forma mais conveniente ja que iremos utilizar
Zli’ mais adiante, para outro fim). Agora T1 € funcao dos
Zli e de Ay» € o problema nao possui restricgoes.

Diferenciando a equacao 3.4.3 em relacao a cada

uma dessas variaveis e, além disso, observando que <c.,., =

lll'!
= Ciugo teremos
[ eTy n
_EE_Hg = 2 "Zl Zli' Cisn lezli (3.4.4)
“1i T
< i=1,2,...,n
8T n
2
L3 2f;0-1 (3.4.5)
6Aq i'=
L ,
Mas para T1 ser maximo suas derivadas parciais em
relacao aos Kli e Al deverao ser nulas o que acarreta
[ n
- . = Q 1=
’Z Biiv cisn Alnzll i=1,2,...,n  (3.4.6)
i'=1
A .
] 27, =1 (3.4.7)
LT
Dessas equacoes podemos tirar duas conclusoes.
1% A; € a variancia de 1y,

23 M ¢ um autovalor da matriz C.

senao vejamos.
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TEOREMA 3.4.1: 3, . € a varidncia de Y-

Multiplicando a equacgao 3.4.6 por Zli e somando

para todo 1i=1,2,...,n teremos

n I

n

2

2.0 ., c..o - A, ) RY. =0 (3.4.8)
581 127 11 1i ii 1,5, 714

Substituindo a equacao 3.4.7 na 3.4.8 temos:

1]
2..2.., c.., = A (3.4.9)
is1 i'21 1i™1i ii 1
Por outro lado, fazendo j = 1 na equacao 3.3.25,
temos:
n n
VAR[yl] = izl i'zl zlizli, Cisn (3.4.10)

Reunindo as equacgoes 3.4.9 e 3.4.10 teremos final-

mente que:

Ay = VAR[y,] (3.4.11)

A

Com relacao a segunda conclusdo temos o seguinte

teorema.

TEOREMA 3.4.2: A e um autovalor da matriz C.

1

Demonstracao:

Seja

b= @upatygeeenlyy)
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‘11 C12 1n
H
Cyq '
C = i
f !
t !
,,'
Cnl & & & 2 0o 0 & 0 Cnn
Podemos entao escrever a equacdo 3.4.6 assim:
c 2l =y 2t (3.4.12)

1 171

que nada mais € do que a definigdo de autovalor. Logo A e
um autovalor da matriz C e Z{ ¢ um autovetor da matriz C

associado ao autovalor Xl. Zl

Voltando as duas conclusOes, observamos que o va-
lor maximo da VAR[y1] sera o maior autovalor da matriz C e os

2

1i serao as componentes de um autovetor dessa matriz, associa
do a esse autovalor.
Sabemos, no entanto, da Algebra Linear que associa-

do a um autovalor existe uma infinidade de autovetores. Porém

lembrando a 4% restrigdao observamos que:

Il b~18

2 _
1 zli =1 (3.4.13)

i
logo o autovetor escolhido serd aquele que satisfizer a equa-
cao 3.4.13. Assim os Zli serao as componentes do autovetor
unitario da matriz C associado ao autovalor Al (Obs.:Autove-

tor, ou vetor, unitario & aquele cujo somatério dos quadrados

de suas componentes & igual a 1).

Fim da 1% etapa L]
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2% ETAPA
n n
MAXIMIZAR !Z e'Z zZiZZi, Cii (3.4.14)
i=1 i'=1
sujeito a
 n
A (3.4.15)
i=1 21
<-n1§
) 2o.2.., c.., =0 (3.4.16)
i1 i'21 217114 il
Solucao:

Mais uma vez, utilizando o Método dos Multiplicado

res de Lagrange, o problema ficara da seguinte forma:

n n n
= ? 2
MAXIMIZAR T, -[B'Z .”Z 221'£21"°ii"]‘X2[(_,Z 2. )-11-
1'=1 i''=1 i'=1
! n
_al(.,z .”Z 221'211" Cilin) (3-4.17)
i'=1 1"=1

onde Ay aq sao os Multiplicadores de Lagrange. (os indi-
ces, mais uma vez, foram re-arrumados de forma mais convenien-

te ja que iremos utilizar Zzi , mais adiante para outro fim).

Agora T, € funcdo dos 12 de A, e também de a; € o pro

21’

blema nao possui mais restricoes.
Diferenciando a equacao 3.4.17 em relacao a cada

uma dessas variaveis e, além disso, observando que Cirgn =

= Ciungo teremos:
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-
dTZ n n
—_— = 2 2., c.., = 23, 0,. = z.. . -
622. i'zl 2i' Tii’ 42%21 *q i'Zl 1it Cigr
i
1 =1,2, ,N
(3.4.18)
ST n
< 2 -y zg,, _ 1 (3.4.19)
sh, i'=1 “J
GTZ n n
- 3 L T (3.4.20)
3t = L
L Sul i'=1 i'=1
Mas para T2 ser maximo suas derivadas parciais
em relacao aos sz, a KZ e oy deverao ser nulas o que
acarreta
( n n
2 'Z. 2, Cizin - ZAZZZi - oy 'Z zli,cii, =0 (3.4.21)
i'=1 i'=1
i=1,2, ,N
{  n
] 22, -1 (3.4.22)
- i
i'=1
n n
CLo L 221'211" Cirgn = 0 (3.4.23)
i'=1 i"'=1 :
\
Dessas equagoOes podemos tirar duas conclusdes:
1 A, € a variancia de Y
2% Ay € um autovalor da matriz c.

senao vejamos

TEOREMA 3.4.3: X, & a variancia de v,
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Multiplicando a equacao 3.4.21 por ZZi e somando

para todo i = 1,2,...,n tersmos:

A b
2 ) 2., C.., = 2 72
=1 qr=p 22T i 2 b Tai
n n
" 121 i|Zl Lit150 ¢330 <0 (3.2.24)

i=1,2,...,n

Substituindo as equacoes 3.4.22-23 na 3.4.24 chega

remos a:

n

n
¥ ) Z,.2 C.., = A

ook Baatan ey (3.4.25)

. 2
1

Comparando as equacgoes 3.4.25 e 3.3.25 chegamos a

A, = VAR[y,] (3.4.27)

JAN

2

Com relacdo a segunda conclusdo temos o seguinte

teorema.

TEOREMA 3.4.4: A e um autovalor da matriz C

2
Demonstracgao:
Seja:
2, (211’212""’Zln)
ZZ (221’222""’22n)
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€11 C12 ©in
¢c= | 21 f
' '
1 1
1 1]
cIll ........ Cnn

entao podemos escrever as equacgoes 3.4.6-7 e 3.4.21-23 da

guinte forma:

T _ T
czl = xlzl (3
2,2 =1 (3

T T _ T
2 €Ly - 20,2, = o G2, (3
T
2,2, =1 (3
T T
L,c2 =2, C2 =0 (3

Pré-multiplicando a equagdo 3.4.30 pelo vetor

temos:
T T _ »T
zzl C ZZ - 2x, lez = ulzl c 2 (3
Por outro lado, reunindo as equacoes 3.4.28
3.4.32 concluimos que:
T _
AR =0 (3
Como por hipotese (ver inicio desta secdo) A
entao
22l = 2.2k =0 (3

Levando as equagoOes 3.4.32 e 3.4.35 na 3.4.33

cluimos que:

Se-

.4.28)

.4.29)

.4.30)

.4.31)

.4.32)

.4.33)

.4.34)

.4.35)

con-
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. ¢ 2¥ = ¢ (3.4.36)

Substituindo a equacao 3.4.28 na 3.4.36 temos:

ap B A 2 = oy Ay R 2y <=0 (3.4.37)

171 1
Mas pela equacao 3.4.29, 212{ = 1, Logo para que a equacgao
3.4.37 se verifique temos alxl = 0. Mas como por hipotese(ver
inicio desta segdo) A # 0 segue que a; = 0.

Fazendo oy = 0 na equacao 3.4.30 temos:

AN /z'g

2 (3.4.38)

2
que nada mais e do que a definigdo de autovalor. Logo Ay e
um autovalor da matriz C e Zg e um autovetor da matriz C as-

sociado ao autovalor xz.

A

Voltando as duas conclusBes, observamos que o va
lor maximo da VAR[yZ] sera o segundo maior autovalor da ma-
triz C (ja que pela 3a. restrigao a COR[y,3;y;] =0 o que
acarreta y, # Yl) e oS ZZi serao as componentes de um auto-

vetor dessa matriz, associado a esse autovalor.

Como fizemos na 1% Etapa, o autovetor ZZi se-

ra unitario.

Fim da 2% etapa O

Vamos agora resolver uma etapa genérica do Pro-

blema 1.



113

a

J._ETAPA
(j =3’4,--s,n)
| n n
MAXIMIZAR igl i'él Zji Zji, Cign (3.4.39)
sujeito a
12
'21 i =1 (3.4.40)
1:
1n n
izl ivzl Lii Byge G340 = O (3.4.41)
n n
izl i.El By Bagr Cp40 =0 (3.4.42)
t 1 1
n n .
izl 1'21 zji ZCj‘l)i' i1t 0 (3.4.43)

Solugao:
Utilizando o Método dos Multiplicadores de Lagran-

ge, como nas outras etapas, o problema ficara:

n
MAXIMIZAR Tj = [i'zl i”gl zji,zji”ci.i”]
e 3 22 -1 -
Joo5 2 Ji
(3-1) n n
- j'zl uj'(i'zl i”zl Z'i'zj'i” Cirgn )
(3.4.44)
onde A. e os dj' sdo os Multiplicadores de Lagrange (como
das outras vezes, os indices foram refarrumados). Agora Tj
¢ funcao dos zji" de Aj e também dos aj, e o problema ndo

possui restricoes.
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Diferenciando a equagao. 3.4.44 em relagao a cada
uma dessas varidveis, e igualando a zero, como nas etapas an-

teriores, chegaremos a:

pu
6Tj n ’ (j-1) n
= 2 2 C.oy = 22.L..- o, 2.,.,c..,=0
azji i'z‘l Jl' i1l J J1 j,z J i'zl J'1 ii' -
i=1,2,...,n (3.4.45)
ST . n 2
< — = 3 2Ey=1 =0 (3.4.46)
SA. T
j
6Tj n n
= 2..,0., .0 Cvury =0 3.4.47
8t i'zl i”zl JiroJ o1t ( )
i'=1,2,...,(j-1)
S

Dessa equacoes podemos tirar duas conclusoes:

14 Aj € a variancia de Vi o

23y .

3 um autovalor da matriz C,

[©2Y

senao vejamos.

TEOREMA 3.4.5: Aj € a variancia de V-

Demonstracao:

Multiplicando a equacdo 3.4.45 por Zji e somando

para todo i=1,2,...,n teremos:

n n n 2
2 7§ BB, - 2h ) 2Eo-
i=1 i'=1 Jt It J i1
(j-1) n n o
- 1 o ‘21 ) zjizj,i, Cijr =0 (3.4.48)
J'=, 1= 1.': .
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Substituindo as equagOes 3.4.46-47 na 3.4.49 chega

remos a.
n n
j_g.-l i'z Zlejl' Cii' = )\j - (3.4.49)

Finalmente, reunindo a equacao acima com a 3.3.25,

chegamos a:

xj = VAR[yj] (3.4.50)
AN

Com relacdo a segunda conclusao temos o seguinte

teorema. (ver anexo)

TEOREMA 3.4.6: Xj & um autovalor da matriz C.

Demonstracao:

Vamos partir da hipdtese que ja calculamos yj;
(j'=1,2,...,(j-1)) e concluimos que os xj. sao autovalores

. T m P .
da matriz C e os Zj' sao os autovetores unitarios associados

aos Aj'
Sendo assim,podemos escrever que:
2=, 2%, 5= 1,2,...,0-1) (3.4.51)
J J J
T o .
zj,zj, =1 i'=1,2,...,(3-1) (3.4.52)
onde
zj, = (zj,l,zj,z, Zj,n)

Por outro lado, podemos escrever as equagoes

3.4.45-47 na forma matricial, assim:
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T T _ 1) T
C R, - 2x, L. o= ., [C 2 A
2 C ZJ A ZJ_ j'Zl uJ,[C ZJ,] (3.4.53)
2. 2 =2l 2. =1 (3.4.54)
I il »
T _ . T _ |
zj C Zj, = Zj, C Zj 0 (3.4.55)

j'=1923"°s(j—1)

Pre-multiplicando a equacao 3.4.53 pelo vetor

Zj,(Vj'=1,2,...,(j—l))teremos:

r (-1
2., ¢ 2t - 2a2. 2t Y o, 2. e 2t (3.4.56)
J J JJ ] jr=1 J J
Por outro lado, reunindo as equacgOes 3.4.51 e
3.4.55 concluimos que:
T I O 3
xj, Zj Zj, = 0 jt=1,2,...,(j-1) (3.4.57)

3 b=z, 28 =0 3r=1,2,...,(j-1) (3.4.58)

Levando as equagOes 3.4.55 e 3.458 na 3.4.56 con
cluimos que:

L j j Cy0 )= 0 - (3.4.59)
J =
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Substituindo a equacao 3.4.51 na 3.4.59 temos:

(j=1) (G=1)
I e Ty oAl Zh,= T an, A, B, Zh,=0
jr=1 J J J J jr=1 J J J J
(3.4.60)
Mas pela equacao 3.4.52, Zj' Z?, =1 para

j'=1,2,...,(j-1). Logo para que a equacdo 3.4.60 se verifi-

que temos:

(G-1) ,
iy Asy =0 (3.4.60A)
jr=l J J

Mas como por hipotese (ver inicio da secdo)

Aj' #0 (Vj'=1,2,...,(j-1)) e supondo que nas 2,...,j-1 eta-
1

pas mostramos que aj,_l = 0 segue que 05, = 0 (VYj' = 1,2,

LA ] (j—l))'
Levando esse resultado na equacao. 3.4.53 temos:

T _ T
C Zj szj (3.4.61)

que nada mais e do que a definigdo de autovalor. Logo Aj e
um autovalor da matriz C e Z? e um autovetor da matriz C asso

ciado ao autovalor A.

A

Voltando, mais uma vez, as duas conclusodes observa
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mos que o valor maximo da VAR[yj] sera o jwésimo,ﬁaior auto
valor da matriz C(ja que se j # j' entdo yj_# Vi pois
COR[yj;yj,] = 0) e os zji sgrao as componentes do autovetor
unitiario (por causa da equacgdo 3.4.40) dessa matriz, associa-
do a esse autovalor.

Fim da j-ésima etapa
]

Com isso, concluimos que para resolver o Problema
1 precisamos inicialmente calcular os autovalores da matriz C
(matriz de covariancias) e depois encontrar os autovetores uni
tarios associados a esses autovalores. Em outras palavras,pre

cisamos resolver o seguinte sistema de equacgoOes:

(C - A I)Z? = ¢ 5=1,2,...,n (3.4.62)

o9
Y R4, =1 j=1,2,...,n (3.4.63)
j=1 J1

onde I € a Matriz Identidade, Aj e o j-€simo maior autovalor
da métriz C, Z? o autovetor unitario da matriz C associado .ao
autovalor Aj e § & um vetor coluna de n componentes nulas.
(para maiores esclarecimentos sobre a equagao 3.4.62 consultar
[7], segdo 2.6 ou [?3%], capitulo IX).

E importante que notemos que sob a hipotese feita
no inicio dessa secao de que a matriz C possui n autovalores
~distintos e nao nulos, o sistema de equacoes 3.4.62-3 fica de-

terminado a menos dos sinais dos Zji' Senao vejamos:

TEOREMA 3.4.7: Seja o sistema de equagoes:

(C -2 D) z? -g 3=1,2,...,n (3.4.64)
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o2
yo2L. =1 j=1,2,...,n (3.4.65)
i=1 J* |
onde:
C & a Matriz de Covariancias;
I & a Matriz Identidade;
Aj & o j-€simo maior autovalor da matriz C;
2? € o autovetor unitario da matriz C, associado ao auto-

valor Aj , de componentes Zji;

§ & um vetor coluna de n componentes nulas.

Entao, para cada j, o sistema possui 2 solugoes

que diferem apenas no sinal.

Demonstracao:

Vamos iniciar essa demonstracao usando como lema
uma afirmativa extraida da referéncia [?], pag.338-9 que es-

crevemos a seguilr:

LEMA 1
"Dada qualquer matriz simétrica G, existe uma trans

formacao ortogonal representada pela matriz L tal que:

A, 00 .. 0
0 A, O . 0
T gL =0 -= 0 0 Ay e 0 (3.4.66)
1 1 [ ]
t t [} 1]
0 0 0 Y
n

onde Al,kz,...,xn sao autovalores da matriz G."
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Como a Matriz de Covariancias C & simétrica entdo

existe uma matriz D tal que:

Xl 0 0 0
0 Az 0 0
T cL=p-= 0 0 A 0 (3.4.67)
1 ! 1 !
1 1 1 1
1 1] 1 1
0 0 0 A
n
onde Al,kz,...,kn sao os autovalores da matriz C.
Por outro lado podemos escrever que:
LT - DL = afcu) - 0 LT 1) (3.4.68)

j=1,2,...,n

Mas como L representa uma transformagao ortogonal temos:

T =1 (3.4.69)

logo, reunindo as equagodes 3.4.67-69 teremos:

LY - AL =D - AT (3.4.70)
J=1,2, ,n
ou seja:
M 0 0 0
0 Ay 0 0
1T - A DL = 0 0 AgA; ... O
j \ . ,
1 1 1]
] [ 1
0 0 0 Mhs
j=1,2, ,n

(3.4.71)
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Podemos entdo notar que sendo os autovalores -Aj
(j=1,2,...,n) todos diferentes e nao nulos, a matriz (D - AjI)
possui (n-1) colunas linearmente independentes, ou seja, seu
rank € (n-1) (ver definicado de rank, ou posto, de uma matriz

em [%],[7],[*°] ou [?%]). Logo teremos:

rank [LT(C - A DL] = -1 (3.4.72)
Seja entao:

rank [C - AjI] = v (3.4.73)

Por outro lado, pela equacao 3.4.69, nota-se que, como rank(I)=

= n entao:
rank[L] = rank[L'] = n (3.4.74)

Porém, sabemos da Algebra Linear (ver [’],pdg.33, inequagdo de

Sylvester) que:
rank[LT] + rank[(C - A DL] - n < rank[L(C - L DL <

< minimo{rank[LT], rank [(C - AjI)L]} (3.4.75)

Levando as equacoOes 3.4.72 e 3.4.74 na 3.4.75 teremos:

}{; rank[(C - AjI)L]-y/i n-1c¢<

< minimo{n, rank[(C - AjI)L]} (3.4.76)
logo:

rank [(C - ij)L] =n -1 (3.4.77)
Aplicando novamente a inequacao de Sylvester teremos:

rank [C - ij] + rank[L] - n < rank[(C - ij)L] <

< minimo {rank[C - A I], rank[L]} (3.4.78)
- J
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Leyando as equag665'3f4.73r4 e 3.4.77 na 3.4.78 teremos:
v o+ ﬁ/- ﬁli n - 1 < minimo{v,n} (3.4.79)

Logo:

I

=]
i

i

v = rank[C - XjI] (3.4.80)

Seja entao Ul’UZ’U,""’Up solucoes da equacao:

(c - AjI)Uj = { (3.4‘81)

(onde Uj = (Ujl’UjZ”"’an) e § € um vetor de n componentes

nulas). Seja U = (Ul,UZ,...,Up). Usando agora a matriz U ao

invés des vetores Uj temos:
(C - ij)U = ¢ (3.4.82)
(onde ¢ € uma matriz n x p com n colunas iguais a §)

Aplicando a inequacdo de Sylvester a equacao 3.4.82

temos:

rank [C - ij] + rank[U] - n < rank[f] (3.4.83)
ou seja:

(n - 1) + rank[U] - n < 0 (3.4.84)
1ogof

rank U < 1 _ (3.4.85)

o que nos leva a concluir que se¢ Z? ¢ solucado da equacao
3.4.64, entdo qualquer outra solugdao daquela equagdo sera da
forma BZ? onde B e R.

Por outro lado seja 2l e 82? solucoes do sistema

J
de equacoes formado pelas equagOes 3.4.64-65 logo:
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Bip =1 3.4.8
izl Ji ( 6)
e
n 2 -
(8207 =1 (3.4.87)
i=1 J1i
mas
n n
2 _ .2 2 R _ |
izl(s Zji) =B izl Lij; = 8 1 (3.4.88)
ou seja:
g =1 ou B=-1 | (3.4.90)

Logo como queriamos provar, o sistema de equacdes
3.8.64-65, possui duas solucgoes que diferem unicamente no si-

nal.

A

3.5. Revisao

Com o objetivo de reunir o que foi visto nesse ca-
pitulo, vamos fazer uma revisao.

Inicialmente vimos na secao 3.1 que o MCP se pro-
poée a aplicar uma transformacdo as variaveis observadas  numa
populacgao (xi), encontrando um novo conjunto de varidveis (yj),
de modo a permitir uma melhor discriminagao dos elementos des-
sa populacgao.

Na secao 3.2 vimos que essa transformacdo pode ser

resumida pela equacgao:

X; = fi(yl,yz,...,yp) i=1,2,...,n (3.5.1)
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e que o MCP se limita a estudar os casos em que:
a) £, € uma funcao LINEAR;
b) p = n;

c) As componentes yj(j=1,2,...,n) nao sejam correlaciona

das entre si;
n
dy ) 2Z.. =1 (Obs.: Essa restricao como vimos na se-

- .. ‘ T .
gao 3.4 corresponde a exigir que o autovetor Zj seja
unitario. Seu significado, como ja dissemos, sera vis

to mais adiante).

Vimos,também, que dentro desse conjunto de restri-
coes o MCP ira encontrar as componentes yj(j=1,2,...,n) de

tal forma que:
a) A variancia de y; seja maxima;

b) A variancia de Yo seja maxima mas Yo nao seja cor-

relacionado com Y5

¢) A variancia de seja maxima mas nao seja cor
3 . 3 z

relacionado nem com y, nem y,;
1 ‘ 1 . t 1 1
1 1 ! 1 1
1 1 1 t 1

n) A variancia de Yy seja maxima mas Yo nao seja cor-

relacionadoAcom qualquer yj(j=l,2,...,(n—l)).

Este problema denominamos de Problema 1.

Ja na secao 3.3 colocamos as restrigoes e as fun-
cdes objetivo do Problema 1 de uma forma que possibilitasse a

sua resolucdo de uma forma mais simples. Concluimos entdo que

,a

a 3% restricao poderia ser expressa pela equagao:
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n

Y 2. %.,.,c..,.=0 j=1,2,...,n (3.5.2)
j'=1,2,...,(j-1)

e que a variancia das componentes poderia ser representada

por:

=

n
] = VAR[y.] = N . .5.
VAR[YJ] v R[yJ] izl 1'21 zjl 211' C.y (3.5.3)

E finalmente, na secao 3.4, desenvolvemos a resolu
cdo do Problema 1 sob a hipotese de a matriz C possuir n auto-
valores distintos e nao nulos e chegamos a conclusdao que para

resolve-lo bastaria resolver o seguinte sistema de equagoes:

(€ - A1) z? = ¢ 5=1,2,....n (3.5.4)

T2
‘X Zji =1 .j=1,2,...,n (3.5.5)
i=1

Resolvendo esse sistema teremos entao 0s zji
consequentemente estaremos de posse da matriz L. Nas secoOes
posteriores mostraremos que a inversa de L existe de modo que
podemos chegar aos Kij , que inicialmente estavamos interessa-

dos em encontrar.

3.6. Um Exemplo Resolvido

Temos, a seguir, o exemplo 3.6.1. Os dados utili-
zados nele sdo hipotéticos ja que visamos somente uma apresen-
tacdo didatica do problema.

Também por esse motivo a forma de resolver o proble
ma nao sera a mais usual mas sim aquela que permita ver clara-

mente os passos desenvolvidos nas secoOes anteriores.
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Neste exemplo ndo. estaremos preocupados com uma
possivel interprestagdo. do significado de cada uma das componen

L N _ _ = - il -
tes, mas somente com as suas caracteristicas matematicas.

EXEMPLO 3.6.1:

PROBLEMA:

Com o objetivo de analisar um conjunto de 10 pai-
ses obtivemos os valores de ties variaveis (que chamaremos de
Xl,Xz e XB) para cada um desses paises. Gostariamos de atra-
vés da utilizacao do MCP, encontrar uma componente que englo-
bando as informacGes contidas nas trés variaveis, discriminas-
se ao maximo esses 10 paises, permitindo ordena-los, segundo

essa componente.

Os valores das variaveis encontram-se no quadro

PATS
VARIAVEL ”l, 2 3 4 5 6 7 8 9 lq
X1 80 30 90 70 35 50 40 80 30 90
XZ 70 40 90 75 40 65 45 90 30 85
X3 80 40 90 . 80 30 60 40 80 35 90

Quadro 3.6.1: Valores de 3 variaveis observadas em 10 paises.
3.6.1 e sua representacao grafica na figura 3.6.1.

SOLUCAO:
Inicialmente vamos encontrar os desvios Xq Xy, Xz

Para isso calculamos as médias das variaveis:

Xl = 59,5 XZ = 63,0 X3,= 62,5 (3.6.1)
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FIGURA 3.6.1: Representacdo grafica do quadro 3.6.1
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Em seguida, subtraindo de cada Xi(k) (i=1,2,3 ;

k=1,2,...,10) a media Ki , encontraremos os Xi(k) que

podem ser vistos no quadro 3.6.2 e na figura 3.6.2

PATS 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
DESVIO |
X, 20,5 -29,5 30,5 10,5 -24,5 -9,5 -19,5 20,5 -29.5 30,5
X, 7.0 =230 27,0 12,0 -23.0 2,0 -18,0 27,0 -33,0 22,0
X 17.5 -22,5 27,5 17,5 -32,5 -2,5 -22,0 17,5 -27,5 27,5

Quadro 3.6.2: Valores de 3 desvios observados em 10 paises.

0 proximo passo sera encontrar a matriz C. Para
isso & necessario encontrar as variancias e covariancias de

xl,xz e X3 . Efetuando os calculos teremos:

VAR[Xl] = 562,25 cov[xl;xz] = 486,50
VAR [x,] = 461,00 cov[xl;x3] = 531,25 (3.6.2)
VAR [x5] = 526,25 COV [x,;3x5] = 472,50
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FIGURA 3.6.2: Representacao grafica do quadro 3.6.2
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e a Matriz de Covariancias ficara:

562,25 486,50 531,25
C = 486,50 461,00 472,50 (3.6.3)
531,25 472,50 526,25

Agora precisamos encontrar os autovalores dessa ma-
triz. (para maior detalhamento dos calculos que seguem,consul-
tar [7], secdo 2.6; [?*], capitulo 9 e ['®], secdo 6.3.4).

Para encontra-los vamos calcular o resultado da

seguinte equagao:
det(AI - C) =0 (3.6.4)

onde det simboliza o determinante; A € o autovalor que se de-
. seja encontrar; I & a Matriz Identidade (nxn) e C a Matriz de
Covariancias.

Desenvolvendo a equacdo 3.6.4. chegaremos a seguin
te equacao:

3

AS - 15495 A2

+ 55.517,5 X\ - 454.451,1 = 0 (3,6.5)

que apresenta as seguintes solucgOes:

A, = 1.513,01 (1¢ autovalor)
Az = 23,95 (2° autovalor) (3.6.6)
Az = 12,54 (3° autovalor)

De posse dos autovalores, vamos entao resolver 0

sistema de equacoes 3.5.4 e 3.5.5. Assim teremos:



(562,25-2

186,50 '(461,00ij)

531,25

j)

486,50

472,50
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531,25

472,50

Cszé,zéexj)

j=1,2,3

j=1,2,3

(3.6.7)

(3.6.8)

Substituindo o valor de cada autovalor (equacoes

3.6.6) nas equagdes 3.6.7 ¢ 3.6.8 teremos:

- 950,76

486,50 2

531,25

538,30 2

486,50

531,25

549,71 2
486,50 2

531,25

11

11
11

11

21
21

&~

21

21

231

31
31

31

+

1

+

486,50

1052,01

472,50

486,50 2

437,05
472,50

486,50 2
448 .46 2

472,50

12

12

12

12

22

22
22

22

32

32
32

32

+ 531,25

+ 472,50

- 987,76

+ 531,25
+ 472,50

+.502,30

+ 531,25

+ 472,50 233_

+ 513,71

13
13
2
Z13
23

23

=

23

23

33

33

33

13

>. 1° grupo
> 2° grupo
> 39 grupo
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Observamos entao. que cada grupo de equacgoes esta
associado a um autovalor, sendo o 197grupo ao maior autovalor
(Al), o 2% grupo ao 2° maior autovaldy (Az) e finalmente o 3°
grupo ao 3° maior autovalor (AS).

Resolvendo cada grupo de equacOes encontraremos:

le = 0,604 le = 0,542 213 = 0,586
Z,, = -0,469 Z,, = 0,835 Z,, = -0,289 (3.6.10)
231 = -0,646 232 = ~-0,098 233 = 0,758
Logo a matriz L ficara:
0,604 0,542 0,586
L = -0,469 0,835 -0,289 (3.6.11)
-0,646 -0,098 0,758
Substituindo os valores dos zji na equacao 3.3.1
teremos:
Yy = 0,604X1 + O,542x2 + 0,586x3
Y, = —0,469x1 + 0,835x2 - 0,289X3 (3.6.12)
Yz = —O,_646X1 - 0,098x2 + 0,758X3

onde Y1 § a 12 Componente (pois esta associada ao maior auto
valor (A{)), ¥, & a 22 Componente (pois esta associada a Az)
e y; a 32 Componente (pois estd associada a Ag) .

Vamos agora determinar o valor de cada yj(k)(j=1,
2,3 e k=1,2,...,10), ou seja, o valor de cada componente Yj
para cada um dos 10 paises.

Efetuando os calculos com os valores do quadro

3.6.2 e com as equacoes 3.6.12 encontraremos os valores
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FIGURA 3.63.: Representacado grafica do quadro 3.6.3
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Observando o quadro 3.6.3 e a figura 3.6.3 podemos
notar (como ja era de se esperar pela definicao do Problema 1)
que a 12 Componente, Y1 € a que mais discrimina os paises. As

sim a utilizaremos para ordenar os paises, como mostra a figu-

ra 3.6.4.
NV do pais @ @ m 0 @
AR O S 7 l PP
"":'0 v “‘:M ’-.30 2o ~do | lla -Z'a 3'0 "I'o 5o 3’1

FIGURA 3.6.4: Representacao grafica dos valores yl(k).

A

Se este exemplo fosse um caso real poderiamos ainda
tentar encontrar algum significado para essa componente ou ain
da analisar porque os paises 4,1,8,10 e 3 estdo no intervalo
20 ~ 50 e os paises 9,5,2 e 3 estao no intervalo (-52) + (-34).

E importante lembrar que neste exemplo poderiamos
ter outras matrizes L que satisfizessem as equacbes 3.6.9. Co-
mo podemos ver o Teorema 3.4.7 nos afirma que para cada j te-
mos duas solugoOes para Zi que diferem apenas no sinal.

Por exemplo poderiamos ter:

-0,604

-0,542 -0,586
f = 0,469 -0,835 0,289 (3.6.13)
-0,646 -0,098 0,758

ou ainda:
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-0,604 -0,542 -0,586
L = 0,469 -0,835 0,289 (3.6.14)
"\ 0,646 0,098 -0,758

Como para cada j temos 2 solugbes, ao todo poderia
mos ter 23 (ja que s3o 3 as componentes) matrizes L como solu-
cdo desse problema. Porémyo fato de utilizarmos uma ou outra
solugdo ndao & relevante para o problema pois o objetivo do
MCP & discriminar os elementos da populacao e isso independe

dos sinais adotados.

3.7. Transformacao Ortogonal

Voltando ao modelo vamos agora tirar mais conclu-
soes sobre ele. Vamos, a partir do Problema 1, ver que o que
o MCP faz na verdade & uma transformacao ortogonal.

Vamos entao partir da condicao de nao correlacao

dos fatores dada pela equagao 3.3.23.

n n
b} 2. B.,., Cioy =0 j=1,2,...,n (3.7.1)
i=1 jir=1 Jt 3+t

jt=1,2,...,(j-1)

Vamos também lembrar que ao resolver o Problema 1,

na secao 3.4, concluimos que o vetor

Ejl
Z.
j2
A
] '
}
Z.
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€ um autovetor da Matriz de Covaridncias o que nos permite,pe-

la definicao de auto

onde X. € o autovalor ao qual Z? esta associado.

vetor escrever que:

(3.7.

Z)

Podemos entao escrever a equacgao 3.7.2 da seguinte

forma:
€11 ‘12 c
€21
1]
1
1
Cpp  trrrreee c
ou ainda:
n
Y Z.., c,., =
grep Ji ii

Por outro lado podemos escrever a equagao 3.7.1 assim:

-1

v [] 2
is1 Jiivep

Levando a equacao 3.7.5 na 3.7.6 teremos finalmente:

As
it ;&

n
} 2.2,
.

jivj'i

1n zjl jl
Zjz = AL Zjz
! T
z. 2.
nn jn jn
P A i=1,2, ,n
J i1
j=1,2, ,n

= A, 2., i=1,2,...

j1=1,2,...

C.:,] =0 j=1,2,...

lil lll

jt=1,2,...,(3-1)

= 0 3=1,2,...

jr=1,2,...

, 11

,

,

, 1

- (3-1)

(3.7.

(3.7

(3.7.

(3,7

(3.7.

Como pela hipotese da secao 3.4 os autovalores sao ndo nulos

(o que acarreta que

Aj' # 0) concluimos que:

.4)

.6)
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o~

L zjiZj'i =0 j =1,2,...,n (3.7.8)

n
2.2, =0 j,j'=1,2,...,n (3.7.9)

T2
) 2. =1 j=1,2,...,n (3.7.10)
Reunindo as equacoes 3.7.9 e 3.7.10 teremos:

n

) ..., =1 se j=j' j =1,2,...,n

21 Jigtd (3.7.11)
Vemos finalmente que as equagoes 2.5.33 e 3.7.11

sdo identicas o que nos leva a concluir que a matriz L repre-

senta uma transformacao ortogonal e logicamente

(3.7.12)

ou
bo-r (3.7.13)

A partir desta idéia de transformacao ortogonal,de-
finiremos a seguir um novo problema que denominaremos de Proble
ma 2. Como veremos na formulacao a seguir nao se trata, neste
caso, de um problema de otimizacdo. O que o Problema 2 se pro-
poe a fazer & meramente uma transformagéo ortogonal, isto &,
uma rotacao dos eixos de forma que a correlagdo entre as novas

variaveis que obteremos apds a rotacao (componentes) seja nula.
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Mostraremos que o Problema 2 € equivalente ao Problema 1, isto
¢, ambos tem o mesmo conjunto de solucOes. Para isto, primei-
ramente formularemos o Problema 2 passando depois 3 sua resolu

cao.

PROBLEMA 2:

Dado que numa populacao de N elementos foram medi-
das n caracteristicas em cada um deles, e que essas caracteris

ticas sdo representadas pelas variaveis xi(i=1,2,...,n) encon
n

trar n componentes Yj = 2 Zji X (j=1,2,...,n) tal que as
i=1 '

componentes yj nao sejam correlacionadas entre si e que a ma

triz L (dos Zji) represente uma Transformacao Ortogonal.
Vamos escrever o problema da seguinte forma:

PROBLEMA 2:

y; = 121 iy %3 © §=1,2,...,n §3.7.14)

COR[y 3y5,] =0 jo# g (3.7.15)

n

izl Zji Zj,i =1 se j = 3 (3.7.15)
=0 se j #J'

Podemos observar que agora a equacao 3.7.15 impoe
-que as componentes nao sejam correglacionadas entre si e a
3.7.16 que a matriz ivrepresent@ uma Transformacao Ortogonal.

Vamos entao estudar a nao correlacao das componen-
tes.

Usando o raciocinio da sec8o 3.3 podemos dizer que:
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COR[y;5y;,] = 0 equivale a COV[y;sy;,] = 0 (3.7.17)

7
Pelas equagOes 2.3.42 e 3.4.50 temos:

COV[Yj;Yj] = VAR[Yj] = 2 (3.7.18)

Reunindo as equacoes 3.7.17 e 3.7.18 teremos:

]

COV[yj;y 0 i #F g (3.7.19)

j t

=)\_ 1 = !
j J J

Vamos entao escrever a equacao 3.7.19 de uma outra

forma:
CoV [yq5¥,] covly sy,] ... COVIy sy_]
COVly,svq] COVIy, 5y, veeevnnnnn e b (5.7.20)
Covly sy;l  eeviininnn - covly sy, ]
onde
Ay 00 0
0 Ay 0 0
b - Loy s ? (3.7.21)
! | ' '
0 0 0 . )\n-

(como podemos observar, enquanto C € a Matriz Covariancia das
Variaveis (xi), D € a Matriz Covariancia das componentes (yj)).

Mas, como Y5 ¢ um desvio, pela equacao 2.3.59A.

covly.:y.,] = E[y. y., 3.7.2
[YJ YJ,] [YJ Y; ] ( 2)

Logo a equacao 3.7.20 pode ser escrita assim:
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Ely; v;] Ely; v,] Ely, v,]
Ely, v;] Ely, ¥,] !
A )
Ely, vi1 i Ely, v,]
(3.7.28)
Seja entdo:
Ely; vi1 Bl v,] oo Elyp v] i (ry v) (v vp)eea (g v)

(Y, y)) g vp) e !

Ely_ vi] vevveeiiiiii Ely v ]
n’1 n ’‘n (Yn)ﬁ)" ....... <%lyh>
(3.7.24)
e
71
72
y = "
1
n
Agora a equagao 3.7.23 pode ser descrita assim:
y
1 (yl Yy vno yn)
72
E= : =D (3.7.26)
Yn
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ou simplesmente:
T, |
Ely y]=0D (3.7.27)

Por outro lado, sendo:

211 212 - zln
z21 2zz !

£ = ' : : (3.7.28)
L1 e Znn

podemos escrever a equacgao 3.7.14 assim:

y = L x (3.7.29)
onde
X1
)
x =\ . (3.7.30)
n

Substituindo a equacao 3.7.29 na 3.7.27 teremos:
T
E[Lx (Lx)]=0D (3.7.31)
Mas sabemos da teoria das matrizes (ver [23], teorema 3.3) que:
T ﬁT

(L 0 = x (3.7.32)

o que nos leva a concluir que a equagao 3.7.31 pode ser escri-

ta como:
E[L x x! LT] =D (3.7.33)

Como a matriz L & constante para todos os elementos da popula-

¢ao encontramos:
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L Ex xT]tT_ =D (3.7.34)

Por outro lado,

(xl xl) (xlxz) ...ﬁxl Xn)
Ty _ : \ -
Elx x] =E|[ (x,x) .oovennnn. !
' t
1
(x xl) .......... X Xn)
E[X’l x;] Elx x,] E[xl x|
E[xz xl] ............. ’
= ' ' (3.7.35)
ED%1X1] ........... Efx, x ]
Mas pela equacao 2.3.59A temos que:
Blx; x;.] = COV[x;;x;,] (3.7.35A)
logo, pela equacdo:
oV [x; 3] cov[xl;xz] cov[xl;xn]
Elx x'] = COVxy3% ] ! =
COVE%f;l] ......... COVb%ﬁxh].
‘11 12 “In
c 1
21 ' = C (3.7.35b)
, 1
, 1
Cpp  reeeeeees <

Reunindo as equagoes 3.7.34 e 3.7.35b concluimos

que a condicao de nao correlacao dos fatores pode ser expressa
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pela equagao:

tctl = (3.7.36)

A condigao de ortogonalidade também pode ser colo-
cada na forma matricial. Comparando a equagao 3.7.16 com as

2.5.33 e 2.5.27 vemos que ela pode ser expressa por:

il=1| (3.7.37)

onde I € a Matriz Identidade.

Agora podemos escrever o problema da seguinte for-

ma:

PROBLEMA 2:

y = L x (3.7.38)

t.ctl =p (3.7.39)
Tt =1 (3.7.40)

Para resolver o problema vamos pré-multiplicar a

equacao 3.7.39 pela matriz ET . Assim teremos:
tftctl =tTo (3.7.41)

Substituindo a equacao 3.7.40 na 3.7.41 teremos:
ctl =tlop (3.7,43)
Seja entao:

Zj = (Zjl,zjz,...,zjn) | (3.7.44)

logo podemos escrever a equacao 3.7.43 assim:

c 2l = g b 5=1,2,....n (3.7.45)
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0o que mais uma vez demonstra que Aj. € um autovalor da matriz
T = . .
Ce Z. & um autovetor da matriz C associado a AAj. Logo 0

Problema 2 se resume em resolver a equacao:
T
(C - xj I) Zj =0 (3.7.46)

onde 0 autovetor Z? devera ser unitario (por causa da equa-
¢ao 3.7.16 ou 3.7.40). Assim,as solucoes do Problema 2 deve-

rao atender a:

(€ - D Z? =0 5=1,2,....n (3.7.47)
u 2

'21 22 =1 5=1,2,....n (3.7.48)
1ﬂ

E, finalmente, se compérarmos as equacoes acima
com as 3.4.62 e 3.4.63 observamos que os problemas 1 e 2 pos-
suem o mesmo conjunto de solucoes.

Acabamos de ver que 0s problemas 1 e 2 se '"equiva-
lem'", ja que possuem o mesmo conjunto de solugées. Sendo as-
sim uma série de caracteristicas das TransformacGes Ortogonais

podem ser estendidas ao MCP. ' Senao vejamos:
i) A matriz L. na equacao
y =L x (3.7.49)
representa uma Transformacao Ortogonal. Logo ela pos-
sui inversa, o que confirma a suposicdo- feita na segao
3.2.
ii) Podemos ainda lembrar a equagao 2.5.24
L =1l (3.7.50)

ou seja:
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1 P12 tin b1t e
Lo : L12 ;
znl ........ Zn /eln s ¢ & 8 2 2 & /enn
(3.7.51)
0 que. nos leva a concluir que:
Zji = Kij (3.7.52)

iii) Pelo Teorema 2.5.3 a distancia entre x(k) e x(k') sera

a mesma que entre y(k) e y(k').

iv) Como L representa uma Transformagao Ortogonal, estamos
diante de uma Rotagdo no K (observe que as distanci-
as entre os x(k) nao se alteram (ver iii) e para x(k)=

= (0,0,...,0) teremos vy(k) = (0,0,...,0).

v) Pelo Teorema 2.5.4 se os vetores X; formarem uma ba-

se ortonormal entado oOs yj também formarao.

Essas conclusoOes podem ser observadas no exemplo

3.6.1 como veremos a seguir.

3.8. Comentarios Sobre o Exemplo

Vamos entdo verificar se as caracteristicas das

Transformagoes Ortogonais aparecem no Exemplo 3.6.1.
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i) Naquele exemplo temos:

0,604 0,542 0,586
f. = | -0,469 0,835 0,289 (3.8.1)
-0,646  -0,098 0,758

sabemos também que:

£ =1t (3.8.2)
logo:
0,604 0,469 ~0,646
L= [ 0,542 0,835 -0,098 (3.8.3)
0,586  -0,289 0,758

Efetuando o produto de L por L teremos:

0,604 -0,469 -0,646 0,604 0,542 0,586 1 0 0

0,542 0,835 -0,098 -0,469 0,835 -0,289 j=/ 0 1 O

0,586 -0,289 0,758 -0,646 -0,098 0,758 0 0 1
(3.8.4)

o que nos confirma nao s6 que a matriz L representa
uma Transformagao Ortogonal, possuindo portanto uma in

versa, como também que a equacao 3.7.52 se verifica.

ii) Tomando-se dois x (k) quaisquer, como por exemplo x(3)

e x(10) teremos:

dist(x(S);x(10»=vf30,5—3o;5)2+(27,o—22,0)2+(z7,5—27,5)2

=5 (3.8.5)

Por outro lado teremos:
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dist(y(3) Ly (10))=V{49, 211-46,461) >+ (0, 293+3,882) 2+ (-1, 504+1,014) 2
£5 (3.8.6)
Assim vemos que nao. se alterou a distancia entre
os pontos 3 e 10.
iii) E finalmente, na figura 3.8.1 podemos ver a Rota-
¢ao no B e que COmMo  X;,X,,Xg sao ortogonais en-
tre si, 0s Yy,,y, eAy3 também sao.
Usando o enfoque b dado ao exemplo 2.5.3 (ver
figura 2.5.4)podemos dizer que sem alterar os pon-
tos x(k), rotacionamos os eixos X1,X, € Xz fa-

zendo com que eles tomassem a posicao Y1:Y, € Y3~

FIGURA 3.8.1:Representacdo grafica das componentes Y1:Y2 € V3 do exemplo 3.6.1.



149

3.9. A_Conservacdo. da Variancia

Vamos agora & outra propriedade do MCP.

n
TEOREMA 3.9.1: 7} VAR[yj] = Z VAR [x, ]
j=1 i=1

Demonstracao:

Pela equacao 3.3.25

n
A L] o= .. .
n
= izl . z zjlzjl CoV [x. 5x.,]
logo
n n n -~
VAR |y. COV|x.:x.,
Loyl = 103 Bty covlgin
ou, usando as propriedades dos somatorios:
n n n n ) _
VAR[y.] = . 2. )cov[x. ox.
jzl [yJ] izl -.Zl[(-zl Ji J1 ) [Xl 3 1l

Mas pela equacao 3.7.16.

II.M::S
(S

"2"‘ = 1 S i = it .=1,2,l..,n
LBty e j =7 j
=0 se j #3' j'=1,2,....n

(3.9.1)

(3.9.2)

(3.9.3)

(3.9.4)

(3.9.5)

Como vimos na segao 2.5, as equacOes 2.5.33 e 2.5.34 se equiva

lem logo, podemos escrever que:

n .
y Ei8r =1 se i=i' isl,2,....m
=1

= 0 se 1 # i i'=1,2,...,n

Substituindo a equacao 3.9.6 na 3.9.4 tergmos:

(3.9.6)
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n
VAR[yj] = 1 covlx;;x.] (3.9.7)

i=1

Il B~118
Pt

j
Mas pela definicao de variancia e covaridncia sabemos que:
COV[xi;Xi] = VAR[x.] | (3.9.8)

Levando entao a equacao 3.9.8 na 3.9.7 concluimos finalmente

que:

n n
Y VAR[y.] = )} VAR[x,] (3.9.9)
. e ] b i
j=1 i=1
A
Esse teorema equivale a afirmar que o TRACO (soma
dos elementos da diagonal principal) da Matriz Covariancia das
Variaveis (Matriz C) € igual ao TRAGO da Matriz Covariancia
das Componentes (Matriz D). Chamaremos esses TRACOS de VARIAN
CIA TOTAL DA POPULAGAO.
Com isso fica provado que a transformagdo descrita

na secdo 3.7 nao altera a variancia total da populagao ou se-

ja, a variancia total das componentes (yj) € igual a variancia

total das variaveis (xi).

Vimos na sécao 2.3 que a variancia de uma variavel
& um indicador de dispersdo dessa variavel, ou seja, um indica
dor de quanto, em média, cada valor assumido por essa variavel
se afasta da média de todos os valores que essa variavel assu-
miu para cada elemento da populacao em estudo. Sendo assim po
demos dizer qﬁe a varidncia & um indicador das diferencas en-
tre as caracteristicas medidas nos elementos da populacao em
estudo. Por exemplo se VAR[XS] = 0 podemos ter certeza que to
dos os xs(k)(k=l,2,.;;,N) sdo iguais, ou seja, X¢ € uma vari

avel que, por si sG6, ndo nos permite distinguir elementos nes-
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sa populag@o. Por outro lado se VAR[X7] € grande em relacio
aos valores x7(k) entao, Xo ¢ uma variavel que nos permite,
em geral, fazer uma boa distincao entre os elementos em éstu—
do.

Por outro lado, na segcao 3.4 (teorema 3.4.5), con

cluimos que:
Ay = VAR[yj] j=l,2,...,n (3.9.10)

sendo assim, reunindo esse resultado com o teorema 3.9.1 pode
M

mos dizer que Y1 engloba da variancia total da popu-

2

lacao, y, engloba

121
A AL
17 j=

Il e~118

j
variancia total da populagdo. Como por hipédtese, AMoZ A, >
> XS > .. > An > 0 , podemos dizer que as componentes estarao
ordenadas segundo a sua '"importancia', entendendo-se como im-
portancia a parte da variancia total da populacdo englobada por

. - . a
cada componente. Por isso € comum denominarmos Y1 de 17

Com
ponente Principal (ou Componente Principal), Yo de 2% Componen
te Principal (ou 2% Componente) e assim por diante até a n-ési
ma Componente.

E importante observar que se as variaveis forem

padronizadas (ver secao 2.3) teremos:
o ,
} A, =n (3.9.11)

ja que as variaveis terdo variancia unitdria. Logo, nesse ca-

so, cada componente Y; englobara
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da variancia total da populacgao.

3.10. Comentarios Sobre o Exemplo

Na secao 3.6, ao resolvermos o problema ali pro-

posto, chegamos ao seguinte resultado:

VAR[x;] = 562,25
VAR[xz] = 461,00 (3.10.1)
VAR[x,] = 526,25

o que nos leva a concluir que a variancia total da populagao

e:
3
Y VAR[x.] = 1549,5 (3.10.2)
i=1 t
Por outro lado, a secBo 3.6 também nos di o seguin
te:
VAR[y ;] = A, = 1513,01
CVAR[y,] = A, = 23,95 (3.10.3)
VAR[yz] = Ay = 12,54
o que nos leva a
3
) o= 1549,5 ' (3.10.4)

Como podemos notar, o teorema 3.9.1 se verifica.
Além disso vamos calcular o quanto da variancia to

tal da populacao cabe a cada componente.
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1513,01

v, = 97,65%
1549,50

y, - 23295 g
1549,50

MG £ 75 7 PV
1549,50

Isso nos leva a concluir que em presenca de y, as demais com-
ponentes nao sao "importantes', ou seja, se desejamos discri-
minar os elementos da populégéo basta utilizarmos Yq-

E importante observar que, logicamente, essa con-
clus3o nao & geral. Certamente existirdo casos em que mais
de uma componente serao "importantes'. Porém nos casos em
que uma componente for suficiente para exprimir quase toda a
variancia total da populacao, como no exemplo 3.6.1, essa com-
ponente poderd ser empregada como um indice segundo o qual os
elementos da populacao possam ser ordenados.

A titulo de ilustracdao, temos na figura 3.10.1 a
representacao de cada.valor assumido pelas componentes Y1 Yy

e y; para cada um dos dez paises.

4
1\.
<
Y
@

. o PO IR M
S0

e ! %

' { ! i l e l__'_ oo} ] L ey

T

2

e f 5o 2

3 b ] { 4 Py } - { } } ! ] 2
50 o so I

FIGURA 3.10.1:Representacao grafica dos y(k) do exemplo 3.6.1.
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Como podemos observar, de fato € a 12 Componente,

aquela que mais discrimina os paises.

3.11. Enfoque Geométrico do Modelo

Voltando ao modelo vamos agora enfoca-lo de uma
nova maneira.

Vamos inicialmente considerar os valores x(k)
(k=1,2,...,Nj como pontos de um espago vetorial n-dimensional

e definir o seguinte problema.

PROBLEMA 3:

Dado que numa populacao de N elementos foram medi-
das n caracteristicas em cada um deles, e que essas caracteris
ticas sdo representadas pelas variaveis xi(i=1,2,...,n) e con
siderando-se os valores x(k)(k=1,2,...,N), qué sao os valores

assumidos pelas variaveis Xl,xz,...,x para cada elemento k

n
da populacao, como pontos do espaco vetorial HP; encontrar um

conjunto de n retas nesse espaco de tal forma que:

1) a soma dos quadrados das distancias dos pontos x(k)
d primeira reta seja minima. |

2) a soma dos quadrados das distancias dos pontos x(k) a
segunda reta seja minima, sendo essa reta ortogonal a
primeira.

3) a soma dos quadrados das distancias dos pontos x(k) a
terceira reta seja minima, sendo essa reta ortogonal

as antetiores.
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n) a soma dos quadrados das distancias dos pontos x(k)
3 n-ésima reta seja minima, sendo essa reta ortogo-

nal as anteriores.

Vamos colocar esse problema em termos matemati

COSs .

Sejam n retas no R" definidas pelos pontos Aj =

Cajl, ajZ’ ceey a. J)(j = 1,2,...,n) e pelos cossenos direto-
res gjl’ ng""’ gjn (j=1,2,...,n) respectivamente. Seja
(le, sz’;"°’ an) (j=1,2,...,n) um ponto qualquer da
j-eésima reta que passaremos a chamar de reta Aij.
Assim, essas retas podem ser expressas pela se-
guinte equagao:

Q.. - a.. = g..t. Vi=1,2,...,n (3.11.1)

onde tj e um valor que independe de 1i.

Utilizando a equagao 2.4.39, temos:

1

n
dist(x()sreta A;Qp)= |/ ] (x; (R)-ay;) 20 Zlgjch (1)-a;;)]?
(3.11.2)

Logo a soma dos quadrados das distancias dos pontos x(k) as

retas Aij serd expressa por:

N n 2
;= 101 (x;(00-ay, [Zg(x(k)a)]}
J k=1 i=1

(3.11.3)
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Por outro lado a condigao de ortogonalidade entre

as retas (ver teorema 2.4.2) pode ser exprassa por:

e~

ltje]
e]
]

o
—l
i

|

Do

=

i

Se lembrarmos qué pelo teorema 2.4.1

n
) gi. =1 j=1,2,...,n

(3.11.4)

(3.11.5)

podemos escrever o Problema 3 como um problema de otimizacgao

dividido em n etapas (como fizemos com o Problema 1).

PROBLEMA 3:

12 ETAPA:

MINIMIZAR S1

sujeito a

)_lu‘
[ e~13
|,_-l
09
l
H
oQ
ol
}_l
il
st

22 ETAPA:

MINIMIZAR S2

sujeito a

f

|
<o

ne~13

€21 811 °

i=1

Z
g59: By: =
= 21 °21

.

(3

(3.

(3

(3

(3

L11.

11

.11.

11,

.11.

6)

.7)

8)

9)

10)



32 ETAPA:

MINIMIZAR S3

sujeito a

("

\

n® ETAPA:

n

L 825 813 %0
i=1

sujeito a

('

n
izl 833 823 - 0
n
(Lo B3i Bzp Tl
MINIMIZAR Sn
n
A E
n
izl 8ni 821 0
n
izl Sni 83i 0
!
t
n
izl gni E(n-1)1

o~
o]
=
}_I-
0q
=
|._l
1]

i_,

Vamos agora resolver cada uma dessas etapas.
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(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3

(3.

(3.

11

11

11

11

11

11

11.

.11

11

11.

.11)

.12)

.13)

.14)

.15)

.16)

17)

.18)

.19)

20)
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3.12. Resolucao do Problema 3

1% ETAPA:
2 2
MINIMIZAR S, Z { Z (x; (10 -a;.) -[ I gy (x (0-a )17 (3.12.1)
k=1 is1 i=1 -
sujeito a
n .
_Z 85 85 = 1 (3.12.2)
i=1
Solucao:

Utilizando o Método dos Multiplicadores de Lagran-
ge (ver [*°],['"] e [*"]) concluimos que minimizar 8, equiva

le a:

n
MINIMIZAR §] = y { 5 (x; 02, %[ ] g (x,09-a, 017 +
k=1 i=1 i=1

n
+ NAl[(_Zl gfi) - 1] (3.12.3)
=

onde Niy € o Multiplicador de Lagrange.
Porém, utilizando propriedades dos somatorios (ver

equacao 2.2.10) teremos:

n n
[T g2 017 = 1) gy G 09-8 ) 6y, 095y )
i=1 i=1 i'=1

(3.12.4)

Substituindo a equacao 3.12.4 na 3.12.3 e colocando os indices

numa forma conveniente teremos:
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n
MINIMIZAR S} = ] { X) - ,)2_ (e () -
k‘zl it zl(x C al z1 1.21 gll g].l X
T2
- ali.)(xin(k)—alin)}+ le[(_ Elgli,)—l] (3.12.5)
i'= |

Para que Si seja minima, as suas derivadas parci-

ais em relacao aos a15.87; © A deverao ser nulas para todo

i=1,2, .«mmmm» Vejamos inicialmente em relacao a aq;-

SSi N n
= Z {_Z(Xi(k)—ali) + 2 .'Z gligli'(xi'(k)—ali')}
Gali k=1 i'=1
i=1,2,...,n
(3.12.6)
ou seja
65'1 N n
) =-2 2 X (k) + 2 z a‘ + 2 X 2 gligli'xi'(k) -
Gal. k=1 k=1 k=1 i'=1
i
)
-2 NSNS S - i=1,2,...,n
k=1 i'=l 1i®1i' 711
(3.12.7)

Utilizando as propriedades dos somatorios teremos:

§ 82

n N
1
= -2 Z x; (k) + 2 Z a. * 2 ] Ll @] -
L k=1 k=1 11 PRI= e s Rl

da

n
-2 kzl . Xl gligli'ali’ i=1,2,...,n
(3.12.8)

Mas como x_ € um desvio (ver secao 2.3), teremos:
i
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N
Blx,]= —— ) x.(k) =0 i=1,2,...,n (3.12.9)
N k=1
Jdogo

S, -

-— = 2 a,. - 2 gr: Li:y aq.,
5 k=1 L1 k=1 j'=p C1i 11" 711

A, .

1i

i=1,2,...,n (3.12.10)
ou
6Si n
=2 Nap; - 2N gy "21 81iv 3141

Sa, - 1=

11

i=1,2,...,n (3.12.11)
853
Anulando —_— i=1,2, . "9 temos:
Saq
n

aj; = g4 'E €141 814 i=1,2,...,n (3.12.12)



161

n
Fazendo t* = "Zl €151 @75+ © observando que
1A=

este somatorio independe de i obtemos a;: T 8q; t*. Subs-

tituindo este valor na equacao 3.11.1 para j = 1 obtemos:

gy (t - t*) i=1,2,...,n (3.12.13)

Qi
Fazendo t = t* na equégéo 3.12.13 obtemos o pon-
to QI = (0,0,...,0), ou seja, a reta AlQl passa pelo ponto

de coordenadas (0,0,...,0).

Esse resultado € importante pois nos mostra que

a reta AlQl passa pela origem do espacgo vetorial (Rn) ao
qual os xi(k) pertencem. Como estamos utilizando xiCk), e

ndo X;(k), a origem nada mais € do que a media dos X, (k) ,

ou seja Xi'

Podemos agora redefinir a fungao objetivo dessa

18.

etapa (equacao 3.12.1) tomando o ponto QI como referen-

cia para o calculo das distancias. Evidentemente isso seria
o mesmo que simplesmente redefinir o ponto A1 que passaria
aiser a origem (0,0,...,0). Fazendo diretamente essa mudan
ca na equacdo 3.12.5, isto e, fazendo oa. = 0 para

11

i=1,2,...,n temos:
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(3.12.14)

' s ]
MINIMIZAR Sy = ) { ) (x;, (K))™ - 8 Epan X (X, ()} +
1 k=1 i'=1 1 it=1 in:l' li'=11'ma 1
n
+ le[(_ ) gl )-1]

Vamos entao calcular a derivada parcial de Si em

relacao aos 815

GSE N n
~ = -2 Z Z glil Xll(k)xl(k) + 2N>\1 gli
T k=1 i=1
i=1,2,...
ou ainda
§ Si n N
- = _2[ Z gli'( Z Xl,(k)xl(k))] + 2N>‘1 gli
Ggli it=1 k=1
i=1,2,...
Mas como 0s xi(k) sao desvios teremos:
2.3)
N .
kzl (xi(k)xi,(k))= N.GOV[xi;xi,] =N Csign
logo
68{ n
= - ) gy C40 tO2NAp gy
Ggli i'=1
' i=1,2,...
68”

Assim,para que
%814

.

(3.12.15)

(3.12.16)

(ver secao

seja nulo, teremos:

(3.12.17)

(3.12.18)
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n

.,Z E1ir ©ii
=

L= A 0 i=1,2,...,n (3.12.19)

1 815 7

Finalmente, encontrando a derivada parcial de S

1
em relacao a Ay, teremos:
6SI n 2
~— = N(_ ) giir - 1 (3.12.20)
6%1 i'=1
SSi B B
Logicamente, para - se anular e necessario
: SA
1
que:
o2
i'z g{;r =1 (3.12.21)

Para resolver entao o problema vamos reunir as e-
quacoes 3.12.19 e 3.12.21. Assim a solugldo do problema sera a

solucao do seguinte sistema de equacgoes:

n
i'z gli' Cii' = )\lgli l=l,2,ooc’n (3.12.23)
n
Brpr = 1 (3.12.24)
a2 1i
i'=1
OBSERVACAO:

Podemos notar que no sistema de equacgoes acima te-
mos :
n equagoOes independentes em 3.12.23

1 equacao independente em 3.12.24
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e também

n incognitas g1
1 incognita )y
sendo assim temos n+l equacao e n+l incognitas, o que nos
leva a um sistema}determinado, onde podemos calcular diretamég

te os valores g1; © Al. Uma vez determinados estes valores,te

mos a equacao da reta correspondente pois sabemos .que:
1) a reta passa pela origem, o que € consequéncia da equa
cao 3.12.11

2) temos os cossenos diretores 815

Utilizando equacoes 3.12.23-4 podemos tirar duas conclu-

um autovalor da matriz C

[OAN

20 A ¢ o maior autovalor da matriz C.

Senao vejamos:

TEOREMA 3.12.1: Al & um autovalor da matriz C.

Demonstracao:

Seja gy = (81,8725 +>8qp)

e
Cll C12 Cln

$
€21 \

1
C = \ '
t
! 1

C

cieee e C
nl nn
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‘Assim podemos escrgver a equacao. 3.12.23 assim:
T _ T
Cgy =3 &g (3.12.25)

que nada mais & do que a definigao de autovalor. Logo A e
um autovalor da matriz C e g{ é um autovetor da matriz C as-

sociado ao autovalor A

L A

Com relacao a segunda conclusdao teremos o seguin-

te teorema:

TEOREMA 3.12.2: Xl € o maior autovalor da matriz C.

Demonstracao:

Multiplicando-se a equagao 3.12.23 por g1; © SO-

mando para todo i=1,2,...,n teremos:

n n

: n
2
) L gq: Eqsr Ciiv = Ay ) gl (3.12.26)
121 3121 1i “l1 il 1 i=1 11
Mas pela equacao 3.12.24
n
2= (3.12.27)
i=1 81i 12,
logo
n
g ., C.., = A 3.12.28
izl i'zl gll gll' Cll 1 ( )

Levando a equagao 3.12.17 na 3.12.28 teremos:

!

n n
Lo 81 gli’[kzl (g (x5 (D] = Ny (3.12.29)

i=1 i'=
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ou
N n n :
Lol L gy ey X 0%, () = Ny (3.12.30)
k=1 i=1 i'=
Levando as equagoes 3.12.27 e 2.12.30 na 3.12.14
teremos:

N n
MINIMIZAR S =[ ) ) (x.,(k))2] - NA (3.12.31)
o kfr it 1

Logo, como OsS Xiﬂ(k) sdo parametros da populagido

em estudo, minimizar S!" € o mesmo que maximizar A,. Como e-
. 1 P

1

lo teorema 3.11.1, Xl e um autovalor da matriz C, entao ele

sera o maior autovalor dessa matriz.

VAN

Voltando novamente as duas conclusoes, verificamos
que para Sl (soma dos quadrados das distancias dos pontos x(k)
a reta AiQ;) ser minima, & necessario que A; seja o maior au
tovalor da matriz C e que g{ seja o autovetor unitario asso-

ciado a xl.

Assim a reta AlQ1 sera definida por passar na ori-
gem e ter cossenos diretores que sejam componentes do autove-
tor unitario da matriz C associado ao maior autovalor dessa ma

triz.

Fim da 12 etapa []
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2% ETAPA:
N n 7”7n 2
MINIMIZAR S, Zl{ Z (x; K)-a, ) [izl gz.l(xi(k)—aZi)] } (3.12.32)
sujeito a
El 8); & =0 (3.12.33)
Zl 8y; 8y = 1 (3.12.34)
Solugao:

Utilizando mais uma vez o Método dos Multiplicado-

res de Lagrange concluimos que minimizar S2 equivale a:

n
"= 2 A 2
MINIMIZAR S} }f { Z (x; () -2y, -[.Z gzi(xi(k)—aZi)] o+
k=1 i= : i=1
no, n
+NLL0T g1+ o[ T gyim;5) (3.12.35)
i=1 i=1
onde Ni, ¢ o, sao os Multiplicadores de Lagrange.

Porém, utilizando propriedades dos somatorios (ver

equacao 2.2.10) teremos:

n n
L1 8,5 (x; () -a,0] 2 Lo L 824854005 00-ay00q, (9-ay;.)

(3.12.36)

Substituindo a equacao 3.12.36 na 3.12.35 e colocando os indi-

ces numa forma mais conveniente teremos:
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N n , 1 n
MINIMIZAR Sé = Z {.’Z Cxinck)_azil) "12 _”Z gZi’gZi”(Xi'(k)—
k=1 i'=1 i'=1 i''=1

n
- aZi‘)(Xi“(k)_aZi”)} + N)\z[(l'zlgglu)_lj +

n

Para que Sé seja minima, as suas derivadas parci-

ais em relacao aos e a, terao que ser nulas para

321782124
todo 1=1,2,...,n0.
Em relacao aos a,; O raciocinio € analogo ao de

senvolvido na etapa anterior e nos levara a concluir que a re

ta AZQZ também passa pela origem do espago vetorial ao qual os

x(k) pertencemn.

Utilizando esse fato e sendo A2 um ponto genérico

+ 0Lz[ X 8oi gli'] (3.12.

37)

da reta AZQZ’ vamos fazer Az = (0,0,0,...,0). Agora nosso ob

jetivo sera:

N n 2 n n
MINIMIZAR S5 = ] € ] (g 0D ] ] gp;18p50%; (x5, (0} +
k=1 i'=1 it=1 i'=1

it

n 2 n
+ WA L0 ) g5q00-1] *+opl ) gy508y50]
1151 111

Encontrando as demais derivadas parciais como fi-

zemos na primeira etapa, teremos:

(3.12.39)



169

682 n v
—5 = —2N_'Z 8,350 T 2NA,E,. *oanggl (3.12.40)
6g2i 1_‘1
' i=1,2, ,N
< 6S% n 2
= ) (gZi') -1 (3.12.41)
§X, it=1
GSE n
= L 8 85 (3.12.42)
L 6&2 i'=1
Anulando as derivadas parciais chegamos entao a:
(—Il
2Ni’Z1 £911Ci4" 2NA,8,s = 0815 =0 (3.12.43)
i=1,2, ,n
S
ilz gy51 = 1 (3.12.44)
n
_'Z 8yi18141 0 (3.12.45)
Ll_’l

Dessas equacoOes, mais uma vez, podemos tirar duas

conclusoes:

1H Ay e um autovalor da matriz C.

2?) kz € o segundo maior autovalor da matriz C.
OBSERVACAQ:

E importante relembrar que por hipdtese (ver secdo

3.4) a matriz C possui n autovalores diferentes e nao nulos.

Os casos em que isso nao ocorregr serao estudados na segao 3.17.

Passamos agora a confirmagao das conclusoes.
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TEOREMA 3.12.3: ), & um autovalor da matriz C

2

Demonstracao:

Multiplicando a equagao 3.12.43 por g1; © soman-

do para todo 1=1,2,...,n teremos:

- n n
n n 2
2N ) €oifa: = O ) gy, =0 (3.12.46)
ZNiZl i.Zl 831813044 2qap ATl 725 Tl
Substituindo as equacoes 3.12.24.e 3.12.45 na 3.12.46 teremos:
n n
ZN.Z "Z £,1811:C351 = 99 (3.12.47)
i=1 i'=1
ou, o que & equivalente
n n
2N_g gZi[_'Z 8151C550] = 0y (3.12.48)
i=1 i'=1
Mas pela equacao 3.12.23 temos:
n
_ ) 8111550 = M 8y , (3.12.49)
i'=1
Levando esse resultado na equagao 3.12.48 teremos:
n
zmlizl £51811 = % (3.12.50)

" Substituindo entao a equacgao 3.12.45 na 3.12.50 concluimos que:

a, =0 (3.12.5)
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Agora podemos escrever a equacao 3.12.43 da seguinte forma:

n
i.zl 8210 Ciir T A2 824 i=1,2,....n (3.12.52)

Seja:

g8y = (8,1:85950++:8py)

e
“11 “12 13 Cin
€21 :
t
c=1{ '
t
1
'
Ci  eesesnonnonans c
nl nn
Podemos entdo escrever a equagao 3.12.52 assim:
T _ T
C gy =2, 8 (3.12.53)

que nada mais & do que a definicao de autovalor. Logo Ay )
um autovalor da matriz C e gg ¢ um autovetor da matriz C asso-

ciado ao autovalor AZ. ZX

Com relacdao a segunda conclusdao teremos o seguinte

teorema.

TEOREMA 3.12.4: Xz € o segundo maior autovalor da matriz C.

Demonstrggép:

Multiplicando-se a equacd@o 3.12.52 por g,; © so-

mando para todo i=1,2,...,n teremos:
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n n _ n 2
Lo L gy 8a5 C5i0 T A L 835 (3.12.54)
i=1 i'=l i=1
mas pela equacao 3.12.44
T2
I 83 =1 (3.12.55)
b i
i=1
logo
n n
) Lo 8p1 8210 Ciir T Mg (3.12.56)

i=1l 1'=1

Levando a equacao 3.12.17 na 3.12.56 teremos:

n n N
) Y g, 8os, [ ) (x,(K)x., (k)] = NA (3.12.57)
j21 qreptATeL oy 2
ou
N n n
kzl Z _'Z 821 €oit chk) Xll(k) = N>\2 (3.12.58)
= i=l1 1i'=1

Levando as equagdes 3.12.44-5 e 3.12.58 na 3.12.39 chegamos a:

n n
MINIMIZAR SU =[ ) ) xg,(k)z] - NA (3.12.59)
- 20 k=1 qvEr B 2

Logo, como 0S xi,(k) e N s3o parametros da popu-
lagao em estudo, minimizar SE € 0 mesmo que maximizar Az
Como pelo teorema 3.12.3 A, ¢ um autovalor da matriz C, te-

remos que escolher AZ entre os autovalorss da matriz C. A

primeira vista poderia parecer que a escolha recairia sobre o
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maior autovalor da matriz C. Porém se isso ocorresse A, se
.. Lo T

ria igual a vxl e consequentemente os autovetores a g5 e
T . ; . ; .

g1 - associados respectivamente a -AZ evkl Seriam 1guals, O

que implicaria numa violacao da equacao 3.12.45. Sendo assim

o maior autovalor da matriz C que podera ser escolhido, neste

caso, serda o segundo maior autovalor da matriz C.

A

Voltando novamente as duas conclusoes, verifica-
mos que para 82 (soma dos quadrados das distancias dos pon-
tos x (k) a reta AZQZ) ser minima sendo essa reta ortogonal

a A ¢ necessario que A, seja o segundo maior autovalor

14
da matriz C e que gg seja o autovetor unitario associado a
Ay
Assim a reta AZQZ sera definida por passar pela
origem e ter cossenos diretores que sejam componentes do auto

vetor unitario da matriz C associado ao segundo maior autova-

lor dessa matriz.

Fim da 2% etapa ]

Vamos agora resolver uma etapa genérica do Proble

ma 3.
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MINIMIZAR‘S&

+

+

Z { Z (x; () -a;)
k=1 i=1

T2
N}\j [(izl gji) - l] +

n
ajz[.zl gji gZi]+"'+

A=

j. ETAPA (j=3,4,...,n)
MINIMIZAR S = Z { 5 (x; () -, ) -[ 2 g 3 (x; (0- -8, D] 2y (3.12.60)
I k=l i=l |
sujeito a
= ( 3.12-61
21 £ii &1 ( )
n
) 8 = (3.12.62)
i=1
n
. =0 3.12.63
iil S ERLIGENE] ( )
n
.. g, =1 3.12.64
i%_%lgﬁ- ( )
Solugao:
Utilizando o Método dos Multiplicadores de Lagran-
ge, como nas outras etapas, o problema ficara:

2
_-[ Z B (xj_(k)-aj¥i)l oo+

n

n
% G- L2, &i8G-nl

(3.12.65)
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Lagrange.

Mais uma vez
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*5G-1)

.sao os Multiplicadores de

rios (ver equacao 2.2.10) teremos:

T 2

n
=‘Z
i=1

n

. 'Z g 1gji' (Xi(k)_ajl) (Xi' (k)-ajl')

, utilizando propriedades dos somato-

(3.12.66)

Substituindo a equacao 3.12.66 na 3.12.65 e colocando os indi-

ces numa forma mais conveniente teremos:

ais

ser

k=1 i'=1

J1

MINIMIZAR S} = Z { Z (x; . () - aJl,) -

- ajl') (Xln(k) -

n
O‘j 2 I:izlgj igZi:l +

n

a0}

+ Ay [c 2 g .)—1]+oc1[2 85181

*G-nLL 881

Z g

ik ety BiSi

J

1

o (X (K -

+

Para que Sj seja minima,

em relagao aos aji,gjl
nulas para todo i=1,2,

Em relagao aos

AZ’ujl’ajZ"

.,n.

a..
1

%5 G=D)

(3.12.67)

as suas derivadas parci-

terao que

0 raciocinio & analogo ao de-

senvolvido na primeira etapa e nos levara a concluir que a re-

ta A.O.
a A0

oS

x; (k) pertencem.

também passa pela origem do espago vetorial ao

qual
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Utilizando esse fato e sendo A. um ponto genérico
da reta Aij vamos fazer Aj=(0,0,...,0). Agora nosso objeti-

VO sera:

N n
MINIMIZAR Sy = ] { Z (x; - ] Z g5

uX' J (k)X n(k) }+
k=1 i'=1 gy 1y BT BN

n
+ NA [( Z g 071 ol Zl 518l

n n v
" ojall) Egagalt ey Ll £i8geid

(3.12.69)

Encontrando as demais derivadas parciais, como

fizemos nas etapas anteriores, teremos:

_
&S n
sg. . - 2N i.Zl 8551 Ciiv * ANy gy ooy gy Y
Jl
T oy By Foeer T Oyi1y B(5-1)4 (3.12.70)
55! n )
—-= ] (g7 -1 (3.12.71)
SA ir=1
sS" 1
{ = ] .10 B1i (3.12.72)
6aj1 jr=1 J
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85" n
' = .,Z g]l' g21'
S0, . 1'=1
j2
1
f
683 E
= g--,g i -1) 1
it=] ERR )i
L %%5G-D *

(3

(3

Anulando as derivadas parciais chegamos entao

t n
ZNi,Zl 851 Ciir T ANy g5 7 oy 8y
®j2 821 ~ T %5G-1 &G-ni Y
n
., = 1
1'21 g4
ﬁ n
n
l‘Zl ng| g2i| = 0
n
. ., =0
i'zl ng' g(]‘l)l
G
Dessas equagdes, mais uma vez, podemos tirar duas
conclusoes:
1% Aj & um autovalor da matriz C.
22y . & o j-8simo maior autovalor da matriz C.

J

(3.

(3

(3.

(3

(3

A2,

d2.

12,

12,

12,

12.

12.

73)

74)

75)

76)

77)

78)

79)
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OBSERVACAO:

Lembramos mais uma vgz que por hipdtese (ver secéo
3.4) a matriz C possui n autovalores difersntes e nao nulos.

Os casos em que isso mnao ocorrer serao estudados na segao 3.17.

Passamos agora a confirmacao das conclusOes.

TEOREMA 3.12.5: Aj ¢ um autovalor da matriz C.

Demonstracgao:
Vamos partir da hipdtese que ja resolvemos o Pro-
blema 3 até a etapa j-1. Sendo assim ja sabemos que todos os

Aoy (j'=1,2,...,j-1) sao autovalores da matriz C e os gT sao

1t
J J
os autovetores unitarios associados aos Aj, . Isso nos permi

te escrever que:

i'=l,2,...,(-1) (3.12.80)

(que € a generalizacdo, para j', das equagoOes 3.12.23 e 3.12.52)

Por outro lado, se ja resolvemos até a etapa j-1, as restricoes

dessas etapas devem ter sido respeitadas o que nos leva a:

=0 se j'#j" (3.12.81)

(ver equagoes 3.11.7-20)

Multiplicando-se entdo a equacgao 3.12.75 por
gj,i(j'=1,2,...,(j—1)) e somando para todo i=1,2,...,n tere-

mos:
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n
2N 1! 1 =
121 i’ Z1 g gJ 1 ll 121 gjl j'i

n

%51 izl 811 811 T %42 ) Bj1i 821 T e

n
O s 2 8.v: 8rs 144
jG-1) 45 %31 °G-Di

Substituindo a equac@o 3.12.81 na 3.12.82 teremos:

i3’
ou, o que & equivalente

n n

ZN Logis [ ] gj'i Ciiv:I:OL

itd1 I 3

Por outro lado podemos escrever a equacao 3.12.80 da seguinte

forma:

i'=1,2,...,n

Levando a equacao 3.12.85 na 3.12.84 chegamos a:

n
2NA . cay Bagsy T O. o j'=1,2,...,(-1 3.12.
3 ilzl 85iv &511 i 3 (G-1) (
Substituindo a equacao3.12.81 na 3.12.86 concluimos que:
05 g0 = 0 i'=1,2,...,(3-1) (3.12.

=0 j'=1,2,...,(G-1) (3.12.

j'=1,2,...,(-1) (3.12.

., §'4l.2,....(G-1) (3.12.

- j'=1,2,...,(j-1) (3.12.

82)

83)

84)

85)

86)

87)
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Agora podemos escrever a equagao. 3.12.75 da seguinte forma:

n
i.Zl jir “iir T Ay oBy1 i=1,2,...,n (3.12.88)
Seja
c
11 ‘12 Cin
€21 '
! '
c = , '
' 1
Cnl ........ cnn

Podemos entao escrever a equacao 3.12.88 assim:
Cgh =2 g (3.12.89)

-

que nada mais & do que a definigcao de autovalor. Logo xj e
um autovalor da matriz C e g? € um autovetor da matriz C as-

sociado ao autovalor A..

j VAN

Com relacdo a segunda conclusao teremos o seguin-

te teorema: (ver anexo)

TEOREMA 3.12.6: Aj € 0 j-ésimo maior autovalor da matriz C

Demonstracao:

Multiplicando-se a equagao 3.12.88 por g1 e soman

do para todo i=1,2,...,n teremos:
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) R
‘ .. Z::y Ciy = AL gl (3.12.90)
i=1 i'= ji ®=jit Tii J o321 71
mas pela equacao 3.12.76
T2
L& =t (3.12.91)
l=
logo
n n
izl i'z g51 8510 Ciiv T My (3.12.92)

Levando a equacao 3.12.17 na 3.12.92 teremos:

n n N

Lol B gy [ 2 (% (x5, ()] = N, (3.12.93)
ou

n n n

kzl izl i'zl ji &ji x; ()x;, (k) = ij (3.12.94)

Levando as equacoes 3.12.76-9 e 3.12.94 na 3.12.69 chegamos a:

MINIMIZAR SY =[ ? T ox., 002] - (3.12.95)
Jo k=1 i'=1 ]

Logo, como os X, (k) e N "sdo parametros da populacio
em estudo, minimizar Sg € 0 mesmo que maximizar Aj .  Como
pelo teorema 3.12.5 Aj ¢ um autovalor da matriz C, teremos
que escolher Aj entre os autovalores da matriz C. A primei
ra vista, como no teorema 3;12.4, poderia parecer que a esco-
lha recairia sobre o maior autovalor da matriz C. Porém pe-
los motivos expostos naquele teorema essa solugdo nao obedece
ria a equacdo 3.12.77. O segundo maior autovalor também ndo

satisfaria, pois nao satisfaria a equacao 3.12.78. Observan-



182

do entdo as equagoes 3.12.77-9 concluimos que o maior autova-
lor -Aj que satisfaz a esse conjunto de equacdes € o j~E€simo

7AN

maior autovalor da matriz C.

Voltando, mais uma vez as duas conclusoes, verifi
camos que para Sj (soma dos quadrados das distancias dos pon-
tos x(k) a reta Aij) ser minima, sendo essa reta ortogonal
a todas as retas Aj'Qj' (j'=1,2,..,(j-1) & necessario que Aj
seja o j-ésimo maior autovalor da matriz C e que g? seja o
autovetor unitario associado a Aj.

Assim a reta Aij sera definida por passar pela
origem e ter cossenos diretores que sejam componentes do auto
valor unitario da matriz C associado ao j-ésimo maior autova-
lor dessa matriz.

Fim da j-€sima etapa D

Com isso, concluimos que para resolver o Problema
3 precisamos inicialmente calcular os autovalores da matriz C
(matriz de covariancias) e depois encontrar os autovetores uni
tarios associados a esses autovalores. Em outras palavras,pre

cisamos resolver o seguinte sistema de equacgoes:

© - ij)gg = g 5=1,2,...,n (3.12.96)
2

'21 8j; = 1 j=1,2,...,n (3.12.97)
1:

onde I € a Matriz Identidade, -Aj € o j-€simo maior autovalor
. T . . . .

da matriz C,_gj € o autovetor unitidrio da matriz C associado

ao autovalor Aj e @ € um vetor coluna de n componentes nu-

las. (para maiores esclarecimentos sobre a equacao 3.12.96 con
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sultar [’], secdo 2.6 ou [*®], capitulo 9).

3.13. Interpretacao do Problema 3

Depois de resolvido o Problema 3 vamos enfoca-lo
de uma forma intuitiva-geométrica.

Inicialmente vamos ver o caso de um problema que
envolve somente tres variaveis Xq,X,) € Xgz. (observe que‘essas
variaveis sdo desvios). Nesse caso o problema se restringe ao
espaco vetorial Hé . Para resolver o problema o nosso obje-
tivo inicial € encontrar a reta(AlQl) que mais se ''adapta' aos

pontos x(k) (adaptar, aqui, no sentido de a soma dos quadrados -

das distancias desses pontos a ela ser minima). Depois o nos

so objetivo passa a ser, escolher dentre as retas que sao orto
gonais a primeira, aquela que mais se "adapta' aos pontos x(k).
E finalmente, o nosso terceiro objetivo sera escolher dentre
"as retas que sao ortogonais as duas primeiras, aquela que mais
se "adapta' aos pontos x(k).

Para o caso de problemas que envolvam n variaveis
o raciocinio & andlogo. Sempre o objétivo sera encontrar uma
reta que seja ortogonal as anteriores e que mais se ''adapte"
aos x(k). 7

E importante lembrar que, como vimos na secao 3.12,
as retas que satisfazem as condigoes acima, passam pela origem
do espago vetorial ao qual os pontos x(k) pertencem pois esta

mos utilizando as variaveis X1sXgseessX (que sao desvios) e

n

nao as variaveis X Xysee, X o Se transportassemos o proble-

ma para o espaco vetorial ao qual os pontos X (k) pertencem,
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“entao poderiamos garantir que as n retas ortogonais calcula-

das acima, passariam pelo ponto de coordenadas (Kl’XZ""’Xﬁ)'

3.14. Comparacao dos Problemas 1,2 e 3

O objetivo inicial dessa secdao sera mostrar que o0S
Problemas 1,2 e 3 possuem o mesmo conjunto de solugoes.

Na secdo 3.7 ja mostramos que isso ocorre para oS
Problemas 1 e 2. Vamos entdo mostrar que também o Problema 3
possui aquele mesmo conjunto de solugoes.

Na secdo 3.4 chegamos a conclusao de que para re-
solver o Problema 1 bastaria resolver o sistema de equacoes

3.4.62-3 que repetimos a seguir:

(€ - AT z? =g 5=1,2,...,n (3.14.1)
o2

'21 =1 j=1,2,...,n (3.14.2)
1=

onde o0s zji sao as componentes do autovetor unitario Zg-da ma-
triz C, associade ao autovalor Kj' Por outro lado, na secao
3.12, chegamos a conclusao de que para resolver o Problema 3
bastaria resolver o sistema das equacoes 3.12.96-97 que repe-

timos a seguir:

c - le)gg =g j=1,2,...,n (3.14.3)
T2
) ogi. =1 j=1,2,...,n (3.14.4)
L ji
i=1
onde os gji sdo as componentes do autovetor unitario g? da
matriz C, associado ao autovalor Aj' Comparando a equagao
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3.14.1 com a 3.14.3 e a 3.14.2 com a 3.14.4 concluimos que o0s
zji do Problema 1 correspondem aos gji do Problema 3, mos-
trando assim que os Problemas 1 e 3 possuem o mesmo conjunto
de solucoes. Consequentemente 0s tres problemas possuem 0
mesmo conjunto de solucgoOes.

Vamos aqui recapitular os tres problemas que nada
mais sao do que tres formas de abordar o MCP. O Problema 1,
abordando o MCP de uma forma ESTATISTICA. O Problema 2 dando
uma abordagem segundo a ALGEBRA LINEAR e o Problema 3 abordan-
do-o segundo o enfoque da GEOMETRIA NO K.

A titulo de.recordagéo, repetimos aqui os enuncia-

dos dos problemas.

PROBLEMAS 1, 2 e 3

Dado que numa populacao de N elementos foram medi-

das n caracteristicas em cada um deles, e que essas caracterii

ticas sdo representadas pelas variaveis xi(i=1,2,...,n).
PROBLEMA 1
n
Encontrar n componentes y. = ) 2.. x. (j=1,2,
= Tk
- o 9
..,n) sujeitas a restrigdo ) zji =1 (j=1,2,...,n) de tal
' i=1

forma que:
1) y, tenha variancia maxima;
2) y, tenha variancia maxima mas nao seja correlaciona-
da com Yy
3) y; tenha variancia maxima mas nao seja correlaciona-

da nem com y; mnem com y,;
1
1
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n) y, tenha variancia mixima mas ndo seja correlaciona-
da nem com y,, hem com y,, nem com Yz,....,Nem

com y(n-1).

PROBLEMA 2

Encontrar n componentes y. =

.. x. (j=1,2,
j . ;O

1 It

e~18

...,n) tal que as componentes yj nao sejam correlacionadas
entre si e que a matriz L (dos Zji) represente uma Transforma-

¢ao Ortogonal.

PROBLEMA 3

E considerando-se os valores x(k) (k=1,2,...,N),
que sdao os valores assumidos pelas variaveis X10Xgs e e, X
para cada elemento k da populagao, como pontos do espago veto-

rial K , encontrar um conjunto de n retas nesse espago de

tal forma que:

1) a soma dos quadrados das distancias dos pontos x(k)

a primeira Teta seja minima;

2) a soma dos quadrados das distancias dos pontos x(k)
a segunda reta seja minima, sendo essa reta ortogonal
a primeira;

1
1

1

n) a soma dos quadrados das distancias dos pontos x(k)
3 n-ésima reta seja minima, sendo essa reta ortogonal

as anteriores.
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Também para relembrar vamos rever a formulagao ma

tematica de cada um dos problemas.

PROBLEMA 1

i% BTAPA: (j=1,2,...,n)

n n
MAXIMIZAR ) Y 2..Z.., c..,
i1 jr- ji 7ji il
sujeito a
n
;2% =1
i=1 7
n n
121 i'Z Bii Hyra Caar 70
PROBLEMA 2
1
y; = Z.. x j=1,2,
J i=1 Ji1 1
COR[y;s5y5.] =0 j#j
n
izl Zji Zj'l =1 se j =3
=0 se j#3'
PROBLEMA 3
i& ETAPA : (j=1,2,...,n)
MINIMIZAR S
sujeito a
n
=0 se j#]
jt=1,

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.
(3.

(3.

(3.
(3.

14.

14.

14.

14.

14

14.

14

14

14.
.14)

14

5)

6)

7)

8)

.9)

10)

.11)

.12)

13)
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onde Sj representa o somatSrio dos quadrados das distancias
dos pontos x(k) & j-8sima rota.

Comparandé essas formulagoes podemos notar que a
restricao que impOe que o autovetor da matriz C (Z? ou g?) se
ja unitario esta presente nos tres problemas e & representada
pelas equacoes 3.14.6, 3.14.10 e 3.14.13. Por outro lado a
condicao de nao correlacgao das componentes aparece somente nos
Problemas 1 e 2 e évrepresentada pelas equacoes 3.14.7 e 3.14.9.
Por sua vez a condicao de ortogonalidade das componentes ¢ ou
das retas,aparece nos Problemas 2 e 3 e & representada pelas
equacoes 3.14.11 e 3.14.14.

Esquematicamente, e sem nenhum rigor matematico,
poderiamos resumir os tres problemas na seguinte figura, que

engloba objetivos e restricoes:

proBLEMA 4 PROBLEMA 3

A S DE —
MAXIMIZASE MMt 2agA  DE

VARIANCIAS pisTAmcIAs

AUTFOVETOR

-
ONVITARIC

WMo CORRELACA S
ORTOGCONALI DADE

PRoBLEMA X

FIGURA 3.14.1: Representacdao esquematica dos Problemas 1,2 e 3.
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Ja vimos que os tres problemas nada mais sao que
enfoques diferentes do MCP. Sendo assim uma série de caracte
risticas geométricas estudadas no modelo nada mais sao que

caracteristicas do MCP. Vamos entao relaciona-las:

-

i) Podemos asseciar cada reta Aij (j=1,2,...,n) a j-ési
ma componente e intuitivamente considera-la como sua

"representacao geométrica';

ii) Pelo teorema 2.5.4 se representarmos geométricamente
as variaveis X{Xgsee X, POT eixos ortogonais, as

retas Alql’AZQZ""’AnQn serao ortogonais entre si,

iii) Com relacdo a primeira componente, a maximizacao da
sua variancia, corresponde geométricamente a uma mini-
mizacdo do quadrado das distancias dos pontos x(k) a

reta AlQl.

3.15. Comentarios Sobre o Exemplo

Nessa secao vamos verificar se de fato no Exemplo
3.6.1 as componentes yj eram ortogonais entre si.

Fazendo os 12 =g poderiamos dizer, sem mui-

‘ji ji

to rigor, que os ''cossenos diretores das Componentes' (a rigor
g

seriam os cossenos diretores da reta a qual podemos associar a

Componente) naquele exemplo sao:

g1 = ( 0,604 ; 0,542 ; 0,586) (3.15.1)
g, = (-0,469 ; 0,835 ; -0,289) (3.15.2)
gz = (-0,646 ; -0,098 ; 0,758) (3.15.3)
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Para verificar se as Componentes (ou melhor, as retas que as-

sociamos as Componentes) sao ortogonais,basta encontrar o pro

duto escalar dos vetores

g1:8) © 8 dois a dois e verificar

se eles sao nulos. Assim teremos:

<gq1-8,> = (0,604
+ (0,586
= -0,283.

= 0
<gy-8z> = (0,604

+ (0,586

= -0,390

<g,-8z> = (0,469

X~

X

+

X

0,469) + (0,542 x 0,835) +
-0,289)
0,452 - 0,169

-0,646) + (0,542 x -0,098) +
0,758)
0,053 + 0,444

-0,646) + (0,835 x -0,098) +

+ (-0,289 x 0,758)

= 0,303 - 0,083 - 0,219

= 0

(3.15.4)

Assim fica comprovado que as Componentes (ou me-

lhor, as retas que a elas associamos) sao de fato ortogonais

o que pode ser visto na figura 3.8.1.

3.16. Analogia Com a Mecanica

Uma outra forma intuitiva de percebermos o MCP &

comparando o seu enfoque geométrico com a FISICA (mecanica). O

que passamos a fazer.
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Seja um conjunto composto por N particulas de mas
sa'unitafia, que representaremos por suas posicoes x(k) (k=1,
2,...,N) em relacao ao sistema de coordenadas 'xl,xz,xs. (Lem

bremos que x(k) = (xq(k),x,(k), x5(k))).

CENTRO DE MASSA

Uma das caracteristicas fisicas desse conjunto de
particulas (que chamaremos de corpo) & o seu CENTRO DE MASSA
(a grosso modo, chamado de CENTRO DE GRAVIDADE).

Para este corpo a formula para calculo da posicgao

de seu centro de massa € a seguinte:

CM = (CMl’CMZ’CMS) (3.16.
€
1 X .
CM. = T kzl Xl(k) i=1,2,3 (3.16.

onde CM é a posicdo do CENTRO DE MASSA do corpo no sistema de

coordenadas X :Xp,Xge

1)

2)

Logo,
M, = E[xi] i=1,2,3 (3.16.3)
mas como X e um desvio
E[xi]: 0 (3.16.4)
e
5)

M = (0,0,0) (3.16.

ou seja, o centro de massa desse corpo esta na origem do sis-
tema de coordenadas. Assim, concluir que as retas Aij(j=1,

2,3) (ver Problema 3) passam pela origem do espago vetorial ao
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qual os x(k) pertencem, equivale a dizer que essas retas pas
sam pelo Centro de Massa das partfculas.

Para melhor entendimento do que seja este centro
de massa, vamos transcrever um trecho de HALLIDAY & RESNICK

([**], pag.187):

"mesmo quando o corpo roda ou vibra, enquanto se desloca,
ha um ponto no corpo, chamado CENTRO DE MASSA, que se
desloca da mesma maneira que se deslocaria uma Unica

particula, sujeita ao mesmo sistema de forcas externas'.

Em outras palavras, para determinados tipos de es-
tudos, poderiamos considerar apenas o centro de massa do cor-
po e ndo todas as suas particulas. Por exemplo, um aviao lan
ca uma bomba. A grosso modo ndao interessa se ela esta rodando
ou vibrando, interessa somente qual a trajetdria que sera per-
corrida pelo seu centro de massa, pois essa trajetdria & que

indicara onde a bomba caira.

MOMENTO DE INERCIA

Outra caracteristica desse corpo & o seu MOMENTO
DE INERCIA. Ele & uma grandeza fisica que mede a inércia de
rotacao de um corpo em relagdo a um eiXo.

Seja entao o eixo definido por uma reta-qualquer
Aij (j=1,2,3). O momento de inércia das particulas x(k) em

relacao ao eixo Aij, ¢ dado por:

MI.
J

1
o
i ~—12

onde MI. & o momento de inércia do corpo em relacao ao eixo

) [dist (x(k) ;quj)]z (3.16.

6)
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Aij.

Se observarmos o Problema 3 (secao 3.11), veremos
que MIj nada mais & que Sj' Assim ao impor que Sj seja mini-
ma estavamos definindo que a reta Aij seria aquela, em rela-
¢ao a qual o MOMENTO DE INERCIA das particulas, que estdo nas
posicoes x(k), fosse minimo.

Da mesma forma que fizemos para j=1,2,3 (ja que
na mecanica estamos limitados a treés dimensdes), poderiamos
estender esse conceito para j=1,2,...,n e definir um outro

problema analogo aos trés anteriores.

PROBLEMA 4

Dado que numa populacdo de N elementos foram medi
das n caracteristicas em cada um deles, e que essas caracte-
risticas s@o representadas pelas variaveis xi(i=1,2,...,n),

e considerando os valores x(k)(k=1,2,...,N), que sao valores
assumidos pelas variaveis X1:Xp,.++,X,  Dara cada elemento k
da populacdo, como a posicdo de particulas de massa unitaria
no espago vetorial R’ , encontrar um conjunto de n retas, nes

se espago, passando pela origem, de tal forma que:

1) o momento de inércia das particulas x(k) em relacao

oY

primeira reta seja minimo;
2) o momento de inércia das particulas x(k) em relagao

segunda reta seja minimo, sendo essa reta ortogonal

wr

©r

primeira;
t 1
1 1

! 1
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¥
1
1
1

n) o momento de inércia das particulas x(k) em relagao

- . . . - . - <
a n-esima reta seja minimo, sendo essa reta ortogonal

as anteriores.

3.17. Casos Particulares

Nas secOes anteriores, ao desenvolver o MCP, par-
timos do pressuposto que a Matriz de Covariancias (C) possuia
n autovalores distintos e nao nulos. Nesta segao vamos compa
Tar esses casos com aqueles nos quais isso nao ocorre.

Observamos, na segao 3.14, que o MCP se baseia na
resolucao do sistema de equacoes 3.14.1-2 ou equivalentemente

3,14.3-4 que repetimos a seguir:

(€ - AyD) 2? = g 5=1,2,...,n (3.17.1)
o2

'21 22 =1 5=1,2,...,n O (3.17.2)
1:

Para nosso estudo vamos entao utilizar o seguinte

sistema de equacgOes:

(€ - A1) Uy = 0 j=1,2,...,n (3.17.3)

o2
Yy %=1 3=1,2,...,n (3.17.4)
i=1 J*
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onde Uj' & uma matriz composta por p colunas (p < n) que se-
Tao vetéres Z? , linearmente independentes e ortogonais entre
si, solucOes dé equacao 3.17.1.

Para a estudo desses casos vamos aos seguintes te-

oremas:

TEOREMA 3.17.1: Se a matriz L representa uma transformacao

ortogonal, C & a Matriz de Covariancias e D e definida segundo

a equacdo 3.4.67 entao:
rank|C| = rank D

e rank|C - AjI] = rank|D - Ajll

Demonstracao:

Seja A uma matriz nxn simétrica e B uma matriz
nxn diagonal com os autovalores da matriz A, em sua diagonal
principal, em ordem decrescente.

Pelo Lema 1 do teorema 3.4.7 temos:
L AL =3B . (3.17.5)

onde L e LT representam transformagoes ortogonais.
Aplicando a Equacdo de Sylvester (ver [’],pag.33)

a equacao 3.17.5 temos:
rank[L'] + rank[AL] - n < rank[B] < minimolrank[L'],rank[AL]} (3.17.6)

porém como L representa uma transformacdo ortogonal temos, pe-

la equacao 3.4.74, que:

rank [L] = rank[LT]A= n (3.17.7)
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Logo, levando esse resultado na equacgao: 3.17.6 temos:

7{+ rank [AL] —/p(i rank [B] - < minimo{n,rank[AL]} (3.17.

Logo, rank[AL] = rank[B] (3.17.

Aplicéndo novamente a Equacao de Sylvester temos:

rank[A] + rank[L] - n < rank[B] < minimo{rank[A],rank[L]} (3.17.

Substituindo a equacdo 3.17.7 na 3.17.10 teremos:

10)

rank [A] +)z{—}( < rank[B] < minimo{rank[A] , n} (3.17.11)
logo
rank[A] = rank[B] (3.17.12)
Se observarmos a equagdo 3.4.67 observamos que po-
demos ter as matrizes A e B como sendo as matrizes C e D, ou
seja:
A=2C e B=0D (3.17.13)
0 que nos leva a concluir que:
rank [C] = rank[D] (3.17.14)
E se observarmos a equagao 3.4.70 observamos que
podemos ter:
A = (C —AjI) e B = (D - AjI) (3.17.15)
0 que nos leva a concluir que:
rank[C - AjI] = rank[D - XjI] (3.17.16)
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TEOREMA 3.17.2: Na equagao:

(c - ij)Uj = f

o rank [Uj] =n - rank[C - AjI]

Demonstracao:

Ver [7] pdgina 33, teorema 2.5 e coroldrio 2.5.

A

TEOREMA 3.17.3: Se rank[C] < n entdo as variaveis Xq Xz,

cees X sao linearmente dependentes.

Demonstragao:

Pela equacao 3.7.35b temos

E[xlxl] E[X1X2] ce E[xlxn]

E[xle]

C = !

1
1
T
1
1

(3.17.17)

E[xnxl] ‘e s e E[ann]

se o rank [C] < n entdo as colunas da matriz C sdao linearmen

te dependentes o que nos permite escrever que:

3 o5 #0 j'=1,2,...,n

n
Y a., Blx.x.,] =0 j=1,2,...,n (3.17.18)
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ou, utilizando a definicdo de média que,

~1 3
Q
N~

Xj(k) kj,Ck) =0 j=1,2,.4.40

k=1

(3.17.18A)

Utilizando as propriedades dos somatdrios podemos escrever a

équagéo 3.17.18A assim:

e~12

n
—%— X (k)Y o, .x. (k) =0 §=1,2,...,n (3.17.19)

ou ainda

~%— {xj(l)[a1x1(1)+a2x2(1)+...+anxn(1)}xj(2)[ulxl(Z) +

+o,X, (2)+.. .+ocnxn(2)] ...t Xj (N) [oclxl(N)+0L2X2(N)+. . .+ochn(N)]}=

=0 j=1,2,...,0 (3.17.19A)
Utilizando o conceito de produto escalar podemos escrever a
equacao 3.17.19A assim:

1 IR : -
< (xj (l),Xﬁ (2) ,...,Xj(ND.j'Zlaj,(Xj,(l),xj (2),...,xj,(ND)>-O

1

j=1729"'1n (3.17.20)
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Seja entao o vetor

c
It
Ne~B

aj(xj(1),ijZ),...,xj(N))

(3.17.204)
j=1

logo

n n
<u.u> = -<j§1.uijj(1),Xj(2),...,Xj(N)). Zl uj.(xj(l),xj(ZD,...

j 1

. xj@D > (3.17.20B)

Levando a equacao 3.17.20 na 3.17.20B teremos:

<u.u> = 0 (3.17.21)

Levando esse resultado na equagao 3.17.20A concluimos que:

n
) o xj(k) = 0 Yk=1,2,...,N (3.17.21A)
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Oy

o que indica que o conjunto das Variéveis X1sXgsee e X

linearmente dependente para essa populacao de N elementos.

A

Passamos agora ao estudo de cada um dos casos.

1° CASO: n autovalores distintos e nao nulos.

Este & o caso que foi abordado nas segoes ante-

riores.
Para este caso teremos:
xl 0  cee.. 0
1
0 XZ '
[ 1
D = oy . (3.17.22)
1 1 !
0 0 L] LI ] An

onde podemos observar que temos n colunas linearmente indepen

dentes ou seja:

rank[D]= n (3.17.23)

e consequentemente:
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2y 0 0 .0
D - .1 = 0 0 A=A “o 0 3,17.24
B, J J ( )
0 0 0 A
n j

Agora podemos observar que D - AjI tem somente
n-1 colunas linearmente independentes ou seja:
rank[D - AjIJ =n -1 (3.17.25)

Se reunirmos esse resultado com os teoremas 3.17.1

e 3.17.2 concluimos que:
rank[Uj] =1 (3.17.26)

0 que significa dizer que nao sera possivel encontrar 2 ou
mais autovetores Z? linearmente independentes e ortogonais
entre si, para um mesmo j, que sejam solucao da equacao 3.17.3.
Assim sendo se Z? € solugdo daquela equacao entdo qualquer
outra solucao sera da forma aZ? onde o € R.

Por isso, se impusermos a restricao de autovetor
unitario (equacao 3.17.4), a menos do sinal (ver teorema 3.4.7),
a solucdo sera Unica.

EFim do 1° CASO [J

2° CASO: n autovalores distintos sendo um deles nulo

Para este caso teremos:
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Ao O 0 0
0 A, .. 0 0
1] 1 f !

D = : : \ \ (3.17.
1 1 1 t
0 0 e oAgq 0
0 0 0 0

onde podemos observar que temos n-1 <colunas linearmente in-

dependentes, ou seja:

rank[D] = n - 1 (3.17.

Neste caso, pelo teorema 3.17.1, teremos:

rank[C] = rank[D] = n - 1 (3.17.

o que, pelo teorema 3.17.3, nos leva a concluir que as varia-
veis X1 aXg,eee X sao linearmente dependentes e que logica-
mente, pelo menos uma delas & consequéncia das demais e por-
tanto pode ser desprezada na analise do MCP.

Para melhor entendimento desse caso vamos partir

de um exemplo. (esse exemplo & apenas didatico).

EXEMPLO 3.17.1:

PROBLEMA:
Foram medidas, em um conjunto de 7 familias, tres
variaveis, que denominaremos de Xl,XZ e X; e que representam

o0 seguinte:

Xl -+ percentual da renda familiar gasto em moradia;
X, - percentual da renda familiar gasto em alimentacao;
X, * percentual da renda familiar que resta para as de-

mais despesas e uma possivel economia.

27)

28)

29)
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Queremos analisar esses ‘dados para estudar a pos-

sibilidade de uma s6 componente do MCP ser a responsdvel pela

variancia dos dados.

0 resultado da medicao encontra-se no quadro 3.17.1

FAMTLIA
VARIAVEIS 1 2 3 747 5 6 7
X4 20 40 10 30 25 50 15
X, 30 30 15 20 10 40 15
Xy 50 30 75 50 65 10 70

QUADRO 3.17.l1: Valores de 3 variaveis observadas em

7 familias.

e na figura 3.17.1.

SQLUQAO:
Inicialmente vamos encontrar os desvios

X5« Para isso calculamos as medias das variaveis:

X, = 27,14 X

1 ~ 22,86 X, = 50,00

2 3

X :Xy €

(3.17.30)

Em seguida, subtraindo de cada Xi(k)(i=1,2,3 ;

k=1,2,...,10) a media ?i , encontraremos 0s$ xi(k) que podem

ser vistos no quadro 3.17.2 e na figura 3.17.2.
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FIGURA 3.17.1: Representacao grafica do quadro 3.17.1.

EAMTLIA
1 2 3 4 5 6 7
' DESVIO
X1 -7,14 12,86 =17,14 2,86 - 2,14 22,86 -12,14
X, 7,14 7,14 - 7,86 -2,8 -12,86 17,14 - 7,86
Xy 0 -20,00 25,00 0 15,00 -40,00 20,00

QUADRO 3.17.2: Valores de 3 desvios observados em 7 familias.




*3 4

FIGURA 3.17.2: Representacdo grafica do quadro 3.17.2.
Calculando entdo as variancias e as covariancias,

teremos:
VAR[xl] =~ 170,41 COV[xl;XZ] ~ 97,45
VAR[x,] = 98,98 COV[xl;XS] = -267,86 (3.17.2)
VAR [x.] = 464,26 COV [x,3x4] = -196,43

e a Matriz de Covariancias ficara:
170,41 97,45 -267,86
C = 97,45 98,98  -196,43 (3.17.31)

-267,86 -196,43 464,29
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Para encontrar os autovalores da matriz C vamos
desenvolver o seu determinanteé e iguala-lo a zero. Assim te-

remos:

A> - 733,68 A% + 22112,04 A = 0 (3.17.32)

Logo os autovalores serao:

Ay = 702,18
A, = 31,50 (3.17.33)
Ay = O

Neste caso teremos:

702,18 0 0
D = 0 31,50 0 (3.17.34)
0 0 0

e,pela equagao 3.17.29, teremos:
rank[C] = rank[D] = 2 (3.17.35)

o que nos leva a concluir que as variaveis Xy,X%, e Xz (ou
equivalentemente, Xl,Xz,X3) sao linearmente dependentes.
Para o nosso exemplo esse resultado ja era espera-

do pois as variaveis foram definidas de tal forma que:

Xy (k) + X, (k) + X4 (k) 100 Yk=1,2,...,7 (3.17.36)

Ou seja, uma das variaveis ¢ linearmente dependente das ou-
tras duas. Sendo assim, somente duas sao necessarias. Logo
poderiamos escolher por exemplé X1 e X, e resolver o MCP
encontrando as duas componentes principais.

Como o nosso objetivo fol somente mostrar o que



207

acontece para o caso de autovalores nulos, nfo iremos até o

A

fim do exercicio, o que poderd ser feito pelo leitor.

Geométricamente esse caso (existencia de um auto-
valor nulo) pode ser comparado com uma distribuigao de pontos
sobre um plano (Hg) num espaco de 3-dimensoes (E?). Nesse ca
so poderemos eliminar uma variavel ja que ela seria funcao das

duas outras.

0BS.: Um caso também que € interessante considerarmos & aquele

em que um autovalor embora nao seja nulo ele & aproximadamente
zero. Este caso & geométricamente comparado por KENDALL([!®],
pag.18) como uma distribuicdo de pontos na forma de um 'bolo
achatado" onde uma dimensdo & desprezivel em relacdao as de-

mais. BEntdo uma componente principal (a n-ésima) ndo serd mui

to "importante'" o que nao implica dizer que uma das variaveis

nao & importante.

Observe que o caso do autovalor nulo e o caso do
aﬁtovalor aproximadamente zero sao conceitualmente diferentes.
No primeiro ha uma dépendéncia linear entre as variaveis )

que nao ocorre no segundo caso.

OBS.: Para o caso de mais de um autovalor nulo, por exemplo g
autovalores nulos, poderia ser demonstrado que ¢q variaveis
Xj poderiam ser desprezadas, ja que elas poderiam ser repre-

sentadas por combinagOes lineares das n-q restantes. A de-

monstragao de tal fato & simples e fica a cargo do leitor.

Fim do 29 CASO [J
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3% CASO: entre os n autovalores ndo nulos ha um e somente um par de au-

tovalores iguais

Para este caso teremos:

Al 0 ce . 0 0 0
R :
D = 0 0 .o kr 0o ... 0 (3.17.37)
0 0 A 0
A : : : A=A
: . : : : T 'S
0 0 0 0 An
onde:
rank [D] = n - (3.17.38)
e consequentemente
Al-kr 0 0 0 0
0 AZ—AT 0 9 9
D—XSI=D-ATI= 0 0 . 0 0 0 (3.17.39)
0 0 0 0 0
1 y 1 i '
Tt | S | :
0 0 0 0 An—Ar
onde:
rank[D - A I] =n - 2 (3.17.40)

Reunindo a equagao 3.14.40 e os teoremas 3.17.1 e

3.17.2 teremos:
rank [U_] = 2 , (3.17.41)

o que significa dizer que poderemos encontrar até 2 autoveto-
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res Zi e 22’ linearmente independentes e ortogonais que se-
jam soiugﬁovda equacao’ 3.17.3.

Levando em conta a equacao 3.17.4 para cada um
desses autovetores, podemos escolhe-los de forma que eles se-
jam unitarios.

Assim L representara, de fato, uma matriz ortogo-
nal ja que mesmo Os ZI e Zg que sao autovetores associados
a autovalores iguais sdo ortogonais entre si e unitarios.

Para melhor entendimento, vamos a um exemplo.

EXEMPLO 3.17.2:

PROBLEMA:
Numa populacao de 12 elementos foram medidas 3 va-

riaveis Xl’Xz e X3 e os resultados obtidos encontram-se no

 ELEMENTO 7 )
1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12
VARTAVEL _ i _ i
X, 0o 0o o0 o0 3 373 3 6 6 6 6
X, o1 1 0 o0 1 1 0 0 1 1 0
X, oo 1 1 o0 o0 1 1 0 0 1 1

QUADRO 3.17.3: Valores de 3 variaveis observadas em 12 &lementos.

quadro 3.17.3 e na figura 3.17.3.

Deseja-se encontrar as Componentes Principais.
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X3
LT T r_ s
Y
2 3

4 AD‘/;C’ g D/T/

l e

N

4 2 3 ¥

FIGURA 3.17.3: Representagdo grafica do quadro 3.17.3.

SOLUCAQ:
Inicialmente vamos encontrar os desvios Xq,%, e
Xe Para isso calculamos as medias das variaveis

X, =3 X, = 0,5 X, = 0,5 (3.17.42)

Em seguida,subtraindo de cada Xi(k)(i=1,2,3 ;
k=1,2,...,12) a média Xi , encontraremos os xi(k) que podem

ser vistos no quadro 3.17.4 e na figura 3.17.4.
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ELEMENTOS

"DESVIOS"":':' ~

1 2 -3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12

-3 -3 -3 =3 0 0 0 0 -3 -3 -3 -3

-0,5 0,5 0,5 -0,5-0,5 0,50,5-0,5 -0,5 0,50,5-0,5

-0,5 -0,5 0,5 0,5-0,5-0,50,5 0,5-0,5 -0,5 0,5 0,5

QUADRO 3.17.4:

Valores de 3 desvios observados em 12 elementos.

xsk
5 -
y %
e T T T
]
V\ |
2 I 3 I
|
1 % h
e 4 |
f * ! !
T 1 . ! -
-5 -y 1 2 b o -1 vy 2 I O A . =,

EIGURA

3.17.4:Valores de 3 desvios observados em 12 elementos.
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Calculando entfo. as varifveis e as covariancias,

teremos:
VAR[x;] = 6 Cov [x;3x,] =0
VAR[x,] = 0,25 COV[xq:Xx4] = 0 (3.17.43)
VAR[XS] = 0,25 COV [x,3x4] = 0
e a Matriz de Covariancias ficara:
6 0 0
C = 0 0,25 0 | (3.17.44)
0 0 0,25

Como C & uma matriz diagonal os seus autovalores sao facilmen

te determinados:

Ay =6
A, =0,25 (3.17.45)
Ag = 0,25

De posse dos autovalores, vamos encontrar os autovetores. Pa-
ra isso vamos utilizar as equagoes 3.17.1 e 3.17.2 que trans-

crevemos abailxo.

(c - D) z? = ¢ 5=1,2,....n | (3.17.46)
.2
Y 2i. =1 j=1,2,...,n (3.17.47)
i=1 It

No caso da Matriz de Covariancias da equacao 3.17.44 teremos:
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65A: 0 0 Zjl 0
0 0,25-). 0 Z. = 0 3.17.48
_AJ i2 | ( )
0 0 0,25-A. 2., 0
J J3 )
j=1,2,3
32
y Bi. =1 _ j=1,2,3  (3.17.49)
i=1 It

Substituindo o valor de cada autovalor (equagdes 3.17.45) te-

Temos:
Para Al =6
0 0 0 le 0
0 -5,75 0 212 = 0 (3.17.50)
0 0 -5,75 213' 0
2 2 2 _
211 + 212 + 213 1 (3.17.51)
z _
logo 11 1
212 =0 (3.17.52)
213 =0
que indica que:
Y1 T X + 0 X, * 0 X4 (3.17.53)

. a - - . . -
ou seja a 1% Componente € a propria variavel Xq
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Para A2_= 0,25

5,7? 0 0 £21 0
0 0 0 - 222 = 1 0 (3.17.54)
0 0 0 LZS 0
2 2 2 ,
221 + ZZZ + 223 =1 (3.17.55)
Neste caso o vetor ZZ = (Z21;222;223) nao fica determinado

polis qualquer vetor a forma

Z, = (0,2,,:2,3)

tal que:

2 2 ‘
25, + 25 =1 (3.17.56)

€ solucgao do sistema de equacbes 3.17.46-7, o mesmo acontecen
do para o caso de Age
Podemos entao encontrar 2 vetores ortogonais e u-

nitarios que satisfacam o sistema de equacgdes. Sendao vejamos:

Seja:
_ V2 V2"
22 = (0, 5 5 ) (3.17.57)
e
_ A V2
23 = (0, —5—, - —5) (3.17.58)

Seu produto interno & nulo o que indica serem Z, e 23 orto-
gonais e sua norma igual a 1 o que indica que o autovetor &
unitario. Assim definimos 3 componentes principais ortogonais

entre si.
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Y1 =%

_ 27T
Y2 2~ *2 72 *3
A V2
Y3 = T3 %2 T T2 %3

(3.17.

YA\

Porém poderiamos ter escolhido outros valores para

Zz e 23 como por exemplo:
_ /3 1
22 - Coa 2 ’ 2 )
P S
ZS - (09 7 2 )

Y1 %
/3 1
Yo = T Xy T Xs
1 /3

Essas solucoOes estao representadas na figura 3.17.5

juntamente com outras.solucOes possiveis.

(3.17.

(3.17.

(3.17.

59)

60)

61)

62)
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wt

SOLUFAJ
SOLVFA O - — — — —
SolvugAo — « w2 —

.......

SoLugAo

FIGURA 3.14.5: Representacao grafica das solugoes do exemplo

3.17.2

No exemplo que acabamos de ver, podemos notar que
ha uma infinidade de Yy € Yz que sdo solucoes do problema.

Geomé&tricamente, KENDALL(['®], pag.20) compara es
ses casos com uma distribuicdo de pontos no formato de um
"charuto' onde existe uma diregdo na qual ha uma grande vari-
ancia, a do comprimento do 'charuto", e uma infinidade de ma-

neiras de se fixar as duas direcOes restantes, cada uma delas
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levando a mesma variancia (Problema 1), a uma transformacao
ortogonal (Problema 2), e a minimizacao dos quadrados das
distdncias dos pontos &s retas que representam as componentes
(Problema 3).

OBS.: Para o caso de igualdade de mais de 2 autovalores, por

exemplo A =AS = Ao podetia ser mostrado que seria possi-
vel encontrar componentes ortogonais entre si, satisfazendo
as restricdes do problema. Esses casos nao serao aqui abor-

dados, porém a forma de demonstragdo € semelhante ao caso

aqui exposto e por isso deixamos a cargo do leitor.

Fim do 3° CASO [

Existirdo ainda casos em que podera acontecer uma
combinacao dos casos aqui descritos. Por exemplo, um proble-
ma envolvendo seis variaveis, Xq1XgseeerXg onde A # Ay =
= AS = X4 # XS = Aé = 0. Nesses casos, inicialmente elimina
mos as variaveis linearmente dependentes (2° caso. Nesse e-

- - - . = - - - - o
xemplo eliminariamos 2 variaveis) e depois cairiamos no 3° ca

SO.

3.18. Escalas

Se observamos a definicao de COVARIANCIA, notare-
mos que a escala em que as variaveis sdo medidas tem influen-
cia sobre o valor das suas covariancias. Senao vejamos.

Seja por exemplo uma populagao de N elementos on-

de medimos duas caracteristicas X; e X, , ambas em quilome-
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tros. Seja essa mesma populacdo. e essas mesmas caracteristi-
cas, agora medidas em metros e denominadas X; e X,. Facil-

mente podemos notar que:

X3Ck) = 1000 Xl(k) Vk=1,2,...,n (3.18.
X4(k) = 1000 Xz(k) Yk=1,2,...,n (3.18.
Assim a covariancia entre X1 e X, ¢ entre X; © X4 sera:
1% - -
Cov[Xy:X,] = —— kzl [(Xl(k)—Xl)(XZ(k)—Xz)] (3.18.
[S]
1 ¢ < -
coy[xs;x4] = 5 Z [(X4 (k) -X5) (X, (k) -X,)] (3.18.

k=1

Substituindo as equacoes 3.18.1-2 na 3.18.4 teremos:

COV [X43X,]

1.000.000

Por outro lado como vimos nas secOes anteriores,
0 MCP utiliza a Matriz de Covariancias (C) como uma matriz que
contém informacoes sobre as caracteristicas da populagao que
estd sendo analisada. Sendo assim,mudando a escala da varia-
vel observada, muda a matriz C, e consequentemente, mudam as

Componentes dessa analise.

13 - -
- k_Z_l[(1000x1(k)—1000x1)(1ooox2(k)—1ooox2)] (3.18.
n - —
N kZI[(Xl(k)—Xl)(chk)—xz)] (3.18.

1.000.000 cov[xl;xzj (3.18.

1)

2)

5)

4)

5)
6)

7)
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Uma forma de evitar esse problema & utilizar uma

medida adimensional de cada caracteristica. Assim, ao in-

vEs de Xi ou x. geralmente utilizamos a variavel padroniza-

da zs (ver definicao de variavel padronizada na secad 2.3).

Isto em outras palavras significa dizer que ao invés de utili

zarmos a Matriz de Covariancias estamos utilizando a Matriz

de Correlagoes (ver equagoes 2.3.68-9 de onde se conclui que

COV|z.;z. = COR|[X. ;X. .
[25525.] [X;:%5, 1)
Um bom exemplo onde essa situacao pode ser melhor

compreendida € o exemplo 2.2. de KENDALL(['®], pag.20).
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ANEXO

COMENTARIO SOBRE O METODO DOS MULTI-

PLICADORES DE LAGRANGE

Este método se baseia na anulacao de derivadas.
Sendo assim o maximo ou minimo por ele fornecido ndo & neces
sariamente um maximo ou minime global. Ele fornece tambem
maximos e minimos locais.

Por isso, tanto no Problema 1 como no Problema 3
somente se estabelece, por esse método, que as solugles de
cada uma das n etapas sdo autovalres. Para, no entanto, se
verificar que a solugao & o maior, o segundo maior,..., 0
j-ésimo maior autovalor € necessario voltar ao problema de
otimizacao,

Esta volta aparece no Problema 1 pelo teorema
3.4.5 que mostra que Ay = VAR[y.]. Com esse resultado e sa

J
bendo que COR[yj;y ] =0 V¥j=1,2,....,n e Vj'=1,2,...,

j
(j-1) voltamos ao problema de otimizacao, cuja fungao obje-
tiva e:

Maximizar VAR[yj]
ou seja

Maximizar xj
concluindo portanto que Aj € o j-esimo maior autovalor.

Exatamente o mesmo acontece no Problema 3. La o

teorema 3.12.6 garante que Aj & o j-ésimo maior autovalor.
Veja que para demonstrar este teorema tivemos que, mais uma

vez, voltar ao problema de otimizagd@o, utilizando a fungao

objetivo originalmente dada.
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