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RESUMO 

O o b j e t i v o  d e s s e  t r a b a l h o  6 a p r e s e n t a r ,  de  modo 

d i d á t i c o ,  um modelo de a n á l i s e  de dados no campo da E s t a t í s -  

t i c a  Mul t i va r i ada  - o Modelo das  Componentes P r i n c i p a i s .  

Dentro d e s s e  enfoque buscou-se t r a n s m i t i r ,  ao l o n  - 

go do t e x t o ,  a  f i l o s o f i a  g e r a l  do modelo, sem p r e t e n d e r  com 

i s s o  e x a u r i r  o  a s sun to .  

O t r a b a l h o  encon t r a - se  d i v i d i d o  em t r e s  c a p í t u l o s .  

Q pr ime i ro  pos i c iona  o  modelo, den t ro  do âmbito da E s t a t í s t i c a  

e  o  segundo s e  propõe a  f o r n e c e r  o  embasamento n e c e s s á r i o  ao 

bom entendimento do Último c a p í t u l o  que f a z  a  ap re sen t ação  de- 

t a l h a d a  do modelo e  de sc reve  algumas de suas  i n t e r -  

p r e t ações .  



iii 

This work in t ends  t o  p r e s e n t ,  i n  a  d i d a c t i c a l  

way, a  data-analyzing model i n  the  Mul t iva r i a t e  S t a t i s t i c a l  

f i e l d  - t he  P r i n c i p a l  Components ModeL. 

I n  t h i s  way, we t r i e d  t o  t r a n s m i t ,  i n  t h i s  work, 

t h e  gene ra l  idea  of t h e  model, wi thout  expect ing t o  exhaust  

t h e  ma t t e r .  

The work i s  d iv ided  i n  t h r e e  chap te r s .  The f i r s t  

one l o c a t e s  the  model i n s i d e  the  s t a t i s t i c a l  f i e l d  and t h e  

second t r i e s  t~ f u r n i s h  t h e  necessary b a s i s  f o r  the  

unders tanding of the  l a s t  c h a p t e r ,  which p resen t s  the  model 

i n  a d e t a i l e d  way, and desc r ibes  some of the  p o s s i b l e  

i n t e r p r e t a t i o n s .  
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1.1. Análise Multivariada 

Um problema que frequentemente surge, em estatísti - 

ca, é que temos um conjunto (ou população) de - N elementos nos 

quais observamos A n características e, baseados nessas observa- 

ções estamos interessados em tirar conclusões sobre a popula- 

ção, sobre os elementos dessa população, ou ainda sobre as ca- 

racterísticas que estão sendo observadas. 

Se for possivel medir essas características pode- 

remos associar a cada uma delas uma VARI~VEL. Como esse prg 

blema geralmente envolve várias variáveis, vamos chama-lo de 

PROBLEMA MULTLVARIADO. Podemos então, sem muito rigor matemá- 

tico, considerar a ANALISE ESTATÍSTICA MULTIVARIADA (ou, ANhLI 

SE MULTIVARIABA), como o ramo da ESTATÍSTICA que estuda os pro - 

blemas multivariados. 

Um exemplo típico de problema multivariado é O 

seguinte: 

EXEMPLO 1.1.1: 

Numa turma de 20 alunos observamos as notas que ca - 

da um deles tirou em matemática, física, geografia e história 

e, estamos interessados em ordenar esses alunos segundo um "coe - 

ficiente de aproveitamento" que ira ser definido. A 
Nesse caso os elementos são os alunos (N = 20) e 

as variáveis, em número de quatro (n = 4 ) ,  representarão cada 

uma das provas. Assim cada variável assumirá um valor para ca - 



da aluno. Esse valor será a nota que o aluno tirou nessa pro- 

va. 

Nesse exemplo, podzamos ainda grupar os alunos se- 

gundo áreas de interesse, ou testar a hipótese de que um aluno 

bom em matemática e física também é bom em história ou ainda 

verificar qual a prova mais difícil, etc... . Como podemos no 

tar, a abordagem de um problema multivariado pode ser feita de 

várias formas, segundo diversos objetivos. 

Para um melhor entendimento, podemos lembrar aqui 

a definição dada por KENDALL[~~], pág.1: 

"A análise multivariada é um ramo da estatística 

que estuda o interrelacionamento entre conjuntos de variáveis 

dependentes e os elementos nos quais medimos essas variáveis". 

Para finalizar, é bom Lembrar que os problemas mul - 

tivariados surgem nas mais diversas áreas do conhecimento huma - 

no. Poderíamos, por exemplo, desejar ordenar um conjunto de 

países baseados em indicadores economicos (nesse caso os ele- 

mentos seriam os países e as variãveias os indicadores). Pode- 

riamos também desejar descobrir quais as variáveis que influen - 

ciam consideravelmente no rendimento de um atleta numa competi - 

ção, ou ainda, se devemos ou não abrir as comportas de uma usi - 

na hidroelétrica baseado em fluxos hidrológicos locais. 

Como vemos,a área abrangida é grande e não fica res - 

trita aos exemplos aqui citados. Outros exemplos poderão ser 

encontrados em KENDALL["], págs.2-3. 

1.2. Análise Fatorial 

Os problemas multivariados frequentemente envolvem 



um número muito grande de variáveis, o que dificulta a sua aná 

lise. Devido à essa dificuldade vários modelos matemáticos fo 

ram desenvolvidos com o objetivo de possibilitar uma simplifi- 

cação na abordagem de tais problemas. 

Entre os modelos que tem esse objetivo podemos des - 

tacar aqueles que procuram, uma vez de posse das n variáveis - 

observadas, encontrar um novo conjunto de variáveis, tal que 

as "novas variáveis" (que chamaremos de COMPONENTES ou FATO- 

RES) possam "descrever", de uma forma conveniente, as variãve- 

is inicialmente observadas (que chamaremos simplesmente de VA- 

RI~VEIS) , ou seja, que as variáveis sejam uma função dessas 

componentes (ou fatores) . 
A idéia fundamental desses modelos pode ser resumi - 

da na seguinte equação: 

onde 

Xi - é a variável, ou seja, a i-êsima característica, que 

observamos na população. 

Y - (j = 1,2,. . . ,p] é a componente (ou fator). 
j 

f - é a função que relaciona as componentes Y à variá- i j 

vel Xi 

OBS. : Podemos notar que tanto X quanto Y são variáveis i j 

matemáticas. O fato de chamarmos X. de variável e Y 
1 j 

de componente [QU fator) deve-se somente 5 didática do 

texto. 

Embora não havendo um consenso geral em torno de 



uma d e f i n i ç ã o ,  podemos d i z e r  que a  ANALISE FATORIAL e s tuda  pro  

blemas m u l t i v a r i a d o s ,  u t i l i z a n d o  modelos que sejam d e s c r i t o s  

p e l a  equação 1 - 2 . 1 .  

1 . 3 .  Obje t ivo  do Texto 

Como podemos c o n c l u i r ,  o  campo da Aná l i s e  F a t o r i a l  

é muito amplo não s ó  do ponto de v i s t a  t e ó r i c o  como também em 

suas  a p l i c a ç õ e s  p r á t i c a s .  Seu es tudo  completo foge do o b j e t i -  

vo desse  t e x t o .  Aqui, a  nossa  meta s e r á  desenvolver  um mode- 

l o  que h o j e  é f requentemente  u t i l i z a d o  naque le  campo, o  MODELO 

DAS COMPONENTES PRINCIPAIS (MCP). 

Para  a  compreensão desse  modelo é n e c e s s á r l o  algum 

conhecimento de  Algebra L i n e a r ,  E s t a t í s t i c a  e  Geometria no Rn, 

que pressupomos que o l e i t o r  possua.  No Cap í tu lo  11, teremos 

um breve  enfoque des sa  m a t é r i a  com o o b j e t i v o  de p e r m i t i r  con- 

s u l t a s  que esclareçam o modelo em es tudo .  No Cap í tu lo  111, s e  - 

rá en tão  desenvolvido o modelo. 

1 . 4 .  Notação Empregada 

E s t a  seção contém um resumo da s imbologia  adotada 

no t e x t o ,  e  d e s t i n a - s e  somente a  c o n s u l t a s  s o b r e  a  notação 

aqu i  empregada. A compreensão completa de s sa  s imbologia  v i r á  

com o d e c o r r e r  do t e x t o .  

A notação aqu i  u t i l i z a d a  é uma r eun ião  das que nor  - 

malmente são usadas  na E s t a t E s t i c a ,  Algebra L i n e a r ,  Geometria 

do Rn e  da no tação  de KENDALL[19], que pareceu-nos e f i c i e n t e .  



Vamos então d i v i d i r  os s?mbolos em s e i s  grupos:  

I )  Símbolos r e f e r e n t e s  2s de f in i ções  

2)  ~ a r â m e t r o s  

3) fnd ices  

4 )  A s  v a r i á v e i s  X, Y e  Z 

5) V e t ~ r e s  e Matr izes  Importantes 

6)  Outros.  

1) ~ í m b o l o s  r e f e r e n t e s  5s - d e f i n i ç õ e s :  

da v a r i á v e l  Xi 

v a r i â n c i a  d a v a r i á v e l  X 
i 

O x  
- desvio médio padrão da v a r i á v e l  Xi  

i 

COR [xi ;Xi, - cor re l ação  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  Xi e  X i f  

P(Xi = a) - probabi l idade  da v a r i á v e l  Xi assumir o v a l o r  

P(Xi = a l x i I  = b) - probabi l idade  da v a r i á v e l  X i  assumir 

o  v a l o r  - a  dado que X i ,  assumiu o  va- 

I o r  b 

d i s t (X(k)  ; X ( k f ) )  - d i s t â n c i a  e n t r e  os pontos X(k) e  X(kt)  

I?(k) I - norma do v e t o r  ?(k) 



-f -% 
> - produto escalar entre os vetores Xi e Xi, 

- matriz (ou vètor) transposta(o) da matriz (ou ve- 

tor) A 

2) ~arâmetros 

N - número de elementos da população em estudo 

n - número de caracterlsticas observadas em cada elemento 

da população 

p - número de componentes ou fatores. 

3) fndices 

Como o problema é multivariado os índices assumem 

um papel importante. São eles: 

i - se refere as variáveis que serão observadas na popula - 

ção. Exemplo: Xi . Da mesma forma utilizaremos, 5s 

vezes i' e i". 

j - se refere 2s componentes. Exemplo: Y . Da mesma 
j 

forma utilizaremos, às vezes j' e j " .  

k - se refere aos elementos da população. Exemplo: X(k). 

Da mesma forma utilizaremos k' e k". 

Notaremos que geralmente esses Fndices assumem os 

seguintes valores : 



4 )  A s  v a r i á v e i s  X ,  Y e  z -- - 

O Modelo das Componentes P r i n c i p a i s  (MCP) p a r t e  

da h ipó tese  de que medimos c a r a c t e r í s t i c a s  em elementos de uma 

população. Essas c a r a c t e r í s t i c a s  se rão  representadas  p e l a s  va - 

r i á v e i s  X i  e ,  dessa  medição, decorrem v á r i a s  notações .  Se- 

não vejamos: 

'i - [va r i áve l ]  c a r a c t e r í s t i c a  i da população. 

X - [X = (X1 , X 2  . . . ,Xn)]  conjunto de c a r a c t e r í s t i c a s  

da população. 

X.(k) - [ r e a l i z a ç ã o  da v a r i á v e l  x . ]  v a l o r  da c a r a c t e r i s t i  
1 1 - 

ca  - i apresentada pelo elemento - k da população. 

X(k) - [ ~ ( k )  = (Xl (k) ,X2 (k) , . . . ,Xn(k) ] conjunto de vale- 

r e s  das c a r a c t e r i s t i c a s  apresentadas  pe lo  elemen- 

t o  - k da população. Ou s e j a  X(k) é uma n-upla o r -  

denada dos va lo res  Xi (k) ( i  = 1 2 , .  . . n )  e  por 

i s s o  poderá s e r  considerado como um ponto pe r t en -  

c e n t e  ao R ~ .  

Se considerarmos e s s a s  c a r a c t e r í s t i c a s  medidas em 

re l ação  às suas  médias, ou s e j a ,  usando desvios(ver  de f in i ção  

de desvio na seção 2.3) ao invés do própr io  v a l o r  da medição, 

usaremos as  v a r i á v e i s  acima como l e t r a s  minúsculas 

xi (k) = Xi (k) - Xi 



Se além disso utilizarmos essas caracter?sticas na 

forma padronizada teremos: 

onde 

No MCP as variáveis Y são utilizadas para denotar 

grandezas relacionadas com as componentes principais. 

Y 
j 

- [variável] é a j-ésima componente 

Y - [Y = (Y1,y2, ,yn)I conjunto de componentes 

Yj (k) - [realização da variável Y .] valor da componente j 
J v 

para o elemento v k da população. 

Y(k) - [Y (k) = (YL (k) ,Y2 (k) , . . . ,Yn (k) 3 valores assumidos 
pelas componentes para o elemento - k da população. 

Y (k) é uma n-upla ordenada dos valores Y. (k) (j=l, 
1 

2, ..., n) e por isso poderá ser considerado como um 

ponto do R". 

Da mesma forma que fizemos para as variáveis X, 



utilizaremos tambem as variáveis 

no caso de estarmos utilizando medidas em relação â mêdia. 

5) Vetores e Matrizes Importantes 

C - Matriz de ~ovariâncias entre as variáveis Xi e Xi, 

(i,it = 1'2, ..., n) ou entre as variáveis x e x i i ' 
o que dá no mesmo (ver seção 2.3) . 
Como podemos observar é uma matriz n x n de ele- 

mentos 6 ii t - 
Como veremos mais adiante c é a variância da ii 

variável Xi , logo a diagonal principal dessa ma- 

triz conterá as variâncias das variáveis Xi 

L - matriz de elementos que serão os coeficien- 

tes das componentes na composição das variáveis. 

S - matriz inversa da matriz L. Usualmente ela é re- 

presentada por L-', mas nesse texto utilizaremos 

a outra notação. Ela possui elementos ji que 

serão os coeficientes das variáveis na composição 

das componentes. 

li - vetor de componentes 'i j . Assim,podemos conside- 

rar também que L é um vetor de componentes Ri. 

Senão ve j amos : 



onde 

% - v e t o r  de componentes . Da mesma forma pode- 
j  j  i 

mos c o n s i d e r a r  que s e j a  um v e t o r  de componen- 

t e s  2 . 
j  

B - m a t r i z  d iagona l  cu jos  componentes da d iagona l  p r i n  - 

c i p a l  são  os  A . [ j = l , 2  ,..., n ) .  
J 

6) Outros 

g j  i - cosseno d i r e t o r  do v e t o r  [ou r e t a )  - j  em r e l a ç ã o  ao 

v e t o r  - i da base  do espaço v e t o r i a l .  

- 
j  

- [g j  - (g j l  , g j  2 , .  . . , g .  ) ]  v e t o r  de componentes g j i ,  
Jn  

ou s e j a ,  con jun to  de cossenos d i r e t o r e s  de um ve-  

t o r  ou ( r e t a ) .  

X - j-ésimo a u t o v a l o r  da m a t r i z  6 e  elemento da diago- 
j  

na1 p r i n c i p a l  da m a t r i z  D .  Representa  a  v a r i â n c i a  

da j  -és ima componente. 



2 . 1 .  ~ n t r o d u ç ã o  

O o b j e t i v o  desse  c a p í t u l o  s e r á  r e u n i r  uma s é r i e  

de conce i tos  que se rão  necessa r ios  2 compreensão do MODELO DAS 

COMPONENTES PRINCIPAIS (MCP). Sendo assim, na seção 2 . 2  dare-  

mos algumas propriedades dos somatór ios .  Na seção 2.3 enfoca- 

remos a  p a r t e  da E s t a t F s t i c a  que d i z  r e s p e i t o  à média, va r i ân -  

c i a ,  cova r i ânc ia ,  co r re l ação  e  padronização de v a r i á v e i s  a l e a -  

t ó r i a s .  Nesta seção ,  veremos a s  de f in i ções  desses  conce i tos  e  

algumas de suas  propr iedades ,  porém a s  demonstrações não se rão  

f e i t a s .  ~á na seção 2 . 4  o  tema abordado s e r á  r e f e r e n t e  2 geo- 

n  me t r i a  no R , principalmente  os conce i tos  de d i s t â n c i a  e  norma. 

Outro assunto, a  s e r  rapidamente abordado, s e r á  a  Aigebra Linear .  

I s s o  acontecerá  na seção 2 . 5  onde faremos um estudo sobre  a s  

Transformações Lineares .  Finalmente,  na seção 2 . 6 ,  para  s i m -  

p l l g i c a r  c o n s u l t a s ,  teremos um resumo dos pontos importantes  

desse  c a p i t u l o .  

Várias  são a s  operações matemáticas que envolvem 

somatór ios .  Gostaríamos aqui  de lembrar algumas de suas  ca rac  - 

t e r í s t i c a s .  Para i s s o  vamos p a r t i r  do segu in te  s i s tema de 

equações : 



que pode ser representado por: 

onde Xi e Y serão variáveis e os 'i j são os coeficientes. 
j 

Se desejarmos calcular o somatório das variáveis 

Xi teremos: 

Como a ordem das parcelas não altera a soma pode- 

mos então concluir que: 

~oderíamos também estar interessados em calcular 

(Xixi, ) . Nesse caso teríamos 

[observe que o índice j' f o i  usado unicamente para distin- 

guir-se do índice j) . 



Desenvolvendo a  equação 2.2.5 teremos: 

P 
+ . = .  + eip Yp(. 1 e i j  Y . )  Vi=1,2 ,..., n 

J '= I  J 
V i 1 = 1 , 2 ,  ..., n 

ou a inda  

que também pode s e r  e s c r i t a  como: 

o que nos l eva  a  c o n c l ~ ~ i r ,  u t i l i z a n d o  a  equação 2.2 .2 ,  que: 

e  e m p a r t i c u l a r  s e  i = i '  que 



Suponhamos agora,  que o  o b j e t i v o  s e j a  c a l c u l a r  a  de - 

r ivada  p a r c i a l  de Xi  em re l ação  a  um dado l i j  Par t indo  de 

(2.2.2) temos : 

Como, caso e x i s t a ,  a  der ivada  de uma soma é i gua l  

a  soma das der ivadas  das p a r c e l a s ,  temos: 

Observamos que todas  a s  pa rce la s  do segundo membro 

são nu las  a  menos daquela cujo numerador f o r  i gua l  a lij Y j '  
logo 

Poderíamos também e s t a r  i n t e re s sados  em c a l c u l a r  



1 . Nesse caso, utilizando a equação 2.2.10 teremos: 

Se desenvolvermos o somatório como foi feito na 

equação 2.2.12 teremos p2 parcelas pois j 1 , 2 , . . p e 

j"=1,2, ...p. Chegaremos então à conclusão que essas parcelas 

podem ser agrupadas em quatro tipos, segundo os seus índices. 

Assim, a equação 2.2.14 ficará: 



Podemos então s i m p l i f i c a r  a  equação 2.2.15 obser-  

vando que a  p a r c e l a  - a  é i g u a l  à p a r c e l a  b e  que a  p a r c e l a  - d 

é i gua l  à zero.  Assim, teremos: 

Calculando-se então a s  der ivadas  teremos: 

E chegamos f inalmente  a  



Levando a  equaçâo 2 . 2 . 1 0  na equação 2.2.18 teremos:  

2.3. Noções de E s t a t í s t i c a  

Como o nosso o b j e t i v o  é a n a l i s a r  uma população de 

N elementos da qua l  observamos n  c a r a c t e r í s t i c a s ,  d i r e c i o n a r e -  - 

mos e s s a  seção pa ra  e s s e  caso  p a r t i c u l a r .  Assim, X .  s e r á  pa ra  
1 

nós uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  d i s c r e t a  que r e p r e s e n t a r á  uma c a r a c  - 

t e r í s t i c a  da população.  Logo, X .  poderá assumir qua i sque r  va- 
1 

l o r e s  Xi (k)  . Uma gene ra l i zação  p a r a  o  caso con t ínuo  não é d i  - 

f í c i l  e  f i c a  a  cargo do l e i t o r .  

Consideraremos também que s e  pode medir a s  c a r a c t e  - 

r í s t i c a s  em todos  os  elementos da população.  Caso i s s o  não 

s e j a  t é c n i c a s  de e s t i m a t i v a  poderão s e r  empregadas e  

o s  v a l o r e s  est imados numa amostra passa rão  a  r e p r e s e n t a r  o  pa- 

râmetro  da população.  Nesse caso ,a lguns  cuidados devem s e r  

tomados. Podemos v e r  i s s o  deta lhadamente  em [ ' I  , [ I  6 ]  , [ 2 1 ]  e 

C ' "  

, MÉDIA 

Def in ição  2 .3 .1 :  A média,  ou v a l o r  esperado ,  de uma v a r i á v e l  

a l e a t ó r i a  d i s c r e t a  Xi, medida em uma população de N elementos 



é dada por: 

onde k representa um elemento dessa população. 

- 
0BS.:-serão usadas indistintamente as notações E[xi] e Xi. 

Outra notação bastante comum é pX . 
i 

-podemos denominar também E [x. ] de EXPECTÂNCIA ou ESPE- 
1 

RANÇA MATEMÃTICA de Xi. 

Como propriedades da média temos: (sejam - a e b - 
constantes e i, i' = 1,2, ..., n) 

i) Se Xi é constante então E[x~] = Xi = cte 

(2.3.2) 

ii) E [axi] = aE [xi] (2.3.3) 

Podemos generalizar essa propriedade 

o que pode ser escrito como: 

iv) Se H(Xi) = aXi + b então E [H(x~) ] = a E [xi] + b 

Podemos generalizar essa propriedade. Seja então 

H(X1;X2,. . . ,Xn)=a X +a X +.  . .+a X +b 1 1  2 2  n n (2.3.8) 



(onde al , a2, . . . ' an e b são constantes) então 

E[H(X~,X 2,...,~ n )] E H(E[x~]; E[x~];..- , E[xn]) (2.3-9) 

a 

Definição 2.3.2: A variância de uma variável aleatória X e 
j 

dada por: 

A notação a2 é muito utilizada em estatística pa x i - 
1. 

ra representar a variância de uma variável Xi. Outra forma 

também usada 6 VAR[X.]. Para facilitar o desenvolvimento do 
1 

capítulo 111, usaremos indistintamente, além dessas duas, a no - 

tação cii utilizada por KENDALL["]. 

Agora a equação 2.3.10 pode ser escrita da seguin- 

te forma: 

Essa mesma definição pode ser dada na forma de so- 

matÓrio. Substituindo a equação 2.3.1 na 2.3.11 teremos: 

Podemos notar que a variância é uma grandeza que 

mostra quanto uma variável aleatória se afasta de sua média. É 

portanto uma medida de dispersão. 

Como propriedades da variância temos: (sejam - a e b 

constantes e i,il = 1,2 ,..., n) 



i )  Se Xi 6 cons tan te  então V A R [ X ~ ]  = O 

(2.3.13) 

i i )  V A R [ X ~  + a] = vAR[x.] 1 (2.3.14) 

Podemos conc lu i r  que a  origem usada na medição 

de Xi não i n f l u e n c i a  a  sua v a r i â n c i a .  

i i i )  V A R [ ~ X ~ ]  = a 2  V A R [ X ~ ]  (2.3.15) 

Resumindo a s  propriedades ii e  - iii concluimos 

que : 

2 s e  H (Xi) = aXi + b  então VAR [H (xi) ] =a VAR [x. 1 ] 

(2.3.16) 

Como s e r á  v i s t o  mais a d i a n t e ,  s e  a s  v a r i á v e i s  

Xi  e  X i l  ( i  # i ' )  não forem cor re lac ionadas  a  
- 

expressão E [(xi-Xi) (xi -Xi ) ] s e  anu la rá  e 

sob e s s a  h ipó tese  teremos: -- 

Ainda sob a  h ipó tese  de não cor re lação  e n t r e  

a s  v a r i á v e i s  X i  e  X i ,  ( b ' i , i 1 = l , 2 ,  ..., n ; i # i l )  

podemos g e n e r a l i z a r  

ou,sob a  forma de somatór io ,  



Na p r á t i c a ,  6 mais f á c i l  c a l c u l a r  a  v a r i â n c i a  em- 

pregando o  s e g u i n t e  teorema: 

2 
TEORBMA 2 .3 .1:  VAR[X.] 1 = E[x . ]  1 - ( E [ x ~ ] ) ~  

Demonstração: 

V A R [ X ~ ]  = E [ ( x ~  - (2.3.21) 

= E[X; - 2X.X i i c x:] (2.3.22) 

= E [ x ? ] -  1 B[zx.X.]  1 1  + E[x!] 1 (2.3.23) 

= E [x:]- 2~ [ x ~ ] E [ x ~ ]  + (E [ x ~ ] ) ~  (2.3.24) 

2 
= E [ x i ] -  ( E [ x ~ ] ) '  (2.3.21) 

n 
Assim, pa ra  c a l c u l a r  a  v a r i â n c i a  de 

'i b a s t a  

achar  a  média dos quadrados de Xi  (k) (k = 1 . 2 , .  . . , N )  , o  qua- 

drado da média de Xi e depois  s u b t r a í - 1 0 s .  

DESVIO MÉDIO PADRÃO 

Definição 2.3.3:  O desv io  médio padrão de uma v a r i á v e l  a l e a t ó -  

r i a  Xi  é dado por :  

Observando a  equação 2.3.12 podemos r e e s c r e v e r  a  

equação 2.3.26 da s e g u i n t e  forma: 

Essa d e f i n i ç ã o  é 6 t i 1 ,  e n t r e  o u t r a s  c o i s a s ,  devido 

ao f a t o  de oX s e r  expresso na mesma unidade de Xi , O que 
i 

não o c o r r e  com a  v a r i â n c i a .  Como propr iedades  do desv io  médio 



padrão temos: (sejam 5 e - b cons tan tes  e i 7 i '  = l y 2 y . . . y n )  

i )  Se Xi 6 cons tan te  então oX = O (2.3.28) 
i 

i i )  o = o- Pi+4 'i 

Mais uma vez a origem usada não i n t e r f i r i r á  no 

c á l c u l o .  

i i i )  o b x i  I = lal  oX i 

Resumindo as  propriedades ii e iii concluimos - 

que s e  H(Xi) = aXi + b então ' H ( x . ) = ~ ~ ~ ~ x  
1 i 

1 Observe que s e  a = - então o 
o 1, 

H (Xi) (xi) 

COVARIÂNG IA 

Definição 2.3.4: A covar iânc ia  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  

Xi e  X i ,  é dada por :  

~ l é m  da notação cov [xi ;xi  , ]  , u t i l i za remos  também 

a notação c iil 7 adotada por KENDALL . 
Essas notações foram adotadas visando f a c i l i t a r  o 

desenvolvimento do Capí tu lo  111. Outra notação também encon- 

t r a d a  na l i t e r a t u r a  é o X e X  . 
i i '  



Agora a equação 2.3.32 pode s e r  e s c r i t a  da segu in-  

t e  forma: 

Essa  d e f i n i ç ã o  pode s e r  dada também na  forma de so  - 

matór io .  S u b s t i t u i n d o  a equação 2 .3 .1  na 2.3.33 teremos:  

c0v [x i ;x i , l  = c - - -  1 
i i t  k = l  I [(xi(k)-xi)  (x i l  (k ) -x-  1 J ]  

Observando a equação 2.3.32 notamos que 

cOv[xi;xi, ] s e r á  p o s i t i v a  s e ,  em média, Xi(k) > Xi a c a r r e t a r  

X i l  (k) > Xi l  O U  Xi (k) < Xi a c a r r e t a r  X i  (k) < Xi (é bom 

notarmos que a C O V [ X ~ ; X ~ , ]  não depende de um dado p a r  de va- 

l o r e s  (Xi (k) ;Xi, (k))  mas s i m  do conjunto  de todos  o s  pa re s  

(Xi (k) ; Xi (k) ) k = 1 , 2 ,  . . . , N .  Por isso o emprego do termo "em 

média").  Nesse c a s o ,  em média,  (Xi (k) -X.) t e r á  o mesmo s i -  
1 

na1 de ( X  (k) - ) o que i m p l i c a r á  em C O V [ X ~ ; X ~ ,  ] > O .  Por 

o u t r o  l ado  s e ,  em média, X i  (k) > Xi a c a r r e t a r  X i l  (k) < Xi I 

- 
ou Xi(k) < Xi a c a r r e t a r  X i ,  (k) > X i l  teremos COV[X. : X .  I ]  < O .  

1 1  

Observamos a i n d a  que s e  nenhum desses  d o i s  casos  o c o r r e r  6 de 

s e  e s p e r a r  que C O V [ X ~ ; X ~ , ]  s e j a  aproximadamente i g u a l  a  ze ro .  

Assim, ve r i f i camos  que e s s a  grandeza nos mostra  o quanto o f a -  

t o  de Xi  s e  a f a s t a r  de sua  média impl ica  em que X i .  também 

o f a ç a .  Ou s e j a ,  qua l  a  t endênc i a  de Xi e  X i ,  va r ia rem con- 

juntamente. 



A covariância 6 de grande importância no Modelo 

das Componentes Principais. ~orêm,hâ um problema. Ela depen- 

de das unidades em que Xi e Xi, são medidas, como veremos 

nos exemplos mais adiante. Assim,o conhecimento da COV[X~;X~,], 

sem o conhecimento da VAR [x. ] e VAR [x. , ] não nos dá uma no- 
1 1 

ção real do relacionamento de Xi com X i' ' já que mudando as 

unidades de medida ela se altera. Torna-se então necessário 

o conceito de correlação que irá ser abordado mais adiante. 

Veremos agora um teorema que será de grande utili- 

dade no Capítulo 111. 

Teorema 2.3.2: COV[X~;X~,] = E[x~x~,] - E[xi] E[xi1] 

Demonstração: 

= E [(X~X~,)-(X~X~~) -(X.X. 1 1  , ) +  (X-X i i' ) ]  (2.3.36) 

mas pela equação 2.3.5 podemos concluir que: 

- 
como Xi e Xi, são constantes temos: 

calculando os valores esperados temos: 



Uma observação que pode s e r  f e i t a  ê que s e  nas 

equações 2.3.32-34 fizermos i = i '  teremos a  de f in ição  de 

va r i ânc ia .  Assim, podemos es tender  o concei to  de covariância  

para  e s se  caso e  então a  va r i ânc ia  passará  a  s e r  um caso par-  

t i c u l a r  de ci i I  onde i = i ' ,  ou s e j a :  

c  ii = cOv[xi;xi] = V A R [ X . ~  1 - (2.3.42) 

Podemos então observar que o teorema 2.3.1 torna-  

s e  um caso p a r t i c u l a r  do teorema 2.3.2 para i = i ' .  

A l é m  disso,podemos no ta r  ainda que: 

Definição 2.3.5: A correlação (ou coe f i c i en te  de correlação) en - 

t r e  a s  v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  Xi e X i l  é dada por :  

4 

Outra notação também encontrada na l i t e r a t u r a  e  

Na forma de somatório a  equação 2.3.44 f i c a r á :  



que pode s e r  s i m p l i f i c a d a  pa ra :  

N 

Essa de f in i ção  corresponde a  c a l c u l a r  a  v a r i â n c i a  

e n t r e  X i  e  X i ,  , tomando como unidade na medição de cada va- 

r i á v e l  o  seu desvio médio padrão,  senão vejamos. Inicialmente,  

medimos a s  v a r i á v e i s  Xi  numa unidade qualquer .  Depois ca l cu  - 

lamos o  . Em seguida dividimos cada um dos va lo res  Xi(k) x i 
I 

(k = 1 , 2 ,  . . . ,n)  por o  . Sabemos (ver  equações .2.3.26-31) x 4 
I 

que a s  novas v a r i á v e i s  t e r ã o  desvio padrão igua l  unidade.  Le - 

vando es se  r e s u l t a d o  na de f in i ção  2.3.5 podemos então n o t a r  que 

a  cor re lação  das novas v a r i á v e i s  s e r á  igua l  ã covar iânc ia  en - 

t r e  e l a s .  

Notamos então que COR [xi ; x i ,  ] é adimensional 

po is  X. e oX são medidos na mesma unidade (ver  equação 
1 i 

2.3.27) , o  mesmo acontecendo pa ra  X i ,  e  o  X i '  . 
Outra propriedade da cor re lação  é que: 

(ver demonstração em [ I 2  '1 , pág. 183) 

Podemos também conc lu i r  da de f in i ção  de co r re l ação  

que : 

É bom lembrar que a  cor re lação  mede o  -- grau de l i n e a -  

r idade  e n t r e  Xi e X i , ,  i s t o  é,  o  quanto Xi  s e  aproxima de 



s e r  uma função l i n e a r  de X i ,  e  v i ce -ve r sa .  Assim,se 

I COR [xi ; X .  , ] 1 1 podemos a f i r m a r  que 
1 Xi é aproximadamen- 

t e  uma função l i n e a r  de X i u  O U  s e j a ,  Xi E a  X i ,  + b  ( a ,  b  = 

= c t e s )  . Já  s e  I C O R [ X ~ ; X ~ ,  3 1 O s ó  podemos a f i rmar  que 

Xi não é uma função l i n e a r  de 
Xi , , O que não impede que X 

i 

s e j a  um o u t r o  t i p o  de função de X i , ,  como veremos no exemplo 

Podemos en tão  c o n c l u i r  o  s e g u i n t e :  

TEOREMA 2.3.3: Se Xi = a  X i ,  + b  (a - e b  cons t an t e s )  en tão  

Icon[xi ;xi , ]  1 = 1 

Demonstração: 

Por d e f i n i ç ã o  (ver  2.3.44) temos: 

cov [x, ; xi , ] 
COR [x, ; X, , ] = - - -  .- 

mas pe lo  teorema 2.3.2 

cOv[xi;xi,] = E [ x ~ x ~ , ]  - E [ x . ]  1 E [ X .  1 , ]  (2.3.50) 

Como, por h i p ó t e s e ,  

temos : 

2 cov [xi ; xi , ] =E [ax,, +bXi A -E [xi , 1 E [axi , +b] (2.3.52) 

=aE [x: , I + b ~  / d] -ap [xi, ]f-+ (2.3.52A) 

2 2 
' ~ { E [ x ~ , ] - ( E [ x ~ , ] )  1 (2.3.52B) 

o  que,  pe lo  teorema 2.3 .1 ,  nos l e v a  a 



Por ou t ro  l a d o ,  de acordo com a s  equações 2.3.29- 

Subs t i tu indo  a s  equações 2.3.53-4 na 2.3.49 t e r e -  

mos : 

logo I COR [xi ;xi ,  ] 1 = I 

PADRONIZAÇÃO DE VARIAVEIS 

Vimos, no conce i to  de cova r i ânc ia ,  que a  e s c a l a  em 

que a s  v a r i á v e i s  são medidas é importante .   aí su rg iu  o  con- 

c e i t o  de c o r r e l a ç ã o ,  que,  como vimos, é adimensional.  

Se  por ou t ro  l a d o ,  observarmos a  equação 2.3 .7 ,  

concluimos que a  origem a p a r t i r  da qual  os v a l o r e s  foram toma - 

dos influenciam em E [xi] . 
Assim,surgiu a  i d é i a  de padronizar  a s  v a r i á v e i s  a- 

fim de que e l a s  tenham: 

a) média nu la  

b) v a r i â n c i a  u n i t á r i a  

Essa padronização d i t a r á  a  p a r t i r  de que origem f a  - 

remos a s  medições e  em que e s c a l a .  Observe que e l a  nada tem a 

haver com a s  c a r a c t e r f s t i c a s  apresentadas  p e l a  população mas 

s i m  com a forma de s e  e f e t u a r  a  medição dessas  c a r a c t e r í s t i c a s .  



DESVIOS 

Definiçáo 2.3.6: O desvio x i da v a r i á v e l  Xi  é dado pe la  

equação 

Muitas vezes usaremos x  ao invés de Xi j á  que i 

os desvios  apresentam propriedades i n t e r e s s a n t e s .  São e l a s :  

a)  xi e Xi  são expressos  na mesma unidade. 

b) E [xi] = O (2.3.57) 

C)  VAR [xi] = VAR [x. 1 ] = c  ii (2.3.58) 

e s s a  propriedade j á  e r a  de s e  e spe ra r  que s e  v e r i f i c a s  - 

s e ,  j á  que a  v a r i â n c i a  é uma medida de d i s p e r s ã o ,  não 

dependendo dos va lo res  absolu tos  Xi (k) ou xi (k) . 

Podemos também n o t a r  que como, em g e r a l ,  OX f 1; 
i 

teremos : 

Definimos os desv ios ,  que são v a r i á v e i s  com média 

nula .  Agora vamos d e f i n i r  o u t r a s  v a r i á v e i s  de forma a  que 

além da média n u l a ,  e l a s  tenham v a r i â n c i a  u n i t á r i a .  



VARIAVEIS PADRONIZADAS 

Definição 2.3.7: Uma variável padronizada zi é dada pela 

fórmula 

ou equivalentemente 

Muitas vezes usaremos z ao invés de Xi , já que i 

as variáveis padronizadas apresentam propriedades interessan- 

tes. São elas: 

a) zi é adimensional 

Com essas definições podemos notar que toda variá- 

vel padronizada é um desvio, porém o contrário não é verdadei- 

ro. 

Veremos agora exemplos que ilustram os conceitos 

vistos acima. Como o objetivo 6 apenas didático os dados se- 

rão hipotêticos e a forma de resolver não será a mais prática 

mas sim aquele que permita melhor assimilar o que foi visto. 



EXEMPLO 2.3.1: 

Vamos admitir que, numa linha de fabricação, tenha - 

mos medido o comprimento (X1) e O peso (X2) de lâminas de aço 

e encontramos os valores que constam do quadro 2.3.1. Repre- 

~entando graficamente esses dados encontramos a figura 2.3.1 

Quadro 2.3.1: Comprimento x peso de 10 lâminas de 

aço 

X1 

(em metros) 

16 

9 

8 

13 

18 

15 

4 

11 

6 

18 
-. 

X2 

(em Kg) 

100 

60 

40 

80 

110 

80 

20 

60 

40 

100 



FIGURA 2.3.1: Representação do quadro 2.3.1 

Observando e s s a  f i g u r a  notamos que parece  haver i n  

f l u ê n c i a  do comprimento das lâminas e  seu  peso (e vice-versa)  

o  que,lógicamente e r a  de s e  e spe ra r .  Podemos n o t a r  que e s sa  

i n f l u ê n c i a  parece poder s e r  expressa  aproximadamente por uma 

função l i n e a r ,  j á  que podemos passar  uma r e t a  por e n t r e  os pon - 

t o s  da f i g u r a  2.3.1 t a $  que os pontos não fiquem muito a f a s t a -  

dos d e l a .  I s s o  nos l eva  a  conc lu i r  que deverá haver uma f o r t e  

co r re l ação  e n t r e  X e  X 2 .  4 
Vamos agora f a z e r  uma a n á l i s e  e s t a t í s t i c a  dos da- 

dos. Efetuando os cá l cu los  podemos chegar ao s e g u i n t e  quadro: 

QUADRO 2.3.2:Valor de grandezas e s t a t í s t i c a s  co r re s -  

pondentes aos va lo res  do quadro 2.3 .1 .  



Dele podemos tirar algumas conclusões, que vem a 

seguir, e que confirmam o que foi visto anteriormente. 

a) de fato X1 e X2 são aJtamente correlacionados já  que 

COR[X~;X~] = 98%. Assim podemos dizer que X2 aXl+b 

(a - e b - constantes) 

b) a correlação 6 adimensional 

C) s6 a covariância não nos dá uma noção real de como. X1 

e X2 se relacionam. Podemos observar que o valor 

l3l,8 mKg é um valor que só tem algum significado em 

presença das variâncias de X1 e X2. 

d) o desvio médio padrão de uma variável é medido na mes- 

ma unidade em que o foi essa variável. 

Vamos ver, ainda nesse exemplo, o que aconteceria 

se tivéssemos padronizado as variâveis. De posse dos dados dos 

quadros 2.3.1 e 2.3.2, poderzamos formar o quadro 2.3.3, que 

está representado na figura 2.3.2 

QUADRO 2.3.3:Comprimento x peso (padroniza- 
dos) de 10 lâminas de aço 



FIGURA 2 .3 .2:  ~ e p r e s e n t a ç ã o  do quadro 2.3.3 

Efetuando,  mais uma v e z ,  uma a n á l i s e  e s t a t í s t i c a  

nos dados ,  encontraremos o s e g u i n t e  quadro:  

Quadro 2.3.4: Valor  de grandezas e s t a t í s t i c a s  

cor respondentes  aos  v a l o r e s  do 

quadro 2.3.3 



Desse quadro podemos t i r a r  algumas conclusões que 

vem confirmar o que f o i  estudado. São e l a s :  

a)  a s  v a r i â v e i s  zl e z2  são adimensionais 

b) como zl e z 2  são padronizadas a s  suas médias são nu- 

l a s  e suas  v a r i â n c i a s  e desvio médio padrão são u n i t á -  

r i o s  

Finalmente é bom lembrar que como as  médias de zl 

e z 2  são n u l a s ,  os pontos z(k) (k = 1 , 2 , .  . . ,10) s e  d i s t r i b u -  

em em torno  da origem, e como suas  v a r i â n c i a s  são u n i t á r i a s  

(o que s i g n i f i c a  d i z e r  que a média dos quadrados das d i s t â n c i -  

a s  desses  pontos a cada eixo coordenado é 1. Ver d e f i n i ç ã o  de 

d i s t â n c i a  na s e ç ã ~  2.4) esses  pontos ,  em g e r a l ,  não s e  afastam 

muito do quadrado de f in ido  pelos  pontos (1 ; 1)  (-1 ; 1)  (1  ; -1) (-1 ;-I) . 

EXEMPLO 2.3.2 : 

Fez-se um es tudo ,  em uma cidade de clima f r i o ,  so-  

b r e  o consumo de combus t i v e 1  empregado no aquecimento domés t i -  

co.  Para i ~ s o ~ p r o c u r o u - s e  a n a l i s a r  duas v a r i á v e i s ,  a tempera- 

t u r a  média d i á r i a  (X1) e O consumo d i á r i o  de gás (X2) O s  va- 

l o r e s  ob t idos  na medição e s t ão  no quadro 2.3.5 e a sua r ep re -  

sentação s e  encontra  na f i g u r a  2.3.3.  



Quadro 2 .3 .5 :  Tempera tu ra  x consumo d e  g á s  ( v a l o -  

r e s  médios de  1 5  d i a s )  

FIGURA 2 . 3 . 3 :  R e p r e s e n t a ç ã o  do quadro  2 .3 .5  



Podemos então observar  que parece  tambêm haver 

uma f o r t e  cor re lação  e n t r e  a s  v a r i â v e i s  X1 e  X 2 ' Para a  com - 

provação d i s so  vamos e f e t u a r  os c ~ l c u l o s ,  cr iando o quadro 

2.3.6. 

a = 11,848 'c o = 4 7 , 4 9 9 x 1 0 0 0 m  
Xl X 2  

C O V [ X ~ ; X ~ ]  = -512,977 x 1 0 0 0  m3 'c 

C O R [ X ~ ; X ~ ]  = -0,912 = - 91,2% 
- 

va lo res  do quadro 2.3.5. 

QUADRO 2.3.6:  Valor de Grandezas E s t a t í s t i c a s  r e f e r e n t e  aos 

Observando o quadro 2.3.6 poderíamos t i r a r  conclu- 

sões  análogas às do exemplo a n t e r i o r .  Observamos en tão  que 

e n t r e  XL e  X 2  há uma f o r t e  co r re l ação  j á  que I C O R [ X ~ ; X ~ ]  111. 

Devido à corre lação  s e r  nega t iva ,  notamos ainda que X1 e  X 2  

variam inversamente,  ou s e j a ,  X 2  a  X1 +- b (a - e b - cons tan tes )  

a  < O .  Quando X1 tende a  aumentar, X 2  t ende ,  em g e r a l ,  a  

d iminui r .  

Para i l u s t r a r  o  exemplo temos a  s e g u i r  o  quadro 

2.3.7 com as  v a r i á v e i s  X1 e  X 2  padronizadas ,  ou s e j a ,  z  e  1 

z 2  e ,  também, a  f i g u r a  2.3.4 que r ep resen ta  os pontos z(k) 

(k = 1 , 2 , .  . . , 15 ) .  



QUADRO 2.3.7 : Temperatura x consumo de gás , padroniza 
dos (valores médios de 15 dias) 



FIGURA 2 .  3.4 : ~ e p r e s  en tação  do quadro 2.3.4 

Mais uma vez poderíamos e f e t u a r  os  c á l c u l o s  com 

z1 e z 2  e formar um quadro como 2.3.4. I s s o  não s e r á  f e i t o  

p o i s  o s  r e s u l t a d o s  s ão  aná logos .  

Finalmente podemos lembrar que mais uma vez s e  ve- 

r i f i c a  o que f o i  d i t o  no exemplo a n t e r i o r ,  ou s e j a ,  que os 

pontos z (k) (k = 1 , 2 , .  . . ,15) s e  d i s t r i b u e m  em to rno  da  origem 

e em g e r a l  ,não s e  a fas tam muito do quadrado ( 1 ; l )  ( - 1 ; l )  ( 1 ; - l ) e  

( -1  ;-I) . A 

EXEMPLO 2 .3 .3:  

Medimos, num grupo de p e s s o a s ,  de 25 a 50  anos a s  

suas  idades  (X1) e s eus  pesos (X2) e tentamos e n c o n t r a r  alguma 

r e l a ç ã o  e n t r e  e s s a s  v a r i á v e i s .  Temos no quadro 2.3.8 o s  va lo -  

r e s  encont rados .  A r ep re sen t ação  des se s  dados e s t á  na f i g u r a  



QUADRO 2 . 3 . 8 :  Idade  x p e s o  de 20  p e s s o a s  



I 
I 

30 35 V O V s 5 3 ,!(, ( e ,  a*,,) 

FIGURA 2.3.5:  Representação do quadro 2.3.8 

Efetuando os  c á l c u l o s  encontraremos que 

COR[X ;X ] = -0 ,12 , o  que demonstra que p ra t i camen te  X1 e  X 2  1 2  

não são  co r r e l ac ionados  (é bom lernbrar mais uma vez que o  f a t o  

d e l a s  não serem co r r e l ac ionadas  i n d i c a  apenas não haver  uma 

função l i n e a r  de X1 em X2) o  que pode s e r  v i s t o  na f i g u r a  

2.3.5. 

A s e g u i r ,  temos o  quadro 2.3.9 e  a  f i g u r a  2.3.6 

com a s  v a r i á v e i s  padronizadas  z e  z 2 .  1 





FIGURA 2.3.6 : ~ e p r e s e n t a ç ã o  do quadro 2.3.9 

EXEMPLO 2.3.4 : 

Fotografou-se  a  t e l a  de um r a d a r  du ran t e  10 segun- 

dos em i n t e r v a l o s  de l segundo,  v e r i f i c a n d o - s e  que um móvel t o  - 

mava a s  pos ições  i nd i cadas  no quadro 2.3.10 e na  f i g u r a  2.3.7.  



XL 
(em cm) 

~ - 

X2 
(em cm) 

QUADRO 2.3.10:  Posição de um móvel numa t e l a  de 

r a d a r .  

FIGURA 2.3.7:  Representação do quadro 2.3.10 



Calculando-se a  co r re l ação  e n t r e  X1 e  X encon- 2 

traremos C O R [ X ~ ; X ~ ]  = O , ou s e j a ,  X1 e  X 2  não são c o r r e l a -  

c ionados,  o  que s i g n i f i c a  meramente que X 2  não é função li- 

near  de X (ou v ice -ve r sa ) .  porém, examinando a  curva 1 com 

mais cuidado, vemos que e l a  é uma parábola ,  podendo s e r  r e p r e  - 
m 

sentada  p e l a  equação 18X2 = 30X1 - X; . A s s i m  X 2  depende 

da v a r i á v e l  Xl embora não tenha nenhuma co r re l ação  com e l a .  
A 

Como j á  f o i  d i t o  nesse  t e x t o ,  a  co r re l ação  ind ica  

o  grau de l i n e a r i d a d e  e n t r e  a s  v a r i á v e i s ,  ou s e j a ,  o  quanto 

uma v a r i á v e l  s e  aproxima de s e r  uma função l i n e a r  da o u t r a .  

Mas o  f a t o  de não e x i s t i r  uma função l i n e a r  não implica  em que 

não e x i s t a  ou t ro  t i p o  de função. A l i á s ,  f o i  i s s o  o  que ocor- 

r eu  no exemplo acima, onde a  função é uma parábola .  Notamos 

então que o  conce i to  de co r re l ação  é um pouco l imi tado  e  a 

sua c a r a c t e r l s t i c a  l i n e a r  é a  p r i n c i p a l  responsável  pe lo  seu  

l a rgo  emprego . 
Um concei to  mais amplo e  que não s e  l i m i t a  a  l i n e a  - 

r idade  é o  conce i to  de INDEPENDENcLA e n t r e  v a r i á v e i s  a l e a t ó r i -  

a s .  De uma forma i n t u i t i v a ,  duas v a r i á v e i s  X1 e  X 2  são  inde - 

pendentes quando não é p o s s í v e l  f a z e r  afirmações ace rca  do 

comportamento de X1, uma vez conhecido o  comportamento de X2, 

i s t o  é,  não é poss íve l  determinar  va lo res  de X1 a p a r t i r  dos 

va lo res  de X 2 .  

Podemos fo rma l i za r  a  noção de independência assim: 

Definição 2.3 .8:  Duas v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  d i s c r e t a s  X1 e  X 2  

são INDEPENDENTES s e  e  somente s e  a  probabi l idade  de X1 = a  

dado que X 2  = b  é i gua l  à probabi l idade  de X1 = a  para  todo 

a e b ~ R .  - - 



Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  a  p robab i l i dade  de X1 assumir  

um v a l o r  - a independe de que v a l o r  X 2  tenha assumido. 

Podemos e s c r e v e r  e s s a  d e f i n i ç ã o  da s e g u i n t e  f o r -  

Sabemos no e n t a n t o ,  p e l o  conce i to  de p r o b a b i l i d a d e  

condic iona l  (ve r  L 2  '1  ,pág.  53) que : 

Reúnindo a s  equações 2.3.70 e  2.3.71 podemos con- 

c l u i r  que Xl e  X 2  são  independentes ,  s e  e  somente s e  

Geralmente a  equação 2.3.72 é u t i l i z a d a  na l i t e r a -  

t u r a  pa ra  d e f i n i r  o  conce i to  de independência de v a r i á v e i s  a l e  - 

a t Õ r i a s .  

Dessa d e f i n i ç ã o  o  l e i t o r  poderá c o n c l u i r  que s e  X1 

é independente  de X 2  en t ão  X 2  é independente  de X1 e  v i -  

ce -versa .  

Nesse t e x t o  o  c o n c e i t o  de c o r r e l a ç ã o  s e r á  p r e f e r i -  

do ao de independência  (como geralmente  a c o n t e c e ) ,  porém 6 i m -  

p o r t a n t e  que tenhamos em mente a s  restrições desse  c o n c e i t o .  



n 
2 . 4 .  NocÕes de Geometria no R 

Par t imos ,  ne s sa  s e ç ã o ,  do p re s supos to  que o l e i t o r  

t enha  conhecimento de dependência e independência l i n e a r  de ve - 

t o r e s ,  espaços  v e t o r i a i s ,  ba se  e dimensão de um espaço v e t o r i -  

a l ,  e t c . . .  . Essa ma té r i a  pode s e r  v i s t a  em d e t a l h a s  em r 6 ] ,  
1 7 ] ,  [ I 5 ]  e [ 2 3 ] .  Vamos aqu i  abordar  somente o que s e r á  d i r e t a  - 

mente u t i l i z a d o  no t e x t o .  

Como vimos an t e r io rmen te  o nosso o b j e t i v o  s e r á  ana - 

l i s a r  uma população de N elementos dos qua i s  observamos - n ca-  

r a c t e r í s t i c a s .  Vimos nos exemplos da seção 2 . 3  que em a lguns  

casos  (como são  os daquela  seção)  podemos r e p r e s e n t a r  g r á f i c a -  

mente e s s e  problema. Para  i s s o  u t i l i z amos  um s i s t ema  de coor-  

denadas c a r t e s i a n a s  onde cada um dos d o i s  e i x o s  perpendicu la -  

r e s  r e p r e s e n t a v a  uma c a r a c t e r í s t i c a  observada (no caso X1 ou 

X2) e cada X(k) e r a  r ep re sen t ado  por  um ponto de coordenadas 

(Xl (k) ;X2 ( k ) )  * .  Surge en t ão  a necess idade  de s e  g e n e r a l i z a r  

p a r a  o caso de n > 2 .  Podemos en t ão  d i z e r  que quando observa - 

mos e n c a r a c t e r í s t f c a s  em cada elemento da população,  cada X(k) 

t e r á  coordenadas (Xl (k) , X 2  (k) , . . . ,Xn(k)). Logicamente s e  

n > 3 não poderemos f a z e r  uma r ep re sen t ação  g r á f i c a  do p rob le  - 

ma e nes se  caso  teremos que l a n ç a r  mão de t é c n i c a s  menos i n t u i  - 

t i v a s  p a r a  a a n á l i s e  do problema. 

Observamos que s e  associarmos v e t o r e s  u n i t á r i o s  

* Nesse t e x t o  u t i l i z a r e m o s  somente o s i s t ema  de coordenadas c a r  

t e s i a n a s  o r t o g o n a i s .  O s i s t ema  não o r togona l  pode s e r  v i s t o  



3 
X .  a  cada c a r a c t e r í s t i c a  Xi  e  v e t o r e s  ?(k) a  cada ponto 
1 

X(k) estaremos d i a n t e  de um espaço v e t o r i a l  (o R" no nosso ca  - 

s o ,  que 6 um espaço v e t o r i a l  r e a l  n-dimensional)  onde o s  ve to -  
3 + 

r e s  X .  formam uma b a s e  p a r a  e s s e  espaço e  os  X(k) são ve to -  
1 

r e s  n e l e  c o n t i d o s .  Agora podemos e s t u d a r  o  nosso problema não 

s ó  sob O a spec to  geométrico mas também u t i l i z a n d o  a  t e o r i a  dos 

espaços  v e t o r i a i s .  No nosso es tudo  mui tas  vezes  u t i l i z a r e m o s  

um ou o u t r o  enfoque sem f a z e r  muita d i s t i n ç ã o  e n t r e  e l e s .  

V i s t o  i s s o  podemos p a s s a r  a  a lguns  conce i to  impor- 

t a n t e s .  

O s  t r e s  conce i to s  fundamentais  são  os  de PONTO, RE - 

TA e  PLANO. Já  sabemos que os  pontos (no caso X(k)) t e r ã o  

coordenadas (Xl (k) , X 2  (k) , . . . , Xn (k) ) . A s  r e t a s ,  como na geome- 

t r i a  c l á s s i c a ,  f icam determinadas  por  2 pontos ou um ponto e  

uma d i r e ç ã o ,  e o s  p lanos  por  3 pontos não c o l i n e a r e s  ou uma r e  - 

t a  e  um ponto não p e r t e n c e n t e  a  e s s a  r e t a .  

A l é m  d e s s e s ,  s e  num espaço v e t o r i a l  n-dimensional  

t ivermos um sub-espaço de dimensão (n-1) diremos que e s s e  sub- 

espaço é um HIPERPLANQ des se  espaço v e t o r i a l .  

Tratando-se  de pon tos ,  su rge  en t ão  o  c o n c e i t o  de 

DISTANCIA que vemos a  s e g u i r .  

DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS NO R n  

Def inição 2 . 4 . 1 :  Sejam X(k) e  X ( k f )  d o i s  pontos  do R". A 

DISTÂNCIA e n t r e  e l e s  6 d e f i n i d a  por :  



Nota-se que e s s a  d e f i n i ç á o  ê uma gene ra l i zação  pa- 

2 r a  o  do conceito h a b i t u a l  de d i s t â n c i a  no 17 . 
Podemos v e r i f i c a r  que a s  d i s t â n c i a s  s a t i s f a z e m  a s  

s e g u i n t e s  p rop r i edades :  

i i )  s e  XCk) # X ( k f )  en t ão  d i s t (X(k )  ; x ( k f ) )  > O 

(2.4.3)  

i i i )  d i s t  (X(k) ;X(kt  )) = d i s t  (X(k t )  ;X(k))  (2.4.4)  

i v )  d i s t  (X(k) ;X(kf )) + d i s t ( X ( k t )  ;X(kt')) - > 

d i s  t (X (k) ; X (k t t )  ) (2 .4 .5 )  

Como já  dissemos a  cada ponto X(k) podemos a s s o c i  - 

a r  um v e t o r  g ( k ) .  S e j a  en t ão  ?(k) um v e t o r  que vá da o r i -  

gem do espaço v e t o r i a l  a  e s s e  ponto .  Sem f a z e r  d i s t i n ç ã o  en- 

t r e  ponto e v e t o r  podemos nos r e f e r i r  s implesmente ao v e t o r  
-f 

X(k) = (Xl(k) ,X2(k) ,  ..., Xn(k)) .  Vejamos en t ão  a  s e g u i n t e  d e f i  - 

n ição .  

NORMA DE UM VETOR ?(k) 

Def in ição  2 . 4 . 2 :  A NORMA (mõdulo ou comprimento) -- de um v e t o r  

?(k) (acima de f in ido )  é dada p e l a  d i s t â n c i a  de X(k) à origem, 

OU s e j a :  

I 1 

Observe mais uma vez que nes se  es tudo  o  conce i to  

de ponto e v e t o r  e s t ã o  int imamente l i g a d o s .  Por i s s o  s ó  usa-  

remos a  no tação  %(k) , ao invés  de X(k) , quando o  c o n c e i t o  de 



v e t o r  s e  f i z e r  i n d i s p e n s á v e l .  Vamos agora  e s t u d a r  X(k) . 
Como todo v e t o r  e l e  devera  t e r  norma (ou módulo), 

d i r e ç ã o  e  s e n t i d o .  A norma, nós j â  sabemos que é dada p e l a  - e  

quação (2 .4 .6 ) .  A d i r e ç ã o  6 a  d i r e ç ã o  da r e t a  que pas sa  p e l a  

origem e  p e l o  ponto X(k) e  o  s e n t i d o  é o  da origem p a r a  X(k) . 
Agora podemos d e f i n i - l o  a t r a v é s  des sa s  t r e s  g randezas ,  ou s e -  

j a ,  s e  t ivermos a norma, a  d i r e ç ã o  e  o  s e n t i d o  en t ão  ?(k) e s  - 

t a r á  d e f i n i d o .  Pa ra  i d e n t i f i c a r m o s  o  v e t o r  dessa  forma, vamos 

à s e g u i n t e  d e f i n i ç ã o .  

COSSENOS DIRETORES DE UM VETOR 

Def in ição  2 .4 .3:  O s  COSSENOS DIRETORES de um v e t o r  no R" são  

dados p e l a  s e g u i n t e  fórmula:  

I gi = cos a  i IW I 

-f 4 

onde gi é o  cosseno d i r e t o r  de X(k) em r e l a ç ã o  a  Xi, a i  e  
-t 4 

o  ângulo e n t r e  X(k) e  zi , X .  é um v e t o r  u n i t á r i o  da base  do 
1 

R" ( ve to r  u n i t á r i o  é aque l e  que tem norma i g u a l  a  1 )  e  < . > 

s i g n i f i c a  produto  e s c a l a r  (ou produto  i n t e r n o )  de v e t o r e s .  

Para  i l u s t r a r  a  d e f i n i ç ã o  vamos a  um exemplo no 

EXEMPLO 2 . 4 . 1  



2 
FIGURA 2 '4 .1 :  Cossenos d i r e t o r e s  d e  um v e t o r  no IR . 

4 

O p r o d u t o  e s c a l a r  e n t r e  o s  v e t o r e s  %(k) e e  

dado p o r :  

mas como é um v e t o r  u n i t á r i o  

o  que nos  l e v a  a  c o n c l u i r  que 

l o g o  

Analogamente 

E te remos  gl e  g 2  como c o s s e n o s  d i r e t o r e s  do ve-  

t o r  (ou pon to )  XCk) . Logo, d e  p o s s e  dos c o s s e n o s  sabemos a  

d i r e ç ã o  do v e t o r .  
A 

0 s  c o s s e n o s  d i r e t o r e s  tem a  s e g u i n t e  p r o p r i e d a d e :  



TEORBMA 2 .4 .1 :  S e j a  X ( k )  = (Xlck),X2(k) ,..., Xn(k))  um v e t o r  

d e  um espaço v e t o r i a l  n -d imens iona l  r e a l  c u j a  b a s e  6 composta 

p e l o s  v e t o r e s  Zl , Z 2 , .  . . , 2 onde ( i  = 1 2 , n )  6 u m v e  n  - 

t o r  onde a  i - ê s i m a  coordenada  é 1 e  a s  demais s ã o  z e r o .  S e j a  

g  i o cosseno do ângu lo  e n t r e  Z(k)  e Zi. En tão :  

Demonstração : 

P e l a  d e f i n i ç ã o  de  p r o d u t o  e s c a l a r  (ou p r o d u t o  i n -  

t e r n o )  temos : 

<?(k).?.> = ~ t ( k )  1 -?- 

1 I X i l  gi  (2 .4 .13)  

Logo 

Mas 

(i-1) zeros 

ou s e j a  

<% (k) . X i >  = Xi (k)  

ou p o r  o u t r o  l a d o  

%,I = 1 (2.4.17)  

t u i n d o  a s  equações  2.4.15-17 na  2.4.14 t e remos :  



Desta  forma teremos:  

n  . n  
- 1 2 2 2 = 1 (2.4.19) 

i=l i=l Xl (k) + X 2  (k) + . . . +Xn (k) 

J á  sabemos que uma r e t a  no Rn f i c a  d e f i n i d a  por 

um ponto e  uma d i r e ç ã o .  A s s i m  podemos d e f i n i r  uma r e t a  por 

um ponto e  uma d i r e ç ã o  de um v e t o r  de s se  espaço v e t o r i a l .  Des- 

t a  forma podemos e s t e n d e r  o  c o n c e i t o  de cossenos d i r e t o r e s  de 

um v e t o r  também p a r a  r e t a s  no R" e  u t i l i z a m o s  a  expressão  

"cosseno d i r e t o r  de uma r e t a " .  

RETAS ORTOGONAIS 

Na geometr ia  c l á s s i c a ,  p a r a  que duas r e t a s  sejam 

o r togona i s  (ou pe rpend icu l a r e s )  o  ângulo e n t r e  a s  suas  d i r e -  

ções deverá  s e r  9(I0, ou s e j a ,  o  cosseno do ângulo formado por 

e l a s  deverá  s e r  ze ro .  Vamos e s t e n d e r  e s s e  c o n c e i t o  p a r a  O 

R". 

Def in ição  2.4.4:  Duas r e t a s  do s ão  o r togona i s  s e  e  somen- 

t e  s e  o  cosseno do ângulo formado por  suas  d i r e ç õ e s  f o r  nu lo .  

Dessa d e f i n i ç ã o  podemos c o n c l u i r  o  s e g u i n t e :  

- TEOREMA 2 . 4 . 2 :  Duas r e t a s  no Rn de cossenos d i r e t o r e s  gl - 

- (g l l , g lZ9* .* ,g ln )  e  82 - Cg21 ,g22 ,*** 'gZn)  são o r t o g o n a i s  s e  

e  somente s e  



~ e m o n s t r a ç ã o :  

Como vimos ahter iormente  a  d i reção  dessas  r e t a s  po - 

de s e r  dada por :  

Vamos então encont ra r  o  ângulo a formado pe los  

ve to res  ?(i) e  $(2). 

mas 

e  analogamente 



Levando a s  e q u a ~ õ e s  2 .4 .22,  2 . 4 . 2 4  e  2.4.26 na 

2 , 4 , 2 O  teremos:  

Levando o  r e s u l t a d o  do teorema 2.4.1 na equação 

acima concluimos que: 

cos  a = 2 gligZi 
i =l 

Mas p e l a  d e f i n i ç ã o  2 . 4 . 4  a s  r e t a s  s e r ã o  or togo-  

n a i s  s e  e  somente s e  cos a = O, o que equ iva l e  a  d i z e r  que: 

d i s t o  i s s o  podemos p a s s a r  a  um c á l c u l o  que s e r á  

de mui ta  u t i l i d a d e  no ~ a p í t u l o  111. 

DISTANCIA DE UM PONTO A UMA RETA NO Rn 

S e j a  uma r e t a  no Rn d e f i n i d a  pe lo  ponto A = ( a l ,  

a 2  > - .  , a  ) e  pe lo s  consenos d i r e t o r e s  gl , g 2 ,  . . , gn. S e j a  n 

Q = ( Q ~  , Q ~ ,  . . . ,Qn) um ponto qua lquer  dessa  r e t a  que pas sa re -  

mos a  chamar de  r e t a  AQ. S e j a  também X(k)=(Xl(k) ,X2(k) ,  ..., 
Xn(k)) um ponto qua lquer  do R", c u j  a  p ro jeção  o r togona l  so-  



b r e  a  r e t a  AQ é o ponto P / k )  = [Pl[k) ,P2(k) ,  ..., P n ( k ) ) .  A s -  

s i m  podemos d i z e s  que: 

(grosseiramente  fa lando é a equação de ~ i t á ~ o r a s  ap l i cada  ao 

R ~ ) .  Para  uma v izua l i zação  geométrica v e j a  a  f i g u r a  2 . 4 . 2 .  

FIGURA 2 . 4 , 2 :  ~ e p r e s  entação geométrica da equação 2 ' 4 . 3 0 .  

Usando o conce i to  de d i s t â n c i a  (ver  equação 

2 . 4 , l )  sabemos que: 

Por ou t ro  lado  a  r e t a  AQ tem como equação: 

onde t é um v a l o r  que independe de i. 

Se ja  en tão :  



+ -f 
Podemos n o t a r  que v 6 u n i t á r i o  [ver  teorema 2.4.1) e  que v 

tem a d i r e ç ã o  da r e t a  AQ. A s s i m  a  p ro jeção  AP(k) do v e t o r  

a ( k )  ( v e t o r  ? na  f i g u r a  2.4.2) na r e t a  AQ é dada po r :  

-f -f 
d i s t  (A;PCk)) = <V.v> (2.4.34) 

Mas 
+ -f 

< V . W  = (Xl(k)-a l ,X2(k)-a2, .  . . ,Xn(k)-an) . 
. (gl 'g2 '  . ,gn) 

ou s e j a  

-f + n 
<V.v> = 1 gi(Xi(k)-ai) 

i=l 

Levando a equação 2.4.36 na 2.4.34 concluimos que: 

Finalmente ,  levando a s  equações 2.4.31 e 2.4.37 na 

2.4.30 concluimos que: 

Logo a d i s t â n c i a  en. t re  X(k) e a r e t a  AQ s e r á :  

I 

2 n 
(Xi (k) -ai) - [ 1 g i . (~ i  (k) - a i ) ]  2 

i=l 



Vejamos um exemplo no R' p a ra  um melhor entendimen- 

t o .  

BXEMPLO 2 . 4 . 2  : 

S e j a  uma r e t a  AQ de cossenos d i r e t o r e s  gl e  g2 

e  um ponto X(k) como na f i g u r a  2.4.3.  Relembrando a  equação 

FIGURA 2.4.3:  Exemplo do c á l c u l o  da d i s t â n c i a  de um ponto a  
uma r e t a  no IR!. 

2.4.30 temos: 

Mas p e l o  t r i â n g u l o  r e t ângu lo  XCk) AI3 temos: 



ou simplesmente 

S e j a  agora  

-f 

-v = ( g 1 , g 2 , . . 4 , )  

-f 
mais uma vez v  s e r á  u n i t á r i o  e  t e r á  a  d i r eção  da r e t a  AQ. 

-+ ~ l é m  d i s s o  AP(k) s e r á  o produto  e s c a l a r  3 por v  , ou s e j a  

-t -t 
d i s t  (P (k) ;A) = <V.v> = (Xl (k) -al  ,X2 (k) -a2)  x (gl , g 2 )  

logo 

Levando a s  equações 2 . 4 . 4 2  e  2 . 4 . 4 5  na 2 . 4 . 4 0  t e -  

mos : 

Podemos en t ão  observar  que a  equação 2.4.46 é um 

caso p a r t i c u l a r  de 2.4.39 pa ra  n = 2 

A 



2 . 5 .  NoçÕe's de Algebra Linear  

Partimos nessa  seção ,  do pressuposto que o  l e i t o r  

tenha conhecimento de funções,  v e t o r e s ,  m a t r i z e s ,  determinan- 

t e s  e  s i s temas  de equações l i n e a r e s .  Essa matér ia  pode s e r  

v i s t a  em de ta lhes  em r 6 ]  , 17 ]  , [ 1 5 ]  e l2 3 ]  . Vamos aqui  abordar 

somente o  que s e r á  u t i l i z a d o  nesse  t e x t o .  

SISTEMAS DE EQUAÇBES E TRANSFORMAÇÕES --- LINEARES 

Vamos p a r t i r  do segu in te  s i s tema de equações 

onde os Xi são v a r i á v e i s  e os E e  b  são cons tan te s .  j i j 

Na forma de  somatório ter íamos:  

O s i s tema de equações pode então s e r  e s c r i t o  na 

segu in te  forma: 



ou simplesmente 

Representando esse  s is tema de equações na forma ma - 

t r i c i a l  temos: 

Y = EX OU y' = (2.5.6) 

ou s e j a  

Y' = f (2) 

onde 

Podemos agora considerar  a equação 2 . 5 . 6  não só  co - 

mo um sis tema de equações l i n e a r e s ,  como também uma função 

Y = f(X).  Dizemos então,que essa  função é uma TRANSFORMAÇÃO 

LINEAR de X em Y e que E 6 o OPERADOR (ou MATRIZ TRANSFORMA- 

ÇÃ0) que represen ta ,de  forma m a t r i c i a l ,  e s sa  função. (Essa ma - 

t é r i a  pode s e r  v i s t a  com maiores de ta lhes  em r 7 ] ,  seção 2.4).  



Vejamos um exemplo bem simples. 

EXEMPLO 2.5.1 : 

Seja a função: 

Colocando na forma das equações 2.5.4 temos: 

Para passarmos para a forma matricial é necessário 
L notarmos que X E R2 e Y E R , logo o operador E terá uma 

Linha e duas colunas. 

Seja então: 

Nesse caço terEamos: 

e pelas equações 2.5.9 e 2.5.11 facilmente concluimos que 

Assim teremos: 

A figura 2.5.1 representa graficamente a aplicação 

dessa transformação aos pontos X(l), X(2) , X(3) e X(4) . Nota - 

mos que essa transformação é uma projeção ortogonal dos pontos 

X(k) = (Xl(k);X2(k)) (k = 1,2,3) no eixo X1. Logo f(X1;X2) = 

L 

= X1 é uma transformação linear de X em Y e L = (1;O) e o 

operador que representa essa função. 



FIGURA 2.5.1:  Projeção or togonal  de X em Xl 

A 
É bom observar  que Y E RP  e x E R n .  ~ s s i m  a 

matr iz  @ r ep resen ta  uma função cujo domínio é um espaço ve- 

n t o r i a l  n-dimensional [o R ) e seu contra-domínio é um espaço 

v e t o r i a l  p-dimensional (o R ~ ) .  (Ver de f in i ção  de espaço ve to  - 

r i a 1  em C 7 1 ,  seção 2 . 1  ou [ 2 3 ]  ,cap.IV) . No exemplo acima 

n = 2  e p = 1 .  

São de p a r t i c u l a r  i n t e r e s s e  a s  transformações li- 

neares  nas qua is  n = p. Vejamos um exemplo. 

EXEMPLO 2.5.2 : 

Se ja  uma função Y = f(X) t a l  que: 

Essa também 6 uma transformação l i n e a r  que na f o r -  

ma m a t r i c i a l  f i c a r á :  

A f i g u r a  2.5.2 nos mostra a transformação ap l icada  

aos pontos X ( . l )  , XCZ), X[3) e X(4). Notamos que e l a  tem dom? 



FIGURA 2 .5 .2:  Exemplo de t ransformação l i n e a r .  

n i o  e contra-dominio no mamo espaço v e t o r i a l ,  ou s e j a  X E R 2 

Observando os exemplos 2 .5 .1  e 2 . 5 . 2  su rge  uma 

pergunta .  Dado que tenhamos o v e t o r  Y, podemos ou não encon- 

t r a r  novamente o v e t o r  X?  Nota-se que no exemplo 2 . 5 . 1  i s s o  

é imposs ive l ,  o que j á  não acontece  no exemplo 2 .5 .2 ,  senão 

vejamos: 

Da equação 2.5.13 temos: 

logo 



assim 

ou seja, dado Y podemos novamente encontrar X. Assim o con- 

ceito de transformação inversa se torna importante na análise. 

TRANSFOR~~AÇÕES LINEARES INVERS IVE IS 

~efinição 2 . 5 . 2 :  Uma transformação linear Y = SX (ou Y = f(X)) 

é inversível se e somente se existe uma transformação X = LY 

(ou X = f-L [Y) ) . 

Nesse caso dizemos que L é a matriz inversa de 

L ou, equivalentemente, que é a matriz inversa de L. 

Em outras palavras estamos dizendo que uma trans- 

formação linear é inversível, se e somente se existe uma trans - 

formaçZo linear inversa, o que é o mesmo que dizer que existe 

uma matriz L, inversa a S .  

É importante observar que para que isso aconteça 

X e Y precisam ter a mesma dimensão ou seja X E Rn e Y E R", 

senão vejamos. Vamos imaginar que X E R" e Y E RP p < n. 

Neste caso , Y não traz nenhuma informação sobre as (n - p) di - 

menções que X possui e Y não, logo não poderíamos a partir 

de Y recuperar X atravgs de uma transformação linear inver- 

sa já que a transformação não cria informação. 

Isso nos leva a concluir que L e são matrizes 



quadradas * . 
porém s ó  o  f a t o  de C s e r  uma mat r iz  quadrada 

não nos ga ran te  a  e x i s t s n c i a  de L . Lembrando a  t e o r i a  da 

Algebra Linear  [ver [ 6 ]  C 7 ]  [ I 5 ]  e  [ 2 3 ] )  sabemos que pa ra  L 

e x i s t i r  é necessá r io  e  s u f i c i e n t e  que: 

a) E s e j a  uma mat r iz  quadrada 

b )  determinante  de @ s e j a  d i f e r e n t e  de zero*" 

Sob es sas  condições então podemos g a r a n t i r  a  e x i s -  

t ê n c i a  de L e  d i z e r  que L é a  inve r sa  de @ ou s e j a :  

L = (2.5.19) 

o  que equiva le  a  

ou ainda a  

LE = E L  = I 

onde I é a  ma t r i z  ident idade*** 

Essas a f i rma t ivas  podem s e r  v e r i f i c a d a s  no exemplo 

2 . 5 . 2  . Nele tínhamos 

Y = LX onde = [a r )  
-- 

* Matriz quadrada é aquela  cujo número de l i n h a s  é i g u a l  ao 

numero de co lunas .  

* *  Essa condição equiva le  a  d i z e r  que 2 é não-s ingular  ou 

que o  núcleo da transformação representada  por E tem d i  - 

menção n u l a .  Para maiores esclarecimentos  c o n s u l t a r  C 7 ]  , 
cap.11 e [ 2 3 ] ,  cap.VI. 

* * *  Matriz iden t idade  é uma mat r iz  quadrada t a l  que os elemen- 

t o s  da diagonal  p r i n c i p a l  são i g u a i s  a  1 e os demais são 

nulos .  



depois verif icamos que: 

Podemos entao n o t a r  que a s  equações 2.5.19,2.5.20 

e 2.5.21 s e  ver i f icam.  

In i c i a lmen te  falamos sobre  transformações l i n e a r e s .  

Depois focalizamos d e n t r e  e s s a s  transformações aquelas que são 

i n v e r s í v e i s .  Vamos agora e s tuda r  d e n t r e  a s  transformações li- 

neares  i n v e r s í v e i s  um t i p o  de transformação que nos s e r á  muito 

Ú t i l .  

LRANSFORMAÇÕES ORTOGONAIS 

Definição 2.5.2:  Uma transformação l i n e a r  representada  p e l a  ma - 

t r i z  L é or togonal  s e  e somente s e  

L = L  T 

onde C é a ma t r i z  inve r sa  de L e L* a sua t r a n s p o s t a .  

(as  transformações or togonais  também são chamadas de AUTO-ORTO- 

GONAIS,  U N I T ~ R I A S  ou AUTQ-ADJUNTAS) 

Observe que e s s a  de f in i ção  pressupõe v á r i a s  condi- 

ções ,  senão vejamos : 

a) L 6 uma mat r iz  que r ep resen ta  uma transformação l i n e -  

b) e s s a  transformação é i n v e r s í v e l  (po i s  s e  não f o s s e  L-' 

não e x i s t i r i a )  

c) e f ina lmente  C = L 
T 

A pr imei ra  condição c a r a c t e r i z a  a e x i s t ê n c i a  de 



uma transformação l i n e a r .  A segunda condição se l ec iona  e n t r e  

a s  transformações l i n e a r e s  aquelas  que são inversTveis  e f i n a l  - 

mente a t e r c e i r a  se l ec iona  aquelas  que além de i n v e r s ? v e i s , s ã o  

or togonais .  

Dessa d e f i n i ç ã o ,  juntamente com a s  equações 2.5.19, 

2 . 5 . 2 0  e 2.5.21,  decorrem uma s é r i e  de conclusões que nos s e -  

rão  ú t e i s .  Senão vejamos. 

S e j a  L a representação  de uma transformação o r -  

togonal (s impli f icadamente  chamada de Matriz Ortogonal) logo 

L = L  L (2.5.24) 

transpondo a s  mat r izes  acima e observando que a t r a n s p o s t a  de 

uma mat r iz  t r a n s p o s t a  6 a p r ó p r i a  m a t r i z ,  temos: 

Levando a equação 2 . 5 . 2 4  na 2.5.21 temos: 

e levando a equação 2.5.25 na 2.5.21 temos: 

E bom lembrar que o f a t o  de termos E = não 

a c a r r e t a  que = L ,  ou s e j a ,  L não é necessar iamente  uma ma - 

t r i z  s i m é t r i c a .  

Vamos agora ve r  como poderíamos r e p r e s e n t a r  a d e f i  - 

nição 2.5.2 em termos a l g é b r i c o s .  

S e j a :  



a quamsa ~duq S. no 



Podemos en t ão  c o n c l u i r  que d i z e r  que L r ep re sen -  

t a  uma t ransformação ortogonab é o  mesmo que a f i r m a r  que cada 

uma das equações 2 . 5 . 2 4 - 2 7 A  e  2.5.31-34 o c o r r e .  

E impor tan te  obse rva r  que o  s i s t ema  de equações 

2.5.31 ( e  analogamente 2.5.32-34) não é l inearmente  indepen- 

d e n t e ,  o  que é 1 6 g i c 0 ,  j á  que s e  e l e  o  f o s s e  os  Li j e s t a r i a m  

d e f i n i d o s  , o  que é absurdo.  

Vamos agora  e s t u d a r  algumas propr iedades  das t r a n s  - 

formações o r t o g o n a i s  . 

TEOREMA 2.5 .1:  O rank da m a t r i z  L 6 i g u a l  a  n .  - 

Demonstração: 

P e l a  inequação de S y l v e s t e r  (ve r  [7] ,pág.  33) temos : 

T 
rank (L L ~ )  - < min (rank (L)  , rank (L ) ) 

mas da equação 2.5.26 temos que:  

e por o u t r o  l ado  sabemos que: 



Levando e s s e s  r e s u l t a d o s  na equação 2.5.35 chegamos a :  

Mas, por  d e f i n i ç ã o ,  rank(L) - < n  o  que a c a r r e t a  que: 

r a n k ( l )  = n  
A 

Esse teorema nos l e v a  a  c o n c l u i r  que o  núc leo  de 

L tem dimensão z e r o ,  (ver  d e f i n i ç ã o  de núc l eo ,  ou "nu11 space" ,  

em [7], seção 2.4)  o  que a c a r r e t a  que em Y = LX podemos d i -  

z e r ,  sem r i g o r  matemático, que "Y contém a  mesma quant idade  de 

informação que X", a l i á s ,  c a r a c t e r z s t i c a  de toda  t ransforma-  

ção i n v e r s í v e l .  

TBOREMA 2.5.2: A t ransformação i n v e r s a  a  uma t ransformação o r -  

togona l  também é or togona l .  

Demonstração: 

S e j a  

onde L r e p r e s e n t a  uma t ransformação o r t o g o n a l .  Pe l a  d e f i n i -  

ção 2 . 5 . 2  temos: 

e  como toda  t ransformação o r togona l  é i n v e r s í v e l  

Pe l a  equação 2.5.40 concluimos que:  

mas 



Reunindo a s  equações 2.5.42 e  2.5.43 temos : 

O que nos l e v a  a  c o n c l u i r  que L-' também r e p r e -  

s e n t a  uma t ransformação o r t o g o n a l .  A 
Com e s s e  r e s u l t a d o ,  s e  es t ivermos de posse  de X 

podemos o b t e r  Y e  o b t e r  novamente X, u t i l i z a n d o  apenas 

t ransformações  o r t o g o n a i s .  

Outra  c a r a c t e r í s t i c a  des se  t i p o  de t ransformação 

é que e l a  não a l t e r a  a  d i s t â n c i a  e n t r e  do i s  pontos  q u a i s q u e r ,  

senão vejamos. 

TEOREMA 2 .5 .3:  S e j a  Y = X onde @ r e p r e s e n t a  uma t r a n s -  

formação o r t o g o n a l .  S e j a  Y(k) = L X(k) e  Y ( k l )  = E X ( k l )  on - 

de X(k) e  X ( k l )  s ão  pontos p e r t e n c e n t e s  ao R". Então 

d i s t (X[k )  , X [ k t ) )  = d i s t (Y(k ]  ,YCkl))  

Demonstração : 

Por d e f i n i ç ã o  (ver  equação 2 . 4  .l) 

Mas como YCk) = C X(k) e Y ( k l )  = E X(k l )  temos: 



ou s e j a  Y.(k)  = E j i  Xi(k) 
J i = l  

e  ana logamente  

n  
Y .  ( k ' )  = 1 E j i  X i (k1)  

J i=l 

S u b s t i t u i n d o  a s  equações  2.5.48 e  2.5.49 n a  2.5.46 

t e remos  : 

d i s t ( Y ( k )  ; Y ( k 1 ) ) =  1 ( 1 E .  .X. ( k ) -  1 P . . X .  ( k ' ) ) '  (2 .5 .50)  
i=l J 1  i=1 11 1 

U t i l i z a n d o  as p r o p r i e d a d e s  dos  s o m a t ó r i o s  podemos e s c r e v e r  que 

d i s t ( Y ( k )  ; Y ( k ' ) ) =  ( 1 2 . .  (X. (k ) -X .  ( k ' ) ) ) '  
11  1 1 

Usando a  equação  2.2.10 podemos e s c r e v e r  que :  



Mas pela  equação 2.5.34 temos: 

s que nos Leva a 

Comparando as  equações 2 . 5 . 4 5  e  2 . 5 . 5 7  concluimos que: 

Como acabamos de v e r ,  uma transformação ortogonal 

não a l t e r a  a  d i s t â n c i a  e n t r e  dois  pontos quaisquer.  É portan-  

t o  uma transformação ISOMÉTRICA. Se i s s o  é verdade, em p a r t i -  

c u l a r  â d i s t â n c i a  de cada ponto à orlgem s e  mantem cons tante .  

Podemos notar  também que a  origem s e  mantém i n a l t e  - 

rada sob essa  transformação, ou s e j a ,  s e  

então 

Logo como a  origem não s e  a l t e r a  com uma t r a n s f o r -  

mação or togonal  e  a s  d i s t â n c i a s  de pontos a  essa  origem também 

não s e  a l te ram,  surge  a  i d é i a  da segu in te  de f in ição .  

Definição 2.5.3: Denominamos de ROTAÇAO de um ve to r  X E R" 

em torno da origem, uma transformação ortogonal  Y = E X (ver 



,pag.173) .  

Para i l u s t r a r  e s s a  de f in i ção  vamos v e r  um exemplo 

EXEMPLO 2.5.3 : 

Seja  uma transformação or togonal  representada  pe- 

l a  mat r iz  

Podemos n o t a r  que de f a t o  S r e p r e s e n t a  uma t r a n s  - 

formação or togonal  j á  que a  equação 2.5.26 s e  v e r i f i c a ,  ou se -  

j  a :  

Se ja :  

Assim teremos: 



Essa t ransformação pode s e r  v i s t a  na f i g u r a  2 . 5 . 3 .  

FIGURA 2 . 5 . 3 :  Representação g r á f i c a  da t ransformação o r togona l  

r ep re sen t ada  por E .  

Observe que a s  d i s t â m Z a s  dos pontos  X ( 1 ) ,  X ( 2 )  e 

X ( 3 )  à origem são  a s  mesmas de Y (1) , Y ( 2 )  e Y (3) r e s p e c t i v a -  

mente. 



Quando efetuamos uma ro t agão  podemos f o c a l i z a - l a  de duas f o r -  

mas : 

ENFOQUE A: Mantemos f i x a  a b a s e  do s i s tema de coordenadas (no 

caso X1 , X 2 , .  . . ,Xn) e rotacionamos os  pontos do Rn (no ca-  

s o  os  X(k) ) .  

ENFOQUE B :  Mantemos f i x o s  os  pontos do Rn (no caso  os  X(k)) 

e rotacionamos a base  do s i s t ema  de coordenadas (no caso  X1 ' 

x 2 , *  ,xn) 

Assim, no exemplo 2 .5 .3  poderíamos t e r  a  f i g u r a  

2 .5 .4 ,  ao invés  da 2.5.3 

FIGURA 2.5 .4:  ~ e ~ r e s e n t a ç ã o  g r á f i c a  da transformação o r togona l  

r e p r e s e n t a d a  por  E .  

Observe que a pos ição  dos pontos X(k) r ~ ( k )  

(k = 1 , 2 , 3 )  em r e l a ç ã o  aos e i x o s  Y e Y 2  na  f i g u r a  2.5.4 é a 
1 

mesma que a s  dos pontos Y [k) (k = 1 , 2 , 3 )  em r e l a ç ã o  aos  e i x o s  



X1 e X2 na figura 2.5.3. 

Se utilizamos o ENFOQUE B, poderemos concluir que 

as transformações ortogonais nos permitem observar os pontos 

XCk) segundo um outro ângulo, sem alterar a distância entre 

eles. Isso 6 muito importante pois assim podemos analisar as 

características dos elementos da população segundo um novo 

ângulo, sem alterar essas caracteriçticas medidas. Escolhen- 

do uma rotação apropriada, poderemos facilitar a análise que 

se deseja fazer com os pontos X(k) . 
E importante observar que uma rotação no nos 

casos de n = 2 e 3 pode não ser exatamente o que chamamos 

de "rotação" intuitivamente. Senão vejamos um exemplo: 

EXEMPLO 2.5.4: 

Seja uma transformação ortogonal representada pela 

matriz 

procedendo de forma análoga a do exemplo 2.5.3 po- 

demos comprovar que de fato E representa uma transformação 

ortogonal. 

Seja: 

Assim teremos: 



Comparando Y (1) , Y (2) e  Y (3) da equação 2.5.64 

com os da equação 2.5.62 observamos que a s  pr imei ras  coordena- 

das de cada ponto são i g u a i s ,  o  que não acontece com a s  segun- 

das coordenadas por causa do s i n a l .  Assim, - a  menos - do s i n a l ,  

uma ro tação  no R" em torno da origem para  n  = 2 é o  que 

chamamos in tu i t ivamen te  de "rotação".  Por ou t ro  l a d o ,  e s s a  

t r o c a  de s i n a l  v e r i f i c a d a  nesse  exemplo nada mais é do que uma 

r e f l e x ã o  em re l ação  ao e ixo  X1, como podemos ve r  na f i g u r a  

2.5.5 , Logo uma ro tação  no R" em torno da origem pa ra  n=2,  

i n tu i t ivamen te  f a l ando ,  s e r  uma "rotação" (exemplo 

2.5.3) ou uma "rotação" seguida de uma re f l exão  (ex&mplo 2 . 5 . 4 )  

éní tomno de um e ixo .  



I 
F IGURA 2 , S . S :  ~ e f l e x ã o  em t o r n o  de X1 

Apresentamos a  s e g u i r  o u t r a  c a r a c t e r í s t i c a  das 

t ransformações  o r t o g o n a i s .  

TEOREMA 2.5.4 : Se jtl , g 2 ,  . . . , formam uma base  or tonormal* 

p a r a  o  R" e C uma m a t r i z  que r e p r e s e n t a  uma t ransformação 

o r togona l  t a l  que ? = L ?. ( i  = j = 1 , 2 , .  . . , n ) ,  en t ão  
j 1 

-f 

T 2 ,  ,yn também formam uma base  or tonormal  p a r a  o  R". 

Demons t r a c ã o  : 

Consu l t a r  r e f .  [ 6 ]  ,pág.160.  

jt f o r -  Esse  teorema nos mostra  que s e  Z1,T 2 , . . .  , 

mam uma base  or tonormal  p a r a  o  e  efetuamos uma r o t a ç ã o ,  

r e p r e s e n t a d a  p e l a  m a t r i z  C , obteremos uma nova base  TI , T 2 ,  

..., ? que também s e r á  or tonormal .  n  

* b a s e  ortonormal é aque l a  c o n s t i t u i d a  por v e t o r e s  u n i t á r i o s  

e  o r togona i s  ( p5 ]  , seção 8.2) 



Sob o ponto de v i s t a  geométrico e l e  nos mos t r a  

que s e  utilizarmos um s i s t ema  de coordenadas o r togona i s  c a r t e -  

s i a n a s  p a r a  r e p r e s e n t a r  o , quando efetuarmos uma r o t a ç ã o  

nes se  s i s t e m a  de coordenadas o novo s i s t ema  que s u r g i r á  tam- 

bém s e r á  de coordenadas o r togona i s  c a r t e s i a n a s .  

Observe que estamos u t i l i z a n d o  o enfoque - B , j á  

que o o b j e t i v o  é observar  o s  pontos  X(k) de uma o u t r a  forma, 

e não a l t e r a - l o s .  Logisamente, quando a l t e r a rmos  o s i s t e m a  de 

coordenadas ,  os  pontos passam a t e r  novas coordenadas em r e l a -  

ção ao novo s i s t e m a .  Assim,cada ponto X(k) de coordenada 

Xl (k) ,X2 (k) , . . . ,X(k) em um s i s t e m a ,  t e r á  coordenadas Yl (k) , 

Y 2  (k) , . . . ,Y (k) no o u t r o  s i s t ema .  Pa ra  i d e n t i f i c a r  o s i s t ema  n 

em uso u t i l i z a r e m o s  XCk) p a r a  um e Y (k) pa ra  o u t r o ,  não s e  

esquecendo que,  segundo o enfoque - B, X(k) e Y (k) representam 

o mesmo ponto  s ó  que com coordenadas d i f e r e n t e s .  

2.6. Resumo 

Com o o b j e t i v o  de f a c i l i t a r  a s  c o n s u l t a s  vamos 

aqu i  r e u n i r  o s  r e s u l t a d o s  das seções  2 .2 ,  2 .3 ,  2 . 4  e  2.5 . 

A) S O M A L ~ R I O S  (Seção 2.2) 

i i )  C y L - . Y . ) (  e i f  ' Y .  I]= f f l . . L  , Y . Y  
j=1  'J J j f - 1  J' j = l  j  f= l  i j i ' j  J j '  

(2.2.9)  





i i )  Va r i ânc i a  

2 Def in ição :  o2  = V A R ~ . ]  = C = E [(xi-yi) -j = 
'i 1 

ii 

- 1 
N 

- -  2 (Xi (k) -X. ) 
k = l  1 

Propr iedades :  - s e  X = c t e  en t ão  V A R [ X ~ ]  = O (2.3.13) i 

+ V A R [ X ~ + ~ ]  = VAR[X.] 1 (2.3.14) 

-t VAR [axi] = a2vAR [x. 1 ] (2.3.15) - vnn[xi+xi,] = VAR[X.]  1 + VAR[X. 1 , ]  + 

- 
+ 2E [ (Xi-Xi) (Xi , -Xi , ) I  (2.3.17) 

+ s e  a s  v a r i á v e i s  Xi não forem co r r e -  

l a c ionadas  e n t r e  s i  en t ão  

2 Teorema 2.3.1:  V A R [ X ~ ]  = E [ x . ]  - (E [x . ] )  2 
1 1 

i i i )  Desvio Médio Padrão 

Propr iedades :  + s e  Xi = c t e  en t ão  oX = O (2.3.28) 
i 

-t õ - 

[xi+aI - "X 
(2.3.29) 

i 



iv) Covariância 

- 
Definição: cOV[xi;xi , ]  = c ii' = E [(xi-Fi) (Xi, -Xi ) ]  = 

Teorema 2.3.2: COV[X~;X~,]=E[X~X~,]-E[X.]E[X. 1 
1 '1  

Propriedades : + c ii = cOv[xi;Xi] = VAR [x. 1 ] 

+ Ciil = C i'i 

v) Correlação 

cov[xi;xif] 
Definição: COR[X, ;X, , ]  = - - 

Propriedades: + -1 - < COR[xi;Xi.] - < 1 - COR [xi ; xi, ] = COR [xi ;xi] 

Teorema 2.3.3: Se Xi = aXi, + b (a e b - constantes) 

então 

I c o R [ x ~ ; x ~ , ]  l=l 



vi) Desvios 

- 
Definição: x i = Xi - Xi 

Propriedades: + E[xi] = O 

+ VAR[X~]=VAR[X.]= 1 c ii 

- + o x  - o x  
i i 

+ COV[X~;X~,] = E[xi xi,] 

+ c0v[xi;xi,] = c0v[xi;xi,l 

+ COR [xi ;xi , ] = COR [xi ; Xi ,] 

vii) variáveis Padronizadas 

Propriedades: + E [zi] = O 

viii) Independência de variáveis Aleatórias 

As seguintes afirmativas são equivalentes: 

a) xl e xz ç ão variáveis aleatórias discretas independentes. 



) GEC -- 

i 1 

i i )  

i i i )  

IMETRIA [Seção 2.4)  

n  ~ i s t â n c i a  e n t r e  d o i s  p o n t o s  no R 

D e f i n i ç ã o :  d i s t ( X ( k ) ; X ( k t ) )  = 1 ( X i ( k ) - X i ( k t ) ) '  ili = 1 

P r o p r i e d a d e s  : -+ d i s t  (X(k) ;X(k) ) = O (2 .4 .2 )  

-+ s e  X(k) f X ( k f )  e n t ã o  

d i s t ( X ( k )  ; X ( k f ) )  > O ( 2 . 4 . 3 )  

+ d i s t ( X ( k )  ; X ( k ' ) > = d i s t ( X ( k t )  ;X(k) )  

(2 .4 .4 )  

-+ d i s t ( X ( k )  ; X ( k t ) ) + d i s t ( X ( k ' )  ; X ( k W ) )  - > 

> d i s  t (X (k) ; X (k") ) - ( 2 . 4 . 5 )  

Norma de  um v e t o r  g / k )  

D e f i n i ç ã o :  ~ ? ( k )  I = d i s t  (X(k) ;or igem)  = 

-+ 
Cossenos d - i r e t o r e s  de um v e t o r  X(k) 

<$ (k) . X: > 
D e f i n i ç ã o  : I 

g  i = cos a = i lm I- 

L 
Teorema 2 .4 .1 :  gi = 1 

i=l 



i v )  Retas Ortogonais 

Teorema 2.4.2: Duas r e t a s  no de cossenos d i r e t o r e s  

v) ~ i s t â n c i a  de um ponto à uma r e t a  no R 
n 

D )  ALGEBRA LINEAR [Seção 2.5) 

i) Transformações Lineares 
-- 

Y = E X  ou ? = E ?  

onde a matr iz  @ é um operador l i n e a r .  

i i )  Transformações Lineares Invers íve i s  

~ e f i n i ç ã o :  Uma transformação l i n e a r  Y = E X (ou Y = 

f ( X ) )  6 i n v e r s í v e l  s e  e somente s e  e x i s t e  

uma transformaçáo X = L Y (ou X = f - ' ( ~ ) ) .  

Condições necessá r i a s  e s u f i c i e n t e s  para a e x i s t ê n c i a  

de L: 

a) E s e r  uma matr iz  quadrada. 

b)  determinante de C s e r  d i f e r e n t e  de zero.  



i i i )  Transformações Ortogo'nais - 

Def in ição :  Uma t ransformação l i n e a r  r e p r e s e n t a d a  pe l a  

m a t r i z  L é or togona l  s e  e  somente s e  

S = L  T 

T 
onde C é a m a t r i z  i n v e r s a d e  L e  L a  

sua  t r a n s p o s t a .  

Afirmações e q u i v a l e n t e s :  

+- L r e p r e s e n t a  uma t ransformação o r togona l  

+ e r e p r e s e n t a  uma t ransformação o r togona l  

+ p L = I  (2.5.27) 
- . j y = ~  (2.5.27A) 

n 
+ 1 L . j L i l j = l  i =  i ' i = 1 , 2 , .  . . , n  (2.5.31) 

j  =l 
= O  i f i '  i 1 = 1 , 2 ,  ..., n  

n  
+- 1 l i j L i j l  = I  j = j l  j  = 1 , 2 ,  ..., n  (2.5.32) 

i = L  
= O  j f j '  j ' = 1 y 2 , . . . y n  

n  
+- 1 & . . 2  = i  j = j '  j  = 1 , 2 ,  . . . ,  n  (2.5.33) 

i=l J I  j ' i  



Teorema 2 .5 .1 :  O rank da m a t r i z  L i g u a l  a  - n .  

Teorema 2.5.2:  A t ransformação i n v e r s a  a uma t r a n s f o r  - 

mação o r togona l  também 6 o r t o g o n a l .  

Teorema 2 .5 .3 :  S e j a  Y = X onde E r e p r e s e n t a  uma 

t ransformação o r togona l  . Se j a  Y (k) = 

2 X(k) e Y ( k t )  = E X(k t )  onde X(k) 

e  x [ k t )  s ão  pontos  p e r t e n c e n t e s  ao  

R". Então d i s t ( X ( k )  ; X ( k t ) )  = 

= d i s t  (Y Ck) ;Y ( k ' ) )  . 

Enfoques dados à uma t ransformação o r t o g o n a l :  

ENFOQUE A :  mantem-se f i x a  a ba se  do s i s t e m a  de coorde  - 

nadas e r o t a c i o n a - s e  o s  pontos  do R". 

ENFOQUE B :  mantem-se f i x o s  o s  pontos  do R" e r o t a -  

c iona - se  a b a s e  do s i s t e m a  de  coordenadas .  

Teor ema 2 .5 .4 :  Se , z 2 ,  . . . , formamuma b a s e  o r t o  - 

normal p a r a  o R n  e  E é uma m a t r i z  

que r e p r e s e n t a  uma t ransformação o r togo  - 

na1 t a l  que ? = E f .  ( i = j  = I ,  2 ,  . . . , n ]  , 
j  1 

-t 
e n t ã o  f1 ,TZ,. . . ,yn também formam uma 

base  or tonormal  p a r a  o R". 



COMPONENTES PRINCIPAIS 

3.1.  In t roducão  

O Modelo das Componentes P r i n c i p a i s  (MCP), u t i l i -  

zado na A n á l i s e  F a t o r i a l ,  t r a b a l h a  com uma t ransformação do t i  - 

po r ep re sen t ado  p e l a  equação 1 . 2 . 1  fazendo,  no e n t a n t o ,  uma sé - 

r i e  de r e s t r i ç õ e s  a d i c i o n a i s  a c e r c a  d e s t a  t ransformação.  No 

d e c o r r e r  d e s t e  c a p i t u l o  examinaremos com d e t a l h e  o  s i g n i f i c a d o  

d e s t a s  r e s t r i ç õ e s .  

Sejam X1,XZ, ..., Xn a s  v a r i á v e i s  medidas nos e l e -  

mentos de uma população.  Básicamente o  que o  MCP s e  propõe a  

f a z e r  é a p l i c a r  uma t ransformação a  e s s a s  v a r i á v e i s ,  t a l  que 

a s  novas v a r i á v e i s  o b t i d a s  Y1,YZ, ..., Y permitam uma melhor n  

d i sc r iminação  dos elementos da população.  E s t a  melhor d i s c r i -  

minação é de extrema u t i l i d a d e  quando s e  t r a t a  de c r i a r  uma t i  

po log ia  p a r a  a  população,  f a z e r  uma c l a s s i f i c a ç ã o  dos elemen- 

t o s  segundo c r i t é r i o s  dados ,  e t c . . .  

Nesse c a p í t u l o  vamos a p r e s e n t a r  a  e s t r u t u r a  matemá - 

t i c a  do modelo. I n i c i a l m e n t e ,  nas seções  3 . 2 ,  3 .3  e  3 . 4  va- 

mos e s t u d a r  o enfoque e s t a t í s t i c o  - do MCP, após o  que,  na  seção 

3 . 5 ,  faremos uma r e v i s ã o  do que f o i  v i s t o .  Em s e g u i d a ,  na s e -  

ção 3 .6 ,  apresentamos um exemplo numérico com o o b j e t i v o  de f i  - 

x a r  mais o s  conce i to s  es tudados .  J á  na seção 3 . 7  abordamos o  

MCP s o b r e  o u t r o  enfoque,  o  da Algebra - L i n e a r ,  mostrando a  e q u i  - 

v a l ê n c i a  des se  t i p o  de abordagem com a  a n t e r i o r  e  fazendo ,  na 

seção 3 .8 ,  comentár ios  s o b r e  o  exemplo j á  v i s t o .  Na seção  3 . 9  



é mostrada a c a r a c t e r T s t i c a  do MCP, de conservação da v a r i â n -  

c i a ,  e  novos comentârios s o b r e  o exemplo da seção 3.6 s e r ã o  

f e i t a s  na 3 .10.  Em s e g u i d a ,  abordamos o MCP sob re  o enfoque 

geométrico nas  seções  3 .11,  3.12 e 3 .13 após o que,  (seção 

3.14) , fazemos uma comparação e n t r e  a s  t r ê s  abordagens ( e s t a -  

t í s t i c a ,  ALgebra L inear  e geométrica)  e  novos comentários ( s e  - 

ção 3.15) s o b r e  o exemplo da seção 3.6.  Para  f i n a l i z a r  f a r e -  

mos uma a n a l o g i a  do MCP com a Mecânica (seção 3.16) , e s t u d a r e  - 

mos a lguns  casos  p a r t i c u l a r e s  (seção 3.17) e o problema das 

e s c a l a s  empregadas na medição das v a r i á v e i s  (seção 3.18) . 

3.2. O Modelo das  Componentes P r i n c i p a i s  

I n i c i a l m e n t e  vamos re lembrar  o problema a que nos 

propusemos a e s t u d a r .  

Temos um conjunto  [ou população) de N elementos - 

nos  qua i s  observamos - n c a r a c t e r í s t i c a s  e associamos a cada ca- 

r a c t e r í s t i c a  observada uma v a r i á v e l  X i = l , 2 , . . , n ) .  Essa  a s  
1 - 

soc iação  s e r á  de t a l  forma que E [xi] = O ,  ou s e j a ,  Xi s e r á  

um desv io  (ver  d e f i n i ç ã o  de desv io  na seção 2.3) e  por i s s o  

passaremos a r e p r e s e n t a - l o  por  x . A s s i m  xi(k)  s e r á  a r e -  i 

presen tação  da i-ésimâ c a r a c t e r í s t i c a  do elemento - k da popu- 

l a ç ã o  e cada elemento des sa  população a p r e s e n t a r á  n - c a r a c t e -  

r í s t i c a s  exp re s sa s  pe lo  v e t o r  x ( k )  = (xl (k) , x 2  (k) , . . . ,xn(k)). 

Vamos agora  e s t u d a r  e s s a  população u t i l i z a n d o  o en  - 

foque do MCP. Po r t an to ,nos  basearemos na  equação 1 . 2 . 1  que ,  

u t i l i z a n d o  os desv ios  x i ,  tomará a s e g u i n t e  forma: 



onde 

xi - r e p r e s e n t a  a  i -és ima c a r a c t e r í s t i c a  que observamos 

na  população 

Yj 
- C j = l , 2 , .  . . , p )  6 a  componente 

f i  - é a  função que r e l a c i o n a  a s  componentes ao xi 

OBS. : Mostraremos mais a d i a n t e  (teorema 3.3.1)  que no MCP u t i  

l i z a n d o  desv ios  xi obtemos como r e s u l t a d o  desv ios  Y j  

E s t a  é a  razão  porque,  desde j á ,  u t i l i z a m o s  a  no tação  

r e f e r e n t e  a  de sv ios .  

Podemos observar  que e s s e  enfoque é bem g e r a l  p o i s  
- 

não f a z  nenhuma r e s t r i ç ã o  às funções  f  , a s  componente i - - 
e  nem em r e l a ç ã o  ao v a l o r  de p que poderá s e r  maior ,  menor ou 

i g u a l  ao número de c a r a c t e r í s t i c a s  observadas ( n ) .  Por sua  ge - 

n e r a l i d a d e ,  a  sua  i d e n t i f i c a ç ã o  to rna - se  i m p r a t i c á v e l .  

O MCP f a z ,  como dissemos,  na seção  3 .1 ,  uma s é r i e  

de r e s t r i ç õ e s  à equação 3 .2 .1 .  Passamos a  desc reve - l a s  lem- 

brando que os  s eus  s i g n i f i c a d o s  f i c a r ã o  mais c l a r o s  à medida 

que o modelo f o r  sendo desenvolvido.  

i? RESTRIÇÃO 

I n i c i a l m e n t e ,  n e s s e  modelo, f i  é uma função L I N E -  

AR.  Essa  r e s t r i ç ã o  s e  deve ao f a t o  de o s  modelos l i n e a r e s  t e -  

rem uma s é r i e  de p ropr iedades  que o s  não l i n e a r e s  não tem. E s -  

s a s  p ropr iedades  s impl i f i cam o  problema e ,  uma vez r e s o l v i d o  o  

caso l i n e a r ,  poderemos i n f e r i r  s o b r e  os  não l i n e a r e s .  Com es -  

s a  r e s t r i ç ã o  podemos e s c r e v e r  a  equação 3 - 2 . 1  da  s e g u i n t e  f o r -  

ma: 



Uma segunda r e s t r i ç ã o  é que - p s e j a  igua l  a - n . 
Essa r e s t r i ç ã o  d e f i n e  o número de componentes que estamos i n -  

te ressados  em encon t ra r .  Ao e s t a b e l e c e r  que o número de com- 

ponentes e s e j a  i g u a l  ao número de v a r i á v e i s  observadas (n) , 

o modelo f i c a  matematicamente s impl i f i cado  e e s t a  s i m p l i f i c a -  

ção s e r á  explorada no desenvolvimento do modelo. Agora pode- 

mos escrever  a equação 3.2.2 assim: 

ou simplesmente 

Outra r e s t r i ç ã o  é que a s  componentes y . ( j = l , 2 , * . . ,  
J 

n] não sejam cor re lac ionadas  e n t r e  s i .  I s s o  s i g n i f i c a  impor 

que não h a j a  nenhuma dependênoia func iona l  l i n e a r  e n t r e  as  com - 

ponentes (ver  conce i to  de co r re l ação  na seção 2.3) . Essa de- 

pendência é indese j áve l  j 2 que estamos in t e re s sados  nas compo- 

nentes  para  que possamos obse rva r ,  de uma forma mais convenien - 

t e ,  a s  c a r a c t e r í s t i c a s  e os elementos da população em es tudo ,  

e não a s  r e l ações  e n t r e  a s  componentes. Assim podemos impor 

que : 



Antes de definirmos essa restrição vamos ver o se - 

guinte. 

Escrevendo a equação 3.2.4 na forma matricial te- 

remos. 

x = L y  

onde 

Assim, uma vez determinada a matriz L , dado um ve - 

tor y , temos um vetor - x. Porém a observação da população 

em estudo nos dá somente informações sobre as variáveis x e i 

o nosso modelo procura justamente a determinação das componen- 

tes yj . Ou seja, dado = x , o nosso problema consiste em en- - 
contrar - tal que: 

isto é 

ReaLmente,como veremos mais adiante, no modelo que 

desenvolvemos aparecem os coeficientes E j  i e não os coefici- 

ente eij. 



Acerca dos v e t o r e s  2 .  = (Pjl  , t j 2 , .  . 
J . , e j n )  no en- 

t a n t o  impomos uma r e s t r i ç ã o  a d i c i o n a l ,  que ê jus tamente  o  que 

a  ca rac tè r izamos  como a  4 .  r e s t r i ç ã o .  Impomos a  condição de 

que os  2 sejam u n i t á r i o s ,  i s t o  6 ,  que 
j 

O l e i t o r  pode r i a  s e  pe rgun ta r  como 6 p o s s í v e l  ga- 

r a n t i r  a  e x i s t ê n c i a  de E .  I s t o  é ,  como é p o s s í v e l  g a r a n t i r  

que e x i s t e  a  i n v e r s a  de L ? Nas seções  p o s t e r i o r e s  s e r á  mos- 

t r a d a  que o  atendimento às condições do modelo g a r a n t e  na v e r  - 

dade e s t a  e x i s t ê n c i a .  

OBJETIVO 

Dentro desse  con jun to  de r e s t r i ç õ e s  o  o b j e t i v o  i n i  

c i a l  do MCP s e r á  e n c o n t r a r  a  p r i m e i r a  componente yl t a l  que 

e l a  d i s c r imine  ao máximo os  elementos da população,  ou s e j a ,  

que os yl (k)  ( v a l o r e s  assumidos p e l a  componente Y1 Para  0 

elemento k da população) sejam os  mais va r i ados  p o s s í v e l ,  o  

que s i g n i f i c a  que a v a r i â n c i a  de yl s e j a  máxima. Em o u t r a s  

p a l a v r a s  o  o b j e t i v o  i n i c i a l  s e r á :  

MAXIMIZAR VAR Iyl] 

O o b j e t i v o  s e g u i n t e  s e r á  f a z e r  o  mesmo pa ra  a  s e -  

gunda componente ( y 2 ) ,  lembrando que p e l a  3? r e s t r i ç ã o  a  c o r r e  - 

l a ç ã o  e n t r e  y 2  e yl deverá  s e r  ze ro .  

Depois iremos r e p e t i r  e s s e  procedimento mais uma 

vez p a r a  a  t e r c e i r a  componente (y3 ) ,  lembrando agora  que a  cor  - 

r e l a ç ã o  e n t r e  e l a  e  a s  componentes y1 e  y 2  dever; s e r  ze ro .  



E assim sucessivamente a t e  a  n-ésima componente que deverá 

t e r  co r re l ação  nu la  com todas  a s  demais componentes. 

importante  lembrar que s e  cada componente 

f o r  de t a l  forma que 

en tão ,  segundo a  equação 2.3 .48,  qualquer par  de componentes 

d i s t i n t a s  t e r á  co r re l ação  n u l a ,  coerentemente com a 3? r e s t r i -  

ção. 

Podemos agora formular o  MCP como um problema de 

otimização d iv id ido  em - n e t a p a s .  Senão vejamos: 

PROBLEMA I: 

Dados xl , x 2 ,  . . . , xn , encont rar  y l , y  2 , . . . , y n  

- - 

(onde = 1 Z j  i xi) de forma a 
i=l 

1: ETAPA 

MAXIMIZAR VAR L Y l ]  
s u j e i t o  à 

2: ETAPA 

MAXIMIZAR VAR [yZ] 

s u j e i t o  5 



MAXIMI ZAR VAR [Y 3 ]  

s u j e i t o  a 

a  n .  ETAPA 

MAXIMIZAR VARFy ] n 

s u j e i t o  a  

Podemos então enunciar  o  problema da segu in te  f o r -  

ma: 

PROBLEMA I: 

Dado que numa população de - N elementos foram medi- 

das - n c a r a c t e r i s t i c a s  em cada um d e l e s ,  e  que e s s a s  c a r a c t e r í s  - 

t i c a s  são representadas  pe la s  v a r i á v e i s  x . ( i = 1 , 2 ,  ..., n ) ,  en- 
1 



-- 

con t ra r  - n componentos = 1 e j ix i  ( j = l , Z , .  . . ,n) s u j e i t a s  
Y j  

- 
a  r e s t r i ç ã o  1 = 1 ( j = l ,  2 , .  . . ,n) de t a l  forma que: 

i=l 

1) Y1 tenha va r i ânc ia  máxima. 

2 )  Y z  tenha va r i ânc ia  máxima mas não s e j a  cor re lac iona-  

da com yl.  

3) y3 tenha va r i ânc ia  máxima mas não s e j a  cor re lac iona-  

da nem com Y 1  nem Y 2 '  

n) Yn tenha vã r i ânc ia  máxima mas não s e j a  cor re lac iona-  

da nem com Y l  nem com y 2 ,  nem com y 3 , .  . . , nem com 

3.3. O Problema a  Ser  Resolvido 

Como salientamos na seção 3 .2 ,  a  população em es- 

tudo só nos fornece informações d i r e t a s  sobre a s  v a r i á v e i s  xi. 

Assim,surge a  necessidade de escrevermos o  Problema 1 em t e r -  

mos das v a r i á v e i s  xi e não das componentes . Vamos en- 

t ã o  ver  como i s s o  s e r á  f e i t o .  

In ic ia lmente ,  par t indo da equação 3.2.9,  que pode 

s e r  e s c r i t a  assim: 

vamos v e r i f i c a r  uma c a r a c t e r í s t i c a  das componentes. 



TE ORE^^ 3.3 .1:  Se xi f o r  um desv io  en tão  
Yj 

tambgm s e r á ,  

Pe l a  d e f i n i ç ã o  de desv io  (ver  seção 2 . 3 )  

S u b s t i t u i n d o  xi na equação 3 .3 .1  vem: 

Usando a  p ropr iedade  a s s o c i a t i v a  dos somatór ios  t e  - 

mos : 

Como os 2 são  c o n s t a n t e s  p a r a  todo elemento da i j  

população (ve r  p ropr iedades  das  médias na seção 2.3)  en tão  

S u b s t i t u i n d o  e s s e  r e s u l t a d o  na equação 3 .3 .6  temos: 

Levando em con ta  que Y = e j i X i  a  equação 
j  i=l 



A s s i m  concluimos que 
j  

é um desv io .  

n 
É impor tan te  lembrar  que t a n t o  os  x como os  

i 
são  desv ios  mas não necessar iamente  s ão  v a r i á v e i s  padron izadas .  

Podemos supor  que nem todos  os v a l o r e s  y j  (1) , y j  ( 2 )  , 

. . y  (N) sejam i g u a i s  p o i s  medimos e s s e s  v a l o r e s  numa popula - 
ção .  Nesse caso teremos:  

V A R [ Y ~ ]  f O 

E sob e s s a  h i p ó t e s e  podemos a f i r m a r  que 

CQR[Y. ;Y. , l  = O o que e q u i v a l e  a  COv[yj ; y j  ,I = O J J -  

Por o u t r o  l a d o ,  como 
'j 

6 um d e s v i o ,  temos 

S u b s t i t u i n d o  a equação 3 . 3 . 1  na 3.3.14 chegamos a  

Usando a s  p ropr iedades  dos somatór ios  a  equação 

acima f i c a r á  

n  n  
=E[ 1 1 E .  .2 t x - x .  r ] 

i=l J I  j ' i  1 I 



Como os  são  c o n s t a n t e s  p a r a  todos  os elemen- j i 

t o s  da  população encontramos 

Mas p e l a  equação 2 . 3 . 5 9 A  

S u b s t i t u i n d o  a equação 3.3.19 na 3.3.18 encont ra -  

cQv[yj ; y j  ' ]  = E 1 2. .Z  J L  j f i '  C O V [ X ~ ; X ~ , ]  
i=l i t= l  

onde 

a Desta  forma concluimos que a 3. r e s t r i ç ã o  do Prob le  - 

ma 1 pode s e r  expressa  p e l a  s e g u i n t e  equação 

Por o u t r o  l a d o ,  sabemos da seção 2 .3  que 

logo com base  na equação 3 .3 .21,  chegamos a 

n n 
VAR[Y.] = V A R [ ~ . ]  = 1 1 2 . 2  c 

J J i=l i i = 1  J L  j i '  i i '  





s u j e i t o  a 

E C i l i '  i 

3 .4 .  Resolução do Problema i. 

Para  r e s o l v e r  o Problema 1 b a s t a  encontrarmos os 

2. j á  que as c o v a r i â n c i a s  ci i1 s e r ã o  o b t i d a s  a t r a v é s  de me j i '  - 

d ições  e f e t u a d a s  no con jun to  de elementos (ou população) em es  - 

tudo .  



Essas covar iânc ias  podem s e r  agrupadas numa m a t r i z  

da s e g u i n t e  forma 

Podemos n o t a r  que e s s a  6 uma mat r iz  quadrada de n l i n h a s  por - 
n colunas .  - 

Como sabemos da Algebra Linear  [ver L 7 ]  , seção 

2 . 6 ) ,  toda ma t r i z  quadrada n x n possu i  n au tova lo res .  Nes- - 

s a  seção vamos nos preocupar somente com o caso mais g e r a l  no 

qua l  e s s e s  - n au tova lores  sejam todos d i f e r e n t e s  e n t r e  s i  e 

que nenhum s e j a  nulo.  0s  casos em que i s s o  não acontecer  s e -  

rão  abordados pos te r iormente  na seção 3.17. 

Dividiremos o Problema 1 e m  - n e t apas :  

Solução : 

s u j e i t o  a 

Uti l izaremos o Método do Mul t ip l icadores  de Lagran- 

ge  (ver  O ] ,  [ I 4 ]  e [ 2 4 ]  3 na resolução desse  problema. Assim o 

problema passa rá  a s e r  



onde A I  é o  Mul t i p l i cado r  de Lagrange. (os í n d i c e s  foram r e -  

arrumados de forma mais convenien te  j á  que iremos u t i l i z a r  

'1 i 
, mais a d i a n t e ,  p a r a  o u t r o  f i m ) .  Agora TI  é função dos 

'1 i e de  AI, e  o  problema não possu i  r e s t r i ç õ e s .  

Di fe renc iando  a  equação 3 .4 .3  em r e l a ç ã o  a  cada 

uma d e s s a s  v a r i á v e i s  e ,  além d i s s o ,  observando que c i l i l ,  - 

- - c ~ , , ~ ,  teremos 

Mas p a r a  T1 s e r  máximo suas  der ivadas  p a r c i a i s  em 

r e l a ç ã o  aos  'li e  A l  deverão s e r  n u l a s  o  que a c a r r e t a  

Dessas equações podemos t i r a r  duas conc lusões .  

i?) AI é a  v a r i â n c i a  de yl 

2 3  xl 6 um a u t o v a l o r  da m a t r i z  C .  

senão v e j  amos. 



TEOREMA 3.4 .l: X1 é a v a r i ã n c i a  de 
Y 1 '  

Mul t ip l i cando  a equação 3.4.6 por  
'I i e somando 

p a r a  todo  = , 2 , . . . , n  teremos 

S u b s t i t u i n d o  a equação 3 .4 .7  na 3.4.8 temos: 

Por o u t r o  l a d o ,  fazendo j = 1 na equação 3 .3 .25,  

temos : 

Reunindo a s  equações 3.4.9 e 3.4.10 teremos f i n a l -  

mente que: 

Com r e l a ç ã o  ã segunda conclusão temos o s e g u i n t e  
A 

teorema. 

TEOREMA 3 . 4 . 2 :  hl 6 um au tova lo r  da m a t r i z  C .  

Demonstração: 

S e j a  



Podemos então escrever a equação 3.4.6 assim: 

que nada mais é do que a definição de autovalor. Logo X1 e 

um autovalor da matriz C e E: é um autovetor da matriz C 

associado ao autovalor As. n 
Voltando às duas conclusões, observamos que o va- 

lor máximo da VAR[~~] será o maior autovalor da matriz C e os 

tli serão as componentes de um autovetor dessa matriz, associa - 

do a esse autovalor. 

Sabemos, no entanto, da A~gebra Linear que associa- 

do a um autovalor existe uma infinidade de autovetores. Porém 

lembrando a 4? restrição observamos que: 

logo o autovetor escolhido será aquele que satisfizer a equa- 

ção 3.4.13. Assim os eli serão as componentes do autovetor 

unitário da matriz C associado ao autovalor Al (Obs . :Autove- 
tor, ou vetor, unitário é aquele cujo somatório dos quadrados 

de suas componentes é igual a 1). 

Fim da l? etapa 



2: ETAPA 

Solução : 

Mais uma v e z ,  u t i l i z a n d o  o Método dos Mul t ip l i cado  

r e s  de Lagrange, o problema f i c a r á  da s e g u i n t e  forma: 

onde h 2  e o são  os  Mul t ip l i cadores  de Lagrange. (os  í n d i -  1. 

ce s  , mais uma vez ,  foram re-arrumados de forma mais convenien- 

t e  j á  que iremos u t i l i z a r  ?2 i  , mais a d i a n t e  pa ra  o u t r o  f im) .  

Agora TZ é função dos zZi ,  de h 2  e também de al e o pro - 

blema não possu i  mais r e s t r i ç õ e s .  

Diferenciando a equação 3.4.17 em r e l a ç ã o  a cada 

uma des sas  v a r i á v e i s  e ,  além d i s s o ,  observando que c - - 
i ' i"  

" c 
i"i' teremos:  



Mas para  T 2  s e r  máximo suas  der ivadas  p a r c i a i s  

em re l ação  aos P Z j ,  a h 2  e  al deverão s e r  nu las  o  que 

a c a r r e t a  

Dessas equações podemos t i r a r  duas conclusões:  

1:) h 2  é a  v a r i â n c i a  de Y 2  

2:) h 2  6 um autovalor  da mat r iz  c .  

senão vejamos 

TEOREMA 3.4.3:  h 2  é a  v a r i â n c i a  de y 2  



Demon's t f a ç ã o  : 

Mult ip l icando  a  equação 3.4.21 por  22i e  somando 

pa ra  todo i = 1 , 2 ,  ..., n  terdmos:  

S u b s t i t u i n d o  as equações 3.4.22-23 na 3.4.24 chega - 

remos a :  

Comparando a s  equações 3.4.25 e  3.3.25 chegamos a  

h 2  = V A R [ Y ~ I  (3.4.27) 

a 
Com r e l a ç ã o  à segunda conclusão temos o  s e g u i n t e  

teorema. 

TBOREMA 3 .4 .4 :  X 2  6 um a u t o v a l o r  da m a t r i z  C 

Demonstração : 

S e j a :  



en tão  podemos e s c r e v e r  a s  equações 3.4.6-7 e 3.4.21-23 da s e -  

g u i n t e  forma: 

Pré-mul t ip ' l icando a equação 3.4.30 p e l o  v e t o r  P1 

temos : 

Por o u t r o  l a d o ,  reunindo a s  equações 3.4.28 e 

3.4.32 concluimos que: 

Como por  h i p ó t e s e  [ver i n í c i o  d e s t a  seção)  hl  # O 

en t ão  

Levando a s  equações 3.4.32 e 3.4.35 na 3.4.33 con- 

cluimos que: 



S u b s t i t u i n d o  a  equação 3.4.28 na 3.4.36 temos: 

Mas p e l a  equação 3 .4 .29,  2,~: = 1. Logo pa ra  que a  equação 

3.4.37 s e  v e r i f i q u e  temos alXl = O .  Mas como por h i p ó t e s e ( v e r  

i n í c i o  d e s t a  seção)  X1 # O segue que a l  = 0. 

Fazendo al = O na equação 3.4.30 temos : 

A 

que nada mais é do que a  d e f i n i ç ã o  de a u t o v a l o r .  Logo h 2  e  

um a u t o v a l o r  da ma t r i z  C e  2; é um a u t o v e t o r  da  m a t r i z  C a s -  

soc iado  ao a u t o v a l o r  X 2 .  

Voltando ã s  duas conc lusões ,  observamos que o  va - 

l o r  máximo da VAR [y2] s e r á  o  segundo maior au tova lo r  da  ma- 

t r i z  C ( j á  que p e l a  3a. r e s t r i ç ã o  a  COR[y2;y1] = O o  que 

a c a r r e t a  y 2  f yl)  e  os 2 s e r ã o  a s  componentes de um au to-  
2 i 

v e t o r  de s sa  m a t r i z ,  a ssoc iado  a  e s s e  a u t o v a l o r .  

a  Como fizemos na 1. Etapa ,  o  a u t o v e t o r  tZi s e -  

r á  u n i t á r i o .  

Fim da 2: e t a p a  O 

Vamos agora  r e s o l v e r  uma e t a p a  g e n é r i c a  do Pro- 

blema l .  



MAXIMIZAR 1 I z j i  z j i l  C i i t  

,i-1 i,'=l 

s u j e i t o  a 

Solucáo : 

U t i l i z a n d o  o  ~ é t o d o  dos Mul t i p l i cado re s  de Lagran- 

g e ,  como nas  o u t r a s  e t a p a s ,  o  problema f i c a r á :  

onde X e o s  a 
j 1  

são os Mul t i p l i cado re s  de Lagrange (como 
j  

das  o u t r a s  v e z e s ,  os  h d i c e s  foram re-arrumados) . Agora T 
j 

é função dos t j i  , de h e  também dos a e  o  problema não 
j  j 1  

pos su i  r e s t r i ç õ e s .  



Diferenciando a equação 3.4.44 em relação a cada 

uma dessas variáveis, e igualando a zero, como nas etapas an- 

teriores, chegaremos a: 

Dessa equações podemos tirar duas conclusões: 

1:) A é a variância de 
j Yj ; 

2:) A é um autovalor da matriz C, 
j 

senão vejamos, 

TEORBMA 3.4.5: A é a variância de 
j Yj ' 

~emonstração : 

Multiplicando a equação 3.4.45 por Z e somando j i 

para todo i=1,2,. . . ,n teremos : 



Substituindo as equações 3.4.46-47 na 3.4.49 chega - 

remos a: 

Finalmente, reunindo a equação acima com a 3.3.25, 

chegamos a: 

x = V A R [ Y ~ ]  (3.4.50) 
j A 

Com relação à segunda conclusão temos o seguinte 

TEOREMA 3.4.6: X 5 um autovalor da matriz C. 
j 

Demonstração : 

Vamos partir da hipótese que j á  calculamos 
Y j  I 

(jt=1,2, ...,(j- L)) e concluimos que os X 
j '  

são autovalores 

da matriz C e os 2; são os autovetores unitários associados 

aos X . 
j t  

Sendo assim,podemos escrever que: 

onde 

Por outro lado, podemos escrever as equações 

3.4.45-47 na forma matricial, assim: 



 ré-multiplicando a  equação 3.4.53 pe lo  v e t o r  

2 . , ( b / j 1 = 1 , 2  ,..,, ( j -1 ) ) t e r emos :  
J 

Por o u t r o  l a d o ,  reunindo a s  equações 3 .4 .51 e  

3 , 4 , 5  5 concluimos que : 

h 2 .  tTl = O 
j 1  J j 

j 1 = 1 , 2 , .  . * , ( j - 1 1  (3.4 '57) 

Como por h i p ó t e s e  [ver  i n í c i o  da seção)  X f O 
j 1  

en tão :  

Levando a s  equações 3.4.55 e  3.458 na 3.4.56 con - 

cluimos que:  



Subs t i tu indo  a  equação 3.4.51 na 3.4.59 temos: 

T 
Mas p e l a  equação 3.4.52,  f z j  , = 1 j '  

para  

j t = 1 , 2 , . , j - 1  Logo para  que a  equação 3.4.60 s e  v e r i f i -  

que temos : 

Mas como por h i p ó t e s e  (ver  inicio da seção) 

X + O [Yj ' = 1 , 2 , .  . . , ( j  -1))  e  supondo que nas 2 , .  . . , j-1 e t a -  
j t  

pas mostramos que aj = 0 segue que a j ,  = 0 (b'jt = 1 , 2 ,  

e . ' ,  ( j - 1 ) ) '  

Levando es se  r e s u l t a d o  na equação 3.4.53 temos: 

fl 

que nada mais é do que a  de f in i ção  de au tova lo r .  Logo X e  
j 

'I - um autovalor  da mat r iz  C e  2 e  um autove tor  da ma t r i z  C asso  
j  - 

ciado ao au tova lor  A 
j  

A 
-. 

Voltando, mais uma vez ,  a s  duas conclusões observa - 



mos que o v a l o r  mâximo da V A R [ ~ ~ ]  s e r á  o  j-êsimo maior au to  - 

v a l o r  da ma t r i z  C c j a  que s e  j  # j ' então y j  # y j  , pois  

 COR[^. ; y .  , ]  = O )  e  os 2 se rão  a s  componentes do au tove tor  
J J  j i 

u n i t á r i o  (por causa da equação 3.4.40) dessa  m a t r i z ,  a s soc ia -  

do a  e s s e  au tova lo r .  

F i m  da j-ésirna e t apa  

Com i s s o ,  concluimos que para  r e s o l v e r  o Problema 

1 precisamos in i c i a lmen te  c a l c u l a r  os au tova lores  da mat r iz  C 

(matr iz  de covar iânc ias )  e depois encont ra r  os au tove tores  uni  - 

t á r i o s  associados a e s ses  au tova lores  . Em o u t r a s  pa lavras  , p r g  

cisamos r e s o l v e r  o  s e g u i n t e  s i s tema de equações: 

onde I  6 a  Matriz Iden t idade ,  A i  é o  j-ésimo maior au tova lor  
J 

da ma t r i z  C ,  2; O au tove tor  u n i t á r i o  da mat r iz  C associado ao 

au tova lor  A e  6 um v e t o r  coluna de n  componentes nu la s .  
j  

(para  maiores esclarecimentos  sobre  a  equação 3.4.62 consu l t a r  

L 7 ]  , seção 2.6 ou [ 2  3] , capztu lo  IX) . 
É importante  que notemos que sob a  h i p ó t e s e  f e i t a  

no i n í c i o  dessa  seção de que a  ma t r i z  C possui  - n  au tova lores  

d i s t i n t o s  e  nZo n u l o s ,  o  s i s tema de equações 3.4.62-3 f i c a  de- 

terminado a  menos dos s i n a i s  dos E j i .  Senão ve j  amos : 

TEOREMA 3.4.7: Se ja  o  s i s tema de equações: 



onde : 

C 

I 

X 
j 

eT 
j 

!J 

é a  Matriz de Covariâncias;  

6 a  Matriz Ident idade ;  

6 o j-ésimo maior au tova lor  da mat r iz  C ;  

é o au tove tor  u n i t á r i o  da mat r iz  C ,  associado ao auto-  

v a l o r  X , de componentes R . 
j j i ' 

é um v e t o r  coluna de - n componentes nu la s .  

Então,  pa ra  cada j , o s i s tema possui  2 soluções  

que diferem apenas no s i n a l .  

~ e m o n s  t r ação  : 

Vamos i n i c i a r  e s s a  demonstração usando como lema 

uma a f i r m a t i v a  ex t razda  da r e f e r ê n c i a  L 2 ]  , pág . 3 3 8 - 9  que e s -  

crevemos a  s e g u i r :  

LEMA 1 

"Dada qualquer mat r iz  s i m é t r i c a  G ,  e x i s t e  uma t r a n s  

formação or togonal  representada  p e l a  mat r iz  L t a l  que: 

onde X1,A2, ..., A, são au tova lores  da ma t r i z  G . "  



Como a  Mat r iz  de Covar iãnc ias  C 6 s i m ê t r i c a  então 

e x i s t e  uma m a t r i z  D t a l  que: 

onde A1,hZ, ..., h são  os au tova lo re s  da m a t r i z  C .  n  

Por o u t r o  l ado  podemos e s c r e v e r  que: 

T T T L (C  - h . I )L  = (L  C L)  - (h .  L L)  
J J 

j = 1 , 2 ,  ... , n  

Mas como L r e p r e s e n t a  uma t ransformação or togona l  temos : 

T L L = I  (3.4.69) 

l o g o ,  reunindo a s  equações 3.4.67-69 teremos:  

OU s e j a :  



Podemos en t ão  n o t a r  que sendo os awtovalores  X 
j 

( j  = 1 , 2 ,  . . . , n )  todos  d i f e r e n t e s  e  não n u l o s ,  a  m a t r i z  (D - X j  I )  

pos su i  (n-1) co lunas  l i nea rmen te  independentes ,  ou s e j a ,  s eu  

rank é (n-1) (ve r  d e f i n i ç ã o  de r a n k ,  ou p o s t o ,  de uma m a t r i z  

em C6], [ 7 ] ,  [ I 5 ]  OU [ 2 3 ] ) .  Logo teremos:  

S e j a  en t ão :  

rank[C - A . 1 1  = v (3.4.73) 
J 

Por o u t r o  l a d o ,  p e l a  equação 3 .4 '69 ,  no t a - se  que,  como r a n k ( I ) =  

= n en t ão :  

T r ank [L] = r ank [L ] = n (3.4.74) 

Porém, sabemos da  Aigebra  L inear  (ver  r 7 ]  ,pág.  33, inequação de 

Sylves  t e r )  que : 

Levando a s  equações 3.4.72 e 3.4.74 na 3.4.75 teremos:  

< mínimo {n ,  rank (C - A .  I )  L] 1 - (3.4.76) 3 

logo :  

Aplicando novamente a  inequação de S y l v e s t e r  teremos:  

< mínimo {rank[c  - A . 1 1 ,  r a n k [ ~ ]  1 - (3.4.78) 
J 



Leyando a s  equações 3.4.73-4 e  3.4.77 na 3.4.78 teremos:  

Logo : 

S e j a  en t ão  U1 ,U2 ,U3,.  . . ,U so luções  da  equação: 
P  

T 
(onde U = ( U  U , . . . ,  ) e  O é um v e t o r  de n  componentes 

j  ~n  
n u l a s ) .  S e j a  U = /Ul ,U2 , .  . . ,Up) . Usando agora  a  m a t r i z  U ao 

i nvés  dos v e t o r e s  U temos: 
j  

(onde @ é uma m a t r i z  n x p  com n  co lunas  i g u a i s  a  g) 

Aplicando a  inequação de S y l v e s t e r  à equação 3.4.82 

temos : 

O U  s e j a :  

logo :  

rânk U - < 1 (3.4.85) 

o  que nos l e v a  a  c o n c l u i r  que s e  eT é so lução  da equação 
j  

3.4.64,  en t ão  qua lquer  o u t r a  so lução  daquela equação s e r á  da 

forma se: onde 6 E IR . 
J 

T 
Por o u t r o  l ado  s e j a  lT e  $ e j  so luções  do s i s t ema  

j 
de equações formado p e l a s  equações 3.4.64-65 logo:  



mas 

O U  s e j a :  

Logo como queríamos p rova r ,  o s i s tema de equações 

3.8.64-65, possui  duas soluções  que diferem unicamente no s i -  

n a l .  

A 

3.5.  Revisâo 

Com o o b j e t i v o  de r e u n i r  o que f o i  v i s t o  nesse  ca- 

p i t u l o ,  vamos f a z e r  uma rev i são .  

In i c i a lmen te  vimos na seção 3.1 que o MCP s e  pro- 

põe a a p l i c a r  uma transformação ãs v a r i á v e i s  observadas numa 

população (x i ) ,  encontrando um novo conjunto de v a r i á v e i s  ( y . ) ,  
1 

de modo a p e r m i t i r  uma melhor discr iminação dos elementos des- 

s a  população. 

Na seção 3.2 vimos que e s s a  transformação pode s e r  

resumida pe la  equação: 



e  que o  MCP ç e  l i m i t a  a  e s tuda r  os casos em que: 

a )  f i  6 uma função LINEAR; 

C )  AS componentes y j  ( j = 1  , 2 , .  . . ,n )  não sejam cor re l ac iona  - 

das e n t r e  s i ;  

2 
d) 1 t j i  = 1 (Obs.: Essa r e s t r i ç ã o  como vimos na se -  

i31 

~ á o  3 . 4  corresponde a  e x i g i r  que o  au tove tor  zT s e j a  
j  

u n i t á r i o .  Seu s i g n i f i c a d o ,  como j á  dissemos, s e r á  v i s  - 

t o  mais a d i a n t e ) .  

Vimos,também, que dent ro  desse  conjunto de r e s t r i -  

ções o  MCP i r á  encon t ra r  a s  componentes y j  [ j = l , 2 ,  ..., n) de 

t a l  forma que: 

a)  A v a r i â n c i a  de yl s e j a  máxima; 

b )  A v a r i â n c i a  de y 2  s e j a  máxima mas y 2  não s e j a  cor-  

re lac ionado com y l ;  

C )  A v a r i â n c i a  de y3 s e j a  máxima mas y3  não s e j a  cor  - 

re lacionado nem com y 2  nem Yl; 

I I 1 1 1 

I I 1 1 1 

1 1 1 I 1 

n) A v a r i â n c i a  de yn s e j a  máxima mas Yn 
não s e j a  cor-  

re lac ionado com qualquer y j  ( j  =l , 2 ,  . . . , [n-1) ) . 

Es te  problema denominamos de Problema 1. 

J á  na seção 3.3  colocamos a s  r e s t r i ç õ e s  e  a s  fun- 

ções o b j e t i v o  do Problema 1 de uma forma que p o s s i b i l i t a s s e  a  

sua reso lução  de uma forma mais s imples .  Concluimos en tão  que 

a  3: r e s t r i ç ã o  poder ia  s e r  expressa  p e l a  equação: 



e  que a  v a r i â n c i a  das  componentes pode r i a  s e r  r ep re sen t ada  

po r :  

E f i n a l m e n t e ,  na  seção  3 .4 ,  desenvolvemos a  r e s o l u  - 

ção do Problema 1 sob a  h i p ó t e s e  de a  ma t r i z  C p o s s u i r  v n  au to-  

v a l o r e s  d i s t i n t o s  e  não nu los  e  chegamos a  conclusão que pa ra  

r e s o l v e - l o  b a s t a r i a  r e s o l v e r  o  s e g u i n t e  s i s t ema  de equações:  

Resolvendo e s s e  s i s t ema  teremos en t ão  os 2 j i e  

consequentemente es taremos de posse  da ma t r i z  E .  Nas seções  

p o s t e r i o r e s  mostraremos que a  i n v e r s a  de  E ex55te  de modo que 

podemos chegar aos lij , que i n i c i a l m e n t e  estávamos i n t e r e s s a -  

dos em e n c o n t r a r .  

3 .6 .  Um E x e m ~ l o  Resolvido 

Temos, a s e g u i r ,  o exemplo 3 .6 .1 .  0 s  dados u t i l i -  

zados n e l e  são  h i p o t 6 t i c o s  já  que visamos somente uma apresen-  

t a ção  d i d á t i c a  do problema. 

~amb6m por  e s s e  motivo a  forma de r e s o l v e r  o p rob l e  - 

ma não s e r á  a  mais u s u a l  mas s i m  aque l a  que permi ta  v e r  c l a r a -  

mente os  passos  desenvolvidos  nas  seções  a n t e r i o r e s .  



Neste exemplo nao estaremos preocupados com uma 

possIve1 i n t e r p r e t a ç ã o  do s i g n i f i c a d o  de cada uma das componen - 

t e s ,  mas somente com às suas  c a r a c t e r ? s t i c a s  matemáticas.  

EXEMPLO 3.6.1:  --- 

PROBLEMA: 

Com o  o b j e t i v o  de a n a l i s a r  um conjunto de 1 0  pa í -  

s e s  obtivemos os va lo res  de t r e s  v a r i á v e i s  [que chamaremos de 

X ,X e  X3) para  cada um desses  p a í s e s .  Gostaríamos de a t r a -  1 2  

vés da u t i l i z a ç ã o  do MCP, encont ra r  uma componente que englo- 

bando a s  informações cont idas  nas t r ê s  v a r i á v e i s ,  d i scr iminas-  

s e  ao máximo e s s e s  1 0  p a l ã e s ,  permitindo ordena-los ,  segundo 

e s s a  componente, 

O s  va lo res  das v a r i á v e i s  encontram-se no quadro 

Quadro 3 .6 .1 :  Valores de 3  v a r i a v e i s  observadas em 1 0  p a í s e s .  

3.6.1 e  sua  representação  g r á f i c a  na f i g u r a  3 .6 .1 .  

SOLUCÃO : 

In ic ia lmente  vamos encon t ra r  os desvios  x l ,x2 ,x3 .  

Para i s s o  calculamos a s  médias das v a r i á v e i s :  



FIGURA 3 . 6 . 1 :  Represen tação  g r á f i c a  do quadro 3 . 6 . 1  



Em seguida ,  subt ra indo  de cada Xi(k) ( i = 1  , 2 , 3  ; 
- 

k=1 ,2 ,  ..., 10) a  média Xi , encontraremos os xi(k) que 

podem s e r  v i s t o s  no quadro 3.6.2 e  na f i g u r a  3.6.2 

- 

Quadro 3.6.2: Valores de 3  desvios  observados em 1 0  p a í s e s .  

O próximo passo s e r á  encont ra r  a  mat r iz  C .  Para 

i s s o  é necessá r io  encont ra r  a s  v a r i â n c i a ç  e  cova r i ânc ia s  de 

x1,x2 e  x3  . Efetuando os cá l cu los  teremos: 



FIGURA 3 . 6 . 2 :  R e p r e s e n t a ç ã o  g r á f i c a  d o  quadro 3 . 6 . 2  



e  a  Mat r iz  de Covar iânc ias  f i c a r á :  

Agora precisamos encon t r a r  os au tova lo re s  d e s s a  ma- 

t r i z .  ( pa ra  maior detalhamento dos c á l c u l o s  que seguem,consul- 

t a r  17], seção  2 .6;  [ 2 3 3 ,  c a p í t u l o  9  e  [ I 3 ] ,  seção 6 . 3 . 4 ) .  

Para  encontra-10s  vamos c a l c u l a r  o  r e s u l t a d o  da 

s e g u i n t e  equação: 

d e t  (AI - C )  = O (3 .6 .4 )  

onde d e t  s imbo l i za  o  de t e rminan te ;  X é o a u t o v a l o r  que s e  de- 

s e j a  e n c o n t r a r ;  I é a  Mat r iz  Iden t idade  (nxn) e  C a  Mat r iz  de 

Covar iânc ias  . 
Desenvolvendo a  equação 3.6.4.  chegaremos à segu in  - 

t e  equação: 

X 3  - 1549,5  X 2  + 55.517,5 X - 454 .451 , l  = O ( 3 ,6 .5 )  

que a p r e s e n t a  as s e g u i n t e s  so luções  : 

X1 1,513 ,Ol  (19 au tova lo r )  

- 
X 2  - 23,95 (29 au tova lo r )  

- - 
X 3  - 12 ,54  (39 au tova lo r )  

De posse  dos a u t o v a l o r e s ,  vamos en tão  r e s o l v e r  o  

s i s t ema  de equações 3.5.4 e  3 .5 .5 .  Assim teremos:  



S u b s t i t u i n d o  o  v a l o r  de cada a u t o v a l o r  ( e q u a ç õ e s  

3 . 6 . 6 )  nas  e q u a ç õ e s  3 . 6 . 7  e 3 . 6 . 8  t e r e m o s :  

4 8 6 , 5 0  Zll - 1 0 5 2 , 0 1  t12 + 4 7 2 , s o  113 = O IQ grupo 

+ 
'li 

5 3 8 , 3 0  tZ1 + 4 8 6 , 5 0  tZ2 + 5 3 1 , 2 5  E Z 3  = O 

4 8 6 , 5 0  e,, + 4 3 7 , 0 5  e,, + 4 7 2 , 5 0  E Z 3  = O 29 grupo 

5 3 1 , 2 5  EZ1 + 4 7 2 , 5 0  P Z 2  + 5 0 2 , 3 0  Z Z 3  = O 



Observamos en t ão  que cada grupo de equações e s t á  

assoc iado  a  um a u t o v a l o r ,  sendo o  L ?  grupo ao maior a u t o v a l o r  

( h l ) ,  O 2 0  grupo ao 2 9  maior a u t o v a l o r  (A2) e  f i na lmen te  o  39 

grupo ao 39 maior a u t o v a l o r  (h3) .  

Resolvendo cada grupo de equações encontraremos:  

Logo a  m a t r i z  L f i c a r á :  

0,604 O, 542 O, 586 

O, 835 -0,289 (3.6.11) 

-0,646 -0 ,098 O, 758 

S u b s t i t u i n d o  os v a l o r e s  dos 2 na equação 3 .3 .1  j  i 

teremos : 

Y 1  = 0 , 6 0 4 ~ ~  + 0 , 5 4 2 ~ ~  + 

Y 2  = - 0 , 4 6 9 ~ ~  + 0 , 8 3 5 ~ ~  - 

Y3 = - 0 , 6 4 6 ~ ~  - 0 , 0 9 8 ~ ~  + 

onde yl é a i? Componente (p o i s  e s t á  a s soc i ada  ao maior au to  - 

v a l o r  (h l ) )  , y 2  é a 2? Componente (po i s  e s t á  a s soc i ada  a  h2) 

e Y3 a  3: Componente (po i s  e s t á  a s soc i ada  a  h3) .  

Vamos agora  de te rminar  o  v a l o r  de cada y j  (k) ( j  =l , 

2 , 3  e  k=L ,2 ,  ..., 1 0 ) ,  ou s e j a ,  o  v a l o r  de cada componente 

pa ra  cada um dos 10 p a í s e s .  

Efetuando os c á l c u l o s  com os  v a l o r e s  do quadro 

3.6.2 e  com a s  equações 3.6.12 encontraremos os v a l o r e s  





FIGURA 3 . 6 3 . :  Representação g r á f i c a  do quadro 3 . 6 . 3  



Observando o  quadro 3 .6 .3  e a  f i g u r a  3 .6 .3  podemos 

n o t a r  (como jâ  e r a  de s e  e s p e r a r  p e l a  d e f i n i ç ã o  do Problema 1)  

que a  1: Componente, y l ,  6 a  que mais d i s c r imina  os  p a í s e s .  A s  - 

s i m  a  u t i l i z a r e m o s  pa ra  o rdenar  os p a í s e s ,  como mostra  a f i g u -  

r a  3 .6 .4 .  

FIGURA 3 .6 .4:  Representação g r á f i c a  dos v a l o r e s  y l ( k ) .  

A 

Se e s t e  exemplo f o s s e  um caso r e a l  poderíamos a inda  

t e n t a r  e n c o n t r a r  algum s i g n i f i c a d o  pa ra  e s s a  componente ou a i n  - 

da a n a l i s a r  porque os p a í s e s  4 , 1 , 8 , 1 0  e  3  e s t ã o  no i n t e r v a l o  

20  -t 50 e  os  p a í s e s  9 , 5 , 2  e  3  e s t ã o  no i n t e r v a l o  (-52) -t (-34) . 
e impor tan te  lembrar  que n e s t e  exemplo poderíamos 

t e r  o u t r a s  m a t r i z e s  E que s a t i s f i z e s s e m  às  equações 3 .6 .9 .  Co- 

mo podemos v e r  o  Teorema 3.4 .7  nos a f i rma  que pa ra  cada t e -  

mos duas so luções  p a r a  3 que di ferem apenas no s i n a l .  

Por exemplo poderíamos t e r :  

ou a inda :  



Como p a r a  cada  i temos 2 s o l u ç õ e s ,  ao  t o d o  p o d e r i a  - 

mos t e r  Z 5  [ j á  que s ã o  3 a s  componentes) m a t r i z e s  E como s o l u -  

ção  d e s s e  problema.  ~ o r é r n ~ o  f a t o  de u t i l i z a r m o s  uma o u  o u t r a  

s o l u ç ã o  não é r e l e v a n t e  p a r a  o problema p o i s  o o b j e t i v o  do 

MCP 6 d i s c r i m i n a r  o s  e l ementos  da  população  e i s s o  independe  

dos s i n a i s  a d o t a d o s .  

3 .7 .  Transformação - Ortogona l  

Vol tando ao  modelo vamos a g o r a  t i r a r  mais c o n c l u -  

s õ e s  s o b r e  e l e .  Vamos, a p a r t i r  do Problema 1 ,  v e r  que o que 

o MCP f a z  n a  v e r d a d e  é uma t r a n s f o r m a ç ã o  o r t o g o n a l .  

Vamos e n t ã o  p a r t i r  da  cond ição  de não c o r r e l a ç ã o  

dos f a t o r e s  dada  p e l a  equação 3 .3 .23 .  

Vamos também l e m b r a r  que ao  r e s o l v e r  o Problema 1 ,  

n a  s e ç ã o  3 . 4 ,  concluimos que o v e t o r  



é um autovetor da Matriz de Covariâncias o que nos permite,pe- 

la definição de autovetor escrever que: 

c 2; = X j  zT 
j  

(3.7.2) 

onde X 6 o autovalor ao qual tT está associado. 
j  j 

Podemos então escrever a equação 3.7.2 da seguinte 

forma : 

ou ainda: 

Essa equação em nada se altera se for escrita assim: 

Por outro lado podemos escrever a equação 3.7.1 assim: 

Levando a equação 3.7.5 na 3.7.6 teremos finalmente: 

Como pela hipótese da seção 3.4 os autovalores são não nulos 

(o que acarreta que X f 0) concluimos que: 
j 1  



que é equ iva len te  a :  

n  
1 2. .2  = o 

i =l j i  j ' i  

sabíamos ainda da seção 3.4 que: 

Reunindo a s  equações 3.7.9 e  3.7.10 teremos: 

= O  s e  j f j '  j 1 = 1 , 2 ,  ..., n 

Vemos f ina lmente  que a s  equações 2.5.33 e  3.7.11 

são i d ê n t i c a s  o  que nos l eva  a conc lu i r  que a mat r iz  E repre-  

s e n t a  uma transformação or togonal  e  logicamente 

A p a r t i r  d e s t a  i d é i a  de transformação ortogona1,de- 

f ini remos a  s e g u i r  um novo problema que denominaremos de Proble  - 

ma 2 .  Como veremos na formulação a  s e g u i r  não s e  t r a t a ,  n e s t e  

caso ,  de um problema de ot imizaçáo.  O que o  Problema 2 s e  pro- 

põe a  f a z e r  é meramente uma transformação o r togona l ,  i s t o  é,  

uma ro tação  dos e ixos  de forma que a  co r re l ação  e n t r e  a s  novas 

v a r i á v e t s  que obteremos após a  ro tação  (componentes) s e j a  nu la .  



Mostraremos que o  Problema 2 equiva len te  ao Problema 1 ,  i s t o  
4 

e ,  ambos tem o  mesmo conjunto de so luções .  Para  i s t o ,  primei-  

ramente formular~mos  o  Problema 2 passando depois à sua  r e s o l u  

ção. 

PROBLEMA 2 :  

Dado que numa população de - N elementos foram medi- 

das - n c a r a c t e r í s t i c a s  em cada um d e l e s ,  e  que e s s a s  c a r a c t e r í s  - 

t i c a s  são  representadas  pe la s  v a r i á v e i s  x . ( i = 1 , 2 ,  ..., n) encon 
1 - 

n 
t r a r  n  componentes - - - 1 Z j i  xi ( j  =L, 2 , .  . . ,n)  t a l  que a s  'j i= l  

componentes 
'j 

não sejam cor re lac ionadas  e n t r e  s i  e  que a ma 

t r i z  (dos 2 .  .) r e p r e s e n t e  uma Transformação Ortogonal.  
J l  

Vamos e sc reve r  o  problema da s e g u i n t e  forma: 

PROBLEMA 2: 

n  
e . .  e j t i  = 1 

i=l J I  

Podemos observar  que agora a  equação 3.7.15 impõe 

que a s  componentes não sejam cor re lac ionadas  e n t r e  s i  e  a 

3.7.16 que a  mat r iz  r e p r e s e n t e  uma Transformação Ortogonal.  

Vamos então e s tuda r  a  não co r re l ação  das componen- 

t e s .  

Usando o  r a c i o c í n i o  da seção 3.3 podemos d i z e r  que: 



 COR[^. ;Y. = O equ iva l e  a C 0 V [ y .  ; y .  ,] = O (3.7.17) 
1 1  J J  

j # j 1  

P e l a s  equações 2.3.42 e  3.4.50 temos: 

Reunindo a s  equações 3.7.17 e  3.7.18 teremos:  

Vamos en t ão  e s c r e v e r  a equação 3.7.19 de uma o u t r a  

forma: 

onde 

(como podemos o b s e r v a r ,  enquanto C é a Matr iz  Covar iânc ia  das 

Var i áve i s  x ) ,  D é a Mat r iz  Covar iânc ia  das componentes ( y . ) ) .  
1 J  

Mas, como 
Y j  

é um d e s v i o ,  p e l a  equação 2.3.59A. 

Logo a  equação 3.7.20 pode s e r  e s c r i t a  assim: 



S e j a  en t ão :  

Agora a equação 3 . 7 . 2 3  pode s e r  d e s c r i t a  assim: 



ou s impl esment e : 

E [ Y  Y ~ J  = D 

Por o u t r o  l a d o ,  sendo:  

podemos e s c r e v e r  a equação 3.7.14 ass im:  

onde 

S u b s t i t u i n d o  a equação 3.7.29 na  3.7.27 teremos:  

E [ L  x ( E  x l T ]  = D (3.7.31) 

Mas sabemos da t e o r i a  das  ma t r i ze s  (ver  C 2  3 ]  , teorema 3.3) que: 

o que nos l e v a  a c o n c l u i r  que a equação 3 .7 .31 pode s e r  e s c r i -  

t a  como: 

Como a m a t r i z  E 6 c o n s t a n t e  p a r a  todos  os elementos da popula- 

ção encontramos: 



Por  o u t r o  l a d o ,  

Mas p e l a  equação 2 . 3 . 5 9 A  temos que :  

l o g o ,  p e l a  equação:  

......... \ cov [x;;Xl] ... cov [xn ; xn] / 

Reunindo a s  equações  3 .7 .34  e 3.7.35b c o n c l u ~ m o s  

que a cond ição  de não c o r r e l a ç ã o  dos f a t o r e s  pode s e r  e x p r e s s a  



p e l a  equ,ação: 

A condição de o r togona l idade  também pode s e r  co lo-  

cada na  forma m a t r i c i a l .  Comparando a equação 3.7.16 com a s  

2.5.33 e  2 . 5 . 2 7  vemos que e l a  pode s e r  expressa  po r :  

onde I 6 a  Mat r iz  Iden t idade .  

Agora podemos e s c r e v e r  o problema da s e g u i n t e  f o r -  

PROBLEMA 2:  

Para  r e s o l v e r  o  problema vamos p r é - m u l t i p l i c a r  a  

equação 3.7.39 p e l a  m a t r i z  tT . A s s i m  teremos:  

S u b s t i t u i n d o  a equação 3.7.40 na 3 .7 .41 teremos:  

S e j a  en t ão :  

logo podemos e s c r e v e r  a  equação 3 .7 .43 assim: 



o  que mais uma vez demonstra que 
'j 

6 um autovalor  da mat r iz  

c e  zT é um autovotor  da ma t r i z  C associado a  Xj. Logo o  
j  

Problema 2 s e  resume em r e s o l v e r  a  equação: 

onde o  au tove tor  E; deverá s e r  u n i t á r i o  (por causa da equa- 

ção 3.7.16 ou 3.7 .40) .  Assim,as soluções  do Problema 2 deve- 

rão a t ende r  a :  

E ,  f i na lmen te ,  s e  compararmos a s  equações acima 

com a s  3.4.62 e 3.4.63 observamos que os problemas 1 e  2 pos- 

suem o  mesmo conjunto de s o l u ~ õ e s .  

Acabamos de v e r  que os problemas 1 e  2 s e  "equiva- 

lem", j á  que possuem o  mesmo conjunto de so luções .  Sendo as -  

s i m  uma s é r i e  de c a r a c t e r í s t i c a s  das Transformações Ortogonais 

podem* s e r  e s t end idas  ao MCP . ' Senão ve j  amos : 

i )  A mat r iz  L na equação 

y = L x  

rep resen ta  uma Transformação Ortogonal.  Logo e l a  pos- 

s u i  i n v e r s a ,  o  que confirma a  suposição- f e i t a  na seção 

3.2. 

i i )  Podemos a inda  lembrar a  equação 2 . 5 . 2 4  

OU s e j a :  



(3.7.51) 

o  que nos l e v a  a  conc lu i r  que: 

i i i )  Pelo Teorema 2.5.3 a  d i s t â n c i a  e n t r e  x(k) e  x ( k t )  s e r á  

a  mesma que e n t r e  y(k) e  y / k t )  . 
i v )  Como 2 r e p r e s e n t a  uma Transformação Qr togona l ,  estamos 

d i a n t e  de uma Rotação no E!? (observe que a s  d i s t â n c i -  

a s  e n t r e  os x(k) não s e  a l te ram (ver  i i i )  e  pa ra  x(k) = 

= ( 0 , 0 , .  . . ,O) teremos y(k) = (O,O,. . . ,O). 

V) Pelo Teorema 2.5.4 s e  os ve to res  xi formarem uma ba- 

s e  ortonormal en tão  os 
Y j  

também formarão. 

Essas conclusões podem s e r  observadas no exemplo 

3.6.1 como veremos a  s e g u i r .  

3.8.  Comentários Sobre o  Exemplo 

Vamos então v e r i f i c a r  s e  as c a r a c t e r í s t i c a s  da,s 

~ r a n s f o r m a ç õ e s  Ortogonais aparecem no Exemplo 3.6.1.  



i )  Naquele exemplo temos : 

0,604 0,542 

O, 835 

-0,646 -0,098 

sabemos também que:  

E = L  T 

Logo: 

Efetuando o produto  de L por  teremos:  

o que nos confirma não s ó  que a ma t r i z  C r e p r e s e n t a  

uma Transformação Or togona l ,  possuindo p o r t a n t o  uma i n  

v e r s a ,  como também que a equação 3.7.52 s e  v e r i f i c a .  

i i )  Tomando-se d o i s  x ( k )  q u a i s q u e r ,  como por  exemplo x(3)  

e x(10) teremos:  

d i s t  (x(3) ;x(10))==+(27,5-27,5) 

- 
2 

Por o u t r o  l ado  teremos:  



dis t  (y(3) ;y(l~))=1/í49, 211-46,461) '+ (0,293+3,882) '+ (-l,504+1,014) ' 

A s s i m  vemos que não s e  a l t e r o u  a d i s t â n c i a  e n t r e  

os pontos 3 e 1 0 .  

i i i )  E f ina lmente ,  na f i g u r a  3 .8 .1  podemos v e r  a Rota- 

ção no 12 e que como xl , x 2  ,x3  são or togonais  en- 

t r e  s i ,  os y1,y2 e y3 também são .  

Usando o enfoque - b dado ao exemplo 2 .5 .3  (ver  

f v2 
FIGURA 3.8.1 : Representação gráfica das componentes y1 ,y2 e y3 do exemplo 3.6.1. 



3.9 .  -= A Conservação da Var i ânc i a  

Vamos agora  2 o u t r a  p ropr iedade  do M C P .  

Demonstração : 

Pe la  equação 3.3.25 

logo 

ou,  usando as propr iedades  dos somatór ios :  

Mas p e l a  equação 3 .7 .16 .  

Como vimos na seção 2 .5 ,  a s  equações 2.5.33 e 2.5.34 s e  equiva  - 
lem l o g o ,  podemos e s c r e v e r  que: 

n 1.x = 1 s e  i I i '  
j1 j i '  i = 1 , 2 , .  .. , n  j =L 

= O s e  i f i '  i f = l , 2 ,  ..., n 

S u b s t i t u i n d o  a equação 3.9.6 na 3.9.4 teremos:  



Mas pela definição de variância e covariância sabemos que: 

cOv[xi;xi] = VAR[X.] 1 (3.9.8) 

Levando então a equação 3.9.8 na 3.9.7 concluimos finalmente 

que : 

Esse teorema equivale a afirmar que o TRAÇO (soma 

dos elementos da diagonal principal) da Matriz Covariância das 

variáveis (Matriz C) 6 igual ao TRAÇQ da Matriz Covariância 

das Componentes (Matriz D). Chamaremos esses TRAÇOS de VARIÂN - 

CIA TOTAL DA POPULAÇÃO. 

Com isso 'fica provado que a transformação descrita 

na seção 3.7 não altera a variância total da população ou se- 

ja, a variância total das componentes (y .) é igual à variância ---- J - - 

total das variáveis (xi). 

Vimos na seção 2.3 que a variância de uma variável 

é um indicador de dispersão dessa variável, ou seja, um indica 

dor de quanto, em média, cada valor assumido por essa variável 

se afasta da média de todos os valores que essa variável assu- 

miu para cada elemento da população em estudo. Sendo assim po - 

demos dizer que a variância é um indicador das diferenças en- 

tre as caracteriçticas medidas nos elementos da população em 

estudo. Por exemplo se VAR[X~] = O podemos ter certeza que to - 

dos os x5 (k) /k=l,Z,. . . ,N) são iguais, ou se j a, x5 6 uma vari - 

ave1 que, por si só, não nos permite distinguir elementos nes- 



s a  população.  Por o u t r o  l a d o  s e  V A R ~ X ~ ]  grande em r e l a ç ã o  

aos v a l o r e s  x 7 ( k )  en tão ,  x7 6 uma v a r i á v e l  que nos p e r m i t e ,  

em g e r a l ,  f a z e r  uma boa d i s t i n ç ã o  en. tr6 os elementos em e s t u -  

do. 

Por o u t r o  l a d o ,  na seção 3.4 (teorema 3.4.5)  , con - 

cluimos que : 

sendo a s s im ,  reunindo e s s e  r e s u l t a d o  com o teorema 3 .9 .1  pode - 
h,  
I mos d i z e s  que yL engloba da v a r i â n c i a  t o t a l  da  popu- 

n 

l a ç ã o ,  y 2  engloba h 2  
e ,  em g e r a l ,  y j  engloba da 

n n 

v a r i â n c i a  t o t a l  da população.  Como por  h i p ó t e s e ,  hl > h 2  > 

> > ... > 'n > O , podemos d i z e r  que a s  componentes e s t a r ã o  

ordenadas segundo a sua  " importância" ,  entendendo-se como i m -  

p o r t â n c i a  a p a r t e  da v a r i â n c i a  t o t a l  da população englobadapor 

cada componente. Por i s s o  é comum denominarmos yl de 1: Com - 

ponente  P r i n c i p a l  (ou Componente P r i n c i p a l ) ,  y2 de 2: Componen - 

t e  P r i n c i p a l  (ou 2? Componente) e  ass im por  d i a n t e  a t é  a n - é s i  - 

ma Componente. 

É impor tan te  obse rva r  que s e  a s  v a r i á v e i s  forem 

padronizadas  (ve r  seção 2.3) teremos:  

já  que a s  v a r i á v e i s  t e r ã o  v a r i â n c i a  u n i t â r i a .  Logo, ne s se  ca- 

s o ,  cada componente eng lobará  



da v a r i h c i a  t o t a l  da população.  

3.10. ~ o m e n t á r i o s  Sobre o E x e m ~ l o  

Na seção 3 .6 ,  ao resolvermos o problema a l i  pro-  

p o s t o ,  chegamos ao s e g u i n t e  r e s u l t a d o :  

o que nos l e v a  a c o n c l u i r  que a v a r i â n c i a  t o t a l  da população 

Por o u t r o  l a d o ,  a  seção 3.6 também nos dá o s egu in  - 

t e :  

o que nos l e v a  a 

Como podemos n o t a r ,  o teorema 3 .9 .1  s e  v e r i f i c a .  

A l é m  d i s s o  vamos c a l c u l a r  o quanto da v a r i â n c i a  t o  - 

t a l  da  população cabe a cada componente. 



I s s o  nos l e v a  a c o n c l u i r  que em presença de yL a s  demais com- 

ponentes não são  " impor tan tes" ,  ou s e j a ,  s e  desejamos d i s c r i -  

minar os  elementos da população b a s t a  u t i l i z a r m o s  y l .  

É impor tan te  observar  que,  logicamente  , e s s a  con- 

c lusão  não é g e r a l .  Certamente e x i s t i r ã o  casos  em que mais 

de uma componente s e r ã o  " importantes" .  Porém nos casos  em 

que uma componente f o r  s u f i c i e n t e  pa ra  exp r imi r  quase t o d a  a 

v a r i â n c i a  t o t a l  da população,  como no exemplo 3 .6 .1 ,  e s s a  com- 

ponente poderá s e r  empregada como um í n d i c e  segundo o q u a l  o s  

elementos da  população possam s e r  ordenados.  

A t í t u l o  de i l u s t r a ç ã o ,  temos na  f i g u r a  3 .10 .1  a 

r ep re sen t ação  de cada v a l o r  assumido p e l a s  componentes y l ,  y2 

e y3 p a r a  cada um dos dez p a i s e s .  

FIGURA 3.10.1:Representação g r á f i c a  dos y (k)  do exemplo 3 .6 .1 .  



Como podemos o b s e r v a r ,  de f a t o  k a 1: Componente, 

aque l a  que mais d i s c r imina  o s  

3.11. Enfoque ~ e o m é t r i c o  do Modelo 

Voltando ao modelo vamos agora  enfoca-10 de uma 

nova maneira.  

Vamos i n i c i a l m e n t e  cons ide ra r  os  v a l o r e s  x  Ck) 

(k=1 ,2 ,  ..., N) como pontos de um espaço v e t o r i a l  n-dimensional  

e  d e f i n i r  o  s e g u i n t e  problema. 

PROBLEMA 3: 

Dado que numa população de - N elementos foram medi- 

das - n c a r a c t e r í s t i c a s  em cada um d e l e s ,  e  que e s s a s  c a r a c t e r í s  

t i c a s  são  r e p r e s e n t a d a s  p e l a s  v a r i á v e i s  x . ( i = 1 , 2 ,  ..., n)  e  con 
1 - 

s iderando-se  os v a l o r e s  x(k)  ( k = l ,  2 , .  . . , N )  , que são  o s  v a l o r e s  

assumidos p e l a s  v a r i á v e i s  x1 , x 2 ,  . . , xn p a r a  cada elemento - k 

da população,  como pontos do espaço v e t o r i a l  ll?; e n c o n t r a r  um 

conjun to  de - n r e t a s  n e s s e  espaça de t a l  forma que: 

1 )  a soma dos quadrados das  d i s t â n c i a s  dos pontos  x(k)  

Z p r i m e i r a  r e t a  s e j a  mínima. 

2) a  soma dos quadrados das  d i s t â n c i a s  dos pontos  x (k )  à 

segunda r e t a  s e j a  mínima, sendo e s s a  r e t a  o r togona l  à 

p r i m e i r a .  

3) a  soma dos quadrados das d i s t â n c i a s  dos pontos x (k )  à 

t e r c e i r a  r o t a  s e j a  mínima, sendo e s s a  r e t a  o r togona i  
4 

a s  a n t e r i o ~ e s .  



n) a  soma dos quadrados das  d i s t â n c i a s  dos pontos x ( k )  

à n-Zsima r e t a  s e j a  mhima,  sendo es sa  r e t a  or togo-  

n a l  às a n t e r i o r e s .  

Vamos co locar  e s s e  problema em termos matemáti - 

C O S  ' 

n  Sejam n  r e t a s  no R de f in idas  pe los  pontos A = 
j  

( a j l ,  a j  2 ,  . . . , a  ) ( j  = 1 , 2 , .  . . , n )  e  pelos  cossenos d i r e t o -  
jn  

r e s  g j l ,  g j 2 , * * - ,  g j n  [ j = 1 , 2 , .  . . ,n )  respect ivamente .  S e j a  

j  
= (Qji, Q j  2 ,  . . . , Q .  ) = 1 2 ,  n )  um ponto qualquer da 

Jn 

j-ésima r e t a  que passaremos a  chamar de r e t a  
A j Q j .  

Assim, e s sas  r e t a s  podem s e r  expressas  p e l a  se -  

gu in t  e  equação : 

onde t 6 um v a l o r  que independe de i .  
j  

Ut i l izando a  equação 2.4.39, temos: 

Logo a  soma dos quadrados das d i s t â n c i a s  dos pontos xCk) às 

r e t a s  A . Q  s e r á  expressa po r :  
J j  



Por  o u t r o  l a d o  a cond ição  de o r t o g o n a l i d a d e  e n t r e  

as r e t a s  Lver teorema 2 .4 .2 )  pode s e r  e x p r e s s a  p o r :  

Se lembrarmos que p e l o  teorema 2 . 4 . 1  

podemos e s c r e v e r  o Problema 3 como um problema de o t i m i z a ç ã o  

d i v i d i d o  e m  - n e t a p a s  (como f i zemos  com o Problema 1 ) .  

PROBLEMA 3: 

1: ETAPA: 

MINIMIZAR S1 

s u j e i t o  a 

2: ETAPA: 

MINIMIZAR S 2  

s u j e i t o  a 



3: ETAPA: 

MINIMIZAR S3 

s u j e i t o  a  

a  n .  ETAPA: - 
MINIMIZAR Sn 

s u j e i t o  a  

Vamos agora r e s o l v e r  cada uma dessas  e t a p a s .  



3.12. Resolução do Problema 3 

1: ETAPA: - - 

sujeito a 

n 

%i %i = 1 
i=l 

- 

Solução: 

Utilizando o Método dos Multiplicadores de Lagran- 

ge (ver O ] ,  [ I 4 ]  e [ 2 4 ] )  concluimos que minimizar S1 equiva - 

le a: 

N n 2 n 2 
MINIMIZAR Si = { ( k  a - [ 1 gli(xi(k)-ali)] } + 

k=l 1=1 i=l 

onde NA1 6 o Multiplicador de Lagrange. 

Porém, utilizando propriedades dos somatórios (ver 

equação 2.2.10) teremos : 

Substituindo a equação 3.12.4 na 3.12.3 e colocando os índices 

numa forma conveniente teremos: 



- a  )(xilI(k)-ali,,)}+ Nll[(. 1 g f i ~ ) - l l  (3.12.5) li' it=l I 

Para  que S i  s e j a  mínima, a s  suas  der ivadas  p a r c i -  

a i s  e m  r e l ação  aos ali ,gl i  e  X1 deverão s e r  nu la s  para  todo 

1 2  Vejamos in i c i a lmen te  em re l ação  a a li . 

N n 
- 2  1 C gligli~alit i=1,2, ..., n 

k=l i ' =l 
(3.12.7) 

Ut i l izando as  propriedades dos somatórios teremos: 

Mas como x 6 um desvio (ver  s eção 2.3) , teremos : 
i 



l o g o  

6 S i  n 
= 2 N a l i  - 2 N gli g l i l  a i =l li '  

6aii 

i = 1 , 2 ,  ..., n 

6Si  
Anulando i 1 2  temos:  



n 
Fazendo t* = 1 g l i f  a l i '  e observando que 

i f=l  

e s t e  somatór io  independe de i obtemos al i  = gli t* .  Subs- 

t i t u i n d o  e s t e  v a l o r  na equação 3 .11.1  pa ra  j = 1 obtemos : 

Fazendo t = t* na equasão 3.12.13 obtemos o pon- 

t o  Q; = ( 0 , 0 ,  ..., O), ou s e j a ,  a r e t a  AIQ1 pa s sa  p e l o  ponto 

de coordenadas [O, O,. . . , O ) .  

Esse r e s u l t a d o  é impor tan te  p o i s  nos mostra que 

a r e t a  AIQl pa s sa  p e l a  origem do espago v e t o r i a l  (R") ao 

qua l  os xi(k)  pertencem. Como estamos u t i l i z a n d o  xi(k)  , e 

não X i ( k ) ,  a origem nada mais é do que a média dos Xi(k) ,  

- 
ou s e j a  X i .  

Podemos agora  r e d e f i n i r  a função o b j e t i v o  dessa  

1: e t apa  (equação 3.12.1) tomando o ponto Q: como r e f e r ê n -  

c i a  pa ra  o c á l c u l o  das  d i s t â n c i a s .  Evidentemente i s s o  s e r i a  

o mesmo que simplesmente r e d e f i n i r  o ponto A1 que p a s s a r i a  

a s e r  a origem (O,O, ..., O). Fazendo d i r e t amen te  e s s a  mudan - 

ç a  na equação 3 .12.5 ,  i s t o  é, fazendo a = O para  
l i  

1 , 2 ,  l temos: 



Vamos então c a l c u l a r  a  der ivada p a r c i a l  de Si' em 

re l ação  aos gli.  

ou ainda 

Mas como os xi(k) são desvios  teremos: (ver  seção 

logo 

6SY 
Assim,para que s e j a  nulo, teremos: 

& g i  i 



Finalmente ,  encontrando a der ivada  p a r c i a l  de S1 

em r e l a ç ã o  a  h l  teremos:  

6s; 
Logicamente, p a r a  s e  a n u l a r  é n e c e s s á r i o  

que : 

Para  r e s o l v e r  en t ão  o  problema vamos r e u n i r  a s  e-  

quações 3.12.19 e  3.12.21.  A s s i m  a  so lução  do problema s e r á  a  

so lução  do s e g u i n t e  s i s t ema  de equações:  

OBSERVAÇÃCS - -- : 

Podemos n o t a r  que no s i s t ema  de equações acima t e -  

mos : 

n equações independentes  em 3.12.23 

1 equação independente  em 3.12.24 



e também 

n i n c ó g n i t a s  g i  i 

1 i n c ó g n i t a  hl 

sendo ass im temos n + l  equação e n + l  i n c ó g n i t a s ,  o que nos 

l e v a  a um s i s t ema  determinado,  onde podemos c a l c u l a r  d i re tamen 

t e  o s  v a l o r e s  g li e 'i . Uma vez determinados e s t e s  v a l o r e s , t e  - 

mos a equação da r e t a  correspondente  p o i s  sabemos que: 

1 )  a  r e t a  pa s sa  p e l a  origem, o que é consequência da equa - 

ção 3.12.11 

2) temos os cossenos d i r e t o r e s  g i i '  

U t i l i z a n d o  equações 3.12.23-4 podemos t i r a r  duas conclu-  

sões  : 

1:) h l  é um a u t o v a l o r  da m a t r i z  C 

2 : )  X1 é O maior a u t o v a l o r  da ma t r i z  C .  

Senão v e j  amos : 

TEOREM 3.12.1: - h1 6 um a u t o v a l o r  da ma t r i z  C .  



Assim podemos escrever a equação 3.12.23 assim: 

C 

que nada mais é do que a definição de autovalor. Logo hl e 

um autovalor da matriz C e g: é um autovetor da matriz C as- 

sociado ao autovalor hl ' 

Com relação à segunda conclusão teremos o seguin- 

te teorema: 

TEOREMA 3.12.2: hl é o maior autovalor da matriz C. 

Demonstração : 

Multiplicando-se a equação 3.12.23 por gli e so- 

mando para todo = 1 , 2 , . . ,  teremos: 

Mas pela equação 3.12.24 

logo 

Levando a equação 3.12.17 na 3.12.28 teremos: 



Levando a s  equações 3.12.27 e  2.12.30 na  3.12.14 

teremos : 

N n  
M I N I M I Z A R  S i  = [  1 2 E bi' (k) ] - NAl 

k = l  i '=l  

Logo, como os xi., (k)  s ão  parâmetros  da população 

em e s t u d o ,  minimizar S" é o  mesmo que maximizar A1. L Como pe- 

l o  teorema 3.11.1 ,  A I  6 um au tova lo r  da ma t r i z  C ,  en t ão  e l e  

s e r á  o  maior a u t o v a l o r  dessa  m a t r i z .  
D 

Voltando novamente às duas c o n ~ l u s õ e s ,  ve r i f i camos  

que p a r a  S1 (soma dos quadrados das  d i s t â n c i a s  dos pontos x(k) 
& 

a  r e t a  AIQl) s e r  mínima, é n e c e s s á r i o  que 
hl  

s e j a  o  maior au - 

t o v a l o r  da ma t r i z  C e  que gT s e j a  o  au tove to r  u n i t á r i o  asso-  

c iado  a  h l .  

A s s i m  a  r e t a  AIQ1 s e r á  d e f i n i d a  por  p a s s a r  na o r i -  

gem e  t e r  cossenos d i r e t o r e s  que sejam componentes do autove-  

t o r  u n i t á r i o  da m a t r i z  C a s soc i ado  ao maior a u t o v a l o r  dessa  ma - 

t r i z .  

F i m  da 1: e t a p a  



2: ETAPA: 

sujei to a  

Solução - : 

U t i l i z a n d o  mais uma vez o  Método dos Mul t i p l i cado -  

r e s  de Lagrange concluimos que minimizar S 2 e q u i v a l e  a :  

onde N A 2  e  a 2  são os M u l t i p l i c a d o r e s  de Lagrange. 

porém, u t i l i z a n d o  propr iedades  dos somatór ios  (ver  

equação 2.2.10) teremos : 

S u b s t i t u i n d o  a equação 3.12.36 na 3.12.35 e  colocando os  í n d i -  

ces numa forma mais conveniente  teremos:  



Para que S i  s e j a  mínima, a s  suas  der ivadas  p a r c i -  

a i s  em r e l a ç ã o  aos aZi,gzi,A2 e  a 2  t e r ã o  que s e r  nu la s  para  

todo i = l , Z ,  ..., n. 

Em r e l ação  aos aZi o  r a c i o c í n i o  é análogo ao de - 

senvolvido na e t apa  a n t e r i o r  e  nos l e v a r á  a  conc lu i r  que a  r e  - 

t a  A2Q2 também passa  p e l a  origem do espaço v e t o r i a l  ao qual  os 

x(k) pertencem. 

Ut i l i zando  es se  f a t o  e sendo A 2  um ponto genér ico 

da r e t a  A,Q,, vamos f a z e r  A, = ( 0 , 0 , 0 ,  . . . ,  0 ) .  Agora nosso ob A 
I -L i  

j e t i v o  s e r á :  

Encontrando as  demais der ivadas  p a r c i a i s  como f i -  

zemos na p r ime i ra  e t a p a ,  teremos: 



Anulando as derivadas parciais chegamos então a: 

Dessas equações, mais uma vez, podemos tirar duas 

conclusões: 

1:) A Z  6 um autovalor da matriz C. 

2?) h 2  é O segundo maior autovalor da matriz C. 

OBSERVAÇÃO : 

importante relembrar que por hipótese (ver seção 

3.4) a matriz C possui - n autovalores diferentes e não nulos. 

Os casos em que isso não ocorrer serão estudados na seção 3.17. 

Passamos agora 2 confirmação das conclusões. 



TBOREMA 3.12.3: X2 6 um autovalor da matriz C 

Multiplicando a equação 3.12.43 por gli e soman- 

do para todo i ,  2,. . . , teremos: 

Substituindo as equações 3.12.24 e 3.12.45 na 3.12.46 teremos: 

ou, o que é equivalente 

Mas pela equação 3.12.23 temos: 

Levando esse resultado na equação 3.12.48 teremos: 

Substituindo então a equação 3.12.45 na 3.12.50 concluimos que: 



Agora podemos e s c r e v e r  a  equaçã.0 3.12.43 da s e g u i n t e  forma: 

S e j a :  

Podemos en t ão  e s c r e v e r  a  equação 3.12.52 ass im:  

4 

que nada mais é do que a  d e f i n i ç ã o  de a u t o v a l o r .  Logo h 2  e  

um a u t o v a l o r  da  ma t r i z  C e  g; é um a u t o v e t o r  da m a t r i z  C a sso-  

c iado  ao a u t o v a l o r  h 2 .  

Com r e l a ç ã o  à segunda conclusão teremos o  s e g u i n t e  

teorema. 

TEOREMA - 3.12.4: h 2  é o  segundo maior a u t o v a l o r  da m a t r i z  C .  

~ e m o n s  t r  ação : 

Mul t ip l i cando- se  a  equação 3.12.52 por  g 2 i  e  so-  

mando p a r a  todo i = , Z , . . . , n  teremos:  



mas p e l a  equação 3.12.44 

l o g o  

Levando a equação 3.12.17 n a  3.12.56 t e remos :  

Levando as equações  3.12.44-5 e  3.12.58 n a  3.12.39 chegamos a :  

n n 
MINIMIZAR SS = [  1 2 1 x i l c k )  I - N A 2  

k = l  i l = a  

Logo, como os  xi (k) e  N s ã o  pa râmet ros  da  popu- 

l a ç ã o  em e s t u d o ,  min imiza r  S z  é o  mesmo que maximizar  A 2  

Como p e l o  teorema 3 . 1 2 . 3  X 2  é um a u t o v a l o r  da  m a t r i z  C, t e -  

remos que e s c o l h e r  h 2  e n t r e  o s  a u t o v a l o r e s  da m a t r i z  C .  A 

p r i m e i r a  v i s t a  p o d e r i a  p a r e c e r  que a e s c o l h a  r e c a i r i a  s o b r e  o  



maior au tova lo r  da m a t r i z  C .  porem s e  i s s o  oco r r e s se  X 2  s e  - 

T 
r i a  i g u a l  2 h l  e consequentemente os  au tove to re s  a  g2  e  

gT , assoc iados  respec t ivamente  a  h 2  e  A I  s e r iam i g u a i s ,  o  

que i m p l i c a r i a  numa v i o l a ç ã o  da equação 3.12.45. Sendo ass im 

o  maior au tova lo r  da m a t r i z  C que poderá s e r  e s c o l h i d o ,  n e s t e  

c a s o ,  s e r á  o  segundo maior au tova lo r  da ma t r i z  C .  A 

Voltando novamente às duas conc lusões ,  v e r i f i c a -  

mos que p a r a  S2 (soma dos quadrados das  d i s t â n c i a s  dos pon- 
- 

t o s  x (k) a  r e t a  A2Q2) s e r  mínima sendo e s s a  r e t a  o r togona l  

a  AIQl é n e c e s s á r i o  que X 2  s e j a  o  segundo maior a u t o v a l o r  

da m a t r i z  C e  que gZ s e j a  o a u t o v e t o r  u n i t á r i o  a s soc i ado  a  

A s s i m  a  r e t a  A2Q2 s e r á  d e f i n i d a  por p a s s a r  p e l a  

origem e  t e r  cossenos d i r e t o r e s  que sejam componentes do a u t o  - 

v e t o r  u n i t á r i o  da m a t r i z  C a ssoc iado  ao segundo maior autova-  

l o r  de s sa  m a t r i z .  

F i m  da 2: e t a p a  

Vamos agora  r e s o l v e r  uma e t a p a  gené r i ca  do Prob le  - 



N n 2 n 2 MINIMIZAR S = E I 1 (xi(k)-aji) - [  1 g. .  (x. (k)-a. .)] 1 
j k = l  i=l i=l 11 1 11 

suje i to  a 

Solução : 

U t i l i z a n d o  o Método dos M u l t i p l i c a d o r e s  de Lagran-  

g e ,  como n a s  o u t r a s  e t a p a s ,  o problema f i c a r á :  



onde NA j ,  a j I ,  a j 2 ,  ..., a são os Mul t ip l icadores  de 
j  ( j -1)  

Lagrange. 

Mais uma vez ,  u t i l i z a n d o  propriedades dos somató- 

r i o s  (ver  equação 2.2.10) teremos: 

n  n n 
[ 1 g. .  (x. (k)-a. .)I' = . 1 g:igjil (xí(k)-a- -1 (xil (k)-ajil) 
i=l J l  1 11 i=l 11=1 J 11 

Subs t i tu indo  a  equação 3.12.66 na 3.12.65 e  colocando os í n d i -  

ces numa forma mais conveniente teremos: 

Para que S! s e j a  minima, a s  suas  der ivadas  p a r c i -  
J 

a i s  em r e l a ç á o  aos a j i , g j i , A Z , a j l , a j 2 , .  . . , a j  ( j = l )  t e r ã o  que 

s e r  nu la s  pa ra  todo i = 1 , 2 ,  ..., n.  

Em r e l ação  aos a  o  r a c i o c í n i o  é análogo ao de- j  i 

senvolvido na pr imei ra  e t a p a  e  nos l e v a r á  a  conc lu i r  que a  r e -  

t a  A . Q  também passa  p e l a  origem do espaço v e t o r i a l  ao qual 
J j  

os x . ( k )  pertencem. 
1 



Util izando e s s e  f a t o  e sendoA umponto genérico 
j  

da r e t a  A.Q vamos f a z e r  A = ( O  ,O,.  . . ,O). Agora nosso o b j e t i -  
J j  j 

4 

vo s e r a :  

Encontrando as  demais derivadas p a r c i a i s ,  como 

fizemos nas e tapas  a n t e r i o r e s ,  teremos : 



Anulando a s  der ivadas  p a r c i a i s  chegamos então a :  

Dessas equações, mais uma vez ,  podemos t i r a r  duas 

conclusões:  

1.) é um autovalor  da mat r iz  C .  
j  

2 : )  é o j-ésimo maior au tova lor  da mat r iz  C .  
j 



OBSERYAÇÃO: 

Lembramos mais uma vez que por  h i p ó t e s e  (ve r  seção  

3.4) a  m a t r i z  C pos su i  n  a u t o v a l o r e s  d i f e r e n t e s  e  não n u l o s .  

0 s  casos  em que i s s o  não o c o r r e r  s e r ã o  es tudados  na seção  3.17. 

Passamos agora  à confirmação das conc lusões .  

TEOREMA 3.12'5:  
A j  

é um a u t o v a l o r  da ma t r i z  C .  

Vamos p a r t i r  da  h i p ó t e s e  que j á  resolvemos o  Pro- 

blema 3  a t é  a  e t a p a  j - l .  Sendo ass im j á  sabemos que todos  os  

A ( j 1 = 1 , 2 ,  . . . , j -  1 )  são a u t o v a l o r e s  da m a t r i z  C e  os  g  
T 
j t  

s 50 
j t  

o s  au tove to re s  u n i t á r i o s  a s soc i ados  aos A . I s s o  nos permi 
j '  - 

t e  e s c r e v e r  que: 

(que é a  g e n e r a l i z a ç ã o ,  p a r a  j l ,  das  equações 3.12.23 e  3.12.52) 

Por o u t r o  l a d o ,  s e  j á  resolvemos a t é  a  e t a p a  j - 1 ,  a s  r e s t r i ç õ e s  

dessas  e t a p a s  devem t e r  s i d o  r e s p e i t a d a s  o  que nos l e v a  a :  

j l '  5 j  

(ver  equações 3.11.7-20) 

Mul t ip l i cando-se  en t ão  a  equação 3.12.75 por  

g  , ( j 1 = l , 2 , .  . , ( j - ) )  e  somando pa ra  todo i = 1 , 2 , .  . . , n  t e r e -  

mos: 



Substituindo a equação 3.12.81 na 3.12.82 teremos: 

ou, o que 6 equivalente 

Por outro lado podemos escrever a equação 3.12.80 da seguinte 

forma : 

Levando a equação 3.12.85 na 3.12.84 chegamos a: 

Substituindo a equação.3.12.81 na 3.12.86 concluimos que: 



Agora podemos e sc reve r  a  equação 3.12.75 da segu in te  forma: 

Seja  

Podemos então e sc reve r  a  equação 5.12.88 assim: 

A 

que nada mais é do que a  de f in i ção  de a u t o v a l ~ r .  Logo X e  
j 

um autova lor  da mat r iz  C e gT é um autovetor  da mat r iz  C as -  
j  

sociado ao au tova lo r  X . 
j  

Com re l ação  à segunda conclusão teremos o  seguin-  

t e  teorema: (ver  anexo) 

TEOREMA 3.12.6:  X é o  j-ésimo maior au tova lor  da ma t r i z  C 
j 

Demonstração: 

Mult ipl icando-se  a  equação 3.12.88 por g j i  e  soman 

do para  todo 1 2  l teremos: 



mas p e l a  equação 3.12.76 

logo 

-- 

E e E g j i  g j i t  C ii ' = x i=l 1'=1 j 

Levando a equação 3.12.17 na 3.12.92 teremos:  

Levando a s  equações 3.12.76-9 e  3.12.94 na  3.12.69 chegamos a :  

-- 

MINIMIZAR S'! = [ C I x i ,  (k) 'J - NA 
J k = l  i '= l  j  

Logo, como o s  x i ' (k) e  N são parâmetros da população 

em e s t u d o ,  minimizar S" é o mesmo que maximizar h . Como 
j j 

p e l o  teorema 3.12.5 h é um a u t o v a l o r  da m a t r i z  C ,  teremos 
j 

que e s c o l h e r  h e n t r e  os  au tova lo re s  da m a t r i z  C .  A p r ime i  
j  - 

r a  v i s t a ,  como no teorema 3.12.4 ,  poder ia  p a r e c e r  que a  esco-  

l h a  r e c a i r i a  sob re  o  maior a u t o v a l o r  da m a t r i z  C .  porém pe- 

l o s  motivos expos tos  naquele  teorema e s s a  so lução  não obedece - 
r i a  à equação 3.12.77. O segundo maior a u t o v a l o r  também não 

s a t i s f a r i a ,  p o i s  não s a t i s f a r i a  à equação 3.12.78. Observan- 



do então a s  equações 3.12.77-9 concluimos que o  maior autova- 

l o r  h que s a t i s f a z  a  e s s e  conjunto de equações e o  j-ésimo 
j 

maior au tova lor  da mat r iz  C .  
A 

Voltando, mais uma vez à s  duas conclusões ,  v e r i f i  - 

camas que para  S (soma dos quadrados das d i s t â n c i a s  dos pon- 
j 

t o s  x ( k )  à r e t a  A.Q.) s e r  mínima, sendo e s s a  r e t a  or togonal  
J J  

a  todas  a s  r e t a s  A Q ( j  = 1 , 2 , .  . , ( j  -1) é necessá r io  que X 
j f  j '  rn j  

s e j a  o  j-ésimo maior au tova lor  da mat r iz  C e  que 9;  s e j a  o  

au tove tor  u n i t á r i o  associado a  X . 
j  

Assim a  r e t a A . Q  s e r á  de f in ida  por passa r  p e l a  
J j  

origem e  t e r  cossenos d i r e t o r e s  que sejam componentes do au to  - 

v a l o r  u n i t á r i o  da mat r iz  C associado ao j-ésimo maior autova- 

l o r  dessa ma t r i z .  

F i m  da j-ésima e t a p a  

Com i s s o ,  concluimos que para  r e s o l v e r  o  Problema 

3  precisamos in i c i a lmen te  c a l c u l a r  os au tova lores  da ma t r i z  C 

(matr iz  de covar iânc ias )  e  depois  encont ra r  os au tove tores  un i  - 

t á r i o s  associados a  e s s e s  au tova lo res .  Em o u t r a s  p a l a v r a s , p r e  

cisamos r e s o l v e r  o  segu in te  s i s tema de equações: 

onde I  é a  Matriz Ident idade ,  
'j 

é o  j-ésimo maior au tova lor  
rn 

da mat r iz  C, 9;  6 o  au tove tor  u n i t s r i o  da ma t r i z  C associado 

ao au tova lor  h e  @ é um v e t o r  coluna de n  componentes nu- 
j  - 

l a s .  (para  maiores esclarecimentos  sobre  a  equação 3.12.96 con - 



s u l t a r  C7], seção  2.6 ou [23], cap2tu lo  9 ) .  

3.13. Inter-O Problema 3  

Depois de r e s o l v i d o  o  Problema 3  vamos enfoca-10 

de uma forma i n t u i t i v a - g e o m é t r i c a .  

I n i c i a l m e n t e  vamos v e r  o  caso de um problema que 

envolve somente t r e s  v a r i á v e i s  x1,x2 e  x3.  (observe que e s s a s  

v a r i á v e i s  são  d e s v i o s ) .  Nesse caso o  problema s e  r e s t r i n g e  ao 

espaço v e t o r i a l  IR! . Para  r e s o l v e r  o  problema o  nosso ob je -  

t i v o  i n i c i a l  é e n c o n t r a r  a  reta(AIQl) que mais s e  "adapta" aos  

pontos x(k)  [ a d a p t a r ,  a q u i ,  no s e n t i d o  de a  -- soma dos quadrados 

das d i s t â n c i a s  de s se s  pontos a e l a  s e r  mínima). Depois o  nos - - 

s o  o b j e t i v o  pas sa  a  s e r ,  e s c o l h e r  d e n t r e  a s  r e t a s  que s ão  o r t o  

gona is  à p r i m e i r a ,  aque la  que mais s e  "adapta" aos  pontos x ( k ) .  

E f i n a l m e n t e ,  o  nosso t e r c e i r o  o b j e t i v o  s e r á  e s c o l h e r  d e n t r e  

a s  r e t a s  que s ã o  o r togona i s  à s  duas p r i m e i r a s ,  aque l a  que mais 

s e  "adapta" aos  pontos x(k)  . 
Para  o  caso de problemas que envolvam n  v a r i á v e i s  

o  r a c i o c í n i o  6 análogo.  Sempre o  o b j e t i v o  s e r á  e n c o n t r a r  uma 

r e t a  que s e j a  o r togona l  a s  a n t e r i o r e s  e  que mais s e  "adapte" 

aos x ( k ) .  

I! impor tan te  lembrar  que,  como vimos na seção 3 .12,  

a s  r e t a s  que s a t i s f a z e m  a s  condições acima,  passam p e l a  origem 

do espaço v e t o r i a l  ao qua l  o s  pontos  xck) pertencem p o i s  e s t a  - 

mos u t i l i z a n d o  a s  v a r i á v e i s  x 1 , x Z . . . . , x n  (que s ã o  desv ios )  e  

não a s  v a r i á v e i s  Xl,X 2 , . . . , X n .  Se t ranspor tâssemos  o  p rob le -  

ma p a r a  o  espaço v e t o r i a l  ao qua l  os  pontos X(k) per tencem,  



en tão  poderíamos g a r a n t i r  que a s  - n r e t a s  o r togona i s  c a l c u l a -  
- 

das acima, passa r iam pe lo  ponto de coordenadas [ x l , x 2 , . . . , X n ) .  

3.14. Com~aracão dos Problemas 1 . 2  e  3  

O o b j e t i v o  i n i c i a l  de s sa  seção s e r á  mos t r a r  que os 

Problemas 1 , 2  e  3  possuem o mesmo conjunto  de so luções .  

Na seção  3.7 j á  mostramos que i s s o  o c o r r e  pa ra  os  

Problemas 1 e 2 .  Vamos en t ão  mos t r a r  que também o Problema 3 

p o s s u i  aque l e  mesmo conjunto  de so luções .  

Na seção  3.4 chegamos à conclusão de que p a r a  r e -  

s o l v e r  o  Problema 1 b a s t a r i a  r e s o l v e r  o  s i s t ema  de equações 

3.4.62-3 que repet imos a  s e g u i r :  

T 
onde os  E j i  s ão  a s  componentes do au tove to r  u n i t á r i o  2 - d a  ma- 3 
t r i z  C ,  a s soc i ado  ao a u t o v a l o r  

j  
. Por o u t r o  l a d o ,  na  seção  

3 .12,  chegamos a  conclusão de que pa ra  r e s o l v e r  o  Problema 3 

b a s t a r i a  r e s o l v e r  o  s i s t ema  das equações 3.12.96-97 que repe-  

t imos a  s e g u i r :  

onde os g j  i são  a s  componentes do au tove to r  u n i t á r i o  gT da 
j  

m a t r i z  C ,  a s soc i ado  ao au tova lo r  X . Comparando a  equação 
j  



3 .14 .1  com a  3 .14.3  e  a  3.14.2 com a  3.14.4 concluimos que os  

Z do Problema 1 correspondem aos g j i  j  i do Problema 3 ,  mos- 

t r ando  ass im que os Problemas 1 e 3 possuem o mesmo conjunto  

de so luções .  Cons equent emente os  t r e s  problemas possuem O 

mesmo conjun to  de so luções .  

Vamos aqu i  r e c a p i t u l a r  os  t r e s  problemas que nada 

mais são  do que t r e s  formas de abordar  o  MCP. O Problema 1 ,  

abordando o  MCP de uma forma ESTAT~STLCA. O Problema 2 dando 

uma abordagem segundo a  ~ L G E B R A  LINEAR e  o  Problema 3 abordan- 

do-o segundo o  enfoque da GEOMETRIA NO E?. 

A t í t u l o  de recordação ,  repet imos a q u i  os  enuncia-  

dos dos problemas. 

PROBLEMAS 1 ,  2 e  3  

Dado que numa população de - N elementos foram medi- 

das  - n c a r a c t e r í s t i c a s  em cada um d e l e s ,  e  que e s s a s  c a r a c t e r í s  - 
t i c a s  são  r ep re sen t adas  p e l a s  v a r i á v e i s  x i ( i = l , 2 ,  ..., n ) .  

PROBLEMA 1 
n 

Encont ra r  n  componentes - - Y j  - i=l  1 z j i  X i  ( j = 1 , 2 ,  

. . . , n )  s u j e i t a s  5 r e s t r i ç ã o  
2 1 Z j i  = 1  ( j = 1 , 2 ,  ..., n)  de t a l  

i=l 

forma que: 

1 )  Y1 t enha  v a r i â n c i a  máxima; 

2) Y z  t enha  v a r i â n c i a  máxima mas não s e j a  c o r r e l a c i o n a -  

da  com y - 1 ' 
3) y3  t enha  v a r i â n c i a  máxima mas não s e j a  c o r r e l a c i o n a -  

da  nem com yl nem com y 2 ;  



n) Yn tenha v a r i â n c i a  mzxima mas não ç e j  a  co r re l ac iona -  

da nem com y l ,  nem com y 2 ,  nem com y3,  ...., nem 

com yCn-1). 

PROBLEMA 2 
n  

Encontrar  n  componentes - - 1 l i  x  ( j = 1 , 2 ,  
Y j  i=l  

. . . ,n)  t a l  que a s  componentes 
'j 

não sejam cor re lac ionadas  

e n t r e  s i  e que a  mat r iz  L (dos Eji)  r ep resen te  uma Transforma- 

ção Ortogonal.  

PROBLEMA - 3 

E considerando-se os va lo res  xCk) [ k = 1 , 2 , .  . . ,N) , 
que são  os va lo res  assumidos p e l a s  v a r i á v e i s  x1,x2,  . . . ,  xn 
para  cada elemento v k da população, como pontos do espaço veto-  

r i a 1  ll? , encont rar  um conjunto de - n  r e t a s  nesse  espaço de 

t a l  forma que: 

1) a  soma dos quadrados das d i s t â n c i a s  dos pontos x(k) 

à pr imei ra  r e t a  s e j a  mínima; 

2 )  a  soma dos quadrados das d i s t â n c i a s  dos pontos x(k) 

a segunda r e t a  s e j a  mínima, sendo e s s a  r e t a  or togonal  

à pr ime i ra ;  

n) a  soma dos quadrados das d i s t â n c i a s  dos pontos x(k) 
- 
a  n-ésima r e t a  s e j a  mínima, sendo e s s a  r e t a  or togonal  
4 

a s  a n t e r i o r e s .  



~ambgm p a r a  re lembrar  vamos r e v e r  a formulação ma 

t emá t i ca  de cada um dos problemas.  

MAXIMIZAR 1 L . . E j i l c  
i=l i 1 =l J 1 ii '  

s u j e i t o  a 

PROBLEMA 2 

n 
- - 1 Z j i  xi j = 1 , 2 ,  ..., n 

Y j  i=l  

c O q y j  ; y j  , ]  = 0 j f j  ' 

n 
1 E j i E j f i  = 1 s e  j  = j t  

i=l 
= O s e  j  # j t  

PROBLEMA 3 

j? ETAPA : ( j = 1 , 2 ,  ..., n) 

MINIMIZAR S 
j  

s u j e i t o  a 



onde S r e p r e s e n t a  o somatór io  dos quadrados das d i s t â n c i a s  
j  

dos pontos xck)  à j-êsima r e t a .  

Comparando e s s a s  formulações podemos n o t a r  que a 

T T r e s t r i ç ã o  que impõe que o a u t o v e t o r  da m a t r i z  C Cx ou g . )  s e  
j  J - 

j a  u n i t á r i o  e s t á  p r e s e n t e  nos t r e s  problemas e é r e p r e s e n t a d a  

p e l a s  equações 3 .14 .6 ,  3.14.10 e 3.14.13. Por o u t r o  l a d o  a 

condição de não c o r r e l a ç ã o  das componentes apa rece  somente nos 

Problemas 1 e 2 e  é r ep re sen t ada  p e l a s  equações 3.14.7 e 3.14.9.  

Por sua  vez a condição de o r togona l idade  das  componentes , . ou 

das r e t a s ,  apa rece  nos Problemas 2 e  3 e é' r ep re sen t ada  p e l a s  

equações 3.14.11 e 3.14.14. 

Esquematicamente, e  sem nenhum r i g o r  matemático, 

poderiamos resumir  os  t r e s  problemas na s e g u i n t e  f i g u r a ,  que 

engloba o b j e t i v o s  e r e s t r i ç õ e s :  

~ R o ~ ~ E / c ~ A  2- 

FIGURA 3.14.1: Representação esquemát ica  dos Problemas 1 , 2  e 3. 



~á vimos que os t r e s  problemas nada mais são que 

enfoques d i f e r e n t e s  do MCP. Sendo assim uma s ê r i e  de carac'te - 

r z s t i c a s  gèométricaç estudadas no modelo nada mais são que 

c a r a c t e r l s t i c a s  do MCP. Vamos então re l ac ioná- l a s :  

i) Podemos a s s s c i a r  cada r e t a  A.Q ( j = l , 2 ,  . . . n )  à j - é s i  
J j  7 

ma componente e in tu i t ivamente  considerá- la  como sua 

"representação geométrica" ; 

i i )  Pelo teorema 2 . 5 . 4  s e  representarmos geométricamente 

a s  v a r i á v e i s  x1,x2, ..., xn, por eixos o r togona i s ,  as 

r e t a s  AIQl,AZQ 2,.. . ,AnQn serão  or togonais  e n t r e  s i ;  

i i i )  Com re lação  à primeira  componente, a maximização da 

sua v a r i â n c i a ,  corresponde geométricamente a uma mini- 

mização do quadrado das d i s t â n c i a s  dos pontos xCk) à 

3.15. Comentários Sobre o Exemplo 

Nessa seção vamos v e r i f i c a r  s e  de f a t o  no Exemplo 

3.6.1 as  componentes 
'j 

eram ortogonais  e n t r e  s i .  

Fazendo os k = j i  g j i  poderiámos d i z e r ,  sem mui- 

t o  r i g o r ,  que os "cossenos d i r e t o r e s  das Componentes" (a r i g o r  

seriam os cossenos d i r e t o r e s  da r e t a  a qual podemos assoc ia r  a 

Componente) naquele exemplo são:  



Para v e r i f i c a r  s e  a s  Componentes (ou melhor, as  r e t a s  que as-  

sociamos as  Componentes) são o r t ~ g o n a i s ~ b a ç t a  encont rar  o pro - 

duto e s c a l a r  dos ve to res  gl ,g2 e g3 dois  a dois  e v e r i f i c a r  

s e  e l e s  são nulos.  Assim teremos: 

Assim f i c a  comprovado que as  Componentes (ou me- 

l h o r ,  as  r e t a s  que a e l a s  associamos) são de f a t o  or togonais  

o que pode s e r  v i s t o  na f i g u r a  3.8.1. 

3.16. Analogia Com a ~ e c â n i c a  
a 

Uma o u t r a  forma i n t u i t i v a  de percebermos o MCP e 

comparando o seu enfoque geométrico c o m  a F ~ S I C A  (mecânica) . O 

que passamos a f a z e r .  



S e j a  um conjunto  composto por - N p a r t í c u l a s  de mas - 

s a  'urilt'ár.ia, - que representaremos por  suas  pos ições  x ( k )  ( k = l ,  

2 ,  ..., N) em r e l a ç ã o  ao s i s t ema  de coordenadas x1 ,x2 ,x3 .  (Lem - 

bremos que x(.k) = ( x l  (k) , x2  (k) , x3(k) ) )  . 

CENTRO DE - MASSA 

Una das  c a r a c t e r l s t i c a s  f k i c a s  des se  con jun to  de 

p a r t í c u l a s  (que chamaremos de corpo) é o seu  CENTRO DE MASSA 

(a  g ros so  modo, chamado de CENTRO DE GRAVIDADE) . 
Para  e s t e  corpo a fórmula p a r a  c á l c u l o  da pos ição  

de s e u  c e n t r o  de massa 6 a s e g u i n t e :  

onde CM -6 a pos ição  do CENTRO DE MASSA do corpo no s i s t e m a  de 

coordenadas x1 ,x2 ,x3 .  

Logo, 

CMi = E [xi] 

mas como x é um desv io  i 

E[xi]= O 

ou s e j a ,  o  c e n t r o  de massa des se  corpo e s t á  na origem do s i ç -  

tema de coordenadas.  Assim, c o n c l u i r  que a s  r e t a s  A . Q . ( j = l ,  
J J  

2.3) (ve r  Prõblema 3) passam p e l a  origem do espaço v e t o r i a l  ao 



qua l  os  xck)  pertencem, equ iva l e  a  d i z e r  que e s s a s  r e t a s  pas 

sam pe lo  Centro de Massa das  p a r t z c u l a s .  

Pa ra  melhor entendimento do que s e j a  e s t e  c e n t r o  

de massa, vamos t r a n s c r e v e r  um t r e c h o  de HALLIDAY Ej RESNICK 

([I1], p G . 1 8 7 ) :  

"mesmo quando o  corpo roda ou v i b r a ,  enquanto s e  d e s l o c a ,  

há um ponto no co rpo ,  chamado CENTRO DE MASSA, que s e  

des loca  da mesma maneira que s e  d e s l o c a r i a  uma Única 

p a r t í c u l a ,  s u j e i t a  ao mesmo s i s t ema  de f o r ç a s  ex t e rnas" .  

Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  pa ra  determinados t i p o s  de e s -  

t u d o s ,  poderlarnos c o n s i d e r a r  apenas o  c e n t r o  de massa do cor -  

po e  não todas  a s  s u a s  p a r t í c u l a s .  Por exemplo, um av i ão  l a n  - 

ça  uma bomba. A g ros so  modo não i n t e r e s s a  s e  e l a  e s t á  rodando 

ou v ib rando ,  i n t e r e s s a  somente qua l  a  t r a j e t ó r i a  que s e r á  per -  

c o r r i d a  p e l o  s eu  c e n t r o  de massa, p o i s  e s s a  t r a j e t ó r i a  é que 

i n d i c a r á  onde a  bomba c a i r á .  

MOMENTO DE I N ~ R c I A  -- - -- 

Outra  c a r a c t e r i s t i c a  des se  corpo 6 o  seu  MOMENTO 

DE INÉRCIA. E l e  é uma grandeza EEsica que mede a  i n é r c i a  de 

ro t ação  de um corpo em r e l a ç ã o  a  um e i x o .  

S e j a  en t ão  o  e i x o  d e f i n i d o  por  uma r e t a  qua lquer  

A . Q .  ( j = 1 , 2 , 3 ) .  O momento de i n é r c i a  das  p a r t í c u l a s  xCk) em 
J J  

r e l a ç ã o  ao e i x o  AjQj,  é dado po r :  

onde M I  6 o  momento de i n é r c i a  do corpo em r e l a ç ã o  ao e ixo  
j  



Se observarmos o  Problema 3 (seção 3.11) , veremos 

que MI nada mais 6 que S . A s s i m  ao impor que S  s e  j a  míni- 
j  j j  

ma estávamos def in indo  que a  r e t a  A . Q  s e r i a  aque la ,  em r e l a -  
J j  

ção a  qua l  o  MOMENTO DE INÉRCIA das p a r t í c u l a s ,  que e s t ã o  nas 

posições  x(k), f o s s e  mínimo. 

Da mesma forma que fizemos para  j = 1 , 2 , 3  ( j á  que 

na mecânica estamos Limitados a  t r ê s  dimensões), poderíamos 

e s t ende r  e s s e  conce i to  para  j = 1 , 2 ,  ..., n e  d e f i n i r  um ou t ro  

problema análogo aos três a n t e r i o r e s .  

PROBLEMA 4 

Dado que numa população de 5 N elementos foram medi 

das - n c a r a c t e r í s t i c a s  em cada um d e l e s ,  e que e s s a s  c a r a c t e -  

r í s t i c a s  são representadas  p e l a s  v a r i á v e i s  x . ( i = l , Z ,  ..., n ) ,  
E 

e  considerando os va lo res  x(k) ( ,k=l ,  2 , .  . . ,N) , que são va lo res  

assumidos p e l a s  v a r i á v e i s  x1,x2,  ..., X, para  cada elemento k  

da população, como a  posição de p a r t í c u l a s  de massa u n i t á r i a  

no espaço v e t o r i a l  d , encont rar  um conjunto de - n r e t a s ,  nes - 

s e  espaço,  passando p e l a  origem, de t a l  forma que: 

1) o momento de i n é r c i a  das p a r t í c u l a s  xCk) em re l ação  

à pr imei ra  r e t a  s e j a  mínimo; 

2) o  momento de i n é r c i a  das p a r t i c u l a s  x(k)  em re l ação  

à segunda r e t a  s e j a  mínimo, sendo e s s a  r e t a  or togonal  
- 
a  p r ime i ra ;  

I t 



n) o  momento de i n é r c i a  das p a r t í c b l a s  x(k) em r e l a ç ã o  

n-ésima r e t a  s e j a  mínimo, sendo e s s a  r e t a  or togonal  
- 
a s  a n t e r i o r e s  . 

3.17. Casos P a r t i c u l a r e s  

Nas seções a n t e r i o r e s ,  ao desenvolver o  MCP, par -  

timos do pressuposto que a  Matriz de ~ o v a r i â n c i a s  (C) possu ia  

n  au tova lores  d i s t i n t o s  e  não nulos .  Nesta seção vamos compa - - 

r a r  e s s e s  casos com aqueles  nos qua is  i s s o  não ocor re .  

Observamos, na seção 3.14,  que o  MCP s e  b a s e i a  na 

reso lução  do s i s tema de e q u a ~ õ e s  3.14.1-2 ou equivalentemente 

3.14.3-4 que repetimos a  s e g u i r :  

Para nosso es tudo vamos então u t i l i z a r  o  segu in te  

s i s tema de equações : 



onde Ui  é m a  m a t r i z  composta por' 2 colunas  (p - < n) que s e -  
J 

r ão  v e t a r e s  zT , Linearmente independentes  e  o r togona i s  e n t r e  
j  

s i ,  so luções  da equação 3 .17 .1 .  

Pa ra  a  es tudo  des se s  casos  vamos aos s e g u i n t e s  t e -  

TEOREMA 3.17.1:  Se a  ma t r i z  L r e p r e s e n t a  uma t ransformação 

o r t o g o n a l ,  C 6 a  Mat r iz  de Covar iânc ias  e  D é d e f i n i d a  segundo 

a  equação 3.4.67 en t ão :  

ranklCl = rank D 

~ e m o n s t r a ç ã o :  - 

S e j a  A uma ma t r i z  nxn s i m é t r i c a  e  B uma m a t r i z  

nxn d iagona i  com os au tova lo reã  da m a t r i z  A, e m  sua  d iagona l  

p r i n c i p a l ,  em ordem dec re scen t e .  

Pe lo  Lema 1 do teorema 3.4.7 temos: 

onde L e  liT represen tam t r a n s f  ormaçóes o r togona i s  . 
Aplicando a  Equação de S y l v e s t e r  (ver  r 7 ]  , pág .  33) 

a  equação 3.17.5 temos: 

porém como L r e p r e s e n t a  uma t ransformação or togona l  temos,  pe- 

l a  equação 3.4.74,  que: 

T 
r a n k [ ~ ]  = rankCb, ] = n  (3.17.7) 



~ o g o ,  levando e s s e  r e s u l t a d o  n a  equação 3.17.6 temos: 

{+  r&[&] -i5 r ank j~ ]  - < m?nimoIn,r&[Al]I (3.17.8) 

Logo, rank [ALI = rank [B] (3.17.9) 

Aplicando novamente a  Equação de S y l v e s t e r  temos: 

rank[A] + rank[l] - n  - < rank[B] - < mhimo{rank[~] ,rank[~] 1 (3.17.10) 

S u b s t i t u i n d o  a equação 3.17.7 na 3.17.10 teremos:  

rank[A] + {-i 5 rank[~J - < &imo{rank[A] , nl  (3.17.11) 

logo 

r ank [A] = r ank [B] (3.17.12) 

Se observarmos a  equação 3.4.67 observamos que po- 

demos t e r  a s  ma t r i ze s  A e  B como sendo a s  ma t r i ze s  C e D ,  ou 

s e j a :  

A = C e B = D  (3.17.13) 

o  que nos l e v a  a  c o n c l u i r  que: 

r ank [C] = r ank. [D] (3.17.14) 

E s e  observarmos a equação 3.4.70 observamos que 

podemos t e r :  

o  que nos l e v a  a c o n c l u i r  que: 

r a n k [ ~  - 1-11 = 
J 

r a n k [ ~  - X . 1 1  
J 



TEOREMA 3.17.2:  Na equação: 

o rank [ u . ]  = n - rank[C - h . & ]  
J J 

Demonstração - : 

Ver C 7 ]  página 33, teorema 2.5 e c o r o l á r i o  2.5.  

n 
TEOREMA 3.17.3: Se rank[C] < n então a s  v a r i á v e i s  X1, X2, 

. x são l inearmente  dependentes. n 

Demonstração : 

Pela  equação 3.7.35b temos : 

s e  o rank [C]  < n então a s  colunas da mat r iz  C são l inearmen 

t e  dependentes o que nos permite  e sc reve r  que: 

t a l  que: 



ou, u t i l i z a n d o  a  de f in i ção  de mêdia que, 

n  n  
C a j l  -L.-- 1 x . )  k k  = O  j = 1 , 2 , 6 e a 5 n  

j I k=l  J j  

Ut i l izando a s  propriedades dos somatórios podemos e sc reve r  a  

e q u a ~ ã o  3.17.18A assim: 

ou ainda 

Ut i l i zando  o  conce i to  de produto e s c a l a r  podemos escrever  a  

equação 3 ' 1 7 . 1 9 A  assim: 

1 n  
- < ( x  1 x  2 , . x  N). 1 a. (xj i (1) ,xj '  (2) , . . . , x j t  (N))>=O N j f = l  J 



S e j a  en tão  o v e t o r  

logo 

<u.u> = < 1 a. (x- (1) ,x. ( 2 ) ,  . . . ,xj (N)) . 1 cxj (xj (1) ,xj [Z),. , . j = l J  J j  

Levando a  equação 3.17.20 na 3.17.203 teremos:  

Levando e s s e  r e s u l t a d o  na equação 3.17. ZOA concluimos que: 

n  
1 cx x j  (k) = O 

j =i j 



o que ind ica  que o conjunto das v a r i á v e i s  xl ,x2,. . . , x  
I 

e n 

l inearmente  dependente para  e s s a  população de N elementos. 

n 

Passamos agora ao estudo de cada um dos casos ,  

I ?  CASO: n au tova lores  d i s t i n t o s  e não nulos .  -- A - -  

E s t e  6 o caso que f o i  abordado nas seções an te-  

r i o r e s .  

Para  e s t e  caso teremos: 

onde podemos observar  que temos - n colunas l inearmente  indepen - 

dentes  ou s e j a :  

r ank [D] = n (3.17.23) 

e cons equent ement e:  



Agora podemos observar  que D - X . 1  tem somente 
1 .  

n-1 colunas  l i nea rmen te  independentes  ou s e j a :  
P 

rank [D - A .  11 = n - 1 (3.17.25) 
J 

Se reunirmos e s s e  r e s u l t a d o  com os  teoremas 3 .17.1  

e  3.17.2 concluimos que: 

o  que s i g n i f i c a  d i z e r  que n50 s e r á  p o s s í v e l  encon t r a r  2 ou 

mais au tove to re s  E; Linearmente independentes  e  o r togona i s  

e n t r e  s i ,  p a r a  um mesmo j ,  que sejam so lução  da equação 3 .17.3 .  

A s s i m  sendo s e  6 so lução  daquela equação en t ão  qua lquer  
j 

o u t r a  s o l u ~ ã o  s e r á  da forma aET onde a E IR . 
j  

Por i s s o ,  s e  impusermos a  r e s t r i ç ã o  de a u t o v e t o r  

u n i t á r i o  (equação 3 .L7.4) , a  menos do s i n a l  ( ve r  teorema 3.4.7)  , 

a  so lução  s e r á  ún i ca .  

Fim do 1 9  CASO 0 

2 9  CASO: - n  a u t o v a l o r e s  d i s t i n t o s  sendo - um d e l e s  nulo  - - 
Para  e s t e  caso  teremos:  



onde podemos observar  que temos - n-1 colunas l inearmente  i n -  

dependentes,  ou s e j a :  

Neste caso ,  pe lo  teorema 3.17.1, teremos: 

o que, pe lo  teorema 3.17.3, nos l eva  a conc lu i r  que a s  v a r i á -  

v e i s  x1 , x 2 , . .  . ,xn são l inearmente  dependentes e que log ica -  

mente, pe lo  menos uma de la s  é consequência das demais e por- 

t a n t o  pode ser desprezada na a n á l i s e  do MCP. 

Para  melhor entendimento desse caso vamos p a r t i r  

de um exemplo. ( e s se  exemplo é apenas d idá t i co )  . 

EXEMPLO 3.17.1: 

PROBLEMA: 
P 

Eoram medidas, em um conjunto de 7 f a m í l i a s ,  t r e s  

v a r i á v e i s ,  que denominaremos de X X e X3 e que representam 1' 2 

o segu in te :  

X1 -+ percen tua l  da renda f a m i l i a r  gas to  em moradia; 

X 2  + percen tua l  da renda f a m i l i a r  gas to  em al imentação;  

X3 + percen tua l  da renda f a m i l i a r  que r e s t a  pa ra  a s  de- 

mais despesas e uma p o s s i v e l  economia. 



Queremos a n a l i s a r  e s s e s  dados pa ra  e s t u d a r  a  pos- 

s i b i l i d a d e  de uma s ó  componente do MCP s e r  a  responsâve l  p e l a  

v a r i â n c i a  dos dados . 
O r e s u l t a d o  da mediçáo encont ra -se  no quadro 3 .17.1  

QUADRO 3.17.1:  Valores  de 3 v a r i á v e i s  observadas em 

7 f a m í l i a s .  

e na f i g u r a  3.17.1.  

In i c i a lmen te  vamos encon t r a r  os desv ios  x1,x2 e  

x3,  Para  i s s o  calculamos a s  médias das v a r i á v e i s :  

Em s egu ida ,  sub t r a indo  de cada xi (k) ( i = l ,  2 , 3  ; 
- 

k = 1 , 2 ,  ..., 10) a média Xi , encontraremos os xi (k)  que podem 

s e r  v i s t o s  no quadro 3.17.2 e na f i g u r a  3.17.2.  



FIGURA 3 .17 .1 :  ~ e p r e s e n t a ç ã o  g r á f i ca  do quadro  3 .17 .1 .  

DESVIO 

QUADRO 3 .17 .2 :  V a l o r e s  de 3  d e s v i o s  obse rvados  em 7  f a m í l i a s .  



FIGURA 3.17.2: Representação g r á f i c a  do quadro 3.17.2. 
Calculando então a s  va r i ânc ias  e a s  covar iâncias ,  

teremos : 

e a Matriz de Covariânsias f i c a r á :  



Para  encon t r a r  os  au tova lo re s  da m a t r i z  C vamos 

desenvolver  o s eu  de te rminan te  e i g u a l a - l o  a ze ro .  A s s i m  t e -  

Logo os  a u t o v a l o r e s  s e r ã o :  

Neste  caso teremos:  

e , p e l à  equação 3.17.29,  teremos:  

r ank [C] = r ank [D] = 2 (3.17.35) 

o que nos l e v a  a c o n c l u i r  que a s  v a r i á v e i s  x1,x2 e x3 (OU 

equiva len temente ,  X1 , X 2  , X 3 )  s ã o  l inearmente  dependentes .  

Pa ra  o nosso exemplo e s s e  r e s u l t a d o  j á  e r a  e spe ra -  

do p o i s  a s  v a r i á v e i s  foram d e f i n i d a s  de t a l  forma que: 

Ou s e j a ,  uma das  v a r i á v e i s  é l inearmente  dependente das ou- 

t r a s  duas.  Sendo a s s im ,  somente duas são n e c e s s á r i a s .  Logo 

e s c o l h e r  por exemplo X1 e X 2  e r e s o l v e r  o MCP 

encontrando a s  duas componentes p r i n c i p a i s .  

Como o nosso o b j e t i v o  f o i  somente mos t r a r  o que 



acontece  p a r a  o  caso de a u t o v a l o r e s  n u l o s ,  não iremos a t é  o  

f im do exe rcTc io ,  o  que poderá s e r  f e i t o  pe lo  l e i t o r .  
A 

~ e o m é t r i c a m e n t e  e s s e  caso ( e x i s t ê n c i a  de um au to-  

v a l o r  nu lo)  pode s e r  comparado com uma d i s t r i b u i ç ã o  de pontos 

s o b r e  um p lano  (2)  num espaço de 3-dimensões (IR?). Nèsse ca  - 

s o  poderemos e l i m i n a r  uma v a r i á v e l  j á  que e l a  s e r i a  função das 

duas o u t r a s .  

OBS.: Um caso também que é i n t e r e s s a n t e  considerarmos é aque le  

em que um a u t o v a l o r  embora não s e j a  nu lo  e l e  é aproximadamente 

ze ro .  E s t e  caso  6 geométricamente comparado por  KENDALL ( [I9] , 

pág.18) como uma d i s t r i b u i ç ã o  de pontos na forma de um "bolo 

achatado" onde uma dimensão é d e s p r e z í v e l  em r e l a ç ã o  às de- 

mais.  Então uma componente p r i n c i p a l  [a n-ésima) não s e r á  mui 

t o  " importante"  - o  que - não 
- 

d i z e r  que uma das  v a r i á v e i s  --- 

não 6 impor tan te .  - -  - 

Observe que o  caso do a u t o v a l o r  nu lo  e  o  caso  do 

a u t o v a l o r  aproximadamente ze ro  são  conce i tua lmente  d i f e r e n t e s .  

No p r ime i ro  há uma dependência l i n e a r  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  o  

que não o c o r r e  no segundo caso .  

OBS.: Pa ra  o  caso  de mais de um a u t o v a l o r  n u l o ,  por  exemplo q 

a u t o v a l o r e s  n u l o s ,  pode r i a  s e r  demonstrado que CJ v a r i á v e i s  

x poderiam s e r  desprezadas ,  j á  que e l a s  poderiam s e r  r e p r e -  
j  - 

sen t adas  por  combinações l i n e a r e s  das n-q r e s t a n t e s .  A de- 

monstração de t a l  f a t o  6 s imples  e  f i c a  a cargo do l e i t o r .  

F i m  do 2 9  CASO 



3 9  CASO': entre os n autovalores não nulos há um e somente um par de au- ----- ---- 

tovalores iguais 

P a r a  e s t e  c a s o  teremos:  

onde : 

rank  [D] = n 

e cons equentemente:  

onde : 

rank[D - h , ~ ]  = 

a equação 3 .14.40 e o s  teoremas Reunindo 

3.17.2 t e remos :  

o que s i g n i f i c a  d i z e r  que poderemos e n c o n t r a r  a t é  2 a u t o v e t o -  



r e s  zT e E:, l i nea rmen te  independentes  e  o r togona i s  que s e -  r 

jam so lução  da equação 3 .17.3 .  

Levando em con ta  a  equação 3.17.4 p a r a  cada um 

des se s  a u t o v e t o r e s ,  podemos e sco lhe - lo s  de forma que e l e s  s e -  

jam u n i t á r i o s .  

A s s i m  L r e p r e s e n t a r á ,  de f a t o ,  uma ma t r i z  o r togo-  

na1 já  que mesmo os  2: e 2: que são  a u t o v e t o r e s  assoc iados  

a  a u t o v a l o r e s  i g u a i s  s ão  o r togona i s  e n t r e  s i  e  u n i t á r i o s .  

Para  melhor entendimento,  vamos a  um exemplo. 

EXEMPLO 3.17.2: 

PROBLEMA: 

Numa população de 1 2  elementos foram medidas 3  va- 

r i á v e i s  X, ,X, e  X, e  os  r e s u l t a d o s  ob t idos  encontram-se no 

QUADRO 3.17.3:  Valores  de 3  v a r i á v e i s  observadas  em 1 2  e lementos .  

quadro 3.17.3 e  na f i g u r a  3.17.3.  

Dese j a - s e  e n c o n t r a r  a s  Componentes P r i n c i p a i s .  



FIGURA 3.17.3: Representação g r á f i c a  do quadro 3.17.3.  

I n i c i a l m e n t e  vamos encon t r a r  os desv ios  x1,x2 e  

x3. Para  i s s o  calculamos a s  médias das  v a r i á v e i s  

Em seguida , sub t r . a indo  de cada Xi (k) ( i = 1  , 2 , 3  ; 

k = 1 , 2 ,  ..., 12) a média , encontraremos os xi(k) que podem 

s e r  v i s t o s  no quadro 3.17.4 e  na  f i g u r a  3.17.4.  



QUADRO 3.17.4: Valores de 3 desvios observados em 12 elementos. 

FIGURA 3.17.4:Valores de 3 desvios observados em 12 elementos. 
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Calc~lando então as variaveis e as covariâncias, 

ter emos : 

e a Matriz de ~ovariâncias ficará: 

Como C 6 uma matriz diagonal os seus autovalores são facilmen 

te determinados: 

X1 = 6 

X2 = 0,25 

h3 = 0,25 

De posse dos autovalores, vamos encontrar os autovetores. Pa- 

ra isso vamos utilizar as equações 3.17.1 e 3.17.2 que trans- 

crevemos abaixo. 

T 
( C  - L I )  2 .  = @ j=1,2,. .. ,n (3.17.46) 

J J 

2 1 zji = 1 j=1,2, ... ,n (3.17.47) 
i=l 

No caso da Matriz de Covariânciaç da equação 3.17.44 teremos: 



S u b s t i t u i n d o  o  v a l o r  de cada awtovalor  [equações 3.17.45) t e -  

remos : 

logo 

que i n d i c a  que: 

Y 1  = XL + O X 2 + O X 3  

ou s e j a  a  I? Componente é a  p r ó p r i a  v a r i á v e l  x 1 



Neste caso o  v e t o r  e2 = (221;222;223)  não f i c a  determinado 

p o i s  qua lquer  v e t o r  a  forma 

t a l  que: 

é so lução  do s i s t ema  de equações 3.17.46-7,  o  mesmo acontecen  - 

do p a r a  o  caso de h 3 .  

Podemos en t ão  e n c o n t r a r  2 v e t o r e s  o r t o g o n a i s  e  u- 

n i t á r i o s  que s a t i s f a ç a m  o s i s t ema  de equações.  Senão vejamos: 

S e j a :  

Seu produto  i n t e r n o  é nulo  o  que i n d i c a  serem P2 e  e3  o r t o -  
a 

gona is  e sua  norma i g u a l  a  1 o que i n d i c a  que o  a u t o v e t o r  e  

u n i t á r i o .  A s s i m  definimos 3  componentes p r i n c i p a i s  o r togona i s  

e n t r e  s i .  



porém poderíamos t e r  escolh ido  ou t ros  v a l o r e s  para  

I 2  e 23  como p o r  exemplo: 

e  n e s t e  caso ter íamos:  

Essas solwções e s t ã o  representadas  na f i g u r a  3.17.5 

juntamente com o u t r a s  soluçÕes p o s s í v e i s .  



FIGURA 3.14.5: Representação g r á f i c a  das  so luções  do exemplo 

3.17.2 

A 

No exemplo que acabamos de v e r ,  podemos n o t a r  que 

há uma i n f i n i d a d e  de y z  e  y3  que são  so luções  do problema. 

~ e o m é t r i c a m e n t e ,  KENDALL , pág. 20) compara e s  - 

s e s  casos  com uma d i s t r i b u i ç Z o  de pontos  no .formato de um 

"charuto" onde e x i s t e  uma d i r eção  na qua l  há uma grande v a r i -  

â n c i a ,  a do comprimento do "ckarwto", e  uma i n f i n i d a d e  de ma- 

n e i r a s  de s e  f i x a r  a s  duas d i r eções  r e s t a n t e s ,  cada uma d e l a s  



levando à mesma v a r i â n c i a  CProblema 1)  , a  uma t ransformação 

or togona l  (Problema 2'), e  a  minimização dos quadrados das 

d i s t â n c i a s  dos pontos à s  r e t a s  querepresentam as componentes 

(Problema 3) . 
OBS.: Pa ra  o  caso de igua ldade  de mais de 2 a u t o v a l o r e s ,  por 

exemplo A r  = h  = h t  , pode r i a  s e r  mostrado que s e r i a  p o s s í -  
S 

v e l  e n c o n t r a r  componentes o r togona i s  e n t r e  s i ,  s a t i s f a z e n d o  

a s  r e s t r i ç õ e s  do problema. Esses  casos  não s e r ã o  aqu i  abor-  

dados,  porém a  forma de demonstração é semelhante  ao caso  

aqu i  expos to  e  por i s s o  deixamos a cargo do l e i t o r .  

F i m  do 39 CASO 

E x i s t i r ã o  a i n d a  casos  em que poderá acon tece r  uma 

combinação dos casos  a q u i  d e s c r i t o s .  Por exemplo, um p rob le -  

- ma envolvendo s e i s  v a r i á v e i s ,  x1 ,x2 , .  . . ,x6 , onde h1 # h 2  - 

= h g  = h 4  f X 5  = X 6  = O .  Nesses c a s o s ,  i n i c i a l m e n t e  e l imina  - 

mos a s  v a r i á v e i s  l i nea rmen te  dependentes (29 caso .  Nesse e -  

xemplo e l iminar íamos 2 v a r i á v e i s )  e  depois  ca i r l amos  no 39 ca - 

S O .  

3.18. Esca l a s  

Se observamos a  d e f i n i ç ã o  de COVARIÂNCIA, n o t a r e -  

mos que a  e s c a l a  em que a s  v a r i á v e i s  são  medidas tem i n f l u ê n -  

c i a  s o b r e  o  v a l o r  das  suas  c o v a r i â n c i a s .  Senão vejamos. 

S e j a  por  exemplo uma população de N elementos on- 

de medimos duas c a r a c t e r í s t i c a s  X1 e  X 2  , ambaç em quilome- 



t r o s .  S e j a  e s s a  mesma populaçáo e e s s a s  mesmas c a r a c t e r i s t i -  

c a s ,  agora  medidas em metros e denominadas X3 e X 4 .  F a c i l -  

mente podemos n o t a r  que: 

X4 (k) = 1 0 0 0  X 2  (k)  Vk=1,2,.  . . , n  

A s s i m  a covar iânc ia  e n t r e  X1 e  X 2  e  e n t r e  X 3  e  X4 s e r á :  

Subs t i tu indo  a s  equações 3.18.1-2 na 3.18.4 teremos: 

Por ou t ro  lado como vimos nas seções a n t e r i o r e s ,  

o MCP u t i l i z a  a Matriz de Covariâncias (C) como uma ma t r i z  que 

contém informações sobre  a s  c a r a c t e r F s t i c a s  da população que 

e s t á  sendo ana l i sada .  Sendo assim,mudando a e s c a l a  da v a r i á -  

v e l  observada,  muda a ma t r i z  C, e consequentemente, mudam as  

Componentes dessa  a n á l i s e .  



Uma forma de e v i t a r  e s s e  problema é u t i l i z a r  uma 

medida adlmensio'nal de cada caract 'erzs t i c a .  A s s i m ,  ao  i n -  

vés  de Xi ou x geralmente  u t i l i z a m o s  a v a r i á v e l  padron iza-  i 

da zi (ver  d e f i n i ç ã o  de v a r i á v e l  padronizada na seçaõ  2.3) . 
I s t o  e m  o u t r a s  p a l a v r a s  s i g n i f i c a  d i z e r  que ao inves  de u t i l i  - 

zarmos a Mat r iz  - de ~ o v a r i â n c i a s  - estamos u t i l i z a n d o  a Mat r iz  

de Cor re lações  (ver  equações 2.3.68-9 de onde s e  c o n c l u i  que - 

Um bom exemplo onde e s s a  s i t u a ç ã o  pode s e r  melhor 

compreendida é o exemplo 2 . 2 .  de KENDALL (r1 1 , pág. 20) . 



COMENTARIO SQBRE O MÉTQDO DOS MULTI- 

PLICADQRBS DE LAGRANGE 
-.- 

Es te  método s e  base ia  na anulação de de r ivadas .  

Sendo assim o máximo ou mínimo por e l e  fornec ido  não é neces - 

sãr iamente  um máximo ou mhimo g loba l .  E le  fornece  também 

máximos e  mlnimos l o c a i s .  

Por i s s o ,  t a n t o  no Problema 1 como no Problema 3 

somente s e  e s t a b e l e c e ,  por e s s e  método, que as  soluções  de 

cada uma das  - n e tapas  são au tova l r e s .  Pa ra ,  no en tan to ,  s e  

v e r i f i c a r  que a  solução é o maior,  o  segundo maior,  ..., O 

j-ésimo maior au tova lor  é necessá r io  v o l t a r  ao problema de 

otimização.  

Es t a  v o l t a  aparece  no Problema 1 pelo teorema 

3 . 4 . 5  que mostra que X = V A R [ ~ ~ ] .  Com e s s e  r e s u l t a d o  e  s a  
j  - 

bendo que C Q R [ Y . ; Y . , ]  = O b'j = 1 , 2  ,..., n e  V j 1 = l , 2 ,  ..., 
J J  

( j -1)  voltamos ao problema de ot imização,  c u j a  função obje-  

t i v a  é :  

Maximizar VAR [y . ] 
J 

ou s e j a  

Maximizar h 
j  

concluindo por t an to  que h é o j-ésimo maior au tova lo r .  
j  

Exatamente o  mesmo acontece no Problema 3.  Lá o 

teorema 3.12.6 ga ran te  que X é o j-ésimo maior au tova lo r .  
j  

Veja que pa ra  demonstrar e s t e  teorema tivemos que, mais uma 

vez ,  v o l t a r  ao problema de ot imização,  u t i l i z a n d o  a  função 

o b j e t i v o  or ig ina lmente  dada. 
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