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RESUMO 

Neste trabalho, principalmente, damos um enfoque 

geométrico para o problema: 

T MIN w = c (X)x sujeito a Ax = b , x > O ; onde 

T c (h) E R" é um vetor-parâmetro, Amxn e bmxl são matrizes de 

constantes reais e xnxl é a matriz das variáveis. Associamos 

a cada VERTICE Vi do politopo definido por Ax = b, x - > 0, 

um CONE POLIEDRICO Ci tal que se -Vw E Ci, então Vi é so- 

lução Ótima para o problema. 

A seguir, analisamos o PROBLEMA DE PROGRAMAÇÃO LI- 

NEAR MULTLPARAMETRICA (MLP) PARA O LADO DIREITO DAS RESTRIÇÕES 

(RHS) : 

T MAX Z = c x sujeito a Ax = b(X), x - > 0, onde 

A e c são matrizes de constantes reais, x é a ma- mxn l xn nxl 

triz das variáveis e b(h),xl um vetor-parâmetro. Determina- 

i mos as regiões Ri, definidas pelas bases ótimas B ,  tal que 

+h E Ri ; a base i~ é Ótima e de tal forma que as regiões Ri 

não se sobreponham. 

Finalizando, em analogia ao MLP-RHS, apresentamos 

O PROBLEMA DE PROGRAMAÇAO LINEAR MULTIPARAMETRICA PARA OS COE- 

FICIENTES DA FUNÇÃO OBJETIVO (MLP-OFC), quando parâmetros apa- 

recem somente nos coeficientes da função objetivo. 



ABSTRACT 

F i r s t  we g i v e  a  geometric t rea tment  t o  t h e  problem 

T T 
Min w = c  (h)x  s u b j e c t  t o  Ax = b ,  x  > 0 ,  where c  ( i )  E R" 

i s  a  parameter  v e c t o r ,  A mxn and bmxl a r e  c o n s t a n t  mat r ices  and 

X n x l  i s  t h e  v e c t o r  o f  v a r i a b l e s .  To each v e r t e x  Vi of  t he  

polytope de f ined  by Ax = b ,  x  - > O we a s s o c i a t e  a  po lyed r i c  

cone C i .  I f  -Vw E Ci  then  Vi i s  opt imal  s o l u t i o n  of t h e  

problem. 

Next we examine t h e  MULTIPARAMETRIC LINEAR 

PROGRAMMING PROBLEM FOR THE RLGHT RAND SIDES (MLP-RHS) us ing  

t h e  Simplex Algorithm: 

T MAX Z = c  x s u b j e c t  t o  Ax = b ( i ) ,  x  - > O where 

i b(A) i s  now t h e  parameter  v e c t o r .  To each base  B we 

a s s o c i a t e  a  r eg ion  i Ri so  t h a t  vi E Ri B i s  t h e  optimal 

base .  We show some p r o p e r t i e s  of  t h e  reg ions  R i .  

F i n a l l y ,  s i m i l a r l y  t o  t h e  MLP-RHS, we examine t h e  

MULTIPARAMBTRIC LINEAR PROGRAMMING PROBLEM FOR THE OBJECTIVE 

FUNCTION COEFFICIENTS (MLP-OFC) . 



CAPITULO I 

HISTÓRICO E OBJETIVO 

Com a in tenção  de f a z e r  uma Tese que t i v e s s e  a p l i c a -  

ção 5 r e a l i d a d e  B r a s i l e i r a ,  fomos em 1977 ao Centro Nacional 

de Pesquisa  - Gado de L e i t e  - da EMBRAPA (Empresa B r a s i l e i r a  

de Pesquisa  Agropecuária)  em Coronel Pacheco, Minas Gera i s .  

Lá nos apresentaram o problema do "Cálculo da ração  de cus to  

mínimo p a r a  vacas  em l ac t ação" .  Esse problema é conhecido na 

L i t e r a t u r a  de Programação Linear  como "Feed Mix Problem": Da- 

da uma s é r i e  de ex igênc i a s  d i e t é t i c a s ,  determinar  a ração que 

s a t i s f a z  todas  e s s a s  ex igênc ias  e tenha o menor c u s t o  pos s í -  

v e l .  

No APENDICE encont ra -se  os dados fo rnec idos  p e l a  

EMBRAPA num t o t a l  de 2 1  programas (9  pa ra  o inverno e 1 2  pa ra  

o v e r ã o ) ,  bem como o equacionamento, a  t i t u l o  de exemplo, de 

um desses  programas (VERÃO/ATERNATIVA l/VACAS DE 5 LITROS) e a 

s e g u i r  sua  reso lução  pe lo  MPS/360 (IBM). 

O equacionamento e r e so lução  des se s  problemas são 

b a s t a n t e  s imples  como pode-se observar  no exemplo dado no APGN 

DICE. No e n t a n t o ,  a  EMBRAPA pediu  (ve r  no APENDICE a observa- 

ção no f i n a l  da página  dos dados ) ,  além da solução ótima dos 

2 1  programas, a  r e so lução  dos s e g u i n t e s  problemas: 

19) Dada a composição de cus to  mínimo, informar qua l  o l i m i t e  

máximo no preço de cada componente pa ra  con t inua r  i n t e g r a n  

do a ração de cus to  mínimo. 

29) Dada a composição de cus to  mínimo, informar a que preço ca  - 

da componente que não en t rou  na r a ç ã o ,  p a s s a r i a  a e n t r a r  

numa nova ração  de mínimo c u s t o .  



A so lução  des se s  d o i s  problemas cons t a  da l i t e r a t u -  

r a  c l á s s i c a  de Programação L inea r ,  na p a r t e  que t r a t a  de "Aná - 

l i s e  de Pós-otimização".  Comentaremos, a  s e g u i r ,  brevemente 

cada um dos casos .  

1 9 )  S e j a  a função o b j e t i v o  do problema dado p e l a  EMBRAPA: 

Suponha que x ( j  e { l , 2 ,  ..., 16) )  f a ç a  p a r t e  da r a -  
j  

ção de cus to  minimo de um dado problema, i s t o  é,  x > 0 .  
j  

Queremos sabe r  qual  o l i m i t e  máximo do c o e f i c i e n t e  

da v a r i á v e l  x na função o b j e t i v o ,  pa ra  e l a  con t inua r  i n t e -  
j '  

grando a ração  de cus to  mínimo. Para  v e r i f i c a r  qua l  a  v a r i a -  

ção pe rmi t i da  pa ra  o c o e f i c i e n t e  de  x na função o b j e t i v o ,  va- 
j  

mos expr imi r  e s t e  c o e f i c i e n t e  como função de um parâmetro 0 ,  

escrevendo (c  + O ) .  Mantemos cons t an t e s  os demais c o e f i c i e n -  
j  

t e s .  

U t i l i z ando  o quadro Simplex r e f e r e n t e  à so lução  ó t i -  

ma, podemos agora  v e r i f i c a r  qua l  a  va r i ação  pe rmis s íve l  de O, 

pa ra  que x con t inue  V B ,  ou s e j a ,  em que i n t e r v a l o  podemos per  
j  - 

m i t i r  a  va r i ação  de  O pa ra  que s e j a  mantida a condição de v i a -  

b i l i d a d e  do d u a l .  Es t a  nos ga ran t e  que a so lução  con t inua  s e n  - 

Vejamos, como i l u s t r a ç ã o ,  um exemplo numérico des se  

caso .  

EXEMPLO 1.1 

S e j a  o PROBLEMA DE PROG'MMAÇ~~O LINEAR (PPL) 



SUJEITO A 

Suponhamos aplicado o método Simplex, obtendo o se- 

guinte quadro, referente à solução ótima: 

Solução ótima: 

Vejamos, por exemplo, qual a variação permissível pa 

ra o coeficiente da variável x2, na função objetivo, para que 

essa variável continue integrando a solução ótima, isto é, pa- 

ra que continue a ser VB. 

Introduzindo um parâmetro "e" no coeficiente de x2 

a função objetivo passa a ser M1N.W = x + (-2+e)x2. Como con 1 - 

sequência altera-se a Última linha do quadro (I) de modo que 

obtemos o quadro: 



Para  que o  quadro (11) s e j a  ótimo é n e c e s s á r i o  que 

todos  os  c o e f i c i e n t e s  das  v a r i á v e i s  fia função o b j e t i v o  sejam 

não nega t ivos .  Logo, 1 - O - > O + O - < 1. 

Nesse c a s o ,  pa ra  manter a  solução do quadro ( I )  Õ t i -  

ma o  c o e f i c i e n t e  de  x 2 ,  na função o b j e t i v o ,  pode v a r i a r  de 1 

a  - . P o r t a n t o ,  o  l i m i t e  máximo do c o e f i c i e n t e  da  v a r i á v e l  

x 2 ,  na função o b j e t i v o ,  pa ra  e l a  con t inua r  in tegrando  a  so lu -  

ção ótima é 1. 

29) Suponha que xi ( i  E { 1 , 2 ,  ..., 16)) não e n t r e  na composição 

da ração de cus to  mínimo de  um dado problema, i s t o  é,  xi = 0 .  

Essa s i t u a ç ã o  é i n v e r s a  a  do 1 9  caso.  

Faríamos uma "Análise de pós-Otimização" pa ra  o  coe- 

f i c i e n t e  de x i ,  na função o b j e t i v o ,  var iando em função de um 

único  parâmetro O e  mantendo os  demais c o e f i c i e n t e s  constan-  

t e s .  A v a r i á v e l  xi  p a s s a r i a  a  i n t e g r a r  a  ração de cus to  m í -  

nimo quando e n t r a s s e  pa ra  a  b a s e ,  ou s e j a ,  quando xi passas -  

s e  de VNB a  VB.  ~ o d e r í a m o s  ass im de te rminar  a  va r i ação  neces-  

s á r i a  do parametro 0 ,  i s t o  é,  a  va r i ação  do preço de xi . 
Vamos p a s s a r  a  a n a l i s a r ,  a  s e g u i r ,  a s  proposições  da 

EMBRAPA v incu l adas  com a  nossa  r e a l i d a d e .  



Suponha que os 21 programas foram resolvidos. Isto 

e, calculamos a ração de custo mínimo considerando os preços 

atuais dos alimentos. Esses programas terão validade por um 

espaço de tempo muito pequeno, pois o que se verifica na prá- 

tica é uma frequente variação nos preços dos alimentos, em 

proporções variadas e impossíveis de serem previstas, devido 

ao grande número de variáveis que influem, tais como infla- 

ção, variações sazonais, flutuações da demanda e oferta, espe - 

culação, armazenamento, transporte etc... 

0s programas somente permaneceriam válidos se OS 

preços dos alimentos permanecessem constantes ou variassem nu - 

ma mesma proporção. 

lampouco parece realista a suposição que admite a 

variação de somente um preço. Foi esta suposição que nos con - 

duziu aos dois casos que acabamos de examinar. Da mesma for- 

ma é irreal assumir que os preços dos n alimentos são função, 

exclusivamente, de um, dois ou mesmo tres parâmetros. Para 

estes ÚLtimos casos a literatura existente desenvolveu uma sé - 

rie de procedimentos. 

O que fizemos, portanto, no presente trabalho, foi 

examinar o caso mais geral possível, admitindo que os coefici - 

entes das n variáveis na função objetivo sejam funções linea- 

res de s parametros distintos. Este problema se encaixa na 

teoria denominada PROGRAMAÇAO LINEAR MULTIPARAMETRICA. 

Analisamos não só o problema da multiparametrização 

da função objetivo [multiparametric linear programming problem 

for the objective function coefficients - MLP - OFC), como 

também o problema de multiparametrização do lado direito das 

restrições Ax = b , ou seja, a multiparametrização do vetor 



b (multiparametric linear programming problem for the right 

hand sides MLP-RHS) . 
No CAP~TULO 11, damos uma visão geométrica da reso- 

lução de problemas de Programação Linear multiparamétrica,con - 

siderando-se a variação do vetor de custos. 

No CAP~TULO 111, apresentamos uma exposição detalha - 

da de Programação Linear Multiparamétrica a partir das idéias 

de TOMAS GAL E JOSEF NEDOMA expostas no artigo "MULTIPARAMETRIC 

LINEAR PROGRAMMING", publicado na revista MANAGEMENT SCIENCE, 

VOL.18, N? 7, March 1972. 

No item 3.1, do CAP~TULO 111, apresentamos a Progra - 

mação linear multiparamétrica para o lado direito das restri- 

ções chamado, abreviadamente, de MLP-RHS. No item 3.2, a Pro - 

gramação linear multiparamétrica para o vetor de custos, abre - 

viadamente, chamado de MLP-OFC. 

 pós o CAPITULO IV , colocamos um APENDICE, onde 

são apresentados os dados fornecidos pela EMBRAPA dos 21 pro- 

gramas e, a título de exemplo, o equacionamento de um desses 

programas, seguido pela listagem do computador com a respecti - 

va solução feita pelo MPS/360 da IBM. 



ALGUMAS IDEIAS PARA A RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS DE PROGRAMAÇÃO 

LINEAR MULTIPARAMÉTRICA, PARA A DETERMINAÇÃO DA RAÇÃO DE 

CUSTO MfNIMO, CONSIDERANDO-SE A VARIAÇÃO DO VETOR DE CUSTOS 

2 . 1 .  APRESENTAÇÃO INTUITIVA DO METODO 

Faremos n e s t e  i tem uma apresen tação  das i d é i a s  b á s i -  

c a s  do método. Não nos preocuparemos com a  formal ização por-  

que e l a  s e r á  f e i t a  nos i t e n s .  Nesse momento nossa  i n  - 

tenção é apenas a  de da r  uma v i s ã o  i n t u i t i v a  do método. 

DEFINIÇÃO 2 . 1  

IJm con jun to  C - CR" é um CONE s e  x E C + hx E C, 

+A > O ( X é um e s c a l a r )  - 

DEFINIÇÃO 2 . 2  

O cone cu jos  h ipe rp l anos  geradores  passam p e l a  o r i -  

gem é chamado de CONE POLIÉDRICO.  

Ci taremos,  a  s e g u i r ,  qua t ro  p ropr iedades  dos cones 

p o l i é d r i c o s ,  que usaremos na apresen tação  das  i d é i a s  b á s i c a s  

do método. 

Para  maiores d e t a l h e s  v e r  APENDICE B DO LIVRO LINEAR 

PROGRAMMING DE M .  SIMONNARD. 

i )  Como o  cone p o l i é d r i c o  é gerado por h i p e r p l a n o s ,  então e l e  

pode s e r  d e f i n i d o  a  p a r t i r  das  suas  a r e s t a s  ou d e f i n i d o  por 

qua i squer  v e t o r e s  con t idos  nes sa s  a r e s t a s  (RAIOS VETORES). 

i i )  Qualquer a r e s t a  do cone p o l i é d r i c o  pode s e r  expressa  em 

função dos ângulos  (ÂNGULOS DIRETORES) que e s t a  a r e s t a  f a z  

com os  e ixos  coordenados. 



i i i )  Qualquer  pon to  (ou v e t o r )  que puder  s e r  o b t i d o  comocom- 

b i n a ç ã o  l i n e a r  p o s i t i v a  d a s  a r e s t a s  (RAIOS VETORES) p e r  - 

tente a o  i n t e r i o r  do cone .  

Passaremos a g o r a  a  d e s c r e v e r  o  método. 

S e j a  um p o l i t o p o  no R". S e j a  A um pon to  extremo 

(ou v é r t i c e )  d e s s e  p o l i t o p o .  Tomando-se o s  v e t o r e s  normais  

aos  h i p e r p l a n o s  que determinam o  v é r t i c e  A, e  c u j o s  s e n t i d o s  

apontam p a r a  f o r a  do p o l i t o p o , d e t e r m i n a m o s  um cone p o l i é d r i c o  

que chamaremos CONE DO VÉRTLCE A .  Toda função  o b j e t i v o  f ,  de  

minimização ,  onde - GRAD.f p e r t e n c e  ao  cone  do v é r t i c e  A tem 

como pon to  Ótimo e s s e  v é r t i c e .  



Assim, pela figura, temos: 

F U N Ç Ã O  O B J E T I V O  ( M I N I M . )  P O N T O  OTIMO 

fl A 

Daremos agora um exemplo numérico, onde ilustraremos 

o método. 

E X E M P L O  2.1 

Seja um P P L  de minimização cujo conjunto das solu- 

ções viáveis é representado pelo politopo. 

Consideremos o vértice G. O cone do vértice G fica 

1 2  3 inteiramente determinado através dos vetores a , a e a , 0, 
- 



d e ,  a s  d i r e ç õ e s  desses  v e t o r e s  são dadas p e l a s  a r e s t a s  do co- 

ne e  o  s e n t i d o  é pa ra  f o r a  do conjunto  v i á v e l .  

1 Assim, podemos d i z e r  que os  v e t o r e s  a  = ( 1 , 0 , 0 ) ,  

3  a 2  = ( 0 , 1 , 0 )  e  a  = (0,O ,1 )  , por exemplo, determinam o  cone 

do v é r t i c e  G .  

Dada uma função o b j e t i v o  de minimização f (x )=c lx l+  

+ c 2 x 2  + c3x3 , e s s a  função o b j e t i v o  t e r á  como ponto ótimo o  

v é r t i c e  G s e ,  e  somente s e ,  -Vf(x) = (-c1, -C2, - C  ) pe r t ence r  3  

ao cone. Convém r e s s a l t a r  que s e  o  s i m é t r i c o  do g r a d i e n t e  da 

função o b j e t i v o  pe r t ence  a  f r o n t e i r a  do cone,  então o  PPL ad- 

m i t e  m ú l t i p l a s  s o l u ç õ e s ,  p o i s  o  h ipe rp l ano  da função o b j e t i v o  

é p a r a l e l o  a  uma r e g i ã o  da f r o n t e i r a  do p o l i t o p o ,  e  s e  -Vf(x) 

pe r t ence  ao i n t e r i o r  do cone,  en tão  o  PPL admite somente o  

v é r t i c e  G como so lução  Ótima. 

Esse f a t o  corresponde,  a n a l i t i c a m e n t e ,  a  d i z e r  que 

toda  função o b j e t i v o  cu jo  s i m é t r i c o  do g r a d i e n t e  pode s e r  es-  

i c r i t o  como combinação l i n e a r ,  não n e g a t i v a ,  dos v e t o r e s  a  , 
2 a  e  a 3  tem como ponto ótimo o  v é r t i c e  G ,  e  s e  -Vf(x) puder 

1 2 3  s e r  e s c r i t o  como combinação l i n e a r  p o s i t i v a  de a  , a  , a  , en - 

t ã o  f ( x )  tem, como so lução  Ótima somente o  v é r t i c e  G .  

Assim, escrevendo -Vf(x) = (-c1, - c 2 ,  -c3) como com - 

1 binação l i n e a r  de a  = ( 1 , 0 , 0 ) ,  a  2 3  
= ( 0 , 1 , 0 )  e  a  = ( 0 , 0 , 1 ) ,  

temos: 



Portanto, se cl < O , c2 < O , c3 < O então f (x) 

tem como ponto Õtimo somente o vértice G. E se ao menos um 

c.(i = 1,2,3) for nulo e os outros negativos, então f(x) tem 
3 

múltiplas soluções Õtimas, onde uma delas é o vértice G. 

Para justificação desses fatos ver o livro LINEAR 

PROGRAMMING de M. SIMONNARD, APENDICE B, LEMA B.2 (O TEOREMA 

DE H. WEYL), TEOREMA B.4 e TEOREMA B.5 . 

FORMALIZAÇAO - DO METODO 

Seja o problema: 

SUJEITO A 

T a Onde, c (A) é uma matriz lxn (ou vetor linha) , x e 

uma matriz nxl (ou vetor coluna), A = (a. . )  é uma matriz mxn, 
13 

n b uma matriz mxl (ou vetor coluna) e X E R um vetor-parâme- 

tro. 

DEFINIÇAO 2.3 

Seja o politopo determinado pelas restrições do pro- 

blema (I). Seja Vi um ponto extremo (ou vértice) desse poli- 

topo. Tomando-se os vetores normais aos hiperplanos que defi- 

nem o vértice Vi, e cujos sentidos apontam para fora do polito - 

po, determinamos um cone poliédrico C que chamamos de CONE DO i 

Para verificarmos analiticamente Lse -Vw E Ci proce- 

demos da seguinte maneira (para simplificar consideramos o vér 

tice não degenerado, isto é,  somente n restrições passam pelo 



ponto)  : 
n  

O s i m é t r i c o  do g r a d i e a t e  de w = 1 c - x  p e r t e n  
J j  - 

j  =i 

- j j  j  c e  a o  cone de terminado p e l o s  v e t o r e s  Vgj - (v1 , v 2 , .  . . ,vn)  

( j = 1 , 2  ,..., n) s e  -Vw = u .Vgj com u .  > 0 , v j  E { 1 , 2 ,  
j  =i j  J - 

..., n ) .  Ou s e j a ,  s e  o  s i s t e m a  a b a i x o  t i v e r  s o l u ç ã o  p a r a  t o -  

dos o s  u .  > O .  Onde, g j  (x) = O ( i = l ,  2 , .  . . , n )  definem o  v é r -  
J - 

t i c e  V i .  

I . . . . . . . . . . . . . .  . 

convém a i n d a  r e s s a l t a r  que s e  o  s i s t e m a  a n t e r i o r  

t i v e r  s o l u ç ã o  Vu > O , e n t ã o  w tem como s o l u ç ã o  Ótima somen 
j  - 

t e  o  v é r t i c e  Vi e  que s e  o  s i s t e m a  f o r  s a t i s f e i t e i t o  p a r a  

p e l o  menos um u  n u l o ,  e n t ã o  w tem s o l u ç õ e s  m ú l t i p l a s  on- 
j 

d e  Vi é uma d e l a s ,  p o i s  -Vw E f r . C i .  

f r . C i  = f r o n t e i r a  de C i  



2 . 2 .  DESENVOLVIMENTO TEÓRICO DO METODO 

Veremos a  s e g u i r  como de te rminar  ana l i t i c amen te  o  

CONE DE UM vERTICE DO C O N J U N T O  DAS SOLUÇÕES VIAVEIS, fo rmal i -  

za r  a s  i d é i a s  expos tas  an t e r io rmen te  e  p rovar  a s  afirmações 

f e i t a s  na SEÇÃO 2 . 1  d e s s e  C A P ~ T U L O .  

2 . 2 . 1 .  DETERMINAÇAO DOS CONES DOS VERTICES Vi 

O con jun to  das so luções  v i á v e i s  do problema 

SUJEITO A 

independe de A, p o r t a n t o  o  p o l i t o p o  d e f i n i d o  por e l e  é cons- 

t a n t e .  

Vamos nes sa  seção mos t ra r  como dado um determinado 

v é r t i c e  Vi, do conjunto  das  so luções  v i á v e i s ,  determinar  a n a l í  - 

t i camente  o  cone des se  v é r t i c e .  Como f o i  d i t o  na seção 2 .1 ,  o  

cone do v é r t i c e  Vi é d e f i n i d o  por  v e t o r e s  normais aos h i p e r p l a  - 

nos das r e s t r i ç õ e s  que determinam e s s e  v é r t i c e  e  cu jos  s e n t i -  

dos apontam p a r a  f o r a  da r e g i ã o  v i á v e l .  Para sabermos, no en- 

t a n t o ,  como de te rminar  os s e n t i d o s  desses  r a i o s  v e t o r e s ,  que 

definem o cone,  devemos l e v a r  em consideração o  t i p o  de d e s i -  

gualdade da r e s t r i ç ã o :  - < ou - > . 

a) S e j a  a  r e s t r i ç ã o :  



Vgi ( 4  = ( a i l ,  a i2  , , ain ) é um v e t o r  normal ao h i p e r p l a -  

n  
no a i j  . x j  = b e  c u j o  s e n t i d o  a p o n t a  p a r a  f o r a  do semi- 

j  =l i 

4 

espaço d e f i n i d o  p o r  g i ( x )  - b . A v e r i f i c a ç ã o  d e s s e  f a t o  e  i 

i m e d i a t a ,  p o i s  b a s t a  o b s e r v a r  que a  função g i (x )  c r e s c e  p a r a  

v a l o r e s  f o r a  da  r e g i ã o  d e f i n i d a  p o r  gi (x) - b i .  P o r t a n t o ,  a  

d i r e ç ã o  e  s e n t i d o  d e s s e  r a i o  v e t o r  do cone s ã o  dados p o r  

b) S e j a  a  r e s t r i ç ã o :  

V g r W  = b r l , a r 2 , . - , a r n  ) é normal ao  h i p e r p l a n o  
n 

.x  = b  e  o  s e n t i d o  a p o n t a  p a r a  d e n t r o  do semi-espaço l a r j  j  r j  =i 

d e f i n i d o  p o r  gr (x)  - > b  r '  P o i s ,  analogamente ao  que f o i  d i t o  

em ( a ) ,  a  função g r ( x )  c r e s c e  p a r a  v a l o r e s  que per tencem a  r e -  

g i ã o  d e f i n i d a  p o r  g , ( ~ )  - > b r .  Logo, a  d i r e ç ã o  e  s e n t i d o  d e s s e  

r a i o  v e t o r  do cone s ã o  dados p o r  -Vg,(x). 

EXEMPLO 2 . 2  

S e j a  um problema c u j o  c o n j u n t o  d a s  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  

é d e f i n i d o  p o r :  



O cone do vértice A é determinado pelos raios veto- 

res : 

Vg3(x) = (2,l) e -Vg2(x) = (-2,-3) 

2.2.2. JUSTIFICATIVA - DO METODO 

Nessa seção demonstraremos as condições de otimalida - 

de do método bem como alguns fatos importantes relativos a 

ele. 

DEFINIÇÃO 2.4 

Denominamos CONE POLIGDRICO CONVEXO a interseção 

de um número finito de semi-espaços fechados cujos hiperplanos 

geradores passam pela origem. 



TBOREMA 2 . 1  

S e j a  M o  conjunto  das  so luções  v i á v e i s  de um PPL 

de  minimização. Consideremos todas  a s  funções o b j e t i v o s  f i ( x )  

c u j a  solução ótima é o v é r t i c e  x* E M .  S e j a  C - CR" o l u g a r  

geométrico de -Vfi (x) .  Então,  C é um C O N E .  

DEMONSTRAÇAO 
n 

S e j a  um PPL de minimização e  s e j a  f . ( x ) =  1 c . x  uma 
1 j  =i J j  

função o b j e t i v o  t a l  que f i ( x * )  - < f - ( x ) ,  h E M .  Então,  por de 
1 - 

f i n i ç ã o ,  -Vfi (x) E C .  

Para  provar  que C é um Fone b a s t a  mos t ra r  que s e  

- - - - 

S e j a  f i l  (x) = 1 hc .x  = h 1 c . x  = h f i ( x ) .  
j  = L  J j  j =i J j  

Como os  h ipe rp l anos  r e l a t i v o s  a  f i  (x) e  f i  , (x) = 

hf i (x )  são  p a r a l e l o s  + f i , ( x )  tem como ponto Õtimo o v é r t i c e  

x* + f i l  (x*) - f i ,  ( x ) ,  k x  E M .  Logo, -Vfi, ( x )=h ( -Vf i (x ) )&  C .  

OBSERVAÇÃO 

Na verdade ,  podemos mos t ra r  que o  CONE das  funções 

o b j e t i v o ,  que têm como ponto Ótimo o v é r t i c e  x* E M ,  é um CONE 

POLIEDRICO.  Bas t a ,  pa ra  i s s o ,  que representemos os r a i o s  ve to  - 

r e s ,  que definem o cone,  na origem. 



I FIG.2.4 

TEOREMA 2.2 

Sejam M o conjunto  das so luções  v i á v e i s  de um PPL 

a 

de minimização e x* um v é r t i c e  de M .  O cone do v é r t i c e  x* e 

CONVEXO. 

DEMONSTRAÇÃO 

S e j a  C CR" - o cone do v é r t i c e  x* de M .  

Sejam -Vfl(x) e -Vf2(x) d o i s  pontos de C .  

Vamos mos t ra r  que -"f(x)= - laVfl (x)  + (1-a)Vf2(x)  I E C 

(O - < a - < I ) ,  ou s e j a  que qualquer  combinação l i n e a r  convexa de 

-Vfl(x) e -Vf2(x)  pe r t ence  a C e ,  p o r t a n t o ,  C 6 convexo. 

Como f L ( x * )  - f L ( x )  e f 2 ( x * )  - < f 2 ( x ) ,  Wx E M e  

como O a < 1 ,  temos: - 



a f l ( x * )  + (1  - a ) f 2 ( x * )  2 a f l ( x )  + ( i  - a ) f 2 ( x )  + 

f  ( x * )  2 f  (x) , h E M + x *  é um ponto  Ótimo de  f  (x) + -Vf (x) E C .  

TEORBMA 2 .  3 

Sejam M o  c o n j u n t o  v i á v e l  de  um PPL de  minimização e  

x* um v é r t i c e  d e s s e  c o n j u n t o .  Sejam C  o  cone do v é r t i c e  x* e  

f ( x )  a  função  o b j e t i v o .  

Se -Vf(x)  E C , e n t ã o  x*  é s o l u ç ã o  ó t ima  de  f ( x ) .  

Sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e ,  s e j a  g i ( x ) =  1 a i j x j  - < bi  
j  =i 

( i  = 1 , 2 ,  ..., n )  a s  r e s t r i ç õ e s  a t u a n t e s  em x* E M, i s t o  é 

g i ( x * )  = b i .  

Logo, o s  r a i o s  v e t o r e s  do Cone C  s ã o  Vgi (x )=(a i l , a i2 ,  

S e j a  f ( x )  = 1 C - x  uma função  o b j e t i v o  t a l  
j=i. J j  que 

- ~ f  (x) E C .  

Como C  é um cone convexo,  q u a l q u e r  ponto  de C  pode 

s e r  o b t i d o  como combinação l i n e a r  não n e g a t i v a  dos r a i o s  v e t o -  

r e s  de  C  (SIMONNARD - APENDICE B - SEÇÃO B . 8 ) ,  l ogo  temos: 

Por o u t r o  l a d o , t e m o s :  



+ a . g .  (x*)  > a - g .  (x) ; a .  > O + 
1 1  - 1 1  1 - 

#j E { 1 , 2 ,  ..., n l .  

De (2.1)  e ( 2 . 2 ) ,  vem : 

Vx E M + x* é so lução  ótima de f ( x ) .  

Definiremos,  a  s e g u i r  a s  condições de Kuhn-Tucker e 

mostraremos que o método s a t i s f a z  e s s a s  condições e ,  p o r t a n t o ,  

compatível  com o que f o i  demonstrado no TEOREMA 2 . 6  . 

AS - CONDIÇÕES - DE KUHN-TUCKER 

n Sejam XO um conjunto  a b e r t o  no R , O(x) :xO - R f u n c i  - 

ona l  l i n e a r  e g (x) = (gl (x) , g2  (x) , . . . , gm(x) ) uma função v e t o r i  - 

a 1  com os  gi (x) (?i E 11 ,  2 ,  . . . I d e f i n i d o s  em xO.  

A s  condições de Kuhn-Tucker são s a t i s f e i t a s ,  s e  e x i s  - 
- 

t i r e m  X E XO e u E R ~ ,  t a i s  que: 

OBSERVAÇÃO 

O(x) e g(x)  d i f e r e n c i á v e i s  e m F .  



CONDI ÇÕES KUHN-TUCKER SUFICIENTES PARA 

PROBLEMAS CONVEXOS 

Sejam T E x0 , x0 C R" aberto, o (x) e g (x) convexas 
- 

e diferenciáveis em F. Se (X, u) satisfaz as condições de 

Kuhn-Tucker, então T é uma solução do problema de minimização. 

DEMONSTRAÇAO 

Seja (x, Ü) satisfazendo as condições de Kuhn-Tucker. 

Então, pela convexidade e diferenciabilidade de O(x) em X, te- 

mos -b!x E X: 

o (x) - O (X) - > v0 (X) (x-2) - 
- 

=-u vg (X) (x-x) , (V0 (x) = -ú vg (x) ) 
> Ü [g (X) -g (x)] , (pela convexidade e diferencia - - 

bilidade de g em e porque 

- 
= - u g(x) (pois L g(X) = O )  

Logo, temos: 

o (x) - O (X) - > O + O (x) > O (2) (Yx E X) - - - 
- 

Como g(x) - < O e x E xO, então - 

TEOREMA 2.5 - O METODO SATISFAZ AS CONDIÇÕES - DE KUHN-TUCKER 

Sejam gl (x) = gZ  (x) = . . . = gn(x) = O os hiperpla- 

nos que determinam o vértice x* E R", do conjunto das soluções 

viáveis M, determinado por g (x) = (gl (x) ,gZ (x) , . . . ,gm(x)) - < O - 
(m - > n). Seja C CR" o cone do vértice x* E M. Então, qual- 

quer função ob j etivo f: Rn + R, de minimização, tal que 



-Vf(x) E C tem como ponto ótimo o v é r t i c e  x* de M .  

DEMONSTRAÇÃO 

O cone C, do v é r t i c e  x* E M,definido pe los  g rad ien-  

t e s  de g i (x )  = O ( i = 1 , 2 ,  ..., n) e s t á  i n t e i r amen te  con t ido  num 

mesmo semi-espaço do R". Então,  qualquer  função ob j  e t i v o  f (x)  , 

de minimização, cu jo  s i m é t r i c o  do g r a d i e n t e  pe r t ence  a  C pode 

s e r  e s c r i t o  como combinação l i n e a r  não nega t iva  dos g r a d i e n t e s  

dos gi (x) ( 1  2 , .  . . n )  no v é r t i c e  x* .  

P o r t a n t o ,  a s  condições de K-T e s t ã o  s a t i s f e i t a s ,  

p o i s :  

g(x*)  = ( g l ( x * ) ,  g 2 ( x * 1 , * . * , g m ( x * ) )  - - < 0 

3 6  - > O, t a l  que:  - 
-Vf (x*) = ÜrVgl(x*) + Ü2.Vg2(x*) * . . . + Ü n .Vgn(x*) 

Ou s e j a ,  Vf(x*) + Ü . ~ g ( x * )  = O e  Ü.g(x*) = O, pa 

Logo, s e  -Uf (x*) E C + x* é ponto ótimo de f  (x) . 



O cone C ,  do v é r t i c e  x * ,  é determinado p o r  Vg2(x*) 

e  Vg3(x*).  O ponto  ót imo da  função o b j e t i v o  f ( x ) ,  de  minimi- 

zação ,  é o v é r t i c e  x * ,  p o i s  -Vf(x)  E C .  

A s  cond ições  de  K-T s ã o  s a t i s f e i t a s :  

i )  g i (x*)  - < O ; bi E { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }  

- 
i i )  u .  > O ; Yi E { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 1  

1 - 

i i i )  6 . g  (x*) + Ü2g2 (x*) + Ü3g3(x*) + Ü g (x*)  + Ü5g5(x*) = 0 ,  1 1  4 4  
- - - 

p o i s  g 2  (x*) = g3(x*)  = o = u  4 = u  5  = o  

i v )  V f  (x*) + ü vg (x*) + ü vg (x*) + ii vg (x*)  + vg (x*) + 1 1  2 2 3  3  4 4 

+ ú5vg5(x*)  = O 

- - - - 
Fazendo Ü1= u 4  = u 5  = 0 ,  vemos que 3 u 2 , u 3  > O t a l  

que : 

Vf (x*) + ü2vg,(x*)  + ü vg (x*) = O 
3 3  

P o r t a n t o ,  a s  cond ições  d e  K-T s ã o  s a t i s f e i t a s .  Bas- 
- - - - 

t a  c o n s i d e r a r  (x* , u)  onde u = (O, u 2 ,  u 3 ,  O, 0 ) .  

OBSERVAÇÕES 

a )  s e j a  C o  cone  do v é r t i c e  x * ,  do c o n j u n t o  das  s o l u ç õ e s  v i a -  
O 

v e i s  M de  um PPL. Sejam C e  F r . ( C ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  o  i n -  

t e r i o r  do cone C e  a  f r o n t e i r a  d e  C .  
O 

Se -Vf(x)  E C -t f ( x * )  < f ( x ) ,  -kx E M, ou s e j a ,  o  PPL 

admi te  como s o l u ç ã o  ó t ima  somente o  v é r t i c e  x * .  

Se  -Vf (x)  E F r .  (C) -t f (x*) 5 f  (x)  , -bCx E M .  Nesse c a  - 

s o  f ( x )  admi te  s o l u ç õ e s  m ú l t i p l a s .  

Maiores  d e t a l h e s  d e s t e s  f a t o s  s e r ã o  dados no CAPÍTU- 

L 0  111. 

1 2  m b )  Sejam x  , x  ,..., x o s  v é r t i c e s  do c o n j u n t o  d a s  s o l u ç õ e s  v i 5  - 



veis M. Sejam C1,C 2,...,C, , respectivamente, os cones desses 

vértices. Mostraremos no CAPITULO I11 que, se considerarmos 
o 

OS conjuntos C ou C.(i E {1,2, ..., ml), existe uma disposição i 1 

conveniente tal que esses conjuntos determinam uma PARTIÇAO no 

R" (ver TEOREMA 3.11) . 



PROGRAMAÇÃO LINEAR MULTIPARAMÉTRICA 

3.1. INTRODUÇAO 

Seja um Problema de Programação Linear, onde os ter - 

mos independentes das variáveis variam em função dos parâme- 

tros hl, h2, ..., T As. Fazendo A = (hl, A Z ,  ..., As), O Proble- 

ma de Programação Linear 

SUJEITO A 

Onde, b(h) pode ser escrito na forma: 

b(X) = b* + FX (os elementos das matrizes b*, e F são 

constantes), 6 chamado de PROBLEMA DE PROGRAMAÇAO LINEAR MULTI - 

PARAM~TRICA PARA O LADO DIREITO (OU TERMOS INDEPENDENTES).Abre - 

viadamente chamado de MLP-RHS (MULTIPARAMETRIC LINEAR 

PROGRAMMING (MLP) PROBLEM FOR THE RIGHT-HAND SIDES (RHS)). 

Analogamente, seja um Problema de Programação Line- 

ar, onde os coeficientes da função objetivo variam em função 

dos parâmetros vl ,v2,. . . ,vS . Fazendo vT = (v1 ,v2,. . . ,vs), di - 
zemos que o Problema de Programação Linear 

SUJEITO A 

Onde, c(v) pode ser escrito na forma: 



c(v) = c* + Hv (os elementos das matrizes c* e H são cons - 

tantes) é chamado de PROBLEMA DE PROGRAMAÇÃO LINEAR MULTIPARA- 

MÉTRICA PARA OS COEFICIENTES DAS VARIAVEIS DA FUNÇhO OBJETIVO. 

Abreviadamente chamado de MLP-OFC (MULTIPARAMETRIC LINEAR 

PROGRAMMING (MLP) PROBLEM FOR THE PRICES OR OBJECTIVE FUNCTION 

COEFICIENTS (OFC) ) . 
Nesta seção, mostraremos que dado o MLP-RHS (3.1- 

3.3) podemos definir para cada base Ótima i~ uma região Ri 
i -1 

determinada pela condição B (b* + Fh) - > O ,  tal q u e w ~  E Ri 
i 

a base B é ótima e, portanto, representa uma solução Ótima vi - 

ável. Seja K = U Ri.A intenção dessa SEÇAO 2.2 é apresentar 

um método efetivo para achar todas as regiões Ri que cobrem K 

e não se sobrepõe. Mostraremos também como gerar essas bases 

6 t imas. 

Em analogia ao MLP-RHS estudaremos o MLP-OFC. 

3.2. MULTIPARAMETRIZACÃO LINEAR ---  PARA O LADO DIREITO DAS RESTRI- 

ÇUES - MLP-RHS 

3.2.1. APRESENTAÇÃO 

Seja o PROBLEMA DE PROGRAMAÇAO LINEAR MULTIPARAMÉTRI - 

CA PARA O LADO DIREITO DAS RESTRIÇÔES (MLP-RHS): 

SUJEITO A 

(AX = b* + FA 

b(X) pode ser expresso na forma: 



* 
Onde? F m ~ 6  b m x l  e A m x n  - 

são matrizes de termos constan 

tes , A* I é um vetor-parâmetro e os elementos de C n x  1 são 

os coeficientes das variáveis de X n x  na função objetivo. 



3.2.2. NOTAÇÃO 

Seja o MLP-RHS 

S U J E I T O  A 

1 
em relação (de variável) a x = (xl ,x2,.. . ,xn) . Onde,Amxn=(a. 1J .)  

é uma matriz de elementos reais como foi explicitada anterior- 

mente. 
- 

c, O E R" são vetores-colunas (ou matrizes) expres- 

sos da seguinte maneira: 

b*  s é um vetor-coluna (ou matriz), Fmxs = (fik) matriz de 

elementos reais e X E é um vetor-coluna (ou matriz) parâme- 

tro. b*, F e h como explicitados anteriormente. 

Convem notar que os elementos das matrizes A, F, c e 

b* são números reais constantes, os elementos de X são parâme- 

tros e os elementos x são as variáveis do problema. 

Introduziremos, nesse ponto, algumas notações que 

serão usadas no decorrer dessa seção. Elas visam uma melhor 

compreensão do funcionamento do algoritmo simplex. Como o sim - 

plex trabalha sempre em função de uma base, com a inversa des- 

sa base e notadamente com produto de matrizes calocaremos, pri - 



meiramente, alguns conceitos básicos. 

DEFINIÇÃO 3.1 

Dizemos que uma matriz R é REGULAR h ESQUERDA (res- 

pectivamente, h DIREITA) para a operação de multiplicação de 

matrizes se, e somente se, a seguinte condição é verdadeira: 

Quaisquer que sejam as matrizes A e B, se R.A = R.B 

(respectivamente, A.R = B.R), então A = B. Uma matriz REGULAR 

h ESQUERDA e REGULAR h DIREITA é chamada de REGULAR. 

Uma MATRIZ REGULAR também é chamada de MATRIZ CANCE- 

L ~ V E L  e a condição dada na DEFINIÇÃO 3.1 é denominada LEI RES- 

TRITA DO CANCELAMENTO h ESQUERDA (respectivamente, h DIREITA). 

TEOREMA 3.1 

Toda matriz inversível é REGULAR para a operação de 

multiplicação de matrizes. 

DEMONSTRAÇÃO 

Seja R uma matriz inversível e sejam A e B duas matri - 

zes quaisquer tais que R.A = R.B . Multiplicando 5 esquerda 

Portanto, R é REGULAR h ESQUERDA. 

Analogamente, podemos demonstrar que R é REGULAR A 

DIREITA. Logo, R é regular. 

Toda matriz que é uma base é REGULAR. 

DEMONSTRAÇÃO 

Seja B uma base. 

A matriz B é formada por vetores-colunas linearmente 



a 

independen tes .  Logo, B é i n v e r s i v e l .  Pe lo  TEOREMA 3 .1 ,  B e  

REGULAR 

Sejam I = { i / i  = 1 , 2 ,  ..., m) e  J = { j / j = 1 , 2 ,  ..., n ) .  

S e j a  p = ( j ,  j  , . . . , j )  , j  E J, uma m-upla c o n s i s t i n d o  dos 

sub - índ i ce s  das  v a r i á v e i s  b ã s i c a s .  A m-upla p s e r á  chamada de 

~NDICE DA BASE. S e j a  o  RANK da m a t r i z  A i g u a l  a  m (m - < n ) .  Se - 

jam 'B a  m a t r i z  REGULAR (BASE) cor responden te  a  p e  PB-' a  ma- 

t r i z  i n v e r s a  de 'B. A l é m  d i s s o ,  sejam (')C J e  J $ P ) C  J o s  J1 

con jun to s  de í n d i c e s  das  v a r i á v e i s  b á s i c a s  e  não b á s i c a s ,  r e s -  

pec t ivamente ,  que correspondem a  base  com o í n d i c e  p .  I! c l a r o  

P J ( P )  = g (p)  u J ( P )  = J e J1 que J1 2 2 

O quadro-s implex,  cor responden te  a  base  'B, pode s e r  

e s c r i t o  na  s e g u i n t e  forma: 

De ( 3 . 2 . 2 ) ,  temos que:  

Ax = b* + FX. Como 'B é r e g u l a r  5 esquerda ,  m u l t i p l i c a n -  

do-se à esquerda ,  ambos o s  membros de  (3.2.2)  por  'B-l, ob t e -  

mos: 

PB-'. (Ax) = PB-' ( b *  + FX) + 

Fazendo: P~ = PB-'.A , P~ = PB-' . F  e  'b* = 'B-l.b*, temos: 

Por o u t r o  l ado  de ( 3 . 2 . 1 ) ,  temos: 

T T 
S e j a  cg = ( c j l , c j 2 , . .  . , c  ) a  p a r t e  de c que e s t á  

jm 
na ba se .  

T 
Somando Z - c x  = O com a equação (3.2.7)  m u l t i p l i -  



T cada 5 esquerda por c , obtemos: B 

T z + (C;.PA)X - (C;.PF)A - c x = ci.'b* + 

T Z + (C;.PA - C )x - (ci.p~)h = ci.pb* 

= C;.PF e ~(~)=~B.'b*,temos: Fazendo: 'cT = C:.~A - c , p 

Para distinguir as diferentes bases, usaremos p 1 4 2 '  

. . . e os elementos correspondentes a pk por k ~ ,  kB-1 
* * * ,  Pk, 9 

k Finalmente, chamaremos de z (h) (ou Z (h) ) o valor 

da função objetivo, em função de h ,  relativo a base com o ín- 

dice p (ou pk). Chamaremos de Zmax (h) o valor máximo da fun- 

ção objetivo, em função de A ,  em relação a todas as bases. 1s - 

to é,  z(') (h) é usado para expressar o valor relativo a base 

de indice p e Zmax(h) para expressar o valor máximo global. 

3.2.3. TEOREMAS B~SICOS - E DEFINIÇÕES 

Para resolver o problema (3.2.1-3.2.3) necessitamos 

de alguns conceitos básicos que apresentaremos nesse item. 

DEFINIÇAO 3.2 

Se existe um vetor-parâmetro h tal que o problema 

(3.2.1-3.2.3) tem uma solução Ótima FINITA, em relação a esse 

h ,  ele é chamado de VETOR-PARÂMETRo VI~VEL. 

O conjunto de todos os vetores parâmetros viáveis e 

chamado de K. 

Isto é :  

K = {h E R'/A é vetor-parâmetro viável} 



Antes de enunciar e demonstrar o próximo TEOREMA va- 

mos relembrar alguns conceitos de DUALIDADE. 

Seja o par de problemas: 

PRIMAL 

MAX. Z = cx 

(I) SUJEITO A 

DUAL 

M1N.W = yb 

(11) SUJEITO A 

De (I) e (11) vemos imediatamente que, Vx viável pa - 

ra o prima1 e vy viável para o dual, cx yAx < yb + cx < yb - - 

(Vx, y viáveis) . 
De cx < yb, vemos que se JyO viável (finito) para 

o dual, então o conjunto das soluções viáveis do primal é li- 
O mitado, pois cx - < y b para todo x. 

Portanto, se o dual possui solução finita viável, so 

mente dois casos, mutuamente exclusivos, podem ocorrer: 

- o primal possui solução ótima finita 

- o primal não possui solução viável. Isto é,  o conjunto 

das soluções viáveis é vazio. 

OBSERVAÇAO 

Na formalização do dual, colocamos yA ao invés de 

T T 
A y e yb ao invés de b y para facilitar a compreensão da ex- 

plicação que veio a seguir. No nosso caso y é um vetor-linha 

e x 6 um vetor-coluna. 

TEOREMA 3.2 

Se para um dado h0 E RS, existe um Ótimo finito para 

o problema (3.2.1 - 3.2.3), então, +h E RS , o problema (3.2 .l- 



3.2.3) tem uma solução Ótima finita ou não tem solução viável 

DEMONSTRAÇAO 

O DUAL do problema (3.2.1-3.2.3) é:  

SUJEITO A 

DO TEOREMA BhSIC0 DA DUALIDADE (TEOREMA DA EXISTEN- 

CIA),temos que: dado um par de problemas duais uma, e somente 

uma, das tres afirmações abaixo é verdadeira: 

- Nenhum dos problemas tem solução viável. 
- Um dos problemas não tem solução viável e o outro tem 

M1N.w = -a (ou MAX. z = a) , isto é, não tem solução Óti - 

ma. 

- Os problemas têm soluções Õtimas. 

Logo, se para h = h0 , existe um Ótimo finito para o 

problema (3.2.1-3.2.3), então pelo teorema básico da dualidade 

(3.2.1'-3.2.3') tem para h = h0 uma solução viável uo . Por 

outro lado, como A e c não dependem de h ,  a solução u é viá- 
O 

vel +h E R'. Pelo que foi exposto anteriormente (PAG.38) se 

u0 é solução viável (finita) do dual, então novamente pelo teo 

rema básico da dualidade o prima1 (Problema 3.2.1-3.2.3) OU 

tem solução ótima finita, ou então não possui solução viável, 

DEFINIÇAO 3.3 

Dizemos que a base 'B 6 uma base Õtima se, e somente 

se, 3h E K tal que 'B é Ótima (primal e dual viável) em rela- 



ção a esse A. 

EXEMPLO 3.1 

Seja o MLP-RHS 

MAX.Z = 2x1 - 

SUJEITO A 

Colocando o problema 

simplex, temos: 

SUJEITO A 

na forma padrão e aplicando o 



- Fazendo p = ( j l ,  j 3 ,  j 4 )  a b a s e  P B  - 

é uma base  ÓTIMA, p o i s  3X E k ,  por exemplo X = 

que p~ é base  ót ima (Prima1 e  dua l  v i á v e l ) .  

( i , 2 1 T ,  t a l  

Como bi = x(X),  a  r e g r a  do simplex pa ra  a  esco lha  do 

pivÔ não s e  a p l i c a .  Basta  que escolhamos, na coluna da VNB 

que v a i  e n t r a r  na b a s e ,  um elemento não nulo  pa ra  pivÔ. 

DETERMINAÇAO DA - REGIAO DEFINIDA POR - - P B  

S e j a  'B uma base  ót ima no s e n t i d o  da DEFINIÇÃO 3.3 .  

Como a  so lução  do Dual não depende de A ,  e l a  permanece v i á v e l  

-bL X E R' (VEJA A DEMONSTRAÇAO DO TEOREMA 3.2) . 
Uma base  P~ permanece pr imal  v i á v e l  s e  exigirmos 

que o  2 9  membro de ( 3 . 2 . 2 ) ,  r e l a t i v o  a  e s s a  b a s e ,  s e j a  não-ne- 

g a t  ivo . 
I s t o  é:  

A base  'B permanece pr imal  v i á v e l ,  s e  

pg- l (b* + FA) - > O t %-'-b* + PB-'FX > O - - 



Fazendo: 'B-lb* = 'b* e PB-'F= PF , vem: 

A condição (3.2.9) determina uma Única região 

Ri, cRS tal que v i  E Rp a base 'B é ótima e E K - R a 
P 

base P~ é prima1 inviável. 

As DEFINIÇÕES 3.4  a 3.7 e o TEOREMA 3.3  são secundá- 

rios e são colocados apenas para formalizar e servir de embasa 

mento para a DEMONSTRAÇhO DO TEOREMA 3.4. 

DEFINIÇAO 3.4  

Chamamos de HIPERPLANO ao conjunto de pontos da for- 

ma (xl ,x2,. . . ,xn) tais que a x + a2x2 + . . . 1 1  + anxn = b com 

b, al, 9, -,an E R. 

Isto é:  

Chamamos de HIPERPLANO ao conjunto Ix E Rn/ax = b}. 

Podemos entender a equação ax = b como sendo o produ - 

to escalar entre os vetores-linhas a = (ai,a 2,..., an) e 

x = (x1,x2 ,..., Xn). 

Chamamos de SEMI-ESPAÇO ao conjunto de pontos x E R" 

tais que ax > b ou ax < b (ax - > b ou ax < b). 

Portanto, o HIPERPLANO ax = b divide o Rn em dois 

SEMI-ESPAÇOS representados pelas inequações lineares ax > b e 

ax < b (ax > b e ax - < b) 

TEOREMA 3.3 

O conjunto {x E Rn/ax - > b} é FECHADO. 



DEMONSTRACÃO 

A prova pode ser encontrada em 1 3 i  BREGALDA, P.F.C; 
OLIVEIRA, A.A.F. e BORNSTEIN, C.T. 

DEFINIÇÃO 3.6 

Chamamos de POLITOPO a interseção finita de semi-es- 

paços fechados. 

DEFINIÇÃO 3.7 

Dizemos que um conjunto C 6 CONVEXO se, e somente se, 
2 2 x1 E C e x E C + (alxl + a2x ) E C Yal 2 O , +a > O com 2 - 

al + a2 = 1. Ou, na forma equivalente: 

TEOREMA 3.4 

A região R determinada pela condição - P ~ h  < 'b* é 
P - - 

um POLITOPO CONVEXO em R ~ .  

DEMONSTRACÃO 
4 

Segue imediatamente da DEFINIÇÃO 3.6 que R e um 
P 

POLITOPO, pois 6 formado pela interseção finita de semi-espa- 

ços fechados. 

Basta, portanto, provar que R é CONVEXO. 
P 

2 Sejam h', h E R .  Então, temos: 
P 

2 Temos que mostrar que (a h' + a2h ) E R com a > o ,  1 P 1 - 



Como al - > O  e a > O , t e m o s :  2 - 

Logo : 

1 
2 P o r t a n t o ,  -'~(a~hl + a2A ) - < 'b* + (alh1+a2h 2 ) E Rp. 

Logo R é um POLITOPO CONVEXO 
P 

OBSERVAÇÃO 

~ o d e r í a m o s  demons t ra r  que R é CONVEXO p a r t i n d o  da 
P 

demonstração que é um POLITOPO. Da convexidade  dos semi-espa-  

ç o s  f echados  e da  demonstração de  que "a i n t e r s e ç ã o  d e  um con- 

j u n t o  ( f i n i t o  ou i n f i n i t o )  de  c o n j u n t o s  convexos é um c o n j u n t o  
4 

convexot t ,  s egue  que s e  um c o n j u n t o  é um POLITOPO, e n t ã o  e l e  e 

CONVEXO. 

EXEMPLO 3.2 

S e j a  o s e g u i n t e  MLP-RHS DO EXEMPLO 3.1 

MAX.Z = 2x1 - 3x2 

SUJEITO A 



Fazendo p = ( j l ,  j 3 ,  j 4 )  a  b a s e  Õtima 

pr ima1 v i á v e l  s e  

x3(X) = 1 + 2 h l + X  > O  2 - - h  < 1  2 - 

x 4 ( h )  = 2 - h l  - > O  -t - c 2 -t 

x i  (h) = hl  + h 2  L 0  
- A  < O  2 - 

Logo, a  r e p r e s e n t a ç ã o  g r á f i c a  do p o l i t o p o  convexo 



OBSERVAÇÕES 

a) A região R determinada pela condição - P ~ h  < 'b* NA0 
P - - E 

NECESSARIAMENTE UM CONE e também NÃO I! NECESSARIAMENTE UM PO- 

LIEDRO CONVEXO. 

Chamamos um POLITOPO CONVEXO LIMITADO de POLIEDRO 

CONVEXO. 

Para mostrar esses dois fatos basta dar como contra- 

exemplo o EXEMPLO 3.2 . 
Vemos claramente pela FIGURA 3.1 que R não é limita 

P - 

do, logo NÃO I? um POLIEDRO CONVEXO. 

Por outro lado, h = (1, 1lT E R e 5h R 
P P 

(5h E K - 
RP) 

, logo R NÃO I! um CONE. 
P 

- 
A rigor R somente será um CONE quando 'b* = O ,pois 

P 
se P ~ h  - < Õ -+ 'F.~X < Õ , #a > O. E, é claro, R será um PO- - - - - P 
LIEDRO CONVEXO quando for LIMITADO. 

b) Para vários p, isto é,  pl, p2, ..., pk, ..., nós notaremos as 
regiões por RI, R2, ... , Rk, * . o  

Demonstraremos a seguir que K é um POLITOPO CONVEXO. 

TEOREMA 3.5 

A região K é um POLITOPO CONVEXO EM R'. 

DEMONSTRACÃO 

Pela DEFINIÇÃO 3.2 se h é vetor-parâmetro viável, en - 

tão o problema (3.2.1 - 3.2.3) tem uma solução ótima finita. 

Mostraremos primeiramente que K é CONVEXO. 

K = {A E RS/h é vetor-parâmetro viável] 

1 2  Vamos mostrar que se h , X E K -+ 



Ax = b* + FX 1 

s e  h1 E K 4 não é v a z i o  

x > o  - - 

4 3x1 E R ~ ,  x1 > O , t a l  que ~ x l  = b* + F A  1 
- - 

2 Analogamente, s e  h E K + 

não é v a z i o  4 

3 x 2  E R" , x 2  - > O , t a l  que ~ x '  = b* + FA' - 

Como a l  > O ( s e  a l  = O a demonstração é t r i v i a l ,  

p o i s  al = O 4 a = 1 e n e s s e  caso  
2 2 

+ a2h  = h ) ,  t e -  

mos: 

Como a 2  > O , temos: 

Somando (a )  e (b) , membro a membro, vem: 

1 2 
Fazendo x* = alx + a 2 x  , temos: 

2 Ax* = b* + ~ ( a ~ h l  + a2h ) 

~ o g o ,  3 x *  E , x* - > O , t a l  que - 
2 Ax* = b* + F(alhl  + a 2 h  ) 4 



não é vazio. 

Pelo TEOREMA 3.2, como (3.2.2-3.2.3) não é vazio, o 

problema (3.2.1-3.2.3) admite solução ótima finita para 

2 vetor-parâmetro viável + (alhl + a2h ) E K -+ K é CONVEXO. 

A demonstração de que K é um politopo pode ser encon - 

trada em 1 4 1  CHARNES, A. AND COOPER, W.W. (ver BIBLIOGRAFIA) 

As DEFINIÇÕES 3.8 e 3.9 a seguir servem para demons- 

trar os TEOREMAS 3.6 e 3.7. 

DEFINICÃO 3.8 

Uma função f:T -+ R é CONVEXA, no conjunto convexo 

T, se, e somente se, 

Analogamente, dizemos que f é CONCAVA se, e somente 

se, 



( i )  f ((1-a)xl + ax2) 

(2) (1-a)f(xl) + ax(f2) 

A função  f é CONVEXA em R 

A função  g 6 CONCAVA em R. 



DEFINIÇÃO 3.9 

Seja x(At) E R" a solução Õtima do problema, para 

um dado A '  E K, 

SUJEITO A 

A função que associa ao vetor-parâmetro viável A' 

um número real Z (x (h ' ) ) é chamada de Zmax 

ISTO E: 

z max : K + R tal que: 

z max (A) = M A X  z(x(A)), = cTx(h) (A E K) 

TEORBMA 3.6 

A função Zmax (A), definida sobre K, é uma FUNÇAO 

C~NCAVA. 

DEMONSTRAÇ~O 

1 2 
Sejam x(A ) e x(A ) soluções ótimas dos problemas 

1 2  (I) e (11), respectivamente, onde A , h E K são dois vetores 

dados. 

SUJEITO A 

(I) ~ A X  = b*  + FA' 

SUJEITO A 



Seja o problema: 

SUJEITO A 

(111) AX = b* + FX i x > o  - 
- 

- 1 2 - onde h = (1 - a)A + ah . Evidentemente h E K, pois K é con - 
1 2  vexo (O a ( 1). Vamos mostrar, primeiramente, que x(X , h ) = - 

1 2 
= (1 - a)x(A ) + ax(A ) é solução viável para o problema(III), 

+ a E [o,i]. 
1 2 Como (1 - a) > O ,  a > O ,  x(A) > O , x(A) > O + - - - - 

Por outro lado, temos: 

1 1 
= b* + Fh - ab* - F.ah + ab* + F.ah2 = 

Como x(h1,h2) > O e ~x(h) = b* + Fh , então - - 
X(A',A') é viável para (111). 

Mostremos, agora, que: 

z [(I - a)hl + .h2] > (1 1 max - - 'max (h + zmax (h2) 

'max (h) = MAX Z(x) - > cTx , +k E 6 viável para o 

problema (111). Utilizando-se do fato que x(h1,h2) é viável 

para o problema (III), temos: 



z T 
max (i) 2 C . x ( d  , A ~ )  = 

T 
= C [ ( i  - a )  x  (A') + ax ( i 2 ) ]  = 

T 1 T 2 -  
= (1  - a ) c  x(A ) + a c  x(A ) - 

- 
- (1  - a)Zmax 

1 
(A 1 * a  Zmax (AZ) 

P o r t a n t o ,  Zmax (h) = Zmax [ ( l  - a)A1 + a ~ ~ ]  - > 

1 2 C ' (1  - 1  Zmax - (A 1 + a  Zmax (A 1 + Zmax (A) e  

FUNÇÃO CONCAVA . 

OBSERVAÇÕES 

a)  Toda função €I de Rn em R da forma 0(x)  = cx * a  (x r Rn) r e p r e  - 

s e n t a  uma f a m í l i a  de h ipe rp l anos .  P o r t a n t o ,  f ã c i l  v i s u a  - 

l i z a r  que e s s e  t i p o  de funçáo é côncava e  convexa. 

T b) Para  uma dada base  Õtima 'B temos Z ('I (A) = c  x(X) , onde x(A) 

é claramente  da forma expressa  no i tem (a)  dessa  observação.  

2 Logo ?h1, A E R ( po l i t opo  convexo d e f i n i d o  por  'B) , temos 
P 

z ( P ) [  ( i  - a )  A' + a i 2 ]  = ( 1  - a )  . z ( P )  (A') + a  z ('1 ( A ~ )  . 
1 A des igua ldade  surge  quando tomamos A E R e  1' E R 

P P "  

p o i s  a  função Z max tem uma forma como a  que e s t á  i l u s t r a d a  

a  s e g u i r .  



(1) (1-&)h3 + ah' 
(2) (l-a)A1 + ah2 
(3) Zma*(h3) 
(4) Zmax [(l-a)h3 + ah'] = (l-a)Zm (h3) + aZ- (h') 

- Veja ,  também, o EXEMPLO 3 .1  ( P A G . 4 0 ) ,  onde ~ ( ' ) ( h )  e  

da  forma expos ta  no i t em (a )  d e s s a  observagão:z( ' )  (h)=2h1+2h2. 

1 Vemos p e l a  FIGURA 3.5 que h3, h E R 2  

1 2 Vemos, também, que h E R 2  e  h E R 3  + 



DEFINIÇÃO 3.10 

2 
Sejam duas bases  'B e  B com í n d i c e s  pl e  p 2  

(m-uplas c o n s i s t i n d o  de í n d i c e s  de v a r i á v e i s  b á s i c a s ) ,  r espec  - 

t ivamente .  A s  bases  'B e  2~ são chamadas de BASES VIZI- 

NHAS s e ,  e  somente s e ,  a s  duas condições abaixo são s a t i s f e i -  

t a s  : 

i )  3 h *  E K t a l  que 'B e  2~ são AMBAS BASES ÕTIMAS para  o  

problema 

SUJEITO A 

Ax = b* + FA* i x > o  - - 
2 

i i )  I! p o s s í v e l  PASSAR de 'B pa ra  B ( e  v i ce -ve r sa )  a t r a v é s  

de  UM PASSO do ALGORITMO DUAL-SIMPLEX. I s t o  é, é poss í -  

2 v e l  p a s s a r  da base  'B pa r a  a  base  B ( e  vice-versa)com 

apenas a  t r o c a  de uma v a r i á v e l  da base  no a lgor i tmo DUAL- 

SIMPLEX. Ou s e j a ,  uma i t e r a ç ã o  do a lgor i tmo DUAL-SIMPLEX. 

INTERPRETAÇÃO GEOMGTRICA - DO CONCEITO - DE BASES VIZINHAS 

S e j a  o  MLP-RHS, pa ra  um dado A ,  represen tado  g r a f i c a  - 

mente po r :  



Vamos supor  que o g r á f i c o  a n t e r i o r  s e j a  a r e p r e s e n t a  - 

ção do s e g u i n t e  problema: 

2 
MAX.Z = 1 c . x  

J j  
(C1.C2 R )  

j  =i 

SUJEITO A :  

2 
I a l j * x j  L b l  -t REST.3 

j =i 

2 
1 a 2 j s x j  I b 2  + REST.4 

j =i 

2 
1 a3 j  exj I b j  -t REST. 5 

j  =l 

1 - > O +- REST.l, REST.2 x > o  7 x 2 -  

Colocando o problema na forma padrão ,  temos: 



SUJEITO A 

-t REST. 3 

-t REST.4 

-t REST. 5 

-t REST.l, REST.2 

Vamos mostrar agora que a DEFINIÇÃO 3.10, de BASES 

VIZINHAS, implica em DEGENERAÇÃO para o problema PRIMAL (ou 

SOLUÇÕES MÚLTIPLAS para o problema DUAL). 

Sejam os vetores b e c correspondentes, respectiva- 

mente, ao lado direito das restrições e aos coeficientes da 

função objetivo. Sabemos do método simplex que se temos dilas 

2 BASES ÕTIMAS 'B e B diferentes (condisão (i) da DEFINIÇAO 

3.10) um dos dois casos seguintes ocorre: 

Existe uma DEGENERAÇÃO para o problema PRIMAL (ou SOLUÇ~ES 
k MOLTIPLAS para o problema DUAL), isto é 3bi = O. As bases 

2 ótimas 'B e B referem-se ao mesmo vértice ótimo V. On- 
k de, b. representa o termo independente na iteração k. 
1 

O problema PRIMAL admite SOLUÇUES MBLTIPLAS (ou o problema 
k DUAL é DEGENERADO), isto é 3cj = O. As bases ótimas 'B 

m 

L e B referem-se a vértices diferentes. 



1 2 Por o u t r o  l a d o ,  s e  B e  B são bases  Ótimas e  s e  

1 é p o s s í v e l  p a s s a r  de B pa ra  2~ a t r a v é s  de um passo do a lgo  - 

r i tmo DUAL,-SIMPLEX, en tão  3 b i  = O o  que impl ica  em DEGENERA- 

ÇÃO pa ra  o  problema PRIMAL. E e s sa  degeneração oco r r e  no v é r  - 
2 t i c e  Ótimo, p o i s  a s  bases  'B e  B são  ambas Ótimas. 

1 2 E c l a r o  que a s  bases  B e  B correspondem ao mes- 

mo v é r t i c e  Ótimo, p o i s  fazendo a s  operações de pivoteamento 

vemos que o  v e t o r  b  não é a l t e r a d o .  E n t r e t a n t o ,  s ó  é poss í -  

1 2 v e l  pa s sa r  da base  Ótima B pa ra  a  base  Õtima B, a t r a v é s  

do DUAL-SIMPLEX, s e  o  pivÔ f o r  nega t ivo .  

Vamos i l u s t r a r  e s t e  f a t o  a t r a v é s  de quadros Dual-sim - 

p lex .  

S e j a  o  MLP-RHS, dado a t r a v é s  de s eu  QUADRO ÓTIM0,pa- 

r a  um dado A *  E K 

Fazendo x3 e n t r a r  na base  no l u g a r  de x5 (x5 = O) o 

elemento pivô é ai i 
53' Suponha que a > O .  Então,  ap l icando  53 

o  a lgor i tmo dual-s implex,  o  próximo quadro s e r i a :  



i i 
Se o  quadro ( I )  é ót imo,  en tão  c 3  > O (c3  = O somen - 

t e  no caso de SOLUÇÕES MOLTIPLAS que é o mesmo que DEGENERAÇÃO 

DO DUAL) . Suponha que O s e j a  o  v a l o r  que devemos m u l t i p l i -  

c a r  a  l i n h a  do pivô e  s u b r a i r  da l i n h a  da função o b j e t i v o  pa ra  

i i - 
a n u l a r  o  c o e f i c i e n t e  de x3 na função o b j e t i v o .  Logo,c3+0.a 53 - 

i i+l - 
= O .  Como c3 > O e  ai > O - O c O .  Por o u t r o  l a d o ,  c 5  - 

53 

= 0 + 0 . 1  -t c icl = 0 + c 0 Mas, s e  c i+ 1 
5 5  5 

< 0 ,  en tão  a  

base  'B de í n d i c e  p = { j l ,  j  2 ,  j 3} ,  não é DUAL V I ~ V E L  e ,  por-  

i i 
t a n t o ,  não é base  Ótima, apesa r  da so lução  ( b l , b 2 , 0 , 0 , 0 )  do 

prima1 t e r  s i d o  mantida.  

1 2 
Sabendo agora  que a s  bases  Ótimas B e  B correspon-  

dem ao mesmo v é r t i c e  degenerado,  vamos i n t e r p r e t a r  geométrica-  

mente A DEFINIÇÃO 3.10 . 
Anal i t i camente ,  e s s e  f a t o  corresponde a  determinar  

A *  E K t a l  que provoque e s s e  t i p o  de degeneração.  

Conforme a  DEFINIÇÃO 3.10,  pa ra  que h a j a  BASES VIZI- 

NHAS, deve e x i s t i r  A *  E K t a l  que ambas a s  bases  s e j a  Ótimas 

pa ra  e s s e  v a l o r  de A * .  Mas, a t r i b u i r  v a l o r e s  a  A s i g n i f i c a  f a  - 

ze r  uma t r a n s l a ç ã o  das  r e s t r i ç õ e s  (des loca r  a s  r e s t r i ç õ e s  pa ra  - 

l e lamente  a  s i  mesma). Logo, g rá f icamente  a  DEFINIÇÃO 3.10 

f a z  com que o  g r á f i c o  da f i g u r a  3.6 assuma a  forma r e p r e s e n t a -  



REST .1 
f 

Graficamente, transladamos a REST.4 para o ponto de 

interseção das RESTRIÇÕES 3 e 5 e assim, fizemos com que OS 

pontos C e D, do primeiro gráfico, DEGENERASSEM num Único pon- 

to C' E D' . Ficamos com 3 restri~ões , no R' ,  determinando o 

vértice ótimo C' r D'. 

Vamos agora dar um exemplo numérico, onde ilustrare- 

mos como passar de uma base Ótima para uma outra base Ótima vi - 

z inha . 



EXEMPLO 3.3 

Seja O MLP-RHS 

SUJEITO A 

Colocando o problema na forma padrão, temos: 

MIN.Zt = -xl - 5x2 

SUJEITO A 

+ X 2 + X  3 = 3 + X 1  

3x1 + 7x2 * rxl X4 = 15 + 2X2 

Resolvendo pelo primal-simplex, temos: 



. Temos, e n t ã o :  Façamos, p o r  exemplo, A *  = I 2 7 1 2  1 
- 6  - 7h1  + 2 A 2  

x  (A) = 7 
1 + x l ( h * )  = - 

1 o 2 



57 + 4A1 + 6X 
~ ( l )  (h) = + z(') (h) = 26 

5 

Determinamos esses valores tomando um h* E K tal que 

xl (h*) - > O , xZ(A*) - > O e x5(h*) = O. Para isso basta resol - 

ver o sistema assim formado (x5(h*) = O é arbitrário. Também 

poderíamos ter tomado um h* E K tal que xl(h*) = O ou x2(h*)=0). 

é ótima (prima1 e dual 1 A base B = 

viável) com o índice p l  = ( j  j 2 ,  j 5 )  . 
Tirando a VB x5 = O da base e aplicando o dual-sim- 

plex a esse Último quadro, vemos que o Único elemento que pode 

ser pivÔ é AS4 = -2/5. Logo, temos: 

-1 1 o 

3 7 0  

3 1 1  



z ( ~ )  ( i )  = 30 + 2 h l  - z( ' )  ( i * )  = 26 

v e l )  com o í n d i c e  p 2  = ( j l , j 2 , j 4 ) .  

Como 3i* E K t a l  que 'B e  'B são ambas bases  Õ t i  

mas e  é p o s s í v e l  p a s s a r  de 'B pa ra  'B ( e  v i ce -ve r sa )  a t r a v é s  

de um passo do a lgor i tmo dual-s implex,  en tão  'B e  2~ são BA- 

SES VIZINHAS. 

Faremos a  r ep re sen t ação  g r á f i c a  do MLP-RHS dado pa ra  

= 

ze r  X 

é ótima (prima1 e  dua l  v i s  2 A base  B = 

= i* no MLP-RHS é o mesmo que provocar uma degeneração- 

-1 1 o 

3 7 1 

3 1 0  

pr imal  pa ra  o  quadro ótimo do simplex.  

S U J E I T O  A 

, temos : para  i' = 

- 2 

3  



S U J E I T O  A 

, temos: Para h* = 

- 2 

2 7 /  2 



Façamos agora o gráfico dos politopos convexos R1 e R2, 

determinados 

R1 

1 2 pelas bases B e B, respectivamente. 

é determinado por: 

Isto é: 



R 2  é de te rminado  p o r :  

I s t o  é: 

Logo, temos que  o  g r á f i c o  d e  R, e  R 

n i d o  p o r  

no p l a n o  d e f i -  



Observe que Rln R 2  = {(hl,A2)/-2X1 + 2 h 2  = 31 e-11 - < X 1 -  < 5 ) .  

I s t o  é,R1 e  R 2  tem uma f r o n t e i r a  em comum que é uma p a r t e  do 

h ipe rp l ano  - 2 h l  + 2 h 2  = 31. Observe, também, que R1 e s t á  

con t ido  no semi-espaço - 2 h l  + 2 h  < 31 e  R 2  e s t á  con t ido  2 - 

> 31. I s t o  é ,  R1 e  R 2  e s t ã o  no semi-espaço - 2 h l  + 2 A 2  - em 

semi-espaços opos tos .  

2 7  - 31. e  R 2  como e r a  de s e  e s p e r a r ,  p o i s  -2 . ( -2 )  + 2.- - 2 

Graficamente notamos que a s  r e g i õ e s  R1 e  R 2  não s e  

sobrepõe tendo ,  p o r t a n t o ,  somente um h iperp lano  em comum.Qua1- 

quer v e t o r  p e r t e n c e n t e  a  R1n R 2  nos p o s s i b i l i t a  p a s s a r  de 

R1 pa ra  R 2  (e  v i ce -ve r sa )  a t r a v é s  de um passo do a lgor i tmo du- 

a l - s imp lex ,  p o i s  são e s s e s  v e t o r e s  h *  E R ~ T \  R 2  que provocam 

a  degeneração do pr imal .  

pe r t ence  a  f r o n t e i r a  de R1 O v e t o r  h *  = 

OBSERVAÇÕES 

a)  ~ o d e r í a m o s  r e sumi r ,  de maneira fo rmal ,  o  conce i to  de BASES 

VIZINHAS da s e g u i n t e  forma: 

Suponha que 3X* E K s a t i s f a z e n d o  a  DEFINIÇÃO 3.10. 

- 2 

2 7 / 2  

Então,  fazendo h = h* ,  ter íamos resolvendo pe lo  pr imal-s implex,  
1 -1 

r e l a t i v o  a  base  ót ima 'B , lg - lAx = B b* + lB-lFX* + 

1 - 'Ax = b* + 'FX* , onde: 



Por o u t r o  l a d o ,  s e  3A* E K s a t i s f a z e n d o  a  d e f i n i ç ã o  

3.10,  en t ão  3 r  E I ( í n d i c e d a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s )  t a l  que 

1 (con jun to  de í n d i c e s  S e 3  a < O , p a r a  j  E J 2  
r j  

das  VNB que correspondem a  base  'B ) ,  é p o s s í v e l  p a s s a r  pa ra  

uma base  ó t ima v i z i n h a  L~ a t r a v é s  de  um passo  do a lgo r i tmo  du- 

a l - s implex .  

Suponha que r e t i r a n d o - s e  a  VB xr da  base  e n t r e  no 

s e u  l u g a r  a  VNB x . Fazendo o  pivoteamento no a lgo r i tmo  du- 
j 

a l - s imp lex ,  te remos:  

z ( l )  ( A * )  = z ('1 (A*). 



b )  Suponha que e x i s t a  uma DUAL-DEGBNERAÇAO p a r a  a  base  Õtima 

(uma VNB c u j o  c o e f i c i e n t e ,  na 'B. I s t o  é,  3 c  = O, s E J 2  s 

função o b j e t i v o ,  é n u l o ) .  Es t a  degeneração não depende de 

T 
A ( a  função o b j e t i v o  6 Z = c  x ) ,  p o i s  o s  c o e f i c i e n t e s  das  

v a r i á v e i s  da função o b j e t i v o  s ão  números r e a i s .  Se 3 a i s  > 0 ,  

i E I ,  é p o s s í v e l  p a s s a r  p a r a  o u t r a  ba se  Õtima 3~ a t r a v é s  de 

um passo  do a lgo r i tmo  PRIMAL-SIMPLEX. A base  Õtima 3~ NA0 E 

CONSIDERADA base  v i z i n h a  de 'B no s e n t i d o  da DEFINIÇAO 3.10 . 
Como j á  vimos a n t e r i o r m e n t e ,  usamos o  DUAL-SIMPLEX 

p a r a  g e r a r  ba se s  v i z i n h a s  e  não o  PRIMAL-SIMPLEX, p o i s  c .  > O 
J - 

e  devemos mantê- los  ass im.  

Vamos i l u s t r a r  e s s a  s i t u a ç ã o .  

S e j a  o  MLP-RHS, dado a t r a v é s  do s e u  QUADRO-ÕTIMO, pa 

r a  um dado A *  E K .  

A b a se  'B, de í n d i c e  p l  = { j l ,  j  2 ,  j 5 } ,  é a  base  Ó t i  

ma (p r imal  e  dua l  v i á v e l )  

Fazendo x 3  e n t r a r  na ba se  no l u g a r  da VB x5  (x5 2 0) 

Suponha que a:3 > O e  que c: = O o  elemento pivÔ é a S 3 .  

(dua l  degeneração ou so luções  m ú l t i p l a s  pa r a  o  p r i m a l ) .  En tão ,  



ap l icando  o  a lgor i tmo pr imal-s implex,  o  próximo quadro s e r i a :  

A base  Ótima 3 ~ ,  de í n d i c e  p 3  = I j l ,  j 2 ,  j 3  1 ,  NA0 I! 

BASE VIZINHA de 'B no s e n t i d o  da DEFINIÇAO 3 . 1 0  . 

2 
Considere duas bases  Ótimas 'B e  B .  Sejam R1 e  R2, 

respec t ivamente ,  a s  correspondentes  r e g i õ e s  v i á v e i s  de h de- 

f i n i d a s ,  de maneira Única,  por 2 2 
-'FA - < l b *  e  - F A  b*.  - - - 

A s  r e g i õ e s  R1 e  R 2  são chamadas de VIZINHAS s e ,  e  s o  - 

2 mente s e ,  'B e  B são bases  v i z i n h a s .  

OBSERVAÇÃO 

Se R1 e  R 2  são VIZINHOS, en tão  R 1 n  R 2  # O. 

I s t o  é c l a r o ,  p o i s  s e  R e  R 2  são v i z i n h o s ,  en tão  1 
2 3 h *  E K t a l  que 'B e  B são ambas bases  Ótimas. Como h *  E RI  

EXEMPLO 3 . 4  

A s  r e g i õ e s  R1 e  R 2  do EXEMPLO 3.3  são VIZINHAS. No- 

t e  a  coe rênc i a  do nome "REGIÕES VIZINHAS" observando a  r ep re -  

s en t ação  geométr ica  de R1 e  R 2  (PAG.67 ) .  



DEFINIÇÃO 3.12 

Sejam f:M - N uma função de um espaço mé t r i co  M 

a 

num espaço mé t r i co  N e  "a" um ponto de M .  Dizemos que f e  

CONTINUA NO PONTO "a" quando, dado a r b i t r a r i a m e n t e  um número 

E > O , f o r  sempre p o s s í v e l  de te rminar  6 > O t a l  que d(x ,a)<B-+ 

d ( f ( x )  , f ( a ) )  < E *  

f:M - N 6 C O N T I N U A  s e  f  f o r  C O N T ~ N U A  Ya E M .  

O s  con jun to s  onde tem s e n t i d o  f a l a r  em DISTANCIA s ão  

chamados de  ESPAÇOS M~TRICOS. d ( x , a ) ,  l e - s e :  " d i s t â n c i a  de 

x a  a". - - 

TEOREMA 3.8 

A função Zmax (h)  é C O N T ~ N U A .  

P a r a u m d a d o  h , s e j a  Z ( A ) = Z ( ' ) ( ~ ) . Z ( ' ) ( ~ )  e  .a 

max 

da  forma a.  h + ao , onde a  = (a l  , a 2 ,  , a s )  e a o ,  al  a 2 , .  , 
T 

as E R .  I s t o  é c l a r o ,  p o i s  s e  Ax = f *  + FX e  Z = c  x ,  pe- 

l a s  i t e r a ç õ e s  do método s imp lex ,  vimos que a  função o b j e t i v o  

cor responden te  a  ba se  'B pode s e r  e s c r i t a , d e  acordo com 

'b* - P C ~ X  + c: % . h  , onde x  é ex- ( 3 . 2 . 8 ) , na  forma Z = c g  

p r e s s o  em função de  h .  

Z ( P )  :R - R t a l  que Z(') (h) = ah + a o  é c O N T ~ N U A .  
P 

DE FATO: 

Sejam h '  E R (R c R S )  e E > 0 .  
P P 

d ( h , h f )  = d ( ( h l , h 2 ,  ..., As) , ( h i , A i y * * * , h d ) )  = 

d ( f ( h ) , f ( h t ) )  = l a h  + ao  - ( ah '  + a o )  l = j a h  - a h '  I = 



Logo dado E > O , 3 6  > O ( b a s t a  tomar 6 = - E 1 
I l a l l  

t a l  que d (X ,A7)  < 6 -+ d ( f ( h ) ,  f ( h ' ) )  < E . 
Como a  demonstração é v á l i d a  + h '  E RS , en t ão  

Como z (h)  é c o n t í n u a ,  b a s t a  mos t r a r  que 

Z (h)  é con t í nua  Y h '  E RkA R k + l .  I s t o  é,  b a s t a  mos t r a r  max 

que a  função Zmax (h) permanece con t i nua  na  passagem da base  

ó t ima k~ p a r a  a  ba se  Ótima v i z i n h a  
k + l B  

Segue imediatamente que ,  s e  3 h *  E K t a l  que é pos- 

k  
s í v e l  p a s s a r  da ba se  Ótima B p a r a  a  base  Õtima k + l ~ ,  en t ão  

~ ( ~ ) ( h * )  = Z ( k i l )  (h*) (VER PAG.69 ) 

OBSERVAÇÕES - 

a )  0 s  con jun tos  R' e  R s ão  ESPAÇOS METRICOS, p o i s  tem s e n t i -  

do f a l a r  em d i s t â n c i a .  Nesse c a s o ,  a  m é t r i c a  usada  é a  norma 

Euc l i d i ana  u s u a l .  I s t o  é ,  d ( h , h ' )  = ] [ ( h  - h ' ) l l .  

b )  Pe lo  o  que f o i  provado nos TEOREMAS 3 .6  e 3 . 8  podemos a f i r  - 

mar que a  função Zmax é CONCAVA E CONTÍNUA. 

TEOREMA 3 . 9  

Duas REGIOES VIZINHAS RI e  R 2  e s t ã o  em SEMI-ESPAÇOS 

OPOSTOS DE R'. 



DEMONSTRAÇhO 

Vimos, na DEFINIÇhO 3.5 (PAG.42 ) ,  que o hiperplano 

ax = b, contido no R', divide o mesmo em dois SEMI-ESPAÇOS 

OPOSTOS ax - > b e ax - < b. 

2 Sejam 'B e B as bases ótimas vizinhas relativas 

as regiões vizinhas R 1 e R2, respectivamente. O quadro-sim- 

plex correspondente a essas duas bases é da forma: 

P T  - (p) Z+'cTx- p h - Z  (3.2.8) 

1 Suponha que Ark é o elemento pivô usado no qua- 

dro-simplex de índice pl, para gerar a base ótima 'B, vizinha 

Sabemos que a r-ésima linha do quadro-simplex, rela 

tivo a p2, é obtido dividindo-se a r-ésima linha do quadro- 

simplex, de índice pl , pelo ~ i v ô  'ark. 

Por outro lado, R1 é definido por 'b* + 'FA - - > O + 

1 > o. - R1 está contido no semi-espago 'b* + 
frk. hk - r k=l 

R2 é definido por 'b* + 2 ~ h  - > O - R2 está conti- 

Dividindo pelo pivÔ 'ark < 0, vem: 

Logo, podemos concluir que R está contido em 1 
lb* + 1 > o. 
.r f r k  \ - k=l 



1 Como ark  < O , então R 2  e s t á  con t ido  em 

Logo, a s  r eg iões  v i z inhas  R1 e  R 2  e s t ã o  con t idas  

1 nos semi-espaços opostos  'b* + 1 fr,.hk L O 
r k = l  

1 l b *  + 1 frk.X < O , respec t ivamente ,  separadas  pe lo  h i p e r -  r k = l  k  - 

EXEMPLO 3.5 

No EXEMPLO 3 .3  (PAG.61) vemos que R1 C {(h1,A2)/-2hl+ 

t ã o  em semi-espaços opostos  e separadas  pe lo  h iperp lano  -2h1+ 

DEFINICÃO 3.13 

Considere que a  numeração das  v a r i á v e i s  b á s i c a s  em 

P ~ x  = Pb*  + P ~ h  ( 3 . 2 . 7 ) ,  r e l a t i v a  ao I n d i c e  p , é a  mesma 

que a  numeração das  l i n h a s  no quadro simplex.  Denominamos 

s - 
b f  1 + f i k o h k  = O de i-ésima f a c e  de R . 

k = l  P 

A r e g i ã o  R tem um VIZINHO AO LONGO DA i-ÉSIblA FACE 
P 

s e  é p o s s ~ v e l  p a s s a r  para  e s t e  v i z inho  excluindo a  i-ésirna va- 

r i á v e l  b á s i c a  da  base .  

Se nós queremos e x c l u i r  a  i -ésima v a r i á v e l  b á s i c a  da  

b a s e ,  usando um passo do a lgor i tmo dual-simplex como exige  a  

D E F I N I Ç Ã O  3 .10,  en tão  deve e x i s t i r  A* E R t a l  que 
P 



S 
Pb* + Pfik.hk = O e, simultaneamente, deve existir um ele i - k=l 

mento negativo na i-ésima linha de P ~ .  

Assim, a região R tem um VIZINHO AO LONGO DA i-ESI- 
P 

MA FACE (i E I) se: 

i) 3 h *  E R tal que 
P 

(P> ii) 3 P a  < O ,  j & J 2  i j 

EXEMPLO 3.6 

No EXEMPLO 3.3, a região R1 tem um VIZINHO AO LONGO 

DA 3? FACE (3: linha do quadro dual-simplex: -2h1 + 2h2 = 31). 

EXEMPLO 3.7 

Daremos agora um exemplo completo mostrando como pas - 

sar de uma base Ótima para uma outra base Ótima vizinha. Mos- 

traremos, também como determinar todos os Ri que cobrem K, 

isto é ,  K = U R  . Determinaremos a função Zmax. i (A). Finali- 
i 

zando faremos o gráfico de todos os R que cobrem K e o gráfi- i 

co de Zmax (1) 

Seja o MLP-RHS 

MAX.Z = xl + 2x2 

SUJEITO A :  



Colocando o problema na forma padrão, temos: 

SUJEITO A 

Resolvendo o problema pelo algoritmo primal-simplex, 

temos : 





O A base B, de índice p o  = (j,j2,j3,j6) é Õtima. A 

região R é determinada por: 
0 

Como o sistema determina uma região não vazia, então 

pelo que foi exposto na PAG. 71 e observando o quadro (I), ve- 

mos que R. possui um vizinho R1 ao longo da 3: face(2h1+3h2 = 

= -3) e um vizinho R2 ao longo da 4: face (2hl - 2h2 = 1). 

DETERMINAÇAO DE R1 
-- 

Retirando x3(h) = 3 + 2hl + 3h2 da base (Quadro(1)) , 

colocando no seu lugar a variável x4, e aplicando o dual-sim- 

plex, vem: 



minada p o r :  

z(') (h) = 1 7  + 2 h l  + 7 h 2  

Observando o  quadro  ( I . l ) ,  vemos que R p o s s u i  o  v i -  l 

z inho R. ao  longo da  3: f a c e  (-2hl - 3h2 = 3) e  um v i z i n h o  R3 

a o  longo d a  4: f a c e  (-5h2 = 4 ) .  

DETERMINAÇAO DE R 2  

R e t i r a n d o  x (h) = -1 + 2h1 - 2 h 2  da  b a s e  (Quadro 
6 

( I ) ) ,  co locando no s e u  l u g a r  a  v a r i á v e l  x5, p o i s  

2 1 1 miniT, = - 3  , e a p l i c a n d o  o  d u a l - s i m p l e x ,  vem: 



A r e g i ã o  R2 ,  de  í n d i c e  p 2  = ( j l , j 2 , j 3 , j 5 ) ,  é d e t e r -  

minada p o r :  

z ( ~ )  (h) = 

Observando o  quadro  ( I . 2 ) ,  vemos que  R 2  tem um v i z i -  

nho R 4  ao longo da  2?  f a c e  (2h1 + A 2  = -14) , o  v i z i n h o  R 3  ao 

longo  da 3? f a c e  (8h1 + 7 h 2  = -8) e o  v i z i n h o  R ao longo da  
o 

4: f a c e  (-2hl + 2 h 2  = -1)  

R e t i r a n d o  x 6 ( h )  = -4 - 5h2 da  b a s e  (Quadro ( 1 . 1 ) )  ,c? 

2 3  3  
locando  no s e u  l u g a r  a  v a r i á v e l  x 5 ,  p o i s  min. If,4} = - 4  ' 

e  a p l i c a n d o  o  d u a l - s i m p l e x ,  vem: 



A região R3, de índice p3 = (j j j j ) ,  é deter- 1' 2' 4' 5 

minada por: 

Observando o quadro (I.3), vemos que R j  tem o vizi- 

a nho R4 ao longo da 2. face (h2 = 16), o vizinho R2 ao longo da 

3? face (-8hl - 7h2 = 8) e o vizinho R1 ao longo da 4: face 

Retirando ~ ~ ( h )  da base (Quadro (I.2)), colocando no 

seu lugar a variável x4, e aplicando o dual-simplex, vem: 



minada po r :  

Observando o quadro ( I . 4 ) ,  vemos que R4 tem o v i z i -  

a  nho R 2  ao  longo da  2 .  f a c e  (2hl + h 2  = -14) e  o v i z i n h o  R3 ao 

longo da 3? f a c e  (h2  = 1 6 ) .  

Como não há nenhum v i z i n h o  que não f o i  de terminado,  

temos K = RbU RIU R 2  V R 3  R4  , onde 



Temos, t a m b é m ,  que:  

z m a x  . ( h >  = 







TEORBMA 3.10 

Sejam R e R duas regiões distintas. 
P 9 

Rp Rq = fl OU 
R~ R9 = Fr (Rp) r\ Fr (Rq) 

ORSERVAÇAO : 

Fr. (R ) = Fronteira de R 
P P 

DEMONSTRAÇÃO 

Ver l l O 1 .  

OBSERVACÕES 

a) Por esse TEOREMA 3.10 garantimos que duas regiões distintas 

ou não têm interseção ou a interseção são pontos da fronteira. 

Isto é,  duas regiões distintas R e R admitem interseção so- 
P 9 

mente na fronteira, ou seja, não se SOBREPÕEM. 

2 Ilustrando, graficamente no R , podemos notar que 

duas regiões distintas R e R assumem uma das seguintes confi 
P 9 - 

A 
H 

gurações : 

B 

R e R admitem 
P 

interseção mas não 

são vizinhos 

R e Rq admitem 
P 

interseção e são 

vizinhos 



A s e g u i n t e  conf iguração nunca acontece  

R e  R nunca 
P 9  

s e  sobrepõem 

b) Vejamos gra f icamente  como s e r i a  a  determinação de d o i s  vér -  

t i c e s  v i z inhos  pa ra  um problema que admi t i s s e  so luções  m ú l t i -  

p l a s  (Degeneração dua l )  . 
S e j a  o  problema: 

. 
\ 

8 
\ 

8 
8 
\ 

REST . 5  
7% 

.j 

Vemos que C e D são  so luções  Ótimas. Deslocando, pa  

r a l e l amen te ,  a  REST.4 a t é  o  ponto de i n t e r s e ç ã o  das  RESTRIÇÓES 

3 e  5, temos: 



Observe que não alteramos nosso procedimento. Agora, 

o problema tem uma degeneração-prima1 e é possível passar da 

base ótima de C' para a base Ótima de D' através de um passo 

do algoritmo dual-simplex. Note que determinamos o vizinho D 

do vértice C (e vice-versa), exatamente, da mesma forma que 

fazemos para determinar vértices vizinhos de um problema que 

não tem soluções múltiplas. 

c) Não consideramos vizinhas duas regiões determinadas por ba- 

ses Ótimas dual-degeneradas, porque o nosso propósito é achar 

todas as regiões Ri que cobrem K e não se sobrepõe. 

Se há uma dual degeneraqáo em 'B, é possível passar 

de 'B para outra base 3~ através de um passo do algoritmo 
- 

primal-simplex, se aij > O. Mas, as regiões R1 e R3 

geradas por este algoritmo, se sobrepõe, pois B1 e Rg não es- 

tão em semi-espaços opostos ( é  fácil mostrar esse fato). 



Se t e n t á s s e m o s  a c h a r  t o d a s  a s  r e g i õ e s  v i á v e i s  e x i s -  

t e n t e s  e n c o n t r a r í a m o s  s é r i a s  d i f i c u l d a d e s  computac iona i s .  Por  

i s s o ,  também, determinamos a s  r e g i õ e s  que  cobrem K e  não s e  

s o b r e p õ e .  

Se  R3 é o b t i d o  d e  R1 a t r a v é s  d e  um p a s s o  do a l g o r i t -  

mo p r ima l - s implex  é f á c i l  v e r  que R1 e  R3 não o b r i g a t ó r i a m e n t e  

e s t ã o  em semi-espaços  o p o s t o s  d e  R' e ,  p o r t a n t o ,  podem s e  s o -  

b r e p o r .  

De f a t o :  

- s 1 

1 > o .  R e s t á  c o n t i d o  no semi-espaço  'b; + 1 f r k o A k  - 
k = l  

1 
Div id indo  p e l o  pivÔ a r k  > 0 ,  vem: 

- 
R 3  e s t á  c o n t i d o  no semi-espaço:  

- 
Logo, R e  R e s t ã o  c o n t i d o s  no mesmo semi-espaço  1 3 

1 > O e ,  p o r t a n t o ,  s e  s o b r e p õ e .  l b *  r + f r k . ~ k  - 
k = l  

Podemos o b s e r v a r  que R1 e  R g ,  a lém d e  e s t a r e m  c o n t i -  

dos  no mesmo semi -espaço ,  têm uma f r o n t e i r a  em comum que  é uma 

1 - 
> O .  P o r t a n t o ,  R1 e  R3 p a r t e  do h i p e r p l a n o  'br + 1 frk.Ak - 

k = l  

s e  SOBREPOE no s e n t i d o  que admitem i n t e r s e ç ã o  além d e s s a  f r o n -  

t e i r a  comum. 



TEOREMA 3.11 

Sejam Ro, RI, R 2 ,  ...., RK uma enumeração qualquer  das 

r e g i õ e s  ob t ida s  p e l o  método a  p a r t i r  de R o .  

1 

S e j a  Ri  = Ri - u f r . ( ~ . )  ; V i t f i &  { 0 , 1 ,  ..., K) 
j <  i I 

I I I I 

O s  conjuntos  R. , RI, R 2  , ..., R K ,  determinam umapar 

t i ç ã o  em K .  

DEMONSTRAÇAO 

Dizemos que os conjuntos  AI, A2, ...., A determinam n  

uma PARTIÇAO em A s e ,  somente s e ,  a s  t r ê s  condiçóes abaixo são  

v e r d a d e i r a s :  

i i )  ~~n A .  = O , + i ,  j  E 2 ,  ..., n f  
J 

i i i )  Ai = A 

i=l 

1 1 f 

Logo, p a r a  os conjuntos  R ,  R ,  . . . , Rk , temos: 

De f a t o :  s e  Ri r )  R .  # fl , consideramos a  f r o n t e i r a  
J 

I 

comum pe r t encen te  a Ri ou R .  e  como a s  r e g i õ e s  R e  R ,não s e  
J i j  

sobrepõe segue que R L ~  R '  = fl 
j  

k  I 

i i i )  u R i = K  

i=l 

Sejam A o &  R. e  h l &  K, X1 qua lquer .  



S e j a  r a r e t a  d e f i n i d a  pe los  pontos (ou v e t o r e s )  A o  e  

A l .  Como A i: A1 pertencem a  K e  K é convexo, en tão  qualquer 
C 

ponto h de - r , e n t r e  A o  e  ;i1 6 da forma X =-yt (Al - Ao) , 

T Max. Z = c x  

SUJEITO A 

Fazendo h = h 
O 

+ t (A1 - Ao) em ( I ) ,  temos: 

T MAX. Z= c x  

SUJEITO A 

Observemos agora  que a  ap l i cação  do método ind i cado ,  a  

p a r t i r  da base  Bo, ao problema ( P ' )  é equ iva l en t e  a  ap l i cação  

do método a  ( I )  com a  r e s t r i ç á o  de s ó  s e  considerarem bases  v i  - 

zinhas  aque las  t a i s  que além, de serem a c e s s í v e i s  uma a  o u t r a  

a t r a v é s  de um passo do dual-s implex,  possuírem um h E r t a l  que 

pa ra  e s s e  A a s  bases  e s t ã o  a s soc i adas  a  mesma so lução .  Assim, 

podemos d i z e r  que s e  uma base  é a c e s s i v e l  a  p a r t i r  de Bo, p e l a  

ap l i cação  do método a  ( P ' ) ,  e l a  s e r á  também a c e s s i v e l  a  p a r t i r  

de B s e  o  método f o r  ap l i cado  a  ( I ) .  
O 

Mas ( P ' )  é uma PPL com um só  parametro e  sabemos que , 

nesse  c a s o ,  o  método co inc ide  com a  forma c l á s s i c a  de reso lução  



(ver  34 ) que s e  sabe a t i n g i , r ,  a  p a , r t i r  de uma base  i n i c i a l  

qua lque r ,  todos '  os pontos da r e t a  pa ra  os  qua i s  o  problema t e  - 

nha so lução  f i n i t a ,  como é o  caso de t=l. 

Considerando, en t ão  a  base  B1, ót ima pa ra  t = l ,  o b t i d a  

pe lo  método ap l i cado  a  ( P ' ) ,  p a r t i n d o  de Bo, temos que l1 E R 1 .  

Como h l  é qualquer  em K, temos imediatamente que 
k k 

OBSERVAÇAO 

Observe o  g r a f i c o  das  r e g i ó e s  Ro, R1, R2, R3, R 4  (F IG .  
I I 1 I I 

3 .11) .  Note que os  conjuntos  Ro, RI, R2, R3, R4, como d e f i n i  - 

dos no enunciado do TEOREMA 3.11,  determinam uma p a r t i ç á o  em 



VEIS DA FUNÇÃO OBJETIVO - MLP-OFC -- 

3.3 .1 .  INTRODUCÃO 

O p r o c e s s o  d e s c r i t o  p a r a  o  MLP-RHS pode ,  com c e r t a s  

m o d i f i c a ç õ e s ,  também s e r  usado p a r a  o  MLP-OFC ( p a r a m e t r i z a ç ã o  

dos c u s t o s  ou c o e f i c i e n t e s  da  função o b j e t i v o ) .  P o r t a n t o , d e s  - 

creveremos e s s e  p r o c e s s o  resumidamente e  nos prenderemos mais 

de ta lhadamente  5s p a r t e s  d i f e r e n t e s  e  que consideramos de  mai- 

o r  i m p o r t â n c i a .  

3 .3 .2 .  NOTAÇÃO 

O problema d e  PARAMETRIZAÇÃO DOS CUSTOS OU COEFICIEN - 
a 

TES DA FUNÇAO OBJETIVO, chamado resumidamente d e  MLP-OFC, e :  

SUJEITO A 

(AX = b  

Onde, c ( v )  = c *  + Hv ; v  E R' é um v e t o r  (ou m a t r i z  

co luna)  e x p l i c i t a d o  p o r :  



A - - ( a i j )  é uma ma t r i z  de elementos r e a i s  
mxn 

H = (hik) é uma ma t r i z  de elementos r e a i s  nxs 

b E Rm e  C * E  R" s ão  v e t o r e s  (ou ma t r i ze s  coluna) de elemen- 

t o s  r e a i s  

1 
x = [x I + 7  - , xn) é a  v a r i á v e l .  

T T T T c ( v ) . ~  = C * ~ X  + v  . H  X ,  ent50,fazendo y = H x  e  
* 

z = c Tx o  problema ( 3 . 4 - 3 . 6 )  pode s e r  e s c r i t o  na forma equiva - 

l e n t e :  



T 
MAXIMO w = v y + z 

SUJEITO A 

z quaisquer 

Onde, z é uma variável real e y E R' é um vetor 

(ou matriz coluna) da forma: 

O problema (3.3.10-3.3.15) escrito numa forma mais 

explicitada ficaria: 

MÃXIMO w = vlyl + v2y2 + ... + V s ~ S  + z 

SUJEITO A 



Poderíamos,também, e s c r e v e r  o problema (3.3.10 - 

3.3.15) numa forma um pouco mais condensada da s e g u i n t e  manei- 

r a :  

MAXIMO w = vk.yk + z 
k = l  

SUJEITO A 

Como os  elementos de y e z s ã o  i l i m i t a d o s  ( v a r i á v e i s  

l i v r e s )  e l e s  sempre permanecerão na ba se .  P o r t a n t o ,  t oda  ba- 

s e  pode s e r  i n t e i r a m e n t e  c a r a c t e r i z a d a  p e l o s  í n d i c e s  das  v a r i á  - 

v e i s  b á s i c a s  x (VER OBSERVAÇÃO NO FINAL DESSA SEÇÃO). 
j  

Da mesma forma que notamos p a r a  o MLP-RHS,p=(jl , j2,  

. . . , jm) s e r á  o í n d i c e  da ba se .  

O quadro-s implex,  cor responden te  a ba se  'B ,pode s e r  

e s c r i t o  na s e g u i n t e  forma: 
- 

De (3 .3 .11 ) ,  temos que Ax = b * M u l t i p l i c a n d o ,  a e squer  

d a ,  p e l a  i n v e r s a  da b a s e ,  obtemos: 

Fazendo 'A = 'B-I A e 'b = 'B-I b , temos que 



- 
Mul t i p l i c ando  a  equação (3 .3 .16 ) ,  a  e squerda ,  Por 

T T H ( p a r t e  de H que cor responde  a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s  em 'B) e  B 

somando com a  equação (3 .3 .12 ) ,  obtemos: 

T Fazendo: 'HT = H;.'A - H e  = , temos 
9  

Mul t i p l i c ando  a  equação (3 .3 .16 ) ,  à e sque rda ,  Por 

*T c*T ( p a r f e  de c que cor responde  a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s  em 'B) B 
e  somando com a  equação (3 .3 .13 ) ,  obtemos: 

Logo, o  s i s t e m a  (3 .3 .11  - 3.3.13) t ransformado de  

PB é :  

P y + P H ~ X  = q  (3.3.17) 

( P )  
(3.3.18) 

Deduzimos a s  r e l a ç õ e s  (3 .3 .16 ) ,  (3.3.17) e  (3 .3 .18)  

porque s ã o  fundamenta is  p a r a  os  c o n c e i t o s  que s e r ã o  v i s t o s  na 

próxima seção  . 



OBSERVACAO 

Vamos j u s t i f i c a r  por  que a s  v a r i á v e i s  yi e  z perma - 

necem sempre na ba se .  

S e j a  I o  con jun to  das  VB p a r a  uma dada so lução  b á s i -  

c a  v i á v e l  k .  Suponhamos que a  VNB xS s e j a  a  nova VB. O c r i  - 

bk k  
i t é r i o  de s a í d a  da ba se  do s implex f a z  xS = min(--) = 

b r  

k  a  k  
a i s  r s  

X = r é o  maior v a l o r  que x pode assumir  p a r a  que 
S k s 

ars 

x .  s e  a n u l e , o u  s e j a ,  pa s se  a  s e r  VNB.  Como no s implex x .  > 0 ,  r k  l -  b .  
1 en t ã o  xs não pode assumir  um v a l o r  maior que min.(-), p o i s  

i ~ 1  a  i s  

s e  i s s o  acon t ece s se  t e r i amos  xr < O o  que c o n t r a r i a r i a  a s  con - 

d i ções  de não n e g a t i v i d a d e  das v a r i á v e i s .  

No e n t a n t o ,  como y  e  z s ão  v a r i á v e i s  l i v r e s ,  en t ão  i 

e l a s  podem assumir  v a l o r e s  n e g a t i v o s .  P o r t a n t o ,  x  não tem li 
S - 

m i t e  s u p e r i o r  determinado p e l a s  v a r i á v e i s  l i v r e s  Y i  e  z  mas 

s i m  p e l a s  v a r i á v e i s  x que não podem assumir  v a l o r e s  n e g a t i v o s .  
j 

Logo, na e sco lha  da v a r i á v e l  que v a i  s a i r  da ba se  não nos p reo  - 

cupamos com Y i  e  z  por  que e l a s  podem assumir  qua i sque r  va - 

l o r e s  r e a i s .  A s s i m  sendo ,  escolhemos a  v a r i á v e l  x i ( i  E I )  que 

s e  a nu l a  p r ime i ro  quando x aumenta de v a l o r  g a r a n t i n d o ,  de s sa  s 

forma,  a  compa t i b i l i dade  do s i s t e m a .  P o r t a n t o ,  a s  v a r i á v e i s  

Y i e  z permanecem sempre na ba se .  

3 .3 .3 .  TEOREMAS B ~ S I C O S  - E DEFINIÇOES 

O con jun to  v i á v e l  do problema (3.3.10-3.3.15) não de - 



pende de v ,  p o i s  o  mesmo apa rece  somente na função o b j e t i v o .  

o  o  Fazendo v  = v , nós podemos o b t e r  P c ( v  ) ,  em r e l a ç ã o  

a  ba se  P ~ ,  a t r a v é s  de uma combinação l i n e a r  das  equações 

(3.3.17) e  (3 .3 .18) .  

I s t o  é: 
o 

De ( 3 . 3 . 1 0 ) ,  temos p a r a  v  = v , w = voTy + Z .  

Fazendo y  = Pq  - 'HTx (3.3.17) e  z = z  ( P )  JC*Tx 

P T ( 3 . 3 . 18 ) ,  obtemos 'w = voTcpq - H x) + (z  ( P ) - P ~ * ~ ~ )  + 

oT P Pw = - ( v O ~ . P H ~  + P C * ~ ) ~  + v . q + z ( P >  + 

T 0T Pq  + z 'w = -('H.vO + 'C*) x + v . C P )  (3.3.19) 

A so lução  do p r imal  não depende d e  v.  En tão ,  p a r a  

manter  a  base  P~ ó t ima (pr imal  e  d u a l  v i á v e l )  devemos manter 

a  v i a b i l i d a d e  do d u a l .  Por ( 3 . 3 . 1 9 ) ,  vemos que a  condição de 

v i a b i l i d a d e  do d u a l  imp l i ca  em: 

A condição (3.3.20) determina  uma ún i ca  r e g i ã o  

R CR' t a l  que Vv E R a  ba se  'B é ót ima (pr imal  e  dua l  
P P 

v i á v e l ) .  A ba se  P ~ ,  p o r t a n t o ,  é ót ima p a r a  o  problema MLP-OFC 

s e ,  e  somente s e ,  
R p  # 

OBSERVAÇÃO 

A d e f i n i ç ã o  de VETOR-PARAMETRO VIAVEL, p a r a  o  MLP-OFC, 

é aná loga  a  que f o i  dada na DEFINIÇÃO 3.2 (PAG.37), pa r a  o  MLP- 

RHS . 



A d e f i n i ç ã o  d e  BASE ÓTIW é s i m i l a r  a  DEFINIÇAO 3 .3  

A r e g i ã o  K é o  c o n j u n t o  de todos  o s  ve tores-parâme-  

t r o  v i á v e i s .  Assim, K = R i .  Ou s e j a ,  K é a  u n i ã o  de todos  
1. 

o s  R que cobrem K e  não s e  sobrepõe .  
P R P  ' 

como j á  vimos a n t e -  

r i o r m e n t e ,  é d e f i n i d o  p e l a  b a s e  ó t ima  'B. 

EXEMPLO 3.8 

S e j a  o  problema MLP-OFC 

SUJEITO A 

I n t r o d u z i n d o  a s  v a r i á v e i s  de  f o l g a  e  colocando o  p r o  - 

blema na forma ( 3 . 4 - 3 . 6 ) ,  temos: 

WXIMO w = (7x1 x Z )  + [ ( v ~ + z v ~ ) x ~  + ( ~ v ~ + v ~ ) x ~ ]  

SUJEITO A 



*T z = c .x = 7x + x2 , colocamos o problema na forma (3.3.10- 
1 

T 
Fazendo y = H .x = 

SUJEITO A 

x + 3x2 1 

-X1 + X + X  2 3 = 1 

2x1 + 3x2 + = 6 

Y1- X1 - 3x2 = o 

2X1 - X2 = o 
Y2- 

z- 7x1 - X2 = o 

x. > O ( j  E , 2 , 3 , 4 )  ; y1,y2,z quaisquer 
J - 

Resolvendo pelo primal-simplex, temos: 

2x1 + X2 



Para obtermos uma base inicial basta fazermos 

A solução do Quadro 1 1 . 0  é primal-viável. Logo, es- 

sa solução será Ótima, ou seja dual-viável, se, e somente se, 

Esse sistema determina a região Ro, onde 'o=(j3,j4), 
O 

pois a base ótima B é inteiramente caracterizada pelos índi- 

ces das variáveis básicas xj (x3 e x4 nesse caso). Note que 

as variáveis yl, y2 e z sempre permanecerão na base, pois 

independem de v e não são limitadas (podem variar de -a a +a) 



a O g r á f i c o  de R. no p lano  d e f i n i d o  po r  vl e  v 2  e :  

TEOREMA 3.12 

O problema MLP-OFC tem uma so lução  Ótima p a r a  cada 

v  E RS  OU não tem so lução  v i á v e l  (supondo que o  con jun to  das  

so luções  v i á v e i s  não s e j a  i l i m i t a d o ) .  

DEMONSTRAÇÃO 
O A demonstração é i m e d i a t a ,  p o i s  s e  v  E R S  t a l  que 

o  MLP-OFC p o s s u i  so lução  Ótima, en tão  e l e  p o s s u i  so lução  Ótima 

Vv E R', v i s t o  que a  v i a b i l i d a d e  não depende de  v ,  ou s e j a  o  

con jun to  das  so luções  v i á v e i s  independe de v .  Assim, ou o  con - 

j un to  das  so luções  v i á v e i s  é vaz io  ou a  função o b j e t i v o ,  em 



função  de  v ,  p o s s u i  máximo, 4% E R' , p o i s  t o d a  função ( r e a l  e  

c o n t i n u a )  d e f i n i d a  num c o n j u n t o  fechado e  l i m i t a d o  p o s s u i  um 

máximo n e s s e  c o n j u n t o .  

OBSERVAÇÃO 

Se o  c o n j u n t o  das  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  f o r  i l i m i t a d o ,  en  

t ã o  3 v *  E R S  t a l  que o  MLP-OFC não tem s o l u ç ã o  ó t ima f i n i t a .  

Nesse c a s o  v*  g! K ,  p o i s  v* é v e t o r - p a r â m e t r o  v i á v e l  s e ,  e  s o -  

mente s e ,  o  problema MLP-OFC p o s s u i  s o l u ç ã o  Ótima f i n i t a  p a r a  

v * .  

Por o u t r o  l a d o ,  também 3 v '  E RS  t a l  que O MLP-OFC 

p o s s u i  s o l u ç ã o  Ótima f i n i t a  em r e l a ç ã o  a  e s s e  v ' .  Nesse c a s o ,  

v '  E K .  O TEOREMA a n t e r i o r  somente é v á l i d o  p a r a  um MLP-OFC 

que t e n h a  o  c o n j u n t o  das  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  l i m i t a d o .  

TEOREMA 3.13 

A r e g i ã o  R d e f i n i d a  por  'HV 5 'c* é um POLITOPO 
P 

CONVEXO em R ~ .  

DEMONSTRAÇAO 

Podemos demons t ra r  de  acordo com a  OBSERVAÇÃO da  

PAG. 4 4  . 
R é d e f i n i d o  p e l a  i n t e r s e ç ã o  f i n i t a  d e  semi-espa-  

P 

ç o s  f echados  da  forma 'c.  + 'hij . v  > O .  Logo, p e l a  DEFINIÇAO 
I 

3 . 6 ,  R é um POLITOPO. P a r a  demons t ra r  que R é convexo de-  
P P 

monstraremos p r ime i ramente  a  s e g u i n t e  p r o p o s i ç ã o :  

"Se T é a  i n t e r s e ç á o  de  c o n j u n t o s  convexos T 1 , T 2 , . . ,  

T k ,  . . . , c o n t i d o s  em R', e n t ã o  T é convexo". 

1 2  1 2 I s t o  é v e r d a d e ,  p o i s  s e  x , x E T ,  x  e  x p e r t e n -  

c e  a cada  um dos c o n j u n t o s  T i  ( i  = 1 , 2 ,  ..., k ,  ...). S e j a  



1 2  1 O - < a - < 1. s e  x , x E T~ (# & { 1 , 2  ,... I ) ,  [ax + ( I -  ) x 2 ] E ~  i' 
1 2 p o i s  T i  é convexo. Logo [ax + (1  -a) x 1 E T .  

Como um p o l i t o p o  é formado p e l a  i n t e r s e ç ã o  de semi-es - 

paços fechados ,  e e s s e s  são convexos, en t ão  um POLITOPO éumcon - 

jun to  CONVEXO. 

TEOREMA 3.14 

A r e g i ã o  K é um POLITOPO CONVEXO em R'. 

DEMONSTRAÇÃO 

S e j a  M= 1 x/Ax=b, x - > O )  o conjunto  das  so luções  vi ;  - - 

v e i s  do problema (3 .4-3 ,6) .  

- 
Sejam P = C0 ( xi/xi  é ponto extremo de M ]  o fecho 

convexo do con jun to  dos pontos extremos de M e 

Q = ( r / A . r  = O, r - - > O )  um cone p o l i é d r i c o .  

Sabemos da t e o r i a  sob re  cones que M pode s e r  e s c r i t o  

como M = P + Q .  

Vamos mos t ra r  que 

* 1 

S e j a  c ( v ) #  K + 3r E Q t a l  que c (v )  .r  > O .  

c (V) ( X  + Ar) = c (v) .x+ h ( c  (v) . r )  

(x + Ar) t. M ; %> O .  Fazendo h + m, temos que 
A * * 

( c ( v ) .  x + A ( C ( V )  . r )  + L O ~ O ,  c ( v ) ~  K 4 K - C K :  

Por o u t r o  l a d o ,  s e j a  C ( V ) E  K , en tão  v X E M ,  x = u + r (u E P ,  

r & Q > *  

c(v). X= c(v). u + C(V) r CC(V).  u<max c(v). u ( f i n i t o )  -GJ- 
< O - UEP 



A A A A - I 
Como P é compacto, en t ão  c (v )  E K - + K ' C K .  - Logo K = K . 

Como Q é um cone p o l i é d r i c o , e n t ã o  pe lo  LEMA DE MINKOWSKI (ver  

Por o u t r o  l a d o ,  temos: 

m (Q) m (Q) 
c(v). r = c ( v )  L h . .  ri = C Ai ( ~ ( v ) .  ri) - < O 

1 i=l i=l 

Então,  temos: 

* * 
(C + Hv) r .<  O + Hv. r i  - C . r 

1- i 

é um POLITOPO + K é CONVEXO. 

DEFINIÇAO 3.14 

2 S e j a  'B e  B duas bases  ót imas de í n d i c e s  p l  e  p2,res- 

péct ivamente .  Essas duas bases  são chamadas de VIZINHAS s e ,  é 

somente s e :  
* 2 i )  ]v E K t a l  que 'B e  B s5o ambas bases  ótimas em re l agáo  a  

ii) E p o s s i v e l  p a s s a r  de 'B p a r a  'B ( e  v i ce -ve r sa )  a t ~ a v é s  de um 

passo do a lgor i tmo PRIMAL-SIMPLEX. 



INTERPRETAÇÃO GEOMETRICA DO CONCEITO DE BASES VIZINHAS - - 

S e j a  o  MLP-OFC represen tado  gra f icamente  po r :  

\ e REST. 2 
\ 

A 

FIG.3.16 REST .1 

*\ REST. 4 

A função o b j e t i v o  é da forma MAX.w = vlxl + v2x2 .  

S e j a  v* = E K t a l  que w = v;xl + v*x s e j a  p a r a l e l a  2 2 

2 RESTRIÇÃO 5.  

Pelo  g r á f i c o  vemos que o  problema admite uma i n f i n i -  

dade de so luções  Ótimas que são todas  a s  combinações l i n e a r e s  

convexas dos v é r t i c e s  C e  D .  

1 Suponhamos que B s e j a  a  base  Ótima r e l a t i v a  ao v é r  - 

t i c e  C e  L~ a  base  ót ima r e l a t i v a  ao v é r t i c e  D .  Sejam x j  e X 4  

a s  v a r i á v e i s  de f o l g a  r e l a t i v a s  a s  r e s t r i ç õ e s  3 e  4 ,  r e s p e c t i -  

vament e .  

Suponhamos que t rocando a  VB xg p e l a  VNB x 4 ,  no qua- 

d ro  s implex ,  passamos da base  Ótima 'B p a r a  a  base  Ótima 2 ~ .  



Analogamente ao  que f o i  mostrado p a r a  o  MLP-RHS, so -  

mente podemos e f e t u a r  a  t r o c a  da v a r i á v e l  x 3  p e l a  v a r i á v e l  x  
4 

s e  o  pivÔ A34 f o r  p o s i t i v o ,  p o i s  s e  o  pivÔ A34 f o r  nega t i vo  

tornaremos o  primad i ncompa t íve l ,  a p e s a r  de termos c =c = O ,  
3  4 

1 2 e  n e s s e  caso  a s  ba se s  B e  B não s e r i am  ambas ba se s  Ótimas 

(p r imal  e  dua l  v i á v e l )  o  que c o n t r a r i a  a  DEFINIÇÃO 3.3 de ba- 

s e  Ótima. Para  v e r i f i c a r  e s s e  f a t o  b a s t a  n o t a r  que ,  na opèra-  

ção de  p ivoteamento ,  a  l i n h a  do pivÔ s e r á  d i v i d i d a  p e l o  pivÔ e  

s e  e s s e  f o r  n e g a t i v o ,  en t ão  a  VB cor responden te  a  e s s a  l i n h a  

f i c a r á  n e g a t i v a  o  que i m p l i c a r i a  em não v i a b i l i d a d e  p a r a  o  p r i  - 

mal. 

Por o u t r o  l a d o ,  p e l a  D E F I N L Ç Ã O  3 .14,  p a r a  que hajam 

BASES VIZINHAS, deve e x i s t i r  v*  E K t a l  que ambas a s  ba se s  'B 

e 'B sejam Ótimas p a r a  e s s e  v a l o r  de v * ,  e  s e j a  p o s s í v e l  pas-  

s a r  de  'B p a r a  'B ( e  v i c e - v e r s a )  por  um passo  do a lgo r i tmo  PRI - 

MAL-SIMPLEX. Mas, a t r i b u i r  v a l o r e s  a  v  s i g n i f i c a  f a z e r  uma r o  

t a ç ã o  da função o b j e t i v o .  Logo, geométricamente,  a  DEFINIÇÃO 

3.14 f a z  com que consideremos uma função o b j e t i v o  p a r a l e l a  a  

uma da s  r e s t r i ç õ e s .  Ana l í t i c amen te ,  e s s e  f a t o  cor responde  a  

determinarmos v* E K t a l  que provoque uma DEGENERAÇÃO PARA O 

DUAL (que 6 o  mesmo que SOLUÇÕES MÚLTIPLAS PARA O PRIMAL). Por 

o u t r o  l a d o ,  s e  o  problema tem uma DEGENERAÇAO-DUAL, en t ão  o  

PRIMAL admite  SOLUÇÕES MÚLTIPLAS.  E n e s s e  c a s o ,  sabemos da t e  - 

o r i a  do s imp lex ,  o  i n d i c a d o r  de que há so luções  m ú l t i p l a s  p a r a  

o  p r ima l  é o  f a t o  de  e x i s t i r  no quadro Ótimo do p r imal - s implex ,  

uma VNB c u j o  c o e f i c i e n t e  na função o b j e t i v o  é ZERO. Para  ob- 

termos o  VERTICE VIZINHO int roduzimos e s s a  VNB na ba se  e  a p l i -  

camos o  PRIMAL-SIMPLEX. A VB que s a i u  da ba se  também t e r á  o  



c o e f i c i e n t e  ZERO na função  o b j e t i v o ,  p o i s .  é p o s s í v e l  p a s s a r  d e  

um v é r t i c e  p a r a  o u t r o  ( e  v i c e - v e r s a )  a t r a v é s  de uK passo  do 

a l g o r i t m o  PRIMAL-SIMPLEX. 

Vamos a g o r a  d a r  um exemplo numérico onde i l u s t r a r e -  

mos como p a s s a r  de  uma b a s e  Õtima p a r a  uma o u t r a  b a s e  Ótima v i  

z i n h a  . 

EXEMPLO 3.9 

S e j a  o  problema MLP-OFC dado no EXEMPLO 3.8 . 
Resolvendo o  problema p e l o  a l g o r i t m o  p r i m a l - s i m p l e x ,  

O 
determinamos o  QUADRO (11. O) . A b a s e  B ,  onde p o = ( j  3 ,  j  4 )  , 

de te rminada  p o r  e s s e  q u a d r o ,  g e r a  a  r e g i ã o  R. de terminada  p o r :  

Como e x i s t e  v*  E K t a l  que -v: - v * - 7 = 0  2 e  

- 3vl - v 2  -1 - > O , f azendo  xl e n t r a r  na  b a s e  no l u g a r  de  X 4  ' 

p o i s  > O e  apl icando o  p r i m a l - s i m p l e x ,  obtemos: 



1 A base Õtima B, de indice p l  = ( j  , j  ) ,  é vizinha 
o 

1 3  

de B. A região R1 6 determinada p o r :  

Fazendo o gráfico de R. e R1, temos: 



Observe, analogamente ao MLP-RHS, que a s  r eg iões  R. 

e  R1 têm uma f r o n t e i r a  em comum e  e s t ã o  em semi-espaços opos- 

2 t o s  do R . 

a)  Podemos resumir  de maneira mais formal o  conce i to  de BASES 

VIZINHAS da s e g u i n t e  forma: 

Suponha que 3 v *  E K s a t i s f a z e n d o  a  DEFINIÇÃO 3.14 . 
Então,  fazendo v  = v* teremos,  r e l a t i v a m e n t e  a  base  Ótima 'B: 

Se 3 v *  s a t i s f a z e n d o  a  DEFINIÇÃO 3.14,  en tão  

1 
(I)  t a l  que 'cj (v*) = 'c* + h j k . v i  = O .  3 j  E J 2  

J k = l  

Se e x i s t i r  'a > O , pa ra  i E I ,  en tão  é p o s s í v e l  i j  

p a s s a r  de 'B pa ra  uma o u t r a  base  Ótima 'B ( e  v ice -versa )  a t r a -  

vés  de um passo do a lgor i tmo PRIMAL-SIMPLEX. 

Suponha, e n t ã o ,  que introduzimos a VNB x  na base  no 
j  

l u g a r  da VB x i .  Aplicando o  a lgor i tmo primal-simplex e  e f e t u -  



ando o pivoteamento, anularemos o coeficiente da nova VB na 

2 
função objetivo, isto é,  teremos c; (v) = 0. 

J 

1 .  Por outro la,do, como c; (v*) = O teremos w(~) (v*) = 
J 

w(') (v*), pois a nova VB x nenhuma modificação trará no valor 
j 

da função objetivo (evidentemente, isso é válido para v = v*). 

TEOREMA 3.15 

A função Wmax (v ) ,  definida sobre K, é uma função 

CONVEXA E CONTINUA. 

DEMONSTRAÇÃO 

A demonstração de que Wmax (v) é CONTfNuA é igual a 

demonstração do TEOREMA 3.8, feita para o MLP-RHS. 

Resta provar que Wmax (v) é CONVEXA. Isto é, temos 

que provar que Wmax 1 2 
[(l-a)~ + av ] < (1-a)Wmax 

1 
- (v + aWmax (v2) , 

1 
Sejam x1 solução Ótima do MLP-OFC para v = v E K ,  

2 x solução ótima para v = v2 E K e x* solugão ótima para 

v = v*. 

Seja v* = avl + (1-a)v2 , para O < a - < 1. E claro 

que v* E K, pois K é convexo. 

W T T 
(V*) = C (v*)x* = (C* + Hv*) x* = max 

x* = (c* + &v1 + Hv2 - ~ H V ~ ~ ~  x* = = [c* + ~(av' + (1-a)v ] 

2 2 
= (c* + aHvl + Hv - aHv + ac* - ac*lT x* = 

1 2 
= [(ac* + ~ H v  ) + (C* + HV - a=* - ~ H V ~ ) ] ~  X* = 



Por o u t r o  l a d o ,  temos: 

W 1 T 1 
max (V ) = cT(vl)xl - > c (v ) X *  

W 2 T 2 
max (V ) = c T ( v 2 ) x 2  - > c  (V  ) X *  

Logo : 

T 1 T 2 
'max (V*)  = ac  (v )x* + (1 -a )c  (v  ) x* c - 

T 2 2 -  acT(v"xl + ( I - a ) c  (v )x - - 

- 1 
- aWmax (V 1 + ( 1 - a ) ~ ~ ~ ~  (v2)  + 

W 2 
max [avl + (1-cr)v ] - < awmax (v1) + 

+ (l-dWmax (v2)  + W max (v) é CONVEXA. 

TEOREMA 3.16 

Duas r e g i õ e s  v i z i n h a s  RI  e  R 2  e s t ã o  em semi- 

opostos  de R'. 

DEMONSTRACAO 

espaço 

1 ? 
L Sejam B e 'B a s  bases  ót imas v i z inhas  r e l a t i v a s  a s  

r e g i õ e s  v i z i n h a s  R1 e  R 2 ,  r e spec t ivamente .  

A s  r eg iões  R1 e  R2,  de acordo com a  r e l a ç ã o  3 .3 .20,  

1 - 
são  d e f i n i d a s ,  respec t ivamente ,  por 'c* + H.v > O - - e  

2 'c* + H.v > Õ. P o r t a n t o ,  os  c o e f i c i e n t e s  da função o b j e t i v o ,  - 
correspondentes  a base ótima 'B, s ão  da forma ' c . .  (v) ='c* + 

J j 

Logo, R e s t ã  con t ido  no semi-espaço fechado 1 



Como é possível passar de 'B para 'B através de um 

passo do algoritmo primal-simplex,então jv* E: K tal que 

Introduzindo a VNB xr, cujo coeficiente na função ob - 

1 1 jetivo é cr(v), suponha que o elemento pivÔ seja .air. Pelo 

algoritmo primal-simplax, evidentemente, a tem que ser posi ir - 

tivo. A VNB xr entra, portanto, no lugar da VB xi para gerar 

a base ótima 'B. 

Aplicando o primal-simplex, no quadro relativo a 'B, 

1 
.cr (v) 

subtraimos a linha do pivÔ multiplicada por da linha 
1a 
ir 

referente a função objetivo para anular o coeficiente de x na r 

função objetivo. 

Logo, temos: 

'C- (V) é O coeficiente da variável xi, que passou a 
1 

2 (2) ser VNB, no quadro relativo a base Õtima B, portanto i E JZ 

Assim, temos que a região R 2  está contida no semi-es - 
1 
i 
cr (v) 

paqo fechado 'ci (V) = - - > O -f 



Como R1 e s t á  con t ido  no semi-espaço fechado 

IC* + 1 > O e  R 2  e s t á  con t ido  em 
r k = l  1 h r k * v k -  

1 < O , en tão  R1 C *  1 hrk.vk - e  R Z  e s t ã o  em semi-espaços 
r k = l  

opostos  de R ~ .  

OBSERVAÇÃO 

Note na FIG.3.17, do EXEMPLO 3 .9 ,  que a s  r eg iões  v i -  

z inhas  R. e  R1 e s t ã o ,  respec t ivamente ,  c o n t i d a s  nos semi-espa- 

< - 7  e  v1 + 2v2 2 - 7 .  Separadas ,  por-  cos opostos  v1 + 2v2 - 

t a n t o ,  p e l a  f r o n t e i r a  comum vl + 2v2 = - 7 .  

DEFINICAO 3.15 

Considere que a  numeração das  v a r i á v e i s  não b á s i c a s  

em P=(v )  = ' c *  + 'H,, r e l a t i v a  ao í n d i c e  p, é a  mesma que a  

numeração das  co lunas  no quadro simplex.  0 s  elementos da j - é  - 

sima l i n h a  de 'H são os  c o e f i c i e n t e s  das  v a r i á v e i s  v  da  equa 
k - 

S 

ção do h iperp lano  'c? + 'hj k .vk = O o  que r e p r e s e n t a  a  
J k = l  

j-ésima f a c e  de R . 
P 

A r eg i ão  R , d e f i n i d a  por  3 .3 .20,  tem um VIZINHO AO 
P 

LONGO DA J-ESIMA FACE, j  E J ~ P ) ,  s e  6 p o s s í v e l  p a s s a r  pa ra  e s -  

s e  v i z inho  in t roduz indo  a  j-ésima v a r i á v e l  não b á s i c a  na base .  

I s t o  é,  s e  queremos i n t r o d u z i r  a  j-ésima v a r i á v e l  

não b á s i c a  na b a s e ,  usando um passo do a lgor i tmo primal-sim- 

p l ex  como ex ige  a  DEFINIÇÃO 3 '14 ,  en tão  a s  s e g u i n t e s  condições 



devem ser satisfeitas: 

i) 3 v* E R tal que P c .  (v*) = O 
P I 

OBSERVAÇAO - 

A j-ésima face corresponde a j-ésima VNB, na ordem 

em que aparecem no quadro-simplex, da esquerda para a direita. 

EXEMPLO 3.10 

No EXEMPLO 3.9 a região R. tem o vizinho R1 ao lon- 

go de sua l? face (vl + 2v2 = - 7 ) ,  pois RI é obtido introduzin - 

do-se a VNB xl na base. 

OBSERVAÇAO 

Os TEOREMAS 3.10 e 3.11 permanecem válidos para o 

MLP-OFC. Para demonstrarmos o TEOREMA 3.10, para o MLP-OFC, 

basta ler DEGENERAÇÃO-DUAL onde está escrito DEGENERAÇAO-PRIMAL 

(e vice-versa), algoritmo PRIMAL-SIMPLEX onde está escrito DU- 

AL-SIMPLEX (e vice-versa), na demonstração feita para MLP-RHS 

(PAGS. 9 0  e 91 ) A demonstração do TEOREMA 3.11 permane- 

ce exatamente a mesma para o MLP-OFC. 

EXEMPLO 3.11 

Daremos agora um exemplo completo mostrando como 

achar todas as regiões Ri que cobrem K e não se sobrepõe. Mos - 

traremos também como determinar Wmax (v) . Finalizando faremos 

2 o gráfico das regiões Ri no espaço R' = R . 
Seja o problema MLP-OFC, dado no EXEMPLO 3.8 



SUJEITO A 

Colocando o problema na forma (3.3.10-3.3.15), como 

foi visto anteriormente no EXEMPLO 3.3.8, temos: 

SUJEITO A 

Resolvendo o problema pelo primal-simplex, como foi 

feito no EXEMPLO 3.3.8, obtemos o QUADRO (11.0) que nos dá a 

região inicial R,. 



Abase B, de índice po = (j3,j4) 6 Ótima. A r e -  

gião R, é determinada por: 

Observando o quadro Ótimo ( 1 1  O) , vemos que R o pos- 

sui um vizinho R1 ao longo da sua 1: face (l? VNB) (v1+2v2= -7) 

(obtemos R1 introduzindo xl na base no lugar de x4, pois 

o 
A41 = 2 > O) e um vizinho R2 ao longo da sua 2: fase (2: VNB) 

DETERMINAÇAO DE R1 
-- 

Introduzindo xl na base (Quadro (11. O)) , no lugar da 

variável x4, e aplicando o primal-simplex, vem: 



por: 

A região R1, de índice p1 = ( j l  , j é determinada 

Observando o quadro 11.1, vemos que R possui o vi- 1 
a zinho R ao longo da sua 2. face (vl + 2v2 = - 7) e um vizinho 

O 

R3 ao longo da sua 1: face (3vl - 4v2 = 19) 

Introduzindo x2 na base no lugar de x3 (Q~adro(II.0))~ 

1 pois min.{- , 6 -1 = 1 , e aplicando o primal-simplex, vem: 
1 3 



A região R2, de índice p2 = (j2,j4), é determinada 

por: 

Observando o quadro (II.2), vemos que R2 possui o vi - 

zinho R, ao longo da sua 2?  face (3vl + v2 = -1) e O vizinho 

R3 ao longo da sua l? face (4vl + 3v2 = -8). 

Introduzindo x2 na base no lugar de x3 (Quadro(I1 .I)), 

2 pois min.{4.- 
2 8 

5 , 3.-) = - 3 5 , e aplicando o primal-simplex, 



vem: 

A r e g i ã o  R3, d e  í n d i c e  p 3  = ( j l , j 2 ) ,  é de te rminada  

p o r :  

1 w ( ~ )  (v) = -(27vl 5 + 14v2  + 29) 

Observando o quadro  ( I I . 3 ) ,  vemos que R p o s s u i  o  v i  3  - 

z inho  R1 ao  longo da  s u a  l? f a c e  (3vl - 4v2 = 1 9 ) e  o v i z i n h o  

a  R 2  ao  longo  da  s u a  2 .  f a c e  (4vl + 3v2 = - 8 ) .  



Como não h á  nenhum v i z i n h o  que  não f o i  de te rminado ,  

temos K = R R ~ U  R 2  u~~ , onde:  
O 

Temos, também que :  

Se v E R. 

+ 6 v 2  + 2 1  S e  v E R1 

+ v 2  + 1 Se  v E R 2  
W max (v> = 

( 2 7 v l  + 1 4 v 2  + 2 9 )  Se v E R 3  
5 

A s e g u i r  faremos o g r á f i c o  d a s  r e g i õ e s  R o ,  R1, R i ,  

2  R 3  no espago R' = R . 



F I C .  3 .18  



ILUSTRAÇÃO 

Como vimos anteriormente, se v E Ri, então o proble- 

ma tem o vértice Vi como solução Ótima, ou seja, a função obje 

tivo w(v) atinge o máximo no vértice Vi. 

Vamos tomar um ponto qualquer v = (v1 ,v2) pertencen- 

te a cada uma das regiões Ro, RI, R 2  e R3 , do EXEMPLO 3.11, 

para ilustrar essa situação. Tomaremos também um ponto 

v E RI() R3 para ilustrar, que nesse caso, o problema admite 

soluções múltiplas. 

Observando a FIG.3.18, vemos que podemos considerar 

OS seguintes pontos e as respectivas funções ob j etivos : 





OBSERVAÇÕES 

a) O gráfico do conjunto das soluções viáveis do problema dado 

no EXEMPLO 3.11 é:  

Resumindo, o que fizemos foi determinar o conjunto 

i T i de todos os v E Ri tal que O MÃxIMO w = C (V )x ocorre no 

i i vértice A. Isto é,  determinamos o conjunto de todos os v E R' 
i para os quais o vértice A é Ótimo. Assim, no nosso EXEMPLO, 

ocorre no vértice 'A = (3 ,O) . 

v i  E Ri(i = 0,1,2,3) + MÃX.w = 

i ocorre no vértice A. 

Por exemplo, v' = 
o 

8 

b) Note que o vetor v* = 

+ (1 + 3 . 0  + 8)x2 = 23x1 + 9x2 

Logo, qualquer vértice do conjunto das soluções viáveis é Óti- 

1 

-4 
pertence a todas as regiões. 



mo pa ra  o  problema. 

De f a t o :  MÃx w = Oxl + Ox2. Então,  qualquer  ponto 

do conjunto  v i á v e l  fo rnece  o  mesmo v a l o r  p a r a  a  função o b j e t i -  

c )  Se v* pe r t ence  a  f r o n t e i r a  de duas ou mais r eg iões  R en- 
i ' 

T 
t ã o  a  função o b j e t i v o  W = c (v*)x é p a r a l e l a  ao h iperp lano  

d e f i n i d o  pe los  v é r t i c e s  'A. Nesse c a s o ,  o  MLP-OFC tem so lu -  

ções mGl t ip las  e  nos permi te  p a s s a r  de uma base  ót ima para  ou- 

t r a  v i z i n h a ,  ou s e j a  de um v é r t i c e  pa ra  o u t r o  v é r t i c e  v i z inho .  

d) Note que,  no EXEMPLO 3.11,  K = R~ = R O ( J R 1 u  R2UR3.  I s -  

t o  acontece  porque o  conjunto  v i á v e l  é l i m i t a d o .  Como f o i  v i s  - 

t o  na 2: h i p ó t e s e  da demonstração do TEOREMA 3.14 . 

e) Podemos c o n c l u i r  que a  r eg i ão  Ri nada mais é do que o  LUGAR 
- GEOMETRICO das  fungóes o b j e t i v o  pa ra  a s  qua i s  o  v é r t i c e  Ai e  

ótimo. 



CAPITULO IV 

CONCLUSÕES E APLICAÇÕES 

No CAPITULO I re la tamos  o f a t o  que motivou e s s e  e s t u  - 

do:  O problema da r ação  de c u s t o  mínimo. Acreditamos,  no en tan  - 

t o ,  que o conteudo desse  t r a b a l h o  fornece  s u b s í d i o s  pa ra  a e l a  - 

boração de um a lgor i tmo e f i c i e n t e  como o s u g e r i d o ,  em (341 , por 

GAL E NEDOMA, a t r a v é s  dos nós de um subgrafo  So,de um g r a f o  o r i  

entado S ,  onde o conjunto  de nós do g r a f o  S é um subconjunto  de 

m-uplas p = ( j l ,  . . . , jm) t a l  que ~ E S - + + ~ B  é uma base ó t i  - 

ma pa ra  o MLP e um a rco  de T, conjunto  dos a r cos  de G ,  r ep re sen  

t a  que o nó p i  é v iz inho  do nó 
P j  

Acreditamos que uma grande d i f i c u l d a d e  pa ra  a e l a b o r a  - 

ção de um a lgor i tmo pa ra  o MLP é o número de v é r t i c e s .  

Damos a s e g u i r  algumas i d é i a s  p a r a  s e  o b t e r  os  v é r t i  - 

ces  de um p o l i t o p o  pa ra  o MLP-OFC: 

15) Em 126 1 ,  MANAS e NEDOMA, descreve  um a lgor i tmo pa 

r a  achar  todos os v é r t i c e s  de um p o l i t o p o .  O a lgor i tmo é des  - 

c r i t o  usando a t e rminolog ia  da t e o r i a  dos g r a f o s  e apresentado 

de forma computacionalmente e f i c i e n t e .  

25) Se os c o e f i c i e n t e s  das  v a r i á v e i s  da função ob j e  v 

t i v o  representam p r e ç o s ,  como é o caso  da ração  de cus to  mfnimo, 

6 r azoáve l  de s e  supo r ,  que pa ra  um dado tempo, a s  so luções  ó t i  - 

mas fiquem numa v iz inhança  do v é r t i c e  correspondente  ao ótimo de 

ho j e .  Quanto menor fossem as  v a r i a ç õ e s  dos preços  dos n u t r i e n  - 

t e s  no mercado menos bruscas  ser iam a s  mudanças dos v é r t i c e s  Ó t i  - 

mos. Então,  determinaríamos o v é r t i c e  Ótimo, correspondente  aos 

p reços  de h o j e ,  e  p e l o  simplex ca lcu la r íamos  todos os v é r t i c e s  



vizinhos do Ótimo e a  segui^ todos os vizinhos desses. Garanti - 

ríamos, assim, um conjunto de vértices que teriam validade para 

um determinado horizonte. 

A determinação desses vértices poderia ser feitaapar - 

tir do quadro Ótimo do simplex desprezando a função 0bjetivo.E~ - 

colhemos, inicialmente, a VNB xn para entrar na base e como 
L 
V 

critério de saída da base usamos MTN.( i ) pivoteando a se - 

guir . 

O valor das variáveis que estão na base nos dá um vér - 

tice vizinho ao Ótimo. Aplicando o mesmo procedimento para to - 

das VNB do quadro Ótimo, determinamos todos os vértices vizi - 

nhos desse Ótimo. 

I!?) Levando em consideração que os coeficientes das 

variáveis da função objetivo do problema da ração de custo míni - 

mo'são não negativos, pois representam preços, poderíamos, apri - 

ori, eliminar alguns vértices do conjunto das soluções viáveis, 

por exemplo, da seguinte forma: 

Sejam vp = (xy , x 2  P , . - .  , xn) P e vq = (x: , x2 9 , . . . x:) dois 
- 

vértices do conjunto das soluções viáveis. 

se x ? h x q  Yjc {1,2, ..., 9 
j ' 

n) , então o vértice V po 
J - 

de ser eliminado, pois qualquer que seja a função objetivo, o 

vértice vP fornecerá um valor menor do que vq. 

4a) Quando o problema é de minimizagão, o simplex 

partindo de um vértice do conjunto das soluções viáveis,escolhe 

o vértice seguinte baseado no menor ângulo que o gradiente da 

função objetivo faz, com as restrições atuantes no vértice. Por - 

tanto, partindo-se de um vértice qualquer e expandido em todas 

as direções, e não apenas na direção Ótima, determinaríamos to - 



dos os v é r t i c e s  v i z inhos  do v é r t i c e  considerado.  Prosseguindo 

da mesma forma pa ra  os v é r t i c e s  subsequentes ,  tomando o  cuidado 

de não r e p e t i - l o s ,  obteríamos os v i z inhos  a  e s s e s .  E assim s u  - 

cessivamente a t é  o b t e r  todos os v é r t i c e s  do p o l i t o p o .  

Convém r e s s a l t a r  que demos, com e s s e  t r a b a l h o ,  o  p r i  - 

meiro passo .  I! n e c e s s á r i o ,  p o r t a n t o ,  a  cont inuaçáo do mesmo com 

a  e laboraçáo  de um a lgor i tmo e f i c i e n t e  que pode s e r  baseado no 

conteudo por nós apresen tado  nes se  es tudo .  

Apesar da motivação do t r a b a l h o  t e r  s i d o  a  raçáo  de 

c u s t o  mínimo, fizemos um es tudo  genér ico  e  que pode s e r  a p l i c a  - 

do a  qualquer  s i t u a ç ã o  que e x i j a  o  uso da programação l i n e a r  mul - 

t i p a r a m é t r i c a .  



A P E N D I C E  

Daremos a  s e g u i r  o s  dados fo rnec idos  p e l a  EMBRAPA, 

num t o t a l  de  2 1  programas ( 9  p a r a  o  inverno  e  1 2  p a r a  o  ve- 

r ã o ) .  



c á l c u l o  - da Ração - d e  Custo  ~ í n i m o  para v a c a s  - em l a c t a ç ã o  u t i l i -  

zando Programação L i n e a r  (Dados p a r a  fo rmulação  -- da r a ç ã o ) .  

A l t e r n a t i v a s  

ALTERNATIVA - 1 

de d i s p o n i b i l i d a d e  de  a l i m e n t o s  na  Fazanda - - 7 

p a r a  - a  época - d e  INVERNO 

ALTERNATIVA - 2 

Pasto gordura: - < 10 kg Pasto gordura: < 10 kg 

Silagem milho: 20 kg Capineira : < 15 kg 

Cana : - < 5 k g  

A l t e r n a t i v a s  

ALTERNATIVA - 3  

Pasto gordura: - < 10 kg 

Capineira : - 30 kg 

Cana : - < 10 kg 

d i s p o n i b i l i d a d e  a l i m e n t o s  

ALTERNATIVA - 1 

P a s t o  g o r d u r a :  - 30 kg 

C a p i n e i r a  : - < 15  kg 

Cana : 5  kg 

p a r a  5 época d e  VERAO -- 

ALTERNATIVA - 3  

P a s t o  g o r d u r a :  - < 50 kg 

C a p i n e i r a  : - < 1 5  kg 

Cana : - < 5 kg 

Fazenda 

ALTERNATIVA - 2 

P a s t o  g o r d u r a :  - < 30 kg 

C a p i n e i r a  : 30 kg 

Cana : - < 10 kg 

ALTERNATIVA 4 

P a s t o  g o r d u r a :  < 50 kg 

C a p i n e i r a  : - < 30 kg 

Cana : - c 10 kg 



Exigências 

Mat .Seca 

Proteina (450 kg) 

NDT 

Fibra* 

Máximo 

Mínimo 

Mínimo 

&imo 

Mínimo I 
Minimo 

Mínimo 

Níveis de produção/vaca/dia 

5 l i t r o s  

1 4  kg 

1,10 kg 

590 kg 

0,064 kg 

0,032 kg 

0,024 kg 

290 kg 

8 l i t r o s  

1 5  kg 

1,40 kg 

6,O kg 

0,080 kg 

0,040 kg 

0,030 kg 

2 3 1  kg 

A 

* Ideal colocar como sendo mínimo de 14% da M. S. que tera na 

11 l i t r o s  

16 kg 

1,70 kg 

790 kg 

0,096 kg 

0,048 kg 

0,036 kg 

2 9 2  kg 

ração formulada. 

Nota: Formular pa ra  cada a l t e r n a t i v a  de INVERNO e de VERAO r a -  

ções de cus to  mínimo e que atendam a cada n í v e l  de produ 

ç ã o l v a c a l d i a ,  num t o t a l  de 9 rações  pa ra  o INVERNO e 1 2  

pa ra  o VERÃO. 

COMPOSIÇhO - E PREÇO DOS ALIMENTOS 

I 
NUTRIENTES PASTO 

-- 

Mat . Seca 1 0.23 

~ r o t e í n i  I O, 018 

NDT 

CAPINEIRA CANA 

O ,13 

Fibra 0,076 



NüTRIET\STES MDPS MILHO F9 TRI- F9 SO- 
GO-COTA JA 

Preço (Cr$/kg) 0,80 1,50 0,48 2,80 

Mat . Seca 1 0,89 1 0,88 1 0,89 1 0,89 
I I 

NDT 0,69 0,80 0,63 0,73 

Fibra 0,105 0,020 0,lO 0,060 

Nota: Colocar nas restrições: consumc máximo de "farelo de tri- 

go - cota": l,S/kg/vaca/dia. 

OBSERVAÇOES 

l?) Dada a composição do custo mínimo, informar qual o limite 

máximo no preço de cada componente para continuar integran - 

do a ração de custo mínimo. 

2:) Dada a composição de custo mínimo, informar a que preço ca- 

da componente QUE NhO ENTROU NA RAÇÃO, passaria a ENTRAR 

numa nova ração de mínimo custo. 

Como podemos observar, temos um total de 21 progra- 

mas, pois são dadas 3 ALTERNATIVAS para a época de INVERNO e 4 

ALTERNATIVAS para a época de VERÃO, e além disso, 3 N~VEIS DE 

PRODUÇhO/VACA/DIA (5 litros, 8 litros, 11 litros). 

Veremos a seguir, como exemplo, um desses programas: 

VERÃO/ALTERNATIVA l/VACAS DE 5 LITROS. 

Daremos o MODELO (equacionamento) como um Problema de 

Programação Linear e, a seguir, sua resolução, através da lista - 



gem do computador, usando o MPS/360 [IBM). 

RESOLUÇÃO -- DE UM PROBLEMA PARA CALCULO - DA RAÇÃO -- DE CUSTO MTNIMO 

PARA VACAS EM LACTAÇÃO UTILIZANDO PROGRAMAÇÃO LINEAR 

FORAM FORNECIDOS PELA EMBRAPA DADOS RELATIVOS A VARIAS ALTERNA 

TIVAS PARA INVERNO E VERÃO, BEM COMO PARA NfVEIS DE PRODUÇÃO 

(5, 8 e 11 LITROS POR DIA). RESOLVEMOS AQUI UM MODELO PARA VE - 

RÃO COM A ALTERNATIVA 1 DE DISPONIBILIDADES DE ALIMENTOS E PA- 

RA VACAS DE 5 LITROS POR DIA, A T~TULO DE ILUSTRAÇÃO. PARA RE 

SOLVER OS OUTROS PROBLEMAS BASTA TROCAR ALGUNS CARTÕES DE DA- 

DOS. 

VBRÃO - ALTERNATIVA 1 

PASTO GORDURA - < 30 kg/VACA/DIA 

CAPINEIRA < 1 5  kg/VACA/DIA 

CANA - 5 kg/VACA/DIA 

NfVEIS - DE PRODUÇÃO/VACA/DIA -- - 5 LITROS 

MATERIA SECA MAXIMO 14 kg 

p~oT~fNA(450 kg) M~NIMO 1,10 kg 

NDT MÍ NIMO 5,0 kg 

P MÍ NIMO 0,024 kg 

FIBRA* MÍNIMO 2,0 kg 

* IDEAL COLOCAR COMO SENDO M~NIMO DE 14% DE M. S. QUE TERA )NA RAPO FORMULADA 



VER OS DADOS RELATIVOS A COMPOSIÇAO E PREÇO DOS ALIMENTOS FOR- 

NECIDOS PELA EMBRAPA. 

EQIJACIONAMENTO DO PROBLEMA 

X1 : PASTO 

X2 : CAPINEIRA 

X3 : CANA 

X4 : SILHAGEM DE MILHO 

X5 : FARINHA DE OSSOS 

'6 : FOSFATO BIChLCIO 

'8 : MDPS 

X9 : MILHO 

XlO: FARELO TRIGO-COTA 

X1l : FARELO DE SOJA 

X12: FARELO DE ALGODAO 

X,,: MELAÇO 

X14: PURINA 

X1 5 : RASPA DE MANDIOCA 

'16 : FARELO DE TRIGO VAREJO 

X1 = PASTO GORDURA < 30 - 

X 2  = CAPINEIRA < 15 

Xg = CANA < 5 - 



M.S. = 0,23x 1 +0,26x2+0,23x3+0,27x4+0,90x5+0,90x6+0,90x7+O,89x8+ 

O,88xg+O,8~x10+O,8~x11+O,~l~12+O,~O~13+O,90x14+0,~~x15+ 

O,89xl6 5 14 

P R O T E ~ N A  = O,018x1+O,016x2+O,O1x3+O,O2x4+O,O78x8+O,O85x9+O,15x10+ 

0,40x11+0,28x12+0,038~13+0,22x14+0,028x15+0,15x16~1,10 

NDT = 0,13x 1 +0,13x2+0,14x3+0,18x4+0,69x8+O,80x9+0,63xlo+O,73xll+ 

0,63x12+0 , 8 2 6 ~ ~ ~ + 0 , 6 8 ~ ~ ~ + 0 , 8 0 ~ ~ ~ + 0 , 6 3 ~ ~ ~  2 5 

FIBRA = 0,076x1+0,090x2+0,067x3+0,065x4+0,105x8+0,020~g+0,10~10+ 

0,060x11+0,111x12+0,12x14+0,050x15+0,10x16 > 2 
. 

- 

*Colocando como sendo mínimo de 14% da M.S. para a fibra 

(FIBRA - > 0,14 M.S.): 

Colocando, também, como restrição : consumo máximo de "FARELO 

DE TRIGO-COTA": 1,5kg/VACA/DIA, temos: 



FUNÇÃO OBJETIVO: 

O problema, portanto, compõe-se de 16 variáveis e 12 restri- 

ções .  

SOLUÇÃO ÓTIMA DADA PELO MPS/360 

PASTO = 30 kg  MILHO = O 

CAPINEIRA = 15 kg FAR. TRIGO = 1,s kg 

CANA = 5 kg  FARELO SOJA = O 

SILH.MILHO = o FARELO ALGODAO = O 

FAR. OSSOS = O MELAÇO = O 

FOSF.BI-CALCIO = O PURLNA = O 

Caco3 = 0,00521 kg  RASPA MANDIOCA = O 

MDPS = O FAR.TRIG0-VAREJO = 0,3 kg  

M1N.z = C r $  1,57156 

VER O PROGRAMA RODADO A SEGUIR. 
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EXECiJTJH M P S / 3 6 0  V20M9 

CONVEKT V E A l L S  i 0  P O F I L E  

T I M E -  0.03 

SUMMARY 

1- ROWS S E C T I O N *  

O MINI1R E R K O K I  S )  - 
2- C O L U M N S  S E C T I O N .  

O I Y I V O R  E R R D R ( S 1  - 
3 -  R H S ' S  SECT II:INe 

A L O Y l  

O I'IIWOR E R R O R ( S 1  - 
4- RANGES S E C T I O N ,  

AL L 

O M I N O R  E R R O R ( S )  - 

O MAJOK E R H O R ( S ) .  

O MAJOR E R R Q R ( S 1 .  

O MAJOR E R R O R ( S 1 .  

O M A J O R  E R R O R ( S 1 . .  

T H E  F O L L O W I N G  ROWS A R E  NOT U S E D ,  

18RA 

5- BOUNDS S E C T I O N *  

P R O O l  



U
N

IV
E

R
S

ID
A

D
E

 F
E

D
E

R
A

L
 

D
O

 R
IO

 D
E

 J
A

N
E

IR
O

 
N

Ú
C

L
E

O
 

D
E

 C
O

U
P

U
T

A
Ç

A
O

 
E

L
E

T
R

~
N

IC
A

 
U

N
IV

E
R

S
ID

A
D

E
 F

E
D

E
R

A
L

 
D

O
 R

IO
 D

E
 J

A
N

E
IR

O
 

N
U

C
L

E
O

 D
E

 C
O

LI
PU

TA
Ç

A
O

 
E

L
E

T
R

~
N

IC
A

 

t-' W
 

C
ri
 



PAGE 2 - 77/071 

S I L Y  I L t I O o .  * * o 8  F A O S S O S  . * 0 . * 5  F ( ? S R I C A C . . . * . S  C A C O 3  ....*4 
F A H E S ( 1 3 A . o .  .R F A R E A L G O .  e 8  MFLACO . . . m e 7  PURINA . . . . o 7  



O
 

E
X

E
C

Y
T

O
R

. 
M

P
S

/3
6

0
 

V
2

-M
9

 
E

 
W

 
z
 

N
U

H
B

E
R

 
O

F
 

E
L

E
M

E
N

T
S

 
B

Y
 

R
O

H
 

O
R

D
E

R
. 

E
X

C
L

U
D

IN
G

 
R

H
S

'S
* 

IN
C

L
U

D
IN

G
 

S
L

A
C

K
 

E
L

E
M

E
N

T
 

P
A

G
E

 
3

 
- 

7
7

/0
3

i 

<
 

- <
 

W
?

 
1
 N

 
V

A
L

U
E

 
-.-.i6

 
L
 

P
A

G
O

R
 

...*.2 
L

 
C

A
P

 
.0..-.2 

L
 

C
A

V
 

..-..2
 

L
 

V
A

T
S

E
C

 
1
*..1

7
 

G
 

P
R

O
T

E
I 

1
4

 
G

 
N

D
T

 
--.. 14 

0
: 

8
G

P
 

A 
G

 
F

IB
R

A
 

.,..12 
G

 
N

S
1

4
 

.,..17 
L
 

F
T

C
l5

 
2
 

L
 

C
A

 
.... 1

7
 

c
 

0
 w 

P
R

O
B

L
E

H
 

S
T

A
T

IS
T

IC
S

 - 
1

2
 R

O
W

S
t 

2
8

 
V

A
R

IA
B

L
E

S
w

 
1

3
1

 E
L

E
M

E
N

T
S

. 
D

E
N

S
IT

Y
 =

 
3

8
.9

8
 

- 
0
 o
 

a
 
4
 

L
I 

T
H

E
S

E
 

S
T

A
T

IS
T

IC
S

 
IN

C
L

U
D

E
 

O
N

E
 

S
L

A
C

K
 

V
A

R
IA

B
L

E
 

F
O

R
 

E
A

C
H

 
RO

W
. 

2
 
<

 
-

.
 

a
+
 

a
 2 

O
 

H
IN

O
R

 E
R

R
O

R
S

. 
O

 
M

A
JO

R
 

E
R

R
O

R
S

. 
W

I
 

a
 o

 
W

O
 

L
L
 

Y
 



U
N

IV
E

R
S

ID
A

D
E

 F
E

D
E

R
A

L
 
D

O
 R

IO
 
D

E
 J

A
N

E
IR

O
 

N
u

C
L

E
O

 
D

E
 C

O
M

PU
TA

Ç
A

O
 

E
L

E
T

R
6

N
IC

A
 

U
N

IV
E

R
S

ID
A

D
E

 F
E

D
E

R
A

L
 

D
O

 R
IO

 
D

E
 J

A
N

E
IR

O
 

N
U

C
L

E
O

 D
E

 C
O

M
P

U
T

A
Ç

A
O

 E
L

E
T

R
O

N
IC

A
 



F A R E S O J A  
F A K F S O J A  
F A R F S O J A  
F A R E S O J A  
F A K  F A I - G O  
F A K F A L G O  
F A K E A L G O  
F A ? E A C G O  
M F L A C O  
M E L A C O  
M E L 4 C O  
M E L  ACO 
P U H  I N A  
P U R I N A  
PIJR I N A  
P U R I N A  
R A S P A M A N  
R A S P A W A N  
R A S P A H A N  
R A 5 P A Y 4 N  
F A R T Y  T V A  
F A R T K I V A  
F A R T R  I V A  
F A R T R  I V A  

RHS 
A L O Y  L  
A L O Y  1 
A L O Y  1 
A L O Y  L 
A L O Y  1 

R A N G E S  
AL 1 

O O U N D S  
U P  P R O D l  

ENDATA 

VALUE 
PKOTE 1 
P 
M  S 1  4 
V A L U E  
i' !<O 1 E I 
P 
MS14 
V A L U E  
Pt iOTE I 
P  
C A 
VALUE 
PROTF I 
P 
C A 
V A L U E  
P K O T E I  
P 
M S 1 4  
V A L U E  
P K O T E I  
P  
M S 1 4  

P AGOR 
C A N  
P R O T E I  
P 
F T C l S  

C A 

P A S T O  

M A T S E C  
N D T  
F [ O R A  
C A 
M A T S E C  
NDT 
F I B R A  
C  A 
MATSEC 
NO T  
M S L 4  

YA TSEC 
N D T  
M S 1 4  

M A T S E C  
NDT 
F I ORA 
C A 
M A T S E C  
N D T  
F I HRA 
C A  

CAP 
MATSEC 
NOT 
F I B R A  
CA 



S E T U P  P R F I L E  

T I M E  O. 18 

R A N G E  = A L L  
OOUND = P R 0 0 1  

M A T H I X 1  A S S I G N E D  TO M A T R I X 1  

E T A 1  A S S I G N E D  TO E 7 4 1  

S C R A T C H 1  A S S I G N E D  T O  S C R A T C H L  
S C R A T C H 2  A SS I G N E D  T O  SCRATCI12  

M A X I M U M  P H I C I N G  NOT K E O U I H F D  - Y A X I M U M  P O S S I O L E  7 

NO C Y C L I N G  

POOL S  NtJYOER S I Z E  CORE 
H.REG-RI T S  Y A P  6 4 
HORK K E G I O N S  9 1 2 0  1000 
MATR I X  A U F F E R S  2  9 9 2  1 9 8 4  
E T A  B U F F E R S  4 2 2 8 8  9 1 5 2  

T O T A L  N O R M A L  . F R E E -  F I X E D  BOUNDED 
ROWS 1LOG.VAR. 1 12 10 1 O  1 
COLUMNS ( S T R - V A R  .I 16 1 5  O  O  1 

1 3 1  E L E M E N T S  - J E N S I T Y  = 3 8 . 9 8  - 2 M A T R I X  RECOKDS ( W I T H O U T  R H S ' S )  

P R I  MAL  O B J  = V A L U E  ,i' R H S  = A L O Y l  

T I M E  = 0.22 M I N S .  P R I C I N G  7 
S C A L E  = 

I T E R  NUMBER V E C T O R  VECTOR REDIJCED SUN 
NUNBER I Y F E A S  OUT I N COST I N F E A S  

M  1 2 5 2 3  7 5 6 . 0 0 0 -  2 8 1 5 8 . 1  
2  6 1 7  5 5 6 . 4 3 2 -  2 8 1 4 0 . 0  

M 3 1 L 2  1 3  1 8 7 5 . 0 0  2 9 1 3 9 . 9  
M 4 O 9 ' 2 7  8 6 5 1 . 4 3 -  

F E A S  I B L E  S O L U T  I O N  

P R I M A L  0 B J  = V A L U E  R H S  = A L O Y l  

T I M E  = 0 . 2 4  M INS .  P R I C I N G  7 
S C A L E  = 
S C A L E  R E S E T  T O  1.00000 

I TER NIJY HER V E C T O R  V E C T O R  R E D U C E D  F U N C T  I O N  
NUMRER N O N O P T  O J T  I N  C O S T  V A L U E  

M  5 '  8 L 2 1 2  3 . 3 0 9 9 0 -  10.7130 



I T E R  
NUMBER 

6 
7 
8 
9 

M 10 
11 
12 
13 
14 

M 15 
16 

O P T I M A L  

NUYRER 
N O V O P T  

3 

SOLUT I O N  

V E C T O R  
0 LJ T 

FUNCT I O N  
V A L U E  



O 
(i: - 
W 
Z 
cC 
7 4 

O 
(i: - 
W 
z 
a 
7 4 

T I M E  = 0-28 M f N S ,  I T E R A T I O N  IVU:-!IiEH = 16 

e *  * N A M E *  e e . . A C T I V I T Y . e e  D F F I N E D  A S  

FUNCTIONAL 1 . 5 7 1 5 6  VALUE 
R E S T K A I N T S  ALOY 1 
ROUhSDS I'RO D L 
RANGES . e  A L 1  
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UNIVERSIDADE FEDERAL D O  RIO DE JANEIRO 
NUCLEO DE COMPUTAÇAO E L E T R ~ N I C A  

o m  o o o o m m m m m  

C I - W  
S'vlulo 
a * * *  
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