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R E S U M O  

No t r a b a l h o  são  a p r e s e n t a d o s  os  a l g o r i t m o s  greedy 

ou g u l o s o s  bem como seu embasamento t e õ r i c o .  E s t e s  a l g o r i t m o s  

visam a  r e s o l u ç ã o  de problemas em ~ o m b i n a t õ r i a  e  podem s e r  

a p l i c a d o s  de forma b a s t a n t e  e f i c i e n t e  a  problemas de m a t r õ i d e s .  

Devido a  e s t e  f a t o  é a p r e s e n t a d o  n u m  c a p i t u l o  a l g u n s  c o n c e i t o s  

b á s i c o s  da t e o r i a  de m a t r õ i d e s .  E m  s egu ida  6 mostrada a  a p l i c a -  

ção dos a l g o r i t m o s  g u l o s o s a  problemas de m a t r õ i d e s  sendo tam- 

bém abordados  s u a s  e x t e n s õ e s  como p o l i m a t r õ i d e s  e  c o n j u n t o s  g u -  

l o s o s .  Para e s t e s  problemas os a l g o r i t m o s  determinam a  s o l u ç ã o  
4 

o t ima .  F ina lmente  é a p r e s e n t a d o  u m  c a p i t u l o  de problemas onde 

os  a l g o r i  tmos gulosos funcionam como h e u r i s t i c a ,  p o s s i b i l i t a n d o  

o  desenvolv imento  de l i m i t e s  para a  s o l u ç ã o  Õtima. 



ABSTRACT 

G r e e d y  a l g o r i t h m s  a r e  p r e s e n t e d  a s  w e l l  a s  t h e  

b a s i c  t h e o r y  e n v o l v e d .  T h e s e  a l g o r i t h m s  a i m  s o l v i n g  p r o b l e m s  i n  

C o m b i n a t o r i c s  a n d  may b e  a p p l i e d  i n  a  v e r y  e f f i c i e n t  way t o  

m a t r o i d s .  F o r  t h a t  r e a s o n  a  c h a p t e r  o n  e l e m e n t s  o f  m a t r o i d  t h e o  - 

r y  i s  p r e s e n t e d .  T h e n  we i n t r o d u c e  t h e  g r e e d y  a l g o r i t h m  a n d  

i t s  a p p l i c a t i o n  t o  m a t r o i d s  a n d  e x t e n s i o n s  s u c h  a s  p o l i m a t r o i d s  

a n d  g r e e d y  s e t s .  F o r  t h e s e  p r o b l e m s  t h e  g r e e d y  a l g o r i t h m  d e t e r -  

m i n e s  a n  e x a c t  o p t i m a l  s o l u t i o n .  A t  l a s t ,  we p r e s e n t  a  c h a p t e r  

w i t h  p r o b l e m s  w h e r e  t h e  g r e e d y  a l g o r i t h m  w o r k s  a s  a  h e u r i s t i c ,  

a l l o w i n g  a l s o  t o  e s t a b l i s h  l i m i t s  f o r  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n .  



v i i  

Pãg . 

. ................................. CAPITULO I 1  MATRÕIDE 

..# 

1 . Introduçao ......................................... 
. 

2 . Definiçoes ......................................... 
2.1 . Posto de S . r(S) ................................ 
2.2 . Base do MatrÕide ................................. 
2.3 . Circuitos ........................................ 
2.4 . Fecho ............................................ 
3 . Definições de Matrõides ............................ 

..................... 3.1 . Definição err; Ternios de Posto 

...................... 3.2 . Definição em Termos de Base 
. 

3.3 . Outras Definiçoes ............................... : 
............... 3.3.1 . Definição em Termos de Circuitos 

................... 3.3.2 . Definição em Termos de Fecho 

4.. Exemplo ............................................ 
. 

5 . Conclusao .......................................... 

1 . Introduçao ......................................... 
........... 2 . Algoritmos Gulosos Aplicados a MatrÕides 



Pãg . 

2.1 . Um Algoritmo Guloso Geral para ~ a t r õ i d e s  ......... 64 

2.2 . Alguns Algoritmos Gulosos Especificas para ~ a t r Õ i  - 

des .............................................. 
............... . MatrÕide como Modelo de Otimização 

....... Algoritmos Gulosos Aplicados a Polimatrõides 
. 

Introduçao . ....................................... 
. Definição de Polimatrõides ....................... 

. . . . .  . Algoritmos Gulosos Aplicados a Polimatrõides 

Um Algoritmo Guloso Heuristico ..................... 
. 

Introduçao . ....................................... 
-r ........................... . O Algoritmo H e u r ~ s t i c o  

. O Cone Guloso .................................... 
............. . Caracterização dos Conjuntos Gulosos 

. Comparação entre Algoritmos ...................... 
. 

Conclusao . ........................................ 

........... CAPITULO IV . ALGORITMOS GULOSOS HEURISTICOS 

. 
1 . Introduçao ......................................... 
2 . Problema da Mochila ................................ 

........................... 3 . Problema de Recobrimento 

......................... 3.1 . Apresentação do Problema 
...................... 3.2 . Algoritmo Guloso Heuristico 

........ 4 . Problemas com Funções Objetivo Submodulares 
. 

4.1 . Introduçao ....................................... 
.. ............................. 4.2 . Definiçao de Modelos 



Pãg . 

. ................... 4.3  Um A l g o r i t m o  G u l o s o  H e u r y s t i c o  1 9 2  
- 

4 . 4  - A p l i c a ç o e s  ....................................... 1 9 4  

.......................................... 5 - C o n c l u s a o  2 0 2  

............................... . AP~NDICE A  RETICULADOS 2 0 3  

...................................... . 1  Ordem P a r c i a l  2 0 3  

..................... . 2  C o n j u n t o  P a r c i a l m e n t e  O r d e n a d o  2 0 6  

........................................ . 3  R e t i c u l a d o s  2 1 0  

........................... 4 . R e t i c u l a d o s  d e  M a t r Õ i d e s  2 1 4  

APÊNDICE B  . UM ALGORITMO GULOSO PARA MATRUIDES GRAFI- 

....................................... c o s  2 2 2  

................... . APÊNDICE C INTERSEÇÃO DE M A T R ~ I D E S  2 2 9  

........................... . APÊNDICE D  SUBMODULARIDADE 2 3 5  

........................................... B I B L I O G R A F I A  2 4 6  



INTRODUCÃO 

O o b j e t i v o  d e s t e  t e x t o  é i n t r o d u z i r  o s  e l e m e n -  

t o s  b á s i c o s  d a  t e o r i a  d e  m a t r õ i d e s  e  a l g o r i t m o s  g r e e d y .  Como 

r a m o  d a  c o m b i n a t ó r i a  e s t a  t e o r i a  t e m  s i d o  d e s t a c a d a  com m u i t a  

f r e q u ê n c i a  n o s  ú l t i m o s  a n o s .  

A p ó s  c o n t a t o s  n o  e x t e r i o r ,  com b r e v e s  i n f o r m a -  

ç õ e s  a  r e s p e i t o  d a  t e o r i a ,  e s s a  p e s q u i s a  t i n h a  como o b j e t i v o  

i n i c i a l  a b r i r  uma n o v a  f r e n t e  d e  e s t u d o s  p a r a  o s  p r o b l e m a s  d e  

l o c a l i z a ç ã o  d e  a r m a z é n s .  Dado  um c o n j u n t o  f i n i t o  d e  R c e n t r o s  

d e  p r o d u ç ã o ,  n  c e n t r o s  d e  demanda ,  q u e r e m o s  e s c o l h e r  a l g u n s  

d e n t r e  o s  m l o c a i s  c a n d i d a t o s  d a d o s ,  l o c a l i z a n d o  e  d i m e n s i o n a n  - 

d o  o s  a r m a z é n s  c o r r e s p o n d e n t e s ,  d e  modo a  m i n i m i z a r  c u s t o s  d e  

t r a n s p o r t e  e  a r m a z e n a g e m .  F i g u r a  ( 1 - 1 ) .  

F i g .  1 - 1 .  P r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o  



O m o d e l o  c o n s i s t e  em: 

o n d e :  

' i j  

P i  

z  
j k 

d k  

R 

= f l u x o  d o  c e n t r o  d e  p r o d u ç ã o  i a o  a r m a z é m  j 

= p r o d u ç ã o  no  c e n t r o  i 

= f l u x o  d o  a r m a z é m  j a o  c e n t r o  d e  d e m a n d a  k 

= d e m a n d a  no  c e n t r o  k 

t . =  7 x  = f l u x o  t o t a l  p a s s a n d o  p e l o  a r m a z é m  j i j  J i = q  



f ( x . . )  = f u n ç ã o  c u s t o  do  c e n t r o  d e  p r o d u ç ã o  i a o  armazgm j 
1 J 

g ( t j )  = : f u n ç ã o  c u s t o  d e  a rmazenagem p a r a  o  armazém j 

h ( z .  ) = f u n ç ã o  c u s t o  d o  armazém j ao c e n t r o  d e  demanda k .  
1 k 

As a b o r d a g e n s  u t i l i z a d a s  na  r e s o l u ç ã o  d e s s e s  

p r o b l e m a s  i n c l u e m  m e t o d o s  h e u r i s t i c o s ,  B r a n c h - a n d - B o u n d ,  m é t o  - 

do d e  B e n d e r s ,  p r o g r a m a ç ã o  i n t e i r a ,  cÔncava ,  e t c .  O o b j e t i v o  

i n i c i a l  d e s t a  t e s e  e r a  f a z e r  d o s  a l g o r i t m o s  g r e e d y  m a i s  uma 

o p ç ã o  d e  t r a t a m e n t o  do  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o .  A l é m  d e  s e r  um 

n o v o  e n f o q u e ,  a  p e s q u i s a  s e  d a r i a  em uma t e o r i a  a t é  e n t ã o  d e s -  

c o n h e c i d a  em n o s s o  m e i o .  Com i s s o ,  o  t r a b a l h o  c o n s i s t i a  não  s ó  

em t e n t a r  r e s o l v e r  p r o b l e m a s  d e  l o c a l i z a ç ã o ,  bem como e l a b o r a r  

um t e x t o  d i d ã t i c o  e  i n t r o d u t õ r i o  do  a s s u n t o .  

O t o t a l  d e s c o n h e c i m e n t o  do  a s s u n t o  e  d e  b i b l i o -  

g r a f i a  e s p e c y f i c a  t o r n o u - s e  um p r o b l e m a  i n i c i a l .  F o i  f e i t a  uma 

s e l e ç ã o  d e  b i b l i o g r a f i a  d e  modo q u e  e s t a  t i v e s s e  um encadeamen - 
d 

t o  l ó g i c o ,  s e q u e n c i a l ,  com uma v i s ã o  g l o b a l .  Como o  a s s u n t o  e  

m u i t o  v a s t o  e  e x i s t e m  l i m i t a ç õ e s  da t e o r i a ,  que  r e s s a l t a r e m o s  

p o s t e r i o r m e n t e ,  n ã o  a t i n g i m o s  o  o b j e t i v o  i n i c i a l  q u e  e r a  e n c o n  - 

t r a r  um a l g o r i t m o  e f i c i e n t e  p a r a  p r o b l e m a s  g e r a i s  d e  l o c a l i z a -  

ç ã o .  R e s o l v e m o s  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o ,  po rém sem a t i n g i r  o  

p r o b l e m a  g e r a l  d e f i n i d o  a n t e r i o r m e n t e .  



A teoria de matrõides surgiu da tentativa de 

unificar, de certa maneira a álgebra e a teoria dos grafos. 

Hassler Whitney após vários anos de estudos sobre teoria dos 

grafos notou similaridades entre as idéias de independência e 

posto em teoria dos grafos a independência linear e dimensão 

no estudo de espaços vetoriais. Em seu paper básico, 1 2 5 1  3 

Whitney usa o conceito de matrõides para formalizar essas simi - 

laridades. 

Sejam A i ,  A p ,  ..., An colunas de uma matriz A. Qualquer subcon - 

junto dessas colunas é linearmente independente ou dependente. 

Notamos que os subconjuntos independentes satisfazem as seguin - 

tes propriedades: 

(a) Qualquer subconjunto de um conjunto independente é indepen - 

dente. 

( b )  S e S  e S  
P + 1 

são conjuntos independentes com p e p+l ele- 
P 

mentos respectivamente então S com alguma coluna 
P 

de 

sp+l forma um conjunto independente com p+l elementos. 

Whitney verificou que outros sistemas, não representados por 

matrizes, satisfaziam as propriedades. Com isto, aos sistemas 

algébricos que satisfazem as propriedades (a) e (b) ele denomi - 

nou um matrõide. Trata-se portanto de uma generalização das 

propriedades de matriz. Assim, um matrÕide e essencialmente um 

conjunto sobre o qual é definido uma "estrutura de independên- 
- 

cia". Essa "estrutura de independência" e uma general ização 



da n o ç ã o  d e  i n d e p e n d ê n c i a  e  d e p e n d ê n c i a  l i n e a r .  Ao mesmo t e m -  

po,  B .  L .  v a n  d e r  Waerden  também e n c o n t r o u  a  i d é i a  d e  m a t r õ i -  

d e s  e n q u a n t o  f o r m a l i z a v a  a s  d e f i n i ç õ e s  d e  i n d e p e n d ê n c i a  l i n e a r  

e  a l g e b r i c a .  

Com e x c e ç ã o  d e  t r a b a l h o s  i s o l a d o s  e  a s  p u b l i c a -  

ç õ e s  d e  Rado s o b r e  a p l i c a ç õ e s  d e  m a t r õ i d e s  1201 e  n a t r õ i d e s  i n  - 

f i n i t o s  1211,  o  a s s u n t o  p e r m a n e c e u  i g n o r a d o  p o r  l o n g o  p e r y o d o .  

Novo  i m p u l s o  f o i  d a d o  p o r  T u t t e  com s u a  p u b l i c a ç ã o  f u n d a m e n t a l  

s o b r e  m a t r õ i d e s  e  g r a f o s  1221 e  Rado q u e  e s t u d o u  o  p r o b l e m a  d e  

r e p r e s e n t a ç ã o  d e  m a t r õ i d e s  1191. Desde e n t ã o ,  o  i n t e r e s s e  em 

m a t r õ i d e s  e  s u a s  a p l i c a ç õ e s  em c o m b i n a t õ r i a  t em a c e l e r a d o .  Em 

1 9 6 5 ,  Edmonds e  F u l k e r s o n  d e s c o b r e m  uma i m p o r t a n t e  c l a s s e  d e  

m a t r õ i d e s ,  o s  m a t r õ i d e s  t r a n s v e r s a i s ,  r e s p o n s á v e i s  p o r  m a i s  r e  - 

s u l  t a d o s  17 1 .  

Os m a t r õ i d e s  e s t ã o  i n t i m a m e n t e  l i g a d o s  a o s  a l g o  - 

r i t m o s  G r e e d y  o u  G l o u t o n s  e  q u e  d e n o m i n a r e m o s  d e  g u l o s o s .  Es -  

t e s  a l g o r i t m o s  s e r ã o  o b j e t o  d e  e s t u d o s  em g r a n d e  p a r t e  d o  t e x -  

t o .  Dado um c o n j u n t o  f i n i t o  E e  uma f u n ç ã o  d e  c o n j u n t o s  f d e f i  - 

n i d a  s o b r e  o s  s u b c o n j u n t o s  d e  E ,  o s  p r o b l e m a s  a  s e r e m  r e s o l v i -  

d o s  c o n s i s t e m  em s e l e c i o n a r  um s u b c o n j u n t o  S * C  - E t a l  q u e  

f ( S * )  = max f ( S )  
S c  E - 

o n d e  S* s a t i s f a z  a  uma " c o n d i ç ã o "  d e f i n i d a  s o b r e  E .  M u i t o s  p r o  - 

b l e m a s  p r á t i c o s  e n c a i x a m - s e  n e s t e  m o d e l o .  A i d é i a  i n t u i t i v a  b á  - 



s i c a  d o  gu loso  é s e l e c i o n a r  os  e l emen tos  de E em ordem d e c r e s -  

c e n t e  de pesos obtendo u m  c o n j u n t o  S*.  S e l e c i o n a  a  cada passo  

i  u m  e lemento  i  de maior  peso que anexado a  S f o r n e ç a  S i + '  man- 

tendo s a t i s f e i t a  uma " c o n d i ç ã o " .  

O maior  i n t e r e s s e  dessa  t e o r i a  c o n c e n t r a - s e  n o  

g rande  número de problemas combina tõ r ios  en focados .  Fornece a1 - 

gor i tmos  g e r a l m e n t e  e f i c i e n t e s  para problemas em t e o r i a  dos 

g r a f o s ,  f l u x o s  em r e d e s ,  c o l o r a ç ã o  de a r c o s ,  programação l i -  

n e a r ,  e t c .  E s t e s  a l g o r i t m o s  podem s e r  e x a t o s  ou h e u r i s t i c o s .  

Para o  caso  e s p e c T f i c o  de m a t r õ i d e s ,  e s t e s  a l g o r i t m o s  são  exa-  

t o s  e  fornecem s o l u ç õ e s  Õtimas.  Neste  caso  a  "cond ição"  a  s e r  

s a t i s f e i t a  pe lo  subcon jun to  Õtimo S* é dada pe la  " e s t r u t u r a  de 

independênc ia"  d e f i n i d a  s o b r e  o  m a t r õ i d e .  

E m  g e r a l ,  no e n t a n t o ,  e s t e s  a l g o r i t m o s  são  h e u r i s t i c o s  sendo 

b a s t a n t e  f l e x i v e i s  e  s e  ap l icam a  problemas t a i s  como: p r o b l e  - 

ma da moch i l a ,  problema de r e c o b r i m e n t o ,  problema de l o c a l i z a  - 

ção n ã o - c a p a c i t a d o ,  problemas de i n t e r s e ç ã o  de m a t r õ i d e s ,  e t c .  

E uma t e o r i a  r e c e n t e  onde muito e s t á  para s e r  

f e i t o ,  tendo j á  s i d o  o b t i d o s  a l g u n s  r e s u l t a d o s  bons.  ~ o r é m ,  

devemos r e s s a l t a r  que provavelmente devido  a  e s t r u t u r a  matemá - 

t i c a  de m a t r õ i d e s ,  que é pouco f l e x i v e l ,  ex i s t em poucas a p l i c a  - 

ções  no campo p r ã t i c o .  0 s  exemplos p r ã t i c o s  encon t rados  na l i -  

t e r a t u r a  são  normalmente pouco i n t e r e s s a n t e s .  E os a l g o r i t m o s  

g u l o s o s  t a l v e z  por serem de e s t r u t u r a  excess ivamen te  s i m p l e s ,  



fornecem s o l u ç õ e s  Ótimas para problemas b a s t a n t e  r e s t r i t o s ,  

d e n t r o  de e s t r u t u r a s  bem d e f i n i d a s .  Consequentemente,  para pro - 

blemas maiores  o g u l o s o  é u m  a l g o r i t m o  h e u r i s t i c o .  Para e s t e s  

c a s o s  s ã o  d e f i n i d o s  l i m i t e s  pe rmi t indo  v e r i f i c a r  quão d i s t a n t e  

e s t á  a  s o l u ç ã o  do g u l o s o  da s o l u ç ã o  Ótima. 

O t e x t o  é d i v i d i d o  bas icamente  em t r ê s  p a r t e s .  
d 

Na p r i m e i r a  p a r t e ,  c a p i t u l o  11 ,  e  t r a t a d a  a  t e o r i a  de m a t r ó i -  

d e s ,  c o n c e i t o s ,  d e f i n i ç õ e s ,  t eo remas ,  t i p o s  e  exemplos de ma- 

t r ó i d e s .  Sem o  i n t u i t o  de f e c h a r  o  a s s u n t o  t r a t a - s e  apenas  de 

uma i n t r o d u ç ã o  onde apresentamos  os p r i n c i p a i s  r e s u l t a d o s  sen -  

do que nem todos  são u t i l i z a d o s  p o s t e r i o r m e n t e .  

- 
Na segunda p a r t e ,  c a p i t u l o  111,  e  a p r e s e n t a d o  

a  i d é i a  i n t u i t i v a  do g u l o s o ,  o s  p r i m e i r o s  teoremas  e  s u a s  

a p l i c a ç õ e s .  O c a p i t u l o  s e  resume em t r ê s  modelos e  t r ê s  a l g o -  

r i t m o s .  O p r i m e i r o ,  u m  modelo de o t i m i z a ç ã o  para m a t r ó i d e s  e  

u m  a l g o r i t m o  gu loso  e x a t o  c o r r e s p o n d e n t e .  O segundo,  u m  modelo 

de o t i m i z a ç ã o  para p o l i m a t r ó i d e s  e  u m  a l g o r i t m o  gu loso  e x a t o  

c o r r e s p o n d e n t e .  Esta  nova e s t r u t u r a  s e r ã , v i s t a  como uma e x t e n -  

são  de m a t r ó i d e s ,  englobando o  p r i m e i r o  modelo. O t e r c e i r o  mo- 

d e l o  c o n s i s t e  em: 

onde U é u m  c o n j u n t o  compacto. 



O a l g o r i t m o  gu loso  para e s t e  modelo, dependendo das  c a r a c t e r i s  - 

t i c a s  do c o n j u n t o  compacto U pode s e r  e x a t o  ou h e u r i s t i c o .  Ape 
s a r  de d e s v i n c u l a d o  das  e s t r u t u r a s  a n t e r i o r e s ,  e s t e  a l g o r i t m o  
d 

e  e x a t o  para todos  os  problemas que n e l a s  s e  encaixam, eng lo -  

bando os  d o i s  p r i m e i r o s  problemas.  

Basicamente a  concepção dos t r ê s  a l g o r i t m o s  é a  mesma. O que 

s e  pode n o t a r  n e s t e  c a p i t u l o  é que o  que s e  f a z  é p r o c u r a r  u m  

modelo ou uma e s t r u t u r a  ( m a t r õ i d e ,  p o l i m a t r Õ i d e ,  . . . )  que f o i  

cada vez mais sendo s o f i s t i c a d a ,  para  a  qual e s t a  concepção bá - 

s i c a  do a l g o r i t m o  d e s s e  r e s u l t a d o s  s a t i s f a t Õ r i o s .  Os t r ê s  a1 - 

gor i tmos  são  somente uma adap tação  da mesma concepção b á s i c a  a  

d i v e r s a s  e s t r u t u r a s .  

- 
A t e r c e i r a  p a r t e ,  c a p i t u l o  I V ,  e  ded icada  aos  

a l g o r i t m o s  g u l o s o s  h e u r i s t i c o s .  Neste  c a p i t u l o  s e r ã o  enfocados  

a l g u n s  a l g o r i t m o s  h e u r i s t i c o s  a p l i c a d o s  a  problemas e s p e c i f i -  

cos  t a i s  como: problema da moch i l a ,  r e c o b r i m e n t o ,  localização 

e  problemas com funções  submodulares .  Também u m  c a p i t u l o  i n t r o  - 

d u t õ r i o  para  o a s s u n t o  que é b a s t a n t e  v a s t o  e  muito e s t ã  em 

a b e r t o .  

F ina lmen te ,  são  a p r e s e n t a d o s  os a p ê n d i c e s  para 

complementar o  t e x t o .  Destaque aos  a p ê n d i c e s  A e  D s o b r e  r e t i -  

c u l a d o s  e  submodular idade .  E m  ambos os c a s o s  temos uma i n t r o d u  - 

ção da t e o r i a  s u f i c i e n t e  para sua u t i l i z a ç ã o  no t e x t o .  



Procu.raremos na medida do p o s s i v e l  a s s o c i a r  e s  - 

t a  t e o r i a  a  modelos u s u a i s  em Pesqu i sa  O p e r a c i o n a l .  



CAPITULO I1 

1 - INTRODUÇÃO 

Um ramo da combinatória, a teoria de matrÕ;des sur 

giu da tentativa de unificar, de uma certa forma, a álgebra e a 

teoria dos grafos. Consiste, essencialmente, na general ização 

dos conceitos de dependência e independência linear. 

A teoria teve sua origem em 1930 quando B. L. van 

der Waerden em seu "Moderne Algebra" forneceu os primeiros axio - 

mas relativos a dependência 1 inear e algébrica. Hassler Whitney, 

em 1935, 1201, após estudos em teoria dos grafos,notou similari- 

dades entre as idéias de independência e posto na teoria dos gra - 

fos a independência linear e dimensão em espaços vetoriais. 
d 

Whitney fez a primeira utilização do conceito de matroide, forma - 

lizando essas similaridades. 

Uma general ização abstrata de matriz, um matróide 

é um conjunto sobre o qual está definida uma "estrutura de inde- 

pendência". O trabalho se prende apenas a matróides finitos ou 

definidos sobre conjuntos finitos. 

MATRÕIDE M = (E, F) é uma estrutura em que E é um 

conjunto finito de elementos e F é uma familia de partes de E 

que verificam: 



( 1 2 )  S  E F e  R c S  - e n t ã o  R E F 

( 1 3 )  Se R e  S são  membros d e  F com \ S I  = I R 1  t 1  e n t ã o  e x i s t e  

s  E ( S  - R )  t a l  que  ( R  U { S I )  E F .  

P o r  a n a l o g i a  a  á l g e b r a  l i n e a r ,  o s  e l e m e n t o s  d e  F 

são  d e n o m i n a d o s  s u b c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  d e  E .  E s t e s  e l e m e n t o s  

s a t i s f a z e m  a uma " e s t r u t u r a  de  i n d e p e n d ê n c i a "  d e f i n i d a  s o b r e  E .  

Uma n o ç ã o  d e  i n d e p e n d ê n c i a  g e r a l  que  p o d e  s e r  b a s t a n t e  d i f e r e n -  

t e  da  c l á s s i c a  i n d e p e n d ê n c i a  l i n e a r .  

EXEMPLO 1 . 1  

S e j a  E um e s p a ç o  v e t o r i a l  f i n i t o  e  s e j a  F a  f a m i -  

l i a  d e  s u b c o n j u n t o s  l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e s  d e  v e t o r e s  d e  E .  

E n t ã o  (E,  F )  é um m a t r ó i d e .  E s t e  m a t r Õ j d e  c u j a  " e s t r u t u r a  d e  i n -  

d e p e n d ê n c i a "  c o n s i  s t e  d a  i n d e p e n d ê n c i a  1  i n e a r  é um MATRÓIDE V E T O  

R I A L  s o b r e  E .  S e j a  E = ( e  e 2 ,  e 3 ,  e 4 )  um c o n j u n t o  d e  v e t o r e s  1 '  

n o  R2: 



A d e f i n i ç ã o  ( 1 1 - 1 3 )  d e  m a t r ó i d e  é f a c i l m e n t e  v e r i -  

f i c a d a . F  é o  c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e s  

( L I )  d e  E  em u n i ã o  com o  c o n j u n t o  v a z i o  ( 1 1 ) .  T o d o  s u b c o n j u n t o  

d e  um c o n j u n t o  L I  é L I  ( 1 2 ) .  A c o n d i ç ã o  ( 1 3 )  é s a t i s f e i t a  uma 

v e z  q u e  s e  S  E F  e  R E F ,  I S I  = I R \  t 1 ,  s e  n ã o  e x i s t e  s  E ( S - R )  

t a l  q u e  R U {SI E F, t o d o  e l e m e n t o  e  E ( S - R )  p o d e  s e r  o b t i d o  p o r  
- 

uma c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  d o s  e l e m e n t o s  d e  R ,  o u ,  e  l i n e a r m e n t e  d e -  

p e n d e n t e  ( L D )  em R .  P o r t a n t o  s ã o  L D ' s  e n t r e  s i ,  o  q u e  c o n t r a d i z  

o  f a t o  d e  S E F .  

EXEMPLO 1 . 2  

S e j a  E  o  c o n j u n t o  d e  c o l u n a s  d e  uma m a t r i z .  S e j a  F  

uma f a m i l i a  c o r r e s p o n d e n t e  a o s  s u b c o n j u n t o s  d e  c o l u n a s  L I ' S  d a  

m a t r i z .  E n t ã o  ( E ,  F )  é um M A T R Ó I D E  MP.TRICIAL.  S e j a  a  m a t r i z  

d e  c o l u n a s  ( e l ,  e 2 ,  e 3 ,  e 4 ,  e 5 ) .  

O m a t r ó i d e  m a t r i c i a l  M = ( E ,  F )  é d e f i n i d o :  



N a  m a t r i z  o s  c o n j u n t o s  L D ' s  s ã o  t o d o s  o s  s u b c o n j u n  

t o s  d e  q u a t r o  c o l u n a s  e  o  p r ó p r i o  c o n j u n t o  E .  

E s t e  m a t r ó i d e  é um c a s o  p a r t i c u l a r  d e  m a t r ó i d e  v e  - 

t o r i a l ,  uma v e z  q u e  uma i n t e r p r e t a ç ã o  g e o m é t r i c a  pode  s e r  o b t i -  

d a .  C o n s i d e r a m o s  uma m a t r i z  A ( m x n )  n o  e s p a ç o  e u c l i d i a n o  d e  d i -  

mensão m .  A  c a d a  c o l u n a  d e  A c o r r e s p o n d e r á  um p o n t o  do  e s p a ç o  

d e  c o o r d e n a d a s  (a l i ,  aZi, . . . ,  a  ) m i  ' 

EXEMPLO 1 . 3  

S e j a  um g r a f o  6 .  S e j a  E = { e  . .  ., e D l  o  c o n j u n t o  1 '  

d e  a r c o s  d e  G .  S e j a  F o  c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  de  E t a l  que  pa  - 

r a  t o d o  S C - E ,  S E F s e  só  s e  S n ã o  c o n t é m  um c i c l o  de  G .  F é o  

c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  ( n ã o  f o rmam c i c l o s )  d e  

um m a t r ó i d e  s o b r e  E,  d e n o m i n a d o  MATRDIDE G R A F I C O .  S e j a  o  q r a f o  

G,  d a d o  p e l a  f i g u r a  ( 1 1 . 1 ) .  O c o n j u n t o  d e  a r c o s  e dado por  E = 

F i g .  11 .1  - E x e m p l o  1  . 3  



Os s u b c o n j u n t o s  { e 6 } ,  { e l y e 2 1 ,  { e l y e 3 y e 4 y e 5 L  { e 2 , e 3 , e 4 , e 5 }  e  

t o d o s  o s  s u b c o n j u n t o s  c o n t e n d o  { e 6 }  ou  {el ,e2} n ã o  são  i n d e p e n -  

d e n t e s ,  p o i s  c o n t é m  c i c l o s .  

Podemos v e r i f i c a r  que  c a d a  e l e m e n t o  d e  F c o r r e s p o n d e  a  uma f l o -  

r e s t a  em G .  

EXEMPLO 1 . 4  

S e j a  E um c o n j u n t o  d e  c a r d i n a l i d a d e  n ,  ( E (  = n .  Se - 

j a  F o  c o n j u n t o  d e  t o d o s  o s  s u b c o n j u n t o s  d e  E com c a r d i n a l i d a d e  - 
m e n o r  ou  i g u a l  a  k  < n .  E n t ã o  M = ( E ,  F )  é um MATROIDE UNIFORME, 

" k , n  . F = { S C  - E 1  ( S I  - < k ) .  N e s t e  c a s o  a  " e s t r u t u r a  d e  i n d e p e n -  

d ê n c i a "  c o n s i s t e  em c a r d i n a l i d a d e  i n f e r i o r  o u  i g u a l  a  k .  

A d e f i n i ç ã o  ( 1 1 - 1 3 )  é f a c i l m e n t e  v e r i f i c a d a .  

Um e x e m p l o  d e  m a t r ó i d e  u n i f o r m e  é o  U 
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s o b r e  

E s t e  m a t r ó i d e  é também um e x e m p l o  d e  m a t r ó i d e  n ã o - g r á f i c o .  P o i s  

s e  E é o  c o n j u n t o  d e  a r c o s ,  t r ê s  r e p r e s e n t a ç õ e s  g r á f i c a s  são  p o s  - 



s i v e i s  ( f i g u r a  I I . 2 ) ,  

F i g .  1 1 . 2  - Exemplo 1 .4 

onde nenhuma s a t i s f a z  a s  cond ições  de u m  ma t ró ide  un i fo rme ,  U p Y q  

No c a s o  ( a )  os  e l emen tos  de F possuem c a r d i n a l i d a d e  u n i t á r i a .  No 

caso  ( b ) ,  o  c o n j u n t o  de c a r d i n a l i d a d e  d o i s  { e l , e 2 }  forma u m  c i -  

c l o .  No caso  ( c )  os c o n j u n t o s  de t r ê s  e l emen tos  são  independen-  

t e s  no g r a f o  G .  

E m  t odos  os  exemplos é d e f i n i d o  u m  c o n j u n t o  f i n i t o  

E e  a  " e s t r u t u r a  de independênc ia"  a tuando s o b r e  e l e .  Com i s t o  

c o n c e i t o s ,  d e f i n i ç õ e s  e  teoremas  podem s e r  anunc iados  em a n a l o -  

g i a  a  á l g e b r a  e  a  t e o r i a  dos g r a f o s .  



2  - DEFINICÕES 

D e f i n i d o  o  m a t r ó i d e  M = (E ,  F )  a l g u n s  c o n c e i t o s  po  

dem s e r  c a r a c t e r i z a d o s .  

S e j a  um c o n j u n t o  E ,  um c o n j u n t o  s o b r e  o  q u a l  d e f i -  

n i m o s  uma p r o p r i e d a d e .  S e j a  o  NAXI'!O ( ~ 4 1 4 1 ~ 0 )  o u  M A X I F A L  ( M I N I -  

MAL) s u b c o n j u n t o  R C  - E a q u e l e  t a l  q u e  n ã o  e x i s t e  um o u t r o  s u b -  

c o n j u n t o  R ' c  - E que  c o n t é m  ( c o n t i d o  em) R p r o p r i a m e n t e ,  s a t i s f a -  

z e n d o  a mesma p r o p r i e d a d e .  S e j a  E = {O, 2 ,  . . . ,  1 0 )  c o n j u n t o  d o s  

p a r e s  m e n o r e s  o u  i g u a i s  a  1 0 .  O s u b c o n j u n t o  m a x i m a l  ( m i n i m a l  ) 

R C  - E  c o n t e n d o  p a r e s  m e n o r e s  q u e  7 é R = { O ,  2 ,  4 ,  6 )  (R = 

{O) ,  R = ( 2 1 ,  R = { 4 ) ,  R = ( 6 1 ,  t o d o s  m i n i m a i s )  

2 . 1  - P o s t o  d e  S - r ( S )  

S e j a  o  m a t r ó i d e  M = ( E ,  F ) .  A f u n ç ã o  p o s t o  d e  um 

s u b c o n j u n t o  S C  - E ,  é a  c a r d i n a l i d a d e  d o  máx imo  s u b c o n j u n t o  i n d e  

p e n d e n t e  d e  S .  Ou s e j a :  

r ( S )  = m a x ( l R 1  I R C  - S,  R E F )  = max I R  n S I  
R &  F  

EXEMPLO 2 . 1 . 1  

P a r a  o  m a t r ó i d e  m a t r i c i a l ,  o  p o s t o  d e  um s u b c o n j u n  - 

t o  S C - E c o i n c i d e  com o  p o s t o  da  m a t r i z  c o m p o s t a  p e l a s  c o l u n a s  

c o n t i d a s  em S .  A s s i m  n o  e x e m p l o  ( 1 . 2 ) :  



E X E M P L O  2.1 .2 

Para o  m a t r ó i d e  g r á f i c o  o  posto d e  um s u b c o n j u n t o  

S C  E é a  c a r d i n a l i d a d e  d a  m á x i m a  f l o r e s t a  c o n t i d a  em S. Para o  

e x e m p l o  (1.3): 

E X E M P L O  2.1.3 

P a r a  o  m a t r ó i d e  u n i f o r m e  U k y n ,  t e m o s :  



ou seja rk(S) = min(k, ISI), 'd S C  - E 

Para o exemplo (1.4) temos: 

TEOREMA 2.1.1 

Se R e S são membros de F com J s J  = / R /  + k, k > 0, 

então existe s l ,  s 2' "" 
sk &(C-R) tal que (RU {s11U . . . U I s k l ) ~ F  

Demonstração: - Seja R E F e S E F tal que ISI = IR1 + k, k - > O. 

Seja S C S tal que IS1 I = / R /  + 1 .  Por (12)S1 é independente, 1 - 

S1 E F. Logo, por (I3), então existe sl &(SI-R) tal que 
- ( R  U {sl}) E F.  Por outro lado, como sl I R então / R U  {sll/ - 

IR/ + 1 .  

A demonstração prossegue por indução. 



S e j a  S .  C S  t a l  q u e  I S j - l  1 = I R \  + j - 1  p a r a  j < k .  J - 1  - - 

S u p o n h a m o s  e x i s t e  s l ,  . . . , s j - 1  E ( S j - l - R )  d e  modo q u e :  

S e j a  a g o r a  S .  C S  t a l  q u e  \ S .  I = I R I  + j ,  o  q u e  é s e m p r e  p o s s 7 -  
J - J 

v e l  p o i s  I s !  = \ R I  + k e  j 5 k .  E n t ã o  p o r  ( 1 2 )  S E F .  
j 

D e v i d o  a  ( I I . 1 ) ,  ( I I . 2 ) ,  p o r  ( I 3 ) ,  e n t ã o  e x i s t e  

s E ( S j  - (R U { s l } U  . . .  U { S  I ) )  
j j - 1  

( 1 1 . 3 )  

t a l  q u e  (R U { s l  } U . . . U l s j l )  E F .  

Como, p o r  s u p o s i ç ã o ,  s l ,  . . . ,  s j -1 E ( S j - l  - R )  C - ( S - R )  e  d e v i d o  a 

( 1 1 . 3 )  s E ( S j - R ) c  ( S - R )  e n t ã o  s l ,  . . . ,  s E ( S - R ) ,  o  q u e  com- 
j - j 

p l e t a  a  d e m o n s t r a ç ã o . #  

TEOREMA 2 . 1 . 2  

S e  M = ( E ,  F )  é um m a t r ó ~ d e ,  a  f u n ç ã o  p o s t o ,  r ,  d e  

s u b c o n j u n t o s  d e  E ,  v e r i f i c a :  



( b )  'd RC S C  E ,  r ( R )  - < r ( S )  

( C )  v R.  S C  E ,  r ( R )  + r ( S )  - > r ( R  U S )  + r ( R  n S )  

Demonstração: As p r o p r i e d a d e s  ( a )  e  ( b )  são  e v i d e n t e s  pe la  d e f i -  

n i ç ã o  de p o s t o .  Eas ta  m o s t r a r  ( c ) .  

S e j a  o  ma t ró ide  M = ( E y  F )  e  os  c o n j u n t o s  R C  - E e S C  - E .  S e j a  F1 

o máximo c o n j u n t o  independen te  em ( R  n S )  t a l  que I F  1 = r ( R n  S ) .  1 

S e j a  F 2  o  máximo subcon jun to  independen te  em ( R  U S )  t a l  que 

I F * l  = r ( R U S ) .  

Como ( R  n S ) C  ( R  U s ) .  de ( b ) ,  r ( R  n S )  - < r ( R  U s ) .  

Suponhamos r ( R  n S )  = I F 1 (  = p 

r ( R U  S )  = I F 2  = p t k ,  k - > O 

Então pe lo  teorema ( 2 . 1 . 1  ) podemos tomar k e1 ementos 

de maneira que 

F g  = F1 U Iel!U . . .  U k k l  

- 
e  independen te .  

Como I F 3 1  = p + k ,  e n t ã o  de ( 1 1 . 4 ) :  



De (11.5) e l ,  e2, . . . ,  ek E F C (R U 5 )  e e l y  . . . ,  ek k F1 2 - C - 

(R n S). Por outro lado se existe ei E (R n S), como todo sub- 

conjunto de um conjunto independente é independente (por (IZ)), 

teriamos de (11.6) que F1 U I e i } c  - R n S seria independente. Mas 
isto é um absurdo pois F1 é máximo de (R n S). Logo não existe 

ei E (R n S) ou seja e,, . . . ,  ek g! (R n S). 

Logo e l ,  e2, . .  ., e E (R-S) U (S-R). Seja k 

A C  - (R-S) e B C (S-R) - 

ta1 que {el}U{e2}U . . .  U I e k }  = A U B. De (11.6) 

Como F C R n S  e de (II.8), A C  R e B C  S então (F1 U A ) C R  e 1 - - - 

(F1 U B) C - S. Logo por (b) temos: 

- 
Utilizando a propriedade (IZ), como F3 e independente, qualquer 

- 
subconjunto de F3 e independente. Logo de (11.9) (F1 U A) e 

(F1 U B )  são independentes e pela definição de posto 



P o r  o u t r o  l a d o ,  d e  ( 1 1 . 8 )  e  como F  C ( R  n S ) ,  F 1 ,  F. e B 1  - s ã o  

c o n j u n t o s  d i s j u n t o s .  P o r t a n t o  

r ( R  U S )  = I F 3 1  = IF1 U A  U B = F l 1  + ! A I  + I B l  

( 1 1 . 1 4 )  

De ( I I . 4 ) ,  ( F 1  I = r ( R  n S ) .  L o g o ,  d e  ( 1 1 . 1 3 )  e  ( 1 1 . 1 4 )  

Com a s  p r o p r i e d a d e s  a c i m a  a  f u n ç ã o  p o s t o  r é uma 

f u n ç ã o  n ã o - n e g a t i v a ,  n ã o - d e c r e s c e n t e  e  s u b m o d u l a r .  



2.2 - Base do ~ a t r õ i d e  

Definido posto, em analogia a álgebra, define-se 

base do matrõide M = (E, F ) :  é o máximo subconjunto independente 

em E. 

EXEMPLO 2.2.1 

Para o matróide matricial uma base de M coincide 

com uma base da matriz. No exemplo (1.2) as bases de M são to- 

dos os subconjuntos de E com três elementos. 
A 

B = iiel,e2,e31, . . . ,  {e ,e ,e 11.  3 4 5  

EXEMPLO 2.2.2 

Para o matróide gráfico uma base de M é uma flores - 

ta contendo uma Única árvore máxima ou uma árvore geradora de G. 

Uma árvore geradora contém (n-1) arcos, onde n é o número de 

nós. Para o exemplo (1.3), n = 4, as bases de G são todos os con - 

juntos independentes com cardinalidade 3. Bases, 

B = {{el,e3,e4IY . . . ,  {e3,e4,e51}. 

EXEMPLO 2.2.3 

Para o matroide uniforme, U k Y n ,  as bases de M se- 

rão todos os subconjuntos de E com cardinalidade igual a k .  

B = {SC - E \  ISI = k). Para o exemplo (1 .4), matro7de uniforme 
A 

U2,4, B = { S G  E I s I  = 2 )  = {{elye21, . . . ,  {e 3 ,e 4 }I. 



TEOREMA 2 . 2 . 1  

S e j a  F  um c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e  d e  

um m a t r õ i d e  M = (E ,  F ) .  P a r a  q u a l q u e r  S C  - E ,  s e  F1 e  F2 s ã o  o s  

máx imos  s u b c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  d e  S ,  e n t ã o  1 ~ ~ 1  = I F 2 .  

D e m o n s t r a ç ã o :  U t i l i z a n d o  a  c o n d i ç ã o  ( 1 3 )  m o s t r a r e m o s  que  

I F 1  I = I F 2 1 .  S e j a  o  m a t r ó j d e  d e f i n i d o  s o b r e  S c - E ,  M = (S ,  F ' )  , 
- 

o n d e  F '  e  o  c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  d e  S .  S e j a  

F1 E F '  e  F2  E F '  o s  máx imos  s u b c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  d e  S .  

Supo remos  que  I F1 1 F2  1 . S e j a  Fg  E F ' ,  t a l  que  F3 C_ F 2  e  

/ F 3 1  = F 1 l  + 1 .  P o r  ( 1 3 1 ,  e x i s t e  um e l e m e n t o  e  E ( F 3 - F 1 )  t a l  

que  ( F 1  U { e } )  E F ' ,  o  que  c o n t r a d i z  o  f a t o  d e  F1 s e r  m a x i m a l  em 

S .  L o g o  I F 1  1 = I F 2  . m  

TEOREMA 2 . 2 . 2  

Toda b a s e  d e  um m a t r ó í d e  M = ( E ,  F ) ,  c o n t é m  o  mes-  

mo número  d e  e l e m e n t o s .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  o  m a t r o i d e  M = ( E ,  F ) ,  B1 E F  e  B2 E F  b a s e s  

d e  M .  P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  b a s e  B ,  e  B 2  s ã o  máx imos  s u b c o n j u n t o s  i n  

d e p e n d e n t e s  d e  E .  P o r t a n t o  p e l o  t e o r e m a  ( 2 . 2 . 1  ) ,  1 B 1  1 = I B 2  1 .  

No e x e m p l o  ( 2 . 2 . 2 )  v i m o s  q u e  uma b a s e  d e  m a t r ó i d e  

g r á f i c o  é uma á r v o r e  g e r a d o r a  d o  g r a f o  G .  A s s i m  uma c o n s e q u ê n c i a  

d i r e t a  d o  t e o r e m a  ( 2 . 2 . 2 )  é a n u n c i a d a .  



Toda á r v o r e  ge radora  de u m  g r a f o  conexo contém o  

mesmo número de a r c o s .  

O r e s u l t a d o  pode s e r  p a r t i c u l a r i z a d o  para os  de-  

mais t i p o s  de m a t r ó i d e s .  

T E O R E M A  2 . 2 . 3  

S e j a  o m a t r ó i d e  M = ( E ,  F ) .  B E F é uma base do ma .- 

t r o i d e  s e  e  só  s e  r ( B )  = r ( E ) .  

Demonstração: S e j a  o m a t r ó i d e  M = ( E ,  F )  e  B E F 

(+ )  Se r ( E )  = r ( B )  e n t ã o  B é uma base 

Pe la  d e f i n i ç ã o  de pos to  como B E F enti 'o r ( B )  = I B I .  Por h i  -- 

p ó t e s e  r ( E )  = r ( B )  = J B I .  

Pe la  d e f i n i ç ã o  de pos to  e  base de u m  m a t r ó i d e ,  B é uma base .  

(+ )  Se B 6 uma base  e n t ã o  r ( B )  = r ( E ) .  

B é uma base  e n t ã o  r ( B )  = B Como B c  E ,  pe l a  d e f i n i ç ã o  de - 

base  e  pos to  r ( E )  = 1 ~ 1  = r ( B ) . a  



TEOREMA 2 . 2 . 4  

S e j a  o  m a t r ó i d e  M = ( E y F ) .  S C  - E  é um c o n j u n t o  i n -  

d e p e n d e n t e ,  S E F y  s e  e  s o m e n t e  s e  e s t á  c o n t i d o  em uma b a s e  d o  

m a t r ó i d e .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  o  m a t r ó i d e  M = ( E ,  F )  e  S C - E .  

(+)  S e s t á  c o n t i d o  em uma b a s e  e n t ã o  S E F.  

S e j a  B uma b a s e  do  m a t r õ i d e  e  s e j a  S C  - B. Como B E F, p e l a  

p r o p r i e d a d e  ( 1 2 )  d e  m a t r ó i d e s ,  e n t ã o  S E F .  

(+)  S  E F  e n t ã o  S e s t á  c o n t i d o  em uma b a s e  d o  m a t r ó i d e .  

S e j a  S E F  e  B E F uma b a s e  d o  m a t r õ i d e .  P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  

p o s t o  S E F  e n t ã o  r ( S )  = \ S I .  B  E F  uma b a s e  do  m a t r ó i d e  en ' -  

t ã o  p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  p o s t o  e  b a s e .  

P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  b a s e ,  B é m a x i m a l  e  p o r t a n t o  I s I  - < I B ! . S e  -- 

j a  

E n t ã o  p e l o  t e o r e m a  ( 2 . 1 . 1  ) e x i s t e  

el , . . ., e k  E ( B - S )  

t a l  que  



De (11.17) {el. . . . ,  e l c B .  Como 6 E F y  utilizando a proprieda k - -- 

de (IZ), então 

De (11.17) e l ,  . . . ,  ek S. Logo S e {{ellU . . .  U{ek}l são dis- 

juntos e portanto 

De (II.20), (11.19) e (11.16) temos: 

Por (11.18) temos que (S U {el} U . . . .  U {ek}) é independente. 

Logo pela definição de posto 

Então podemos escrever devido a (II.22), (11.21) e (11.15): 

Portanto, pelo teorema(2.2.3)(S U {el l U . .  . U {ek}) é uma base. 

Seja B '  uma base do matróide tal que B'=S U {el} V... U{ek}. Lo-- 

go S C  - B 1 .  



2.3  - C i r c u i t o s  

S e j a  o  m a t r ó i d e  M := (E ,  F )  o n d e  F  é o  c o n j u n t o  d e  

s u b c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  d e  E .  S e j a  S C  - E. P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  

p o s t o ,  S E Fy S  é um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  s e  e  s o m e n t e  s (3 

r ( s )  = I S I .  Um c o n j u n t o  S C  E que  n ã o  p e r t e n c e  a  F denominamos 
- 

c o n j u n t o  DEPENDENTE. E v i d e n t e m e n t e  S é d e p e n d e n t e ,  i s t o  e  Y 

S  F s e  e  s o m e n t e  s e  r ( S )  \ S I .  

De m a n e i r a  s e m e l h a n t e ,  um e l e m e n t o  e  E E é DEPEN- 

DENTE E M  S C  - E  s e  r ( S  U { e ) )  = r ( S ) .  Caso c o n t r á r i o  é INDEPEN- 

DENTE. 

No e x e m p l o  ( 1 . 2 )  e 4  E E e  e 5  E E s ã o  d e p e n d e n t e s  em S = { e l  , e2 ,e3 : l .  

Ao p a s s o  que  e4  e  e  s ã o  i n d e p e n d e n t e s  em S = { e  ,e 1. 5  1 2  

CIRCUITO EM S C  - E é um m i n i m o  s u b c o n j u n t o  depende ]?  -- 

t e  d e  S .  Se C C  - E ,  é um c i r c u i t o ,  e n t ã o  r ( C )  = \ C [  - 1 .  

EXEMPLO 2 . 3 . 1  

P a r a  o  m a t r ó i d e  m a t r i c i a l ,  um c i r c u i t o  c o r r e s p o n d e  

a  um c o n j u n t o  d e  c o l u n a s  LD t a l  que  a o  r e t i r a r  q u a l q u e r  c o l u n a  

t e m o s  um c o n j u n t o  L I .  No e x e m p l o  ( 1 . 2 )  p a r a  S = E = { e l , e 2 , . . . , e 5 ~  

t e m o s  o s  c i r c u i t o s  em S :  C = { { e l  ,e2 ,e3 ,  e  ) , { e l  , e2 ,e3 ,e51 ,  . . . , 
{ e 2 , e 3 , e 4 , e 5 } } .  O c o n j u n t o  E a p e s a r  d e  d e p e n d e n t e  n ã o  é um c i r -  

c u i t o .  P a r a  S = .  { e  e  1 um c i r c u i t o  em S é o  p r ó p r i o  c o n -  l ' e 2 ' e 3 '  4 

j u n t o .  Os c o n j u n t o s  d e  c a r d i n a l i d a d e  m e n o r  q u e  q u a t r o  n ã o  p o s -  



suem c i r c u i t o s ,  são  L I .  

EXEMPLO 2 . 3 . 2  

P a r a  o  m a t r ó i d e  g r á f i c o  um c i r c u i t o  c o r r e s p o n d e  a  

um c i c l o  n o  g r a f o  G ,  de  f o r m a  que ,  ao  r e t i r a r  um a r c o  do  c i c l o ,  

t e m o s  uma á r v o r e  em G .  No e x e m p l o  ( 1 . 3 ) ,  5  = E = { e  l , . . . ,e61 t e -  

mos o s  c i r c u i t o s  em S: 

S u b c o n j u n t o s  d e p e n d e n t e s  t a i s  como: {el,e2, e  } , { e l  y e 2 y e 3 y e 4 } y  

{ e  ,e 1, { e 3 , e 4 , e 5 , e 6 1  e  o  p r ó p r i o  c o n j u n t o  E ,  a p e s a r  d e  d e p e n -  5 6  

d e n t e s  n ã o  s ã o  c i r c u i t o s  em E .  P a r a  S = {e l .e2,e3,e41 um c i r c u i  .- 

t o  em S é o  c o n j u n t o  C = {el ,e21. O c o n j u n t o  S = {el,e3,e4} não  

c o n t é m  c i r c u i t o ,  p o i s  6 i n d e p e n d e n t e .  

EXEMPLO 2 . 3 . 3  

P a r a  o  m a t r ó i d e  u n i f o r m e ,  U k Y n y  o s  c i r c u i t o s  em E 

s ã o  t o d o s  o s  s u b c o n j u n t o s  d e  E com c a r d i n a l i d a d e  k t l .  

C = { S C  - E 1  / S /  = k t l l .  

No e x e m p l o  ( 1 . 4 ) ,  n o  m a t r o i d e  u n i f o r m e  U Z y 4 ,  t e m o s  o s  c i r c u i t o s  
- 

em E ,  C = I I e l , e 2 , e 3 } ,  I e l . e 2 , e 4 L  . . . ,  I e 2 , e 3 , e 4 1 1 .  O c o n j u n t o  

E é d e p e n d e n t e  mas n ã o  é um c i r c u i t o .  Os c o n j u n t o s  d e  c a r d i n a l i -  

d a d e  m e n o r  que  t r ê s  n ã o  possuem c i r c u i t o s ,  s ã o  i n d e p e n d e n t e s .  



T E O R E M A  2 . 3 . 1  

S e j a  o  m a t r ó i d e  M = ( E ,  F ) .  S C  - E  é um c o n j u n t o  

i n d e p e n d e n t e ,  S E F; se e  somen te  se não  c o n t é m  nenhum c i r c u i t o  

do m a t r ó i d e .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  o  m a t r ó i d e  M = (E,  F )  e  S C  - E .  

( + )  Se n ã o  e x i s t e  nenhum c i r c u i t o  c o n t i d o  em S e n t ã o  S E F .  

Suponhamos que  não e x i s t e  nenhum c i r c u i t o  c o n t i d o  em S,  mas 

que  S i F. Logo S é um c o n j u n t o  d e p e n d e n t e  e  r ( S )  < I S I .  Con - 

s e q u e n t e m e n t e  p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  c i r c u i t o ,  e x i s t e  um s u b c o n -  

j u n t o  d e p e n d e n t e  mTnimo C C  - S,  onde  C é um c i r c u i t o  p o r  d e f i  - 

n i ç ã o .  Logo,  c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e  i n i c i a l .  P o r t a n t o  S E F. 

(+)  Se S E F e n t ã o  S não  c o n t é m  nenhum c i r c u i t o  do m a t r ó i d e .  

S e j a  S  E F .  Suponhamos e x i s t e  C C  - S,  onde  C é um c i r c u i t o  do  

m a t r ó i d e .  

P o r  ( I Z ) ,  se  C C  - s E F  e n t ã o  C E F, o  que é i m p o s s T v e 1  p o i s  

C é um c o n j u n t o  d e p e n d e n t e .  Logo r.ão e x i s t e  C t a l  que  C C  - S .  
m 



TEOREMA 2 . 3 .  2 

S e j a  o  m a t r ó i d e  M = (E ,  F )  e  C c  E  um c i r c u i t o  d o  

m a t r õ i d e .  Cada e l e m e n t o  e  E C é d e p e n d e n t e  s o b r e  t o d o  o  r e s t o  do  

c i r c u i t o ,  (C - { e } ) .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  o  m a t r b i d e  M = (E ,  F )  e  C C  - E  um c i r c u i t o  do  

m a t r õ i d e .  P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  c i r c u i t o  

S e j a  e  E C e  s e j a  S = (C - { e } ) .  Como C é um c o n j u n t o  d e p e n d e n t e  

.- 
m i n i m a l  e n t ã o  t o d o  s u b c o n j u n t o  d e  C é i n d e p e n d e n t e .  L o g o  S e 

i n d e p e n d e n t e  e  p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  p o s t o  

Como C = S U { e )  d e  ( 1 1 . 2 4 )  e  ( 1 1 . 2 3 )  

.- 
Ou s e j a  r ( S )  = r ( S  U { e ) )  e  p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  d e p e n d ê n c i a  e  e 

d e p e n d e n t e  em S = (C - { e } ) .  Como a  d e m o n s t r a ç ã o  é v á l i d a  v e  E C ,  

d e m o n s t r a m o s  o teorema.. 

.- 
Pio e x e m p l o  ( 1 . 2 )  v i m o s  que  C = {e l  , e 2 , e 3 , e 4 } C  E e 

- 
um c i r c u i t o  n o  m a t r o í d e  m a t r i c i a l .  A s s i m  e 4  e  d e p e n d e n t e  e  rn 

- 
S =: { e  e  e  1. e 2  e  d e p e n d e n t e  em S = { e l  ,e3 , e 4 } ,  e t c .  1 '  2 '  3 



2.4 - Fecho 

O FECHO de um subconjunto R C  E no matrõide M=(EyF)y 

SP(R), é o máximo subconjunto S C  - E contendo R tal que r(S)=r(R). 

Se B é uma base do matróide, pelo teorema (2.2.3) 

r(B) = r(E), portanto SP(B) = E. 

Um subconjunto R tal que SP(R) = R é chamado sub- 

conjunto FECHADO. 

EXEMPLO 2.4.1 

Para o matróide matricial do exemplo (1.2) o fe- 

cho dos conjuntos de cardinalidade três, quatro e cinco é o pró- 

prio conjunto E. Todos possuem posto igual a três. Os conjuntos 

de cardinalidade menor que três são fechados, o fecho é o pró- 

prio conjunto. 

EXEMPLO 2.4.2 

Para o matróide gráfico do exemplo (1.3) temos: 

SP({el}) = SP(Ie2}) = {el ,e2.e61 

SP(Ie3}) = {e3,e6}, . . . ,  SP({e5}) = Iegye6} 

SP({el ,e3}) = {el ,e2,e3,e6}, . . . , SP(le4ye5}) = { e 4 Y e 5 Y e 6 }  

SP({el,e3,e4}) = ~ e l y e 2 y e 3 y e 4 y e 6 ~ y . . . y  SP(ie3,e4,e5})={e3ye4ye5ye6} 

SP(iel,e3,e4,e5}) = {elye2ye3,e4ye5ye6i 



EXEMPLO 2 . 4 . 3  

P a r a  o  m a t r á i d e  u n i f o r m e  U k Y n y  t e m o s  p r i m e i r o  o s  

s u b c o n j u n t o  S C  - E t a l  que  I S I  < k .  N e s t e  c a s o  t o d o s  o s  s u b c o n j u n  .- 

t o s  são  f e c h a d o s ,  S P ( S )  = S .  P o i s ,  s e  e x i s t i r  um s u b c o n j u n t o  

S I 3  S ,  I s ' I  < k ,  e n t ã o  r ( S )  = \ S I  < I S ' I  = r ( S 1 ) .  L o g o  

r ( S )  < r ( S 1 )  e  S '  n ã o  é f e c h o  d e  S .  

Segundo ,  p a r a  o s  s u b c o n j u n t o s  S C  - E t a l  q u e  \ S I  - > k .  N e s t e  c a s o ,  

p a r a  t o d o  S C  - E ,  r ( S )  = k  = r ( E ) .  P o r t a n t o  o  f e c h o  é o  c o n j u n t o  

E. 

TEOREMA 2 . 4 . 1  

S e j a  o  m a t r ó i d e  F1 = (E ,  F )  e  s e j a  S C  - E o  f e c h o  d e  

um s u b c o n j u n t o  R C E e n t ã o  t o d o  e l e m e n t o  e  E ( S - R )  é d e p e n d e n t e  

em R .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  o  m a t r ó i d e  M = (E ,  F )  e  S  C - E o  f e c h o  d e  um 

s u b c o n j u n t o  R C E .  L o g o  r ( R )  = r ( S ) .  

Suponhamos e x i s t e  e  E ( S - R ) .  P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  f e c h o  R C  - S e  c o -  

mo e  E S e n t ã o  (R U { e ) ) c  - S .  

Como R C  - R U { e }  C - S ,  t e m o s  a p l i c a n d o  t e o r e m a  ( 2 . 1 . 2 ( b ) )  



Mas como r ( R )  = r ( S )  e n t ã o :  

o  q u e  p r o v a  p e l a  d e f i n i ç ã o  q u e  e  6 d e p e n d e n t e  em R.. 

TEOREMA 2 . 4 . 2  

S e j a  o  m a t r ó i d e  M = ( E ,  F )  e  S C  E.  O f e c h o  S P ( S )  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  o  m a t r ó i d e  M = ( E ,  F )  e  S  C E. P o r  a b s u r d o  s u  -- 

p o n h a  e x i s t a  S  C E e  S 2 ~  E, d i s t i n t o s ,  t a l  q u e  S P ( S )  = S1 1  - (e 

S P ( S )  ' =  S2 .  Como S1 e  S 2  s ã o  f e c h o s  d e  S  e n t ã o  s ã o  s u b c o n j u n t o s  

m a x i r n a i s  d i s t i n t o s  d e  E  c o n t e n d o  S. P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  f e c h o ,  

r ( S )  = r ( S l )  = r ( S 2 )  = p .  

Podemos s u p o r  sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e  q u e  e x i s t e  e 2  E (Se-SI ) .  

Como S  C - SI, n e c e s s a r i a m e n t e  

p o i s  c a s o  c o n t r á r i o  S  n ã o  s e r i a  f e c h o  d e  S. e 2  E S2 e  p o r t a n t o  1  

(SI U { e 2 } )  C S1 U S2.  L o g o ,  a p l i c a n d o  o  t e o r e m a  ( 2 . 1 . 2 ( b ) )  e 

d e  ( 1 1 . 2 5 )  



P o r  o u t r o  l a d o  como S C - S1 e  S C - S 2  t emos  S C - S 1  n S 2 .  A p l  i c a n -  

d o  n o v a m e n t e  o  t e o r e m a  ( 2 . 1  . 2  ( b ) )  

A d i c i o n a n d o  ( 1 1 . 2 6 )  e  ( 1 1 . 2 7 )  

o  que  c o n t r a d i z  o  t e o r e m a  ( 2 . 1 . 2 ( c ) ) .  L o g o  a  s u p o s i ç ã o  d e  que  

S1 e  S 2  s ã o  d i s t i n t o s  não  p o d e  s e r  v e r d a d e i r a .  S 2  = SI, o  f e c h o  

- 
e  ú n i c o . ( )  

3  - DEFINICUES D E  M A T R ~ T D E S  

Na s e ç ã o  ( 1 1 . 1 )  f o i  dada  uma d e f i n i ç ã o  d e  m a t r ó i d e ,  

( 1 1 - I 3 ) ,  u t i l i z a n d o  o c o n c e i t o  d e  i n d e p e n d ê n c i a .  U t i l i z a n d o  o i j  

c o n c e i t o s  a p r e s e n t a d o s  n a s  s e ç õ e s  a n t e r i o r e s ,  n o v a s  d e f i n i ç õ e s ,  

e q u i v a l e n t e s  a p r i m e i r a ,  podem s e r  o b t i d a s ,  f i x a n d o  n o v a s  p r o -  

p r i e d a d e s .  

3 . 1  - D e f i n i ç ã o  em Termos d e  P o s t o  

TEOREMA 3 . 1  . 1  

S e j a  E um c o n j u n t o  f i n i t o .  S e j a  r uma f u n ç ã o  d  c! 



s u b c o n j u n t o s  d e  E  e  F  um c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  E t a l  q u e  

F  = { S C  - E l r ( S )  = I S I I .  A f u n ç ã o  r s a t i s f a z :  

( R I )  r ( f l )  = 0;  

( R 2 )  p a r a  q u a l q u e r  S C - E e  q u a l q u e r  e l e m e n t o  e  E E 

r ( S )  5 r ( S  U { e ) )  - < r ( S )  + 1 ;  

( R 3 )  p a r a  q u a l q u e r  S C - E e  e,, e 2  E E ,  s e  

r ( S  U {e l  I )  = r ( S  U I e 2 } )  = r ( S )  e n t ã o  r ( ~ U i e , } U l e ~ i )  = r (S) .  

"se s ó  s e  M = (E ,  F )  é um m a t r ó i d e  e  a  f u n ç ã o  r é a  f u n ç ã o  p o s t o  

d o  m a t r ó i d e .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  E um c o n j u n t o  f i n i t o  e  r uma f u n ç ã o  d e  s u b c o n  

j u n t o s  d e  E .  

(+)  ( R I - R 3 )  + M = ( E y F )  um m a t r õ i d e  e  r a  f u n ç ã o  p o s t o  d e  M .  

S e j a  F  um c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  E t a l  q u e  F  = 

{ S C  E l r ( S )  = I S I I .  A p l i c a n d o  ( R I - R 3 ) ,  m o s t r a r e m o s  q u e  F  s a -  

t i s f a z  ( 1 1 - 1 3 )  e  p o r t a n t o  M = ( E , F )  é um m a t r ó i d e  s o b r e  E .  

a )  De ( R I ) ,  r ( D )  = O = + fl E F .  ( 1 1 )  é s a t i s f e i t a .  

b )  S e j a  S  E F e  R C  - S .  A p r o p r i e d a d e  ( 1 2 )  s o m e n t e  s e r á  s a t i s f e i  - 

t a  s e  R E F .  Suponha  R F.  

P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  F y  R i F + r ( R )  < ( R I .  S e j a  ( S - R )  = 

s 1  . S .  P o r  ( R Z ) ,  r ( R  U { s l I )  - < r ( R ) + l  < I R \  + 1 .  



Apl icando ( R 2 )  r e p e t i d a s  vezes :  

r ( S )  = r ( R  U { s l l U  . . .  U s k  ) < I R 1  t k = / S I  + r ( S )  < l S l , i s  - 

t o  c o n t r a d i z  o f a t o  de S E F .  P o r t a n t o  R E F e  ( 1 2 )  é s a t i s 8 -  

f e i t a .  

S e j a  R E F e  S E F t a l  que I s I  = I R 1  t 1 

R = { r l  , . . . , r q y  s q t l  , . . ., s k l  

s = i r l .  . . .. r  , t q t l  , . . . t k y  t k t l  1 ,  com s i  # t 
9  j ' 

q t l  < i , j  2 k - 

Se mostrarmos que e x i s t e  t E ( S - R )  t a l  que ( R U  { t l )  E F a  pro - 

p r i e d a d e  ( 1 3 )  é s a t i s f e i t a .  

Suponha que ( R  U { t i } )  ,k F para q t l  - i  - k t l .  

Por ( R 2 ) ,  

Como 

( R  U { t i l )  .k F e n t ã o  ~ ( R U  { t i l )  < I R / + l  ( 1 1 . 2 9 )  

Logo, por (R3) temos que r ( R  U I t i l U I t . l )  = r ( R )  = 
J 

/ R I ,  q t l  z i ,  j - < k + l .  



A p l i c a n d o  ( R 3 )  s u c e s s i v a m e n t e :  

r ( s )  - < r ( R U { t q + l } U . . . U { t k + l } )  = r ( R )  = / R I  < l s l .  L o g o  

r ( S )  < / S I ,  c o n t r a d i z  o  f a t o  d e  S  E F .  Assim ( R U W } )  E F  

p a r a  a l g u m  i  e  ( 1 3 )  é s a t i s f e i t a .  Como F  s a t i s f a z  ( 1 1 - I 3 ) ,  F  

é um c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  d e  um m a t r ó i d e  

M = ( E , F )  e c o n s e q u e n t e m e n t e  a  f u n ç ã o  r é a  f u n ç ã o  p o s t o  d e  

(+ )  S e  M = ( E , F )  é um m a t r ó i d e  e r a  f u n ç ã o  p o s t o  d e  M + ( R I - R 3 )  

S e j a  M = ( E y F )  um m a t r ó i d e  s o b r e  E e r a  f u n ç ã o  p o s t o  d e  !I. 

A p l i c a n d o  a s  p r o p r i e d a d e s  d e  m a t r ó i d e  m o s t r a r e m o s  q u e  a  f u n -  

ç ã o  p o s t o  d o  m a t r ó i d e ,  r ,  s a t i s f a z  ( R I - R 3 )  

a )  P o r  ( I l ) ,  @ E F ,  l o g o  p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  p o s t o  r ( g ) = O . ( R l ) .  

b )  S e j a  S C  - E .  P a r a  m o s t r a r m o s  ( R 2 )  d o i s  c a s o s  s ã o  p o s s i v e i s .  

b l )  e E S ,  Logo  r ( S )  = r ( S  U { e ) )  - < r ( S )  t 1 .  

b 2 )  e $ S .  U t i l i z a n d o  o  t e o r e m a  ( 2 . 1 . 2 ( b ) ) ,  como S  C ( S  U { e ) )  

U t i l  i z a n d o  o  t e o r e m a  ( 2 . 1  . 2 ( c ) )  



Mas ( S  n { e ) )  = @ e  pe la  d e f i n i ç ã o  de 

r ( { e ) )  - \ e \  = 1 .  Loço, de ( 1 1 . 3 1 )  

pos to  

( 1 1 . 3 2 )  

c )  S e j a  S C E .  Da mesma mane i ra ,  para  m o s t r a r  (R3) d o i s  c a s o s  

são  p o s s i v e i s :  

c l )  Se e l  E S e  e 2  E S e n t ã o  (R3) é e v i d e n t e  

C 2 )  S e j a  

e l  & ( E - S )  e  e 2  € ( E - S )  

S e j a  

Do teorema ( 2 . 1 . 2 ( b ) ) ,  como S C R  e n t ã o  r ( S )  - < r ( R )  

Por a b s u r d o ,  mostraremos que e s t a  s u p o s i ç ã o  é im- 



p o s s í v e l .  

S e j a  S '  C - S t a l  q u e  S '  E F o  máximo s u b c o n j u n t o  i n  - 

d e p e n d e n t e  d e  S .  P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  p o s t o :  

S e j a  R '  C - R t a l  q u e  R '  E F é O máximo s u b c o n j u n t o  

i n d e p e n d e n t e  d e  R .  P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  p o s t o  

Logo ( R ' [  = .  I s ' I  i- k ,  k > O .  P o r t a n t o  p e l o  t e o r e m a  ( 2 . 1 . 1 )  e x i s t e  

r l y  . . . ,  r k E ( R '  - S I )  ( 1 1 . 3 9 )  

De ( 1 1 . 4 0 )  e  p e l a  p r o p r i e d a d e  ( 1 2 )  

( S '  U { r i ) )  E F ,  1  - < i  - < k 



Evidentemente r i  g! S, pois se tivessemos ri E S 

então (5' U {ri}) C - S e devido a (11.41) (SI U {ri}) seria inde- 

pendente, o que contradiz a rnaxirnalidade de S' em S. 

Logo r l ,  . . . , r k E (R'-S) C - (R-S). Mas de (11.34) 

(R-S) = {el,e2}. Sem perda de generalidade, podemos fazer 

ri = el. De (11.41 ) ,  aplicando a definição de posto 

De (11.33) el S 3  - S'. Consequentemente {el} e 

S '  são disjuntos e 

Logo, de (II.42), (11.43) e (11.36) 

Como S '  C - S, evidentemente pelo teorema (2.1.2(b)) 

De (11.44) e ( 1 1 . 4 )  r(SU{el}) > r(S), o que 

contradiz a hipótese inicial que r(SU{el}) = r(S). Logo a supo- 

sição feita de que r(S) < r(R) é impossivel. Temos então: 



P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  p o s t o  s e  S C  E ,  S é i n d e p e n d e n t e  - 

e n t ã o  r ( S )  = I s I .  L o g o  F = { S C  - E 1  r ( S )  = [ S I } .  

Com i s t o  c o m p l e t a m o s  a  d e m o n s t r a ç ã o . l l  

3 . 2  - D e f i n i ç ã o  em Te rmos  d e  Base  

TEOREMA 3 . 2 . 1  

S e j a  E um c o n j u n t o  f i n i t o  d e  e l e m e n t o s  e  & um c o n -  
A 

j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  E .  B s a t i s f a z  

( ~ 1 )  # fl e  s e u s  e l e m e n t o s  n ã o  e s t ã o  e s t r i t a m e n t e  c o n t i d o s  u n s  

a o s  o u t r o s ;  

A 

( 8 2 )  Se B1 E i ,  B2 E B  e  e  & ( B 1 - B 2 )  e n t ã o  e x i s t e  e 2  & ( B 2 - B 1 )  
1  

A 

t a l  q u e  (B1  - { e l  1 U { e 2 } )  E B ;  

s e  e  s o m e n t e  s e  é o  c o n j u n t o  d e  b a s e s  d e  um m a t r 8 ; d e  

M = ( E ,  F )  o n d e  F  = { F ' I F ' C  - B p a r a  B  E E }  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  E um c o n j u n t o  f i n i t o  e  i um c o n j u n t o  d e  s u b -  

c o n j u n t o s  d e  E .  

(c) Se 6 é o  c o n j u n t o  d e  b a s e s  d e  um m a t r ó i d e  M = ( E , F )  - ( B 1 - 8 2 )  

S e j a  i o  c o n j u n t o  d e  b a s e s  de  um m a t r ó i d e  M = ( E , F ) .  



a )  De ( 1 1 )  t emos  q u e  0 E F.  E n t ã o ,  p e l o  t e o r e m a  ( 2 . 2 . 4 ) ,  @ C  - E!, 

o n d e  B  é uma b a s e  d o  m a t r ó i d e .  L o g o ,  e x i s t e  B  E i e  p o r t a n t o  

B  # @ .  P e l o  t e o r e m a  ( 2 . 2 . 2 )  t o d a s  a s  b a s e s  d e  um m a t r ó i d e  

c o n t é m  o  mesmo número  d e  e l e m e n t o s .  Logo  nenhuma e s t á  c o n t i -  

d a  e s t r i t a m e n t e  em o u t r a  ( B 1 ) .  

- 
b )  S e j a  B1 E B,  B2 E B  e  el E ( B 1 - B 2 )  U t i l i z a n d o  a s  p r o p r i e d a -  

d e s  d e  m a t r ó i d e s  m o s t r a r e m o s  que  e x i s t e  e 2  E ( R 2 - B 1 )  t a l  q u e  

(B1-{el  l U { e 2 1 )  E i .  

Da d e f i n i ç ã o  d e  b a s e  t e m o s  q u e  B1 E F e  B 2  E F .  De ( 1 2 )  

(B1 - {e l ! )  E F.  P o r  o u t r o  l a d o ,  da d e f i n i ç ã o  d e  p o s t o ,  t e o -  

r ema  ( 2 . 2 . 2 )  e  o  t e o r e m a  ( 2 . 2 . 3 ) :  

A p l i c a n d o  ( 1 3 )  t e m o s  q u e  e x i s t e  e 2  & (B2 - (B l - { e l  I ) )  t a l  q u e  

(Bl - { e l }  U { e 2 } )  E F .  Mas como el i B2 t e m o s  q u  (e 

(B2-(Bl - {e l  I ) )  = B2 -B1 .  P o r t a n t o  e x i s t e  e2  E ( B 2 - B 1 )  t a l  q u e  

De ( I I . 4 7 ) ,  a p l i c a n d o  a  d e f i n i ç ã o  d e  p o s t o  



De ( 1 1 . 4 8 )  e  ( I I . 4 6 ) ,  r ( B 1 - { e l l U { e 2 1 ) = 1 B 1 b ( E ) .  

Logo, pe lo  teorema ( 2 . 2 . 3 ) ,  ( B 1 - { e l l U  { e 2 } )  E i e  ( 8 2 )  é s a t i s -  

f e i t a .  

( )  (81 . B 2 )  - i é o  c o n j u n t o  d a s  bases  de u m  ma t ró ide  M = ( E , F ) .  

Se j a  

A 

F = { F ' I F ' c  B para  B E B )  - (11 .49 ; )  

Aplicando a s  p r o p r i e d a d e s  (Bl -B2)  mostraremos que 

F s a t i s f a z  ( 1 1 - 1 3 )  e  p o r t a n t o  M = ( E ,  F )  é u m  mat ró ;de  s o b r e  E e 
A 

B o  c o n j u n t o  de bases  do m a t r ó i d e .  

a )  ( 1 1 - 1 2 )  são  t r i v i a l m e n t e  s a t i s f e i t o s .  

b )  Para mostrarmos ( 1 3 )  faremos em duas p a r t e s .  A p r i m e i r a  ( b l ) ,  

u t i l i z a n d o  a s  p r o p r i e d a d e s  (81-B2) demonstraremos que para 
- 

B1 E B^ e  B 2  E B e n t ã o  l B l  1 = 1 B 2  1 .  A segunda p a r t e ,  ( b 2 ) ,  su - 

pondo R e  S e l emen tos  d i s t i n t o s  de F t a l  que R C  B1 e  S c  - B 2 ,  

\ S I  = I R !  + 1:mostraremos que e x i s t e  S E  ( S - R )  t a l  que 

( R  U 1 s ) )  E F e  ( 1 3 )  é s a t i s f e i t a .  



a 

b l )  S e j a  B1 E B  e  B2 E i e n t ã o  B 1  = ! B 2 1 .  

Sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e ,  s u p o n h a  p o r  a b s u r d o  que  

/ B 1 !  # I B ~ !  S e j a  B1 = { e  l y . . . . e k y  b l ~ . . . ~ b p ~  

B2 = {e l  ,. . . , e k y  c l , . . . , c  , .  . .  , C  1 
P 9  

Tomando bl E ( B 1 - B 2 ) ,  p o r  ( B Z ) ,  e x i s t e  c i  & ( B 2 - B - , )  t a l  que  

( B l - i b l l  U { c i } )  E B .  Sem p e r d a  d e  c j e n e r a l i d a d e  s e j a  c i  = c,,.  

1 A 

Temos e n t ã o :  B1 = {e l , . . . ,ek ,  c 1 ,  b 2 , . . . , b p l  E B. 

R e p e t i n d o  o  p r o c e s s o ,  t omando  b 2  E ( B ;  - B 2 ) ,  p o r  ( 8 2 )  e x i s -  

1  t e  c i  E ( B 2 - B 1 )  ( e v i d e n t e  c i  # c l )  t a l  que  

1  
( B l - { b 2 1 U { c i } )  E E .  

S e j a  c i  = c 2 .  Temos e n t ã o  

R e p e t i n d o  o p r o c e s s o ,  t e r e m o s  no  p ?  p a s s o  

Mas B; C B 2 ,  o  que  c o n t r a r i a  a  p r o p r i e d a d e  (B1 ) .  Logo  a  supol -- 

- 
s i ç ã o  i n i c i a l  d e  q u e  IB, / 1 B 2 1  e  i m p o s s i v e l .  P o r t a n t o  

l B 1  I = I B 2 1  

a 

b 2 )  S e j a  B1 E B  e  B2 E &.  De ( b l ) ,  l B l l  = 1B21.  S e j a  R E F e  

S E F, d i s t i n t o s ,  t a l  que  R C  B1, S C  - B2 e  1st  = R I  + 1 :  



Tomando b l  & ( B 1 - B 2 ) ,  p o r  ( B Z ) ,  e x i s t e  e i  € ( B 2 - B 1 )  

t a l  que 

Duas h i p ó t e s e s  podem s e r  f e i t a s :  

- ( i )  e i  - s i  E S e  ( i i )  e i  = c .  i s  
1 

( i )  e i = s i  E S 

Sem perda de g e n e r a l i d a d e ,  s e j a  e i  = s i  = s l .  Temos e n t ã o  

1 A 

de ( 1 1 . 5 0 )  B 1  = { r l  ,. . . , r k ,  s1  , b 2 > .  . . , b p }  E B 

Mas ( R  U s l  ) = {r  . . . ,  r k y  s1  } C - B; e  p o r t a n t o  por 

( 1 1 . 4 9 )  ( R  U { s l } )  E F .  Como s l  E(S-R) e n t ã o  ( 1 3 )  é s a t i s -  

f e i t a .  

( i i )  e  = c i  i  6 s 

Sem perda de g e n e r a l i d a d e ,  s e j a  e i  = c .  1 = c l .  Temos e n t ã o  

de ( 1 1 . 5 0 ) :  



1  R e p e t i n d o  o  p r o c e s s o  t o m a n d o  b 2  E ( B 1 - B 2 ) .  poi-  

1  ( 8 2 )  e x i s t e  e  E ( B 2 - B , )  ( e v i d e n t e  ei # c l )  t a l  q u e  i 

Se ei = s  E S  t e m o s  a  r e p e t i ç ã o  da  h i p ó t e s e  ( i ) . ,  i 

L o g o  ( 1 3 )  é s a t i s f e i t a .  

Se ei = C L S,  sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e  i s e j a  

e .  = c i  
1 

= c 2 .  Temos e n t ã o  d e  ( 1 1 . 5 1 )  e  ( 1 1 . 5 2 )  

1 2  R e p e t i n d o  o  p r o c e s s o  g e r a m o s  B1, B1 .. . . , By o n d e  

- i b i l U  { e i } )  E 

Como t e m o s  p  e l e m e n t o s  bis mas s o m e n t e  ( p - 1  ) e l e -  

m e n t o s  c i ,  o b r i g a t o r i a m e n t e  p a r a  a l g u m  i = 1 ,  . . . ,  P  t e m o s  

- 
e  = si E S .  R e c a i m o s  e n t ã o  n a  h i p ó t e s e  ( i ) .  P o r t a n t o  ( 1 3 )  i e  

s a t i s f e i t a .  

Como F s a t i s f a z  ( 1 1 - 1 3 )  e n t ã o  M = ( E , F )  é um ma- 

t r ó i d e  s o b r e  E .  P o r  ( I I . 4 9 ) ,  p a r a  t o d o  B E Ê e n t ã o  B E F .  Se 

B  E F  p e l o  t e o r e m a  ( 2 . 2 . 4 )  B  e s t á  c o n t i d o  em uma b a s e  d o  m a t r ó i  - 

d e .  Como B  é um s u b c o n j u n t o  máx imo  d e  F e n t ã o  B é uma b a s e  d e  M .  

Como é v á l i d o  p a r a  t o d o  B  E Ê e n t ã o  Ê é o  c o n j u n t o  d e  b a s e s  d o  

m a t r ó i d e .  0 



3 . 3  - Out ras  D e f i n i ç õ e s  

3 . 3 . 1  - D e f i n i ç ã o  em Termos de C i r c u i t o s  

T E O R E M A  3 . 3 . 1  

Se ja  E u m  c o n j u n t o  f i n i t o  e  C u m  c o n j u n t o  de sub-  
a 

c o n j u n t o s  de E .  C s a t i s f a z :  

( C l )  E C e  nenhum e lemento  de C e s t á  c o n t i d o  p ropr i amen te  em 

o u t r o ;  

( C 2 )  Se C 1  E C ,  C 2  E C ,  d i s t i n t o s  e  e  E ( C 1  n C 2 )  e n t ã o  e x i s t e  

C 3  E C t a l  que C C ( C 1  U C 2 )  - { e } ;  3  - 

se e  somente s e  C é o  c o n j u n t o  de c i r c u i t o s  de u m  ma t ró ide  

M = ( E , F )  onde F = { F ' C  E ~ Y  S E C ,  F '  a S I .  

A d e f i n i ç ã o  em forma de teorema (Cl-C2) e q u i v a l e  

a s  a n t e r i o r e s .  A demonstração pode s e r  v i s t a ,  jun tamente  com o  

teorema ( 3 . 3 . 2 )  em 1191. 

3 . 3 . 2  - D e f i n i ç ã o  em Termos de Fecho 

T E O R E M A  3 . 3 . 2  

S e j a  E u m  c o n j u n t o  f i n i t o  e  a  função  S P  de subcon- 

j u n t o s  de E .  A função  S P  s a t i s f a z :  



( F 1 )  R C  S C E  + SP(R)  _ C S P ( S ) ;  

en t ã o  

s e  e  s o m e n t e  s e  S P  é a f u n c ã o  f e c h o  de  u m  m a t . r Ó i d e  M = ( E ,  F ) o n  -- 

d e :  

F  = { F ' c  - E l s e  e  E F '  e n t ã o  e  S P ( F 1  - { e ) ) }  

A d e f i n i ç ã o  ( F l - F 3 )  ++ ( C 1 - C 2 )  ++ ( B l - B 2 )  ++ 

1 - 3  + ( 1 1 - 1 3 ) .  1191 1201.  

4 - EXEMPLO 

Um o u t r o  t i p o  d e  m a t r ó i d e  que  s e r á  u t i l i z a d o  n a s  

s e ç õ e s  p o s t e r i o r e s  s ã o  o s  m a t r ó i d e s  t r a n s v e r s a i  S .  P a r a  c a r a c t e  -- 

r i z ã - 1 0 s  d e f i n e r e m o s  a l g u n s  e l e m e n t o s  b á s i c o s .  

S e j a  E um c o n j u n t o  f i n i t o  e  Q = { Q 1 y Q 2 y . . . y Q m }  um 

c o n j u n t o  d e  ( n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  d i s t i n t o s )  s u b c o n j u n t o s  d e  E . U m  

TRANSVERSAL D E  Q é um c o n j u n t o  f o r m a d o  t o m a n d o - s e  um Ú n i c o  e l e -  

m e n t o  d e  c a d a  s u b c o n j u n t o  Q1 ,  Q 2 ,  . . . ,  Qm, d e  m a n e i r a  q u e  t o d o s  
- 

e s t e s  e l e m e n t o s  s e j a m  d i s t i n t o s .  Um PARCIAL TRANSVERSAL D E  Q e 

um t r a n s v e r s a l  d e  a l g u m  s u b c o n j u n t o  d e  Q .  



EXEMPLO 4 . 1  

S e j a  Q = {Q1y Q 2 ,  Q31 um c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  

d e  E  = { e l  ,e2 ,e3 ,  e  o n d e  Q 1  = { e 2 . e 3 . e 4 1  e  Q 2  = Q 3  = { e l } .  Não 

t e m o s  um t r a n s v e r s a l  p o i s  Q p  = Q 3 ,  mas (!I, { e l } , { e 2 } , { e 3 } , { e 4 }  

{ e l  , e 2 } ,  { e l  , e 3 }  e  {e l  , e 4 }  s ã o  p a r c i a i s  t r a n s v e r s a i s .  

O e x e m p l o  p o d e  s e r  r e p r e s e n t a d o  a t r a v é s  d e  um g r a f o  b i p a r t i d o  em 

q u e  c a d a  a r c o  l i g a  um s u b c o n j u n t o  Qi a  um d e  s e u s  e l e m e n t o s ,  f i i  -- 

g u r a  ( 1 1 . 3 )  

F i g .  11 .3  - E x e m p l o  4 . 1  

Com e s s a  r e p r e s e n t a ç ã o  um p a r c i a l  t r a n s v e r s a l  c o r r e s p o n d e  a  um 

c o n j u n t o  d e  a r c o s  t a l  q u e  nenhum p a r  t e n h a  um v é r t i c e  em comum. 

TEOREMA 4 . 1  

Q t e m  um t r a n s v e r s a l  s e  e  s o m e n t e  s e  p a r a  c a d a  k 

t a l  q u e  1  - K - < J E ~ ,  a  u n i ã o  d e  q u a i s q u e r  K s u b c o n j u n t o s  Qi  c o n -  

t é m  p e l o  menos K e l e m e n t o s .  



A d e m o n s t r a ç ã o  p o d e  s e r  v i s t a  em 1151.  

Com a s  d e f i n i ç õ e s  a c i m a ,  M = ( E y F )  é um MATRÓIDE 

TRANSVERSAL s o b r e  E s e  F  é o  c o n j u n t o  d e  p a r c i a i s  t r a n s v e r s a i s  

d e  Q y  o u  s e j a ,  a s  p a r c i a i s  t r a n s v e r s a i s  d e  O s ã o  o s  s u b c o n j u n t o ç  

i n d e p e n d e n t e s  d e  E .  As p r o p r i e d a d e s  ( 1 1 - 1 3 )  s ã o  f a c i l m e n t e  v e r i  -- 

f i c a d a ~ .  

E n t r e  o s  s u b c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  d e  E t e m o s  o  

MAXIMAL PARCIAL TRANSVERSAL D E  Q, que  é o  p a r c i a l  t r a n s v e r s a l  tal 

que  n ã o  e x i s t e  nenhum o u t r o  p a r c i a l  t r a n s v e r s a l  c o n t e n d o - o .  

Da d e f i n i ç ã o  d e  um m a t r ó i d e  t r a n s v e r s a l  podemos c a  -- 

r a c t e r i z a r  a l g u n s  d e  s e u s  e l e m e n t o s .  

P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  p o s t o  t e m o s  q u e  p a r a  t o d o  S C  - E ,  

- 
o  p o s t o  d e  S no  m a t r ó i d e  t r a n s v e r s a l ,  r ( S ) ,  e  a  c a r d i n a l i d a d e  d o  

m a x i m a l  p a r c i a l  t r a n s v e r s a l  d e  Q c o n t i d o  em S .  A  f u n ç ã o  p o s t o  sa -- 

t i s f a z  a  t o d a s  a s  p r o p r i e d a d e s  a n t e r i o r e s .  De f o r m a  s e m e l h a n t e ,  

p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  b a s e :  o  máx imo  s u b c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  d e  E, 

t e m o s  que  uma b a s e  d e  um m a t r ó i d e  t r a n s v e r s a l  é um m a x i m a l  p a r -  

c i a l  t r a n s v e r s a l  d e  Q .  

L o g o ,  como c o n s e q u ê n c i a  d e  ( B l - B 2 )  podemos e n u n c i a r  

o s  t e o r e m a s :  



TEOREMA 4 . 2  

Nenhum m a x i m a l  p a r c i a l  t r a n s v e r s a l  d e  Q c o n t é m  p r o  

p r i a m e n t e  um o u t r o .  

TEOREMA 4 . 3  

Se B1 e  B2 s ã o  m a x i m a i s  t r a n s v e r s a i s  d e  Q e 

el E B1 e n t ã o  e x i s t e  um e l e m e n t o  e 2  E B2 t a l  q u e  ( B l - { e l } U  { e 2 } )  
- 
e  um m a x i m a l  p a r c i a l  t r a n s v e r s a l  d e  S. 

Como o s  t e o r e m a s  a c i m a  p o d e m o s  d e m o n s t r a r  uma e x -  

t e n s ã o  d o  t e o r e m a  ( 2 . 2 . 2 ) .  

S e j a  Q = ( o l ,  . . . .  (Im) um c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  

d e  E. Q u a i s q u e r  p a r  d e  m a x i m a i s  p a r c i a i s  t r a n s v e r s a i s  d e  Q cor1 -- 

t é m  o  mesmo n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  Q = ( Q  1 '  "" Qm ) um c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n -  

t o s  d e  E, e  s e j a  B  C E  e  B 2 ç  E d i s t i n t o s  m a x i m a i s  1  - p a r c i a i s  

t r a n s v e r s a i s  d e  Q .  Q u e r e m o s  m o s t r a r  q u e  1 ~ ~ 1  = I B 2 /  P a r a  i s t o ,  

sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e ,  s u p o n h a  1 ~ ~ 1  < / e 2 \ .  

S e j a  



Pelo teorema ( 4 . 3 ) ,  b i  E B l Y  1 - < i  < k e n t ã o  e x i s -  

t e  c  E B 2 ,  1 j < q t a l  que (B1-{b i}U{c j} )  é u m  maximal p a r -  
j - - 

c i a l  t r a n s v e r s a l .  Sem perda de g e n e r a l i d a d e ,  s e j a  b i  = 1 e  

c  = C 1 '  
1 

j 
e n t ã o  B 1  = ( B 1  - { b l  1 U {c1 } )  é u m  maximal p a r c i a l  t r a n s -  

v e r s a l .  

Repet indo o  p r o c e s s o ,  s e j a  b i  = b 2 '  . . . ,  b k  e n t ã o  

p e l o  teorema ( 4 . 3 )  e x i s t e  c  = c 2 ,  . . . ,  c k  t a l  que 
j 

- 
e  u m  maximal p a r c i a l  t r a n s v e r s a l .  

P o r t a n t o  pe lo  teorema ( 4 . 2 )  B 2  não é u m  maximal 

p a r c i a l  t r a n s v e r s a l ,  c o n t r a r i a n d o  a  h i p ó t e s e  i n i c i a l .  Logo 

l P 1  = l P 2 1 . .  

Os demais teoremas  podem s e r  e x t e n d i d o s  para o  c a -  

so  p a r t i c u l a r  de ma t ró ide  t r a n s v e r s a l .  Da mesma maneira  os con-  

c e i t o s  de c i r c u i t o  e  f e c h o .  



EXEMPLO 4.2 

Seja E = {el.ezye3,e41 e ? = iQ1yQ2y431 onde 

Q1 = {el}, Q2 = {e2,e31 e O3 = {e4}. Seja o matróide M = (E,F) 

sobre E. O conjunto de parciais transversais é dado por: 

F = {{el} , . . .  , ~ e 4 1 , ~ e l , e 2 1 y ~ e l , e 3 ~ y ~ e l y e 4 1 y ~ e 2 y ~ 4 ~ y ~ e 3 y ~ 4 1 y  
- 

{el .e2,e4I,~el ,e3,e4l1. As bases de M y  B ={{el ,e2,e4IY 

{el ye3.e,ll 

Os circuitos são os subconjuntos de E dependentes 

tais que ao retirar um elemento temos um parcial transversal. Os 

circuitos em E, C = {{e2,e3}1. 

Fecho: SP({ell) = {el}, SP({e21) = SP({e31) = SP({e2,e3}) = 

{e2,e31y SP({e4)) = {e4} 

SP({elye2}) = SP({el,e31) = {elYe2,e3I 

SP({el ,ezYe4}) = SP({el ,e3, e I) = { e l y e 2 y e 3 y e 4 ~ .  

Para os matrõides transversais tal que Q =: 
- 

{Q1, Q,}, (li n Qj = g Y  v i y j i f J y  temos um MATROIDE PARTI- 

ÇÃO. O exemplo (4.2) é também um exemplo de matróide partição,, 

Outros resultados podem ser obtidos 1211, bem co- 

mo a demonstração dos teoremas acima 1151. 



5 - C O N C L U S Ã O  

Após a p r e s e n t a r  a s  d e f i n i ç õ e s  e  os  e lementos  b á s i -  

cos  de u m  m a t r ó i d e ,  v e r i f i c a m o s  a t r a v é s  de exemplos que i n i c i a l  - 

mente é d e f i n i d o  o  c o n j u n t o  E .  O passo s e g u i n t e  c o n s i s t e  em d e f i  - 

n i r  uma " e s t r u t u r a  de independênc ia"  que g e r a r á  F .  E s t e  passo 

nem sempre e v i d e n t e  f a z  com que a  e s t r u t u r a  de ma t ró ide  t o r n e  p o u  - 
d 

co p r á t i c a .  Da7 os  t r a b a l h o s  na a r e a  vo l t a rem em g e r a l  para o  

campo t e ó r i c o  enquanto  os exemplos p r á t i c o s  e n c o n t r a d o s  na l i t e -  

r a t u r a  s ã s  normalmente pouco i n t e r e s s a n t e s .  Porém e s s a  e s t r u t u r a  

assume uma impor tânc ia  r e l e v a n t e  para a p l i c a ç ã o  de a l g o r i t m o s  g u  - 

l o s o s .  E s t e s  s e r ã o  v i s t o  no capTtu lo  s e g u i n t e  onde problemas 

ma io res  s e r ã o  e s t u d a d o s .  



ALGORITMOS GULOSOS APLICADOS A 

Até r ecen temen te  a  grande  m a i o r i a  dos t r a b a l h o s  v01 - 

t a v a - s e  para a l g o r i t m o s  que buscam uma s o l u ç ã o  Õtima e x a t a ,  a l g o  - 

r i t m o s  e x a t o s .  Apesar da v a r i e d a d e  de t é c n i c a s  u t i l i z a d a s ,  e s t e s  
- 

a l g o r i t m o s ,  m u i t a s  vezes  esbar ram n o  tempo de processamento e  a s  

vezes  no excesso  de memória. E m  g e r a l  s ã o  a l g o r i t m o s  NP-completos, 

t o rnando-se  i m p r a t i c á v e i s  para problemas ma io res .  Dai ,  a  n e c e s s i -  

dade de a l g o r i t m o s  h e u r i ' s t i c o s ,  em g e r a l ,  p o l i n o m i a i s  e  e f i c i e n -  

t e s .  Fornecem s o l u ç õ e s  v i á v e i s  que podem s e r  Õtimas o u  aproxima- 

d a s ,  a tuando como l i m i t e s  i n f e r i o r e s  ( o u  s u p e r i o r e s )  para a l g o r i t  - 

mos e x a t o s .  Para e s s a s  s o l u ç õ e s  aproximadas podemos u t i l i z a r  c r i -  

t é r i o s  que p o s s i b i l i t e m  medir  a s  s u a s  q u a l i d a d e s .  C l a s s i f i c a - s e  

uma h e u r 7 s t i c a  como boa ou ruim conforme a  mesma s e  aproxima 

b a s t a n t e  ou não da s o l u ç ã o  Õtima. 

0s a l g o r i t m o s  h e u r i s t i c o s ,  m u i t a s  vezes  i n t u i t i v o s ,  

não possuindo uma j u s t i f i c a t i v a  no p lano  t e ó r i c o ,  s ão  plenamente 

j u s t i f i c a d o s  pe la  p r á t i c a .  Procuram o b t e r ,  r ap idamen te ,  uma boa 

s o l u ç ã o  aproximada.  En t re  o s  a l g o r i t m o s  h e u r i s t i c o s ,  visamos os  

a l g o r i t m o s  g u l o s o s  (Greedy,  g l o u t o n s ) ,  o s  q u a i s  e s t ã o  e s t r e i t a m e n  - 

t e  l i g a d o s  aos  problemas m a t r o i d a i s ,  para  a s  q u a i s  fornecem s o l u -  

ções  Õtimas.  Porém, a s  a p l i c a ç õ e s  s e  estendem a  problemas combina - 



t Õ r i o s  de g randes  d imensões ,  como: o t i m i z a ç ã o  em r e d e s ,  l o c a l i z a  - 

ção de c e n t r o s ,  i n t e l i g ê n c i a  a r t i f i c i a l ,  c o l o r a ç ã o  de g r a f o s ,  

e t c . ,  para  o s  q u a i s ,  em g e r a l ,  o s  a l g o r i t m o s  g u l o s o s  fornecem sci- 

l u ç õ e s  aproximadas .  

In t roduz i remos  os a l g o r i t m o s  g u l o s o s  a t r a v é s  de 

t r ê s  problemas s i m p l e s  que s e  assemelham quanto  ao p rocesso  u t i -  

1 i zado  para  r e s o l  vê-1 o s :  

P R O B L E M A  1  

S e j a  C = ( c i j )  uma m a t r i z  de Pesos ,  m x n ,  não nega- 

t i v a .  Desejamos e s c o l h e r  u m  subcon jun to  em C de peso máximo, de 

forma a  não o c o r r e r  d o i s  e l emen tos  na mesma l i n h a .  O problema po- 

de s e r  modelado como: 

.i" max Z = L c i j  x i  j 
i  , j  

I ]  i n t e i r o  

U m  f á c i l  p rocesso  de r e s o l u ç ã o  c o n s i s t e  em: "esco-  

l h a  os  e l emen tos  ( i ,  j )  em ordem de grandeza  d e c r e s c e n t e ,  r e j e i -  

t ando  u m  e lemento  somente s e  u m  o u t r o  j á  f o i  e s c o l h i d o  na mesma 

1 i n h a " .  



E X E M P L O  1 . 1  

S e j a  a  m a t r i z  de pesos :  

4 

Aplicando o p rocesso  acima o subcon jun to  em C de pêso mãximo e  

composto p e l o s  e l emen tos  e n v o l v i d o s  com u m  c i r c u l o  em C .  Temos 

e n t ã o :  Z = 10 t 9 t 7 t 5 =  31. 

P R O B L E M A  2 

U m  c e r t o  número de t r a b a l h o s  s e r ã o  execu tados  por 

uma ún ica  máquina. Todos requerem o  mesmo tempo de processamento ,  

uma hora .  Es tão  a s s o c i a d o s  a  um tempo para  e n t r e g a ,  o qual n ã:o 

s a t i s f e i t o ,  impl i ca  em uma p e n a l i d a d e  f i x a  c  independen te  
j ' 61 0 

a t r a s o .  Determinar  a  sequênc ia  para execução dos t r a b a l h o s  dl e  

forma que o  t o t a l  das  p e n a l i d a d e s  s e j a  minimo. A r e s o l u ç ã o  d e s t e  

problema impl i ca  na s e g u i n t e  r e g r a :  "Ordene os  t r a b a l h o s  segundo 

tempo de e n t r e g a  c r e s c e n t e  e  no caso  de empate segundo p e n a l i d a -  

des  d e c r e s c e n t e s .  A s e g u i r ,  e s c o l h a  o s  t r a b a l h o s  na ordem ass im 

d e t e r m i n a d a ,  d e s c a r t a n d o  um t r a b a l h o  somente s e  o  mesmo não pode 

s e r  e x e c u t a d o ,  obedecendo o  tempo de e n t r e g a .  Os t r a b a l h o s  d e s c a r  - 

t a d o s  s e r ã o  execu tados  após o  ú l t i m o  e s c o l h i d o ,  não importando a 

ordem d e s t e s " .  



EXEMPLO 1 .2  

S e j a  o s  t r a b a l h o s :  

T r a b a l h o s  1  2  3 4  5  6  

T.  E n t r e g a  1  3  2  1  3  6  

P e n a l  i d a d e  9 7 6  1 0  4 2  

O r d e n a n d o  s e g u n d o  c r i t é r i o  a c i m a  t e m o s :  

T r a b a l h o s  4  1  3  2  5  6  

T. E n t r e g a  1  1  2  3  3  6  

P e n a l i d a d e  1 0  9 6  7 4  2  

Com e s t a  o r d e n a ç ã o :  e s c o l h a  t r a b a l h o  4 ,  d e s c a r t e  1 ,  e s c o l h a  3 e 

2 ,  d e s c a r t e  5, e s c o l h a  6.  E x e c u t a d o s  o s  e s c o l h i d o s ,  e x e c u t e  o s 

d e s c a r t a d o s .  A s s i m  uma s e q u ê n c i a  Ó t i m a  p a r a  e x e c u ç ã o  d o s  t r a b a l -  

l h o s  é :  4,  3 ,  2, 6, 1 ,  5  com um t o t a l  d e  p e n a l i d a d e s  Z = cl t c 5 =  

9 + 4  = 1 3 .  Uma o u t r a  s e q u ê n c i a  Ó t i m a  é :  4 ,  3,  2 ,  6 ,  5 ,  1 ,  também 

z = 1 3 .  

PROBLEMA 3  

D e s e j a - s e  c o n s t r u i r  uma r e d e  d e  c o m u n i c a ç ã o  e n t r e  

v á r i a s  c i d a d e s  a  c u s t o  myn imo .  S a b e - s e  q u e  o  c u s t o  d e  q u a l q u e r  li 

g a ç á o  é dado  p o r  c i j .  

Temos q u e ,  d a d a  uma r e d e  r e p r e s e n t a d a  p o r  um g r a f o  c o n e x o  G(N,A) ,  



N c i d a d e s  e  A l i g a ç õ e s  e n t r e  e l a s ,  assoc iamos  a  cada p a r  ( i , j ) ~  A 

o c u s t o  c i j .  O problema c o n s i s t e  em d e t e r m i n a r  o  menor g r a f o  

p a r c i a l  conexo de c u s t o  mTnimo ou a  ã r v o r e  ge radora  mTnima de G., 

Podemos r e s o l v ê - l o :  " e s c o l h a  os  a r c o s  em ordem de grandeza  c r e s -  

c e n t e  dos c i j ,  r e j e i t a n d o  u m  a r c o  somente s e  o  mesmo forma u m  c:i - 

c10 com os j á  s e l e c i o n a d o s " .  

E X E M P L O  1 . 3  

S e j a  o  g r a f o  G ( N ,  A ) ,  f i g u r a  ( I I I . 1 ) ,  para  N = 

Fig .  111.1 - Exemplo 1 . 3 .  

A s o l u ç ã o  Õtima é r e p r e s e n t a d a  por t r a ç o s  c h e i o s  na f i g u r a : ( 1 , 2 ) ,  

( 4 , 6 ) ,  ( 1 , 3 ) ,  ( 5 , 7 ) ,  ( 3 , 4 ) ,  ( 3 , 7 ) .  Um c o n j u n t o  de s e i s  a r c o s ,  

p o i s  a  á r v o r e  ge radora  deve c o n t e r  I N I - 1  a r c o s .  



E s s e s  p r o b l e m a s  s e r ã o  d i s c u t i d o s  p o s t e r i o r m e n t e ,  

q u a n t o  o t i m a l i d a d e  d a s  s o l u ç õ e s  o b t i d a s .  

Nos t r ê s  p r o b l e m a s  a c i m a ,  o  a l g o r i t m o  d e  r e s o l u ç ã o  

u t i l i z a d o  c a r a c t e r i z o u - s e  p o r  e s c o l h e r ,  a  c a d a  p a s s o ,  um e l e m e n -  

t o  d e  p e s o  mãximo o u  m i n i m o  q u e  a n e x a d o  a o s  e l e m e n t o s  a t e  e n t ã o  

s e l e c i o n a d o s  f o r n e ç a  o  m a i o r  o u  m e n o r  a c r é s c i m o  p o s s i v e l ,  a t i ;  

q u e  s e j a  e n c o n t r a d o  um c o n j u n t o  d e  e l e m e n t o s  s o l u ç ã o  d o  p r o b l e -  

ma. V o l t a - s e  p a r a  o  a c r é s c i m o  r e l a t i v o  e  n ã o  p a r a  o  v a l o r  a b s o l u  -- 

t o  d o  o b j e t i v o .  A e s s e s  a l g o r i t m o s  d e n o m i n a m o s  d e  G u l o s o s .  

S e j a  um c o n j u n t o  f i n i t o  E = { e l ,  e 2 ,  ..., e , }  e  

uma f u n ç ã o  d e  c o n j u n t o s  f ,  d e f i n i d a  s o b r e  o s  s u b c o n j u n t o s  d e  E .  

Os a l g o r i t m o s  g u l o s o s  p r o c u r a m  um s u b c o n j u n t o  S * C  - E ,  t a l  q u e :  

Nos e x e m p l o s  ( 1 . 1 ) ,  ( 1 . 2 )  e  ( 1  . 3 )  o  c o n j u n t o  E c o r r e s p o n d e  r e s -  

p e c t i v a m e n t e  a o s  e l e m e n t o s  d a  m a t r i z  C ,  a o  c o n j u n t o  d e  t r a b a l h o s ,  

e  a o  c o n j u n t o  d e  a r c o s  A .  

Com o  p r o b l e m a  a p r e s e n t a d o  a c i m a ,  p o d e m o s  e n u n c i a r  

um a l g o r i t m o  g u l o s o  g e r a l ,  q u e  s e r á  p a r t i c u l a r i z a d o  no  d e c o r r e r  

d o  t e x t o .  



ALGORITMO 1  - GULOSO GERAL 

k  PASSO O .  S e j a  k  = O ,  S = 0 

PASSO 1 .  S e j a  n  = I E l  e  o r d e n e  o s  e l e m e n t o s  de  E d e  modo q u  E! 

c ( e i )  2 c ( e 2 )  . . .  - > c ( e n ) .  

k  
(s$J{ekt l I  s e  U l e k t l I  s a t i s f a z  

PASSO 2 .  Dado s k ,  f a ç a  S k t l  - - "CONDIÇÃO". 

(sk c a s o  c o n t r á r i o .  

PASSO 3 .  k  = k t l  

PASSO 4 .  Se k  < n ,  r e p i t a  PASSO 2 

Se n ã o  PARE. 

A  s o l u ç ã o  Õ t i m a  d o  g u l o s o  e dada  p o r  S *  = sn.  

Ao a n e x a r m o s  um e l e m e n t o  ektl k  a  S uma "CONDIÇXO" 

d e v e  s e r  a t e n d i d a .  Nos e x e m p l o s  ( 1  . I ) ,  ( 1 . 2 )  e  ( 1 . 3 )  e s s a  c o n d i -  

ç ã o  a p r e s e n t a - s e  como: 

( 1 )  S e j a  ektl 
k  

= ( i ,  j )  n a  m a t r i z  mxn do  e x e m p l o  ( 1  . l ) . S  U{ekil I 
s a t i s f a z  " c o n d i ç ã o "  s o m e n t e  s e  ( i ,  j )  é o  p r i m e i r o  e l e m e n t o  

e s c o l h i d o  n a  l i n h a  i. 

( 2 )  S e j a  e  k  
k t l  = j um t r a b a l h o  a  s e r  e x e c u t a d o .  S U { e k t l  1 s a t i s  - 

f a z  " c o n d i ç ã o "  s o m e n t e  se  o  t r a b a l h o  j p o d e  s e r  e x e c u t a d o  

d e n t r o  d o  t empo  de  e n t r e g a  p r e v i s t o ,  a p ó s  e x e c u t a r  o s  t r a b a -  



k  n  
l h o s  em S . N o t a - s e  que  a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  S *  = S c o n t e r ;  

a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  e s c o l h i d o s ,  uma v e z  q u e  a o r d e m  de  e x e c u  
-- 

ç ã o  d o s  a t r a s a d o s  n ã o  i m p o r t a .  

( 3 )  S e j a  ek+l 
k  

= ( i ,  j )  E A ,  um a r c o  d e  G .  S U l e k + l }  s a t i s f a z  

' I c o n d i ç ã o l l  s o m e n t e  se  n ã o  c o n t é m  c i c l o .  

Os a l g o r i t m o s  g u l o s o s  s e r ã o  a p r e s e n t a d o s  em t r ê s  

p a r t e s .  Na p r i m e i r a  p a r t e  a p r e s e n t a r e m o s  o s  a l g o r i t m o s  g u l o s o s  

a t u a n d o  como a l g o r i t m o s  e x a t o s  a p l i c a d o s  a  e s t r u t u r a s  d e  m a t r õ i -  

d e s  e  p o l i m a t r õ i d e s .  Na s e g u n d a  p a r t e  a p r e s e n t a r e m o s  um a l g o r i t -  

mo g u l o s o  q u e  se  c o m p o r t a  o r a  como e x a t o  o r a  como h e u r i s t i c o ,  

d e p e n d e n d o  d a s  c a r a c t e r i s t i c a s  d o  p r o b l e m a .  Na t e r c e i r a  p a r t e  

( c a p i t u l o  I V )  a p r e s e n t a r e m o s  o s  a l g o r i t m o s  g u l o s o s  h e u r i s t i c o s  

a p l i c a d o s  a  p r o b l e m a s  especificas. 

ALGORITMOS 

EXATOS 

M A T R Õ I D E S  

POL IMATRÓIDES 

M A T R ~ I D E S  

P O L I M A T R ~ I D E S  

E OUTROS 

ALGOR ITP,?OS 

GULOSOS 
7 

ALGORITMOS 

HEURÍSTICOS 

ALGORITMO 

EXATO / ,  
HEURÍSTICG 

PROBLEMA DA MOCHILA 

PROBLEMA DE RECOBRIMENTO 

PROBLEMA D E  LOCALIZAÇÃO 

PROBLEMAS C O M  FUNÇÕES SUB- 

MODULARES. 



2 .  ALGORITMOS GULOSOS APLICADOS A M A T R B I D E S  

2 . 1  - U m  A l g o r i t m o  G u l o s o  G e r a l  p a r a  M a t r Õ i d e s  

O p r i m e i t o  a l g o r i t m o  g u l o s o  s u r g i u  d a  d e m o n s t r a ç ã o  

d o  t e o r e m a  ( * ) :  

" S e  a  um g r a f o  c o n e x o  f i n i t o  a s s o c i a m o s  um n u m e r o  

r e a l  p o s i t i v o ,  um p e s o ,  a  c a d a  a r c o  e s e  e s t e s  n ú -  
e 

m e r o s  s ã o  t o d o s  d i s t i n t o s ,  e n t ã o  e x i s t e  uma u n i c a  
d - 
a r v o r e  g e r a d o r a  c u j a  soma d o s  p e s o s  em s e u s  a r c o s  
- 
e m r n i m a  d e n t r e  t o d a s  a s  á r v o r e s  g e r a d o r a s  p o s s r -  

v e i s " .  

Es te  t e o r e m a  é d e m o n s t r a d o  em t e r m o s  d a  " m a t r i z  d e  c o m p r i m e n t o s ' "  
e 

( a i j ) ,  o n d e  a i j  e o  c o m p r i m e n t o  d o  a r c o  c o n e c t a n d o  o s  v é r t i c e s  i 

e j .  O m e t o d o  d e  c o n s t r u ç ã o  d e  á r v o r e  g e r a d o r a  rnynima u t i l i z a d o  
d 

e b a s t a n t e  c o m p l e x o .  U t i l i z a n d o  a  t e o r i a  d o s  g r a f o s ,  K r u s k a l  d e -  

m o n s t r o u  e s t e  t e o r e m a  a p r e s e n t a n d o  um m é t o d o  c o n s t r u t i v o  e n u n c i a ,  -- 

d o  n o  p r o b l e m a  3  s e ç ã o  ( 1 1 1 . 1 ) .  1 1 3 1 .  O mesmo t e o r e m a  é m a i s  t a r  -- 
d e  d e m o n s t r a d o  p a r a  o  c a s o  e s p e c i f i c o  d e  m a t r õ i d e s .  1231  

Da t e o r i a  d e  m a t r õ i d e s ,  c a p T t u l o  1 1 ,  t e m o s  q u e ,  d a  -- 

d o  um g r a f o  c o n e x o  f i n i t o  G ( N ,  A ) ,  p o d e m o s  d e f i n i r  uma e s t r u t u r a  

d e  m a t r õ i d e s  M = ( E ,  F )  em G d e n o m i n a d a  m a t r Õ i d e  g r á f i c o .  S e j a  

( * )  O t a k a r  B o r u v k a  - On a  m i n i m a l  p r o b l e m ,  P r ã c e  F o r a v s k é  P r i d o -  

v e d e c k é  S p o l  e c n o s t i  , Vol . 3 ,  1 9 2 6 .  



E = A ,  c o n j u n t o  d e  a r c o s .  S e j a  F  o  c o n j u n t o  d e  t o d o s  o s  s u b c o n -  

j u n t o s  d e  E n ã o  c o n t e n d o  um c i c l o .  F é o  c o n j u n t o  d e  t o d a s  a  c; 

f l o r e s t a s  d e  G.  A s s o c i a n d o  p e s o s  a o s  e l e m e n t o s  d e  E, p e l o  t e o r e -  

ma e n u n c i a d o  a c i m a ,  s e  e s t e s  p e s o s  são  r e a i s  p o s i t i v o s  e  d i s t i n -  

t o s ,  e n t ã o  e x i s t e  uma á r v o r e  g e r a d o r a  m i n i m a  o u  uma b a s e  d o  ma-, 

t r Õ i d e  g r á f i c o  d e  p e s o  m í n i m o .  

R e s u l t a d o  s e m e l h a n t e  p o d e  s e r  o b t i d o  s e  a p l i c a r m o s  o  a l g o r i t m o  

1 .  A o b t e n ç ã o  d e  uma á r v o r e  c o r r e s p o n d e  a  o b t e n ç ã o  d e  um s u b c o n -  

j u n t o  S C  - E ,  S E F, i n d e p e n d e n t e  n o  m a t r õ i d e  M = (E,  F ) .  A s s i m  

a  YONDIÇÃO~ a  s e r  s a t i s f e i t a  é d e f i n i d a  p e l a  " e s t r u t u r a  d e  i n d e  -- 

p e n d ê n c i a " .  

G e n e r a l i z a n d o  e s t e  r e s u l t a d o  podemos e n u n c i a r  um a l g o r i t m o  g u l o -  

so  g e r a l  p a r a  m a t r õ i d e s  o b e d e c e n d o  a  e s t r u t u r a  d o  a l g o r i t m o  1 .  

ALGORITMO 2 - GULOSO GERAL PARA MATRÕIDEs 

k  PASSO O .  S e j a  k  = O ,  S = fl 

PASSO 1 .  S e j a  n  = I E ~  e  o r d e n e  o s  e l e m e n t o s  d e  E d e  modo q u e  

k  k  
S U { e k c l }  s e ( S  U { e k + l l ) ~  F 

PASSO 2 .  Dado s k ,  f a c a  S  
k  

S c a s o  c o n t r á r i o .  

P A S S O  3 .  k  = k + l  



PASSO 4 .  Se k < n ,  r e p i t a  PASSO 2.  

Se N ~ O  PARE. 

A  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  d a d a  p o r  S *  = sn C - E ,  S* E F  é 

um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  d e  p e s o  máx imo,  o u  s e j a ,  uma b a s e  d o  ma - 

t r õ i d e  d e  p e s o  máx imo .  

EXEMPLO 1  . 4  

No e x e m p l o  ( 1 . 3 )  podemos d e f i n i r  um m a t r õ i d e  g r á f i  -- 

c o  M = (E ,  F )  p e l o  g r a f o  G(N, A )  d a  f i g u r a  ( 1 1 1 . 1 ) .  A p l i c a n d o  c~ 

a l g o r i  tmo g u l o s o  e n c o n t r a r e m o s  e n t r e  todas a s  á r v o r e s  d e  G,  a  á r - .  

v o r e  g e r a d o r a  d e  p e s o  mi 'n imo.  A s s i m ,  o  p r o c e s s o  d e  r e s o l  uçãci 

a n u n c i a d o  p a r a  o  p r o b l e m a  3 é s e m e l h a n t e  ao  a l g o r i t m o  g u l o s o  g e -  

r a l  o n d e  a  n ã o  f o r m a ç ã o  d e  c i c l o s  é d e f i n i d a  em F  e  t e s t a d a  n o  

PASSO 2 .  

TEOREMA 2.1 .1 

S e j a  o  c o n j u n t o  f i n i t o  E  e  F  um c o n j u n t o  d e  subconl  -. 

j u n t o s  d e  E .  Se M = (E ,  F )  é um m a t r õ i d e  e n t ã o  p a r a  t o d a  f u n ç ã o  

d e  p e s o s  não  n e g a t i v a  c :  E -t IR o  g u l o s o  e n c o n t r a  uma b a s e  d e  p e -  

so  máx imo d o  m a t r õ i d e ,  ( S * ) .  

D e m o n s t r a ç ã o :  P r i m e i r o  m o s t r a r e m o s  que  S *  E F e n c o n t r a d o  p e l o  gu - 

l o s o  é uma b a s e  do  m a t r õ i d e  M = (E ,  F ) .  Segundo,  s u p o n d o  B o  uma 

b a s e  d e  p e s o  máx imo,  m o s t r a r e m o s  q u e  a  b a s e  e n c o n t r a d a  p e l o  g u l o  - 
d 

so ,  BG = S*, e  uma b a s e  d e  p e s o  máx imo,  c ( B G )  = 1 c  - 1 c . = c ( B  ) .  
'-j E B ~  J O j 'BG 



S e j a  o  m a t r õ i d e  M = ( E ,  F )  e  a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  n ã o  

c :  E -t IR. 

n e g a t i v a  

S e j a  S C  E ,  S E F. E n t ã o  p e l o  t e o r e m a  ( 1 1 ~ 2 . 2 . 4 ) ~  S C E! o n d e  B  i5 - 
uma b a s e  d o  m a t r õ i d e .  Como c  é n ã o  n e g a t i v a  c ( B )  > c ( S )  p a r a  t o - -  - 

-* 
d o  S c  B. L o g o ,  como B  E F, um e l e m e n t o  d e  p e s o  máx imo  em F  - C? 

uma b a s e  d o  m a t r õ i d e .  

S e j a  BG uma b a s e  d o  m a t r õ i d e  s e l e c i o n a d a  p e l o  g u l o s o  e  s e j a  
Bo 

uma b a s e  do  m a t r õ i d e  d e  p e s o  máx imo :  

Sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e ,  suponhamos o s  e l e m e n t o s  d e  B G  e  B em o  

o r d e m  d e c r e s c e n t e  d e  p e s o s .  ( 1 1 1 . 1 )  

~ e m o n s t r a ç ã o  p o r  i n d u ç ã o  f i n i t a .  

PASSO 1 .  O g u l o s o  s e l e c i o n a  o  e l e m e n t o  al .  M o s t r a r e m o s  que  

c ( a l )  = c ( b l )  e  q u e  C(B;) = c ( B O )  o n d e  B: = { a 1  ,bl ,..., 
- bP} 
e  uma b a s e  d o  m a t r õ i d e  d e  p e s o  máx imo.  

P e l o  g u l o s o ,  t e m o s  que  c ( a l )  - > c ( e i ) ,  b' ei E E 

(i) Se al = b j ,  p a r a  a l g u m  1  - < j - < p, e n t ã o  c ( a l )  = c ( b . )  e  de 
J 

( I I 1 . 2 ) ,  ~ ( b . )  > c ( e i )  v ei E E e  em p a r t i c u l a r  J - 

c ( b j )  2 c ( b i ) ,  1  < i - < p  ( 1 1 1 . 3 )  



De ( 1 1 1 . 3 )  e  ( I I I . l ) ,  b j  = bl e  p o r t a n t o  c ( a l )  = c ( b l ) .  

( i i )  Se al # b .  p a r a  t o d o  1  < j < p  e n t ã o  al E ( B G  - B o )  . L o g o ,  
J - - 

p e l o  t e o r e m a  ( 1 1 - 3 . 2 . 1 ( 8 2 ) )  e x i s t e  bl E ( B o - B G )  t a l  q u e  

E' o  = (Bo-b i  U { a l i )  é uma b a s e  ( 1 1 1 . 4 )  

Se ( 1 1 1 . 2 )  t e m o s  q u e :  

Se c ( a l )  > c ( b i )  e n t ã o  d e  ( 1 1 1 . 4 ) ,  C(B;) > c ( B o )  o  q u e  

c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e  d e  Bo s e r  uma b a s e  d e  p e s o  m á x i m o .  

L o g o  c ( a l )  = c ( b i ) .  

De f o r m a  s e m e l h a n t e ,  d e  ( 1 1 1 . 2 )  c ( a l ) = c ( b i )  > c ( e i ) ,  

v e .  E E .  Como bi E Bo e n t ã o  d e  ( I I I . l ) ,  b i  = b l  e  p o r -  
1 

t a n t o  c ( a l )  = c ( b l ) .  

1  
De ( i )  e ( i i ) ,  c ( a l )  = c ( b l )  e n t ã o  c ( B o )  = : c ( B O )  o n d e ,  

- 1  
e  uma b a s e  e  d e  p e s o  m á x i m o ,  p o i s  c ( B o )  = c ( B o ) .  

k - 1  PASSO k - 1 .  S e j a  c ( a i )  = c ( b i ) ,  i = 1 ,  2 ,  ..., k - 1 ,  c ( B o  ) = c ( E i o )  

o n d e  

B k - 1  - - { a l  
3 * * * >  a k - l >  b k ,  0 .  * >  b p }  ( 1 1 1 . 5 )  o  

é uma b a s e  d o  m a t r õ i d e  d e  p e s o  m á x i m o .  



PASSO k .  O g u l o s o  s e l e c i o n a  o  e l e m e n t o  a k .  M o s t r a r e m o s  q u  13 

k  c ( a k )  = c ( b k )  e p o r t a n t o  c ( B o )  = c ( B o )  o n d e  

k  Bo = {a l ,  ..., a k ,  b k + 1 3 . . . e ,  b  1 é uma b a s e  d o  
P  

p e s o  

máx imo .  

k -1  - De ( 1 1 1 . 5 )  como Bo e  uma b a s e ,  B  k - 1  
E F, e  p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  

o  

m a t r Õ i d e  ( I 2 ) ,  t o d o  s u b c o n j u n t o  d e  Bo k - l  é i n d e p e n d e n t e .  Logo ,  

{ a l ,  . .., a  k - 1  ' b i l ,  p a r a  t o d o  k  - < i - p,é i n d e p e n d e n t e  

( 1 1 1 . 6 )  

P e l o  g u l o s o :  c ( a k )  2 c ( b i ) ,  k  - < i - < p  ( I I I . 7 : i  

( i k )  Se a k  = 
j 
, p a r a  a l g u m  k  - < j - < p  e n t ã o  c ( a k )  = c ( b . )  e  

J 

d e  ( 1 1 1 . 7 ) ,  ( 1 1 1 . 6 )  e  ( 1 1 1 . 1 ) ,  b j  = b k  e  c ( a k )  = c ( b k )  . 

( i i k )  Se a k  # b .  p a r a  t o d o  k  < j < p  e n t ã o  a k  E ( e G  - B ~ - ' ) .  L O  
J - - o  -- 

k  - 1  go  p e l o  t e o r e m a  ( 1 1 - 3 . 2 . 1  ( B 2 ) )  e x i s t e  bi E (Bo  - B G ) <  
k - 1  t a l  q u e  T$ = B, - bi U I a k }  é uma b a s e  ( 1 1 1 . 8 )  

De ( 1 1 1 . 7 )  c ( a  ) >  c ( b i ) ,  k i < p .  k  - - - 

k - 1  
Se c ( a k )  > c ( b i )  e n t ã o  d e  ( I I I . 8 ) ,  ( I I I . ~ ) , C ( B ~ ) > C ( B ~  ) =  

c ( B o ) .  C o n t r a r i a n d o  o  f a t o  d e  B o  s e r  uma b a s e  d e  p e s o  má- 

x i m o .  L o g o  c ( a k )  = c ( b i ) .  

De ( I I I . 7 ) ,  ( 1 1 1 . 6 )  e  ( I I I . l ) ,  bi = b k  e  p o r t a n t o  c ( a k )  = 

c ( b k ) .  



k  De ( i k )  e  ( i i k ) ,  c ( a k )  = c ( b k )  e n t ã o  c ( B o )  = c ( B 0 ) ,  

onde ,  d e  ( I I I . 8 ) ,  

d k  e  uma b a s e  d e  p e s o  máx imo,  p o i s  c ( B  ) = c ( B o )  P o r t a n t o  
O 

p a r a  

k = p,  t emos  que  

d 

e  uma b a s e  d e  p e s o  m á x i m o . a  

P a r a  e x e m p l i f i c a r  a  u t i l i z a ç ã o  d o  t e o r e m a ,  v o l t a r e  -- 

mos a o s  p r o b l e m a s  1 ,  2  e  3 s e ç ã o  ( 1 1 1 . 1 ) .  M o s t r a r e m o s  q u e  n o s  

t r ê s  p r o b l e m a s  o s  a l g o r i t m o s  g u l o s o s ,  1 2  a p r e s e n t a d o s ,  f o r n e c e m  

s o l u ç õ e s  Õ t i m a s ,  p o i s  t o d o s  o s  p r o b l e m a s  e n c a i x a m - s e  em uma es- ,  

t r u t u r a  d e  m a t r õ i d e .  

EXEMPLO 2.1 .1 

No p r o b l e m a  1  d a d o  uma m a t r i z  d e  p e s o s  c ( m x n ) ,  n ã o  

n e g a t i v a ,  d e s e j a m o s  e s c o l h e r  um s u b c o n j u n t o  d e  p e s o  mãx.imo t a l  

q u e  n ã o  o c o r r a m  d o i s  e l e m e n t o s  n a  mesma l i n h a .  S e j a  E =. 

{ ( i , j )  l i  = 1 ,  . ; j = 1  ..., n l ,  uma m a t r i z  d e  p o s i ç õ e s  

( m x n )  a s s o c i a d a  a  C .  D e s e j a m o s  um c o n j u n t o  S C  - E t a l  que  

c ( s )  = 1 ' i j  s e j a  máx imo .  E s t e  c o n j u n t o  S c o n t e r á  n o  r n á x i -  
(i , j ) & S  

mo um e l e m e n t o  d e  c a d a  l i n h a  d e  E .  A s s i m  podemos f o r m a l i z a r  o  

p r o b l e m a  como uma e s t r u t u r a  d e  m a t r õ i d e  t r a n s v e r s a l ,  M = ( E y  F ) ,  



v i s t o  n a  s e ç ã o  ( 1 1 . 4 ) .  S e j a  Q = ( Q  Q 2 ,  . . . , Q m )  o n d e  Qi = Ei - -- 

( i , )  = 1  l c o r r e s p o n d e  a o s  e l e m e n t o s  d a  l i n h a  i em E,, 

F é o  c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  d e  E, o u  s e j a ,  O 

c o n j u n t o  d e  p a r c i a i s  t r a n s v e r s a i s  d e  Q. Os p a r c i a i s  t r a n s v e r s a i s  

d e  Q c o n t é m  n o  máx imo um e l e m e n t o  p o r  1  i n h a  ( n o  máx imo um e1 e-. 

m e n t o  d e  Q i )  A s s i m  o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  d e  máx imo p e s o  S C  - E 
- 
e  um p a r c i a l  t r a n s v e r s a l  d e  máx imo p e s o  do  m a t r ó i d e .  

A s s o c i a n d o  a  m a t r i z  d e  p e s o s  C ,  n ã o  n e g a t i v a ,  a o s  e l e m e n t o s  d e  

E, podemos a p l  i c a r  o  a l g o r i t m o  2  o b t e n d o  S *  C - E.  P e l o  t e o r e m a  

( 2 . 1 . 1 )  e n c o n t r a m o s  uma b a s e  d e  p e s o  máx imo o u  s e j a ,  um t r a n s v e r  -- 

s a l  d e  p e s o  máx imo,  S* ,  c o n t e n d o  um e l e m e n t o  d e  c a d a  Qi o u  d e  cal -- 

da  l i n h a .  

P a r a  o  e x e m p l o  ( 1 . 1  ) t e m o s  E = { ( 1 , 1  ) ,  ( 1  2 )  . . . , ( 4 , 4 ) )  E! 

Q = (Q1,  ..., Q4) o n d e  Ql = { ( L l ) ,  ..., ( 1 , 4 ) } ,  Q 9  L = { . . . I ,  Q3=:  

. Q4 = { ( 4 , 1 ) ,  ..., ( 4 . 4 ) ) .  A p l i c a n d o  o  g u l o s o  o b t e m o s  

S*  = { ( 1 , 3 ) ,  ( 2 , 3 ) ,  ( 3 , 1 ) ,  ( 4 , 2 ) )  um t r a n s v e r s a l  d e  Q. 

O p r o b l e m a  1  p o d e  s e r  v i s t o  d e n t r o  d o  c o n t e x t o  d e  

um p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o .  E s c o l h e r  p a r a  c a d a  c l i e n t e  i E I =: 

( 1 ,  ..., m) um Ú n i c o  armazém j E J = {I, . . . ,  n )  d e  f o r m a  a  ma- 

x i m i z a r  o  r e t o r n o .  

EXEMPLO 2.1 .2  

No p r o b l e m a  2  um c o n j u n t o  d e  t r a b a l h o s  s e r ã o  e x e c u  -. 

t a d o s .  S e j a  E = {e l ,  . . . , e,} e s t e  c o n j u n t o  d e  t r a b a :  h o s .  A  c a d a  



t r a b a l h o  e s t á  a s s o c i a d o  um t e m p o  d e  e n t r e g a  e uma p e n a l  i d a d e .  

P o d e m o s  a s s i m  s e p a r a r  o s  t r a b a l h o s  em c o n j u n t o s  p o r  t e m p o  d e  e n - -  

t r e g a .  S e j a  Q = ( Q 1 ,  ..., O m )  o n d e  Q i  c o n t é m  t o d o s  o s  t r a b a l h o s  

a  s e r e m  e n t r e g u e s  n o  t e m p o  t = i .  D e f i n i m o s  a s s i m  um m a t r õ i d c ?  

t r a n s v e r s a l  M = ( E ,  F )  s o b r e  E .  F é o  c o n j u n t o  d o s  p a r c i a i s  t r a n s -  

v e r s a i s  d e  Q ,  o u  s e j a ,  o  c o n j u n t o  d e  s e q u ê n c i a s  p a r a  e x e c u ç ã o  

d o s  t r a b a l h o s .  Como a  c a d a  e l e m e n t o  d e  E e s t á  a s s o c i a d a  uma p e n a  -- 

l i d a d e ,  uma f u n ç ã o  d e  p e s o s  n ã o  n e g a t i v a ,  a p l i c a n d o  o  a l g o r i t m o  

2 ,  o b t e m o s  um t r a n s v e r s a l  S * C  - E d e  p e s o  m á x i m o .  C o n s e q u e n t e m e n -  

t e  S* é uma s e q u ê n c i a  p a r a  e x e c u ç ã o  d o s  t r a b a l h o s  com um t o t a l  

m i n i m o  d e  p e n a l i d a d e .  S* c o n t é m  a p e n a s  o s  t r a b a l h o s  s e l e c i o n a d o s  

p e l o  g u l o s o ,  o s  d e s c a r t a d o s  ou  a t r a s a d o s  s e r ã o  e x e c u t a d o s  p o r é m  

n ã o  i m p o r t a n d o  a  o r d e m  d e  e x e c u ç ã o .  

P a r a  o  e x e m p l o  ( 1 . 2 ) ,  E = { e l ,  ..., e 6 ) Y  Q = ( ( ? I ,  9 2 .  Q 3 ,  Q 6 )  O! 

d e  Q1 = ( 1  , 4 } ,  Q 2  = ( 3 1 ,  Q 3  = { 2 , 5 } ,  Q 6  = { 6 ) .  A p l i c a n d o  O g u 1 0 - .  

s o  o b t e m o s  S* = ( 4 ,  3 ,  2 ,  6 )  um t r a n s v e r s a l  d e  Q .  

E X E M P L O  2 . 1 . 3  

C o n f o r m e  v i s t o  a n t e r i o r m e n t e ,  d a d o  um g r a f o  G ( N , A )  

p o d e m o s  d e f i n i r  um m a t r õ i d e  g r á f i c o  M = ( E ,  F ) ,  o n d e  E = A e F: 

o  c o n j u n t o  d e  f l o r e s t a s  d e  G .  No p r o b l e m a  3  t e m o s  a s s o c i a d o  a! 

c a d a  e l e m e n t o  d e  E um c u s t o  d e  l i g a ç ã o ,  n ã o  n e g a t i v o .  A p l i c a n d o  

o  a l g o r i t m o  2  a o  m a t r õ i d e  g r ã f i c o  o b t e m o s  S * C  - E ,  uma á r v o r e  d e  

p e s o  m i n i m o .  P e l o  t e o r e m a  ( 2 . 1 . 1 ) ,  S* é uma b a s e  d o  m a t r Õ i d e  o u  

uma á r v o r e  g e r a d o r a  m i n i m a  d e  G .  



2.2 - Alguns Algoritmos Gulosos Especificas para MatrÕides 

Pelos exemplos anteriores, a utilização do algorit 

mo 2 exige a definição clara de um matróide sobre E e da "estru- 

tura de independência". Pois, no PASSO 2 deste algoritmo é testa - 

da a independência dos subconjuntos de E, ou seja, se 

k 
(S U {ek+ll) E F. Assim, dependendo do tipo de matróide ou da 

estrutura de independência definida sobre E, a operacionalização 

do PASSO 2 é variável. Portanto, vários algoritmos gulosos podem 

ser apresentados diferenciando basicamente no PASSO 2, conforme 

o método utilizado na determinação de conjuntos independentes. 

Em geral estes algoritmos procuram atingir um tipo especifico de 

matrõide: gráfico, matricial, transversal, etc. 

Seja M = (E, F) um matrõide matricial definido so- 

bre E = e ,  . . . , en . E é o conjunto de colunas de uma matriz,F 
d 

e o conjunto de subconjuntos LI de E. A cada coluna, e E E ,  as- 
j 

sociamos um peso c Aplicando o algoritmo 2, no PASSO 2 testare 
j * - 

mos a independência linear entre colunas da matriz. Para isto, 

um método prático bastante simples é a eliminação gaussiana. As -- 

sim um algoritmo guloso é apresentado com a eliminação gaussiana~ 

embutida no PASSO 2 do algoritmo 2. 

ALGORITMO 3 - GULOSO PARA M A T R ~ I D E S  MATRICIAIS 

PASSO O. k = 1 

PASSO 1. Seja n = (E1 e ordene os elementos de E de modo que 



PASSO 2.  Se c o l u n a  k  e n u l a ,  v á  p a r a  PASSO 3 .  

Se n ã o  e s c o l h a  q u a l q u e r  aik # O n a  c o l u n a  k .  

a i j  F a ç a  a  = a  - - a k '  
v j k e a i j # O .  

j j a  
i k  

PASSO 3 .  k = k  + 1 .  

PASSO 4.  Se k  < n ,  r e p e t e  PASSO 2.  

Se n ã o  PARE. 

As c o l u n a s  n ã o  n u l a s  r e s u l t a n t e s  f o r m a m  uma b a s e  

S * C  - E, d o  m a t r ó i d e  m a t r i c i a l  d e  p o s t o  i g u a l  ao  n ú m e r o  d e l a s .  

E s t a  b a s e ,  p e l o  t e o r e m a  ( 2 . 1 . 1  ) é uma b a s e  d e  p e s o  

máx imo .  

EXEMPLO 2 .2 .1  

S e j a  o  m a t r ó i d e  m a t r i c i a l  M = ( E ,  F )  d e f i n i d o  s o -  

a  b r e  E  = {e l ,  e 2 ,  ..., e 5 } ,  o n d e  ei c o r r e s p o n d e  a  i. c o l u n a  da  

m a t r i z  A ( m x n )  a b a i x o .  F  5 o  c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  L I  d e  E. 

S e j a  c  = ( c 1 ,  . .. , C 5 )  = ( 9 ,  4 ,  8 ,  1 0 ,  1 )  o  v e t o r  de  p e s o s  a s s o -  

c i a d o s  a  E .  



A p l i c a n d o  o  g u l o s o  p a r a  o  m a t r õ i d e  m a t r i c i a l  t e m o s :  

PO. k  = 1 

P 2 .  S e j a  aik - - 1 ,  a i j  = - - 2 ,  a i j  - 
= a 1  3 - a 1 5  = 1 



P2. c o l u n a  k é n u l a  

= 4 



P4. k = n ,  P A R E  

Assim, a s  t r ê s  c o l u n a s  não n u l a s  são  independen-  

t e s ,  ou s e j a ,  o  c o n j u n t o  S* = l e 4 9  e ]  ' e  2 1 c - E é i ndependen te  e  

de peso máximo. 

O a l g o r i t m o  p r i m e i r o  ordena os e lementos  de E em 

ordem d e c r e s c e n t e  de pesos .  A cada i t e r a ç ã o  (PASSO 2 )  s e l e c i o n a -  

mos uma co luna  de peso máximo e  t r aba lhamos  nas demais ( a  d i r e i -  

t a ) .  Assim p r o c u r a - s e  f i x a r  p r i m e i r o  a s  c o l u n a s  de maior peso .  

A e l i m i n a ç ã o  g a u s s i a n a  a p e s a r  de sua s i m p l i c i d a d e  

é b a s t a n t e  i n e f i c i e n t e .  Out ros  a l g o r i t m o s  g u l o s o s  para  ma t ró ideç  

m a t r i c i a i s  podem s e r  e n c o n t r a d o s ,  bem como para  os  demais t i p o s  

de m a t r ó i d e s .  

Para os  m a t r õ i d e s  g r á f i c o s ,  a  de te rminação  da á r v o r e  g e r a d o r a  m i '  - 

nima pode s e r  o b t i d a  pe lo  a l g o r i t m o  gu loso  de Prim. Es te  é a p r e -  

s e n t a d o  como a l g o r i t m o  B no apênd ice  B .  Separa  os  nós do g r a f o  

em d o i s  c o n j u n t o s : P ,  o  c o n j u n t o  de nós pesqu i sados  e  P c o n j u n t o  

dos nós não p e s q u i s a d o s .  I n i c i a n d o  por u m  n Õ  q u a l q u e r  a  cada pas - 

so procura  anexa r  u m  e lemento  de F l i g a d o  a  u m  e lemento  de P por 

u m  a r c o  de peso minimo e n t r e  t o d a s  a s  l i g a ç õ e s  de P a  P .  Com 

i s t o  g a r a n t e  a formação de uma á r v o r e  ge radora  mi'nima. E u m  a l g a  - 

r i t m o  gu loso  que mantém a s  c a r a c t e r i ' s t i c a s  do a l g o r i t m o  2 ,  porém 

com uma sequênc ia  de ope rações  d i f e r e n t e s  d e s t e .  



2.3  - M a t r Õ i d e  como M o d e l o  d e  O t i m i z a ç ã o  

S e j a  o  m a t r ó i d e  M = (E ,  F )  s o b r e  E = {el , . . . ,  

e  a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  c  = ( c 1 ,  ..., C,), C :  E -+ R .  ~ t é  e n t ã o ,  o  

p r o b l e m a  f o i  : 

" e n c o n t r a r  um s u b c o n j u n t o  S C  E t a l  q u e  S é i n d e -  - 

p e n d e n t e  e  d e  p e s o  m á x i m o " .  

Na s e ç ã o  a n t e r i o r  f o i  v i s t o  que  d e p e n d e n d o  d o  t i p o  

d e  m a t r ó i d e  o u  d a  " e s t r u t u r a  d e  i n d e p e n d ê n c i a "  o  a l g o r i t m o  g u l o -  

s o  2  s o f r e  v a r i a ç õ e s .  Os a l g o r i t m o s  g u l o s o s  e s p e c i ' f i c o s ,  a p e s a r  

d e  m a n t e r e m  a s  c a r a c t e r i ' s t i c a s  do  a l g o r i t m o  2, d i f e r e n c i a m  b a s i -  

c a m e n t e  n o  PASSO 2, c o n f o r m e  o  m é t o d o  u t i l i z a d o  na  d e t e r m i n a ç ã o  

d e  c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s .  A s s i m ,  e s t ã o  v o l t a d o s  p a r a  m a t r õ i d e s  

e s p e c i ' f i c o s .  

O o b j e t i v o  d e s t a  s e ç ã o  é e n g l o b a r  em um m o d e l o  d e  

o t i m i z a ç ã o  a  e s t r u t u r a  d e  m a t r ó i d e s  e  a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  c .  Com 

i s t o ,  podemos a p l i c a r  um a l g o r i t m o  g u l o s o  ú n i c o  u t i l i z a n d o  da  

e s t r u t u r a  d o  m o d e l o  e  d e t e r m i n a r  um s u b c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  ScE - 

d e  p e s o  máx imo .  

Um m o d e l o  d e  o t i m i z a ç ã o  q u e  e n g l o b e  o  p r o b l e m a  a c i m a  c o n s i s t e  em 

d u a s  p a r t e s :  

FUNÇKO OBJETIVO ++ FUNÇÃO DE PESOS c  

(PESO MAXIMO) 

RESTRICÕES ++ ESTRUTURA D E  MATRÕIDE 

(INDEPEND~NCIA) 



P a r a  m o n t a g e m  d o  m o d e l o  d e f i n i r e m o s  a l g u n s  e l e m e n t o s  b á s i c o s .  

C o n f o r m e  v i s t o  a n t e r i o r m e n t e  o s  e l e m e n t o s  d e  E  

s ã o  bem d e f i n i d o s .  ei p o d e  r e p r e s e n t a r  uma p o s i ç ã o  ( i  , j )  d e  uma 

m a t r i z  ( m x n )  ( E x e m p l o  2 . 1 . 1  ) ,  um t r a b a l h o  a  s e r  e x e c u t a d o  (Exem .- 

p l o  2 . 1 . 2 ) ,  um a r c o  n o  g r a f o  G ( E x e m p l o  2 . 1 . 3 ) ,  uma c o l u n a  d e  

uma m a t r i z  ( ~ a t r õ i d e  M a t r i c i a l  , E x e m p l o  ( 2 . 2 . 1  ) ) ,  e t c .  

-r 
P o r  s i m p l i c i d a d e ,  f a r e m o s  E  = ( 1 ,  2 ,  ..., n )  um c o n j u n t o  d e  i n -  

d i c e s ,  o n d e  podemos  s u p o r  e s s e s  i n d i c e s  a s s o c i a d o s  a  i d e n t i d a -  

d e s  bem d e f i n i d a s .  

E E o  e s p a ç o  d e  v e t o r e s  com c o m p o n e n t e s  S e j a  R (R,) 
.- 

r e a i s  ( n ã o - n e g a t i v a s )  i n d e x a d o s  p o r  E. P a r a  x  E R '  e  j E E, xi e 
J 

a  j! c o o r d e n a d a  d e  x .  

Como e s t a m o s  i n t e r e s s a d o s  em i d e n t i f i c a r  s u b c o n j u n t o s  S i c  - E, d e  - 

i i i E  i f i n i m o s  o  v e t o r  x '  = ( x l ,  . .., x n ) ,  x & I R + ,  o n d e  x  = 1  
j 

s e  

i 
j E Si e  x  = O s e  j é Si.  A  e s s e  v e t o r  d e  c o m p o n e n t e s  0 1 1  d e n o -  

j 

m i n a m o s  VETOR [ O ,  1 1  o u  INCIDENTE.  

EXEMPLO 2 . 3 . 1  

S e j a  o  g r a f o  G(N,  A )  d a  f i g u r a  ( I I I . 2 ) ,  o n d e  a  c a - -  

d a  a r c o  ( i , j )  e s t á  a s s o c i a d o  o  p e s o  c i j .  



A r c o s  - 'i j 
l - ( l J )  2  

2 - ( 1  , 4 )  6 

3 - ( 2 , 3 )  8 

4 - ( 3 3 4 )  1  

F i g u r a  111 .2 .  E x e m p l o  2 .3 .1  

S e j a  o  m a t r ó i d e  g r á f i c o  M = (E ,  F )  o n d e  E = A = { ( 1 , 2 ) ,  ( 1 , 4 ) ¶  

( 2 , 3 ) ,  ( 3 , 4 ) )  e  F  o  c o n j u n t o  d e  f l o r e s t a s  d e  G .  C o n s i d e r a n d o  E 

como um c o n j u n t o  d e  T n d i c e s  a s s o c i a d o s  a o s  a r c o s  d e  G t e m o s  

E  = 11 ,  2, 3 ,  4 } .  P a r a  o s  s u b c o n j u n t o s  Si C E  t e m o s  o s  xi E  IR^: 

De f o r m a  a a t i n g i r  o  m o d e l o  p r o p o s t o ,  p r o c u r a r e m o s  

t e n t a r  g a r a n t i r  a t r a v é s  d e  um c o n j u n t o  d e  r e s t r i ç õ e s  a  g e r a ç ã o  

d e  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  S .  C E ,  Si E F. S e j a  o  
1 - c o n j u n t o  

i i Si C - E e  s e j a  xi = ( x l ,  ..., x,) O v e t o r  r e l a t i v o  a  S i .  P e l a  d e -  

f i n i ç ã o  d e  xi t e m o s  q u e :  

P o r  o u t r o  l a d o  como x 1  E IR' e s t á  a s s o c i a d o  ao  c o n j u n t o  d e  í n d i -  

c e s  E ,  podemos t o m a r  um s u b c o n j u n t o  S k g  E  d e s t e s  i n d i c e s .  O 



s o m a t õ r i o  d a s  c o m p o n e n t e s  d e  x '  r e l a t i v a s  a  e s s e  s u b c o n j u n t o  S k  

d e  i n d i c e s  é e v i d e n t e m e n t e :  

Como e s t a m o s  com um s u b c o n j u n t o  S i C  E q u a l q u e r ,  f a r e m o s  d u a s  c o n  - 
4 4 

s i d e r a ç õ e s :  ( a )  Si e  um c o n j u n t o  d e p e n d e n t e  e  ( b )  Si e  um c o n j u n -  

t o  i n d e p e n d e n t e .  De ( 1 1 1 . 9 )  e  ( 1 1 1 . 1 0 )  e  a s  c o n s i d e r a ç õ e s  ( a )  e  

( b )  m o n t a r e m o s  um c o n j u n t o  d e  r e s t r i ç õ e s  que  g a r a n t i r á  a o b t e n ç ã ' o  

d e  S i c  - E como um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e .  S e j a ,  

4 

( a )  Si e  um c o n j u n t o  d e p e n d e n t e .  

Da d e f i n i ç ã o  d e  c o n j u n t o  d e p e n d e n t e ,  c a p i t u l o  11, sabemos que  

P a r a  o s  d e m a i s  s u b c o n j u n t o s  S k c  - E que  podem s e r  o u  n ã o  i n d e -  

p e n d e n t e s  t e m o s :  

5 I S k /  

Mas como r ( S k )  2 - I S i  n s k l  
< 



i s t o  é ,  nenhuma a f i r m a t i v a  p o d e  s e r  f e i t a  com r e l a ç ã o  

( 1 1 1 . 1 0 ) .  A s s i m  

( b )  Si é um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e .  

Da d e f i n i ç ã o  d e  p o s t o  d e  um c o n j u n t o  em um m a t r ó i d e  t e m o s :  

' (S i )  = I S i I  

P a r a  o s  d e m a i s  s u b c o n j u n t o s  S,C E ,  como o s  e l e m e n t o s  d e  Si 

são  i n d e p e n d e n t e s ,  também s e r ã o  o s  e l e m e n t o s  da  i n t e r i e ç ã o  

( S .  n S,). L o g o ,  e x i s t e m  p e l o  menos t a n t o s  e l e m e n t o s  i n d e p e n -  
1 

d e n t e s  em S k  q u a n t o s  f o r e m  o s  e l e m e n t o s  da i n t e r s e ç ã o  ( s i  n S k )  

I s t o  é 

Com o  o b j e t i v o  d e  g e r a r  c o n j u n t o s  Si i n d e p e n d e n t e s ,  

podemos c o n c l u i r  d e  ( I I I . 1 1 ) ,  ( I I I . 1 2 ) ,  ( 1 1 1 . 1 3 )  e  ( 1 1 1 . 1 4 )  q u e  
4 

e  s u f i c i e n t e  t e r m o s :  



i  - 
Assim u m  v e t o r  x s o l u ç ã o  v i á v e l  d o  c o n j u n t o  de r e s t r i ç õ e s  

4 

( I I I . 1 5 ) ,  co r re sponde  a  u m  subcon jun to  S i c  - E  t a l  que S i  e  i nde -  

pendente .  

1 Por s i m p l i c i d a d e ,  façamos x = x = ( x l ,  . . . , x n )  podendo f i n a l -  

mente e s c r e v e r  

O modelo e s t a r á  completo com a  de te rminação  de uma 

função  o b j e t i v o .  A função  de pesos c  e s t á  a s s o c i a d a  a  E e  procu-  

ramos u m  v e t o r  x s a t i s f a z e n d o  ( I I I . 1 6 ) ,  de peso máximo. Logo, que - 

E  remos o  v e t o r  x E IR que maximiza a  função :  

De (111 .16)  e  ( 1 1 1 . 1 7 )  o  modelo de o t i m i z a ç ã o  c o n s i s t e  em: 

max Z = 1 c j  x j  
~ E E  

x E [ O ,  I ] ,  j E E,  i n t e i r o  
j 



Como a matriz de restrições, gerada pelas restrições tipo 

(III.18), é unimodular e a função posto em um matróide assume so - 

mente valores inteiros, as soluções viáveis do problema (Ml) são 

inteiras, independente das restrições de intericidade em 

(111.19). Logo, podemos trabalhar com o problema relaxado, ou se - 

ja: 

max Z = cj x j  
~ E E  

Do conjunto de restrições (111.20) e (111.21) te- 

mos a interseção de semi-espaços formando um politopo. Como este 

politopo é limitado, temos, um poliedro o qual denominamos PO- 

LIEDRO DO KATRÕIDE ou POLIEDRO P. 

EXEMPLO 2.3.2 

Utilizando o exemplo (2.3.1) temos que E = (1, 2, 

3 ,  4) e a função custo c: E + IR é dada por c = (2, 1 ,  6, 8). O 

problema (M2) pode ser escrito como: 



max Z = 2 x 1  t x 2  + 6 x 3  t 8 x 4  

X 1  + X 2  < 2  S  = ( 1 ' 2 )  
POLIEDRO P  OU 

POLIEDRO DO 1  X 3  < 2  S  = .  ( 1 ' 3 1  - 

M A T R ~ I D E  1 t x 4  5 2  S = { 1 , 4 1  

EXEMPLO 2 . 3 . 3  

No IR', o s  p r o b l e m a s  ( M 2 )  s ã o  d a  f o r m a  a p r e s e n t a -  

d a s  a b a i x o  e  a  r e p r e s e n t a ç ã o  ç e o m é t r i c a  é d a d a  p e l a  f i g u r a  

( 1 1 1 7 3 ) .  S e j a  E = { 1 , 2 }  e  a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  c  = ( c 1 ,  c 2 ) .  



( a )  1 e  2 são  dependen tes  

Max c l  x ,  + c 2  x 2  

( b )  - 1  e  2 s ão  independen tes  

F igura  111.3.  Exemplo ( 2 . 3 . 3 )  

Com o modelo de o t i m i z a ç ã o  para  u m  ma t rõ ide  d e f i n i  

E do ,  ( M 2 ) ,  r e s t a - n o s  a  ob tenção  de uma s o l u ç ã o  Õtima x* E IR , ou  

s e j a  S * C  - E ,  S* E F .  

Antes porém, g a r a n t i r e m o s  que x* e u m  v é r t i c e  do p o l i e d r o  do ma- 

t r Õ i d e .  



TEOREMA 2 . 3 . 1  

S e j a  um m a t r ó i d e  M = ( E ,  F ) .  O c o n j u n t o  d e  v é r t i -  

c e s  d o  p o l i e d r o  d o  m a t r ó i d e  é p r e c i s a m e n t e  o  c o n j u n t o  d e  v e t o r e s  

[ O ,  11  d o s  c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  do  m a t r õ i d e .  

D e m o n s t r a ç ã o :  181 

P o r t a n t o ,  um v é r t i c e  d o  p o l i e d r o  P d e  ( M 2 )  é um 

c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  do  m a t r õ i d e .  B a s t a  d e t e r m i n a r  no  p o l i e d r o  

do  m a t r ó i d e  o  v é r t i c e  d e  p e s o  máx imo ,  o  q u e  é f e i t o  p e l o  a l g o r i t  - 

mo g u l o s o ,  u t i l i z a n d o  a f u n ç ã o  p o s t o  r q u e  g e r o u  o  p o l i e d r o .  

ALGORITMO 4 - GULOSO P A R A  MATRÕIDES 

PASSO O .  S e j a  E = { l ,  2 ,  . . . ,  n )  e  c :  E  -+ IR. S e j a  ~ ( c )  = ( i l , i 2 ,  

-in) uma p e r m u t a ç ã o  d o s  e l e m e n t o s  d e  E t a l  que  

P a r a  j = 1 ,  2 ,  ..., k s e j a  S j  = {il, -i2, ..., i .)  
J 

PASSO 1 .  P a r a  j = 1 ,  f a ç a  x 7  = r ( S 1 )  
1  

PASSO 2 .  P a r a  j = 2 ,  3 ,  . . . ,  k 

PASSO 3 .  P a r a  j = k t 1 ,  . . . ,  n  

F a ç a  x *  = O 
1 j 



E 
O v e t o r  [ O ,  1 1  x *  E IR e s t á  a s s o c i a d o  a  um c o n j u n -  

t o  i n d e p e n d e n t e  S * C  E d e  p e s o  m á x i m o .  - 

No p a s s o  o  o r d e n a m o s  o s  e l e m e n t o s  d e  E  em o r d e m  d e c r e s c e n t e  d e  

p e s o s .  A p a r t i r  d o  p a s s o  1  um e l e m e n t o  j d e  p e s o  m á x i m o  é a d i c i o  - 

n a d o  a  um c o n j u n t o  S  . Se e l e s  f o r e m  i n d e p e n d e n t e s  
j - 1  t e m o s  

x'i = 1 ,  p o i s  r ( S . )  = r ( S j - l )  + 1 .  c a s o  c o n t r á r i o  x *  = O = r ( S j ) -  
J J J 

EXEMPLO 2 . 3 . 4  

U t i l i z a n d o  o  e x e m p l o  ( 2 . 3 . 2 ) ,  a p l i c a n d o  o  a l g o r i t -  

mo 4 ,  t e m o s :  

P1.  P a r a  j = 1 ,  x *  = r ( S 1 )  = r ( I 4 1 )  = 1  
4  

4 

x *  = (1 ,0 ,1  , I )  e  s o l u ç ã o  Õ t i m a  e  Z *  = 2+6+8 = 1 6 .  A x *  c o r r e s p o n  - 
d 

d e  S* = { 1 , 3 , 4 1 ~  - E .  Temos a s s i m  q u e  S* e  uma á r v o r e  g e r a d o r a  d e  

p e s o  m á x i m o  d o  ç r a f o  G d a  f i g u r a  ( 1 1 1 . 2 ) .  



TEOREMA 2.3.2 

4 

A solução x* obtida pelo guloso, e Õtima. 

Demonstração: Consideremos o problema a ser resolvido, o prima1 

e o seu d u a l :  

PRIMAL DUAL 

max Z = cx I rnin W = ry = 1 r(S).ys VSC E 

Sem perda de general idade, seja n(c) = ( i l  ,. . . ,in)=(l , . . . ,n) tal 
> c > c > O > C k t l ,  ... ' C n  que c l  - 2 - k - 

Seja x *  a solução do algoritmo guloso para o primal: 

Temos que x? = 0/1, caso seja o elemento j dependente ou indepen 
J - 

dente em Sj-l. Assim, as restrições (111.20) e (111.21) do pri- 



- 
mal são s a t i s f e i t a s  e  X *  e  uma s o l u ç ã o  viável. P a r a  m o s t r a r  q u e  

x *  é uma s o l u ç ã o  Õ t i m a  u t i l i z a r e m o s  a  t e o r i a  d a  d u a l i d a d e  

S e j a  y* d a d o  por: 

y; = 0 ,  para a s  d e m a i s  S C  E - 

Pela o r d e n a ç ã o  d o s  pesos c j y  Y: - > 0, v S C  - E e  é uma s o l u ç ã o  v i á  - 

vel d o  dual s a t i s f a z e n d o  (111.22) e  (111.23). 

Para x *  viável no prima1 t e m o s  Z* = c x * .  Logo 



Como x* e  y* são  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  d o  prima1 e  dual  r e s p e c t i v a -  

mente e  Z *  = W *  e n t ã o  pe la  t e o r i a  da d u a l i d a d e  em Programação Li - 

n e a r  x* e  y* são  s o l u ç õ e s  ó t i m a s . 9  

Com o  teorema ( 2 . 3 . 2 )  o  o b j e t i v o  da seção  é a t i n g i  - 

do: d e t e r m i n a r  u m  modelo de o t i m i z a ç ã o  englobando a  e s t r u t u r a  de 

m a t r ó i d e .  Porém, não chega a  s e r  u m  r e s u l t a d o  muito p r á t i c o  para 

a p l i c a ç ã o  d o  c o n c e i t o  de m a t r ó i d e ,  uma vez que a inda  envolve  a  

função  pos to  e  consequentemente  o c o n c e i t o  de independênc ia .  

Mas é um passo i n i c i a l  em termos de modelo que s e r á  expandido na 

próxima s e ç ã o .  Além d i s s o ,  o enfoque p o l i e d r i c o  dado a  u m  mat ró i  - 

de pe rmi te  t r a t a r  problemas de i n t e r s e ç ã o  de m a t r ó i d e s ,  onde x 

r e p r e s e n t a r ;  u m  subcon jun to  S C  - E i ndependen te  em todos  os  ma- 

t r Õ i d e s  M i  = ( E ,  F i ) ,  i  = 1 ,  ..., k .  (Apêndice C ) .  

U m  o u t r o  problema a  s e r  r e s s a l t a d o  e quanto  ao 

grande  número de r e s t r i ç õ e s  em ( M 2 ) .  Temos uma r e s t r i ç ã o  para ca - 

da subcon jun to  S C  - E .  Porém, como podemos o b s e r v a r  n o  exempl o  

a  ( 2 . 3 . 2 )  mui t a s  r e s t r i ç õ e s  são  r e d u n d a n t e s ,  ( a s  r e s t r i ç õ e s  l l . ,  

12!, 13: e  14: são r edundan tes  com r e l a ç ã o  a  15: r e s t r i ç ã o ) .  Es- 

t e  problema pode s e r  con to rnado  reduz indo  o  número de r e s t r i -  

ç õ e s .  Para i s t o ,  def inemos o  c o n c e i t o  de r e t i c u l a d o  L do m a t r õ i -  

de M = ( E ,  F )  e  ( M 2 )  na forma:  



Os s u b c o n j u n t o s  S E L  s ã o  o s  s u b c o n j u n t o s  S C  - E f e c h a d o s  (seçã 'o  

1 1 - 2 . 4 )  n o  m a t r õ i d e  M = (E ,  F ) .  ( V e j a  a p ê n d i c e  A ) .  

3 .  ALGORITMOS GULOSOS APLICADOS A P O L I M A T R ~ I D E S  

Na s e ç ã o  a n t e r i o r  f o i  d e s e n v o l v i d o  um m o d e l o  d e  

o t i m i z a ç ã o  ( M 2 )  p a r a  m a t r õ i d e s  M = ( E ,  F ) ,  E = ( 1 ,  2 ,  ..., n )  , 

como : 

o n d e  o s  v e t o r e s  x  = ( x l ,  ..., x n )  possuem c o m p o n e n t e s  011  e  a  

f u n ç ã o  r d e  s u b c o n j u n t o s  de  E  é a  f u n ç ã o  p o s t o  p a r a  o  m a t r õ i d e  

M. Ao c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  v i á v e i s  d e  (M2)  denominamos p o l i e d r o  

d o  m a t r õ i d e .  

O o b j e t i v o  d e s t a  s e ç ã o  é a  p a r t i r  d e  (M2)  o b t e r  

um m o d e l o  d e  o t i m i z a ç ã o  m a i s  a b r a n g e n t e .  M o d e l o  e s t e  que  d e n t r o  

d e  c o n d i ç õ e s  p a r t i c u l a r e s  r e p r e s e n t e  o  p r ó p r i o  ( M 2 ) .  P a r a  i s t o ,  

s e j a m  o s  v e t o r e s  x  = ( x l ,  ..., x n )  v e t o r e s  d e  c o m p o n e n t e s  r e a i s  

( n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  0 1 1 ) .  P e l o  t e o r e m a  ( 1 1 - 2 . 1 . 2 )  a  f u n ç ã o  r 

é uma f u n ç ã o  n ã o - n e g a t i v a ,  n ã o - d e c r e s c e n t e  e  s u b m o d u l a r .  S e j a  

g  uma f u n ç ã o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  E ,  com v a l o r e s  r e a i s ,  s a t i s f a -  



z e n d o  também a s  p r o p r i e d a d e s  n ã o - n e g a t i v a ,  n ã o - d e c r e s c e n t e  e  

s u b m o d u l a r .  Com e s t e s  e l e m e n t o s ,  o  m o d e l o  m a i s  a b r a n g e n t e  q u e  

v i s a m o s  o b t e r  é da  f o r m a :  

C o n s e q u e n t e m e n t e ,  o  m o d e l o  d e  o t i m i z a ç ã o  p a r a  um m a t r õ i d e  é um 

c a s o  p a r t i c u l a r  d e  ( M 3 )  o n d e  g  6 uma f u n ç ã o  p o s t o  p a r a  e s t e  ma- 

t r õ i d e  e  o s  v e t o r e s  x  s ã o  v e t o r e s  [ O ,  l ] .  

Ao c o n j u n t o  d e  s o l u ç Õ e s  v i á v e i s  d e  ( M 3 )  denom inamos  POLIEDRO 

D O  POLIMATRÓIDE. P o r t a n t o  d e f i n i r e m o s  uma n o v a  e s t r u t u r a  d e n o m i  - 

n a d a  POLIMATRÕIDE. P r o c u r a r e m o s  n e s t a  s e ç ã o  c a r a c t e r i z a r  e s t a  

e s t r u t u r a  q u e  também s e r á  u t i l i z a d a  n a  p r ó x i m a  s e ç ã o .  

F a z e n d o  um p a r a l e l o  e n t r e  ( M 2 )  e  ( M 3 )  t e m o s :  

x  v e t o r  [0,1] ++ x v e t o r  d e  c o m p o n e n t e s  r e a i s  

r ( S )  -+ g ( S )  

POLIEDRO D O  MATRÓIDE ++ POLIEDRO DO POLIMATRÓIDE 

Da mesma m a n e i r a  q u e  a  s e ç ã o  a n t e r i o r ,  a p r e s e n t a -  

r e m o s  um a l g o r i t m o  g u l o s o  e x a t o  p a r a  o  m o d e l o  ( M 3 ) .  



3.2 - D e f i n i c ã o  d e  P o l i m a t r ó i d e s  

S e j a  E = ( 1 ,  2 ,  ..., n )  um c o n j u n t o  d e  i n d i c e s  a s  - 

saciados a  i d e n t i d a d e s  bem d e f i n i d a s  ( a r c o s ,  c o l u n a s ,  e t c ) .  Se- 

E j a   IR^ (R,) o  e s p a ç o  d e  v e t o r e s  com c o m p o n e n t e s  r e a i s  ( n ã o - n e g a -  

t i v a s )  i n d e x a d a s  p o r  E .  S e j a  c  : E -+ R uma f u n ç ã o  d e  p e s o s .  

E E S e j a  x  E IR e  y E iR , 

. e s c r e v e m o s  x  - > y s e  x  > y j ,  V j E E .  Denominamos y um SUB- 
j - 

VETOR d e  x ;  

. e s c r e v e m o s  x  > y s e  e x i s t e  p e l o  menos um j E E t a l  q u e  x  . >  y 
J j 

e  a s  d e m a i s  c o m p o n e n t e s  são  i g u a i s ,  x  - 
j 

- y j ;  

. d e  f o r m a  s e m e l h a n t e ,  t e m o s  x  - < y, x  < y.  

P a r a  S C  E d e f i n i m o s  x ( S )  = 1 x  e  denominamos - 
j E S  j 

MODULO d e  x ,  1x1 = x ( E )  = 1 x  
~ E E  j. 

S e j a  x ,  y ,  z E  IR^, d e f i n i m o s  

Um v e t o r  x  é MAXIMO D E  ( o u  MAXIMAL EM) um c o n j u n -  

t o  P  s e  n ã o  e x i s t e  y E P t a l  q u e  y > x .  



POLIMATRÕIDE IP é um p a r  ( E ,  P )  o n d e  E  é um c o n j u n  - 

t o  f i n i t o  e  P  é um s u b c o n j u n t o  c o m p a c t o  d e  R: t a l  q u e :  

( P l )  v e t o r  n u l o  p e r t e n c e  a  P, O E P  

( P 2 )  s e  x  E P  e  O < y < x  e n t ã o  y E P;  - - 

( P 3 )  s e  x , y  E P  e  1x1 > l y l  e n t ã o  e x i s t e  um v e t o r  z  E P  t a  1  

q u e y <  z  - < y V  x .  

P o r  a n a l o g i a  a m a t r õ j d e ,  o s  e l e m e n t o s  d e  P  s ã o  d e  - 

n o m i n a d o s  v e t o r e s  i n d e p e n d e n t e s  d e  IP. 

EXEMPLO 3 . 2 . 1  

S e j a  E = {I, 2 1 .  Os s u b c o n j u n t o s  P  d e  R: n a  f i g u -  

r a  ( 1 1 1 - 4 )  s a t i s f a z e m  ( P 1  - P 3 ) .  L o g o  t e m o s  e x e m p l o s  d e  p o l i m a -  

2 
t r õ i d e s  ( E ,  P )  n o  R,. 

F i g .  1 1 1 - 4 .  E x e m p l o  3 . 2 . 1  



E X E M P L O  3 . 2 . 2  

S e j a  E = ( 1 ,  2 )  e  s e j a  o s  s u b c o n j u n t o s  c o m p a c t o s  

2  P de  IR, n a  f i g u r a  ( 1 1 1 - 5 ) .  

F i g .  1 1 1 - 5 .  E x e m p l o  3 . 2 . 2  



Em ( a ) ,  ( b )  e  ( c )  t e m o s  q u e  ( P 1 )  e ( P 2 )  s ã o  s a t i s f e i t a s ,  p o r é m  

( P 3 )  n ã o  é s a t i s f e i t a ,  l o g o  n ã o  t e m o s  um p o l i m a t r õ i d e .  S e j a  

x  = ( 3 ,  0 )  e  y = ( 0 ,  2 )  em ( a ) .  Temos 1x1 = 3 > 2  = l y l ,  n o  e n r  

t a n t o  n ã o  e x i s t e  z E P  t a l  q u e  z > y. 

S e j a  x  = ( 3 ,  3 1 4 )  e  y = ( 4 1 3 ,  2 )  em ( b ) .  Temos l x l = 1 5 / 4 > 1 0 / 3 = l y l  

n o  e n t a n t o  n ã o  e x i s t e  z E P  t a l  q u e  z > y.  

S e j a  x  = (n, n) e y = ( 1 ,  m) em ( c ) .  Temos 

- 
1x1 1 2 ,82  > 2 ,73 - l y l ,  n o  e n t a n t o  n ã o  e x i s t e  z E P t a l  q u e  

z > y. 

Em ( d )  t e m o s  q u e  ( P 3 )  é s a t i s f e i t a  p o r é m  ( P l )  e  ( P 2 )  n ã o  s ã o  

s a t i s f e i t a s .  

P e l a  d e f i n i ç ã o ,  P é um s u b c o n j u n t o  c o m p a c t o  d e  

E R + ,  p o r t a n t o ,  como v e r i f i c a r e m o s  p o s t e r i o r m e n t e ,  P  é um p o l i e -  

d r o  i n t e r s e ç ã o  d e  s e m i - e s p a ç o s  q u e  c o n t é m  s u a s  f a c e s .  P e l o s  

e x e m p l o s  podemos  v e r i f i c a r  q u e  p a r a  o b t e r m o s  um p o l i m a t r õ i d e  a s  

f a c e s  do  p o l i e d r o  P  devem i n t e r c e p t a r  em â n g u l o s  d e  O', 45' o u  

90°,  c a s o  c o n t r á r i o  ( P 3 )  n ã o  é s a t i s f e i t a .  A  e s s e  p o l i e d r o  P 

d e n o m i n a m o s  POLIEDRO DO POLINATRÓIDE. 

EXEMPLO 3 . 2 . 3  

Um p o l i m a t r õ i d e  n o  IR: p o d e  s e r  v i s t o  n a  f i g u r a  

( 1 1 1 - 6 ) .  



F i g .  1 1 1 - 6 .  E x e m p l o  3 . 2 . 3  

P e l a s  p r o p r i e d a d e s  (P1  - P 3 )  podemos v e r i f i c a r  a  

s e m e l h a n ç a  com a s  p r o p r i e d a d e s  ( 1 1 - 1 3 )  da  d e f i n i ç ã o  d e  m a t r ó i -  

d e s .  P a r a  i s t o ,  b a s t a  f a z e r  um p a r a l e l o :  

CONJUNTO ++ VETOR 

SUBCONJUNTO ++ SUBVETOR 

CARDINALIDADE ++ M O D U L O  

Da mesma f o r m a  como f i z e m o s  p a r a  m a t r ó i d e s ,  a p r e s e n t a r e m o s  a l -  

g u n s  c o n c e i t o s  q u e  c a r a c t e r i z a r ã o  m e l h o r  a  e s t r u t u r a  d e  p o l i m a -  

t r õ i d e .  

E S e j a  x  E IR+. POSTO d e  x  - r ( x )  - é o  s u b v e t o r  i n  .- 



d e p e n d e n t e  d e  x  d e  mãx imo  m ó d u l o .  

r ( x )  = max ( l y l l y  < x  e  y E P )  - 

EXEMPLO 3 .2 .4  

S e j a  o  p o l i m a t r ó i d e  (E ,  P )  o n d e  P  e d a d o  p e l  a  

f i g u r a  ( I I I r 4 ( b ) )  do  e x e m p l o  ( 3 . 2 . 1 ) .  S e j a  o s  v e t o r e s  x  E IR: na  

f i g u r a  ( 1 1 1 - 7 ) .  

F i g .  1 1 1 - 7 .  E x e m p l o  3 . 2 . 4  

t Dado x  E R,, s e j a  e n t ã o  r ( x )  = l y l  = 1 y .  o n d e  y < x  e  y E P. - 
E 

I 
L o g o  yl = 1 ,  y2  = 2  -+ r ( x  ) = l y l  = 3  



2  x  = ( 0 , 5 ;  1 )  - 2  2  2  2 
< ( 0 , 5 ;  1 ) .  Como x E P  - y = x  , r ( x  ) = I x  1 = 1 , 5  

3 Logo r ( x  ) = l y l  p a r a  t o d o  y  t a l  q u e  y l  t y 2  = 4 ,  

4  Logo y l  = 3 ,  y 2  = 0 , 5  + r ( x  ) = l y /  = 3 , 5  

De f o r m a  s e m e l h a n t e  a  m a t r õ i d e s ,  podemos e n u n -  

c i a r  o  t e o r e m a :  

T E O R E M A  3 . 2 . 1  

Se  IP = ( E ,  P )  é u m  p o l i m a t r õ i d e ,  a  f u n c ã o  p o s t o  r 

E d e  v e t o r e s  d e  R +  v e r i f i c a :  

( a )  r ( 0 )  = O 

D e m o n s t r a ç ã o :  Ve ja  1241 



S e j a  P C  - IR! . b  é uma BASE DE P s e  é um máx imo  

v a l o r  d e  P. 

S e j a  IP = ( E ,  P )  um p o l i m a t r õ i d e  e  s e j a  o  v e t a r  

E x  E IR+. S e j a  o  c o n j u n t o  d o s  s u b v e t o r e s  i n d e p e n d e n t e s  d e  

X ,  p x  = { y  E P, y - < x},BASE DE x  é o  máx imo v e t o r  d e  Px .  

BASE DO POLIMATRÕIDE é um máx imo v e t o r  d e  P  n o  p o 1 : i m a t r Õ i d e  

IP = ( E ,  P ) .  

EXEMPLO 3 .2 .5  

No e x e m p l o  ( 3 . 2 . 1  ) t e m o s  que :  

F i g u r a  ( 1 1 1 - 4 ( a ) )  - t o d o s  o s  v e t o r e s  x  E P  t a l  que  1x1 = -  3  são  

b a s e s  d o  p o l i m a t r õ i d e ,  po  

o u t r o  v e t o r  y E P  t a l  que  

F i g u r a  ( 1 1 1 - 4 ( b ) )  - t o d o s  o s  v e t o r e s  x  E P  t a  

b a s e s  do  p o l i m a t r ó i d e  

F i g u r a  ( 1 1 1 - 4 ( c ) )  - o  máx imo  v e t o r  d e  P é x  = 

s  n ã o  e x i s t e  um 

y > x .  

q u e  1x1 = 4  são  

( 3 ,  2 )  t a l  q u e  

1x1 = 5.  Temos uma U n i c a  b a s e  p a r a  o p o l i -  

m a t r õ i d e .  

Uma e x t e n s ã o  do  t e o r e m a  ( 1 1 - 2 . 2 . 2 )  pode  s e r  e n u n -  

c i a d a .  



TEOREMA 3 . 2 . 2  

Toda b a s e  d e  um p o l i m a t r õ i d e  (E ,  P )  p o s s u i  

mesmo m õ d u l o .  

~ e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  o  p o l i m a t r õ i d e  ( E ,  P ) .  S e j a  bl E P  e  b 2  E P  

b a s e s  do  p o l i m a t r õ i d e .  Suponhamos p o r  a b s u r d o  q u e  I b l l  > / b 2 1  . 
E n t ã o  p o r  ( P 3 )  e x i s t e  z E P  t a l  q u e  b 2  < z < bl V b 2 ,  o  - q u e  

c o n t r a d i z  a  m a x i m a l i d a d e  d e  b 2 .  P o r t a n t o  I b l /  = / b 2 1 . 9  

O u t r o s  r e s u l t a d o s  podem s e r  o b t i d o s  s e m e l h a n t e s  

a o s  o b t i d o s  p a r a  m a t r õ i d e s .  F a r e m o s  a q u i  um p a r a l e l o  e n t r e  o s  

r e s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s :  

2 .  F u n ç ã o  p o s t o  r s a t i s f a z  t e o 2 .  F u n ç ã o  p o s t o  r s a t i s f a z  t e o -  
rema ( 1 1 - 2 . 1 . 2 )  -I rema ( 1 1 1 - 3 . 2 . 1 )  

MATRÕIDES 

1 .  r ( S )  = m a x ( l R 1  / R c  - S ,  REF) 

P O L I M A T R ~ I D E S  
- 

1.  r ( x ) = m a x ( l y l  l y  5 x ,  YEP)  

3 .  Base  do  m a t r õ i d e  é o  m á x i  
mo s u b c o n j u n t o  i n d e p e n d e n r  
t e  em E 

A t é  e n t ã o ,  c a r a c t e r i z a m o s  o  p o l i m a t r ó i d e  a t r a v é s  

d o  c o n j u n t o  de  v e t o r e s  i n d e p e n d e n t e s  P, o  p o l i e d r o  do  p o l i m a -  

t r Õ i d e .  A g o r a ,  d e f i n i r e m o s  uma f u n ç ã o  g q u e  n o s  p o s s i b i l i t e  d e -  

f i n i r  e s t e  p o l i e d r o  d e  um p o l i m a t r õ i d e  d e  modo a f i n a l m e n t e  o b -  

t e r  um m o d e l o  d e  o t i m i z a ç ã o  m a i s  a b r a n g e n t e  ( M 3 ) .  

3 .  Base  do  p o l i m a t r õ i d e  é o  má- 
x i m o  v e t o r  i n d e p e n d e n t e  em 
P = (E ,  P )  

4 .  Toda  b a s e  p o s s u i  a  mesma 
c a r d i n a l i d a d e  

4 .  Toda  b a s e  p o s s u i  o  mesmo mÕ- 
d u l o .  



TEOREMA 3 . 2 . 3  

S e j a  E  um c o n j u n t o  f i n i t o  n ã o  v a z i o .  S e j a  g  uma 

f u n ç ã o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  E ,  com v a l o r e s  r e a i s  

E P  { X  E R + / x ( s )  - < g ( s ) ,  V S C  - E } .  Se g  s a t i s f a z :  

( b )  R C  - S C - E + g ( R )  ( g ( S )  

( C )  R ,  S C  - E -+ g ( ~ )  + g ( ~ )  2 g ( ~  u V + g ( ~  n SI, 

IP = ( E ,  P )  S um p o l i m a t r ó i d e .  

e n t ã o  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  E um c o n j u n t o  f i n i t o  e  g  uma f u n ç ã o  d e  s u b -  

E c o n j u n t o s  d e  E .  S e j a  P  = { x  E l ~ + l x ( S )  - < g ( S ) ,  V S C  - E } .  M o s t r a  - 

r e m o s  q u e  P s a t i s f a z  (P1  - P 3 )  e  p o r t a n t o  IP = (E ,  P )  é um p o l i -  

Como P é o  c o n j u n t o  i n t e r s e ç ã o  d o s  s e m i - e s p a ç o s  d a  f o r m a  

x ( S )  - g ( S ) ,  v S C  - E ,  e n t ã o  P é um c o n j u n t o  f e c h a d o  e  l i m i t a d o .  

E P o r t a n t o  é um s u b c o n j u n t o  c o m p a c t o  d e  IR+. As p r o p r i e d a d e s  ( P l )  

e  ( P 2 )  s ã o  f a c i l m e n t e  v e r i f i c a d a s .  

P a r a  m o s t r a r  ( P 3 ) ,  s e j a  x  E P  e  y E P t a l  que  1x1 > l y l .  Supo-  

nhamos q u e  ( P 3 )  não  é s a t i s f e i t a ,  o u  s e j a ,  não  e x i s t e  z E P  t a l  

que  



Como 1x1 > l y l  e n t ã o  e x i s t e  j E E  t a l  q u e  x > y j .  S e j a  

L o g o ,  p a r a  j E J e x i s t e  um c o n j u n t o  A C  E t a l  q u e  j E A  - e  

y ( A )  = g ( A ) ,  p o i s ,  c a s o  c o n t r á r i o  p o d e r i a  a u m e n t e r  y sem v i o -  
j 

l a r  a s  r e s t r i ç õ e s  C y ( S )  - < g ( S ) ,  'd S  C - E ) .  >Sem p e r d a  d e  g e n e r a -  

l i d a d e .  S e j a  A = { j ) .  E n t ã o ,  t e m o s :  

S e j a  R um s u b c o n j u n t o  m ã x i m o  d e  E t a l  q u e  

Como { j ) C  - E e  R C  - E, e n t ã o  p e l a  s u b m o d u l a r i d a d e  d e  g, p r o p r i e -  

d a d e  ( c ) ,  t e m o s  q u e :  

De ( 1 1 1 . 2 5 )  e  ( 1 1 1 . 2 6 )  t e m o s  q u e  

P e l a  t e o r i a  d e  c o n j u n t o s  t e m o s  q u e  



Logo,  d e  ( I I I . 2 7 ) ,  ( 1 1 1 . 2 8 )  e  ( 1 1 1 . 2 9 )  t e m o s  q u e :  

Logo,  d e  ( 1 1 1 . 3 0 )  e  ( I I I . 3 1 ) ,  t emos  q u e :  

P o r t a n t o  a  i n e q u a ç ã o  e s a t i s f e i t a  na i g u a l d a d e .  De ( 1 1 1 . 3 2 )  e  

( 1 1 1 . 3 1 )  t e m o s :  

S e j a  j $ R e n t ã o  d e  ( 1 1 1 . 3 3 )  t emos  uma c o n t r a d i ç ã o  a  m a x i m a l i d a  -- 

d e  d e  R .  Logo ,  j E R .  Mas, d e s d e  q u e  o  r e s u l t a d o  e v á l i d o  p a r a  

u m  j a r b i t r á r i o ,  j E J ,  e n t ã o  J C  - R .  Logo,  d e  ( 1 1 1 . 2 4 )  e  

( 1 1 1 . 2 6 )  t e m o s  



o  q u e  c o n t r a d i z  a  s u p o s i ç ã o  i n i c i a l  x  E P.  L o g o ,  p a r a  x  E P  e  

y~ P, 1x1 > l y l  e n t ã o  e x i s t e  z  E P t a l  q u e y <  z  - < x V y  e  

( P 3 )  é s a t i s f e i t a .  P o r t a n t o  P  6 o  p o l i e d r o  d e  um p o l i m a t r õ i d e  e  

IP = ( E ,  P )  é um p o 1 i m a t r Õ i d e . d  

P e l a  d e f i n i ç ã o ,  um c o n j u n t o  P  i n t e r s e ç ã o  d e  s e -  

m i - e s p a ç o s  x ( S )  - < g ( S ) ,  v S C  - E, é o  POLIEDRO DO POLIMATRÓIDE 

( E ,  P )  s e  g  é uma f u n ç ã o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  E  n ã o - n e g a t i v a , n ã Õ -  

d e c r e s c e n t e  e  s u b m o d u l a r .  

EXEMPLO 3 . 2 . 6  

S e j a  E  = 1 1 ,  2 ) . w T e r n o s  o s  s u b c o n j u n t o s  d e  E:  

1  = 1 1 1 ,  S 2 =  1 2 1 ,  S 3 =  il, 2 1  e 8 .  

( a )  S e j a  g t a l  q u e  g ( 8 )  = 0, g ( s l )  = 9 ( s 2 ) = g ( 5 3 ) = 3 .  Podemos  v e -  

r i f i c a r  q u e  g  s a t i s f a z  a s  p r o p r i e d a d e s  ( a ) ,  ( b )  e  ( c )  ( t e o -  

r e m a  3 . 2 . 3 ) .  P  d a d o  p o r :  

E s t e  p o l i e d r o  d e  p o l i m a t r õ i d e  c o r r e s p o n d e  a o  p o l i e d r o  d a  f i  .- 

g u r a  ( I I I ? 4 ( a ) ) .  



( b )  S e j a  g  t a l  q u e  g ( 8 )  = 0 ,  g ( S 1 )  = 3.  g ( S 2 )  = 2 ,  g ( s 3 )  '4. 

~ a m b é m  s a t i s f a z  ( a ) ,  ( b )  e ( c )  e t e m o s  um p o l i m a t r Õ i d e ( ~ , ~ )  

o n d e  P :  

- 
e r e p r e s e n t a d o  g e o m e t r i c a m e n t e  n a  f i g u r a  ( 1 1 1 - 4 ( b ) ) .  

é r e p r e s e n t a d o  g e o m e t r i c a m e n t e  n a  f i g u r a  ( 1 1 1 - 4 ( c ) ) .  

Temos  em ( d l )  q u e  a  p r o p r i e d a d e  ( b )  n ã o  é s a t i s f e i t a ,  p o i s  

S1 = { l } c  - < I ,  2 1  = S 3 ,  mas  g ( S 1 )  > g ( S 3 ) .  



Em (d ) a propriedade ( c )  não e satisfeita pois 
2 

g(S1) + g(S2) = 5 g(S1 u 3) = g(S3) = 6 

Os poliedros definidos por g em (dl) e (d2) são apresenta- 

dos na figura (111-8(a)) e ( 1 1 1 - 8 ( b ) ) , r e s p e c t i v a m e n t e .  

(b) 

Fig. 111-8. Exemplo 3.2.6(d) 

Pela figura (111-8) temos que os poliedros gera- 

dos satisfazem as propriedades (P1 - P3) e são portanto polie- 

dros de polimatrõides. porém, pelo teorema (3.2.3) nada podemos 

afirmar uma vez que g não satisfaz as propriedades (a), (b) e 

(c) 



E X E M P L O  3 . 2 . 7  

S e j a  E = ( 1 ,  2 ,  3 )  e  o  p o l i e d r o  d e f i n i d o  p o r  uma 

f u n ç ã o  g d a d a  a b a i x o :  

Podemos v e r i f i c a r  q u e  g s a t i s f a z  a s  p r o p r i e d a d e s  ( a ) ,  ( b )  e  

( c )  do t e o r e m a  ( 3 . 2 . 3 )  e  p o r t a n t o  e s t e  p o l i e d r o  é o  p o l i e d r o  d e  

u m  p o l i m a t r õ i d e  ( E ,  P ) .  Sua r e p r e s e n t a ç ã o  g e o m é t r i c a  a p a r e c e  na 

f i g u r a  ( 1 1 1 - 6 ) .  

P e l o  t e o r e m a  ( 3 . 2 . 3 ) ,  d a d a  uma f u n ç ã o  g q u e  s a t i s  - 

f a z  a s  p r o p r i e d a d e s  ( a ) ,  ( b )  e  ( c )  e n t ã o  t e m o s  u m  p o l i m a t r õ i d e  

IP = ( E ,  P ) .  A g o r a ,  p r o c u r a r e m o s  m o s t r a r  o  q u e  c o r r e s p o n d e r i a  a  

v o l t a  ( + )  p a r a  o  t e o r e m a  ( 3 . 2 . 3 ) .  Dado u m  p o l i m a t r õ i d e ,  e n c o n -  

t r a r  uma f u n ç ã o  g q u e  o  c a r a c t e r i z a .  O b v i a m e n t e  e s t a  f u n ç ã o  g  

s a t i s f a z  a s  p r o p r i e d a d e s  ( a ) ,  ( b )  e  ( c ) .  A n t e s ,  porém,  a p r e s e n  - 

t a r e m o s  um t e o r e m a  a u x i l i a r .  



TEOREMA 3 .2 .4  

S e j a  o  p o l i m a t r õ i d e  IP = (E ,  P )  s o b r e  E = { i l , . . . , i n }  

e  uma f u n ç ã o  g d e f i n i d a  s o b r e  o  c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  E 

t a l  q u e  p a r a  S  C - E  

g ( S )  = max 1 x i }  

XEP i ES 

S e j a  p a r a  S C  - E o  c o n j u n t o  d e  v e t o r e s  

x S  = { x  E P /  x i  = g ( S ) } .  E n t ã o  p a r a  R c S C E  - - e x i s t e  ao  me- 
i ES 

n o s  um x  E XS e  x E x R ,  i s t o  é,  x E ( x S  f l  x R ) .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  o  p o l i m a t r õ i d e  IP = :E, P )  s o b r e  E = { i l , . . . , i n }  

e  uma f u n ç ã o  g  d e f i n i d a  s o b r e  o s  s u b c o n j u n t o s  d e  E t a l  q u e  p a r a  

g ( S )  = max { 1 x i }  
x&P  i ES 

1  1 1  1  1  S e j a  x  E P, x  = ( x  , ..., x .  , ..., x .  ) ,  s = \ S I ,  t a 1  
i 1  1 1 q u e  

s  n  

x 1  E x S .  L o g o ,  d e  ( 1 1 1 . 3 4 )  t e m o s  q u e :  

I 
g ( s )  = max { 1 x i }  = 1 X .  

XEP i & S  1 i = i l  

P e l a  p r o p r i e d a d e  ( P 2 )  d e  p o l i m a t r õ i d e s  t e m o s  q u e  t o d o  s u b v e t o r  

d e  x 1  p e r t e n c e  a  P .  L o g o  e x i s t e  um v e t o r  x 1  q u e  s a t i s f a z ( I I I . 3 5 )  



e  t a l  q u e  x i  - - s + l  . . .  = x  = O .  P o r t a n t o  i n  

1  1  1  x  = ( x i  , ..., x , 0 ,  ..., 0 ) .  L o g o  d e  ( 1 1 1 . 3 5 )  t e m o s  q u e :  
1  i  

S 

2  2 2  2 Da mesma f o r m a  p a r a  R C  - S C E ,  s e j a  x  E P ,  x = ( x .  , ..., x j  , 0 , . . . 0 )  ' 1  r 
r = / R I .  x 2  E x R  e  

P a r a  d e m o n s t r a r  o  t e o r e m a  f a r e m o s  d u a s  s u p o s i ç õ e s  q u a n t o  a o s  

1  2 m Õ d u l o s  d e  x e  x  . 

Como R C - S  e n t ã o  c o n t r a d i z  a  m a x i m a l  i d a d e  d e  x ' .  L o g o  

2 1  ( b l )  S e  Ix I = Ix I e n t ã o  t e m o s  d e  ( 1 1 1 . 3 6 )  q u e  x 2  E x S . p o r  - 
2  t a n t o  x 2  E x R  e  x 2  E x S ,  i s t o  é, x E ( x S  f l  x R ) .  

2 1  ( b 2 )  S e  Ix  I < I x  I e n t ã o  a p l i c a n d o  a  p r o p r i e d a d e  ( P 3 )  d e  

p o l i m a t r Õ i d e s  t e m o s  q u e  e x i s t e  x E P  t a l  q u e  

x 2  < x  < x 1  V x 2 .  E s t e  v e t o r  t o r ã  a  f o r m a  



x = { x i  , ..., X .  , 0 ,  ..., O ) .  E v i d e n t e m e n t e  
1  1 s 

2  p o i s  x  > x  p a r a  j E { i l ,  .... i r }  s e r i a  uma c o n t r a d i  j j - 
2 ç ã o  a  m a x i m a l  i d a d e  d e  x  . L o g o ,  x E x R .  P o r  o u t r o  l a -  

2  d o ,  como x  > x 2  e n t ã o  e x i s t e  x  > x j ,  j s { i r t l , . . . , i s } .  
j 

Sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e  s e j a  x i  > x 2 Temos 
r t l  ' r t l *  

e n t ã o :  

1  S e  1x1 =: I X  I p o r  r a c i o c i n i o  s e m e l h a n t e  a  ( b l )  m o s t r a -  

mos q u e  x  E ( x R  n x S ) .  

I S e  1x1 < Ix I v o l t a m o s  a  a p l i c a r  o  r a c i o c i n i o  d e  ( b 2 )  

a u m e n t a n d o  a i n d a  m a i s  uma d a s  c o o r d e n a d a s  x 
j ' 

j E { i r t l ,  ..., i S } .  P r o c e d e m o s  a s s i m  a t é  q u e  o b t e m o s  



1  L o g o ,  como s e m p r e  t e m o s  1x1 = I x  1 e n t ã o  d e  ( 1 1 1 . 3 6 )  

S  R  r e s u l t a  q u e  x  E x S .  Como x E x R  t e m o s  x  E ( X  n X ) .  

TEOREMA 3 . 2 . 5  

S e j a  o  p o l i m a t r ó i d e  IP = ( E ,  P ) .  E n t ã o  é p o s s i v e l  

d e f i n i r  uma f u n ç ã o  g  d e f i n i d a  s o b r e  o  c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  

d e  E, t a l  q u e  p a r a  S C  E - 

g ( S )  = max I 1 x i l  XEP i E S  

e  g  s a t i s f a z  a s  p r o p r i e d a d e s :  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  o  p o l i m a t r õ i d e  IP = (Ey  P )  e a  f u n ç ã o  g  

s u b c o n j u n t o s  d e  E t a l  q u e  p a r a  S C  E  - 

g ( S )  = rnax I 1 x i l  X E P  ~ E S  

P a r a  S C  - E, s e j a  o  c o n j u n t o  d e  v e t o r e s  



U t i l i z a n d o  o  t e o r e m a  ( 3 . 2 . 4 )  m o s t r a r e m o s  que  a  f u n ç ã o  g  d e f i n i -  

da p a r a  o  p o l i m a t r ó i d e  s a t i s f a z  ( a ) ,  ( b )  e  ( c ) .  

( a )  g ( g )  = O é t r i v i a l  

( b )  S e j a  R C  S c  E .  P e l o  t e o r e m a  ( 3 . 2 . 4 )  e x i s t e  um v e t o r  x  E X S  
- - 

e  x E x R .  L o g o ,  d e  ( 1 1 1 3 8 )  como R C  - S e n t ã o  g ( R )  5 g ( S ) .  

( c )  S e j a  R ,  S  C - E = {il, . . . , i .  Sem p e r d a  d e  g e n e r a l  i d a d e  s e  - 

j a 

Denominamos:  A = {il, ..., itl, B = { i t t l ,  ..., i k } ,  

C = {i k + l  ' . . . , ipl. Temos q u e  (R n S )  C - R U S .  P o r t a n t o  pe  - 

1 0  t e o r e m a  ( 3 . 2 . 4 )  e x i s t e  um v e t o r  x E (X x R ~ S  ) .  Se-  

1  1  1  j a  x = ( x  , . x  , 0, ..., 0 )  e s t e  v e t o r  t a l  q u e :  
i 1  i 

L o g o ,  d e  ( 1 1 1 . 4 0 )  e  ( 1 1 1 . 3 9 )  t emos  q u e :  

R S e j a  x 2  E X e  x 3  E x S .  P o r t a n t o  de  ( 1 1 1 . 3 9 )  t e -  

mos q u e :  



P e l a  d e f i n i ç ã o  d a  f u n ç ã o  g t e m o s  q u e :  

S  1  R 1  S p o i s  c a s o  c o n t r á r i o x 2  6 x R ,  x 3  6 X e  x  E X , x  E X .  A d i -  

c i o n a n d o  ( 1 1 1 . 4 5 )  e  ( 1 1 1 . 4 6 )  t e m o s  q u e :  

L o g o ,  d e  ( I I I . 4 1 ) ,  ( 1 1 1 4 2 )  ( 1 1 1 . 4 3 )  e ( 1 1 1 . 4 4 )  t e m o s  q u e :  

P o r t a n t o  g s a t i s f a z  a  p r o p r i e d a d e  ( c )  e  o  t e o r e m a  e s t á  demons - 

t r a d o . 0  

EXEMPLO 3 .2 .8  

S e j a  o  e x e m p l o  ( 3 . 2 . 6 ( d ) ) .  Temos q u e  a s  f u n ç õ e s :  



n ã o  s a t i s f a z e m  a s  p r o p r i e d a d e s  ( a ) ,  ( b )  e  ( c )  d o  t e o r e m a  

( 3 . 2 . 3 )  e p o r t a n t o  n a d a  p o d e  s e r  d i t o  q u a n t o  a o s  p o l  i e d r o s  

E 
P = I x  E I R + I x ( S )  - g ( S ) ,  v S  C - E } .  0 s  p o l  i e d r o s  g e r a d o s  p e l a s  

f u n ç õ e s  g  d e f i n i d a s  em ( i )  e ( i i )  s ã o  a p r e s e n t a d o s  n a  f i g u r a  

( I I I 2 8 ( a ) )  e ( 1 1 1 - 8 ( b ) ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  P o d e m o s  v e r i f i c a r ,  

p e l a s  f i g u r a s ,  q u e  e s t e s  p o l i e d r o s  s a t i s f a z e m  ( P 1  - P 3 )  e s ã o  

p o r t a n t o  p o l i e d r o s  d e  p o l i r n a t r ó i d e s .  P o r t a n t o ,  a p l i c a n d o  o  t e o  - 

r e m a  ( 3 . 2 . 5 )  p o d e m o s  d e f i n i r  uma f u n ç ã o  g  q u e  s a t i s f a z  a s  p r o -  

p r i e d a d e s  ( a ) ,  ( b )  e ( c )  e c a r a c t e r i z a  o s  p o l i e d r o s  d o s  p o l i -  

m a t r õ i d e s .  

S e j a  E = { I ,  2 1 ,  S1 = { I } ,  s 2  = ( 2 1 ,  S 3 =  { I ,  2 1  e 8 .  S e j a  

g ( S )  = max { x i 1 ,  S C _  E 
X E P  ~ E S  

F i g u r a  ( 1 1 1 - 8 ( a ) )  - S  = !J + x  = ( 0 ,  O ) .  L o g o ,  g ( @ )  = O 

s = S l + X  = ( 3 ,  X 2 ) .  L o g o ,  g ( S 1 )  = 3  

s = s2+ X = ( x l ,  3 ) .  L o g o , g ( S 2 )  = 3 

S = S  - x  t a l  q u e  x l + x 2 = 3 .  L o g o ,  g ( S 3 )  = 3  3 

F i g u r a  ( 1 1 1 - 8 ( b ) )  - S  = fJ + x  = ( 0 ,  O ) .  L o g o ,  g ( f J )  = O 

S = S  - x  = ( 3 ,  X 2 ) .  L o g o ,  g ( S 1 )  = 3  1  

s = s2- X = ( x l ,  2 ) .  L o g o ,  g ( S 2 )  = 2  

s = s3- x  = ( 3 ,  2 ) .  L o g o ,  g ( S 3 )  = 5  



P e l o  t e o r e m a  ( 3 . 2 . 5 )  podemos c a r a c t e r i z a r  o  p o l  i e  - 

d r o  de  um p o l i m a t r õ i d e  e  p o r t a n t o  o b t e r  um v e t o r  i n d e p e n d e n t e ,  

x  E P ,  d e  p e s o  máx imo .  E s t e  p r o b l e m a  s e  r e s u m e  em m a x i m i z a r  

c x  t a l  q u e  x  E P, ou s e j a :  

max c  x  

Como g é uma f u n ç ã o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  E  s a t i s f a z e n d o  a s  p r o -  

p r i e d a d e s  ( a ) ,  ( b )  e  ( c )  do  t e o r e m a  ( 3 . 2 . 5 )  o b t e m o s  um m o d e l o  

d e  o t i m i z a ç ã o  m a i s  a b r a n g e n t e  que  c o n t é m  o  m o d e l o  ( M 2 ) .  

Comparando o  t e o r e m a  ( 1 1 - 2 . 1 . 2 )  com o  t e o r e m a  ( 3 . 2 . 3 )  vemos que  

a  f u n ç ã o  p o s t o  r ( S )  d e  um m a t r ó i d e  s a t i s f a z  as  p r o p r i e d a d e s  ( a ) ,  

( b )  e  ( c )  do  t e o r e m a  ( 3 . 2 . 3 ) .  D e s t e  modo 

o  p o l i e d r o  do  m a t r õ i d e  é também o  p o l i e d r o  d e  um p o l i m a t r ó i d e .  

O i n v e r s o  n o  e n t a n t o  n ã o  é v e r d a d e i r o .  Uma f u n ç ã o  g ( S )  s a t i s f a  - 

z e n d o  o  t e o r e m a  ( 3 . 2 . 3 )  n ã o  o b r i g a t o r i a m e n t e  s a t i s f a z  a s  p r o -  

p r i e d a d e s  (R1 - R3 )  do  t e o r e m a  ( 1 1 - 3 . 1 . 1 ) .  I s t o  é, n ã o  6 uma 

f u n ç ã o  p o s t o  d e  um m a t r ó i d e ,  p o i s  em c i m a  d e s t a  f u n ç ã o  não  p o d e  

s e r  d e f i n i d o  um m a t r ó i d e .  B a s t a  v e r  q u e  podemos t e r :  



P o r t a n t o  uma c o n t r a d i ç ã o  em ( R 2 ) .  

R e s t a  a p r e s e n t a r  um a l g o r i t m o  g u l o s o  q u e  f o r n e ç a  

uma s o l u ç ã o  Ó t i m a  p a r a  ( M 3 ) .  

3 .3  - A l g o r i  tmos  G u l o s o s  A p l  i c a d o s  a  P o l  i m a t r ó i d e s  

S e j a  E = ( 1 ,  2 ,  ..., n }  e  a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  

c :  E  -t IR. S e j a ,  g  uma f u n ç ã o  d e  s u b c o n j u n t o s  de  E  n ã o  n e g a t i v a ,  

n ã o - d e c r e s c e n t e  e  s u b m o d u l a r .  R e s o l v e r  o  m o d e l o :  

max c  x 

O p r o b l e m a  c o n s i s t e  em d e t e r m i n a r  x *  E P  t a l  q u e  

x *  é um v e t o r  i n d e p e n d e n t e  d e  p e s o  máx imo  n o  p o l i m a t r õ i d e  ( E , P ) .  

R e s o l v e r  e s t e  p r o b l e m a  é s e m e l h a n t e  a  r e s o l u ç ã o  d e  (M2 )  v i s t a  

a n t e r i o r m e n t e .  D e t e r m i n a r  n o  p o l i e d r o  do  p o l i m a t r ó i d e  um v é r t i -  

c e  d e  p e s o  m á x i m o .  

ALGORITMO 5 - GULOSO PARA POLIMATRÕIDES 

PASSO O .  S e j a  E  = ( 1 ,  2 ,  ..., n }  e  c :  E  + IR. S e j a  ~ ( c )  = 

( i 1  y i Z y  . .., i n )  uma p e r m u t a ç ã o  d o s  e l e m e n t o s  d e  E  



t a l  q u e  c  > c  > . . . - > 'ik > 0 > c i  - - > ... - > C .  . il - i2 - 
k t l  1 n  

O - < k  - < n .  P a r a  j -:I, 2 ,  ..., k . s e j a  S j  = {il,i2 ,... i .] 
J 

PASSO 1.  P a r a  j = 1  f a ç a  x; = g ( S 1 )  
1  

PASSO 2 .  P a r a  j = 2 ,  3 ,  ..., k  

PASSO 3 .  P a r a  j = k + l ,  . . . ,  n 

F a ç a  x *  = O 
1 
j 

EXEMPLO 3 . 3 . 1  

S e j a  o  p o l i m a t r õ i d e  d o  e x e m p l o  ( 3 . 2 . 7 )  a p r e s e n t a -  

d o  n a  f i g u r a  ( 1 1 1 - 6 ) .  S e j a  a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  c :  E + I R  t a l  q u e  



Assim a t i n g i m o s  o  o b j e t i v o  d e s t a  s e ç ã o ,  u m  modelo 

de o t i m i z a ç ã o ,  mais a b r a n g e n t e .  E u m  modelo que engloba o  a n t e -  

r i o r ,  porém 6 u m  modelo amarrado a  uma e s t r u t u r a  de p o l i m a t r ó i -  

de .  Uma e s t r u t u r a  b a s t a n t e  r i g i d a  sendo n e c e s s á r i o  d e f i n i r  uma 

função  g s o b r e  E e  e n t ã o  d e f i n i r  o  p o l i e d r o  por u m  con jun to  de 

r e s t r i ç õ e s ,  uma para cada subcon jun to  de E .  A r i g i d e z  d e s t e s  

modelos e s t á  v i n c u l a d a  aos  a l g o r i t m o s  g u l o s o s  que devido  a  ex- 

cessiva s i m p l i c i d a d e  perdem na capac idade  de r e s o l v e r  problemas 

mais complexos.  Assim a  d e f i n i ç ã o  de modelos que possam s e r  r e -  

s o l v i d o s  por g u l o s o s  e x a t o s  é u m  caminho b a s t a n t e  r e s t r i t o .  No 

cap7 ' tulo I V ,  ap resen ta remos  a l g u n s  modelos p r á t i c o s  para e n t ã o  

d e f i n i r  a l g o r i t m o s  g u l o s o s  h e u r i s t i c o s .  

Na seção  s e g u i n t e  ap resen ta remos  u m  problema ge-  

r a l  d e s v i n c u l a d o  das  e s t r u t u r a s  a n t e r i o r e s ,  porém englobando 

os  problemas a t é  e n t ã o  s o l u c i o n a d o s .  U m  n o v o  a l g o r i  tmo g u l o s o ,  

que poderá s e r  e x a t o  ou aproximado dependendo das  c a r a c t e r i s t i -  

c a s  do problema,  s e r á  a p r e s e n t a d o .  

Da mesma forma que no modelo ( M Z ) ,  o  modelo ( M 3 )  
d 

e  d e f i n i d o  em cima de u m  grande  número de r e s t r i ç õ e s ,  uma para 

cada subcon jun to  S C  - E .  No e n t a n t o ,  podemos v e r i f i c a r  que a l g u -  

mas r e s t r i ç õ e s  são  r e d u n d a n t e s .  Essa r edundânc ia  é e v i t a d a  s e  

d e f i n i r m o s  g  s o b r e  um r e t i c u l a d o  L de s u b c o n j u n t o s  de E ( A P Ê N D I  - 

C E  A ) ,  mantendo os  r e s u l t a d o s  o b t i d o s .  



4 .  U M  ALGORITMO G U L O S O  H E U R ~ S T I C O  

Na seção  a n t e r i o r  apresentamos  u m  a l g o r i t m o  g e r a l  

para m a t r õ i d e s ,  a l g o r i t m o  2 .  A s e g u i r ,  determinamos u m  modelo 

de o t i m i z a ç ã o  para m a t r õ i d e s  ( M 2 )  e  e n t ã o  u m  modelo de o t i m i z a -  

ção para p o l i m a t r õ i d e s  (M3). E m  ambos os  c a s o s  apresentamos  

a l g o r i t m o s  g u l o s o s  especificas para o s  modelos ( M 2 )  e  (M3). Es- 

t e s  modelos amarrados a  e s t r u t u r a s  bem d e f i n i d a s  são  b a s t a n t e  

r i g i d o s  nas s u a s  formulaçÕes ,  com a p l i c a ç õ e s  r e s t r i t a s .  

S e j a  E = ( 1 ,  2 ,  ..., n l  u m  c o n j u n t o  de i n d i c e s  e  

a  função  de pesos c :  E + I R .  O modelo (M3),  englobando ( M 2 )  con- 

s i s t e  em: 

(M3 max c  x 

x & P  

onde P e o  p o l i e d r o  do p o l i m a t r õ i d e  P = ( E ,  P ) ,  ou s e j a ,  P é u m  
E subcon jun to  compacto de IR,. 

O modelo p ropos to  n e s t a  seção  c o n s i s t e  em: 

(M4) max c  x 

x & U  

n onde U é u m  subcon jun to  compacto do  IR^ e  c  c IR . 



E um m o d e l o  d e s v i n c u l a d o  d a s  e s t r u t u r a s  a n t e r i o r e s ,  p o r é m  e n g l o  - 

ba t o d o s  o s  p r o b l e m a s  em ( M 3 )  e  c o n s e q u e n t e m e n t e  em ( M 2 ) .  

O o b j e t i v o  d e s t a  s e ç ã o  é a p r e s e n t a r  um a l g o r i t m o  

g u l o s o  h e u r i s t i c o  p a r a  ( M 4 )  e  d e f i n i r  em q u e  c o n d i ç õ e s  e s t e  a l -  

g o r i t m o  s e  c o m p o r t a  como um a l g o r i t m o  e x a t o  f o r n e c e n d o  s o l u ç ã o  

Õ t i m a  p a r a  ( M 4 ) .  

E um a l g o r i t m o  s e m e l h a n t e  a o s  a l g o r i t m o s  ( 4 )  e  ( 5 )  a p l i c a d o s  a  

( M 2 )  e  (M3 )  r e s p e c t i v a m e n t e ,  p o r é m ,  ao  i n v e s  de  o p e r a r m o s  com 

a s  f u n ç õ e s  r e  g ,  a s s o c i a d a s  a s  e s t r u t u r a s  de  m a t r õ i d e s  e  p o l i -  

m a t r õ i d e s  r e s p e c t i v a m e n t e ,  o p e r a r e m o s  com o s  t e r m o s  i n d e p e n d e n -  

t e s  ( b i )  d a s  r e s t r i ç õ e s  q u e  compõem o  s u b c o n j u n t o  U  em ( M 4 ) .  

A p r e s e n t a r e m o s  a l g u m a s  d e f i n i ç õ e s  q u e  s e r ã o  u t i l i  - 

z a d a s  n e s t a  s e ç ã o .  

S e j a  U  C - lRn. D e n o t a m o s  c o ( U )  o  FECHO CONVEXO o u  ENVOLTORIA C O R  - 

VEXA d e  U, ao  m e n o r  c o n j u n t o  c o n e x o  c o n t e n d o  U  o u  a  i n t e r s e ç ã o  

d e  t o d o s  c o n j u n t o s  c o n v e x o s  c o n t e n d o  U. 

n  S e j a  U C  - IR+, d e f i n i m o s  o  FECHAMENTO HEREDITRRIO d e  U  p o r  H ( U )  = 

{ x l x  - > O ,  x  - < y p a r a  t o d o  y E U) .  

U t i l i z a r e m o s  U  + y p a r a  d e n o t a r  TRANSLAÇKO d e  U  p o r  um v e t o r  y ,  

i s t o  é, U  + y = { x l x  = z  + y, z  E U) 



P o r  s e  t r a t a r  d e  um a l g o r i t m o  h e u r ? s t i c o ,  n ã o  

n e c e s s a r i a m e n t e  e x a t o ,  c o n v e n c i o n a r e m o s  c h a m a r :  

x O  - a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  p a r a  o  p r o b l e m a  

x *  - a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  d o  p r o b l e m a  

z 0  = c x  O - o  v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v a  p a r a  a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  

Z *  = C X *  - O v a l o r  d a  f u n ç ã o  o b j e t i v a  p a r a  a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  d o  

p r o b l e m a .  

EXEMPLO 4 . 1 . 1  

S e j a m  os c o n j u n t o s  U C  IR^ n a  f i g u r a  ( 1 1 1 - 9 ) .  P a r a  

c a d a  s u b c o n j u n t o  U a p r e s e n t a m o s  uma d a s  d e f i n i ç õ e s  a n t e r i o r e s .  

TRANSLAÇÃO e 

F i g .  1 1 1 - 9 .  E x e m p l o  4.1 .1  



4.2  - O A l g o r i t m o  H e u r y s t i c o  

S e j a  E  = ( 1 ,  2 ,  ..., n )  e  a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  

c :  E + IR. S e j a  n ( c )  = ( i l ,  i2, ..., i n )  a  Ú n i c a  p e r m u t a ç ã o  d o s  

e l e m e n t o s  d e  E  t a l  q u e :  

> ... > \ c i  I o n d e  s e  / c i  I = I c i  I e  j < k  e n t ã o  I c i  I L / c i  I - - 
1  2 n  j k  i . < i  

J k *  

EXEMPLO 4 . 2 . 1  

5 S e j a  a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  c  = ( - 2 ,  - 2 ,  7 ,  1 ,  - 4 )  E R  . 
Temos q u e  n ( c )  = ( 3 ,  5 ,  1 ,  2 ,  4 )  

P a r a  s i m p l i c i d a d e  d e  n o t a ç ã o  s u p o r e m o s  a  p e r m u t a -  

ç ã o  % ( c )  = ( i l ,  i2, . .. , i n )  = ( 1 ,  2 ,  . . . , n )  s e m p r e  q u e  f a c i l i  - 

t a r .  

P a r a  q u a l q u e r  s u b c o n j u n t o  S  = {il,i2,...,ik) t a l  

q u e  S C  E ,  e s c r e v e m o s  ( x i  , x i  , ..., x  ) E U s e  e x i s t e  y E U 
1  2  i k  

t a l  q u e  yi = x i  , i < j < k .  - 
j j 

S e j a  o  p r o b l e m a :  

( M 4 )  max  c  x  

X E U  



o n d e  U  é um s u b c o n j u n t o  c o m p a c t o  d e   IR^ e  a  f u n ç ã o  c :  E  + IR. 

De f o r m a  s e m e l h a n t e  a  s o l u ç ã o  d o s  m o d e l o s  a n t e r i o  - 

r e s ,  s o l u c i o n a r  ( M 4 )  c o n s i s t e  em e n c o n t r a r  x  E U  t a l  q u e  Z = c x  

s e j a  m á x i m o .  Uma v e z  q u e  U é c o m p a c t o ,  a p r e s e n t a r e m o s  um a l g o -  

r i t m o  g u l o s o  h e u r T s t i c o  q u e  s e l e c i o n a  uma ú n i c a  s o l u ç ã o  x 0  = 

ALGORITMO 6 - GULOSO HEURISTICO 

PASSO O .  S e j a  E  = ( 1 ,  2 ,  ..., n }  e  a  f u n c ã o  d e  p e s o s  c :  E + IR. -- 
S e j a  ~ ( c )  = ( i l ,  i2, ..., i n )  a  p e r m u t a ç ã o  d o s  e l e m e n -  

t o s  d e  E. 

P o r  s i m p l i c i d a d e ,  s e j a  ~ ( c )  = ( 1 ,  2 ,  ..., n ) .  

PASSO 1 .  E s c o l h a  x l  max { x l  l x ,  U}  s e  c 1  > O 

PASSO 2 .  P a r a  j = 2 ,  3,  . . ., n  

o  o  max i x .  1 ( x l  , x 2 ,  . . . , x  o  x  ) Ê U ) s e c . > O  
J j y l y  j J 

o  o  o  m i n  { x j l ( x 1 ,  x 2  ,..., x j - 1  . x j )  E U }  se c.<O J- 

EXEMPLO 4 . 2 . 2  

S e j a  U C  IR^ a  á r e a  h a c h u r a d a  d a  f i g u r a  ( 1 1 1 7 1 0 )  



F i g .  1 1 1 - 1 0 .  E x e m p l o  4 .2 .2  

( a )  S e j a  c = ( 3 ,  5 )  

P O .  7 r ( c )  = ( 2 ,  1 )  

o  O 
P1. x i  = x 2  = max { x p l x 2  Ê U I  -+ x; = 6 

1  

o  P2. x 0  = x 1  = max I x l  1 ( x l ,  6 )  Ê U }  -+ x y  = O 
i 2  

A s o l u ç ã o  do  g u l o s o  é x 0  = ( 0 ,  6 ) .  

( b )  S e j a  c = ( - 4 ,  - 4 )  

PO. T ( C )  = ( 1 ,  2 )  

PI. x  O = x 0  = m i n  { x l l x l  I U} - x y  = O 
1  1  

P Z .  xo = x; = m i n  i x 2 / ( 0 ,  x 2 )  F: U }  -+ x i  = 2  
2 

A s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  é x 0  = ( 0 ,  2 ) .  

P r i m e i r o ,  o  a l g o r i t m o  6  o r d e n a  o s  e l e m e n t o s  d e  E 



em o r d e m  d e c r e s c e n t e  d e  p e s o s .  A  c a d a  p a s s o  s e l e c i o n a  um e l e m e n  - 

t o  d e  p e s o  m á x i m o  ( p e s o  m i n i m o )  e  f a z  com q u e  o b t e n h a  o  m á x i m o  

( m i n i m o )  v a l o r  em U .  A s s i m ,  o  a l g o r i t m o  c a m i n h a  n a  f r o n t e i r a  d o  

s u b c o n j u n t o  U b u s c a n d o  uma s o l u ç ã o  x 0  E U t a l  q u e  c x O  é m á x i m o .  

P o r t a n t o ,  p o d e m o s  v e r i f i c a r  q u e  e s t e  a l g o r i t m o  é s e m e l h a n t e  a o s  

a l g o r i t m o s  ( 4 )  e  ( 5 ) .  P r i m e i r o ,  p o r q u e  o s  a l g o r i t m o s  ( 4 )  e  ( 5 )  

também s e l e c i o n a m  o s  e l e m e n t o s  em o r d e m  d e c r e s c e n t e  d e  p e s o s  e  

d e p o i s ,  a o  f a z e r  x': = g ( S j )  - g ( S j - l )  o  a l g o r i t m o  5 também c a -  
l 
j 

m i n h a  n a  f r o n t e i r a  d o  p o l i e d r o  d o  p o l i m a t r õ i d e  g e r a d o  p e l a  f u n -  

ç ã o  g ,  f a z e n d o  com q u e  x i  a t i n g a  o  m á x i m o  v a l o r  em P. 
j 

T E O R E M A  4 . 2 . 1  

4 

O p o n t o  x O ,  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o ,  e  um p o n t o  e x t r e m o  

o  O D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  x 0  = ( x 1 ,  . . . , x n )  a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o .  M O S -  

t r a r e m o s  q u e  x 0  n ã o  p o d e  s e r  uma c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  c o n v e x a  d e  

d o i s  p o n t o s  d i s t i n t o s  d e  U e  p o r t a n t o  x 0  é p o n t o  e x t r e m o  d e  U .  

S e j a  x  E U e  y E U d i s t i n t o s .  S u p o n h a m o s  n ( c )  = ( 1 ,  2 ,  ..., n )  

S e j a  o  x = Xx + ( 1 - X ) y ,  O - < X - < 1  ( 1 1 1 . 4 7 )  

o  O e n t ã o  p e l o  a l g o r i t m o  g u l o s o :  x l  L xl  e  x y  2 yl. 

L o g o  d e  ( I I I . 4 7 ) ,  p a r a  O - < X - 1  t e m o s  



o  Se c  < O e n t ã o  p e l o  a l g o r i t m o  g u l o s o  x p  5 x l  e  x l  5 yl. L o g o  1  - 
o  d e  ( I I I . 4 7 ) ,  p a r a  O - < h - < 1  t e m o s  x, = x l  = y,. 

P a s s a n d o  a  s e g u n d a  i t e r a ç ã o  d o  g u l o s o ,  a p l i c a n d o  r a c i o c i n i o  s e  - 

- m e l  h a n t e  p a r a  c 2 ,  t e m o s  x 2  = x 2  - y 2 .  A p l i c a n d o  o  mesmo r a c i o c i  - 

n i o  s u c e s s i v a m e n t e  t e m o s :  

L o g o  x 0  = x  = y e  p o r t a n t o  x 0  é um p o n t o  e x t r e m o  d e  U.9 

T E O R E M A  4 . 2 . 2  

o  A  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  em U, x  ( c ,  U )  é i g u a l ,  a  s o -  

l u ç ã o  d o  g u l o s o  em c o ( ~ ) ,  y O ( c ,  c o ( ~ ) ) .  ~ s t o  é,  x O ( c ,  U )  - - 

y O ( c ,  c o ( U ) ) .  

O D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  x  ( c ,  U )  e  y O ( c ,  C O ( U ) )  a s  s o l u ç õ e s  d o  g u -  

l o s o  p a r a  t o d o  x  E U e  y E c o ( L )  r e s p e c t i v a m e n t e ,  

P e l o  t e o r e m a  ( 4 . 2 . 1 ) ,  y O ( c ,  c o ( U ) )  é um p o n t o  e x t r e m o  em c o ( U ) .  

Da a n á l i s e  c o n v e x a  t e m o s  q u e :  

d 

" t o d o  p o n t o  e x t r e m o  d a  e n v o l t ó r i a  c o n v e x a  d e  U  e  

um p o n t o  e x t r e m o  d e  U " .  



E n t ã o ,  y O ( c ,  c o ( U ) )  é também um p o n t o  e x t r e m o  d e  U. L o g o  

S u p o n h a m o s  n ( c )  = ( 1 ,  2 ,  . . . ,  n )  o n d e  I c l l  - > ] c 2 [  2 . . .  - > [ C , ] .  

Como x O ( c ,  U )  é s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  em U, d e  ( 1 1 1 . 4 8 )  e  a p l i c a n d o  

o  a l g o r i t m o  g u l o s o  em U  t e m o s :  

P o r  o u t r o  l a d o ,  U c  - c o ( U )  p o r  d e f i n i ç ã o .  L o g o  

o  De ( 1 1 1 . 4 9 )  e ( 1 1 1 . 5 0 )  t e m o s  q u e  x: = y, 

o  o  O R e p e t i n d o  o  r a c i o c i n i o  p a r a  x 2 ,  x 3 ,  ..., x t e m o s :  n  

4 . 3  - O C o n e  G u l o s o  

D e f i n i m o s  o  CONE GULOSO U* d e  U  p o r :  

U* = { c l c  E I R ~  e  z 0  O= z * }  

O come g u l o s o  d e  U  é o  c o n j u n t o  d e  p e s o s  c  p a r a  



os  q u a i s  o  a l g o r i t m o  g u l o s o  f o r n e c e  a  s o l u ç ã o  õ t i m a ,  ou s e j a ,  

o  a l g o r i t m o  gu loso  h e u r i s t i c o  compor ta-se  como u m  a l g o r i  t m o  exa - 

t o .  

Os c o n j u n t o s  U t a i s  que U* =  IR^ demonimanos C O N -  

JUNTO GULOSO. 

Para h - > O e  c  s  IR^ temos que Z O ( h c , ~ )  = A Z ' ( C ,  U )  

e  Z * ( A C ,  U )  = h .  z * ( c ,  U ) .  P o r t a n t o  U* é u m  cone ,  não v a z i o , p o i s  

sempre contém o  v e t o r  nu lo .  

Apresentaremos a l g u n s  exemplos onde dado um con- 

j u n t o  U obteremos o c o r r e s p o n d e n t e  c o n j u n t o  g u l o s o  U * .  Porém 

2 g o s t a r i a m o s  de r e s s a l t a r  que são  exemplos d i d á t i c o s ,  no W , on- 

de e f á c i l  v i s u a l i z a r  e s t e s  c o n j u n t o s .  Para u m  c o n j u n t o  U C -  IR^ 
a  ob tenção  de U *  t o r n a - s e  t r a b a l h o s a .  A o p e r a c i o n a l i z a ç ã o  para 

de te rminação  de U* e s t á  em a b e r t o ,  não impedindo n o  e n t a n t o  o 
- 

desenvolv imento  da t e o r i a .  Porém, a  d e f i n i ç ã o  de cone g u l o s o  e  

de grande  impor tânc ia  para o s  r e s u l t a d o s  que s e r ã o  a p r e s e n t a d o s .  

E X E M P L O  4 .3 .1  

S e j a  U C R' f i g u r a  ( 1 1 - l l ( a ) ) .  Para a s  i n f i n i t a s  

funções  de pesos c ,  faremos uma comparação e n t r e  a s  s o l u ç õ e s  

o b t i d a s  pe lo  gu loso  e  a s  s o l u ç õ e s  o b t i d a s  por u m  a l g o r i t m o  de 

programação l i n e a r ,  o  Simplex.  Todas a s  funções  para a s  q u a i s  

x0 = x * ,  e  e n t ã o  Z O  = Z * ,  pertencem ao cone g u l o s o .  Para i s t o ,  

dada uma função  de pesos c  = ( c l ,  c 2 ) ,  b a s t a  a p l i c a r  em U o  a1 - 



g o r i t m o  g u l o s o  6 p a r a  o b t e r  a  s o l u ç ã o  do  g u l o s o  e  a t r a v e s  do 

g r a d i e n t e  Vc = ( c 1 ,  C ) v e r i f i c a r  q u a l  é a  s o l u ç ã o  Ó t i m a .  D e t e r  2  - 
o  minamos x0 E U e  X* E U . t a l  q u e  Z O  = cx  e  Z *  = c x *  s e j a m  m ã x i -  

mas.  

F i g .  1 1 1 - 1 1 .  Exemplo 4 . 3 . 1  

S e j a  c  > O e  c 2  2 O 1 - 

(1  ) Se c l  < c 2 ,  e n t ã o  Vc = ( c 1 ,  c 2 )  a p o n t a  em uma d i r e ç ã o  com 

a n g u l o  s u p e r i o r  a  45' (com o  e i x o  x l )  Vc v a r r e  o  c o n e  A 

da  f i g u r a  ( 1 1 1 - l l ( a ) ) .  Logo a  s o l u ç ã o  Õt ima é x*  = ( 0 ,  3 ) .  

Apl i c a n d o  o  g u l o s o  o b t e r e m o s  a  mesma s o l u ç ã o  x0 = ( 0 ,  3 ) .  

( 2 )  Se  c l  = c 2 ,  e n t ã o  Vc = ( c 1 ,  c 2 )  a p o n t a  em uma d i r e ç ã o  com 

â n g u l o  i g u a l  a  45'. Vc c o i n c i d e  com a a r e s t a  i n t e r s e ç ã o  d o s  

c o n e s  A e  B .  Logo a  s o l u ç ã o  Ót ima a i n d a  é x* = ( 0 ,  3 ) .  A p l i  - 



c a n d o  o  g u l o s o ,  como I c 1  1 = / c 2  1 a  s o l u ç ã o  é x 0  = ( 1 ,  0 ) .  

o  ( 3 )  Se c l  > c 2 ,  a p l i c a n d o  o  g u l o s o  o b t e m o s  x = ( 1 ,  0 ) .  P a r a  

Vc = ( c  c 2 )  t emos  t r ê s  c o n d i ç õ e s :  1 '  

( 3 . 1 )  Vc v a r r e  o  c o n e  B .  A s o l u ç ã o  Õt ima é x *  = ( 0 ,  3 ) .  

( 3 . 2 )  vc  c o i n c i d e  com a  a r e s t a  B n C .  A s o l u ç ã o  Õt ima pode  

s e r  t a n t o  x* = ( 0 ,  3 )  como x* = (1 ,  0 ) .  

( 3 . 3 )  Vc v a r r e  o  c o n e  C .  A s o l u ç ã o  Õt ima é x*  = ( 1 ,  0 ) .  

De ( I ) ,  ( 2 )  e  ( 3 )  t e m o s  q u e  D ,  F na f i g u r a  ( 1 1 1 - 1 1  ( b ) )  f a z e m  

p a r t e  do  c o n e  g u l o s o .  P a r a  a s  d e m a i s  f u n ç õ e s  d e  c u s t o  

( C 1  < O ou c 2  < O ou c l  O e  c 2  < 0 )  podemos v e r i f i c a r  q u e  
o 2  x  = x*. Ass im o  c o n e  g u l o s o  é o   IR^ a  menos do c o n e  E .  U*=IR - E .  

E X E M P L O  4 . 3 . 2  

S e j a  U = {x lx :  + x 2  < I )  na f i g u r a  ( 1 1 1 - 1 2 ( a ) ) .  2 - 

F i g .  1 1 1 - 1 2 .  Exemplo 4 . 3 . 2  



S e j a  a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  c  = ( c 1 ,  c 2 ) .  R e p e t i n d o  o  p r o c e s s o  u t i l i  - 

z a d o  no  e x e m p l o  ( 4 . 3 . 1 ) ,  o  g r a d i e n t e  Vc = ( c 1 ,  c 2 )  a p o n t a  p a r a  

um p o n t o  x *  na f r o n t e i r a  em U,  que  é a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  p a r a  e s t a  

f u n ç ã o  d e  p e s o s .  E n q u a n t o ,  ao  a p l  i c a r m o s  o  g u l o s o  a s  s o l u ç õ e s  

p o s s ~ v e i s  são  a s  i n t e r s e ç õ e s  d a  f r o n t e i r a  d e  U com o s  e i x o s  

c o o r d e n a d a s  ( x O  = ( 1 ,  O) o u  x 0  = (O, 1 )  o u  x 0  = ( 1  , O) o u  x 0  = 

d 

( 0 ,  - 1 ) ) .  A s s i m  a s  s o l u ç õ e s  do  g u l o s o  s e r ã o  s o l u ç Õ e s  o t i m a s  

p a r a  a s  f u n ç õ e s  d e  p e s o  c  = ( c 1 ,  c 2 )  t a l  q u e  Vc = ( c l ,  c 2 )  a p o n  - 

t a  na  d i r e ç ã o  d o s  e i x o s ,  o u  s e j a ,  U*  é r e p r e s e n t a d o  p e l o s  e i x o s  

c o o r d e n a d o s  f i g u r a  ( 1 1 1 - 1 2 ( b ) ) .  

TEOREMA 4.3.1 

S e j a  y E IRn e n t ã o  (U + y ) *  = U * .  C o n s e q u e n t e m e n t e  U 

é um c o n j u n t o  g u l o s o  s e  e  s o m e n t e  s e  (U + y )  é um c o n j u n t o  g u l o  - 

so p a r a  a1 gum y E  IR^. 

n  D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  y E  IR^ e  c  c IR . S e j a  x O ( c ,  U )  a  s o l u ç ã o  d o  

g u l o s o  em U  e  x O ( c ,  U t y )  a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  em U + y.  P e l a  

t r a n s l  a ç ã o  

O x O ( c ,  U t y )  = x  ( c ,  U )  t y 

x * ( c ,  U t y )  = x * ( c ,  U)  t y  

O 
Temos que  z O ( c ,  U t y )  = c  x ( c ,  U t y ) .  Logo  d e  ( 1 1 1 . 5 1 )  t e m o s  

o  o  z O ( c ,  U+y )  = c x  ( c ,U )  t c y  = Z  ( c ,  U )  t c y  ( 1 1 1 . 5 3 )  



Temos que  Z * ( c ,  U t y )  = c x * ( c ,  U t y ) .  L o g o  d e  ( 1 1 1 . 5 2 )  temos 

P o r t a n t o  d e  ( 1 1 1 . 5 3 )  e  ( 1 1 1 . 5 4 )  z O ( c ,  U)  = Z * ( c ,  U)  se  s o m e n t e  

o  s e  Z ( c ,  U t y )  = Z * ( c ,  U + y ) .  Logo  ( U t y ) *  = U*.a 

TEOREMA 4 .3 .2  

U *  = ( c o ( U ) ) * .  C o n s e q u e n t e m e n t e  U é um c o n j u n t o  g u l o -  

so se  e  s o m e n t e  s e  c o ( U )  é um c o n j u n t o  g u l o s o .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  U C -  IR^ e  c o ( U )  a  e n v o l t ó r i a  c o n v e x a  d e  U .  Se - 

j a  c  E IR" Como U C - c o ( U )  p o r  d e f i n i ç ã o ,  e n t ã o  

Da a n á l i s e  c o n v e x a  t e m o s  q u e :  

" t o d o  p o n t o  e x t r e m o  d e  c o ( U )  5 um p o n t o  e x t r e m o  d e  U " ;  

" t o d o  p o n t o  d e  c o ( U )  pode  s e r  uma c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  

c o n v e x a  d o s  p o n t o s  e x t r e m o s  d e  c o ( U ) " .  

C o n s e q u e n t e m e n t e ,  t o d o  p o n t o  d e  c o ( U )  p o d e  s e r  uma c o m b i n a ç ã o  

l i n e a r  c o n v e x a  d o s  p o n t o s  e x t r e m o s  d e  U.  Com e s t e  r e s u l t a d o ,  s e  - 

j a  y E c o ( U )  t a l  q u e :  



o n d e  x i  E U é u m  p o n t o  e x t r e m o  d e  U .  I s t o  é,  y é uma c o m b i n a ç ã o  

l i n e a r  c o n v e x a  d e  k p o n t o s  x E U .  P o r t a n t o  

k 
De ( I I I . 5 6 ) ,  1 A i  = 1 .  Logo 

i  = l  

Como ( 1 1 1 . 5 7 )  e v á l i d o  vy E c o ( U ) ,  em p a r t i c u l a r  é v á l i d o  p a r a  

y = x * ( c ,  c o ( U ) ) .  Logo ,  d e  ( 1 1 1 . 5 7 )  

De ( 1 1 1 . 5 5 )  e  ( 1 1 1 . 5 8 )  t e m o s :  

o  Do t e o r e m a  ( 4 . 2 . 2 )  t e m o s  x O ( c ,  U )  = x ( c ,  c o ( U ) )  e  p o r t a n t o  

De ( 1 1 1 . 5 9 )  e  ( I I I . 6 0 ) ,  Z * ( c ,  U) = z O ( c ,  U )  s e  e  s o m e n t e  s e  

Z * ( c ,  c o ( U ) )  = z O ( c ,  c o ( U ) ) .  Logo U *  = ( c o ( U ) ) * . .  



Se U C  - IR: e  s e  c  > O e n t ã o  c  E U *  s e  e  s o m e n t e  s e  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  U c - IR: e  c  - > O .  D e m o n s t r a r e m o s  em d u a s  p a r -  

t e s .  

( b )  Z * ( c ,  U)  = Z * ( c ,  H ( U ) )  

( a )  S e j a  ~ ( c )  = ( 1 ,  2 ,  . . . ,  n ) .  A p l i c a n d o  o  g u l o s o  em U ,  como 

c  - > O t e m o s  x y ( c ,  U)  = max I x l  l x l  E U l .  S e j a  

x 1  = max IX E UI 

1  

o  e n t ã o  o  g u l o s o  f a z  xl ( c ,  U )  = x  
1  
1 '  

A p l i c a n d o  o  g u l o s o  em H ( U ) ,  como c  - > O t e m o s  

O 
x l ( c , H ( U ) )  = max { x l l x l  E H ( U ) } .  

S e j a  a g o r a  x1  = max { x  E H ( U ) }  e n t ã o  o  g u l o s o  f a z  

1  
o  - 1  

X, ( C ,  H ( U ) )  = x l .  E v i d e n t e m e n t e  



- 1 p o i s  s e  x > x  1 

r i o  e x i s t e  x E 

Como U c  - H ( U )  

e n t ã o  pe la  d e f i n i c ã o  de fechamento h e r e d i t á  1 - 

U t a l  que x > x1 o que c o n t r a r i a  - ( 1 1 1 . 6 1 ) .  

temos que:  

1 
De (111 .62)  e  ( 1 1 1 . 6 3 )  segue  2 ;  = x l .  De forma semelhante  

podemos demons t ra r  para a s  demais componentes.  P o r t a n t o  

x O ( c ,  H ( U ) )  = x O ( c ,  U ) .  Consequentemente,  

( b )  Como U C - H ( U )  e n t ã o  

S e j a  x * ( c ,  H ( U ) )  a  s o l u ç ã o  Õtima de H ( U ) .  Pela  d e f i n i ç ã o  de 

h e r e d i t á r i o  e x i s t e  x E U t a l  que 

Z*(c ,  U )  - > c x , v x  E U ( 111 .67)  

De (111 .66)  e  ( I I I . 6 7 ) ,  Z*(c ,  U )  - > c x * ( c ,  H ( U ) ) .  Logo 

Z*(C,  U )  - > Z * ( C ,  H ( U ) )  ( 111 .68)  



De ( 1 1 1 . 6 5 )  e  ( 1 1 1 . 6 8 )  t e m o s :  

L o g o  d e  ( 1 1 1 . 6 4 )  e  ( I I I . 6 9 ) ,  z O ( c ,  U )  = Z * ( c ,  U )  s e  e  somen - 

t e  s e  z O ( c ,  H ( U ) )  = z * ( c ,  H ( U ) ) .  P o r t a n t o  c  E U *  s e  e  somen - 

t e  s e  c  E ( H ( U ) ) * . I  

4 . 4  - C a r a c t e r i z a ç ã o  - d o s  C o n j u n t o s  G u l o s o s  

Dado um c o n j u n t o  U C  -  IR^ e  uma f u n ç ã o  d e  p e s o s  c ,  

v i m o s  n a s  s e ç õ e s  a n t e r i o r e s  q u e  o  a l g o r i t m o  g u l o s o  h e u r i s t i c o  se 
d 

c o m p o r t a  como um a l g o r i t m o  e x a t o ,  f o r n e c e n d o  s o l u ç õ e s  o t i m a s  

s e  c  E U * ,  O c o n e  g u l o s o  d e  U. N e s t a  s e ç ã o  p r o c u r a r e m o s  c a r a c t e  - 

r i z a r  o s  s u b c o n j u n t o s  U  C - IRn p a r a  o s  q u a i s  o  a l g o r i t m o  g u l o s o  

h e u r ? s t i c o  s e m p r e  f o r n e c e  a  s o l u ç ã o  Õ t i m a .  Ou s e j a ,  o s  c o n j u n -  

n  t o s  g u l o s o s  U  t a i s  q u e  U* = W . 

LEMA 4 . 4 . 1  

S e j a  IP = ( E ,  P )  um p o l i m a t r õ i d e  n o   IR^. S e j a  

c  E  IR^ t a l  q u e  c  = ( c 1 ,  c 2 ,  . . . . C k y  O,  .. . ,  0 )  o n d e  

o  o  O 4 c 1  2 c 2  L ... L c k  > O .  Se x  ( c ,  P )  = ( x l  ,..., xk,O, ..., o >  e  

uma s o l u ç ã o  do  g u l o s o  e n t ã o  p a r a  q u a l q u e r  v e t o r  y E P, Y = 

( y 1 3  Y 2 >  * * * Y  Y n )  



D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  IP = ( E ,  P )  um p o l i m a t r õ i d e  n o   IR^ e  c  c  IR^ t a 1  

q u e  c  = ( c  c 2 ,  ..., c k ,  O ,  ..., 0 )  o n d e  c  > c  > . . . >  c  > 0 .  o 1 '  1 -  2 -  - k  
O o  O 

S e j a  x  ( c ,  P )  = ( x l ,  ..., x k ,  O ,  ..., 0 )  a  s o l u ç ã o  d o  g u l  o s 0  

em P. S e j a  y E P  t a l  q u e  y = ( y  I $  Y Z y  o * - y  ~ n  ) 

Suponhamos  p o r  a b s u r d o  q u e  

Como y E P  e  P C  - IR: e n t ã o  d e  ( 1 1 1 . 7 0 )  

De ( I I I . 7 1 ) ,  p e l a  p r o p r i e d a d e  ( P 3 )  d a  d e f i n i ç ã o  d e  p o l i m a t r õ i  - 

d e s  t e m o s  q u e  e x i s t e  z  E P  t a l  q u e  

De ( I I I . 7 2 ) ,  z > x O ,  e n t ã o  e x i s t e  p e l o  menos  um e l e m e n t o  l < j < k  - - 

t a l  q u e  z  > x 0  S e j a  z  a  p r i m e i r a  c o m p o n e n t e  d e  z d i f e r e n t e  
j j *  P 

o  d e  x 0  i s t o  é ,  p = m i n  { j l z  > x . 1 .  L o g o  
P ' j J 

o  q u e  c o n t r a d i z  a  e s c o l h a  d e  x 0  p e l o  g u l o s o .  P o r t a n t o  
P 



LEMA 4 . 4 . 2  

S e j a  o  p o l i m a t r ó i d e  IP = (E ,  P )  e  a  f u n ç ã o  d e  p e -  

+ d 

s o s  C :  E + I R y  C = ( c l ,  c 2 y  S . . ,  C 
j ' 

..., C,). Se c  : E + IR e  

t a l  que  

\ = O  s e c  < O  
j - 

e n t ã o :  

+ ( b )  Z * ( c  , P )  = Z * ( c ,  P )  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  o  p o l i m a t r ó i d e  IP = ( E ,  P ) .  Suponhamos a  

f u n ç ã o  d e  p e s o  c = ( c 1 ,  c Z ,  . . . , C 
j ' . .. , c,) t a l  que  

( a )  A p l i c a n d o  o  a l g o r i t m o  g u l o s o  h e u r i s t i c o  em P t emos  que  s e  

c  O e n t ã o :  
j - 

L o g o ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  p o l i m a t r Õ i d e s ,  (P1 - P Z ) ,  e n t ã o  



o +  o  o  P o r t a n t o  x ( c  , P)  = x  ( c ,  P )  e  z O ( c C ,  P )  = Z ( c ,  P ) .  

( b )  S e j a  x * ( c ,  P )  a  s o l u ç ã o  Õt ima  em P t a l  q u e :  

x t  > O p a r a  c i  < O  
1 

P e l a  p r o p r i e d a d e  ( P 2 )  d e  p o l i m a t r õ i d e s ,  s e  O  < x  x *  e n -  - - 
t ã o  x E P .  S e j a  x  t a l  q u e :  

De ( I I I . 7 3 ) ,  1 c j  x j  > 1 c . x \  p o i s  c . x  = O  
j =1 j =I  J J  i i  

- 
P o r t a n t o  uma c o n t r a d i ç ã o ,  p o i s  x*  e  a  s o l u ç ã o  Õt ima  em P .  

Logo,  p a r a  c i  < O  e n t ã o  x t  = O  e  p o r t a n t o  

z * ( c + ,  P )  = Z * ( c ,  P).. 

O  o b j e t i v o  d e s t e s  r e s u l t a d o s  é s i m p l i f i c a r  a  d e -  

m o n s t r a ç ã o  do p r ó x i m o  t e o r e m a .  

T E O R E M A  4 . 4 . 1  

- 
Se IP = ( E ,  P )  é um p o l i m a t r õ i d e  e m i ~ ~  e n t ã o  P e  

um c o n j u n t o  g u l o s o ,  i s t o  é, P* =  IR^. 



D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  IP = ( E ,  P )  u m  p o l i m a t r õ i d e  em  IR^ e  c  + uma 

f u n ç ã o  d e  p e s o s  c :  E - R d e f i n i d a  no Lema ( 4 . 4 . 2 ) .  P a r a  m o s t r a r  

q u e  P* = I R n ,  p e l o  Lema ( 4 . 4 . 2 ) ,  b a s t a  m o s t r a r  q u e  z O ( c ,  P )  - - 

Z * ( c ,  P )  p a r a  t o d o  c  > 0 .  - 

+ S e j a  c  t a l  q u e  c l  2 c 2  2 . .. 2 c k  > O = c ~ + ~  - - ... - - c , .  

D e m o n s t r a r e m o s  p o r  i n d u ç ã o  f i n i t a  

- k = O ,  e n t ã o  c l  = c 2  - . . . = c  = O. L O ~ O  z0 = Z *  n 

k = 1 ,  e n t ã o c  > O = c  = - 1 2 " '  - C o n s i d e r e  o  p r o b l e m a :  

max c ,  1  

X E P  

O o  o  o  Ap l  i c a n d o  o  g u l o s o  em P t e m o s  x = ( x l ,  x 2 ,  . . . , x n ) . S u p o n h a m o s  

q u e  e x i s t e  x  = ( x l ,  x 2 ,  . .. , x n )  E P t a l  q u e  c x  > c x  o  . E n t ã o  
o  e v i d e n t e m e n t e  x l  > xy o  q u e  c o n t r a d i z  a  e s c o l h a  d e  x l  p e l o  g u -  

l o s o .  P o r t a n t o  

o  o  o k = 2 ,  ..., p - 1 ,  s e j a  x  ( c ,  P )  = ( x l ,  ..., x k , O ,  ..., O ) = x * ( c , P )  e  
o  z = z*. 

k = p ,  e n t ã o  c l  2 c 2  2 ... > c  > O = c  - - ... - - c n .  
P +  1 

C o n s i d e -  - P 
r e  o  p r o b l e m a :  



max cl xl + . . . + c  x  
P  P  

X E P  

o  o  o  S e j a  x  ( c ,  P )  = ( x 1 ,  . . . ,  x O,  ..., 0 )  a  s o l u ~ ã o  do g u l o s o .  
P ' 

O M o s t r a r e m o s  que  x  ( c ,  P )  = x * ( c ,  P )  e  Z O  = Z *  

Suponhamos e x i s t e  x  = ( x l ,  ..., x O ,  ..., O) ,  x  E P, t a l  q u e  
P ' 

M o s t r a r e m o s  é i m p o s s i v e l  e  p o r t a n t o  Z O  = Z * .  

Como c > 0 ,  podemos d i v i d i r  ambos o s  l a d o s  d e  ( 1 1 1 . 7 4 )  P P o r  

c  Temos e n t ã o :  P ' 

P e l o  l e m a  ( 4 . 4 . 1 )  

S u b t r a i n d o  ( 1 1 1 . 7 6 )  d e  ( 1 1 1 . 7 5 )  t e m o s :  



L~ P o i s ,  p a r a  j = p  t e m o s  (- - 1 )  = O .  Como c  > c  , p a r a  t o d o  
C j -  P 

P 

1  - < j - p, f a z e n d o  c !  = ( - -  l ) t e r n o s c , ' , c ; >  - ... > c '  > O .  
J C 

- p-1 - 
P 

Logo o  p r o b l e m a  a  s e r  r e s o l v i d o  a b a i x o u  d e  o r d e m .  S e j a  

C '  > C '  > .., > C '  > o = C '  - - t + l  ... = c '  o n d e  t < p-1 .  C o n s i -  1 -  2 -  - t P - 1  - 

d e r e  o  p r o b l e m a :  

max c ;  x  + . . .  1. + c; X t  

x  E P 

01 - o1 01 S e j a  x  - ( x ,  , x 2  ..., O ' )  a  s o l u ç ã o  do  g u l o s o  p a r a  e s t e  'n 

p r o b l e m a .  P e l a s  p r ó p r i a s  c a r a c t e r i s t i c a s  do g u l o s o  t e m o s :  

P o r t a n t o ,  d e  ( 1 1 1 . 7 7 )  podemos e s c r e v e r  
C L L L 

c; x j  > C '  x o l  = c; x j  O o  q u e  c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e  
j = 1  j = 1 j j j = l  

f e i t a  na  i n d u ç ã o .  Logo,  

C o n s e q u e n t e m e n t e  x O ( c ,  P )  = x * ( c ,  P ) .  P o r t a n t o  p o r  i n d u ç ã o ,  o  

a l g o r i t m o  g u l o s o  f o r n e c e  a  s o l u ç ã o  Õt ima  p a r a  t o d o  c  e  P * = I R ~ .  

Podemos v e r i f i c a r  q u e  o  s e n t i d o  i n v e r s o  do t e o r e -  



ma é f a l s o .  M o s t r a r e m o s  p o r  u m  e x e m p l o .  

E X E M P L O  4 . 4 . 1  

2  S e j a  o s  c o n j u n t o s  U , ,  U 2 ,  U 3 ,  s u b c o n j u n t o s  do IR , 

na f i g u r a  ( 1 1 1 - 1 3 ) .  

F i g .  1 1 1 - 1 3 .  Exemplo 4 . 4 . 1  

Nos t r ê s  s u b c o n j u n t o s  da  f i g u r a  ( 1 1 1 - 1 3 ) ,  u t i l i z a n d o  p r o c e s s o  

2  s e m e l h a n t e  a o  do e x e m p l o  ( 4 . 3 . 1  ) podemos v e r i f i c a r  q u e  Ui = IR , 
2 2  Ui = IR e  Uj = IR . E s t e  mesmo r e s u l t a d o  s e r á  m o s t r a d o  p o s t e r i o r  - 

m e n t e .  porém,  também podemos v e r i f i c a r  q u e  não  s ã o  pol  i m a t r ó i -  

d e s .  U 1  na f i g u r a  ( 1 1 1 - 1 3 ( a ) )  não  s a t i s f a z  a s  p r o p r i e d a d e s  ( P 1 )  

e  ( P Z ) .  U 2  não s a t i s f a z  ( P 2 )  e  U 3  não  s a t i s f a z  ( P 2 ) .  

Com o  t e o r e m a  ( 4 . 4 . 1  ) podemos c o n c l u i r  que  t o d o s  

o s  p r o b l e m a s  em (M2) e (M3) s ã o  r e s o l v i d o s  p e l o  a l g o r i t m o  g u l o -  



so  h e u r ~ s t i c o ,  a t u a n d o  como a l g o r i t m o  e x a t o ,  

C a r a c t e r i z a r e m o s  o s  c o n j u n t o s  U  o n d e  o  g u l o s o  

a t u a  como um a l g o r i t m o  e x a t o  p a r a  t o d o  c  > 0.  

L E M A  4 . 4 . 3  

S e j a  E = { i l ,  .... i,} um c o n j u n t o  f i n i t o .  S e j a  

U  um c o n j u n t o  c o m p a c t o  e  (U + y )  uma t r a n s l a ç ã o  d e  U. S e j a  

V = H (  c o ( U  + y ) )  t a l  q u e  V *  2 - R:. S e j a  a  f u n ç ã o  d e  c o n j u n t o  g  

d e f i n i d a  s o b r e  o  c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  E t a l  q u e :  

g ( S )  = max i 1 x i l  
X E V  i ES 

e n t ã o  a  f u n ç ã o  g  é s u b m o d u l a r .  I s t o  é :  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  E = {il, .... i,). S e j a  U  um c o n j u n t o  com- 

p a c t o  e (U + y )  uma t r a n s l a ç ã o  d e  U. S e j a  V = H (  c o ( U + y )  t a l  

q u e  V *  3 - IR:. S e j a  a  f u n ç ã o  de  c o n j u n t o  g  t a l  q u e :  

g ( S )  = max {'I xi}  
X E V  ~ E S  

S e j a  R C  - E e  S C  - E t a l  q u e :  



o n d e  i  # i r  
j 

p a r a  t + 1 < j ,  p. - - 

Dado o  c o n j u n t o  V e  a  f u n ç ã o  g d e f i n i d a  em V m o s t r a r e m o s  q u e  a  

f u n ç ã o  g é s u b m o d u l a r .  P a r a  i s t o ,  uma v e z  q u e  o  c o n e  g u l o s o  

V *  d e  V c o n t é m  IR:, V *  2 - IR:, e n t ã o  u t i l i z a r e m o s  o  a l g o r i t m o  g u -  

l o s o .  S e j a  o  p r o b l e m a :  

max c  x  

X E V  

o n d e  c  = ( c i  , C i  , . . , C .  , . . c  ) t a l  q u e :  
1  t P i n  1 

P o r t a n t o  t e m o s  q u e :  > c i  > ... > c i  > O .  A p l i c a n d o  o  a l -  ' i l  - - - - 
o  o  g o r i t m o  g u l o s o  ( 6 )  a  e s t e  p r o b l e m a ,  s e j a  x  = ( x i l ,  ..., x0 ) 

i n 
4 

a  s o l u ç ã o  do  g u l o s o .  Uma v e z  q u e  V *  3 R :  - e  c  - > O e n t ã o  x 0  " e  

s o l u ç ã o  Ót ima  p a r a  o  p r o b l e m a  a c i m a .  

De ( 1 1 1 . 7 8 )  é f á c i l  v e r i f i c a r  q u e :  



g ( ~  n S )  = max L x . )  =: 
1 L x; 

X E V  i & ( R  n S )  j j 

t t 
p o i s  s e  e x i s t i r  x  E V t a l  q u e  1 xi > 1 xO t e r i a m o s  q u e  

1 .  j = 1  j j = 1  J 

c x  > c x O  p a r a  E + t m ,  i s t o  é, a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  n ã o  s e r i a  

Õ t i m a  o  q u e  é i m p o s s i v e l  p e l a  h i p ó t e s e .  

De m a n e i r a  s e m e l h a n t e  t e m o s :  

G(R U S )  = max 1 x . )  = 
o  

1 C x .  1 
( 1 1 1 . 8 0 )  

X E V  i & ( R U S )  j - 1  j 

P  P  
p o i s  s e  e x i s t i r  x  E V t a l  q u e  xi > 1 xoij t e r i a m o s  q u e  

j = 1  j j = 1  

o  c x  > c x  p a r a  E + 0, i s t o  é ,  a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  n ã o  s e r i a  
- 
o t i m a  o  q u e  é i m p o s s i v e l  p e l a  h i p ó t e s e .  

Da d e f i n i ç ã o  d e  g  em ( 1 1 1 . 7 8 )  t e m o s  q u e :  

A d i c i o n a n d o  o s  r e s u l t a d o s  em ( 1 1 1 . 8 1 )  t e m o s :  



L o g o ,  d e  ( I I I . 8 2 ) ,  ( 1 1 1 . 8 0 )  e  ( 1 1 1 . 7 9 )  t e m o s  q u e :  

g ( ~ )  + g ( s )  L g ( ~  u S )  + g ( ~  n s ) . m  

TEOREMA 4 .4 .2  

S e j a  E  = ( 1 ,  2 ,  ..., n )  um c o n j u n t o  f i n i t o .  S e j a  

U  um c o n j u n t o  c o m p a c t o .  O c o n e  g u l o s o  U* c o n t é m  IR:, U* 1 1 ~ :  - , 

s e  e  s o m e n t e  s e  e x i s t e  uma t r a n s l a ç ã o  (U  t y )  de  U  t a l  q u e  

H (  c o ( U  + y ) )  é um p o l i m a t r ó i d e .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  E  = ( 1 ,  2 ,  ..., n )  e  um c o n j u n t o  c o m p a c t o  

U .  

S e j a  U *  o  c o n e  g u l o s o  de U .  

( + )  Se H (  c o ( U  t y ) ) é  um p o l i n a t r õ i d e  e n t ã o  U* =>IR:. - 

S e j a  H(  c o ( U  t y ) )  um p o l i m a t r ó i d e .  P e l a  d e f i n i ç ã o  de  f e -  

c h a m e n t o  h e r e d i t á r i o  t e m o s  q u e :  

e  p e l o  t e o r e m a  ( 4 . 4 . 1 )  t e m o s  q u e  

De ( 1 1 1 . 8 3 )  e  ( 1 1 1 . 8 4 )  t e m o s  p e l o  t e o r e m a  ( 4 . 3 . 3 )  q u e  



( c o  (U t y )  ) *  3 IR: - 

P e l o  t e o r e m a  ( 4 . 3 . 2 )  e  d e  ( 1 1 1 . 8 5 )  t e m o s  q u e  

L o g o ,  p e l o  t e o r e m a  ( 4 . 3 . 1 )  e  ( 1 1 1 . 8 6 )  t e m o s  f i n a l m e n t e  

( )  Se U* 3 - IR: e n t ã o  e x i s t e  uma t r a n s l a ç ã o  ( U  t y )  d e  U  t a  1  

q u e  H ( c o  ( U  t y ) )  é um p o l i m a t r ó i d e .  

n  S e j a  U* 2 I R + .  - Como U  é um c o n j u n t o  c o m p a c t o  e n t ã o  e x i s t e  

y E lRn t a 1  q u e  p a r a  t o d o  x  E U  t e m o s  x  + y - > O .  

De ( 1 1 1 . 8 7 )  e  p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  f e c h o  c o n v e x o  t e m o s  q u e  

p o i s  t o d o  p o n t o  e x t r e m o  d e  c o ( U  + y )  é p o n t o  e x t r e m o  d e  

( U  t y ) .  O r a ,  como t o d o s  o s  p o n t o s  e x t r e m o s  d e  ( U  + y )  e s -  

t ã o  em R:, e n t ã o  também o s  p o n t o s  e x t r e m o s  d e  c o ( U  t y ) e s  

t ã o  em IR: e  p o r t a n t o  s e g u e  ( 1 1 1 . 8 8 ) .  



Como U* 3 - R: e n t ã o  p e l o  t e o r e m a  ( 4 . 3 . 1 )  e  ( 4 . 3 . 2 )  t emos  

De ( 1 1 1 . 8 8 )  e  ( 1 1 1 . 8 9 )  e  p e l o  t e o r e m a  ( 4 . 3 . 3 )  t e m o s  q u e  

S e j a  V = H (  c o ( U  + y ) ) .  Se m o s t r a r m o s  q u e  V é um p o l i m a t r õ i d e  

c o m p l e t a m o s  a  d e m o n s t r a ç ã o .  P a r a  i s t o  d e f i n i r e m o s  um p o l i m a t r õ  - 

i d e  IP = ( E ,  P )  e  m o s t r a r e m o s  q u e  V = P. S e j a  a  f u n ç ã o  d e  c o n -  

j u n t o  g d e f i n i d a  s o b r e  o  c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  E t a 1  

q u e :  

De ( 1 1 1 . 9 0 )  e  ( 1 1 1 . 9 1 )  e  p e l o  l e m a  ( 4 . 4 . 3 )  t e m o s  q u e  a  f u n ç ã o  

g  é s u b m o d u l a r .  P e l a  d e f i n i ç ã o  d e  f e c h a m e n t o  h e r e d i  t ã r i o  

n  V c  - IR: e  p o r t a n t o  p a r a  t o d o  x E V t e m o s  q u e  x E IR,. L o g o ,  a  

f u n ç ã o  g  é n ã o  d e c r e s c e n t e ,  p o i s  é um s o m a t õ r i o  d e  c o n s t a n t e s  

n ã o - n e g a t i v a s .  P o r t a n t o  a  f u n ç ã o  g  é n ã o - n e g a t i v a ,  n ã o - d e c r e s  - 

c e n t e  e  s u b m o d u l a r .  C o n s e q u e n t e m e n t e ,  p e l o  t e o r e m a  ( 3 . 2 . 3 )  t e  - 

mos q u e  o  p o l i e d r o  P  d a d o  p o r :  



- 
e  u m  p o l i m a t r ó i d e .  Mostraremos que V =:  P ,  Evidentemente ,  pe la  

d e f i n i ç ã o  de g em ( 1 1 1 . 9 1 )  temos que VC - P .  Demonstraremos que 

P c  - v .  

d 

S e j a  z um ponto extremo de P .  Mostraremos que z E V ,  i s t o  e ,  

que t o d o  p o n t o  extremo de P p e r t e n c e  a  V e  p o r t a n t o  P C  - V .  

Como z é u m  ponto extremo de P e n t ã o  e x i s t e  uma função  de pe- 

s o s  c  E 1~~ t a l  que z é a  s o l u ç ã o  Ótima o b t i d a  pe lo  a l g o r i t m o  

g u l o s o  ( 5 )  para  o  problema 

S e j a  c  E IRn t a l  que:  

Aplicando o a l g o r i t m o  g u l o s o  ( 5 )  ao p o l i m a t r ó i d e  s e j a  z E P a  

s o l u ç ã o  do g u l o s o :  



A p l i c a n d o  o  a l g o r i t m o  g u l o s o  ( 6 ) ,  p a r a  a  mesma f u n ç ã o  d e  p e s o s  

c  E l R n Y  s o b r e  o  c o n j u n t o  V ,  s e j a  í E V a  s o l u g ã o  d o  g u l o s o .  

P o r t a n t o :  

A 

z = max I x i  I x  & V 1  
i 1  1  

A - - 
z  = max I x i  / X & V ,  x i l  = Z .  . . .  . x i  = z i 1  

i k  k  ' 1  k-1 k-1  

M o s t r a r e m o s  p o r  i n d u ç ã o  f i n i t a  q u e  = z .  

p  = 1 .  De ( 1 1 1 . 9 1 )  e como z i  = g ( I i l l )  e n t ã o  t e m o s  Ii = z . 
1  1  i 1  

p  = 2 .  Sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e  s e j a :  

o  q u e  n ã o  a l t e r a  a  s o l u ç ã o  o b t i d a  p e l o  g u l o s o  uma v e z  

q u e  é m a n t i d a  a  s e q u ê n c i a  d e  e s c o l h a  d o s  e l e m e n t o s  d e  

E p e l o  a l g o r i t m o .  Como f é a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  e  d e  

( 1 1 1 . 9 0 )  V * r > l R :  - e n t ã o  2 é uma s o l u ç ã o  Õ t i m a  p a r a  o  

p r o b l  enia 



De (III.95), fazendo E -+ O temos que: 

c 5 = I t ii = max {xi + xi } 
i 1 2 X E V  1 2 

Logo, por definição de g em (111.91) e de (111.97) te- 

mos 

Portanto I. = g({il, i2}) - = g({il,i2})-g({il}) 
l2 1 

p=k-1. Suponhamos Ii = z , i < j < p i - - 
j j 

p = k .  Sem perda de generalidade seja: 

Seja 2 a solução do guloso. Como V* 31~: - então 2 é uma 

solução Ótima para o problema (111.96). 

Logo 



- 
c  z = z .  t . . .  t z .  = max { x i  t ... + x i  1 ( 1 1 1 . 9 8 )  ' 1  1 

X E V  1  k 

Da d e f i n i ç ã o  da  f u n ç ã o  g  e  de  ( 1 1 1 . 9 8 )  t e m o s :  

P o r  s u p o s i ç ã o  n a  i n d u ç ã o  e  d e  ( 1 1 1 . 9 9 )  t e m o s :  

P o r t a n t o  2 = z e  z E V .  

- 
Ou s e j a ,  como t o d o  p o n t o  e x t r e m o  d e  P  p e r t e n c e  a  V e  como P  e  

c o n v e x o  e n t ã o  podemos d i z e r  q u e  p a r a  t o d o  z E P e n t ã o  z E V.Con - 

s e q u e n t e m e n t e  P C  - V e  p o r t a n t o  V = P. L o g o ,  V é um p o l i r n a t r õ i -  

d e  e  a  d e m o n s t r a ç ã o  e s t á  c o m p l e t a . 0  

Com o  t e o r e m a  ( 4 . 4 . 2 )  t e m o s  q u e  o  a l g o r i t m o  g u l o  - 

s o  h e u r i s t i c o  ( 6 )  é um a l g o r i t m o  e x a t o  p a r a  uma c l a s s e  bem 

m a i o r  d e  p r o b l e m a s  não  e n f o c a d o s  p e l o s  a l g o r i t m o s  a n t e r i o -  

r e s .  

EXEMPLO 4 .4 .2  

S e j a  o s  c o n j u n t o s  U1, U2 e  U3, s u b c o n j u n t o s  d o  

2 IR n o  e x e m p l o  ( 4 . 4 . 1 )  a p r e s e n t a d o s  n a  f i g u r a  ( 1 1 1 . 1 3 ) .  P a r a  

e s s e s  c o n j u n t o s  o  H(  co (U ,  + y l ) ) ,  H ( c o ( U 2 + y 2 ) )  e  H ( c o ( U 3 t y 3 )  



s ã o  a p r e s e n t a d o s  n a  f i g u r a  ( 1 1 1 7 1 4 )  em ( a ) ,  ( b )  e ( c )  r e s p e c :  

t i v a m e n t e .  

F i g .  1 1 1 - 1 4 .  E x e m p l o  4 . 4 . 2 .  

P o d e m o s  v e r i f i c a r  q u e  o s  p o l i e d r o s  d a  f i g u r a  ( 1 1 1 - 1 4 )  s a t i s f a -  

zem a s  p r o p r i e d a d e s  ( P 1  - P 3 )  e  s ã o  p o r t a n t o  p o l i e d r o s  d e  p o l i  - 

m a t r õ i d e s .  L o g o ,  p e l o  t e o r e m a  ( 4 . 4 . 2 )  t e m o s  q u e  
2  U i  = IR,, 



2  2  
U; = R e  U$ = R Ou s e j a ,  o s  c o n j u n t o s  U1,  U2 e  U3 s ã o  c o n -  t + ' 
j u n t o s  g u l o s o s  em IR: e  n ã o  s ã o  p o l i m a t r ó i d e s ,  p o r é m  o  

H ( c o ( U  + y ) )  é um p o l i m a t r ó i d e  p a r a  U  = U1, U2,  U3.  

EXEMPLO 4 . 4 . 3 .  

Na f i g u r a  ( 1 1 1 - 1 5 )  t e m o s  c o n j u n t o s  c o m p a c t o s  U  

t a i s  q u e  U *  31~:. - 

F i g .  1 1 1 - 1 5 .  E x e m p l o  4 .4 .3  

Podemos  v e r i f i c a r  q u e  p a r a  t o d o s  o s  c o n j u n t o s  

U ' s  t e m o s  q u e  o s  H ( c o ( U ) )  s ã o  p o l i m a t r ó i d e s .  



4 . 5  - C o m p a r a ç ã o  e n t r e  A l q o r i t m o s  

A l g u m a s  c o m p a r a ç õ e s  podem s e r  f e i t a s  e n t r e  o  s 

a l g o r i t m o s  ( 5 )  e ( 6 ) .  

( a )  Ambos f o r n e c e m  s o l u ç Õ e s  Õ t i m a s  p a r a  p o l i m a t r õ i d e s .  ~ o r é m ,  

o  a l g o r i t m o  ( 5 )  e x i g e  a  d e f i n i ç ã o  d e  uma f u n ç ã o  g  e d o  

p r o b l e m a  em s u a  f o r m a  x ( S )  < g ( S ) ,  v S  C E .  P a r a  p r o b l e -  - - 

m a s  t a i s  c o m o ,  o  p o l i t o p o  em  IR^ d e f i n i d o  p o r :  

- 
e r e s o l v i d o  p e l o  a l g o r i t m o  ( 6 )  e n q u a n t o  é i n d e f i n i d o  p a r a  

( 5 ) ,  p o i s  é n e c e s s á r i o  c o n h e c e r  g ( S ) ,  v S C  - E.  

( b )  O a l g o r i t m o  ( 5 )  r e s o l v e  um p r o b l e m a  n a  f o r m a  p a d r ã o .  

Ao p a s s o  q u e  o  a l g o r i t m o  ( 6 )  r e s o l v e  um p r o b l e m a  n a  f o r m a  

max c  x  



S e  A 6 uma m a t r i z  d e  c o e f i c i e n t e s  0 / 1 ,  m a s  o  p o l i t o p o  g e r a  - 

d o  p o r  Ax - < b ,  x  - > O ,  n ã o  é um p o l i m a t r Ó i d e ,  o  a l g o r i t m o  

( 6 )  s e m p r e  f o r n e c e  uma s o l u ç ã o  v i á v e l ,  p o i s  c a m i n h a  d e n t r o  

d o  c o n j u n t o  d e  s o l u ç õ e s  v i á v e i s .  

S e  A n ã o  é uma m a t r i z  d e  v a l o r e s  0 / 1 ,  o  a l g o r i t m o  ( 6 )  a i n -  

d a  f o r n e c e  uma s o l u ç ã o  v i á v e l .  

( c )  P a r a  um p r o b l e m a  d e  o t i m i z a ç ã o  s o b r e  uma r e g i ã o  n ã o  p o l i é -  
d 

d r i c a ,  e i m p o s s i v e l  a p l i c a r  o  a l g o r i t m o  ( 5 ) ,  e n q u a n t o  o  

a l g o r i t m o  ( 6 )  a i n d a  p r o d u z  uma s o l u ç ã o  v i á v e l  e m b o r a  d i f i  - 

c i l m e n t e  a  Ó t i m a .  

4 . 6  - C o n c l u s ã o  

P e l a  s e ç ã o  ( I  1 1 . 4 )  m u i t o s  p r o b l e m a s  p e r m a n e c e m  

em a b e r t o .  P o r  e x e m p l o ,  c a r a c t e r i z a r  m e l h o r ,  em t e r m o s  d e  mode - 

1 0 ,  o  p o l i m a t r Õ i d e ,  o u  e n t ã o  c a r a c t e r i z a r  o s  c o n j u n t o s  U t a i s  

n  q u e  o  c o n e  g u l o s o  c o n t e n h a  uma c e r t a  r e g i ã o  d e  IR ou  s e j a ,  c o -  

mo d e t e r m i n a r  o  c o n e  g u l o s o  d e  U .  Também p o d i a m o s  t e n t a r  c a r a c  - 

t e r i z a r  o  m o d e l o  t a l  q u e  c  p e r t e n c e  a o  c o n e .  C a r a c t e r i z a r  t r a n s  - 

l a ç ã o  e f e c h o  n a  p r u t i c a .  Mesmo a  o p e r a c i o n a l i z a ç ã o  d o  a l g o r i t  - 

mo é uma p a r t e  p a r a  e s t u d o s .  

O u t r o  p r o b l e m a  q u e  p o d e  s e r  r e s s a l t a d o  é q u a n t o  

a o s  p r o b l e m a s  s o l u c i o n a d o s  p e l o s  a l g o r i t m o s  d e s t e  c a p i t u l o .  O 

m o d e l o  ( M 3 )  a i n d a  é b a s t a n t e  r e s t r i t o .  A e x c e s s i v a  s i m p l i c i d a -  

d e  d o s  a l g o r i t m o s  g u l o s o s  r e s t r i n g e  b a s t a n t e  o s  m o d e l o s ,  f a -  



zendo com que a procura de u m  modelo que s e  adapte  a u m  a lgo-  

ritmo guloso s e j a  u m  procedimento r e s t r i t o .  

4 

No próximo c a p i t u l o ,  a o  invés de u m  modelo uni-  

co ,  apresentaremos a lguns  problemas p r á t i c o s  para então apre  - 

s e n t a r  os a lgor i tmos  gulosos e s p e c i f i c o s  para cada problema. 

Porém, manteremos a s  c a r a c t e r i s t i c a s  dos a lgor i tmos  gulosos 

a t é  então apresen tados .  



CAPÍTULO I V  

ALGORITMOS GULOSOS H E U R ~ S T I C O S  

1 .  INTRODUÇÃO 

Nas s e ç õ e s  a n t e r i o r e s  apresentamos  os modelos 

(M2) e  (M3) e  os r e s p e c t i v o s  a l g o r i t m o s  g u l o s o s  e x a t o s  para  

m a t r õ i d e s  e  p o l i m a t r õ i d e s .  Na seção  ( 1 1 1 . 4 )  apresentamos  o  

modelo (M4) e  u m  a l g o r i t m o  g u l o s o  h e u r i s t i c o ,  Procuramos d e f i  - 

n i r  cond ições  em que e s t e  a l g o r i t m o  s e  comporta como u m  a l g o -  

r i tmo  g u l o s o  e x a t o .  

Observamos que a  d e f i n i ç ã o  de u m  modelo amarrado a  um a l g o r i t  - 

mo gu loso  e x a t o  e u m  procedimento r e s t r i t o  onde modelos sim- 

p l e s  e s t ã o  a s s o c i a d o s  a  a l g o r i t m o s  s i m p l e s .  

Neste  c a p í t u l o ,  a l g u n s  problemas p r á t i c o s  s e r ã o  

a p r e s e n t a d o s  e  para cada problema ap resen ta remos  u m  a l g o r i t m o  

g u l o s o  h e u r i s t i c o .  Estaremos aqui  não mais i n t e r e s s a d o s  em de- 

f i n i r  cond ições  em que e s t e s  a l g o r i t m o s  s e  comportam como a l -  

go r i tmos  cjulosos e x a t o s ,  mas d e f i n i r  um l i m i t e  s u p e r i o r  ou 

i n f e r i o r  para s o l u ç ã o  d o  guloso.com r e l a ç ã o  à s o l u ç ã o  Õtima. 

E s t e  l i m i t e  p e r m i t i r á  s a b e r  quãõ d i s t a n t e  e s t á  a  s o l u ç ã o  d o  

g u l o s o  da s o l u ç ã o  Õtima e  poder j u l g a r  uma h e u r y s t i c a  . como 

"boat '  ou " ru im" .  E s t e  ju lgamen to ,  nem sempre t r i v i a l ,  depende 

d o  c r i t é r i o  de medida a d o t a d o ,  bem como do tempo de p r o c e s s a -  

mento r e l a t i v o  a  q u a l i d a d e  d o  l i m i t e  e n c o n t r a d o .  



O p r o b l e m a  i n i c i a l  p e r m a n e c e ,  S e j a  um c o n j u n t o  

f i n i t o  E  = { e  ..., e,} e  uma f u n ç ã o  d e  c o n j u n t o s  f d e f i n i d a  1 '  

s o b r e  o s  s u b c o n j u n t o s  de  E. E n c o n t r a r  um s u b c o n j u n t o  S * C  - E  

t a l  q u e :  

Da mesma f o r m a ,  o s  a l g o r i t m o s  g u l o s o s  mantém a s  c a r a c t e r i s t i -  

c a s  d o s  a n t e r i o r e s .  S e l e c i o n a m  a  c a d a  p a s s o  um e l e m e n t o  d e  p e -  

s o  máx imo  e  E E  e  uma " c o n d i ç ã o "  a  s e r  o b e d e c i d a ,  
j 

0 s  a l g o r i t m o s  g u l o s o s  h e u r i s t i c o s ,  d e p e n d e n d o  

d o  c r i t é r i o  u t i l i z a d o  p a r a  s e l e c i o n a r  o  e l e m e n t o  d e  p e s o  m á x i -  

mo, podem s e r  d i v i d i d o s  em t r ê s  g r u p o s :  c r i t é r i o  do  p e s o  m é -  

d i o ,  c r i t é r i o  d o  p e s o  m a r g i n a l  e  c r i t é r i o  do  m ã x i m o  p e s o .  
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A l g u n s  d e s t e s  p r o b l e m a s  s e r ã o  e n f o c a d o s  n a s  s e ç õ e s  s e g u i n t e s .  

S e j a :  x *  

x O  

z *  

z O  

- a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  p a r a  o  p r o b l e m a  

- a  s o l u ç ã o  o b t i d a  p e l o  g u l o s o  

- o  v a l o r  da  f u n ç ã o  o b j e t i v o  p a r a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  

- o  v a l o r  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  p a r a  a  s o l u ç ã o  d o  

g u l o s o  

S * C  - E - um s u b c o n j u n t o  d e  E c o r r e s p o n d e n t e  a  s o l u ç ã o  
- 
o t i m a  

S O C  - E - um s u b c o n j u n t o  d e  E c o r r e s p o n d e n t e  a  s o l u ç ã o  

d o  g u l o s o .  

2.  PROBLEMA DA M O C H I L A  

S e j a  o  c o n j u n t o  f i n i t o  E = ( 1 ,  2,  ..., n )  e  uma 

n  
f u n ç ã o  de  p e s o s  c :  E + IR. S e j a  o  v e t o r  x  E R , x  = ( x l , . .  . , x n ) .  

O p r o b l e m a  da  m o c h i l a  é d a d o  p o r :  

n  
max Z = c j  x j  

j = l  

x .  > O e  i n t e i r o ,  
J - 

Onde c a e  b  s ã o  i n t e i r o s  p o s i t i v o s .  
J j 



Um p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  i n t e i r a .  Um p r o c e s s o  d e  r e s o  - 

l u ç ã o  d e s t e  p r o b l e m a ,  c o n s i s t e  em r e l a x a r  ( M 5 ) ,  r e s t r i ç õ e s  d e  

i n t e r i c i d a d e ,  ( I V . 2 ) ,  e  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a  d e  p r o g r a m a ç ã o  li- 

n e a r .  

Uma s o l u ç ã o  v i á v e l  p a r a  o  p r o b l e m a  r e l a x a d o  d e v e  

s a t i s f a z e r  ( 1 v . 1 ) .  S e j a  x k  = b / a k  e  x  = O ,  V j + k  
j 

E n t ã o  

z = c k ( b / a k )  = b ( c k / a k )  

E s t a  s o l u ç ã o  é v i á v e l ,  p o i s  x  > O e  s a t i s f a z  ( I V . l ) .  

S e j a  c . / a  o  p e s o  m é d i o  da  v a r i á v e l  x  Como b é uma c o n s t a n t e  
J j j 

p o s i t i v a ,  d e  ( I V . 3 ) ,  a  f u n ç ã o  Z é m á x i m a  p a r a  x  E fRn, x = k  

b / a k  e  x  = O ,  V j # k ,  t a l  q u e  
j 

C 
- - j C k  - máx imo  (à) 

a k  j 
j = 1 ,  2 ,  ..., n  

Se e s t a  s o l u ç ã o  é i n t e i r a ,  o  p r o b l e m a  ( M 5 )  e s t á  r e s o l v i d o . C a s o  

c o n t r á r i o ,  a p l i c a - s e  t é c n i c a s  de  p r o g r a m a ç ã o  i n t e i r a .  

A t é c n i c a  q u e  i r e m o s  a p r e s e n t a r ,  s e m e l h a n t e  ao  

- 
p r o c e s s o  a n t e r i o r ,  e um a l g o r i t m o  g u l o s o  h e u r i s t i c o  p a r a  ( M 5 ) .  

O a l g o r i t m o  g u l o s o  o r d e n a  o s  e l e m e n t o s  d e  E  p e l o s  r e s p e c t i v o s  



p e s o s  m e d i o s  d e  f o r m a  q u e :  

S e l e c i o n a  a  c a d a  p a s s o  um e l e m e n t o  j E E d e  p e -  

s o  mãx imo .  Faz  x  o  m a i o r  i n t e i r o  m e n o r  ou i g u a l  a  b / a  
j j 

Y 

O < x .  < b / a j .  A t u a l i z a  b ,  o b t e n d o  b '  e  v o l t a  a  s e l e c i o n a r  n o  
- J -  - 

v o  e l e m e n t o  j E E d e  p e s o  máx imo .  Faz  O x .  < b 8 / a j  e  a s s i m  
- J -  

s u c e s s i v a m e n t e .  

S e j a  Ld l  o  m a i o r  i n t e i r o  m e n o r  ou  i g u a l  a d  , 

d  E IR. 

ALGORITMO 7 - ALGORITMO GULOSO PARA O PROBLEMA DA MOCHILA 

PASSO O .  S e j a  E = ( 1 ,  2 ,  ..., n )  e  c :  E -t IR. S e j a  ~ ( c )  = 

( i 1 .  i2> . . . , i ) uma p e r m u t a ç ã o  d o s  e l e m e n t o s  d e  E n 

t a l  q u e  

P o r  s i m p l i c i d a d e  s e j a  ~ ( c )  = ( 1 ,  2 ,  ..., n )  

PASSO 1 .  F a ç a  j = 1  



PASSO 2 .  F a ç a  x0 = O 
j 

Se a  < b  f a ç a  x 0  = L  b / a j J  
j j 

b = b - a  x  
j j 

Se n ã o  v ã  p a r a  o  P a s s o  3 .  

PASSO 3 .  Se j < n  e n t ã o  f a ç a  j = j + 1  e  v á  p a r a  o  PASSO 2 .  

Se n ã o  p a r e .  

EXEMPLO 2 . 1  

S e j a  o  p r o b l e m a  

max Z = 1 0 x l  + 5 x 2  + x 3  

5 x 1  + 3 x 2  + X < 3 4  3  - 

> O i n t e i r o s  X 1 '  X 2  ' X 3  - 

PO. T r ( c )  = ( 1 ,  2 ,  3 )  

P1. j = 1  

~ 2 :  x: = L 3 4 / 5 d  = 6 ,  b  = 3 4  - 5 . 6  = 4  

P3.  j = j + 1 = 2  

P2. x; = L4/3J = 1 ,  b  = 4  - 3 . 1  = 1  

P3.  j = j + 1 = 3  

o  P2. X 3  = L1/1J = 1 ,  b = 1  - 1 .1  = O  

P3. PARE. 



A s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  é x 0  = ( 6 ,  1 ,  1 )  e  Z O  1 0 . 6  + 5 . 1  + 1 . 1  

z 0  = 6 6  

P o r  s e  t r a t a r  d e  um a l g o r i t m o  g u l o s o  h e u r i s t i c o  

o  - x  e  uma s o l u ç ã o  v i á v e l  p a r a  ( M 5 )  n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  a  ó t i m a .  

A m e d i d a  d a  e f i c á c i a  d e s s a  s o l u ç ã o  é o b t i d a  a n a l i s a n d o  a  r e l a -  

ç ã o  e n t r e  Z O  e  Z * .  

C o n s i d e r e  c l / a l  c 2 / a 2  2 ... - > c n / a n .  O v a l o r  

d a  f u n ç ã o  Z p a r a  o  p r o b l e m a  r e l a x a d o  é m a i o r  o u  i g u a l  a  Z* .  Lo - 

- - - p a r a  x l  = b / a l ,  x 2  - x 3  - ... - x n  = 0 ,  v i á v e l  em ( I V . l )  

P e l o  a l g o r i t m o  g u l o s o  t e m o s  q u e :  

De ( I V . 4 )  e  ( I V . 5 )  t e m o s  q u e :  

S e j a  ( b / a l )  2 1 ,  c a s o  c o n t r á r i o  b a s t a  f a z e r  x ,  = O e  t r a b a l h a r  

com um p r o b l e m a  d e  o r d e m  m e n o r .  S e  t o d o s  o s  ( b / a . )  1  e n t ã o  
J 

- - x 1  - x 2  - . . .  = x  = O é a  ú n i c a  s o l u ç ã o  v i á v e l  p a r a  ( I V . l ) .  n  



S e j a  y = . L b / a l l ,  y 2 1 ,  e n t ã o  

Lb /a l J  - y 
- o n d e  O < O < 1  

Como y > 1  e  O O < 1  t e m o s  q u e  O < o <  1 .  L o g o  - - - 
Y 

A s s i m  

P o r t a n t o  d e  ( I V . 6 )  t e m o s  q u e :  

EXEMPLO 2 . 2  

S e j a  o  p r o b l e m a  d o  e x e m p l o  ( 2 . 1 ) .  Temos 



Apesar de m u i t a s  vezes  encont rarmos  soluçÕes bas - 

t a n t e  prõximas do Õtimo, e s s a  h e u r i s t i c a  nem sempre é c o n s i d e -  

r ada  boa. Porém, m u i t a s  vezes  e s s a s  s o l u ç õ e s  s ã o  u t i l i z a d a s  

como l i m i t e s  para a p l i c a ç õ e s  de o u t r o s  métodos como Branch- 

and-bound. P o i s ,  o  a l g o r i t m o  é s i m p l e s ,  p o l i n o m i a l ,  de comple- 

x i d a d e  O ( n  l o g n ) ,  enquanto  a l g o r i t m o s  e x a t o s  para o  problema 

acima são  não p o l i n o m i a i s .  

F ina lmen te ,  g o s t a r i a m o s  de r e s s a l t a r  a  semelhan- 

ça e n t r e  o  a l g o r i t m o  ( 7 )  e  o a l g o r i t m o  6 ,  s eção  ( 1 1 1 . 4 ) .  

3. P R O B L E M A  D E  R E C O B R I M E N T O  

3.1 - Apresentação  d o  Problema 

S e j a  E = ( 1 ,  2 ,  ..., n )  u m  con jun to  f i n i t o  de i n  - 

dites e  a  função  de pesos c :  E -t I R ,  c  > O .  S e j a  I = { 1 , 2 ,  ..., m )  

e  s e j a  dado um c o n j u n t o  de s u b c o n j u n t o s  de I ,  D = {D1,D2, ..., D n }  

t a l  que D .  C I ,  j E E .  
J - 

Um subcon jun to  S C - E d e f i n e  uma C O B E R T U R A  de I s e  U D = I .  S 
jss j 

d e f i n e  u m  R E C O B R I M E N T O  de I .  S e j a  j E S e  k E S ,  3 f k e  

j 
n D k  = fl e n t ã o  S d e f i n e  um PARTICIONAMENTO de I ( * ) .  



S e j a  uma m a t r i z  A  = ( a  ) , ( m x n ) ,  i E I, 
i j  j E E  

t a l  q u e  

A s s i m  a s  c o l u n a s  d e  A, m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a ,  s ã o  o s  v e t o r e s  

[ O ,  1 1  c o r r e s p o n d e n t e s  a o s  s u b c o n j u n t o s  d e  I: D1 ,D2 , .  . . ,D d a  n  - 

d o s .  S e j a  x  = ( x l ,  ..., x n )  um v e t o r  [ O ,  11  d e  uma c o b e r t u r a  

S  C - E t a l  q u e  x  = 1  s e  tomamos um c o n j u n t o  D p a r a  d e f i n i r  o  
j j 

n o s s o  r e c o b r i m e n t o ,  i s t o  é, s e  j E S .  Caso  D n ã o  s e j a  c o n s i d e  
j - 

r a d o  n o  n o s s o  r e c o b r i m e n t o ,  i s t o  é, j k S, e m t ã o  x  = 0 .  
j 

O p r o b l e m a  c o n s i s t e  n a  e s c o l h a  d e  a l g u n s  D  d e  modo a  c o b r i r  
j 

I, o u  s e j a ,  n a  e s c o l h a  d e  um c o n j u n t o  S C  - E d e  modo q u e  S  s e j a  

uma c o b e r t u r a  d e  I. 

Com a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  c :  E  -+ R o  p r o b l e m a  d e  r e c o b r i m e n t o  ( P R )  

c o n s i s t e  em: d a d o  um c o n j u n t o  I e n c o n t r a r  uma c o b e r t u r a  d e  

p e s o  m i n i m o ,  d a d a  p o r  S * C  - E .  Ou s e j a ,  e n c o n t r a r  um v e t o r  

[ O ,  11  x *  E  IR^ t a 1  q u e :  

- s e  j E S* 

J - c a s o  c o n t r á r i o  

e  a  f u n ç ã o  Z *  = c  x *  s e j a  m i n i m a  p a r a  t o d o  v e t o r  [ O ,  I J X E I R ~ .  
j~ 

( * )  GARFINKEL, R.S. a n d  NEMHAUSER, G.L. - I n t e g e r  P r o g r a m m i n g ,  
J o h n  W i l e y  & S o n s ,  New Y o r k ,  1 9 7 2 .  



m i n  Z = c j  x j  
j = 1  

x & [ O ,  I], j = 1 ,  ..., n  i n t e i r o  ( I V . 8 )  
j 

De m a n e i r a  s e m e l h a n t e ,  p o d e m o s  d e f i n i r  o  p r o b l e m a  d e  p a r t i c i o -  

n a m e n t o  ( P P ) .  Dado  um c o n j u n t o  I e n c o n t r a r  um p a r t i c i o n a m e n t o  

d e  p e s o  m i n i m o  d a d o  p o r  S * C  E. P a r a  i s t o ,  b a s t a  s u b s t i t u i r  em 

( M 6 )  a s  r e s t r i ç õ e s  ( I V . 7 )  p o r  ( I V . 9 )  

EXEMPLO 3 . 1 . 1  

S e j a  o  c o n j u n t o  I = 1 1 ,  2 ,  3,  4 1 ,  E = { ]  ,2 ,3 ,4 ,51e 

a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  c :  E + IR, c  = ( 2 ,  3 ,  6,  1 ,  4 ) .  S e j a  D  = 

@ i ¶  D 2 '  . .., D 5 )  t a l  q u e  D1 = { 1 , 3 1 ,  D2 = ( 2 1 ,  D 3  = { 3 , 4 }  

D4 = { 3 , 4 l e  D5 = il}. Em t e r m o s  d e  m a t r i z  d e  i n c i d ê n c i a  A t e -  

mos  : 



O m o d e l o  p a r a  o  e x e m p l o  é d a d o  p o r :  

x  & [ O ,  1 1 ,  j = 1 ,  ..., 5 ,  i n t e i r o  
j 

Podemos v e r i f i c a r  q u e  a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  p a r a  ( P R )  é X *  = 

( 1 ,  1 ,  0 ,  1 ,  O) e  Z* = 6 ,  o u  s e j a  S* = ( 1 ,  2,  4 ) C E .  - A s o l u -  

ç ã o  Õ t i m a  p a r a  ( P P )  é x *  = ( 0 ,  1 ,  0 ,  1 ,  1 )  e  Z *  = 8 ,  o u  s e j a ,  

S *  = ( 2 ,  4 ,  5 ) ~  E. 

3 .2  - A l q o r i t m o  G u l o s o  H e u r i s t i c o  

M a n t e n d o  a s  s u a s  c a r a c t e r i s t i c a s ,  o  g u l o s o  p r o c u  - 

r a  a  c a d a  p a s s o  c o b r i r  o  m a i o r  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  em I a um 

c u s t o  m i n i m o .  O g u l o s o  s e l e c i o n a  a  c a d a  p a s s o  um e1 e m e n t o  

j E E d e  máx imo  p e s o  m e d i 0  I D . l / c  
J j '  

ALGORITMO 8  - ALGORITMO GULOSO PARA O PROBLEMA DE RECOBRIMENTO 

PASSO O .  S e j a  E  = ( 1 ,  2 ,  ..., n )  

s O  = : g ,  J = E. 



PASSO 1 .  Se D = 0 ,  t/ j E E ,  e n t ã o  PARE. s O  é uma c o b e r t u r a  
j 

Se n ã o  v á  p a r a  o  PASSO 2 .  

I D k l  I D j I  
PASSO 2 . '  S e l e c i o n e  k  E E  t a l  q u e  - = max (-) 

C k  j E J  
C 
j 

PASSO 3 .  s O  = s O  U { k )  

J = J - ( k ) ,  v á  p a r a  o  PASSO 1 .  

s O  é a  s o l u ~ ã o  d o  g u l o s o .  

EXEMPLO 3 . 2 . 1  

S e j a  o  p r o b l e m a  d o  e x e m p l o  ( 3 . 1 . 1 ) .  A p l i c a n d o  o  

a l g o r i t m o  8 t e m o s :  



P1.  

A s  

com 

P3 .  s0  = 1 ,  2 ,  4 1  

- D 3 = D 4 = D 5 = 0  D1 = D2 - 

J = ( 3 ,  5 1  

o  
D j  = @ , v j  E E. S  = il, 2 ,  4 1  é u m a  c o b e r t u r a  

o l u ç ã o  d o  g u l o s o  6 s O  = 1 1 ,  2 ,  4 } C  - E, Z O  = 6, q i  

a  s o l u ç ã o  Õ t i m a .  

EXEMPLO 3 . 2 . 2  

u e  c o i n c i d e  

S e j a  o  c o n j u n t o  I = ( 1 ,  2 ,  . .. , m} e  

E  = {I, 2 ,  ..., m t l 1  e  a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  c :  E -+ IR, C = 

( c 1 ,  C23 . o >  C m t l  ) t a l  q u e  c  = 1  j = 1 ,  2 ,  ..., m  e  
j 

> 1 .  S e j a  D  = ( D 1 ,  D2,  ..., Dm+l) t a l  q u e  D  = { j l ,  j = 'm+l j 

1,  ..., m  e  Dmtl = I = ( 1 ,  2 ,  ..., m).  D e t e r m i n a r  uma c o b e r t u -  

r a  S C  E  d e  I .  - 



A p l i c a n d o  o  a l g o r i t m o  8 t e m o s :  

P O .  s0  = O, J = E 



P1 .  D = l J ,  b' j E E .  S0  = C1,  2 ,  ..., m l  é uma c o b e r t u r a .  
j 

A s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  é s O  = 1  , 2 ,  . .. , m }  C - E .  A e s t a  s o l u ç ã o  

e s t á  a s s o c i a d o  o  p e s o  mi 'n imo:  

1  S e j a  H(m)  = 1 -. P e l o  e x e m p l o  ( 3 . 2 . 2 )  t e m o s  
j = l  j 

q u e  Dm+l = I é uma o u t r a  c o b e r t u r a  d e  1 d e  p e s o  S u p o m o s  

q u e  'm+l > 1 .  P o r é m ,  cmtl  p o d e  s e r  a r b i t r a r i a m e n t e  p r ó x i m o  d e  

1 .  Assim, o  c u s t o  d a  c o b e r t u r a  o b t i d a  p e l o  g u l o s o  n e s t e  e x e m -  

p l o  p o d e  e x c e d e r  o  c u s t o  d e  uma c o b e r t u r a  Õ t i m a ,  S*  = { m + l l  , 

p o r  um f a t o r  a r b i t r a r i a m e n t e  p r ó x i m o  d e  H ( m ) .  Ou s e j a ,  p o d e  

s e r  m o s t r a d o  q u e  e s t e  f a t o r  n u n c a  u l t r a p a s s a  H ( m ) .  Com i s t o  d e  - 

f i n e - s e  p a r a  e s t e  e x e m p l o  um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  a  s o l u ç ã o  

d o  g u l o s o .  E s t e  l i m i t e  p o d e  s e r  g e n e r a l i z a d o  a t r a v é s  d o  t e o r e -  

ma ( 3 . 2 . 1 )  p a r a  um p r o b l e m a  d e  r e c o b r i m e n t o  g e n é r i c o  1 2 1 .  

TEOREMA 3 . 2 . 1  

S e j a  S0  a  c o b e r t u r a  o b t i d a  p e l o  g u l o s o  e x* uma 

c o b e r t u r a  Õ t i m a  em ( M 6 ) .  E n t ã o  



Como 1 a i j  = I D j l ,  t e m o s  q u e  o  p e s o  d a  c o b e r -  
i = 1  

t u r a  o b t i d a  p e l o  a l g o r i t m o  g u l o s o  é n o  m á x i m o  o  p e s o  d a  c o b e r -  

t u r a  Õ t i m a  p o n d e r a d o  p e l o s  f a t o r e s  

EXEMPLO 3 . 2 . 3  

P a r a  o  e x e m p l o  ( 3 . 2 . 1 )  t e m o s  q u e  o  g u l o s o  f o r n e -  

c e  a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  x 0  = x *  = ( 1 ,  1 ,  0 ,  1 ,  O) e  Z O  = Z* = 6 .  

A p l i c a n d o  o  t e o r e m a  ( 3 . 2 . 1 )  t e m o s :  

Ou s e j a  Z* - < Z O  - < 1 5 1 2  

O b s e r v e  q u e  a  c a d a  i t e r a ç ã o  d o  a l g o r i t m o  g u l o s o ,  



novos c u s t o s  médios são  c a l c u l a d o s ,  o que melhora a  so lução  f i  - 

na1 o b t i d a ,  ao i n v é s  de c u s t o s  médios c a l c u l a d o s ,  uma Única 

vez n o  p r i m e i r o  passo .  

Quan to  ao l i m i t e  d e f i n i d o ,  t r a t a - s e  de u m  l i m i t e  j u s t o  uma 

vez que para o  exemplo ( 3 . 2 . 2 )  e s t e  l i m i t e  é a t i n g i d o .  Muitas  

vezes  no e n t a n t o  o l i m i t e  s e  mantém b a s t a n t e  d i s t a n t e  da s o l u -  
- 

ção Õtima. Por&n, e s t e  a l g o r i t m o  h e u r r s t i c o  é pol inomia l  e  e 

por i s s o  s i g n i f i c a t i v o  para  os  problemas de r ecobr imen to  que 

são  NP-compl e t o s .  

O a l g o r i t m o  8 é também b a s t a n t e  semalhante  ao 

a l g o r i t m o  6 da seção  ( 1 1 1 . 4 ) .  

4 .  P R O B L E M A S  C O M  F u N Ç Õ E S  OBJETIVO S U B M O D U L A R E S  

4.1 - In t rodução  

Muitos são  os problemas p r á t i c o s  com funções  o b -  

j e t i v o  submodulares .  Es ta  p r o p r i e d a d e  i n t r o d u z i d a  nas seções  

a n t e r i o r e s  é a p r e s e n t a d a  no apênd ice  D ,  onde d e f i n i c õ e s  equiva  - 

l e n t e s  são  demonst radas .  U t i l i z a n d o  d e s t a  p r o p r i e d a d e  a p r e s e n -  

taremos a l g o r i t m o s  g u l o s o s  h e u r i s t i c o s .  

Apresentaremos problemas menores como: problema 

de l o c a l i z a ç ã o ,  problema de l o c a l i z a ç ã o  de armazéns não capac i  - 

t a d o ,  problema das  K-medianas, e t c .  Des tes  problemas chega re -  

mos a  problemas g e r a i s ,  como o  problema de i n t e r s e ç ã o  de ma- 



t r ó i d e s .  Um a l g o r i t m o  g u l o s o  h e u r i s t i c o  g e r a l  s e r á  a p r e s e n t a d o  

e  d e f i n i d o  um l i m i t e  p a r a  a  s o l u ç ã o  o b t i d a  com e s t e  a l g o r i t m o .  

F i n a l m e n t e ,  retomaremos a o s  p r o b l e m a s  i n i c i a i s  p a r a  o s  q u a i s  

p a r t i c u l a r i z a r e m o s  o  a l g o r i t m o  g u l o s o  h e u r i s t i c o  g e r a l .  

4 .2  - D e f i n i ç ã o  d e  M o d e l o s  

S e j a  I = ( 1 ,  2 ,  ..., m ) ,  E  = ( 1 ,  2,  ..., n ) ,  uma 

f u n ç ã o  de  p e s o s  c  = ( c i j ) ,  i E I, j E E ,  e  a  f u n ç ã o  de  p e s o s  

d :  E  + I R .  S e j a  I um c o n j u n t o  d e  c l i e n t e s  e  E  um c o n j u n t o  d e  

p o s s i v e i s  l o c a l i z a ç õ e s  d e  f o r n e c e d o r e s .  Um p r o b l e m a  d e  l o c a l i -  

z a ç ã o  c o n s i s t e  em d e t e r m i n a r  um s u b c o n j u n t o  S C  E, d e  f o r n e c e -  - 

d o r e s ,  t a l  q u e  ] S I  - < N ,  o n d e  N é o  n ú m e r o  máx imo  d e  f o r n e c e d o -  

r e s  a d m i s s i v e i s  e  q u e  m a x i m i z a  o s  l u c r o s  p e l o  f o r n e c i m e n t o  a  

t o d o  i E I a t r a v é s  de  a l g u m  j E S  e  m i n i m i z a  o s  c u s t o s  f i x o s  

d e  m a n u t e n ç ã o  d o s  f o r n e c e d o r e s  d  v j E S. A i n d a  m a i s ,  
j ' 

um 

f o r n e c e d o r  p o d e  a b a s t e c e r  a  m a i s  d e  um c l i e n t e ,  p o d e n d o  a b a s t e  - 
- 

ter a  t o d o s ,  p o r é m  um c l i e n t e  sÕ s e r á  a b a s t e c i d o  p o r  um u n i c o  

f o r n e c e d o r .  

O m o d e l o  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o  é d a d o  

p o r :  



0 < X . .  < Y j  - < 1 , i & I , j & E  - 1 J  - 

x i j ,  y j  i n t e i r o ,  i E I. j E E 

o n d e :  c  . l u c r o  o b t i d o  em a b a s t e c e r  i a t r a v é s  d e  j, c i j  L 0. i j  

d j  
, c u s t o  f i x o  d e  m a n u t e n ç ã o  d o  f o r n e c e d o r  j. 

N ,número m á x i m o  d e  f o r n e c e d o r e s  l o c a d o s  

x  =( - o  c l i e n t e  i s e r á  a b a s t e c i d o  p o r  j 

i j  - c a s o  c o n t r á r i o  

,h - o  f o r n e c e d o r  j é a t i v a d o  

'j =\O - c a s o  c o n t r á r i o  

S e j a  S C  - E  um s u b c o n j u n t o  v i á v e l  em ( I V . l l )  a  

( I V . 1 4 ) ,  o u  s e j a ,  S  é um c o n j u n t o  d e  f o r n e c e d o r e s  a t i v a d o s .  

Podemos e n t ã o  d e f i n i r  uma f u n ç ã o  f ( S )  o n d e :  

Mas,  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o ,  p e l a s  r e s t r i ç õ e s  ( I V . 1 1 ) ,  

p a r a  t o d o  c l i e n t e  e x i s t e  um Ú n i c o  f o r n e c e d o r ,  o u  s e j a ,  p a r a  

t o d o  i E I e x i s t e  um K E S C  E .  P o r t a n t o ,  d e f i n i d o  um s u b c o n -  - 

j u n t o  d e  f o r n e c e d o r e s  S  v i ã v e l  em ( M 7 ) ,  p a r a  t o d o  i E I e x i s t e  

um K E S  t a l  q u e  



s a t i s f a z e n d o  a s  r e s t r i ç õ e s  ( I V . l l ) .  A s s i m ,  d e  ( I V . 1 6 )  e  ( I V . 1 5 )  

p a r a  um c o n j u n t o  v i á v e l  S  d e  f o r n e c e d o r e s ,  a  f u n ç ã o  

a t i n g i r á  um m á x i m o  p a r a  

f l ( S )  = 1 max c i j  
i&I j & S  

P o r  ( I V . 1 2 )  p o d e m o s  l o c a l i z a r  n o  m á x i m o  N f o r n e -  

c e d o r e s .  A s s i m ,  p a r a  t o d o  S  C - E ,  v i á v e l  em ( M 7 ) ,  t e m o s  q u e  

1  5 I S I  - < N .  P o r t a n t o  

L o g o ,  d e  ( I V . 1 8 )  e  ( I V . 1 5 ) ,  a  f u n ç ã o  f 2 ( S )  = 1 d .  y .  é m i n i -  
j &S J J  

ma p a r a  

De ( I V . 1 7 )  e ( I V . 1 9 )  em ( I V . 1 5 )  t e m o s  q u e  p a r a  um s u b c o n j u n t o  

S c  - E ,  v i á v e l  em ( M 7 ) ,  a  f u n ç ã o  f ( S )  é m á x i m a  p a r a  

f ( ~ )  = 1 max .C - L d j  
i&I ~ E S  i j  j E s  



De ( IV .16)  e  ( I V . 1 7 )  vimos que a s  r e s t r i ç õ e s  ( I V . l l )  são s a t i s  - 

f e i t a s  e s t a n d o  embut idas  na função  ( I V . 1 7 ) .  De ( IV .18)  temos 

que a s  r e s t r i ç õ e s  ( I V . 1 2 )  são  s a t i s f e i t a s  para todos  S C - E t a l  

que 1 - < [ S I  - < N .  De ( I V . 1 6 )  e  ( IV .18)  a s  r e s t r i ç õ e s  ( IV .13)  e  

( IV .14)  e s t ã o  i m p l T c i t a s  a t r a v é s  da a s s o c i a ç ã o .  Logo, ao pro-  

blema de l o c a l i z a ç ã o  em ( M 7 )  podemos a s s o c i a r  u m  problema equi  - 

v a l e n t e  que c o n s i s t e  em d e t e r m i n a r  u m  subcon jun to  S C  - E r e s p e i  - 

t ando de forma i m p l i c i t a  a s  r e s t r i ç õ e s  ( I V . l l )  a  ( IV .14)  e  ma - 

ximizando o  r e t o r n o .  Temos: 

max { f ( S ) I  I S I  - < N ,  f ( S )  dada por ( I V . 2 0 ) )  ( I V . 2 1 )  

S c  E - 

Fazendo pequenas modi f i cações  para o  imodel o 

(IV.21 ) teremos os modelos para o u t r o s  problemas p r á t i c o s  e s p e  - 

c i f  i  c o s .  

S e j a  I um c o n j u n t o  de c l i e n t e s  e E u m  con jun to  

de armazéns p o s s ? v e i s  de serem l o c a d o s .  Determinar  u m  subcon - 

j u n t o  de armazéns S C  E ,  I S I  - < N ,  que minimiza os c u s t o s  de 

t r a n s p o r t e s  e  os  c u s t o s  de manutenção dos armazéns.  E s t e  é u m  

problema de 1  oca1 i z a ç ã o  de armazéns s i m p l e s  ou n ã o - c a p a c i t a d o .  

O modelo para e s t e  problema é o  mesmo modelo a n t e r i o r ,  ( M 7 ) ,  

a  menos de ( I V . l O )  que é s u b s t i t u i d a  por :  



Com raciocinio semelhante ao anterior, temos para S C  - E que a 

função f(S) é minima para 

f ( S ) =  1 m i n c  + dj 
~ E I  ~ E S  ij jcs 

- 
Logo, o problema de local ização de armazéns não capacitado e 

dado por: 

max {f(S)I [ S I  - < N, f(S) dada por (IV.22)) 

Sc E 

Seja I = E o conjunto de nós de um grafo. Seja a 

função (IV.lO) modificada para 

e a restrição (IV.12) modificada para 1 y j  = N. Este novo 
J E E  

modelo é conhecido como problema das Nrmedianas. 

Outros modelos relacionados a problemas práticos 

podem ser obtidos com pequenas variações em (M7). Assim, o 

que desenvolveremos para (M7) a menos de pequenas diferenças é 

válido para os demais problemas. 

Mostraremos a seguir que f(S) em (IV.20) é submo - 

dul ar. 



S e j a  f ( g )  = O e  d  = O ,  V j  E E .  S e j a  
j 

R C  S C  E e  k  E ( E  - S ) .  U t i l i z a n d o  ( I V . 2 0 )  podemos  e s c r e v e r  

q u e :  

f ( S )  = 1 max c i j  
i&I j E S  

f ( S  U { k ) )  = 1 max C i j 
''I j & ( S  ~ { k ) )  

f ( R )  = rnax c i j  
i r 1  j E R  

f ( R U { k ) )  = 1 max C 

~ E I  j & ( R U { k ) )  i j 

L o g o  t e m o s  q u e :  

f ( ~ U { k ) )  - f ( S )  = 1 (max c i j  - max c i j )  

jE1  ~ E ( S  u k ) )  ~ E S  

f ( R  U { k ) ) - f ( R )  = 1 (max c i j  - max c i j )  

j & ( R  U { k } )  j & R  

= 1 m a x ( 0 ,  cik - rnax c i j )  
i E I j & R  

Como R C  S  t e m o s  e n t ã o  q u e :  

rnax c  < rnax c  b' i E I 
i j  - i j '  

j E R  ~ E S  



L o g o ,  1 m a x ( 0 ,  c  -max c  ) < 1 m a x ( 0 ,  c  -max c  ) 
i ~ 1  j k  ~ E S  ~ E I  j a R  i j  - i j 

P o r t a n t o  podemos c o n c l u i r  q u e :  

f ( ~ U { k ) ) - f ( ~ )  - < f ( R U { k ) ) - f ( R ) ,  R C S C  - E ,  k E ( E - S )  ( I V . 2 3 )  

Uma f u n ç ã o  d e  v a l o r e s  r e a i s  d e f i n i d a  s o b r e  o s  s u b c o n j u n t o s  d e  

E s a t i s f a z e n d o  ( I V . 2 3 )  é d i t a  SUBMODULAR. 

Na s e ç ã o  ( 1 1 - 2 . 1 )  i n t r o d u z i m o s  o  c o n c e i t o  d e  s u b m o d u l a r i d a d e  . 
A d e m o n s t r a ç ã o  da e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  o  c o n c e i t o  d e f i n i d o  n o  c a  - 

p ? ' t u l o  I 1  e  o  d e f i n i d o  a c i m a  s e r á  d e m o n s t r a d o  no  a p ê n d i c e  D. 

( T e o r e m a  D .  1  ) . 

M o s t r a m o s  que  a  f u n ç ã o  f em ( I V . 2 0 )  é submodu - 

l a r .  Podemos a i n d a  m o s t r a r  que  f é n ã o - d e c r e s c e n t e  p a r a  d  = 0 ,  
j 

V j E E .  Como em ( M 7 )  t e m o s  q u e  c i j  - > O e  f i z e m o s  d  = O ,  v j ~ E  
j 

e n t ã o  a  f u n ç ã o  ( I V . 2 0 )  é um s o m a t õ r i o  d e  c o n s t a n t e s  n ã o - n e g a t i  - 

v a s  e  p o r t a n t o  é uma f u n ç ã o  n ã o - d e c r e s c e n t e  e  p a r a  S C  E e  

k  E ( E  - S )  t e m o s  q u e :  

D e f i n i d o  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o  p a r t i r e m o s  

p a r a  p r o b l e m a s  g e r a i s  que  ao  s e r e m  p a r t i c u l a r i z a d o s  n o s  l e v a m  

a  v o l t a r  ao p r o b l e m a  de  l o c a l i z a ç ã o  ou  a o s  d e m a i s  p r o b l e m a s  c i  - 

t a d o s  a n t e r i o r m e n t e .  



M o s t r a m o s  q u e  a  f u n ç ã o  f em ( I V . 2 0 )  é s u n m o d u l a r  e  n ã o  d e c r e s -  

c e n t e .  L o g o ,  uma g e n e r a l i z a ç ã o  p a r a  o  p r o b l e m a  em ( I V . 2 1 )  é d a  - 

d a  p e l o  p r o b l e m a :  

max { f ( s ) I  / S I  - < N ,  f ( S )  s u b m o d u l a r  e  n ã o - d e c r e s c e n t e }  

S C  E - ( I V . 2 4 )  

A t r a v g s  d e  um e x e m p l o  m o s t r a r e m o s ,  p o r  o u t r o  

c a m i n h o ,  u t i l i z a n d o  a  t e o r i a  d e  m a t r ó i d e s  q u e  o  p r o b l e m a  d e  1 0  - 

c a l i z a ç ã o  ( M 7 )  s e  e n c a i x a  em ( I V . 2 4 ) .  A  s e g u i r ,  em um s e g u n d o  

e x e m p l o ,  um o u t r o  p r o b l e m a  s é r ã  f o r m a l i z a d o ,  tambgm u t i l i z a n d o  
- 

a  t e o r i a  d e  m a t r ó i d e s .  P o r e m ,  e  um p r o b l e m a  q u e  n ã o  s e  e n c a i x a  

em ( I V . 2 4 ) .  Das c a r a c t e r i s t i c a s  d o s  p r o b l e m a s  n o s  d o i s  e x e m -  

p l o s ,  d e f i n i r e m o s  um n o v o  p r o b l e m a  g e n e r a l i z a n d o  ( I V . 2 4 ) .  

EXEMPLO 4 . 2 . 1  

S e j a  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o  (1.17). S u p o n h a -  

mos i n i c i a l m e n t e  q u e  1  - < ] S I  - < I E I  = n ,  o u  s e j a ,  n ã o  t e m o s  r e s  - 

t r i ç ã o  q u a n t o  a o  n ú m e r o  d e  f o r n e c e d o r e s ,  r e s t r i ç õ e s  ( I V . 1 2 ) .  

S e j a E 1 = { ( i ,  j ) l i ~ I e j ~ E } e E ~ = { ( i , j ) l j a E } ,  ~ E I  , 

uma l i n h a  d a  m a t r i z  d e  p o s i ç õ e s  E ' .  Podemos  d e f i n i r  s o b r e  E '  

um m a t r ó i d e  t r a n s v e r s a l  ( n o  c a s o  um m a t r ó i d e  p a r t i ç ã o ,  p o i s  o s  

E;, i E I s ã o  d i s j u n t o s .  V e j a  s e ç ã o  ( 1 1 . 4 ) )  M = ( E ' ,  F ( E 1 ) )  p c ~  

r a  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o  sem a s  r e s t r i ç õ e s  ( I V . 1 2 ) .  S e j a  

Q '  = ( Q '  1 '  ..., Q,') t a l  q u e  Qi = E ; ,  i E I .  A s s i m ,  um c o n j u n t o  

i n d e p e n d e n t e  R E F ( E i )  é um p a r c i a l  t r a n s v e r s a l  d e  Q ' .  P o r t a n -  

t o  R é um c o n j u n t o  c o n t e n d o  n o  m á x i m o  um e l e m e n t o  p o r  l i n h a , o u  



s e j a ,  a  c a d a  c l i e n t e  i E I e s t á  a s s o c i a d o  n o  m á x i m o  a  um f o r n e  - 

ceder j E E.  O m á x i m o  c o n j u n t o  R E F ( E 1 )  é uma b a s e  d o  m a t r Õ i -  

d e  e  p o r t a n t o  a  c a d a  c l i e n t e  i E I e s t á  a s s o c i a d o  e x a t a m e n t e  

um f o r n e c e d o r  j E E ( r e s t r i ç õ e s  ( I V . l l ) )  t a l  q u e  ( i , j )  E R .  

A s s o c i a n d o  o s  p e s o s  c i j  a o s  e l e m e n t o s  d e  E '  t e m o s  um p r o b l e m a  

d e  o t i m i z a ç ã o  d e  m a t r õ i d e s  v i s t o  a n t e r i o r m e n t e ,  q u e  c o n s i s t e  

em d e t e r m i n a r  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  R C  - E '  d e  p e s o  m á x i m o ,  

O U  s e j a ,  

E s t a  f u n ç ã o  é s u b m o d u l a r  e  n ã o - d e c r e s c e n t e  ( v e j a  t e o r e m a  D.5) 

e  e s t e  p r o b l e m a  f o i  s o l u c i o n a d o  n o  c a p i t u l o  a n t e r i o r .  

E n t r a r e m o s  a g o r a  com a s  r e s t r i ç õ e s  ( I V . 1 2 ) ,  v o l t a n d o  a o  p r o b l e  - 

ma i n i c i a l  ( M 7 ) .  Temos a g o r a  um p r o b l e m a  d e  m a t r õ i d e s  r e s t r i t o  

a o  n ú m e r o  d e  f o r n e c e d o r e s .  Ou s e j a ,  p a r a  um s u b c o n j u n t o  S  C - E, 

v i á v e l  em ( M 7 ) ,  p o d e m o s  d e f i n i r  um n o v o  m a t r ó i d e  t r a n s v e r s a l  

M = ( E " ,  F ( E W ) ) .  S e j a  E"  = { ( i , j ) l i  E I, j E S)  e  

E'! = { ( i , j ) l j  E S I ,  i E I, t e m o s  e n t ã o  Q '  = (Qyy... ,Q;) t a  1  

q u e  Q;  = E'!, i E I. A s s i m ,  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  R E F ( E H ) é  

um p a r c i a l  t r a n s v e r s a l  d e  Q", i s t o  é ,  um c o n j u n t o  t a l  q u e  a  

c a d a  i E I e s t á  a s s o c i a d o  n o  m á x i m o  um f o r n e c e d o r  j E S. P a r a  

R E F ( E 1 ' ) ,  uma b a s e  d o  m a t r ó i d e  M, a  c a d a  i E I e s t á  a s s o c i a d o  

a  um Ú n i c o  j E S, s a t i s f a z e n d o  a s  r e s t r i ç õ e s  ( I V . l l ) .  Como 

1  5 [ S I  - < N também a s  r e s t r i ç õ e s  ( I V . 1 2 )  s ã o  s a t i s f e i t a s .  P o r  - 



t a n t o  o  p r o b l e n i a  a g o r a  c o n s i s t e  em d e t e r m i n a r  um s u b c o n j u n t o  

i n d e p e n d e n t e  R C  - E" d e  p e s o  máximo t a l  q u e  R E F ( E H )  n o  m a t r õ i  - 

d e  M = ( E " ,  F ( E H ) ) .  P o r t a n t o  a  f u n ç ã o  p a r a  um s u b c o n j u n t o  S C  E ,  - 

v i á v e l  em (M7) é d a d a  p o r :  

ou m a i s  e s p e c i f i c a m e n t e  d a d a  p o r :  

o n d e  o s  Q '  s ã o  a s  c o l u n a s  j E S C  E d a  m a t r i z  d e  p o s i ç õ e s  i n i -  
j - 

c i a l  E ' .  

A f u n ç ã o  ( I V . 2 7 )  também é s u b m o d u l a r  e  n ã o - d e c r e s c e n t e  ( T e o r e -  

ma D . 6 ) .  L o g o ,  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o  d a d o  p o r :  

m a x { f ( ~ ) I  IS I  < N ,  f ( S )  d a d a  p o r  ( I V . 2 7 ) )  

S c  E - 

é um p r o b l e m a  q u e  s e  e n c a i x a  em ( I V . 2 4 ) .  

E X E M P L O  4 . 2 . 2  

S e j a  I = ( 1 ,  2 ,  ..., m }  um c o n j u n t o  d e  c a i x a s  e  

N = ( 1 ,  2 ,  ..., n )  um c o n j u n t o  d e  e l e m e n t o s  q u e  s e r ã o  d e p o s i t a  - 

d o s  n e s t e  c o n j u n t o  d e  c a i x a s .  S e j a  a  f u n ç ã o  f i ( S i )  O r e t o r n o  



o b t i d o  a o  d e p o s i t a r  S .  C N  n a  c a i x a  i o n d e  fi é s u b m o d u l a r  e  
1 - 

n ã o - d e c r e s c e n t e .  D e t e r m i n a r  uma d i s t r i b u i ç ã o  d o s  e l e m e n t o s  d e  

N  p e l a s  c a i x a s  t a l  q u e  S .  C N  s ã o  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  d e  N d e p o  
1 - - 

s i t a d o s  n a  c a i x a  i e  d e  f o r m a  a  o b t e r  o  máx imo  r e t o r n o  em t o -  
m 

d a s  a s  c a i x a s ,  f ( S )  = f i ( S i ) .  E s t e  é o  p r o b l e m a  d a s  m - c a i -  
i = l  

x a s  e  p o d e  s e r  v i s t o  como: 

f i ( S i )  s u b m o d u l a r  e  n ã o  d e c r e s c e n t e ,  i = 1 ,  ..., m) 

S e j a  E = { ( i , j ) l i  E I, j E N l  e  E  = i j i  E I ,  j E N  a  
j 

j? c o l u n a  d a  m a t r i z  d e  p o s i ç õ e s  E. Com e s t e s  e l e m e n t o s  p o d e -  

mos d e f i n i r  um m a t r ó i d e  t r a n s v e r s a l  ( t ambém n e s t e  c a s o  um ma- 

t r ó i d e  p a r t i ç ã o )  M = ( E ,  F )  s o b r e  E .  P a r a  i s t o ,  b a s t a  f a z e r  

Q = (QlY ..., Q n )  t a l  q u e  Q j  = E j E N. Um c o n j u n t o  i n d e p e n -  
j ' 

d e n t e  em M = ( E ,  F )  é um p a r c i a l  t r a n s v e r s a l  d e  Q .  Um p a r c i a l  

t r a n s v e r s a l  d e  Q c o r r e s p o n d e  a  t o m a r  n o  máx imo  um e l e m e n t o  em 

c a d a  c o l u n a ,  o u  s e j a ,  d e p o s i t a r  um e l e m e n t o  j E N  em uma ú n i c a  

c a i x a  i E I. A s s i m ,  o  p r o b l e m a  c o n s i s t e  em d e t e r m i n a r  um s u b -  

c o n j u n t o  S  C - E t a l  q u e  I S  n E .  I < 1 ,  j E N, i s t o  é ,  um s u b c o n -  
J - 

j u n t o  S C  - E  i n d e p e n d e n t e  n o  m a t r Ó i d e . d e  M .  P o r t a n t o  uma g e n e r a  - 

l i r a ç ã o  d e  ( I V . 2 8 )  é d a d a  p o r :  

m a x { f ( ~ ) / I S  n E j l  < 1 ,  j E N, f ( S )  s u b m o d u l a r  

e  n ã o  d e c r e s c e n t e )  ( I V . 2 9 )  



Como é u m  problema de rnaximização deveremos t e r  IS n E . I =  1  e  
m J 

U Si  = N .  Podemos v e r i f i c a r  que e s t e  problema não s e  enca ixa  
i = l  
em ( I V . 2 4 ) ,  d i f e r e n c i a n d o  apenas  nas r e s t r i ç õ e s .  

De ( IV .24)  e  ( IV .29)  n o  exemplo ( 4 . 2 . 2 )  temos 

que e s t e s  problemas d i f e rem quanto  a s  r e s t r i ç õ e s .  Porém, pode- 

mos v e r i f i c a r  que em ambos os c a s o s  temos u m  problema de o t imi  - 

zação  em m a t r ó i d e s .  

E m  ( I V . 2 4 ) ,  cons ide rando  um m a t r ó i d e  uniforme M = ( E ,  F ) , t emos  

que F é o  c o n j u n t o  de s u b c o n j u n t o s  independen tes  S C  - E t a l  que 

I s I  - < N .  

E m  ( I V . 2 9 ) ,  pe lo  exemplo ( 4 . 2 . 2 )  temos u m  m a t r ó i d e  p a r t i ç ã o  

M = ( E ,  F )  t a l  que F 6 o  c o n j u n t o  de s u b c o n j u n t o s  independen-  

t e s  S C  - E t a l  que S é u m  p a r c i a l  t r a n s v e r s a l  de Q .  P o r t a n t o  

uma gene ra ! i zação  de ( I V . 2 4 )  de modo a  e n g l o b a r  ( IV .29)  pode 

s e r  dado por :  

max{f (S) IS  E F ,  M = ( E ,  F )  u m  m a t r ó i d e  e  f ( S )  

ScE - submodular e  n ã o - d e c r e s c e n t e )  ( IV .30)  

T r a t a - s e  aqui  de u m  problema de o t i rn ização  de 

m a t r ó i d e s  cabendo porém r e s s a l t a r  a  d i f e r e n ç a  para com os pro-  

blemas de o t i m i z a ç ã o  de m a t r ó i d e s  v i s t o s  n o  c a p i t u l o  111,  ou 

no exemplo ( 4 . 2 . 1 ) .  Naqueles ,  a  cada e lemento  de E e s t á  a s s o -  

c i a d o  u m  c u s t o  f i x o ,  enquanto  n e s t e s ,  os  c u s t o s  são f o r n e c i d o s  



p o r  uma f u n ç ã o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  E .  N a q u e l e s ,  o  p r o b l e m a  c o n -  

s i s t i a  em s e l e c i o n a r  um e l e m e n t o  e  v e r i f i c a r  s u a  i n d e p e n d ê n -  

c i a .  N e s t e s ,  a l é m  da  i n d e p e n d ê n c i a ,  um c o n j u n t o  d e  r e s t r i ç õ e s ,  

d a d a s  p e l o  p r o b l e m a ,  devem s e r  s a t i s f e i t a s .  A s s i m ,  p a r a  o  p r o -  

b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o ,  p a r a  t o d o  s u b c o n j u n t o  S C  - E  t a l  qu e  

[ S I  - < N, a  f u n ç ã o  f ( S )  = 1 max 'i j l e v a  em c o n s i d e r a ç ã o  a s  
I . i&S 

r e s t r i ç õ e s  ( I V . 1 1 ) .  p o r t a n t o  f í ~ )  p o d e  a t i n g i r  um g r a u  d e  com- 

p l e x i d a d e  m a i o r  a  m e d i d a  q u e  m a i o r  n ú m e r o  d e  r e s t r i ç õ e s  são  

c o n s i d e r a d a s .  A d i f e r e n ç a  e n t r e  o s  p r o b l e m a s  d e  o t i m i z a ç ã o  d e  

m a t r ó i d e s  c i t a d o s  é b a s t a n t e  c l a r a  p a r a  o  e x e m p l o  ( 4 . 2 . 1 ) .  Nes - 

t e ,  i n i c i a l m e n t e  d e f i n i m o s  um m a t r ó i d e  t r a n s v e r s a l  s o b r e  E '  e  a  

f u n ç ã o  d e  c u s t o s  a s s o c i a d a  a  E'  d a d a  p e l o s  c u s t o s  c i j ,  o b t e n d o  

o  p r o b l e m a  ( I V . 2 4 ) .  F i n a l m e n t e  o b t i v e m o s  ( I V . 3 0 )  u t i l i z a n d o  a s  

r e s t r i ç õ e s ,  o u  s e j a ,  d e f i n i n d o  um m a t r ó i d e  u n i f o r m e  e  a  f u n ç ã o  

d e  c u s t o s  d e f i n i d a  s o b r e  s u b c o n j u n t o s  d e  E .  

V imos  a n t e r i o r m e n t e ,  o  p r o b l e m a  d e  d e t e r m i n a r  um 

s u b c o n j u n t o  S C  - E  i n d e p e n d e n t e  em m a i s  de  um m a t r ó i d e ,  ou  s e -  

j a ,  o  p r o b l e m a  d e  i n t e r s e ç ã o  d e  m a t r ó i d e s .  ( ~ p ê n d i c e  C ) .  De 

f o r m a  s e m e l h a n t e  ao v i s t o  a c i m a ,  c o n s i d e r a n d o  n ã o  m a i s  c u s t o s  

f i x o s  a s s o c i a d o s  a o s  e l e m e n t o s  d e  E, mas uma f u n ç ã o  d e  s u b c o n -  

j u n t o s  d e  E ,  o  p r o b l e m a  d e  i n t e r s e ç ã o  p o d e  s e r  v i s t o  como uma 

g e n e r a l i z a ç ã o  d e  ( I V . 3 0 )  d a d a  p o r :  

K 
max { f ( S ) S  E n F k y  M k  = ( E ,  F k )  são  m a t r ó i d e s  

Sc E k = 1  
- 

k = 1 ,  ..., K e  f ( S )  s u b m o d u l a r  e  n ã o  d e c r e s c e n t e j  

( I V . 3 1 )  



Para e s t e  problema s e r á  a p r e s e n t a d o  um a l g o r i  tmo gu loso  heurys  - 

t i c o  bem como o l i m i t e  pa ra  a  s o l u ç ã o  o b t i d a  por e s t e  a l g o r i t -  

mo. 

4 .3  - U m  Algori tmo Guloso H e u r i s t i c o  

Se ja  o  problema ( IV .31)  de i n t e r s e ç ã o  de matrÕi-  
K 

d e s .  S e j a  F = n F k  e  p j ( S )  = f ( S U I j } ) - f ( S ) ,  o  ac résc imo  da 
k =  1 

a d i ç ã o  de j E ( E - S )  ao subcon jun to  S .  Como f  6 não d e c r e s c e n t e  

temos que p . ( S )  > 0.  
J - 

Apresentaremos u m  a l g o r i t m o  g u l o s o  h e u r i s t i c o  pa - 

r a  u m  m a t r õ i d e  M = ( E ,  F ) ,  onde F é o  c o n j u n t o  i n t e r s e ç ã o  e  f  

uma função  de c o n j u n t o  submodular e  n ã o - d e c r e s c e n t e .  O a l g o r i t  - 

mo s e l e c i o n a  a  cada passo  u m  e lemento  I j )  t a l  que o peso margi - 

na1 p . ( S )  s e j a  máximo. T e s t a  s e  ( S U I j ) )  E F .  Caso s im,  a d i c i o  
J - 

na { j )  a  S e  v 0 1  t a  a  s e l e c i o n a r  o u t r o  e lemento .  Caso c o n t r á r i o ,  

v o l t a  a  s e l e c i o n a r  o u t r o  e l emen to .  

ALGORITMO 9 - A L G O R I T M O  GULOSO HEURTSTICO P A R A  ( IV .31)  

PASSO O .  S e j a  s O  = 0, E O = E ,  t = O .  

  te ração t + l  : 

t PASSO 1 .  Se E~ = e n t ã o  P A R E .  S a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o .  

Se n ã o  vã ao PASSO 2 .  

PASSO 2 .  S e l e c i o n e  j E E~ t a l  que p t t 
j í t + l  

( S  )=max p j ( S  ) 

.i E E  
t 

r e s p e i t a n d o  a s  r e s t r i ç õ e s  po rven tu ra  e x i s t e n t e s .  



t PASSO 3 .  S e  ( s t u { j 1 )  L F ,  f a ç a  E t  = E - { j l  e 

r e t o r n e  a o  PASSO 1 .  

t = : t +  1  

r e t o r n e  a o  PASSO 1 .  

t S  é a s o l u ç ã o  d o  g u l o s o .  P a r a  t = n ,  n  = I E ~ ,  t e m o s  

s t  = s n  G é s o l u ç ã o  d o  g u l o s o .  L o g o ,  

n  P a r a  s t  = S  t e m o s  

A t r a v é s  d o  t e o r e m a  ( 4 . 3 . 1 )  p o d e m o s  o b t e r  l i m i t e s  p a r a  

a  s o l u ç ã o  d o  a l g o r i t m o  g u l o s o  9 a p l i c a d o  a o  p r o b l e m a  ( I V . 3 1 ) .  

111  I 

TEOREMA 4 . 3 . 1  

S e j a  K o  n u m e r o  d e  m a t r õ i d e s  n a  i n t e r s e ç ã o .  S e  o  a l g o  - 

r i t m o  g u l o s o  h e u r i s t i c o  é a p l i c a d o  a o  p r o b l e m a  ( I V . 3 1 )  e n t ã o :  



E s t e  l i m i t e  é j u s t o  p a r a  t o d o  K .  

Um o u t r o  l i m i t e  i n d e p e n d e n t e  d e  K p o d e  s e r  o b t i -  

d o  1 1 1 (  1171 1.31. S e j a  N a  c a r d i n a l i d a d e  d o  m á x i m o  c o n j u n t o  i n  - 

d e p e n d e n t e  em M = ( E ,  F )  e  ( N '  + 1 )  a  c a r d i n a l i d a d e  d o  m i n i m o  

c o n j u n t o  d e p e n d e n t e  em M = ( E y  F ) .  

TEOREMA 4 . 3 . 2  

Se o  a l g o r i t m o  g u l o s o  h e u r i s t i c o  é a p l i c a d o  a o  

p r o b l e m a  ( I V . 3 1  ) e n t ã o :  

E s t e  l i m i t e  é j u s t o  p a t a  t o d o  N '  - < N e  t o d o  N .  

Com e s t e s  r e s u l t a d o s  v 0 1  t a r e m o s  a o s  p r o b l e m a s  i n i  - 

c i a i s ,  t r a t a n d o  c a s o s  p a r t i c u l a r e s .  

O a l g o r i t m o  g u l o s o  h e u r y s t i c o  p a r a  o  p r o b l e m a  g e  - 

r a l  ( I V . 3 1 )  p o d e  s e r  p a r t i c u l a r i z a d o  p a r a  t o d o s  a q u e l e s  q u e  

n e l e  s e  e n c a i x a m .  



S e j a  o  p r o b l e m a  ( I V . 3 1 )  com K = 1 ,  um ú n i c o  ma- 

t r õ i d e  M 1  = ( E ,  F 1 )  S e j a  M1 um m a t r õ i d e  u n i f o r m e .  N e s t e  c a s o  

r e t o r n a m o s  ao p r o b l e m a  ( I V . 3 0 )  e  m a i s  e s p e c i f i c a m e n t e  ao  p r o -  

b l e m a  ( I V . 2 4 ) .  

P o r  s e  t r a t a r  d e  um m a t r Õ i d e  u n i f o r m e ,  t o d o  s u b c o n j u n t o  S C  E  - 

t a l  q u e  / S I  - < N é i n d e p e n d e n t e .  P o r t a n t o  b a s t a  f a z e r  um p r o c e s  - 

s o  i t e r a t i v o  t = t t 1  a t é  N  e  a  i n d e p e n d ê n c i a  n ã o  é n e c e s s á  - 

r i a  s e r  t e s t a d a .  

Como f é n ã o  d e c r e s c e n t e  t e m o s  p a r a  t o d o  j E E q u e  p . ( S )  > 0 ,  
J - 

t 
S C  E .  A s s i m ,  p a r a  uma i t e r a ç ã o  ( t t l )  s e  p . ( S  ) = 0 ,  v j E E  

t 
J 

t e n t ã o  p a r a  t o d a s  a s  i t e r a ç õ e s  s u b s e q u e n t e s  o s  p  . ( S  ) s e r ã o  n u -  
J 

l o s ,  p o i s  f é s u b m o d u l a r  e  p o r t a n t o  s a t i s f a z  ( I V . 2 3 ) .  L o g o ,  o  

p r o c e s s o  p o d e  t e r m i n a r  n e s t a  i t e r a ç ã o  ( t t l ) .  

Com e s t a s  s i m p l i f i c a ç õ e s  t e m o s  um n o v o  a l g o r i t m o ,  a l g o r i t m o  9 

m o d i f i c a d o ,  p a r a  o  p r o b l e m a  ( I V . 2 4 ) .  

ALGORITMO 1 0  - ALGORITMO GULOSO HEURISTICO PARA ( I V . 2 4 1  

o  PASSO O .  S e j a  s O  = fl, E = E ,  t = O 

I t e r a ç ã o  t + 1  : 

PASSO 1 .  S e l e c i o n e  j E E "  t a l  q u e  p  
j ( t + l )  

( s L )  = max p j ( s L ) ,  

JEE t 

r e s p e i t a n d o  a s  r e s t r i ç õ e s  p o r v e n t u r a  e x i s t e n t e s .  



t PASSO 2 .  S e  p t  = O e n t ã o  P A R E .  t N .  S  é a  s o l u ç ã o  d o  g u l o -  

s o .  

S e  n ã o ,  f a ç a  s t + l  = s t  U {j} 

t = t t l  e v á  p a r a  o  PASSO 3 .  

t 
PASSO 3 .  S e  t = N e n t ã o  PARE.S é a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  

S e  n ã o  r e t o r n e  a o  PASSO 1 .  

t 
A s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  é S  , t 2 N ,  e  

t z 0  = f ( S  ) = f ( g )  + p o  + p,  + ... + p t - l ,  t < N  - 

A p l i c a n d o  o  t e o r e m a  ( 4 . 3 . 2 )  p a r a  e s t e  p r o b l e m a ,  

t e m o s  q u e  N = N '  p o r  s e  t r a t a r  d e  um m a t r õ i d e  u n i f o r m e .  L o g o ,  

TEOREMA 4 . 4 . 1  

S e  o  a l g o r i t m o  g u l o s o  h e u r r s t i c o  ( 1 0 )  é a p l i c a -  

d o  a o  p r o b l e m a  ( I V . 2 4 )  e a  p a r a d a  o c o r r e  a p ó s  t < N i t e r a ç õ e s  

e n t ã o  a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  é uma s o l u ç ã o  Õ t i m a  p a r a  o  p r o b l e m a ,  

i s t o  é,  Z O  = z*.  

~ e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  S* a  s o l u ç ã o  Õ t i m a  p a r a  ( I V . 2 4 ) ,  um c o n j u n t o  

i n d e p e n d e n t e  n o  m a t r õ i d e  u n i f o r m e ,  ou  s e j a ,  I s * ~  N .  S e j a  S  
t 

- 



a solução do guloso, t < N. 

Como f é submodular, da definição de submodularidade teorema 

( D . l  ( 3 )  - ~ p ê n d i c e  D )  temos: 

t Como o matróide 6 uniforme, 'd t < N ,  S  U { j )  é independente, 

t V j E ( S *  - S  ) .  DO algoritmo guloso temos que pt o máximo 

t dos p j ( ~ t ) ,  V j E ( s *  - s 1.  ~ o g o ,  

t Como I S * l  - N e I S  I - < N então 

Portanto de ( I V . 3 3 )  e ( I V . 3 4 )  temos que 

De ( I V . 3 2 )  e ( I V . 3 5 )  temos: 

Como o algoritmo termina após t < N passos a condição de para- 



d a  s a t e s f i t a  é d a d a  p e l o  PASSO 2 ,  p a r a  p t  = O .  L o g o ,  d e  

( I V . 3 6 )  t e m o s :  

t - Como S  e  a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  h e u r r s t i c o ,  uma s o l u ç ã o  a p r o x i m a  - 

d a  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  m a x i m i z a ç ã o  ( I V . 2 4 )  t e m o s  q u e  

t 
De ( I V . 3 7 )  e ( I V . 3 8 )  e n t ã o  f ( S * )  = f ( S  ) ,  o u  s e j a  Z *  = zO.a 

S e j a  o  p r o b l e m a  ( I V . 2 4 ) .  C o n s i d e r e m o s  p a r t i c u l a r  - 

m e n t e  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o .  S u p o n h a m o s  d  # O .  P o r t a n t o ,  
j 

n ã o  p o d e m o s  g a r a n t i r  q u e :  

f ( S )  = 1 max c  - 1 d j  
i&I ~ E S  i j  j E s  

d - 
e  uma f u n ç ã o  n ã o  d e c r e s c e n t e .  P o r é m ,  e s t a  f u n ç ã o  f a i n d a  e  

s u b m o d u l a r .  L o g o ,  v o l t a m o s  a  um p r o b l e m a  m a i s  g e r a l  d e  

( I V . 2 4 ) ,  o u  s e j a :  

max { f ( S ) I  I S I  < n ,  f ( S )  s u b m o d u l a r )  - ( I V . 4 0 )  



Como a  f u n ç ã o  ( I V . 3 9 ) ,  p a r a  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o  é s u b m o -  

d u l a r  e s t e  p r o b l e m a  e s t a r ã  s o l u c i o n a d o  s e  s o l u c i o n a r m o s  o  p r o -  

b l e m a  ( I V . 4 0 ) .  Como f n ã o  é n e c e s s a r i a m e n t e  n ã o - d e c r e s c e n t e  , 

p . ( S )  = f ( ~ U { j ) )  - f ( S ) ,  n ã o  é n e c e s s a r i a m e n t e  n ã o - n e g a t i v o .  
J 

Mas como f é s u b m o d u l a r ,  o a l g o r i t m o  g u l o s o  1 0  p e r m a n e c e  o  

mesmo a  m e n o s  d o  PASSO 2 ,  o n d e  a o  i n v é s  d o  t e s t e  p t  = 0 ,  t e s t a  - 

m o s  s e  p < 0 .  t - 

Com i s t o ,  o  t e o r e m a  ( 4 . 4 . 1 )  n ã o  m a i s  é v ã l i d o ,  p o i s  n ã o  p o d e -  

mos g a r a n t i r  p t  = O em ( I V . 3 6 ) .  

P a r a  a p l i c a r  o  a l g o r i t m o  1 0  a o  p r o b l e m a  d e  l o c a -  

l i z a ç ã o ,  com a  f u n ç ã o  f s u b m o d u l a r  d a d a  p o r  ( I V . 3 9 ) ,  b a s t a  f a  - 

z e r :  

t p . ( ~ )  = max { [  1 max C 
J t i k  - 1 dkl - 

j EE k & ( s t u  { j ) )  ~ E ( s ~  u { j } )  

- [ 1 max cik 
~ E I  kESt 

- 1 dkl} 
k & s t  

E X E M P L O  4 . 4 . 1  

S e j a  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a r  n o  m á x i m o  d o i s  f o r -  

n e c e d o r e s ,  N = 2 ,  em um c o n j u n t o  E  = 1 1 ,  2 ,  3 ,  4 )  d e  p o s s i -  

v e i s  f o r n e c e d o r e s .  S e j a  I = ( 1 ,  2 ,  3 ,  4 )  o  c o n j u n t o  d e  c l i e n  - 

t e s  e  a  f u n ç ã o  d e  p e s o s  c  = ( c i j ) ,  i E I, j E E d a d a  p e l a  ma-  

t r i z  C .  S e j a  d  = 0,  v j E E, f ( @ )  = 0 .  
j 



o  PO. s O  = 0, E  = E, t = O 

  te ração 1 :  

I t e r a ç ã o  2 .  

P1.  E '  = 1 2 ,  3 ,  4 1  

j = 2 ,  p 2  
= 1 1  + 7  t 7  + 1 0  - 2 4  = 1 1  

j = 3 , p 3 = 6 t 8 + 7 t 1 0  - 2 4 =  7  

j = 4 , p 4 = 9 + 7 t 7 + 1 0  - 2 4 =  9  

p t  = p 1  = 1 1 ,  j = 2  



2 P 3 .  t = 2 = N .  P A R E .  S  é a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o .  

2 s t  = s e a  s o l u ç ã o  d o  g u l o s o  e 

A p l i c a n d o  o  t e o r e m a  ( 4 . 3 . 2 )  p a r a  N = N '  t e m o s :  

Com p e q u e n a s  v a r i a ç õ e s  p o d e m o s  p a r t i c u l a r i z a r  o  

a l g o r i t m o  9 p a r a  c a d a  um d o s  p r o b l e m a s  a p r e s e n t a d o s .  S u a  g r a n  - 

d e  v a n t a g e m  e s t á  em s e r  um a l g o r i t m o  p o l i n o m i a l  p a r a  p r o b l e m a s  

N P - c o m p l e t o s ,  como é o  c a s o  d o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o .  P o r é m ,  

a  o p e r a c i o n a l i z a ç ã o  d o  a l g o r i t m o  9 p o d e  s e  t o r n a r  b a s t a n t e  d i -  

f i c i l  como n o s  p r o b l e m a s  d e  i n t e r s e ç ã o  d e  m a t r õ i d e s .  Neste c a -  

s o  a  i n d e p e n d ê n c i a  em c a d a  m a t r õ i d e  p o d e  s e r  um p r o c e s s o  a p a r  - 

t e .  



5.  C O N C L U S Ã O  

No c a p i t u l o  I 1 1  f o i  a p r e s e n t a d o  os a l g o r i t m o s  gu - 

l o s o s  e x a t o s .  Devido a s i m p l i c i d a d e  d e s t e s  a l g o r i t m o s  os pro-  

blemas s o l u c i o n a d o s  por e l e s  são  também b a s t a n t e  s i m p l e s .  A 

a p l i c a ç ã o  de a l g o r i t m o s  g u l o s o s  h e u r i s t i c o s  a  problemas p r ã t i  - 

tos t o r n o u - s e  uma nova a l t e r n a t i v a ,  t a l v e z  mais v i á v e l  que a  

a n t e r i o r .  Neste  c a p i t u l o ,  apresentamos  a l g u n s  d e s t e s  problemas 

e  os  r e s p e c t i v o s  a l g o r i t m o s .  Porém, g o s t a r i a m o s  de r e s s a l t a r  

que todos  e s t e s  t r a b a l h o s  são  b a s t a n t e  r e c e n t e s  e  muito e s t ã  

para s e r  d e s e n v o l v i d o .  



APÊNDICE A 

RETICULADOS 

1  - O R D E M  PARCIAL 

Sabemos da  m a t e m á t i c a  que  uma RELAÇÃO BINARIA a  d e  

um c o n j u n t o  A  p a r a  um c o n j u n t o  B, ou ,  e n t r e  d o i s  c o n j u n t o s  A e  

B, é o  s u b c o n j u n t o  R a  do  p r o d u t o  c a r t e s i a n o  A  x  B. ( R  C A x  B ) .  a  - 

Se ai a  b  p a r a  ai E A e  b  E B  e n t ã o  (a i ,  b j )  E R a .  
j j 

EXEMPLO 1 .1  

S e j a  um c o n j u n t o  E não  v a z i o .  S e j a  A C  - E  e  B C  E  

t a l  que  A C  B  ( o u  B 3 A )  quando  t o d o  e l e m e n t o  d e  A e s t á  em B. 

Temos a s s i m ,  uma r e l a ç ã o  d e  i n c l u s ã o  e n t r e  s u b c o n j u n t o s  d e  E .  Es - 

t a  é também uma r e l a ç ã o  b i n á r i a .  P o r t a n t o  A  C B  e n t ã o  ( A , B ) &  R a  

o n d e  R C E x E .  a - 

Essa  r e l a ç ã o  p o s s u i ,  e n t r e  o u t r a s ,  a s  s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s :  

( i )  A C A ,  V A  

( i i )  S e A C B e B C A e n t ã o A = B  

( i i i )  Se A C  B  e  B C  C e n t ã o  A C  C .  

O u t r o s  e x e m p l o s  de  r e l a ç ã o  b i n á r i a  é a  r e l a ç ã o  d e  

i g u a l d a d e  ( = )  e  m e n o r  que  ( < )  n o  c o n j u n t o  d o s  n ú m e r o s  r e a i s ,  a  



relação de paralelismo e perpendicularidade no conjunto de retas 

de um plano, etc. 

Seja E um conjunto não vazio. Denomina-se ORDEM 

PARCIAL EM E, e representa-se geralmente pelo sinal ( < ) ,  - a uma 

relação binária que possua as propriedades: 

( 1 )  a - < a, v a E E (Reflexiva) 

(2) Se a - < b e b - a então a = b (Antisimétrica) 

(3) Se a - < b e b - < c então a - < c (transitiva) 

EXEMPLO 1.2 

A relação de inclusão definida no exemplo (1.1) é 

uma ordem parcial em E, pois satisfaz as propriedades (I), (2) e 

(3) dadas por (i), ( i i )  e (iii). 

EXEFIPLO 1.3 

Seja a relação de divisibilidade sobre um conjunto 

E de números inteiros positivos. Utilizando o simbolo " I " ,  para 

inteiros positivos a e b, a I b significa "a divide b"  ou equiva - 

lente "b  é miltiplo de a", ou b = j.a para algum inteiro positi- 

vo j. As propriedades (I), (2) e (3) são facilmente verificadas: 



( 2 ) a = j b e b = j  . a + a = j j  . a + j l j 2 = 1 + j l = j 2 = 1  
1  2  1 2  

e n t ã o  a  = b 

( 3 )  b  = jl . a  e  c  = j . b  + c  = j2. j l  . a .  Mas j3 = j2. j l  é um i n -  2  

t e i r o  p o s i t i v o ,  e n t ã o  c  = j 3 . a .  

A o r d e m  p a r c i a l  em E p o d e  s e r  r e p r e s e n t a d a  g r a f i c a  - 

m e n t e ,  o  q u e  f a c i l i t a  a  v i s u a l i z a ç ã o .  

EXEMPLO 1  .4 

S e j a  E = ( 1 ,  2, 3 ,  4 ,  6 ,  8 ,  1 2 ) .  A o r d e m  p a r c i a l  

em E d e f i n i d a  p e l a  r e l a ç ã o  d e  d i v i s i b i l  i d a d e  s o b r e  E é r e p r e s e n -  

t a d a  g r a f i c a m e n t e  p e l a  f i g u r a  ( A - 1 ) .  

F i g .  A-1 .  E x e m p l o  7 . 4  

E s s e  g r a f o  d e v i d o  a  p r o p r i e d a d e  a n t i s i m é t r i c a  n ã o  p o s s u i  c i r c u i -  

t o s  d e  c o m p r i m e n t o  d o i s .  



Com a s  p r o p r i e d a d e s  a n t i s i m é t r i c a  e  t r a n s i t i v a  p g  

d e  s e r  d e m o n s t r a d o  q u e :  1181 

TEOREMA 1 . 1  

O g r a f o  d i r e c i o n a d o  de  uma o r d e m  p a r c i a l  não  c o n -  

t é m  c i r c u i t o s  d e  c o m p r i m e n t o  m a i o r  q u e  1 .  

R e s s a l t a m o s  q u e ,  a p e s a r  das  r e l a ç õ e s  d e f i n i d a s  s o -  

b r e  o s  e l e m e n t o s  d e  um c o n j u n t o ,  nem t o d o  p a r  d e  e l e m e n t o s  e s t á  

r e l a c i o n a d o .  No e x e m p l o  ( 1 . 4 ) ,  o s  e l e m e n t o s  3 e  8  n ã o  e s t ã o  r e l a  - 

c i o n a d o s .  Um m ü l t i p l o  comum a  ambos é 2 4  que  não  p e r t e n c e  a  E .  

Aos e l e m e n t o s  r e l a c i o n a d o s  denominamos C O M P A R A V E I S .  Caso c o n t r á -  

r i o  são  I N C O M P A R A V E I S .  

2 - CONJUNTO PARCIALMENTE O R D E N A D O  

O s i s t e m a  ( E ,  - c ) ,  c o n s t i t u i d o  p e l o  c o n j u n t o  n ã o  va  - 

z i o  E e  p o r  uma o r d e m  p a r c i a l  d e f i n i d a  em E ( < ) ,  - d i z - s e  um S I S -  

TEMA o u  CONJUNTO PARCIALMENTE ORDENADO (CPO) .  

Um c a s o  d e  CPO é a  c l a s s e  d o s  SIMPLES, que  é C P O  t a l  que  q u a l -  

q u e r  p a r  d e  e l e m e n t o s  é c o m p a r ã v e l .  

Os c o n j u n t o s  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o s  (E ,  - < )  também 

podem s e r  r e p r e s e n t a d o s  p o r  um g r a f o  o n d e  o s  e l e m e n t o s  d e  E s ã o  

o s  v é r t i c e s .  Um a r c o  u n e  um p a r  de  e l e m e n t o s  c o m p a r á v e i s .  Porém, 

n ã o  é n e c e s s á r i o  um y r a f o  d i r e c i o n a d o ,  b a s t a  p a r a  i s s o ,  p o s i c i o  - 



n a r  o s  v é r t i c e s  d e  f o r m a  q u e  o  s e n t i d o  d o  a r c o  f i c a  e v i d e n t e .  As - 

sim, a  d i r e c ã o  d o  a r c o  6 d e  um v é r t i c e  i n t e r i o r  a  um s u p e r i o r  n a  

r e p r e s e n t a ç ã o  g r á f i c a .  

EXEMPLO 2 . 1  

P a r a  o  e x e m p l o  ( 1 . 4 ) ,  o  s i s t e m a  ( E ,  - < )  d a d o  p e l a  

r e l a ç ã o  d e  d i v i s i b i l i d a d e  é um C P O .  L o g o  o  g r a f o  d i r e c i o n a d o  d a  

f i g u r a  ( A - 1 )  p o d e  s e r  r e p r e s e n t a d o  p e l o  g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  d a  

f i g u r a  ( A - 2 ) .  

F i g .  A-2 .  E x e m p l o  2 . 1  

EXEMPLO 2 . 2  

S e j a  o  c o n j u n t o  E = { e l ,  . . . ,  e51 e o  C P O  ( E ,  5 )  

r e p r e s e n t a d o  n a  f i g u r a  ( A - 3 ( a ) )  p o r  um g r a f o  d i r e c i o n a d o .  O c o r -  

r e s p o n d e n t e  g r a f o  n ã o  d i r e c i o n a d o  d e  ( E ,  - i) 6 d a d o  p e l a  f i g u r a  

( A - 3 ( b ) ) .  



F i g .  A - 3 .  E x e m p l o  2 . 2  

Em um s i s t e m a  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a d o  (E,  - < ) ,  a ( b )  é 

o  IMEDIATO PREDECESSOR ( IMEDIATO SUCESSOR) de  b ( a )  s e  a  - < b  e  

n ã o  e x i s t e  nenhum o u t r o  e l e m e n t o  c em E p a r a  o  q u a l  a  - c  - < b .Es  - 

s a  r e l a ç ã o  é d e n o t a d a  p o r  ( < ) .  

U t i l i z a n d o  a  i d é i a  d e  i m e d i a t o  p r e d e c e s s o r  o  s 

CPO's da  f i g u r a  ( A - 2 )  e  ( A - 3 )  podem s e r  s i m p l i f i c a d o s  uma v e z  

q u e  a  r e p r e s e n t a ç ã o  g r á f i c a  d e  (E ,  < )  6 m a i s  e c o n o m i c a  em t e r m o s  

d e  a r c o s  do que  o  g r a f o  de  (E ,  - < )  e mantém a  o r d e m  p a r c i a l  em 

e v i d ê n c i a .  E s t a  f o r m a  p a d r ã o ,  r e s u m i d a ,  d e  r e p r e s e n t a ç ã o  g r á f i c a  
d 

e  d e n o m i n a d a  DIAGRAMA D E  HASSE. P a r a  a s  f i g u r a s  ( A - 2 )  e  ( A - 3 )  t e  - 

mos o  d i a g r a m a  d e  Hasse  n a s  f i g u r a s  ( A - 4 ( a ) )  e  ( A - 4 ( b ) ) .  



Fig. A-4. Diagrama de Hasse 

Um caminho neste diagrama é normalmente referenciado como uma 
- 

CADEIA, embora possa ser chamado um caminho desde que (E, - < )  e 

um grafo direcionado. 

Um elemento m E (E, - < )  é MAXIMAL quando não existe 

um outro elemento a E (E, - < )  tal que m - < a (um elemento MINIMAL 
d 

e definido similarmente usando a relação > ) .  No diagrama de 

Hasse de (E, - < )  temos que o maximal (minimal) não está conectado 

a qualquer elemento acima (abaixo). Na figura (A-4(a)) os elemen - 

tos 8 e 1 2  são maximais e o elemento 1 é rninimal. Na figura 
- 

(A-4(b)) e2 maximal e el e minimal. 

Um elemento I E (E, - < )  é o MAIOR quando a - < I para 

todo a E (E, - < ) .  (O MENOR, O, é definido similarmente). A dife- 

rença entre um elemento maximal e o maior é que o maior é maxi- 



mal mas é comparável a  todos  os  o u t r o s  e l emen tos .  

O maior  e  menor quando ex i s t em s ã o  Únicos.  P o i s ,  s e  I1 e  I 2  são  

maiores  e n t ã o  I1  5 I p  e  I 2  5 1 1 ,  e n t ã o  I 2  = I  pe la  p r o p r i e d a d e  1 

a n t i s i m é t r i c a .  

Na f i g u r a  ( A - 4 ( a ) )  e x i s t e  u m  menor, o  e lemento  1 ,  mas não e x i s t e  

o  ma io r .  Na f i g u r a  ( A - 4 ( b ) )  e x i s t e  o  ma io r ,  e 2 ,  e  o  menor, e l  ' 

Esses e lementos  são  também conhecidos  por LIMITES UNIVERSAIS I e  

o .  

3 - RETICULADOS 

S e j a  a  e  b em u m  C P O  (E ,  - <).O S U P R E M O  ou JOIN de 

a  e  b é u m  e lemento  c  de E t a l  que a  - < c ,  b - < c  e  não e x i s t e  ne- 

n h u m  o u t r o  e lemento  x em E para o  qual a  - < x - < c  e  b - x - c .  Se 

u m  pa r  de e lementos  a  e  b em E tem u m  Único supremo, r e p r e s e n t a -  

mos por ( a  v b )  = v t a ,  b ) .  

S e j a  a e  b em u m  C P O  ( E ,  - < ) .  @ Í N F I M O  ou M E E T  de a  

e  b é u m  e lemento  d de E t a l  que d - < a  e  d - < b e  não e x i s t e  ne- 

n h u m  o u t r o  e lemento  x em E para  o  qual  d - < x  - < a  e d - < x  - b .  Se 

u m  par  de e lementos  a  e  b em E tem um Único i n f i m o ,  r e p r e s e n t a -  

mos por ( a  A b )  = A t a ,  b ) .  



EXEMPLO 3 . 1  

No e x e m p l o  ( 1 . 4 ) ,  E  = ( 1 ,  2 ,  3,  4,  6,  8,  1 2 )  sob  a  

r e l a ç ã o  d e  d i v i s i b i l i d a d e ,  t e m o s  q u e  o s  e l e m e n t o s  3 e 8  n ã o  p o s -  

suem um sup remo ,  p o i s  o  m e n o r  i n t e i r o  d i v i s i v e l  p o r  3  e  8 é 24 ,  

que  n ã o  p e r t e n c e  a  ( E ,  < ) ,  f i g u r a  ( A - 4 ( a ) ) .  Temos a i n d a  que  

( 2  v  3 )  = 6 ,  ( 2 ~ 3 )  = 1,  ( 4  v 6 )  = 12 ,  ( 4 ~  6 )  = 2, ( 3  v  6 ) = 6  e  

( 3  A  6 )  = 3 .  

EXEMPLO 3 . 2  

S e j a  o s  d i a g r a m a s  d e  Hasse  d a  f i g u r a  ( A - 5 ) .  

( b )  

F i g .  A - 5 .  E x e m p l o  3 . 2  

Dado o  CPO (E ,  - < ) ,  um s u p r e m o  e  d e  um p a r  d e  e l e m e n t o s  a  e  b  em 

E é o b t i d o  com o  d i a g r a m a  n a  f i g u r a  ( A - 5 ( a ) ) .  Temos q u e  a  L e,ou 

s e j a ,  e x i s t e  uma c a d e i a  d e  a  a t é  e .  O mesmo p o d e  s e r  d i t o  p a r a  

b  - < e .  A s s i m  e  é um e l e m e n t o  comum a  d u a s  c a d e i a s  a s c e n d e n t e s  d e  

a  e  b  t a l  que  nenhum o u t r o  e l e m e n t o  d  - e  p o s s u i  a  mesma p r o p r i e  

d a d e .  d ai o  s i g n i f i c a d o  d o  t e r m o  JOIN. I n t e r p r e t a ç ã o  seme l  h a n t e  



- 
e  d a d a  ao  MEET. 

Na f i g u r a  ( A - 5 ( b ) )  t e m o s  que  o s  e l e m e n t o s  a  e  b  possuem d o i s  s u -  

p remos  c  e  d  e  um ú n i c o  i n f i m o  ( a  A b ) .  

TEOREMA 3 . 1  

P a r a  q u a l q u e r  p a r  d e  e l e m e n t o s  a e  b  em um C P O  

( E ,  - 0, o  sup remo  ( i n f i m o )  d e  a  e  b  e x i s t e  s e  e  s o m e n t e  s e  

( E ,  - < )  t e m  o  l i m i t e  u n i v e r s a l  I ( 0 ) .  

U m  RETICULADO é um C P O  (E ,  - < )  t a l  que  q u a l q u e r  p a r  

d e  e l e m e n t o s  p o s s u i  um Ú n i c o  S U P R E M O  e  TNFIMO. Um r e t i c u l a d o  s e -  

r á  r e p r e s e n t a d o  p o r  (E ,  v , ~ )  o u  p e l a  l e t r a  L .  

TEOREMA 3 . 2  

E m  um r e t i c u l a d o  a s  o p e r a ç õ e s  b i n á r i a s  de  SUPREMO 

e  INF IMO s a t i s f a z e m  a s  p r o p r i e d a d e s :  

( 1 ) a v a = a  

a  A  a  = a  ( I d e m p o t ê n c i a )  

( 2 ) a v b = b v a  

a  A  b  = b  A  a  ( C o m u t a t i v a )  

( 3 )  ( a  v  b ) v  c  = a  v ( b  v  c )  

( a  A b ) ~  c  = a  A  ( b  A  c )  ( A s s o c i a t i v a )  



( 4 . )  a  v ( a  A b )  = a  

a ~ ( a  v b )  = a  ( A b s o r ç ã o )  

( 5 )  a v  b  = b ,  a  A b  = a ,  a  - < b  são  e q u i v a l e n t e s .  ( P r i n c i p i o  de  

c o n s i s t ê n c i a ) .  

EXEMPLO 3 . 3  

O C P O  da  f i g u r a  ( A - 5 ( a ) )  é um r e t i c u l a d o .  Ao p a s s o  

que ,  o  da  f i g u r a  ( A - 5 ( b ) )  n ã o  é, p o i s  o s  e l e m e n t o s  a  e  b  possuem 

m a i s  d e  um s u p r e m o .  

EXEMPLO 3 .4  

S e j a  

15 ,  20 ,  30 ,  6 0 )  e  

s i b i l i d a d e .  O d i a g  

C P O  (E,  - < )  o n d e  E = ( 1 ,  

a  o r d e m  p a r c i a l  ( < )  - d a d a  

rama de  Hasse  é dado  p e l a  

2,  3 ,  4 ,  5, 6 ,  10 ,12 ,  

p e l a  r e l a ç ã o  d e  d i v i -  

f i g u r a  ( A - 6 ) .  

F i g .  A - 6 .  E x e m p l o  3 . 4  



Tem-se os limites universais I = 60 e O = 1 .  Logo, pelo teorema 

(3.1) cada par de elementos possui um supremo e um infimo que ve - 

rificamos ser Único. Portanto ( E ,  - < )  é um reticulado. Podemos ve - 

rificar que pela propriedade ( < )  - definida acima, o supremo coin- 

cide com minimo múltiplo comum e o infimo ao máximo divisor co- 

mum. 

Com a definição de cadeia dado anteriormente, po- 

de-se definir ALTURA de e E E, h(e), no reticulado (E, V y A  ) ,  co - 

mo o comprimento da menor cadeia entre o limite universal O e o 

elemento e. 

Entre os vários tipos de reticulados temos: 

SEMIMODULAR OU SUBMODULAR: Se para todo a, b E L 

a e b são imediatos sucessores de (a A b )  então 

(a v b) é o imediato sucessor de a e b. Ou, 

h(a) + h(b) - > h(a v b) + h ( a  A b) 

A teoria apresentada, demonstração dos teoremas, 

além de outras informações, pode ser visto em 1 1 1 ,  1181. 

4 - RETICULADOS DE MATRÕIDES 

Seja M = (E, F )  um matróide sobre E. 



TEOREMA 4 .1  

S e j a  L ( M )  = (Ey - < )  o  c o n j u n t o  p a r c i a l m e n t e  o r d e n a -  

do  d e  s u b c o n j u n t o s  f e c h a d o s  de  E,  o r d e n a d o s  p o r  i n c l u s ã o .  E n t ã o  

L ( M )  é um r e t i c u l a d o  do  r n a t r ó i d e  M = (E ,  F ) .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  L ( M )  = ( E y  - < )  o  C P O  d e  s u b c o n j u n t o s  f e c h a d o s  

d e  E, o r d e n a d o s  p o r  i n c l u s ã o .  

S e j a  R E L ( ? l )  e  S  E L ( M ) .  M o s t r a r e m o s  que  e x i s t e  um Ú n i c o  s u p r e -  
- 

mo e  um Ú n i c o  y n f i r n o  p a r a  t o d o  R e S em L ( M )  e  p o r t a n t o  L ( M )  e  

um r e t i c u l a d o  p e l a  d e f i n i ç ã o .  

Temos que  R ~ S C R ~ R ~ S C S  - 

L o g o  não  e x i s t e  nenhum Q t a l  que  

Do t e o r e m a  ( 1 1 - 3 . 3 . 2  ( F 1 ) ( F 2 ) )  e  ( A - 1 )  e n t ã o  

De ( A . 3 ) ,  ( A . 4 )  e  ( A . 5 )  t e m o s  



Mas como R E L ( M )  e  S E L ( R ) ,  s ã o  f e c h a d o s ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  d e  

c o n j u n t o  f e c h a d o  

De ( A . 6 )  e  ( A . 7 )  e n t ã o  R r) S C  - SP(R S ) C  - SP(R)  n S P ( S )  = R n S .  

L o g o  

P o r t a n t o  (R n S )  é f e c h a d o  e  c o n s e q u e n t e m e n t e  

De ( A . 8 ) ,  ( A . 2 )  e  ( A . l )  e n t ã o  R n S = R A S é um f n f i m o  de  R e  

S e  e s t e  f n f i m o  é ú n i c o .  

De f o r m a  s e m e l h a n t e ,  m o s t r a r e m o s  q u e  R V S = SP(R U S )  e  q u e  e s -  
- - 

t e  sup remo  e  u n i c o .  

E v i d e n t e m e n t e  SP(R U S )  E L ( M )  p o i s  um c o n j u n t o  f e c h a d o .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  R C  - R U S e  S C  - R U S 

Do t e o r e m a  ( 1 1 - 3 . 3 . 2  ( F Z ) ) ,  



L o g o ,  de  ( A . 9 )  e  ( A . l O )  e n t ã o  

B a s t a  m o s t r a r  q u e  n ã o  e x i s t e  Q E L ( M )  t a l  que  

e  e n t ã o  c o m p l e t a m o s  a  d e m o n s t r a ç ã o .  

S e j a  R U S C Q C S P ( R  - U S )  

Do t e o r e m a  ( 1 1 - 2 . 1  . 2 ( b ) )  t e m o s  d e  ( A . l l )  q u e  

S e j a  r ( R  U S )  = r .  L o g o ,  da  d e f i n i ç ã o  d e  f e c h o  

r = r ( R  U S )  = r ( S P ( R  U S ) )  ( A . 1 3 )  

De ( A . 1 2 )  e  ( A . 1 3 )  e n t ã o  r ( Q )  = r ( A . 1 4 )  

De ( A . 1 1 ) ,  ( A . 1 3 )  e  ( A . 1 4 )  Q n ã o  é f e c h o  d e  ( R U S ) .  L o g o  

SP(R U S )  = R v S é um s u p r e m o  e  é ú n i c o .  

Como o  r e s u l t a d o  é v á l i d o  p a r a  t o d o  R E L ( M )  e  S E L ( M )  e n t ã o  

L ( M )  é um r e t i c u l a d o .  



EXEMPLO 4 . 1  

S e j a  o  m a t r ó i d e  M = ( E ,  F )  s o b r e  E  = { e l ,  e 2 } .  O 

r e t i c u l a d o  L ( M )  é d a d o  p e l a  f i g u r a  ( A . 8 )  p a r a  ( a )  el e  e 2  d e p e n -  

d e n t e s  e  ( b )  el e  e 2  i n d e p e n d e n t e s .  

( a )  e1 e  e 2  d e p e n d e n t e s  ( b )  el e  e 2  i n d e p e n d e n t e s  

F i g .  A - 8 .  E x e m p l o  4 . 1  

EXEMPLO 4 . 2  

S e j a  o  m a t r õ i d e  M = ( E , F )  t a l  q u e  t o d o  s u b c o n j u n t o  

d e  E  é i n d e p e n d e n t e .  O r e t i c u l a d o  L ( M )  p a r a  E  = {el .e2.e3} é d a -  

d o  p e l a  f i g u r a  ( A - 9 ) .  

F i g .  A -9 .  E x e m p l o  4 . 2  



EXEMPLO 4 . 3  

S e j a  o  g r a f o  G = ( N , A )  d a d o  n a  f i g u r a  ( A - l G ( a ) ) .  

e 1 

( b )  

F i g .  A - 1 0 .  E x e m p l o  4 . 3  



S e j a  M = ( E ,  F )  o  ma t ró ide  g r á f i c o  d e f i n i d o  s o b r e  E = A no g r a f o  

G .  Os e l emen tos  de L ( M )  é o  r e t i c u l a d o  da f i g u r a  ( A - l O ( b ) ) .  

E n t r e  o u t r a s ,  o  r e t i c u l a d o  de u m  m a t r ó i d e ,  L ( M ) ,  

s a t i s f a z  a s  p r o p r i e d a d e s :  

( 1 )  L ( M )  é f i n i t o  com l i m i t e s  u n i v e r s a i s  I = E e  O = S P ( g )  

( 2 )  Os i m e d i a t o s  s u c e s s o r e s  de O ( A T O M O S )  são  e lementos  de pos to  

1 em M .  

( 3 )  U m  e lemento  de L ( M )  é o  imed ia to  p r e d e c e s s o r  de E s e  e  somen - 

t e  s e  tem pos to  i g u a l  a  r ( E )  - 1 em M .  

( 4 )  U m  subcon jun to  f echado  S C  - E é o  imed ia to  s u c e s s o r  de u m  

subcon jun to  fechado R C  - E em L ( M )  s e  e  somente s e  RC - S e  

r ( S )  = r ( R )  t 1 .  

Das p r o p r i e d a d e s  acima podemos r e t i r a r  que o  com- 

pr imento da menor c a d e i a  do l i m i t e  u n i v e r s a l  O a  u m  e1 emen t o  

S E L ( M )  é r ( S ) .  Logo a  a l t u r a  de S ,  h ( S )  = r ( S ) .  Mas, do t e o r e -  

m a ( I I ~ 2 . 1  . 2 ( c ) )  pzra q u a i s q u e r  R C - E e  S C -- E temos: 

S e j a  R e  S s u b c o n j u n t o s  f echados  de E .  Do teorema ( 4 . 1 )  temos 

que R v S  = S P ( R U S )  e  R A  S = R n  S (A.lO) 

Da d e f i n i ç ã o  de f echo  r ( S P ( R  U S ) )  = r ( R  U S )  ( A . l l )  



r ( R  V S )  t r ( R  A S )  = r ( S P ( R  U S ) )  t r ( R  n S )  

= r ( ~  U S )  + r ( R  í l  s )  

r ( R V  S )  t ~ ( R A  S )  - < r ( R )  t r ( S )  

P o r t a n t o  o s  e l e m e n t o s  d e  L ( M )  s a t i s f a z e m  a p r o p r i e d a d e  d e  s u b m o -  

d u l a r i d a d e  com r e l a ç ã o  a o s  o p e r a d o r e s  ( v , A  ) .  Como h ( S )  = r ( S )  

t e m o s  q u e  

h ( S )  t h ( R )  - > h ( S  V R)  t h ( S  A R ) .  

e  p o r t a n t o  L ( M )  é s u b m o d u l a r .  
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U M  ALGORITMO GULOSO P A R A  M A T R Ó I D E S  G R A F I C O S  

S e j a  o  g r a f o  G(N, A ) .  S e j a  M = ( E ,  F )  um ma t rõ ide  

g r á f i c o  d e f i n i d o  s o b r e  E = { e l ,  ..., e,},  onde E é o  c o n j u n t o  de 

a r c o s  de G e  F o  c o n j u n t o  de f l o r e s t a s  de G .  S e j a  a  função  de pe - 

s o s  c :  E - R.  A cada a r c o  ( i ,  j )  e s t á  a s s o c i a d o  o  c u s t o  c i j  De- 

t e r m i n a r  a  á r v o r e  g e r a d o r a  minima S * C  E ,  S* E F .  - 

Aplicando o a l g o r i t m o  2 ,  n o  PASSO 2 ,  o t e s t e  de 
k independência  c o n s i s t e  em t e s t a r  s e  o subcon jun to  ( S  U { e k + l } )  

6 

e  ou não uma f l o r e s t a ,  ou s e j a ,  s e  contém ou não u m  c i c l o .  O 

a l g o r i t m o  gu loso  que i remos a p r e s e n t a r  mantém a s  c a r a c t e r i s t i c a s  

do a l g o r i t m o  2 ,  s e l e c i o n a r  u m  e lemento  e  k+l de  peso minimo e  t e s  - 
k t a r  s e  o  mesmo é dependente  em S  . Porém, com uma sequênc ia  de 

ope rações  p r õ p r i a .  

S e j a  N = P U 7 , P n F = g, onde P s e r á  o  c o n j u n t o  

dos nós pesqu i sados  e  P o c o n j u n t o  dos nós não p e s q u i s a d o s .  Defi - 

nimos u m  A R C O  MINIMAL D E  j E 7 ao a r c o  de peso minimo l i g a n d o  j 

a  algum n Õ  i  E P .  O a l g o r i t m o  i n i c i a  o  p rocesso  por u m  nó a r b i -  

t r á r i o .  S e j a  i  e s t e  nó. Então ,  P = { i )  e  7 = N - { i ) .  Determina 

os  a r c o s  minimais  para todo  j E F. Como P contém u m  único  elemen - 

t o ,  e s t e s  a r c o s  s e r ã o  t o d o s  o s  a r c o s  contendo i  como uma das  ex-  

t r e m i d a d e s .  Aos nós j E não l i g a d o s  d i r e t a m e n t e  a  i  podemos a s  - 
saciar u m  a r c o  a r t i f i c i a l  com peso i n f i n i t o .  A s e g u i r ,  de t e rmina  

como novo e lemento  de P o  n Õ  j E P c o r r e s p o n d e n t e  ao menor a r c o  



m i n i m a l .  S e j a  k  e s t e  nÕ, k E 7. Faz  P  = P U { k )  e  P = 7 - { k ) .  

A t u a l i z a  o s  a r c o s  m i n i m a i s  d e  j E P. A s e g u i r ,  e s c o l h e  um n o v o  
d - 

e l e m e n t o  p a r a  P  e  s u c e s s i v a m e n t e  a t e  P = P ) .  Como n o  i n i c i o  d o  

p r o c e s s o  lpl = n - 1 ,  ( n - 1 )  a r c o s  s e r ã o  s e l e c i o n a d o s  f o r m a n d o  uma 
- 
a r v o r e  g e r a d o r a .  

O a l g o r i t m o  s e  c o m p o r t a  como s e  a  c a d a  nÕ d e  j E P 

a s s o c i a m o s  um p e s o  c  c o r r e s p o n d e n t e  ao  p e s o  do  a r c o  m i n i m a l  d e  
j 

j E P. A  c a d a  p a s s o ,  um n o v o  e l e m e n t o  k  E P d e  p e s o  mTnimo é a n e  - 

x a d o  a  P  e  e n t ã o  o s  p e s o s  c  v j E ( F - { k ) )  são  a t u a l i z a d o s .  Se 
j ' - 

e - 
gue  a t e  P  = fl. 

ALGORITMO B - GULOSO PARA MATRÕIDES GRAFICOS 

S e j a  o  nÕ i n i c i a l  i = 1 .  S e j a  L ( j )  o  v e t o r  c o n t e n -  

do  p a r a  c a d a  j E 7 a  e x t r e m i d a d e  em P d o  a r c o  m i n i  
- 

ma l  d e  j, o u  s e j a ,  L ( j )  = i o n d e  i E P  e  ( i , j )  e  

o  a r c o  m i n i m a l .  

PASSO O .  n  = I N I  

P a r a  j = 2 ,  3 ,  . .., n  

Faça  L ( j )  = 1  e  c  = c  
j 1 j 

PASSO 2 .  S e l e c i o n e  k  E P t a l  que  c k  = m i n  { c  . I  
J 

j~ P 



PASSO 3 .  P  = P U { k )  
- 
P = P - { k )  

S *  = S *  IJ { ( L ( k ) y  k ) l  

PASSO 4 .  Se P = fl e n t ã o  PARE. S *  c o n t é m  uma á r v o r e  g e r a d o r a  m i n i  - 

n a .  

Se não  V A  AO PASSO 5 .  

PASSO 5. P a r a  t o d o  j E P 

S e c  < c  e n t ã o f a ç a c  = c  e L ( j ) = k  
k  j j j k  j 

PASSO 6.  VOLTE A O  PASSO 2 .  

- 
O c o n j u n t o  d e  a r c o s  S *  C - E ,  S *  E F, e uma a r v o r e  

g e r a d o r a  r n i n i m a .  

EXEMPLO 1 .  S e j a  o  g r a f o  da  f i g u r a  ( 1 1 1 . 1 ) .  

PO. n  = 7 ,  L ( 2 )  = L ( 3 )  = ... = L ( 7 )  = 1  

C = ( c z y  c y  ..., c n )  = ( 2 ,  4 ,  8, Y. 
c0 

3 4 

P2. c k  = m i n  { Z ,  4 ,  8, m)  = 2  -+ k  = 2 



P 2 .  c k  = m i n  { 5 ,  7 ,  5 ,  6) = 5 - k = 4 ( o u  k  = 6 )  



P 2 .  c k  = m i n  { 7 ,  6 )  = 6  + k  = 7  

P 2 .  c k  = m i n  { 4 }  = 4 - k  = 5 



P4. p = @. P A R E .  S* é uma á r v o r e  g e r a d o r a  minima. 

E m  que e s t e  a l g o r i t m o  s e  assemelha ao a l g o r i t m o  2 ?  

A cada passo u m  novo e lemento  k E P é s e l e c i o n a d o  e  anexado a  P .  

Como P n P = p l ,  s ão  d i s j u n t o s ,  ga ran t imos  a  não formação de  c i -  

c l o  d u r a n t e  o  p rocesso  i t e r a t i v o .  Suponhamos que e x i s t e  uma ca -  

d e i a  l i g a n d o  i  E P a j E P .  Para que o c o r r a  u m  c i c l o  em P é ne- 

c e s s ã r i o  uma nova c a d e i a  l i g a n d o  j a  i ,  i s t o  é ,  i  deve s e r  s e l e -  
- 

c ionado novamente.  Mas como i  E P e  p o r t a n t o  i  6 P, i s t o  não 

o c o r r e r á ,  impedindo a  formação do c i c l o .  Assim a  formação de c i -  

c l o s  v e r i f i c a d a  p e l o  a l g o r i t m o  2 ,  no PASSO 2 ,  e s t á  embutida no 

p rocesso  de c o n s t r u ç ã o  de á r v o r e  g e r a d o r a  do a l g o r i t m o  B .  

Quanto ao p rocesso  de s e l e ç ã o ,  o  a l g o r i t m o  2 s e l e -  

c i o n a  o s  e l emen tos  de E em ordem c r e s c e n t e  de pesos ,  (minimiza-  

ç ã o ) .  O a l g o r i t m o  B ,  s e l e c i o n a  e n t r e  os  a r c o s  minimais  o  de me- 

nor peso ,  a t u a l i z a  os  a r c o s  minimais  dos nós r e s t a n t e s  em P, s e -  

l e c i o n a  o  de menor peso e  segue  sucess ivamen te .  O u  s e j a ,  s e l e c i o  - 
na u m  a r c o  minimal de menor peso mas não n e c e s s a r i a m e n t e  o  a r c o  

d 

de peso mínimo e n t r e  o s  a r c o s  a inda  não s e l e c i o n a d o s .  Porém, e  

f á c i l  v e r i f i c a r  que t o d o s  o s  a r c o s  de peso minimo s e l e c i o n a d o s p e  - 

1 0  a l g o r i t m o  2 em ordem c r e s c e n t e ,  s e r ã o  s e l e c i o n a d o s  pe lo  a l g o -  

r i t m o  B em uma ordem não n e c e s s s a r i a m e n t e  c r e s c e n t e ,  encon t rando  

a  mesma s o l u ç ã o .  Assim é um a l g o r i t m o  gu loso  e x a t o  fo rnecendo  



uma á r v o r e  g e r a d o r a  rnTnirna d e  G, i s t o  é, u m a  b a s e  d e  peso r n i n i -  

m o  d o  m a t r õ i d e  g r á f i c o .  



INTERSECÃO D E  MATRÓIDES 

E s t e  5 um o u t r o  ramo da  t e o r i a  d e  m a t r õ i d e s .  Se - 

j a  Mi = (E ,  F i ) ,  i = 1 ,  ..., n  um c o n j u n t o  d e  n  m a t r õ i d e s  d e f i  - 

n i d o s  s o b r e  E .  Cada m a t r õ i d e  Mi s a t i s f a z  a  uma ' e s t r u t u r a  d e  

i n d e p e n d ê n c i a "  que  g e r a  Fi. O p r o b l e m a  c o n s i s t e  em d e t e r m i n a r  

um s u b c o n j u n t o  S c - E t a l  q u e  S E F1, S  E F2 ,  ,.., S  E Fn,  ou 

s e j a ,  S 5 um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  em t o d o s  o s  m a t r õ i d e s  Mi. 

EXEMPLO 1  

S e j a  o  g r a f o  c o n e x o  d i r e c i o n a d o  G(N, A ) , I N I =  e .  

S e j a  E = A o  c o n j u n t o  d e  a r c o s  d e  G .  Podemos d e f i n i r  um m a t r õ i  - 
d 

d e  M1 = ( E ,  F 1 )  s o b r e  E o n d e  F1 e  o  c o n j u n t o  d e  f l o r e s t a s  em 

G .  T r a t a - s e  d e  um p r o b l e m a  s e m e l h a n t e  a o  p r o b l e m a  3 ,  s e c ã o  

( I I I . l ) ,  s õ  que  a g o r a  c o n s i d e r a m o s  a r c o s  d i r e c i o n a d o s .  D e t e r m i  - 

n a r  uma b a s e  S E F1 d e  M1 5 d e t e r m i n a r  uma á r v o r e  g e r a d o r a  d e  

G .  

S e j a  o g r a f o  c o n e x o  d i r e c i o n a d o  G(N, A )  n a  f i g u r a  ( C - 1 ) ,  o n d e  

E = A = ( 1 ,  2 ,  ..., 1 2 ) .  



F i g .  C-1.  E x e m p l o  1 .  

P a r a  o  m a t r Õ i d e  M 1  = ( E ,  F 1 )  d e f i n i d o  a c i m a  t e m o s  q u e  

D e f i n i r e m o s  um o u t r o  m a t r õ i d e  s o b r e  E .  S e j a  M2 = ( E ,  F 2 )  t a l  

q u e  p a r a  t o d o  S  E F 2 ,  151 - < n - 1  e  c a d a  nÕ j E N é d e s t i n o  de  

no  m á x i m o  um e l e m e n t o  d e  S, i s t o  é, em c a d a  nÕ c h e g a  n o  máx imo  



um a r c o .  D e t e r m i n a r  uma b a s e  S E F2  d e  M 2  é e n c o n t r a r  um c o n -  

j u n t o  S E F 2  t a l  q u e  / S /  = n - 1 .  Como t e m o s  ( n - 1 )  a r c o s  e  como 

d e s e j a m o s  g a r a n t i r  q u e  a  c a d a  n ó  c h e g a  no  m á x i m o  um a r c o ,  e s t a  

ú l t i m a  c o n d i ç ã o  s e r á  a t e n d i d a  s e  g a r a n t i r m o s  q u e  a  ( n - 1 )  n ó s  

c h e g a  p e l o  m e n o s  um a r c o .  No c a s o  d e  t e r m o s  ( n - 1 )  a r c o s ,  a  

c a d a  um d o s  ( n - 1 )  n ó s  c h e g a r á  e x a t a m e n t e  um a r c o .  

C o n s i d e r a n d o  o  g r a f o  d a  f i g u r a  ( C - 1 )  t e m o s  p a r a  o  m a t r õ i d e  

M = ( E ,  F 2 )  q u e :  

d E f á c i l  v e r i f i c a r  q u e  uma b a s e  d e  M 1  e M 2  e  um s u b c o n j u n t o  

S C  - E ,  S  E F1 e S  E F2  t a l  q u e  S  é uma " a r b o r e s c ê n c i a  g e r a d o -  

r a "  d e  G .  P o i s ,  d e  M 1  t e m o s  q u e  S  é uma á r v o r e  g e r a d o r a .  S e  
- 
e uma á r v o r e  g e r a d o r a  e n t ã o  / S I  = n - 1 ,  q u e  s a t i s f a z  a  p r i m e i r a  

c o n d i ç ã o  em M 2 .  P o r  M e ,  ( n - 1 )  e l e m e n t o s  d e  N s ã o  d e s t i n o s  d e  
- 

p e l o  m e n o s  um e l e m e n t o  d e  S .  L o g o ,  e  uma á r v o r e  g e r a d o r a  com 

r a i z ,  o u  s e j a ,  uma " a r b o r e s c ê n c i a  g e r a d o r a " .  E n t r e  a s  b a s e s  

S  E F1 e S  E F2  n o  g r a f o  d a  f i g u r a  ( C - 1 )  t e m o s :  



( 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  7 ,  121 ,  ( 1 ,  2 ,  6, 7 ,  1 1 ,  1 2 1 ,  ( 1 ,  3 ,  4 ,  5 ,  7, 1 2 1  

e t c .  

Um t e r c e i r o  m a t r Õ i d e  p o d e  s e r  d e f i n i d o  s o b r e  E ,  M 3  = ( E ,  F 3 ) ,  

t a l  q u e  S C - E ,  S E F3  s e  I S I  - < n - 1  e  c a d a  n ó  j E N é o r i g e m  d e  

n o  máx imo  um e l e m e n t o  d e  S .  D e t e r m i n a r  uma b a s e  S E F3  d e  

M 3  é e n c o n t r a r  um c o n j u n t o  S E F3 t a l  q u e  ] S /  = n -1 .  Como t e -  

mos ( n - 1 )  a r c o s  e  d e s e j a m o s  o a r a n t i r  q u e  d e  c a d a  nÕ s a i a  n o  

máx imo um a r c o ,  e s t a  c o n d i ç ã o  s e r á  a t e n d i d a  s e  g a r a n t i r m o s  que  

d e  ( n - 1 )  n ó s  s a i a  p e l o  menos um a r c o .  No c a s o  d e  t e r m o s  ( n - 1 )  

a r c o s ,  d e  c a d a  um d o s  ( n - 1 )  n ó s  s a i r á  e x a t a m e n t e  um a r c o .  Con - 
- s i d e r a n d o  o  g r a f o  da  f i g u r a  ( C - 1 )  t e m o s  p a r a  o  m a t r Õ i d e  M 3  - 

( E ,  F 3 )  q u e :  

Também é f á c i l  v e r i f i c a r  que  uma b a s e  d e  M l Y  M 2  e  M 3  é um sub  - 

c o n j u n t o  S C  E ,  S E F1 ,  S E F 2  e  S E F3  t a l  q u e  S é um c a m i n h o  

c o n t e n d o  ( n - 1 )  a r c o s  n o  g r a f o .  P o i s ,  p o r  M 1 ,  M2 e M 3  temos  

I S I  = n - 1 .  P o r  M 1 ,  S é uma á r v o r e ,  p o r  M 2  ( n - 1 )  n ó s  d e  G são  

d e s t i n o s  d e  p e l o  menos um e l e m e n t o  d e  S e  p o r  M 3  ( n - 1 )  n ó s  

de  G s ã o  o r i g e n s  d e  p e l o  menos um e l e m e n t o  d e  S .  L o g o ,  t e m o s  



uma a r b o r e s c é n c i a  que é u m  caminho. Uma base  S E F 1 ,  S E F 2  e  

S E F3  no g r a f o  da f i g u r a  ( C - 1 )  é dada por :  

S = ( 1 ,  2 ,  6 ,  7 ,  1 1 ,  1 2 1 ,  em t r a ç o s  c h e i o s  na f i g u r a .  

P o r t a n t o ,  u m  exemplo para um problema que s e j a  formulado a 

p a r t i r  da i n t e r s e ç á o  de M 1 ,  M 2  e  M 3  é o  da de te rminação  de 

uma r o t a  a b e r t a  no problema do c a i x e i r o  v i a j a n t e .  

Como para cada m a t r õ i d e  M = ( E  , F )  podemos de- 

f i n i r  o  p o l i e d r o  do m a t r õ i d e  M, para o  problema de i n t e r s e ç ã o  

de m a t r ó i d e s  podemos d e f i n i r  um problema de i n t e r s e ç ã o  de p o -  

l i e d r o s  de m a t r õ i d e s  que c o n s i s t e  em d e t e r m i n a r  x E IR E e  

x E P onde P e o  p o l i e d r o  i n t e r s e ç ã o  dos p o l i e d r o s  P i  de ma- 

t r Õ i d e s  M i  = ( E ,  F i ) .  

S e j a  M, = ( E ,  F 1 )  e  M 2  = ( E ,  F 2 )  O modelo r e -  

s u l t a n t e  da i n t e r s e ç ã o  de M 1  e  M 2  s e  resume em: 

max Z = cx max Z = cx 

x ~ [ o , i j ,  j & E ,  i n t e i r o  
j 

x & [ O , l ] ,  j & E ,  i n t e i r o  
j 

\ max Z = cx J 

x E [ o , ~ ] ,  ~ E E ,  i n t e i r o  
j 



Os algoritmos utilizados na resolução do proble - 

ma interseção são variados. Entre eles existe um algoritmo 

prima1 e outro primal-dual apresentado em 1141. A utilização 

de algoritmos gulosos heuristicos para este problema é mencio- 

nado no capitulo I V  deste trabalho. 

Com a interseção de matróides problemas maiores 

podem ser enfocados considerando na "estrutura de independên- 

cia" de cada matróide um conjunto de restrições. 



SUBMODULARIDADE 

E uma p r o p r i e d a d e  i n t r o d u z i d a  n a s  s e ç õ e s  a n t e r i o -  

r e s .  

O o b j e t i v o  d e s t a  s e ç ã o  é a p r e s e n t a r  t r ê s  d e f i n i -  

ç õ e s  d e  s u b m o d u l a r i d a d e  m o s t r a n d o  a e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  e1 a s .  

R e s s a l t a m o s  po rém,  que  e x i s t e  o u t r a s  d e f i n i ç õ e s  e q u i v a l e n t e s  a  

e s t a s  t r ê s .  F i n a l m e n t e  a p r e s e n t a r e m o s  a l g u m a s  f u n ç õ e s  submodu-  

l a r e s .  

S e j a  E = ( 1 ,  2, ..., n )  e  a  f u n ç ã o  d e  c o n j u n t o  f 

d e f i n i d a  s o b r e  o s  s u b c o n j u n t o s  d e  E .  

S e j a  P . ( S )  = f ( S  U { j l )  - f ( S ) ,  o  a c r é s c i m o  d a  a d i ç ã o  d e  j ao  
J 

s u b c o n j u n t o  S .  

TEOREMA 1  

S e j a  a s  f u n ç õ e s  f t a l  q u e :  



c a d a  uma d a s  d e f i n i ç õ e s  são  e q u i v a l e n t e s  e  d e f i n e  uma f u n ç ã o  

s u b m o d u l a r .  

D e m o n s t r a ç ã o :  S e j a  A C  - E,  B C  - E q u a i s q u e r  e  R C  - S C  - E 

( 1 )  - ( 2 )  V A ,  B  C - E em ( 1 )  t e m o s :  

f ( ~ )  + f ( ~ )  - > f ( ~  u B )  + f ( ~  n B ) ,  v A ,  B C  - E 

S e j a  j S, A = R U { j l  e  B = S em ( 1 )  

f ( R U 1 . j ) )  + f ( S )  L f ( S U W )  + f ( R ) .  

P o r t a n t o ,  f ( R  U { j ) )  - f ( R )  - > f ( S  U { j l )  - f ( S )  

L o g o ,  p j ( R )  L p j ( S )  ( D - 4 )  

De ( I ) ,  t e m o s  f ( R )  - < f ( S ) ,  v R C  - S C  v E ( D - 5 )  

Como R C  - ( R U i j ) )  e  S C (S  U { j ) )  ( D . 6 )  

E n t ã o  d e  ( D . 6 ) ,  ( D . 5 )  e  ( D . 4 )  t e m o s  que  

De ( D . 4 )  f é s u b m o d u l a r  e  d e  ( D . 7 )  f é s u b m o d u l a r  e  

não  d e c r e s c e n t e .  

( 2 )  - ( 1 )  S e j a  A - Y  = j ,  j2, ..., 1 .  S e j a  i = 1,2 ,..., r. De 

( 2 )  o b t e m o s  que  



i = i  p  ( A n B ) ? p j  ( B ) ,  p o i s  ( A n B ) c B  
j 1 1  

- 

S u b s t i t u i n d o  p .  p o r  s u a  d e f i n i ç ã o ,  t e m o s  p a r a  1 = 
J 

1, 2, . . . ,  r q u e :  

L o g o ,  f a z e n d o  o  s o m a t õ r i o  d a s  r p a r c e l a s ,  i =1,2,  ..., r ,  

t e m o s ,  

Como A  fl B  U { j l .  ..., j = A 

B  U j ly ..., j = A U  B  



De ( D . 8 )  e  ( D . 9 )  t e m o s  q u e :  

P o r t a n t o  f ( A )  t f ( B )  > f ( A  U B )  t f ( A  n B )  - ( D . 1 0 )  

De ( 2 )  p j ( R )  > p . ( S )  > 0, v R C  S c  E, V j E E. ~ n t ã o  
J - & - 

f ( R  U C j l )  - f ( R )  - > f ( S U { j l )  - f ( S )  L O ( D . l l )  

Como RC - S, s e j a  S-R = {jl,...,j ,I. De ( D . l l )  t e m o s :  

L o g o ,  f a z e n d o  o  s o m a t õ r i o  d a s  r p a r c e l a s ,  t e m o s :  

f ( R ) <  f ( R  U { j l ,  ..., jr 1 = , f ( S )  ( D . 1 2 )  

De ( D . 1 2 )  e  ( D . l l )  t e m o s  q u e :  

( 2 )  + ( 3 )  S e j a  A e  B  e  t a l  q u e  A-B= {k l ,k2,  ..., k q }  e  B  - A  = 

{ j l  , . . .. jr} 
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S u b t r a i n d o  ( D . 1 6 )  d e  ( D . 1 4 )  t e m o s :  

De ( 2 )  t e m o s  que  p .  ( S )  > O ,  v S c  E.  ( n ã o - d e c r e s c e n t e ) .  
J - - 

P o r t a n t o ,  1 p . ( A U B - { j ) )  - > 0, c o n s t i t u i  uma 
j & ( A - B )  J 

p a r c e l a  n e g a t i v a  em ( D . 1 7 )  e  p o d e  s e r  r e t i r a d a  m a n t e n  - 

do a  i n e q u a ç ã o .  L o g o ,  d e  ( D . 1 7 )  t e m o s :  

que  é a  d e f i n i ç ã o  ( 3 ) .  

( 3 )  -+ ( 2 )  S e j a  A  e  B  = ( A U { j ) ) .  De ( 3 )  t e m o s :  

Como A C  - B  t e m o s  q u e  ( A - B )  = !L?. L o g o ,  d e  ( D . 1 8 )  t e -  

mos : 

P o r t a n t o  P j ( A )  - > 0.. 

Com a s  d e f i n i ç õ e s  a c i m a ,  o u t r o s  r e s u l t a d o s  podem s e r  

o b t i d o s  1171 191. 



TEOREMA 2 

S e j a  c  uma f u n ç ã o  d e  p e s o s  c :  E + I R .  A  

l i n e a r  f ( S )  = 1 c  j y  S C  - E ,  é s u b m o d u l a r .  
j E S  

TEOREMA 3 

f u n ç ã o  

Uma c o m b i n a ç ã o  l i n e a r  p o s i t i v a  d e  f u n ç õ e s  submo- 

d u l  a r e s  é submodu l  a r .  

TEOREMA 4 

S e j a  g uma f u n ç ã o  d e  c o n j u n t o  s u b m o d u l a r  s o b r e  o s  

s u b c o n j u n t o s  d e  E ' .  S e j a  um c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  

i Ç j l c  - E ' ,  j E E .  Se 

( a )  g  é não  d e c r e s c e n t e ,  o u  

( b )  o s  Q j  são  d i s j u n t o s ,  

e n t ã o  f ( S )  = g (  U Q . )  = g ( U  Q . ) ,  S C  E ,  é uma f u n ç ã o  submodu-  
J J - 

j E S  S 

l a r  s o b r e  o  c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  E .  

D e m o n s t r a ç ã o :  da  s u b m o d u l a r i d a d e  d e  g  t e m o s  q u e :  



p o i s ,  V j & ( R  n S )  e n t ã o  Q j  e s t á  c o n t i d o  n a  i n t e r s e ç ã o ,  mas 

p o d e  e x i s t i r  a l g u m  Q C ( U  Q j )  e  Q j  C ( U  Q j )  t a l  
J 1  

que  
R S . . - 

J,, j2 6 ( R n  S )  e  Q j  = Q j2  . De ( b )  t e m o s  q u e  Q n Q = 0, 
1  j 1 j 2  

. E E .  Logo  d e  ( D . 2 0 )  a  i g u a l d a d e  6 s a t i s f e i t a  com a  c o n -  
j1 YJ, 

d i ç ã o  ( b ) .  

De ( D . 2 0 )  e  com a  c o n d i ç ã o  ( a )  t emos  q u e :  

Temos que  [ ( U  Q j ) U ( u  Q ~ ) ]  = U Q j -  P o r t a n t o  tem0s: 
R S RU S 

Logo ,  d e  ( D . 1 9 ) ,  ( D . 2 1 )  e  ( D . 2 2 )  t e m o s  q u e :  

f ( R )  + f ( S )  > g (  U Q j )  + g (  U Q j )  = f ( R U S )  + f ( ~ n s )  
- RUS Rn S  

TEOREMA 5 

S e j a  o  m a t r Õ i d e  M = ( E ' ,  F ( E 1 ) )  e  uma f u n ç ã o  d e  

p e s o s  c :  E '  -t IR .  P a r a  R C  - E '  a  f u n ç ã o  d e  c o n j u n t o :  

f ( ~ )  = max 1 C j  

R & F ( E 1 )  j & R  



- 
e submodular e não decrescente. 

~emonstração: Seja R C  - S C  - E' tal que R E F(E1) e S E F(E1),con - 

juntos independentes no matróide. Utilizando a definição de 

submodularidade (2), teorema 1 ,  mostraremos que 

pj(R) - > pj(S) - > O para V R C  - S C  - E' e j E E'. 

Para isto, consideremos para R E F(E1) e j E E' que: 

se (RU{j}) é independente 

f (R U {j 1)-f (R) = (D.23) 
-a, caso contrário 

(a) Seja j E E '  independente em R. 

Portanto, de (D.23), f(R U {j)) - f(R) = c 
j 

Como R C - S C  - E' então temos que: 

se j é independente em S 

f(S U W ) - f ( S )  = 

-a, caso contrãrio 

Consequentemente, de (D.24) e (D.25) temos: 



( b )  S e j a  j E E '  d e p e n d e n t e  em R .  

P o r t a n t o ,  d e  ( D . 2 3 )  t e m o s  q u e :  

Como R C  - S C  - E ' ,  e n t ã o  j também é d e p e n d e n t e  em S. L o g o  

C o n s e q u e n t e m e n t e ,  d e  ( D . 2 7 )  e  ( D . 2 8 )  t e m o s  

f ( R  U W )  - f ( R )  2 f ( S  U { j l )  - f ( S )  

De ( D . 2 6 )  e  ( D . 2 9 )  t e m o s  q u e :  

p j ( R )  - > p j ( S ) ,  b' R C  - S C  - E '  e  j E E ' .  

Como R C  - S  t e m o s  q u e  f ( R )  - f ( S )  e  p o r t a n t o  f é n ã o  d e c r e s c e n -  

t e .  L o g o :  

p j ( R )  2 p j ( S )  2 0,  V R C  - S C  - E ' ,  R & F ( E 1 ) ,  S & F ( E 1 )  e  j & E 1 . \  

TEOREMA 6  

S e j a  o  m a t r ó i d e  M = ( E ' ,  F ( E 1 ) )  e  uma f u n ç ã o  d e  

p e s o s  c :  E '  -t IR. S e j a  o  c o n j u n t o  d e  s u b c o n j u n t o s  {Q.k E ' ,  j & E .  
J - 

A f u n ç ã o  d e  c o n j u n t o  p a r a  S C  - E 



- 
e  s u b m o d u l  a r  e " n ã o  d e c r e s c e n t e .  

A  d e m o n s t r a ç ã o  d o  t e o r e m a  ( 6 )  é o b t i d a  a t r a v é s  d o  

t e o r e m a  ( 4 )  e  ( 5 ) .  

- 
P a r a  o  p r o b l e m a  d e  l o c a l i z a ç ã o ,  o  t e o r e m a  ( 6 )  e  

m o s t r a d o  n a  s e ç ã o  ( I V - 4 . 2 ) .  

A p r e s e n t a m o s  a p e n a s  a l g u n s  r e s u l t a d o s  p a r a  o  d e -  

s e n v o l v i m e n t o  d o  t e x t o ,  p o r é m  o u t r a s  d e f i n i ç õ e s  e  t e o r e m a s  p o -  

dem s e r  v i s t o s  em 1171 o u  em b i b l i o g r a f i a  e s p e c i f i c a .  
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