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ABSTRACT 

The o b j e c t i v e  of t h i s  r e s e a r c h  i s  t o  s t u d y  

l a r g e  s p a r s e  m a t r i c e s  s u i  t a b l e  a l g o r i t h m s .  

Yhe r e s e a r c h  q u e s t i o n  of t h i s  work i s  t h e  

f o l l o w i n g :  may one c r e a t e  l a r g e  s p a r s e  m a t r i c e s  s u i  t a b l e  

a l g o r i  thms, u s i n g  high l e v e l  programming l a n g u a g e s ,  t h a t  

r educe  t h e  ammount of main memory usage and paging a c t i v i t y ?  

The h y p o t h e s i s  t h a t  we want t o  prove t o  be 

t r u e  i s  t h i s :  i t  i s  p o s s i b l e  t o  deve lop  and implement l a r g e  

s p a r s e  m a t r i c e s  s u i t a b l e  a l g o r i t h m s ,  us ing  high l e v e l  

programming l anguages  l i k e  F O R T R A N ,  t h a t  r educe  t h e  ammount 

of main memory usage and paging a c t i v i t y  when compared w i t h  

t h e  t r a d i  t i o n a l  h a n d l i n g  m a t r i c e s  a l g o r i t h m s .  

T h i s  work i s  s t r u c t u r s d  i n  s i x  c h a p t e r s ,  wich 

p r e s e n t s  t h e  main s u b j e c t  i n  a  d i d a c t i c  way t o  t h e  r e a d e r s  of  

seve ra1  f i e l d s  i n  s c i e n c e ,  t h a t  u se  s p a r s e  m a t r i c e s .  The 

f i  r s t  c h a p t e r ,  named I n t r o d u c t i o n ,  p r e s e n t s  t h e  h i s t o r y  o£ 

t h e  problem and d i s c u s s e s  i t s  p r a c t i c a l  impor tance  t o  t h e  

community. The second c h a p t e r ,  c a l l e d  Bas ic  Concep t s ,  

d i s c u s s e s  t h e  ph i losophy  of v i r t u a l  memory, t h e  v e c t o r  and 

a r r a y  s t r u c t u r e  under  t h e  concep tua l  p o i n t  of view and 

f i n a l l y  how t h e  a r r a y  a r e  s t o r e d  i n  F O R T R A N .  The t h i r d  

c h a p t e r ,  c a l l e d  Mat r ix  Algebra ,  shows t h e  main m a t r i x  

o p e r a t i o n s  wi t h  t h e  o b j e e t i v e  of r e d u c i n g  t h e  paging 

a c t i v i t y  execu ted  by t h e  o p e r a t i n g  sys tem.  The f o u r t h  

c h a p t e r ,  c a l l e d  L i n e a r  Equa t ions  Sys tems,  d i s c u s s e s  what a r e  



t h e  l i n e a r  e q u a t i o n s  s y s t e m s ,  t h e  methods used t o  s o l v e  such  

sys tems which a r e  c a l l e d  e l i m i n a t i o n  or d i r e c t  methods and 

t h e  i t e r a t i v e  methods,  and f i n i s h i n g  wi th  a comparison 

between t h o s e  t y p e s  of methods.  Phe f i f t h  c h a p t e r ,  c a l l e d  

S p a r s e  M a t r i c e s ,  d i s c u s s e s  t h e  ph i losophy  of  S p a r s e  M a t r i c e s ,  

p r e s e n t s  some a1 t e r n a t i v e s  of ç t o r i n g  and r e t r i e v a l ,  s e l e c t s  

one of  t h e  a l t e r n a t i v e s  and d i s c u s s e s  t h e  main o p e r a t i o n s  

w i t h  s p a r s e  m a t r i c e s  i n  p r a e t i c a l  problems us ing  t h e  

c o n c e p t s  shown i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r s ,  p r e s e n t s  t h e  

o p t i m i z a t i o n  o p t i o n s  of  t h e  F O R T R A N  compi l e r  wich may be 

used by any u s e r  and f i n a l l y  shows a  l i s t  o f  a11 t h e  

a l g o r i t h m s  implemented,  based upon t h e  c o n c e p t s  d i s c u s s e d  i n  

t h i s  r e s e a r c h ,  w i t h  t h e  o b j e c t i v e  t o  prove t h e  t r u t h  of t h e  

r e s e a r c h  h y p o t h e s i s .  F i n a l l y  we have t h e  s i x t h  c h a p t e r ,  

c a l l e d  Conc lus ions  and Recomendations f o r  L i n e a r  Programming 

codes i m p l e m e n t a t i o n ,  where a1 1  t h e  a u t h o r s  c o n c l u s i o n s  a r e  

p r e s e n t e d .  B e s i d e s  t h e  c o n c l u s i o n s  expl  i c i  t l y  wri t t e n  i  n 

t h e  t e x t ,  t h i s  r e s e a r c h  has one p r a c t i c a l  r e s u l t ,  a  sys tem 

of s u b r o u t i n e s  wri t t e n  i n  F O R T R A N ,  implemented a t  t h e  

Burroughs 6700 computer s y s t e m ,  a t  Nucleo de Computação 

E l e t r Ô n i c a  i n  Rio de J a n e i r o  Fede ra l  U n i v e r s i t y .  That  

package can be c o n v e r t e d  e a s i l y  t o  o t h e r  cornputer s y s t e m s .  

More d e t a i l e d  i n f o r m a t i o n s  can be o b t a i n e d  w i t h  t h e  a u t h o r s  

a t  COPPE/UFRJ. 
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A s o l u ç ã o  de mui tos  problemas l i n e a r e s  em c i ê n -  

c i a  e  e n g e n h a r i a  s e  r eduz  ao problema matemát ico  de r e s o l v e r  

u m  con jun to  de equações  l i n e a r e s ,  Existem d o i s  t i p o s  p r i n c i -  

p a i s  de métodos para s o l u c i o n a r  s i s t e m a s  l i n e a r e s :  o  método 

d i r e t o  e  o  i t e r a t i v o .  O método d i r e t o  busca a  s o l u ç ã o  após  u m  

número f i n i t o  de d i f e r e n t e s  o p e r a ç õ e s .  O método i t e r a t i v o  co- 

meça com uma aproximação da s o l u ç ã o  e  por meio do uso r e p e t i -  

do do mesmo c o n j u n t o  de o p e r a s õ e s  a j u s t a  o  v a l o r  o r i g i n a l  da 

aproximação ao v a l o r  d e s e j a d o  da s o l u c ã o .  Métodos i t e r a t i v o s  

t i v e r a m  um g rande  desenvolv imento  com a  u t i l i z a ç ã o  de computa - 

d o r e s ,  que podem r e a l i z a r  m i l h a r e s  de o p e r a ç õ e s  n u m  r e d u z i d o  

pe r iodo  de  tempo. 

Os métodos i  t e r a t i v o s  usados o r i g i n a l m e n t e  pa ra  

s o l u c i o n a r  s i s t e m a s  l i n e a r e s  s ã o  a q u e l e s  do s é c u l o  XIX empre- 

gados pe lo  matemát ico  alemão Karl Gustav Jacob  Jacob i  e  p e l o  

astrÔnoyo alemão P . L .  S e i d e l  ( G a u s s - S e i d e l )  . E s t e s  métodos 

conduzem ã s o l u ç ã o  de  um s i s t e m a  l i n e a r  que pode s e r  r e p r e s e n  - 

t a d o  em sua forma m a t r i c i a l  p o r  Ax = b ,  onde A é uma m a t r i z  

quadrada  de ordem n com e lemen tos  r e a i s ,  e  - x e  - b são  v e t o r e s  
- 

com n e l emen tos  r e a i s .  A m a t r i z  A ,  po r  h i p ó t e s e ,  e  não- s ingu-  

l a r ;  i s t o  é :  ] A ]  # O ,  onde I A ]  é o  d e t e r m i n a n t e  de A .  O p ro-  

blema é e n c o n t r a r  os e l emen tos  de v e t o r  - x ,  dados os e l emen tos  

de  A e  b .  E s t e  problema, apa ren temen te  s imples ,  pode s e r  de d i -  

f y c i l  s o l u ç ã o  na p r á t i c a ,  quando t r a t a m o s  com m a t r i z e s  de  d i -  

mensões ma io res  que a q u e l a s  a p r e s e n t a d a s  como exemplos nos l i  - 

v r o s  t e x t o .  Podemos empregar computadores  p a r a  t r a t a r  e s t e s  



c a s o s  mais complexoss poderiam argumentar  a l g u n s .  Não devemos 

e squece r ,  no e n t a n t o ,  que o s  computadores  são  mãqui nas f  i  ni t a s  

e  que sua  memoria p r i n c i p a l  nem sempre pode armazenar  a s  ma- 

t r i z e s  que a l g u n s  u s u ã r i o s  g o s t a r i a m  de m a n i p u l a r ,  de uma só 

v e z .  Nes tes  c a s o s  a  u t i l i z a ç ã o  de memória a u x i l i a r  é p r a t i c a -  

mente i m p e r a t i  va ,  conduzi  ndo a  a1 gor í tmos  compl exos e  poucos 

e f i c i e n t e s  para  a  s o l u ç ã o  de s i s t e m a s  l i n e a r e s .  Recentemente 

foram d e s e n v o l v i d o s  s i  s temas capazes  de g e r e n c i a r  r e c u r s o s  de 

memória p r i n c i p a l  e  a u x i l i a r ,  f a c i l i  tando o  d e s e n \ ~ o l v i m e n t o  de 

g r a n d e s  apl  i c a ç õ e s .  0s  beneficias t r a z i d o s  por  t a l  d e s e n v o l -  

vimento podem s e r  a v a l i a d o s  em termos  de uma p r o d u t i v i d a d e  ma 

i o r  em programação,  l e g i b i l i d a d e ,  f a c i l i d a d e  de manutenção e  

c l a r e z a  de documentação.  E s t a  c a r a c t e r T s t i  ca dos s i s t e m a s  é 

chamada de "memória v i r t u a l  ", onde u m  s i s t e m a  i n t e r a g e ,  sem 

i n t e r v e n ç ã o  do u s u á r i o ,  e n t r e  a  memória p r i n c i p a l  e  d i s p o s i -  

t i v o s  de memória a u x i l i a r  s imulando uma memória p r i n c i p a l  de 

g r a n d e  c a p a c i d a d e  de armazenamento. Mesmo que e s t e j a m o s  usan-  

do s i s t e m a s  d e s t e  t i p o ,  devemos t e r  de te rminados  c u i d a d o s  pa- 

r a  não perdermos a  e f i c i ê n c i a  dos a l g o r i t m o s  usados  nos p ro -  

gramas de a p l i c a ç ã o .  I s t o  pode o c o r r e r  quando o  número de i n -  

t e r a ç õ e s  e n t r e  memória p r i n c i p a l  e  a u x i l i a r  aumenta acima de 

um de terminado n rve l  c o n s i d e r a d o  a c e i t á v e l  e  boa p a r t e  do tem - 

po é consumido em operações  de e n t r a d a  e  s a i d a ,  c o n d i s ã o  e s t a  

que é conhecida  como " t h r a s h i n g " .  E s t e  problema é p a r t i c u l a r -  

mente i m p o r t a n t e  no caso  de programas que manipulam g r a n d e s  

m a t r i z e s ,  como no caso  de s o l u c i o n a r  s i s t e m a s  de equações  l i -  

n e a r e s  para  a s  mais  d i v e r s a s  a r e a s  de conhecimento humano. 

E s t e  t r a b a l h o  t r a t a  o  caso  de armazenamento e  



o p e r a ç õ e s  com m a t r i z e s  de g r a n d e  p o r t e  do t i p o  " e s p a r s a " .  Foi 

u t i l i z a d o  o  computador BURROUGHS B6700 do Núcleo de Computa- 

ção E l e t r Ô n i c a  ( N C E )  da U n i v e r s i d a d e  Federa l  do Rio de J a n e i -  

ro  para  t e s t a r  o s  a l g o r í t m o s  a p r e s e n t a d o s  no d e c o r r e r  d e s t e  

t r a b a l h o .  O B6700 é u m  equipamento que t r a b a l h a  com memória 

v i r t u a l  e  todos  os  a l g o r í t m o s  foram d e s e n v o l v i d o s  e  implemen- 

t a d o s  em F O R T R A N  IV,  por s e r  uma linguagem mui to  conhec ida  

t a n t o  em U n i v e r s i d a d e s  quanto  em empresas  de uma forma g e r a l .  

O t e x t o  f o i  d e s e n v o l v i d o  de forma a  t o r n a r  de 

f ã c i  1  compreensão o s  concei  t o s  a p r e s e n t a d o s .  Após e s t a  i n t r o -  

dução ,  ap resen tamos  a  f i l o s o f i a  do que é memória v i r t u a l ,  suas 

p o t e n c i a l  i d a d e s  e  r e s t r i ç õ e s .  E m  s egu ida  a n a l i  samos como e s -  

t e s  c o n c e i t o s  foram implan tados  no B6700. E x p l i c a ç õ e s  e  g r ã f i  - 

tos são  i n c l u í d o s  de forma a  f a c i l i t a r  a  e x p o s i ç ã o .  Algumas 

c o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  v e t o r e s  e  m a t r i z e s  s ã o  a p r e s e n t a d a s  s o b r e  

a  Õ t i c a  de e s t r u t u r a  de dados .  Cons ide rações  s o b r e  como a s  ma - 

t r i z e s  são  armazenadas em F O R T R A N  permitem que o  l e i t o r  possa  

a v a l i a r  o s  problemas r e l a c i o n a d o s  com o  armazenamento de  g ran  - 

des  m a t r i z e s .  E s t a  é a  e s t r u t u r a  do c a p ~ t u l o  2 ,  que chamamos 

de  c o n c e i t o s  b á s i c o s  e  que são  s u f i c i e n t e s  p a r a  acompanhar a s  

e l u c i d a ç õ e s  f o r n e c i d a s  p o s t e r i o r m e n t e  s o b r e  o  tema c e n t r a l  

d e s t e  t r a b a l h o .  Foi i n t r o d u z i d o  u m  t e r c e i r o  c a p y t u l o  pa ra  r e -  

sumir  t o d a s  a s  p r i n c i p a i s  o p e r a ç õ e s  r e a l i z a d a s  comumente em 
d 

a l g e b r a  de m a t r i z e s ,  como a d i ç ã o ,  mul t i p l  i c a ç ã o ,  p r o d u t o ,  i n -  

v e r s ã o  e  c o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  t i p o s  e s p e c i a i s  de m a t r i z e s  que 

ge ra lmen te  aparecem em s i s t e m a s  l i n e a r e s .  No q u a r t o  c a p í t u l o  

são d i s c u t i d o s  os p r i n c i p a i s  a s p e c t o s  de S i s t e m a s  Lineares que 

i n t e r e s s a m  pa ra  o  escopo d e s t e  t r a b a l h o ,  como o s  metodos de 

e1 iminação e  i  t e r a t i v o s  usados  para  a  s o l u ç ã o  de  t a i s  s i s t e -  



mas. Algumas comparações s o b r e  os  métodos s ã o  f e i t a s  em t e r -  

mos de a p l i c a b i l i d a d e  e  de e f i c i ê n c i a  pa ra  p o s i c i o n a r  o  l e i -  

t o r  s o b r e  os  problemas que s e r ã o  t r a t a d o s  no c a p y t u l o  s e g u i n -  

t e .  F i n a l m e n t e ,  chegamos ao c a p y t u l  o  c i n c o  onde t r a t a r e m o s ,  

com o  nTvel de d e t a l h e  c o n s i d e r a d o  adequado,  a s  m a t r i z e s  e s -  

p a r s a s ,  sua c a r a c t e r i z a ç ã o ,  a l t e r n a t i v a s  de armazenamento em 

computador buscando uma forma e f i c i e n t e  para sua r e c u p e r a ç ã o  

p o s t e r i o r  em programas de apl  i  c a ç ã o .  As p r i n c i p a i s  ope rações  

com m a t r i z e s  e s p a r s a s  são  d i s c u t i d a s  sob  o  p o n t o  de v i s t a  con - 

c e i  tua1  e  em s e g u i d a  a p r e s e n t a - s e  os  a lgo ry tmos  que foram de- 

s e n v o l v i d o s  para  o  B6700 do NCE/UFRJ em F O R T R A N  IV.  Uma a n á l i  - 

s e  dos problemas e n c o n t r a d o s  e  dos r e s u l t a d o s  obse rvados  s e  

s e g u e ,  p e r m i t i n d o  que o  l e i t o r  possa compreendê-los  e  a d a p t á -  

1 0 s  pa ra  o u t r a s  1  inguagens  e  o u t r o s  equ ipamen tos ,  p o i s  du ran-  

t e  todo  o  t r a b a l h o  p rocurou-se  não u s a r  f a c i l i d a d e s  e s p e c y f i -  

c a s  do B6700, o  que t o r n a r i a  mais  t r a b a l h o s a  a  t a r e f a  de con- 

v e r s ã o  dos a l g o r < t m o s  para  o u t r o s  s i s t e m a s  de processamento  

de dados de  nosso p a i s .  Tendo em v i s t a  que S i s t e m a s  de Equa- 

ções  L i n e a r e s  s e  ap l i cam a  uma d i v e r s a  gama de problemas em 
- 
a r e a s  d i v e r s a s  e  que e x i s t e  u m  e s f o r ç o  no pa<s  em termos de 

c r i a ç ã o  e  desenvo lv imen to  de um " s o f t w a r e "  n a c i o n a l ,  s ã o  a p r e  - 

s e n t a d a s ,  não sÕ a s  c o n c l u s õ e s  r e l a t i v a s  ao t r a b a l h o ,  mas tam - 

bém algumas recomendações r e l  a t i  vas  ao t r a t a m e n t o  de m a t r i  z e s  

e s p a r s a s  de g rande  p o r t e  como uma p a r t e  i m p o r t a n t e  de um paco - 
t e  de Programação L i n e a r  que s e  venha a  d e s e n v o l v e r  em nosso 

p a i s .  Apesar d a s  recomendações serem f e i t a s  para  s i s t e m a s  que 

venham a  s e r  d e s e n v o l v i d o s  em F O R T R A N  IV,  a c r e d i t a m o s  que os  

l e i t o r e s  possam a d a p t a r  com pequeno e s f o r ç o  s e u s  a l g o r i t m o s  e  

i d é i a s  para o s  r e c u r s o s  e x i s t e n t e s  em s u a s  i n s t a l a ç õ e s ,  



2 .  CONCEITOS BASICOS 

A compreensão das d i s c u s s õ e s  s o b r e  o p e r a ç õ e s  

com m a t r i z e s  e s p a r s a s  depende de um c o n j u n t o  de conhecimentos 

b á s i c o s  que são d i s c u t i d o s  n e s t e  c a p i t u l o .  Para  s i m p l i f i c a r  a  

a p r e s e n t a ç ã o ,  o  a s s u n t o  f o i  d i v i d i d o  em q u a t r o  s e ç õ e s  d i s t i n  - 

t a s .  A p r i m e i r a  d e l a s  a p r e s e n t a  a  f i l o s o f i a  de memoria v i r -  

t u a l ,  s u a s  p o t e n c i a l  i d a d e s  e  r e s t r i ç õ e s .  A segunda seção  d e s -  

c r e v e  como e s t a  f i l o s o f i a  f o i  implantada  no B6700, t endo  em 

v i s t a  que e s t a  f o i  a  máquina que s e  u t i l i z o u  pa ra  t e s t a r  os 

a l g o r i t m o s  d e s e n v o l v i d o s .  Ela  poder  s e r  pulada  sem pre ju izo  de 

compreensão. A t e r c e i r a  s e ç ã o  d e s c r e v e  sob o  ponto  de v i s t a  

de e s t r u t u r a  de dados o s  v e t o r e s  e  m a t r i z e s  de  uma forma ge-  

r a l .  A q u a r t a  s e ç ã o  a p r e s e n t a  como a s  m a t r i z e s  são  arma,zena- 

d a s  em F O R T R A N ,  p o i s  e s t a  f o i  a  l inguagem empregada pa ra  im- 

plementação dos  a l g o r ~ t m o s  mencionados no t e x t o ,  

2.1 M E M O R I A  VIRTUAL 

E m  v i r t u d e  do e s t u d o  s o b r e  ~ e m Õ r i a  V i r t u a l  não 

s e  c o n s t i t u i r  no tema c e n t r a l  d e s t e  t r a b a l h o ,  a p r e s e n t o u - s e  

n e s t a  seção  apenas  os  a s p e c t o s  mais  r e l a c i o n a d o s  com o  e s t u d o  

p r i n c i p a l  e  d e t a l h e s  a d i c i o n a i s  podem s e r  e n c o n t r a d o s  em 1 2 1 .  

0 s  mÕdulos de g e r ê n c i a  de  memória de um s i s t e m a  

o p e r a c i o n a l  são  r e s p o n s á v e i s  pe lo  c o n t r o l e  do uso da memória 

p r i n c i p a l .  Muitos  d e s t e s  módulos t r aba lham com a  f i l o s o f i a  de 

p e r m i t i r  que uma t a r e f a  s e j a  p rocessada  apenas  s e  houver memó - 
r i a  s u f i c i e n t e  d i  s p o n i v e l  pa ra  c a r r e g a r  t o d o s  os  ende reços  

mencionados no programa. E s t a  r e s t r i ç ã o  g e r a l m e n t e  r e s u l t a  em 



- 
a r e a s  l i v r e s  e  não u t i l i z a d a s  na memória p r i n c i p a l ,  mu i to  em- 

bora  possam haver  t a r e f a s  e spe rando  pa ra  s e r  c a r r e g a d a s  e  exe - 

c u t a d a s .  Des te  modo o s  programadores s ã o  o b r i g a d o s  a  cons-  

t r u i r  a lgo ry tmos  que s e  vol tam mais  pa ra  o s  a s p e c t o s  de min i -  

mização do uso de memória p r i n c i p a l  do que pa ra  a q u e l e s  r e l a -  

c ionados  à r a p i d e z  de processamento .  Es ta  p r e s s ã o  g e r a l m e n t e  

conduz a  ma io res  c u s t o s  de desenvolv imento  e  de manutenção de 

programas 131. 

Consideremos o  caso b r a s i l e i r o ,  onde e x i s t e m  

m u i t a s  empresas  de pequeno e  medi0 p o r t e  que não reunem condi 

ç õ e s  de t e r  um equipamento de g r a n d e  p o r t e  em Suas i n s t a l a -  

ç õ e s .  Por exemplo, e x i s t e m  c e n t e n a s  de equipamentos como o  

IBM 1130,  que são  a i n d a  l a rgamen te  u t i l i z a d o s  p o r  U n i v e r s i d a -  

d e s ,  empresas  de e n g e n h a r i a ,  e  empresas  comerc ia i  s  em d i v e r -  

s a s  r e g i õ e s  do p a i s ,  i n c l u s i v e  nos g r a n d e s  c e n t r o s .  Equipa-  

mentos como o  c i t a d o ,  não possuem uma grande  capac idade  de me 

mór ia  p r i n c i p a l  e  s e  o  u s u á r i o  d e s e j a  d e s e n v o l v e r  ou p r o c e s -  

s a r  uma a p l i c a ç ã o  de u m  p o r t e  m a i o r ,  t e r á  c e r t a m e n t e  que f a -  

z e r  uso do manuseio de a r q u i v o s  em d i s c o  magnét ico  para  t r a n s  - 

f e r i r  dados e n t r e  programas como uma conseqdênc ia  d i r e t a  des-  

t a  capac idade  r e d u z i d a  de memeria p r i n c i p a l .  Ou t ra  a1 t e r n a t i -  

va é segmentar  a  a p l i c a ç ã o  em d i v e r s o s  módulos e  o  p r ó p r i o  

u s u á r i o  c o n t r o l a r  a  seqUência do processamento  c o n s t r u i n d o  

uma r o t i n a  p r i n c i p a l  que i r á  g e r e n c i a r  qua l  ou q u a i s  módulos 

devem e s t a r  r e s i d e n t e s  em um dado i n s t a n t e  na memória p r i n c i -  

pal  do equipamento em q u e s t ã o .  E m  q u a l q u e r  d a s  a1 t e r n a t i v a s  ci - 

t a d a s ,  o  u s u a r i o  e s t a r á  construindo r o t i n a s ,  pensando sempre 

na g rande  r e s t r i ç ã o  que é a  e x c a s s a  d i s p o n i b i l i d a d e  de memõ- 

r i a  p r i n c i p a l ,  buscando meios de s u p e r a r  e s t a  r e s t r i ç ã o  e  con - 



s e q d e n t e m e n t e  r e c a i n d o  em s o l u ç õ e s  q u e  a p r e s e n t a m  uma c a r a c -  

t e r i s t i c a  de e l e v a d o  tempo de p r o e e s s a m e n t o ,  d e  e n t r a d a  e  s a í  - 

da e  com tempos de e n t r e g a  ( " t u r n  a r o u n d " )  i n a c e i t á v e i s  em 

mui to  c a s o s .  

Uma s o l u ç ã o  p a r a  e s t e  problema é o  emprego de 

máqu inas  com g r a n d e  q u a n t i d a d e  de memória p r i n c i p a l .  E m  v i r -  

t u d e  d o s  e l e v a d o s  p r e ç o s  d e s t e  componente  t ã o  i m p o r t a n t e ,  e s -  

t a  a l t e r n a t i v a  pode s e r  c o n s i d e r a d a  i n v i ã v e l  na m a i o r i a  dos  

c a s o s .  Uma o u t r a  a l t e r n a t i v a  que  vem ganhando cada  vez  ma i s  

a c e i t a ç ã o  é o  emprego de  um s i s t e m a  o p e r a c i o n a l  que s e j a  c a -  

paz  de  p r o d u z i r  a  i l u s ã o  de que  o  computador  p o s s u i  uma g r a n -  

de  memória p r i n c i p a l .  Como e s t a  g r a n d e  memoria r e a l m e n t e  não 

e x i s t e ,  e l a  é chamada de "memória v i r t u a l  " 141 . E m  s i s t e m a s  
- - 

de memória v i r t u a l ,  a  memoria p r i n c i p a l ,  e  d i v i d i d a  em a r e a s  

de tamanho f i x o .  O programa é p a r t i c i o n a d o  em s e g m e n t o s ,  e  
- 

cada  segmento em p á g i n a s  que possuem o  mesmo tamanho d a s  a -  

r e a s  d e  memória.  Cada segmento pode s e r  d e f i n i d o  com um a g r u -  

pamento l ó g i c o  d e  i n f o r m a ç ã o ,  t a l  como uma s u b r o t i n a ,  uma ma- 

t r i z ,  um subp rog rama ,  ou uma á r e a  de dados  comuns e n t r e  um 

programa e  s u a s  s u b r o t i n a s .  Des t e  modo, a o  s e  c a r r e g a r  um p r o  - 

grama na memória ,  o  s e u  p r i m e i r o  segmento 6 a rmazenado ,  e  on-  

de cada  p á g i n a  ocupa uma S r e a  de memoria .  O módulo de g e r ê n -  

c i a  de memória c r i a  a lgumas t a b e l a s  p a r a  c a l c u l a r  em tempo de  

execução  o s  e n d e r e ç o s  d o s  T t e n s  r e q u e r i d o s ,  que  podem e s t a r  

na memória p r i n c i p a l  ou na memória a u x i l i a r .  E s t e  p r s c e d i m e n -  

t o  é r e a l i z a d o  p o r  uma combinação de " s o f t w a r e "  e  " h a r d w a r e "  

p a r a  que  s e  o b t e n h a  uma e f i c i ê n c i a  m a i o r .  Nos s i s t e m a s  o p e r a  - 

c i o n a i s  do p a s s a d o ,  a  a l o c a ç ã o  de memória e r a  comple t amen te  

e s t á t i c a .  A memória e r a  a l o c a d a  ou r e a r r a n j a d a  somente  quando 



u m  programa começava ou t e rminava .  Nos s i t e m a s  com memória 
- 

v i r t u a l ,  e  n e c e s s á r i o  a l o c a r  e  d e s a l o c a r  a  memõria d u r a n t e  a  

execução do programa.  Analisemos o  caso  em que um programa em 

execução n e c e s s i t e  de dados de uma c e r t a  p á g i n a ,  (Ve ja  a  f i g u  - 

r a  2 . 1  ) . Se a  pág ina  e s t i v e r  na memória p r i n c i p a l  a  execução  

pode c o n t i n u a r  normalmente.  Caso não e s t e j a ,  e l a  t e r á  que s e r  

l o c a l i z a d a ,  e  t r a z i d a  pa ra  a  memÕria p r i n c i p a l  e  a  execução  

t e r á  que s e r  s u s p e n s a  a t é  que a  ope ração  s e j a  completada. Pa 

r a  c a r r e g a r  a  pagina  r e q u e r i d a  ou tem de haver  espaço  d i s p o -  

nyvel na memória p r i n c i p a l  ou alguma pág ina  c a r r e g a d a  na me- 

mória t e r á  que s e r  d e s c a r r e g a d a  pa ra  d i s c o  pa ra  que s e  possa  

c o n t i n u a r  a o p e r a c ã o ,  O c r i t é r i o  p a r a  e s c o l h a  de q u a l q u e r  p ã -  
- 

g ina  da memória deve s e r  d e s c a r r e g a d a ,  s e  f o r  e s t e  o  c a s o ,  e  

fundamental  pa ra  e v i t a r  ope rações  d e s n e c e s s á r i a s  de e n t r a d a  e  

sayda .  U m  c r i t é r i o  mui to  usado e  também j á  conhecido  co-  

mo L R U ,  ou o  método da pagina  h; mais tempo sem uso 1 2 1 .  Quan - 

do a  ope ração  é t e r m i n a d a ,  a s  t a b e l a s  adequadas são  a t u a l i  za-  

das  e  a  execução p r o s s e g u e .  

E m  s i s t e m a s  onde há g e r ê n c i a  de demanda de pági  - 

n a s ,  pode-se o b s e r v a r  uma i n t e r a ç ã o  bem prõxima e n t r e  o  

"hardware"  e  o  " s o f t w a r e " .  I s t o  pode s e r  v i s t o  na f i g u r a  2.1. 

O número de t a r e f a s  e x e c u t a d a s  po r  "hardware"  v a r i a  de um e -  

quipamento para o u t r o .  Uma d i s c u s s ã o  de per formance  dos méto- 

dos  para  d e s c a r r e g a r  p a g i n a s  pa ra  memória a u x i l i a r  s e  encon-  

t r a  em 1 2 1 .  

Após e s t a  b reve  a p r e s e n t a c ã o  dos s i s t e m a s  que 

gerenciam a  demanda de memóri a  paginada  pode-se d e s t a c a r  a s  

s e g u i n t e s  van tagens  p o r  sua  u t i l i z a ç ã o :  

a )  Grande memória v i r t u a l  : um programa não e s t a  mais r e s t r i t o  
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ao  tamanho f í s i c o  da memória p r i n c i p a l .  I s t o  p e r m i t e  uma com- 

p a t i b i l i z a ç ã o  m a i o r  e n t r e  compu tado re s  pequenos  e  g r a n d e s .  Por 

exemp lo ,  um programa d e  5 1 2 k - b y t e s  que normalmente  é p r o c e s s a  - 

do n u m  computador  de 1 0 2 4 k - b y t e s ,  pode s e r  p r o c e s s a d o  em um 

compu tado r  de 2 5 6 k - b y t e s  s e  n e c e s s a r i o .  

b )  Uso m a i s  e f i c i e n t e  da memória:  a s  p a r t e s  de  um programa que 

s ã o  r a r a m e n t e  u s a d a s  não n e c e s s i  tam e s t a r  na memóri a  p r i  n c i  - 

p a l ,  como p o r  exemplo r o t i n a s  de  e r r o  que  s ó  s ã o  u t i l i z a d a s  

em s i t u a ç õ e s  e s p e c i  a i  S .  

c )  Aumento do g r a u  d e  m u l t i p r o g r a m a s ã o :  o  g r a u  de  m u l t i p r o g r a  - 

mação e r a  l i m i t a d o  p e l o  tamanho da memória p r i n c i p a l  em ou-  

t r o s  s i s t e m a s  d e  g e r ê n c i a  de memória .  I s t o  é,  a  soma dos  t a -  

manhos d o s  p rog ramas  d e v e r i a  s e r  menor ou i g u a l  ao  tamanho da 

memória p r i n c i p a l .  Nos s i s t e m a s  que  g e r e n c i a m  a  demanda de 

mem6ria p a g i n a d a ,  não e x i  s t e  t a l  1  imi t a ç ã o .  E s t e s  sistemas per - 

mitem um m a i o r  número de t a r e f a s  s endo  m u l t i p r o g r a m a d a s  em 

um compu tado r  com memóri a  p r i n c i p a l  pequena .  

S e  a l g u n s  p rob l emas  fo r am r e s o l v i d o s ,  igualmente 

a lgumas  d e s v a n t a g e n s  f o r a m  o b s e r v a d a s  nos  s i s t e m a s  de memória 

v i r t u a l  : 

a )  Aumento do número de t a b e l a s  e  m a i o r  s o b r e c a r g a  no p r o c e s -  

s a d o r  p a r a  g e r e n c i a r  o  c a r r e g a m e n t o  e  d e s c a r r e g a m e n t o  d e  pá- 

g i n a s ,  quando comparados  a o s  s i s t e m a s  t r a d i c i o n a i s .  

b )  Como c o n s e q u ê n c i a  da  f a l t a  de  l i m i t a ç ã o  e x p l i c i t a  no t a -  

manho dos  p rogramas  ou no g r a u  de m u l t i p r o g r a m a ç ã o ,  m e c a n i s -  

mos e s p e c i a i s  devem s e r  d e s e n v o l v i d o s  p a r a  e v i t a r  a s  s i t u a -  

ç õ e s  de " t h r a s h i n g " ,  como numa s i t u a ç ã o  e x t r e m a  onde  9 0  po r  

c e n t o  do tempo do p r o c e s s a d o r  f o s s e  consumido p a r a  manusea r  



i n t e r r u p ç õ e s  d e  demanda  d e  p a g i n a s ,  e n q u a n t o  menos  d e  1 0  p o r  

c e n t o  d o  t empo  f o s s e  u t i l i z a d o  p e l o s  p r o g r a m a s  d e  a p l i c a ç ã o .  

O c o n h e c i m e n t o  d e s t a s  d e s v a n t a g e n s  s e rá  d e  g r a n  - 

d e  v a l i a  p a r a  n o s s o  e s t u d o ,  p o i s  o  a r m a z e n a m e n t o  e m a n i p u l a -  

ç ã o  d e  m a t r i z e s  e s p a r s a s  d e  f o r m a  i n a d e q u a d a  c o n d u z i r ã o  a  um 

a g r a v a m e n t o  d a s  d e s v a n t a g e n s  c i t a d a s .  

2 . 2  MEMÓRIA VIRTUAL N O  B6700 

A s g r i e  B7000 /B6000  d e  c o m p u t a d o r e s  d a  Burroughs 

u t i l i z a m  uma t é c n i c a  d e  m e m ó r i a  v i r t u a l  b a s e a d a  em s e g m e n t o s  

d e  p r o g r a m a s  d e  t a m a n h o s  v a r i a v e i s .  A s e g m e n t a ç ã o  d o s  p r o g r a -  

mas é e x e c u t a d a  p e l o s  p r õ p r i o s  c o m p i l a d o r e s .  No c a s o  d o  FOR- 

TRAN a  s e g m e n t a ç ã o  e f e i t a  a  n i v e l  d e  s u b r o t i n a s .  

S e g m e n t o s  d e  p r o g r a m a s  d e  t a m a n h o s  v a r i á v e i s  

o t i m i z a m  o  u s o  d a  m e m ó r i a  p r i n c i p a l  d o  s e g u i n t e  modo:  

a )  E l i m i n a n d o  s e g m e n t o s  d e s n e c e s s ~ r i o s  d a  m e m ó r i a  p r i n c i p a l .  

b )  R e q u i s i t a n d o  a p e n a s  a  m e m ó r i a  n e c e s s s r i a  p a r a  a r m a z e n a r  o  

s e g m e n t o  a  s e r  u s a d o  e  n ã o  como em o u t r a s  t é c n i c a s  o n d e  é n e -  

c e s s á r i o  a l o c a r  uma á r e a  d e  m e m ó r i a  g r a n d e  e q u e  s e j a  s u f i c i -  

e n t e  p a r a  a r m a z e n a r  o  m a i o r  d o s  s e g m e n t o s  do p r o g r a m a .  

Nos s i s t e m a s  d e  s e g m e n t o s  d e  p r o g r a m a  d e  t a -  

manhos  v a r i á v e i s ,  o s  s e g m e n t o s  e s t ã o  r e s i d e n t e s  s o m e n t e  q u a n -  

do  s ã o  r e q u i s i t a d o s  p a r a  uma t a r e f a .  

P a r a  c a d a  s e g m e n t o  d e  p r o g r a m a  e x i s t e  um segmen  - 

t o  d e s c r i t o r  a s s o c i a d o .  0 s  s e g m e n t o s  d o  p r o g r a m a  e um d i c i o -  

n á r i o  d o s  s e g m e n t o s  do  p r o g r a m a  s ã o  a r m a z e n a d o s  em d i s c o .  A 
- 
a r e a  d e  d a d o s  tambem possu7 '  um d e s c r i t o r  a s s o c i a d o  com c a d a  



m a t r i z  de dados .  

0s  d e s c r i  t o r e s  r e f e r e n c i a m  cada á r e a  da memória 

v i r t u a l  que e s t ã o  em uso e  a q u e l a s  a r e a s d a  memória a u x i l i a r  

que contêm segmentos de programas ou de dados r e l a c i o n a d o s  

com uma t a r e f a  em execução .  0 s  d e s c r i t o r e s  possuem in fo rmação  

sobre  o t i p o  de á r e a  ( d e  programa d u  de d a d o s ) ,  o  tamanho da 

á r e a ,  e  o  ende reço  da á r e a  na memória ou em d i s c o .  E m  cada 

d e s c r i t o r  e x i s t e  também u m  b i t  de p r e s e n ç a .  E s t e  b i t  i n d i c a  a  

p resença  ou a u s ê n c i a  (na  memória) de um segmento de programa 

de dados .  Quando o  b i  t e s t á  l i g a d o  o  segmento e s t á  na memó- 

r i a .  Quando o  b i t  e s t á  apagado o  segmento e s t a  na memória au-  

x i l i a r .  

E m  de t e rminados  c a s o s ,  um d e s c r i t o t  pode con- 

t e r  i n fo rmações  s o b r e  o u t r o s  d e s c r i  t o r e s .  Consideremos o  c a s o  

de uma m a t r i z  de duas  dimensões em F O R T R A N .  Sua r e p r e s e n t a ç ã o  

na memória é f e i t a  a t r a v é s  de um d e s c r i t o r  que apon ta  para uma 
A 

a r e a  que  contém o u t r o s  d e s c r i t o r e s  de dados ;  cada qual  r e p r e -  

sen tando  u m  v a l o r  que é um Yndice da p r i m e i r a  dimensão da ma- 

t r i z .  T a i s  á r e a s  são  chamadas de "dope v e c t o r s " .  Veja a  f i g u -  

r a  2 . 2 .  

Cada e l emen to  do "dope v e c t o r "  d e s c r e v e  uma l i -  

nha da m a t r i z .  Cada e l emen to  de um "dope v e c t o r "  pode d e s c r e -  

ve r  o u t r o  "dope v e c t o r " .  I s t o  5 fundamenta l  p a r a  p e r m i t i r  a  

d e s c r i ç ã o  de m a t r i  z e s  mul t i  -d imens iona i  s ,  

- 
Grande a r e a  de dados (excedendo a  4095 p a l a -  

v r a s )  são  au tomat i camen te  segmentadas em segmentos de 256 pa- 

l a v r a s  a  f im de  e v i t a r  uma grande  demanda ao s i s t e m a  por  ex-  

c e s s i v a s  á r e a s  con tyguas  de memória p r i n c i p a l  . a r e a s  segmenta - 
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d a s  d e s t e  modo são i n d i c a d a s  como t a l ,  a t r a v é s  de u m  b i t  de 

segmentação 1 igado em s e u  d e s c r i  t o r .  

U m  d e s c r i t o r  de dados r e f e r e n c i a  uma á r e a  de da - 
d o s ,  i n c l u s i v e  ã r e a s  i n t e r m e d i á r i a s  de e n t r a d a  e  s a y d a ,  O 

d e s c r i t o r  de dados d e f i n e  uma ã r e a  de memória começando em um 

ende reço  base  c o n t i d o  no d e s c r i t o r .  O tamanho da ã r e a  de memó - 
r i a  em operandos  e c o n t i d o  no campo de comprimento do d e s c r i -  

t o r .  D e s c r i t o r e s  de dados podem r e f e r e n c i a r  q u a l q u e r  p a l a v r a  

de memória de O a t é  1  .O48.576. A e s t r u t u r a  do d e s c r i t o r  de da - 
dos  pode s e r  v i s t a  na f i g u r a  2 . 3 ,  e  contem o  s e g u i n t e :  

1 .  B i t s  50,49 e  48,  possuem sempre o  v a l o r  101 armazenado.  

2 .  B i t  47,  o  b i t  de p r e s e n ç a ,  i n d i c a  a  p resença  ou a u s ê n c i a  

do dado na memória p r i n c i p a l .  U m  O causa  uma i n t e r r u p ç ã o  

sempre que o  d e s c r i t o r  5 usado por  u m  p r o c e s s a d o r  p a r a  con - 

s e g u i r  dados que não e s t e j a m  p r e s e n t e s .  U m  1 i n d i c a  que o  

dado d e s c r i t o  e s t á  na memória p r i n c i p a l .  

3 .  B i t  46 ,  o  b i t  de c ó p i a .  U m  O i n d i c a  que e s t e  e o  d e s c r i t o r  

o r i g i n a l  pa ra  a  á r e a  de dados e s p e c ? f i c a .  U m  1 i n d i c a  que 

e s t e  d e s c r i t o r  6 uma c ó p i a  do d e s c r i t o r  o r i g i n a l .  

4 .  B i t  45 ,  o  b i t  de i n d e x a ç ã o .  U m  O i n d i c a  que uma ope ração  

de indexação  é n e c e s s á r i a  para  que o d e s c r i t o r  possa  s e r  

usado p a r a  o b t e r  um dado.  U m  1  i n d i c a  que a  indexação  já  

o c o r r e u  e  que o  v a l o r  do i n d i c e  e s t a  armazenado no campo 

de comprimento ou T n d i c e .  

5 .  B i t  44, é o  b i t  a  segmentação .  U m  O i n d i c a  que o s  dados 

não e s t ã o  segmentados .  U m  1 i n d i c a  que os  dados e s t ã o  d i v i  - 

d i d o s  em segmentos .  





6 .  B i t  4 3 ,  o  b i t  q u e  i n d i c a  " r e a d - o n l y " .  U m  O i n d i c a  q u e  o s  

d a d o s  podem s e r  r e f e r e n c i a d o s  p a r a  l e i t u r a  e  g r a v a ç ã o .  U m  

1  i n d i c a  q u e  a  a r e a  não  p o d e  s e r  u s a d a  p a r a  a r m a z e n a m e n t o .  

7 .  B i t s  42  e  4 1 ,  u m  O i n d i c a  q u e  e s t a  é uma p a l a v r a  p a r a  d e s -  

c r i ç ã o  d e  d a d o s .  

8. B i t  4 0 ,  o  b i  t da  d u p l a - p r e c i s ã o .  U m  O i n d i c a  o p e r a n d o s  d e  

p r e c i s ã o - s i m p l e s ,  u m  1  i n d i c a  o p e r a n d o s  d e  d u p l  a - p r e c i  s ã o .  

9 .  B i t s  d e  39  a  2 0 ,  c o n t ê m  t a n t o  o  c o m p r i m e n t o  da ã r e a  d e  me- 

m ó r i a  ( s e  o  b i t  4 5  e s t i v e r  d e s l i g a d o )  ou  u m  T n d i c e  ( s e  b i  t 

45 e s t i v e r  l i g a d o ) .  S e o  b i t  45  v a l e  0 ,  o  d e s c r i t o r  n ã o  f o i  

i n d e x a d o .  E s t e  campo é u s a d o  p a r a  v a l i d a ç ã o  d e  c o m p r i m e n t o  

d u r a n t e  a  i n d e x a ç ã o .  S e  o  b i t  45  v a l e  1 ,  o  d e s c r i t o r  f o i  

i n d e x a d o .  P a r a  uma o p e r a ç ã o  de p r e c i s ã o  d u p l a ,  o  i n d i c e  é 

m u l t i p l i c a d o  p o r  d o i s  a p o s  a  v e r i f i c a ç ã o  d e  c o m p r i m e n t o ,  e  

o  r e s u l t a d o  6  a r m a z e n a d o  no campo d e  T n d i c e .  

1 0 .  B i t s  d e  1 9  a  0 ,  c o n t ê m  t a n t o  um e n d e r e ç o  d e  memór ia  p r i n c i  - 

p a l  o u  d e  d i s c o .  Se o  b i t  d e  p r e s e n ç a  ( b i t  4 7 )  v a l e  1 ,  e s -  

t e  campo c o n t e m  o  e n d e r e ç o  d e  memór ia  do d a d o .  Se o  b i  t 

d e  p r e s e n ç a  v a l e  O e  o  b i t  d e  c ó p i a  ( b i t  4 6 )  v a l e  0 ,  e s t e  

campo c o n t é m  o  e n d e r e ç o  do  d a d o  em d i s c o .  S e  o  b i t  d e  p r e -  

s e n ç a  v a l e  O e  o  b i t  d e  c ó p i a  v a l e  1 ,  e s t e  campo c o n t é m  o  

e n d e r e ç o  d e  memóri a  d o  d e s c r i t o r  o r i g i  na1 , 

O s i s t e m a  o p e r a c i o n a l  e s t r u t u r a  a  memór ia  d e  

t a l  modo q u e  c a d a  á r e a  é p r e c e d i d a  e  s e g u i d a  p o r  p a l a v r a s  p r o  - 

t e g i d a s  d e  m e m o r i a .  E s t a s  p a l a v r a s  p r o t e g i d a s  p o s s i b i l i t a m  a  

e s t r u t u r a  l i g a d a  ou l i s t a  u s a d a  p a r a  a  g e r ê n c i a  d e  m e m ó r i a .  

D o i s  t i p o s  d e  l i s t a s  s ã o  m a n t i d a s  p e l o  s i s t e m a .  Uma l i s t a  



contém a p o n t a d o r e s  para a s  á r e a s  em uso e  a o u t r a  l i s t a  con-  

tém a p o n t a d o r e s  pa ra  a s  á r e a s  d i  s p o n y v e i s .  

As a r e a s  em uso podem s e r  de d o i s  t i p o s :  aque-  

l a s  que devem e s t a r  r e s i d e n t e s  desde  a  hora em que foram a l o -  

cadas  a t é  que chegue o  momento de s u a  d e s a l o c a ç ã o ;  o  o u t r o  t i  

po e d a q u e l a s  á r e a s  que podem s e r  d e s c a r r e g a d a s  para  d i s c o  pe - 

10 s i s t e m a  o p e r a c i o n a l ,  desde  que possam s e r  chamadas automa- 

t i  camen t e  quando n e c e s s ã r i o .  

Pedidos  de novas á r e a s  de memoria ocorrem quan- 

do uma t a r e f a  r e f e r e n c i a  um d e s c r i t o r  de programa ou de dados 

que possua o  b i t  de p resença  d e s l i g a d o .  Tal r e f e r ê n c i a  causa  

uma i n t e r r u p ç ã o  e ,  a t r a v g s  de uma i n t e r a ç ã o  e n t r e  hardware  

e  s o f t w a r e , ~  pedido s e r á  a t e n d i d o ,  s e  p o s s f v e l .  Quando u m  pedi - 
do não pode s e r  a t e n d i d o  por  não have r  e spaço  d isponyvel  na 

l i s t a  de a r e a  l i v r e s ,  o  s i s t e m a  p rocura  r e a l i z a r  u m  "overlay " 

p a r a  c o n s e g u i r  a  Zrea r e q u i s i  t a d a .  

No B6700 um p r o c e s s o  s e  c a r a c t e r i z a  por  u m  Seg- 

mento de Dados e d o i s  o u t r o s  chamados D i c i o n á r i o  de Segmentos 

do Sis tema 6 D i c i o n á r i o  de Segmentos do P r o c e s s o .  

O Segmento de Dados ou p i l h a  de execução é usa -  

do pa ra  a rmazenar  v a r i á v e i s  l o c a i s  ao p r o c e s s o ,  p a r â m e t r o s  

de p roced imen tos ,  a p o n t a d o r e s  pa ra  d e s c r i t o r e s  de procedimen- 

t o s  ou dados como v e t o r e s  e  m a t r i z e s  l o c a l i z a d o s  f o r a  da p i -  

l h a  de execução .  

O D i c i o n á r i o  de Segmentos do S i s t ema  ou t r o n c o  

de p i l h a  é c o m p a r t i l h a d o  por  todos  o s  p r o c e s s o s  do s i s t e m a .  

O D i c i o n á r i o  de Segmentos do P rocesso  é em ge -  



r a l  p a r t i c u l a r  ao p r o c e s s o .  

O r e l a c i o n a m e n t o  e n t r e  os segmentos menciona-  

dos ( v i d e  f i g u r a  2 . 4 )  p e r m i t e  que em q u a l q u e r  i n s t a n t e ,  par- 

t i n d o - s e  de um ende reço  l ó g i c o  e  usando-se os reg is t radores  DO, 

D 1 ,  e  D 2  possamos t e r  a c e s s o  à s  in fo rmações  n e c e s s á r i a s  para  

a  execução .  

Como p r i n c i p a i  s  c a r a c t e r ~ s t i c a s  de esquema de 

memória v i r t u a l  no B6700 podemos c i t a r  a s  s e g u i n t e s :  

1 .  Ele  manipula  á r e a  de dados de comprimentos v a r i á v e i s .  

2.  A memória é e s t r u t u r a d a  a t é  o  n i v e l  de m a t r i z e s  em u m  p ro -  

grama e  p r o t e ç ã o  de memória por  "hardware"  6 a p l i c a d a  a t é  

a q u e l e s  n7vei S .  

3 .  Para e x t e n s ã o  da memória s ã o  usados s i s t e m a s  de d i s c o s  f i -  

xos de a c e s s o  r á p i d o  (um e a b e ç o t e  p o r  t r i l h a ) .  

As p r , i n c i p a i s  c a r a c t e r Y s t i c a s  do módulo de ge-  

r ê n c i a  de memória são  a s  s e g u i n t e s :  

1  . Pra t i  camente toda  a  memóri a  é endereçsve l  a t r a v é s  de des -  

c r i t o r e s  que possuem um e n d e r e ç o  base e  um campo de compri - 

men t o .  

2 .  Os d e s c r i t o r e s  possuem um b i t  de p resença  que causa  uma 

i n t e r r u p ç ã o  de "hardware"  caso  a  á r e a  r e f e r e n c i a d a  n ã o  e s -  
# 

t e j a  p r e s e n t e  na memória p r i n c i p a l  quando o  d e s c r i  t o r  e  

consul  t a d o .  

3 .  O campo de ende reço  base  contém u m  ende reço  a b s o l u t o  de 

memória s e  o  dado e s t á  p r e s e n t e  ou u m  e n d e r e ç o  r e l a t i v o  em 

d i s c o  s e  e s t ã  a u s e n t e .  
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Figura 2.4 - Mapeamento (simplif icadol de Enderêço ~Ógico 
para Enderêço ~ í s i c o  no B 6700 . 

( ~ e t i r a d o  de [5]  ) 



4 .  P a l a v r a s  e s p e c ? f i c a s  d e  m e m c r i a  s ã o  a l c a n ç a d a s  a t r a v é s  d e  

i n d e x a ç ã o  do d e s c r i t o r  d e  d a d o s  em u s o .  S e  o  i n d i c e  é n e -  

g a t i v o  ou m a i o r  q u e  o  campo de  c o m p r i m e n t o  do d e s c r i t o r  de  

d a d o s ,  uma i n t e r r u p ç ã o  p o r  Yndi  c e  i n v a l i d o  a c o n t e c e r á .  Des - 
t e  modo a  memór ia  é p r o t e g i d a  d e  e r r o s  c o m e t i d o s  p e l o  p r ó -  

p r i o  u s u á r i o  o u  d e  o u t r o s .  

5 .  A memór ia  6 o r g a n i z a d a  em a r e a  em u s o  e  d i s p o n i v e i s ,  am- 

b a s  s e n d o  e s t r u t u r a d a s  a t r a v é s  d e  l i g a ç õ e s  f o r m a n d o  l i s t a s  

p a r a  f a c i l i t a r  a  b u s c a ,  As l i g a g õ e s  d a s  á r e a s  em u s o  a p o n -  

tam d e  v o l t a  p a r a  o  d e s c r i t o r  q u e  a  r e f e r e n c i a .  

6 .  A r e a s  em u s o  s ã o  o r g a n i z a d a s  em á r e a s  q u e  podem ou n ã o  

s o f r e r  um o p e r a ç ã o  d e  " o v e r l a y " .  Na m a i o r i a  d o s  c a s o s ,  o s  

p r o g r a m a d o r e s  não  podem d e f i n i r  á r e a s  f i x a s  q u e  n ã o  s o f r a m  

" o v e r l  a y "  . 

7 .  Q u a n d o  uma á r e a  de  memór ia  é r e q u e r i d a ,  i n i c i a l m e n t e  a  l i s  - 

t a  d e  á r e a  d i s p o n T v e 1  6 c o n s u l t a d a .  S e  o  p e d i d o  n ã o  pode  
- 

s e r  a t e n d i d o  a  p a r t i r  d e s t a  l i s t a ,  e n t ã o  a  l i s t a  d e  a r e a s  

em uso  d e v e  s e r  a n a l i z a d a  e  um " o v e r l a y "  s e  t o r n a  n e c e s -  

s á r i o .  

8 .  Q u a n d o  d a d o s  devem s o f r e r  um " o v e r l a y " ,  a  v e r s ã o  a t u a l  d e -  

ve  s e r  d e s c a r r e g a d a  p a r a  d i s c o  p a r a  p r e s e r v a r  a  i n f o r m a -  

ç ã o .  Á r e a s  d e  p r o g r a m a s  em l i n g u a g e m  m a q u i n a  podem p a s s a r  

p o r  um " o v e r l a y "  f a c i l m e n t e  p o i s  j á  e x i s t e  uma c ó p i a  f i e l  

a r m a z e n a d a  em d i s c o .  

d 

Memória  V i r t u a l  o f e r e c e  a o  p r o g r a m a d o r  uma a -  

r e a  q u a s e  i l i m i t a d a  d e  m e m ó r i a  a t r a v é s  da g r a n d e  c a p a c i d a d e  

d o s  d i s p o s i t i v o s  d e  memor ia  a u x i l i a r .  No e n t a n t o ,  o  p r o g r a m a -  

d o r  d e v e  c o n s i d e r a r  q u e  em s u a  i n s t a l a ç ã o  a  q u a n t i d a d e  d e  me- 



mór i a  p r i n c i p a l  é l i m i t a d a  e  que é sua  r e s p o n s a b i l i d a d e  e x e r -  

c e r  u m  r i g i d o  c o n t r o l e  s o b r e  a s  q u a n t i d a d e s  d e  memória n e c e s -  

s á r i a s  ao  seu  p rog rama .  

A1 i a n d o - s e  e s t a  c a r a c t e r y s t i c a  d e  a l o c a ç ã o  d i -  

nâmica d e  m e m 6 r i a , p o s s i b i l i d a d e s  i n e r e n t e s  a o s  p rog ramas  em 

FORTRAN podem s e r  u s a d a s  p a r a  o t i m i z a r  o  u so  d e  memória quan -  

do n e c e s s á r i o  e  na m a i o r  p a r t e  d a s  a p l i c a ç õ e s  r o t i n e i r a s  po-  

dem s e r  s i m p l e s m e n t e  e s q u e c i d a s .  

- 
U m  p o n t o  f u n d a m e n t a l  no e n t a n t o ,  e  que Memória 

V i r t u a l  não a b s o l v e  o  p rog ramador  de  s u a  r e s p o n s a b i l i d a d e  d e  

c o n t r o l a r  o  u so  d e  memória p r i n c i p a l .  

2 . 3  VETORES E MATRIZES 

Quando  mencionamos a p a l a v r a  v e t o r  em a p l i c a -  

ç õ e s  d a s  m a i s  v a r i a d a s  temos em mente  uma l i s t a  o r d e n a d a  de  

v a l o r e s ,  chamados componen t e s ,  que  s ã o  i n t e r p r e t a d o s  como co-  

o r d e n a d a s  em u m  e s p a ç o  mul t i - d i m e n s i o n a l .  A p a r t i r  d e s t e  con - 

c e i t o  b á s i c o ,  d e c o r r e  o  c o n c e i t o  d e  m a t r i z ,  um v e t o r  c u j o s  

componen t e s  s ã o  v e t o r e s .  O u t r a  m a n e i r a  de c a r a c t e r i z a r  o s  v e -  

t o r e s ,  s e r i a  c o n s i d e r á - l o s  como c o n j u n t o s  o r d e n a d o s  fo rmando  

uma l i s t a ,  c u j o s  componen t e s  s e r i a m  t o d o s  do mesmo t i p o .  Des- 

t e  modo uma l i s t a  de c i n c o  c a d e i a s  a l f a b é t i c a s  s e r á  um v e t o r ,  

e  o  v a l o r  do t e r c e i r o  componente ,  c o n s i d e r a d o  como uma v a r i á -  

v e l ,  s e r á  a  t e r c e i r a  c a d e i a  a l f a b é t i c a .  A i d e i a  d e  ordem no 

c o n j u n t o ,  s e  r e l a c i o n a  com uma c o r r e s p o n d ê n c i a  a o s  números i n  - 
t e i r o s  p o s i t i v o s ,  1 ,  2 ,  . . . , e  d e s t e  modo p o d e - s e  d e f i n i r  um 

v e t o r  como um mapeamento d o s  i n t e i r o s  a  um c o n j u n t o  de compo- 



n e n t e s ,  t o d o s  do mesmo t i p o  1 9 1 ,  

Para armazenarmos v e t o r e s  e  m a t r i z e s  na memória 

de um computador n e c e s s i t a m o s  conhecer  a s  s u a s  d imensões .  A 

dimensão de u m  v e t o r  5 um número i n t e i r o ,  i g u a l  ao número de 

componentes.  O conhecimento a n t e c i p a d o  da dimensão de u m  ve- 

t o r  é muito  i m p o r t a n t e  pa ra  que s e  possa c o n s t r u i r  uma função  

de mapeamento que permi ta  a c e s s o  e f i c i e n t e  e  para que s e  pos- 

s a  r e s e r v a r  uma á r e a  para  t o d o s  o s  componentes.  Out ra  i m p l i c a  - 

ção de conhecer  a  dimensão,  e que uma ope ração  d e f i n i d a  pa ra  

u m  pa r  de componentes pode s e r  e x t e n d i d a  a  u m  p a r  de v e t o -  

r e s  que possuam a s  mesmas d imensões .  No caso  em que a  dimen- 

são  de um v e t o r  não é conhecida  a t é  a  hora da execução ,  uma 

função  de  mapeamento baseada  em l i s t a s  pode s e r  mais  e f i c i e n -  

t e .  No e n t a n t o ,  mesmo n e s t e  caso,uma função  de mapeamento i n -  

dexada pode s e r  usada ,  s e  um v a l o r  supe res t imado  para  a  d i -  

mensão puder  s e r  f o r n e c i d o .  Podemos d i z e r  também que u m  v e t o r  
d 

e  uma m a t r i z  de  uma dimensão.  

A p a r t i r  d e s t e s  c o n c e i t o s ,  uma m a t r i z  de n d i -  

mensões pode s e r  c o n s i d e r a d a  como u m  c o n j u n t o  d e  componentes 

i d e n t i f i c a d a s p o r  um c o n j u n t o  ordenado de i n d i c e s  ( i ,  i 2 9  

. . . ,  i , ) ,  onde 1  4 i 
j 

m = I  2 ..., n .  Cada e l emen to  da 
j '  

m a t r i z  s e r á  r e p r e s e n t a d o  por d ( i l ,  i 2 ,  . . , i ) .  O c o n j u n t o  

ordenado (ml , m 2 ,  . . . , m n )  é a  l i s t a  de dimensões da m a t r i z  

e  o número de componentes para  a  mesma pode s e r  e x p r e s s o  por  

Exatamente como no c a s o  dos v e t o r e s ,  o  conhecimento a n t e c i p a -  

do da l i s t a  de d imensões  pode s e r  de mui ta  vantagem p a r a  a  de - 



f i n i ç ã o  de  f u n ç õ e s  d e  mapeamento que  permitam uma r e c u p e r a -  

ç ã o  d e  modo e f i c i e n t e  em a l g o r i t m o s  d i v e r s o s .  

O u t r o  modo de c o n c e i t u a r m o s  a s  m a t r i z e s  pode 

s e r  v i s t o  em 1101 onde  a  g e n e r a l i z a ç ã o  d e  uma l i s t a  l i n e a r  é 

d i s c u t i d a .  A m a t r i z  - A de  d i m e n s õ e s  - m po r  n ,  p o r  exemp lo ,  pode - 
s e r  r e p r e s e n t a d a  p o r  

Nes ta  m a t r i z  b i d i m e n s i o n a l ,  c a d a  e l e m e n t o  A ( j ,  k )  p e r t e n c e  a  

d u a s  l i s t a s :  a l i s t a  da l i n h a  j composta  po r  A ( j , l ) ,  A ( j , 2 )  , 

. . . , A ( j , n )  e  a  l i s t a  da c o l u n a  k composta  po r  A(1 , k )  , 

A ( 2 , k ) ,  ..., A ( m , k ) .  As l i s t a s  o r t o g o n a i s  d e  l i n h a s  e  c o l u n a s  

formam a  m a t r i z .  E s t a  abordagem pode s e r  e x t e n d i d a  i g u a l m e n t e  

p a r a  m a t r i z e s  mul t i - d i m e n s i o n a i s .  

As m a t r i z e s  b i d i m e n s i o n a i s ,  a p e s a r  de s u a  fo rma  

r e t a n g u l a r  e  da s i m i l a r i d a d e  com a  e s p é c i e  d e  n o t a ç ã o  que  u -  

s u a l m e n t e  s e  emprega em m a t e m á t i c a ,  s ã o  a rmazenadas  na memó- 

r i a  d e  um compu tado r  d e  o u t r o s  modos. Uma s é r i e  de memória é 

r e s e r v a d a  a  p a r t i r  da l i s t a  d e  d imensões  e  c ada  componente  da  

m a t r i z  é a rmazenado  s e q u e n c i a l m e n t e ,  em p o s i ç õ e s  c o n t ~ g u a s .  

E s t a  a l o c a ç ã o  d e  memõria é chamada de a l o c a ç ã o  s e q d e n c i a l  . 
E s t e  é o  c a s o  m a i s  comum d e  a rmazenamento  de m a t r i z e s .  

U m  p r o c e d i m e n t o  e x t e n s a m e n t e  u sado  p a r a  a rmaze -  

n a r  m a t r i z e s  é a q u e l e  chamado d e  "a rmazenamento  em ordem l e -  

x i c o g r á f i c a " ,  ou s e j a  a rmazenamento  p o r  l i n h a s .  Pa r a  uma ma- 



t r i z  A de q u a t r o  d imensões ,  onde cada e lemento  s e r á  r e f e r e n -  

c i a d o  por A ( i ,  j ,  k ,  1 )  e  também O s i s 2 ,  O G  j s 4 ,  

O s  k s 1 0 ,  O s 1  s 2 ,  t e ryamos  a  s e g u i n t e  seqdênc ia  de arma - 

Nes te  caso  a  m a t r i z  é armazenada em p o s i ç õ e s  s e  - 

q d e n c i a i s  de memória,  com o  v a l o r  do ú l t i m o  s u b s c r i t o  v a r i a n -  

d o  mais r ap idamen te  que o s  s u b s c r i t o s  a n t e r i o r e s ,  de modo a  

p e r c o r r e r  t o d a s  a s  l i n h a s  da m a t r i z .  No exemplo a p r e s e n t a d o ,  

a  m a t r i z  A tem s e u s  e l emen tos  A ( i ,  j ,  k ,  1 )  d i s p o s t o s  sequen-  

c i a l m e n t e  com o  ú l t i m o  s u b s c r i t o  - 1 v a r i a n d o  i n i c i a l m e n t e  de O 

a t é  2 ,  e  t o d o s  o s  demais  com o  v a l o r  z e r o .  E m  s e g u i d a  o  subs -  

c r i t o  - k pas sa  a  s e r  incrementado de 1  e  o  s u b s c r i t o  - 1  v a r i a  

novamente de O a t e  2 .  Quando o  s u b s c r i t o  j ã  assumiu t o d o s  o s  
- 

s e u s  p o s s ? v e i s  v a l o r e s ,  e  chegada a  vez do s u b s c r i t o  - j v a r i a r .  

E m  resumo o s  p r i m e i r o s  s u b s c r i t o s  var iam mais l e n t a m e n t e  que 

o s  Últ imos s u b s c r i t o s .  Fixado o  v a l o r  de um s u b s c r i t o  mais  ã 

e s q u e r d a ,  t o d o s  o s  s u b s c r i t o s  mais  à d i r e i t a  var iam mais  r a -  

p idamente ,  do seu v a l o r  i n i c i a l  a t é  o  seu v a l o r  f i n a l  e  em s e  - 
gu ida  o  p r o c e s s o  recomeça a t é  que todos  o s  s u b s c r i t o s  hajam 

assumido t o d o s  o s  s e u s  p o s s í v e i s  v a l o r e s .  

A fó rmula  g e r a l  de r e c u p e r a ç ã o  de  q u a l q u e r  e l e -  

mento da m a t r i z  A ( i l y  i 2 ,  ..., i k )  a s s im armazenada e  onde ca 

da elemento mede - c  p a l a v r a s  e  c u j a  l i s t a  de dimensões s e j a  

O s i C d l ,  O s .i2 d d 2 ,  O L i 3  C d3 ,  . .., O a i k  1  s d k  con - 
forme d e f i n i d o  em 1101 5 a  s e g u i n t e s  



c ( d  k + l  ) I  k - l  + c I k  = 

= L O C  ( A ( 0 ,  O ,  . . . ,  0 )  + 'j a,'r o n d e  

O m é t o d o  a p r e s e n t a d o  p e l o  c i t a d o  a u t o r  5 a p r o p r i a d o  p a r a  a r m a  - 

z e n a - r  m a t r i z e s  r e t a n g u l a r e s ,  e  q u a n d o  a  m a i o r i a  d e  s e u s  e l e -  

m e n t o s  s ã o  d i f e r e n t e s  d e  z e r o .  C a s o s  e s p e c i a i s  d e  . m a t r i z e s  

n ã o  s e r ã o  a n a l i s a d o s  n e s t a  s e ç ã o .  

O u t r a  m a n e i r a  s i m i l  a r  d e  a r m a z e n a m e n t o  s e r i a  

a q u e l a  p o r  c o l u n a s ,  a o  i n v é s  d e  l i n h a s ,  como f o i  a p r e s e n t a d o  

no t e x t o .  G e r a l m e n t e ,  p r e f e r e - s e  t r a b a l h a r  com m a t r i z e s ,  na 

m a i o r i a  d o s  a l g o r i t m o s ,  p o r  l i n h a s .  Porém d e v e m o s  r e s s a l t a r  

q u e  m u i t o s  c o m p i l a d o r e s  a rmazenam a s  m a t r i z e s  p o r  c o l u n a s ,  

como é o  c a s o  d o  FORTRAN. 

2 . 4  ARMAZENAMENTO D E  MATRIZES EM FORTRAN 

Após  a  d i s c u s s ã o  s o b r e  v e t o r e s  e m a t r i z e s  d a  

s e ç ã o  a n t e r i o r ,  p a s s a r e m o s  a g o r a  a  a n a l i s a r  como a s  m a t r i z e s  

s ã o  a r m a z e n a d a s  em FORTRAN IV.  No f i n a l  d e s t a  s e ç ã o  s e r ã o  men - 

c i o n a d o s  a l g u n s  d e t a l h e s  e s p e c ~ f i c o s  do  FORTRAN d o  c o m p u t a d o r  

B6700.  

E m  FORTRAN,as v a r i a v e i s  s ã o  d i v i d i d a s  em v a r i á -  



v e i s  s i m p l e s  e  i n d e x a d a s .  As v a r i á v e i s  indexadas  s ã o  d e n o t a -  

d a s  por  u m  nome de v a r i á v e l  s e g u i d o  por uma l i s t a  de s u b s c r i -  

t o s  e n t r e  p a r ê n t e s e s .  Uma v a r i á v e l  indexada é um c o n j u n t o  o r -  

denado,  cor respondendo a  uma o r g a n i z a ç ã o  de - n dimensões de 

t a l  modo que cada membro possa s e r  r e f e r e n c i a d o  como um e l e -  

mento do c o n j u n t o  com cada u m  dos - n s u b s c r i t o s  do e lemento  r e  - 

lati onando-se com sua  l o c a l  i z a ç ã o  nas dimensões a p r o p r i  a d a s .  

Uma v a r i á v e l  indexada  é r e f e r e n c i a d a  por um i -  

d e n t i f i c a d o r ,  que é o  nome do c o n j u n t o ,  que deve t e r  a  mesma 

forma de um nome de  v a r i a v e l  s i m p l e s ,  E s t e  i d e n t i f i c a d o r  r e -  

p r e s e n t a  o s  dados armazenados no c o n j u n t o ,  o s  q u a i s  são  t o d o s  

do mesmo t i p o .  O t i p o  é i n d i c a d o  p e l o  nome da v a r i á v e l ,  s e -  

guindo a s  mesmas r e g r a s  para d e f i n i ç ã o  de t i p o  que são  u t i -  

1  i z a d a s  p e l a s  v a r i á v e i s  s i m p l e s .  

De uma forma compacta podemos a p r e s e n t a r  o  s  

membros do c o n j u n t o  ou e l emen tos  a s s i m :  

onde - a  5 u m  nome de v a r i ã v e l  s i m p l e s ,  formado de acordo  com 

a s  r e g r a s  que governam t a i s  c o n s t r u ç õ e s ,  e  - s  é a  l i s t a  de 

s u b s c r i t o s  que c o n s i s t e  de t a n t a s  e x p r e s s õ e s  a r i t m é t i c a s  

( s u b s c r i t o s )  q u a n t o s  forem a s  dimensões d o  c o n j u n t o ,  s e p a r a -  

d a s  por v y r g u l a s .  

U m  nome de v a r i ã v e l  é des ignado  como uma v a r i á -  

ve l  indexada a t r a v é s  de comandos de e s p e c i f i c a ç ã o  como DIMEN- 

SION 3 EQUIVALENCE 3 E X T E R N A L ,  IMPLICIT, C O M M O N ,  C O M P L E X y  DOUBLE 

PRECISION,  REAL*^, INTEGER, LOGICAL ou R E A L ,  E s t e s  comandos 

de e s p e c i f i s a ç ã o  m o s t r a d o s ,  são  u t i . l i z a d o s  pa ra  f o r n e c e r  i n -  

formações  em tempo de compilação s o b r e  v a r i á v e i s  de u m  p rogra  - 



ma t a i s  como: t i p o  d a  v a r i á v e l ,  v a l o r e s  i n i c i a i s ,  a 1  o c a ç ã o  

d e  memór i a  e  p a r a  p e r m i t i r  q u e  s u b p r o g r a m a s  ou s u b r o t i n a s  p o s  - 

sam u t i l  i z á - 1  a s  como p a r â m e t r o s ,  E s t e s  c o m a n d o s  d e  e s p e c i f i -  

c a ç ã o  a p r e s e n t a d o s  s e r v e m  p a r a  d e c l a r a r  o  número  máximo d e  d i  - 

m e n ç õ e s  p e r m i t i d o  p a r a  a  v a r i á v e l  e devem p r e c e d e r  a  p r i m e i r a  

u t i l i z a ç ã o  d o  nome d a  v a r i s v e l ,  t a n t o  num comando e x e c u i á v e l  

q u a n t o  num DATA. 

Em um s e g m e n t o  d e  p r o g r a m a ,  um i d e n t i f i c a d o r  po - 

d e  s e r  u s a d o  como v a r i á v e l  s i m p l e s  ou i n d e x a d a ,  mas n u n c a  n o s  

d o i s  c a s o s  a o  mesmo t e m p o .  S e m p r e  q u e  um nome d e  v a r i á v e l  i n -  

d e x a d a  a p a r e c e r  em um p r o g r a m a ,  d e v e  s e r  i m e d i a t a m e n t e  s e g u i -  

d o  p o r  uma l i s t a  d e  s u b s c r i t o s ,  e x c e t o  q u a n d o  o  nome d a  v a r i á  - 

v e l  i n d e x a d a  e s t i v e r  em: 

a )  Uma l i s t a  d e  a r g u m e n t o s  f a n t a s m a s  d e  um s u b p r o g r a m a .  

b )  Uma l i s t a  d e  a r g u m e n t o s  numa chamada  a  um s u b p r o g r a m a .  

c )  Numa l i s t a  d e  v a r i á v e i s  d e  um comando d e  e n t r a d a  ou s a i d a .  

d )  Um C O M M O N ,  DATA, EQUIVALENCE, ou e s p e c i f i c a ç ã o  d e  t i p o .  

e )  Um comando R E A D ,  WRITE, PRINT, o u  P U N C H ,  s u b s t i t u i n d o  o  n Ú  - 

mero  d o  FORMAT a s s o c i a d o .  

M a i o r e s  d e f  i n i ç a e s  e  d e t a l h e s  s o b r e  v a r i á v e i s  

i n d e x a d a s  podem s e r  e n c o n t r a d a s  em 1131 .  

As v a r i á v e i s  i n d e x a d a s  em FORTRAN p e r m i t e m  q u e  

o  u s u á r i o  p o s s a  o r g a n i z a r  á r e a s  d e  m e m ó r i a  d e  uma f o r m a  c o n -  

v e n i e n t e  p a r a  s e u s  a l g o r i t m o s ,  m a t e m a t i c o s  p r i n c i p a l m e n t e .  I n -  

t e r n a m e n t e ,  no e n t a n t o ,  uma v a r i a v e l  i n d e x a d a  é a r m a z e n a d a  co  - 

mo u m  g r u p o  d e  uma ou m a i s  p a l a v r a s  c o n t y g u a s  d e  m e m ó r i a .  Uma 

v a r i á v e l  i n d e x a d a  em FORTRAN, com q u a l q u e r  número  d e  d i m e n -  



- 
s õ e s  d e c l a r a d a s ,  e  r e p r e s e n t a d a  i n t e r n a m e n t e  como uma m a t r i z  

d e  uma d i m e n s ã o  ( o u  v e t o r ) .  

N e s t e  t r a b a l h o  vamos r e s t r i n g i r  n o s s a  d i s c u s s ã o  

a  m a t r i z e s  b i - d i m e n s i o n a i s  d e  t i p o  r e a l .  Cada e l e m e n t o  d a  ma- 

t r i z  r e f e r e n c i a d a ,  r e q u e r  a  mesma q u a n t i d a d e  d e  memór ia  q u e  

uma v a r i á v e l  s i m p l e s  do  mesmo t i p o  da  v a r i á v e l  i n d e x a d a .  Se  

p o r  a c a s o ,  f o r  n e c e s s á r i o  t r a b a l h a r  com m a t r i z e s  d e  p r e c i s ã o  

e x t e n d i d a ,  d e f i n i d a s  p o r  D O U B L E  PRECISION ou  REAL*^, b a s t a  

c o n s i d e r a r  q u e  c a d a  e l e m e n t o  o c u p a r a ,  p o r  e x e m p l o ,  o  d o b r o  d e  

m e m ó r i a ,  s e  no c o m p u t a d o r  em q u e s t ã o  i s t o  f o r  v á l i d o .  

P a r a  v a r i á v e i s  i n d e x a d a s  d e  a p e n a s  uma d i m e n -  

s ã o ,  c a d a  membro a r m a z e n a d o  c o r r e s p o n d e  um e l e m e n t o  do v e t o r  

na mesma s e q d ê n c i a  r e s p e c t i v a m e n t e .  

V a r i á v e i s  i n d e x a d a s  d e  m a i s  d e  uma d i m e n s ã o  em 

FORTRAN, s ã o  a r m a z e n a d a s  p o r  c o l u n a s  em u m  v e t o r  c o n t i n u o  d e  

p a l a v r a s  d e  m e m ó r i a .  

E s t e  p r o c e s s o  d e  a r m a z e n a m e n t o  p o d e  s e r  c o m p r e -  

e n d i d o  c o n f o r m e  m o s t r a d o  no e x e m p l o  a p r e s e n t a d o  a  s e g u i r a  

Os e l e m e n t o s  A ( 1 , 1 ) ,  A ( 2 , 1 ) ,  A ( 3 , 1 ) ,  A ( 1 , 2 )  , 

A ( 2 , 2 ) ,  A ( 3 , 2 )  s e r ã o  a r m a z e n a d o s  n e s t a  o r d e m .  Cada c o l u n a ,  d e  

c ima  p a r a  b a i x o ,  da e s q u e r d a  p a r a  a d i r e i  t a ,  s ã o  c01  o c a d a s  

s e q d e n c i a l m e n t e  na  á r e a  c o n t ? g u a  d e  memór ia  r e s e r v a d a  p a r a  

s e u  a r m a z e n a m e n t o .  



O mesmo p r o c e d i m e n t o  a c o n t e c e  p a r a  m a t r i z e s  d e  

n d i m e n s õ e s .  A ordem a p r o p r i a d a  e o b t i d a  quando s e  l i s t a m  t o -  

d o s  o s  e l e m e n t o s  de  q u a l q u e r  m a t r i z ,  f a z e n d o - s e  que  o  p r i m e i -  

r o  s u b s c r i t o  v a r i e  m a i s  r a p i d a m e n t e  que o s  d e m a i s ,  em s e g u i -  

da r e p e t i n d o - s e  a  o p e r a ç ã o  p a r a  o  s egundo  s u b s c r i t o ,  a t é  que  

s e  chegue  ao ú l t i m o .  

De uma fo rma  g e r a l ,  uma m a t r i z  A de N d imensões  

pode s e r  d e c l a r a d a  p o r  um e s p e c i f i c a d o r  de v a r i a v e i s  i n d e x a -  

d a s  como por  exemplo DIMENSION A(D1, D2, . . . , D N )  onde  D1 , 

D2, . . . , D N  s ão  o s  v a l o r e s  máximos em cada  d imensão .  Cada e l e  - 
mento de  A pode s e r  r e f e r e n c i a d o  po r  A ( I 1 ,  1 2 ,  . . . ,  IN) d e s d e  

que o s  v a l o r e s  de  1 1 ,  1 2 ,  ..., IN s e j am d e f i n i d o s .  Suponhamos 

que c a d a  e l e m e n t o  o c u p e  uma p o s i ç ã o  d e  memória no r a c i o c 7 n i o  

s e g u i n t e ,  onde  a  c a d a  e l e m e n t o  da v a r i á v e l  i n d e x a d a  A c o r r e s -  

ponda uma p o s i ç ã o  na memória.  A f ó r m u l a  p a r a  s e  l o c a l i z a r  a  

p o s i ç ã o  r e l a t i v a  d e  c a d a  e l e m e n t o  na memória e a  s e g u i n t e :  

onde I  6 o  i n d i c e  d e  l o c a l i z a ç ã o  v a r i a n d o  de 1  a t é  ( D ~ * D Z * D ~ *  

* . .. D N )  i n c l u s i v e .  E s t a  f ó r m u l a  a p r e s e n t a d a  em 1131 é chama- 

da de " f u n ç ã o  do e l e m e n t o  s u c e s s o r  da v a r i á v e l  i n d e x a d a " .  

Como e s t e  t r a b a l h o  f o i  d e s e n v o l v i d o  num computa - 

d o r  Bu r roughs  B6700, c abe  r e s s a l t a r  a q u i  a l g u n s  d e t a l h e s  p a r a  

me1 ho r  compreensão  f u t u r a  d e  a1 guns  tÓpi  c o s  . 

O B6700 possu?  uma p a l a v r a  de memória d e  compri  - 

mento de 52 b i t s ,  porém a p e n a s  4 8  s ã o  a c e s s 7 v e i s  a o s  usuá- 

r i o s .  Os 52 b i t s  s ã o  numerados  d e  51 a t é  O ,  da e s q u e r d a  p a r a  



a  d i r e i t a .  A p a r t e  da  p a l a v r a  q u e  o  u s u á r i o  p o d e  u t i l i z a r  v a i  

d o  b i t  47  a o  b i t  0 .  0 s  b i t s  d e  51 a t é  4 8  s ã o  u t i l i z a d o s  p e l o  

p r ó p r i o  s i s t e m a .  

No FORTRAN do B6700 c a d a  v a r i á v e l  i n d e x a d a  p o d e  

t e r  a t é  31 d i m e n s õ e s .  No c a s o  d a  m a t r i z  s e r  do  t i p o  INTEGER, 

c a d a  e l e m e n t o  p o d e  t e r  um s i n a l  (+  ou - )  e  um v a l o r  q u e  n ã o  

s e j a  m a i o r  q u e  5 4 9 7 5 5 8 1 3 8 8 7 .  No c a s o  da  m a t r i z  s e r  do  t i p o  

R E A L ,  o s  v a l o r e s  d o s  s e u s  e l e m e n t o s  devem t e r  no  máximo 1 1  d? - 

g i t o s  s i g n i f i c a t i v o s  e um p o n t o  q u e  d e v e  o c o r r e r  a n t e s ,  depois  

ou  e n t r e  o s  d y g i t o s  d e c i m a i s .  O v a l o r  a b s o l u t o  máximo d e  um 

e l e m e n t o  r e a l  é a p r o x i m a d a m e n t e  4 . 3 1 3 5 9 1 4 6 6 7 E 6 8  q u e  é i g u a l  a  

( ( 8 * * 1 3 ) - 1 ) * 8 * * 6 3  e o  m e n o r  v a l o r  a b s o l u t o  d i f e r e n t e  d e  z e r o  
- 
e a p r o x i m a d a m e n t e  8 . 7 5 8 1 1 5 4 0 2 1 E - 4 7  q u e  6 i g u a l  a  8 * * ( - 5 1 ) .  

Cada e l e m e n t o  d e  uma m a t r i z ,  em p r e c i s ã o  sim- 

p l e s ,  o c u p a  uma p a l a v r a  d e  memór i a  no B6700,  

Um d e t a l h e  q u e  n ã o  s e  d e v e  e s q u e c e r  q u a n d o  t r a -  

b a l h a m o s  com m a t r i z e s  no B6700,  é q u e  nenhuma v a r i á v e l  i n d e x a  - 

da  p o d e  o c u p a r  m a i s  do  q u e  6 5 . 5 3 5  p a l a v r a s  d e  m e m ó r i a .  C a s o  

t e n h a m o s  d e  t r a b a l h a r  com uma m a t r i z  d e  t a m a n h o  a i n d a  m a i o r ,  

t e r e m o s  q u e  d i v i d y - l a  em d u a s  ou m a i s  m a t r i z e s  m e n o r e s ,  O u t r a  

h i p ó t e s e  é n ã o  u t i l  i z a r  a s  f a c i l  i d a d e s  o f e r e c i d a s  p e l o  FORTRAN 

p a r a  t r a t a r  v a r i á v e i s  i n d e x a d a s  e  c o n s t r u i r  a l g o r y t m o s  p a r a  

t r a b a l h a r  com a r q u i v o s  em memór i a  a u x i l i a r ,  E m  n o s s o  t r a b a l h o  

r e s t r i n g i r e m o s  a  d i s c u s s ã o  a m a t r i z e s  d e n o  máximo 6 5 . 5 4 5  p a -  

l a v r a s  d e  m e m ó r i a .  I s t o  d á  margem a  t r a t a r ,  p o r  e x e m p l o ,  ma- 

t r i z e s  d e  a t e  256  l i n h a s  p o r  255  c o l u n a s .  

Como v i m o s , a s  m a t r i z e s  s ã o  a r m a z e n a d a s  em p o s i -  

ç õ e s  c o n s e c u t i v a s  d e  m e m o r i a .  Po rém,  no  c a s o  em q u e  a s  m a t r i -  



z e s  se jam s u p e r i o r e s  a  4 0 9 5  p a l a v r a s ,  e l a s  s e r ã o  segmentadas 

para que o  s i s t e m a  possa r e a l i z a r  o p e r a ç õ e s  de " o v e r l a y " ,  Ca- 

da segmento da m a t r i z  eonteu '&no maximo, 256  p a l a v r a s  e s e r ã o  

au tomat i camen te  c a r r e g a d a s  e  d e s c a r r e g a d a s ,  d u r a n t e  a  execu-  

ção de u m  programa. 

O compi lador  FORTRAN do B 6 7 0 0  possuy uma opção 

de compi lação  chamada LONG que p e r m i t e  ao u s u á r i o  a l t e r a r  a  

maneira  como o  compi lador  t r a t a  a s  m a t r i z e s .  M a t r i z e s  d e c l a r a  - 

das  em p a r t e s  de um programa f o n t e  onde a  opção LONG e s t e j a  

v á l i d a ,  não s e r ã o  segmentadas não importando qual  s e j a  o  seu  

tamanho. A  Única exceção  5 o  tamanho máximo de m a t r i z e s  que o  

FORTRAN pode m a n i p u l a r ,  que j á  f o i  d e f i n i d o  a n t e r i o r m e n t e .  

Maiores  informações  s o b r e  o  procedimento  de 

segmentação empregado pe lo  compi lador  pa ra  m a t r i z e s  e  p r o g r a -  

mas podem s e r  e n c o n t r a d a s  em 1131, Sempre que nos r e f e r e n -  

c ia rmos  f u t u r a m e n t e  a  algum t 6 p i c o  r e l a c i o n a d o  com os  a l g o -  

r i t m o s  implementados no B 6 7 0 0  e  não t e n h a  s i d o  c o b e r t o  n e s t a  

s e ç ã o ,  fa remos  novas r e f e r ê n c i a s  e  menções e s p e c í f i c a s .  Nos 

1 imitamos a  mencionar  a q u i ,  apenas  a q u e l a s  in fo rmações  que 

são  mais n e c e s s á r i a s  à compreensão dos algor7'tmos d e s c r i t o s  

no c a p y t u l o  c i n c o .  

Como p r i n c i p a i s  c o n c l u s õ e s ,  a  p a r t i r  das  c o n s i -  

d e r a ç õ e s  a p r e s e n t a d a s  n e s t e  c a p y t u l o s  podemos c i t a r  a s  s e g u i n  - 

t e s  : 

a )  Para equipamentcas que possuam s i  s  temas operacionais que funcio- 

nem com memõri a  v i  r t u a  1 , como o  B6700, é fundamental que s e  cons - 

truam algorytmos que minimizem a  necessidade de acesso a  segmentos 



o u  p á g i n a s  que não e s t e j a m  r e s i d e n t e s ,  a  fim de que o p e r a -  

ções  de e n t r a d a  e  s a í d a  não sejam r e a l i z a d a s  d e s n e c e s s a r i a  - 

mente pe lo  s i s t e m a  o p e r a c i o n a l  em t a r e f a s  de " o v e r l a y " .  

b )  Com r e l a ç ã o  a  a lgo r? tmos  para manipulação  de g r a n d e s  ma- 

t r i z e s  deve - se  d e d u z i r  que,  v a r i a ç õ e s  em s u b s c r i t o s  d e  co-  

l u n a s  causam n e c e s s i d a d e  de p á g i n a s  ou segmentos com maior  

f r e q d ê n c i a  do que v a r i a ç õ e s  de s u b s c r i t o s  de l i n h a s .  

c )  Algor?tmos d e s e n v o l v i d o s  em F O R T R A N ,  que manipulem g r a n d e s  

m a t r i z e s ,  têm a  c a r a c t e r i ç t i c a  de que a  demanda por  p á g i -  

nas  ou segmentos não r e s i d e n t e s ,  aumenta em função  da p r i -  

mei ra  dimensão da m a t r i z ,  

d )  Para min imiza r  a  demanda por p á g i n a s  e  i n t e r r u p ç õ e s  c a u s a -  

das  por p á g i n a s  ou segmentos n e c e s s á r i o s  e  não r e s i d e n t e s ,  
d 

e  i n t e r e s s a n t e  que o  número e  a  ampl i t u d e  das  va r i ações  nos 

s u b s c r i t o s  d a s  m a t r i z e s  sejam o s  menores p o s s ? v e i s .  Desta  

m a n e i r a ,  o s  a l g o r ? t m o s  deveriam t r a b a l h a r  co luna  a  c o l u n a ,  

em ordem n a t u r a l ,  e  a s  o p e r a ç õ e s  em cada coluna  s ó  deve- 

r iam começar,  após  o  t é rmino  de t o d a s  a s  o p e r a ç õ e s  na c o l u  - 
na imedia tamente  a n t e r i o r .  

- 
e )  Tendo em v i s t a  o  modo de armazenamento de m a t r i z e s  que e  

u t i  1 i  zado pe lo  compi 1  a d o r  F O R T R A N ,  pa ra  o t r a t a m e n t o  de 

g r a n d e s  m a t r i z e s  d e v e r - s e - i a  e v i t a r  s i t u a ç õ e s  onde no pro-  

grama houvesse u m  dimensionamento exagerado e  que não s e j a  

e f e t i v a m e n t e  u t i l i z a d o ,  P o r  exemplo, em u m  programa p r i n c i  - 

pal  e x i s t e  u m  comando do s e g u i n t e  t i p o s  DIMENSION A(100, 100), 

porém ao s e  e f e t u a r  a  l e i t u r a  da m a t r i z  v e r i f i c o u - s e  que 

a  mesma p o s s u i a  uma dimensão de 60 por  60.  I s t o  s i g n i f i c a  

que a p e s a r  da m a t r i z  n e c e s s i t a r  de 3600 e l emen tos  p a r a  o  



c a s o ,  uma á r e a  d e  1 0 0 0 0  e l e m e n t o s  f o i  e f e t i v a m e n t e  a l o c a d a .  

S e , n o  e n t a n t o ,  n ã o  f o r  p o s s i v e l  ou d e s e j á v e l  e s t a  a l t e r n a -  

t i v a ,  p o d e r - s e - i a  p e n s a r  em o t i m i z a ç ã o  d e  t e m p o ,  u t i l i z a n -  

do a l g o r i t m o s  d e  c o m p r e s s ã o  d e  memór ia  e  d e  l o c a l i z a ç ã o  d e  

e l e m e n t o s  como a q u e l e s  d a s  s u b r o t i n a s  A R R A Y  e  L O C  q u e  f a -  

zem p a r t e  do  c o n j u n t o  d e  s u b r o t i n a s  do IBM S c i e n t i f i c  Sub-  

r o u t i n e  P a c k a g e .  Na s u b r o t i n a  A R R A Y  é e x e c u t a d o  um p r o c e -  

d i m e n t o  q u e  compr ime  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  r e a l m e n t e  u t i l i z a -  

d o s  numa m a t r i z  p a r a  o  i n 7 c i o  da ã r e a  r e s e r v a d a  p a r a  s e u  

a r m a z e n a m e n t o  a  p a r t i r  do DIMENSION c o r r e s p o n d e n t e .  No 

e x e m p l o  d a d o ,  o s  3 6 0 0  e l e m e n t o s  da  m a t r i z  s e r i a m  a r m a z e n a -  

d o s  n a s  p r i m e i r a s  3600  p o s i ç õ e s  da  a r e a  r e s e r v a d a  p a r a  

1 0 0 0 0  e l e m e n t o s ,  A  l o c a l  i z a ç z o  d e  q u a l q u e r  e l e m e n t o  A ( i ,  j )  

s e r i a  f e i t a  a t r a v é s  da  s u b r o t i n a  L O C .  A p a r t i r  d e s t a  o r g a -  

n i  z a ç ã o ,  t o d o s  o s  a l g o r 7 t m s s  p a r a  t r a t a m e n t o  d a s  m a t r i z e s  

u t i l i z a r i a m  a p e n a s  um v e t o r  d e  3 6 0 0  e l e m e n t o s ,  

P r o g r a m a s  q u e  m a n i p u l a m  m a t r i z e s  em m a t r i z e s  d e  

memór ia  v i r t u a l  têm s i d o  a p r e s e n t a d o s ,  com a l g u m a  f r e q u ê n c i a ,  

como p r o d u t o  d e  s i m p l e s  a l t e r a ç õ e s  d e  p r o g r a m a s  d e s e n v o l v i d o s  

p a r a  t r a b a l h a r  s o m e n t e  com a  memór ia  p r i n c i p a l  a t r a v é s  d e  p e -  

q u e n a s  m u d a n ç a s  na o rdem d e  c o l o c a ç ã o  d e  comandos  D O  e s e u s  

c i c l o s  a s s o c i a d o s  1 1 2 1 .  P a s s a r e m o s  em s e g u i d a  a  a n a l i s a r  a s  

p r i n c i p a i s  o p e r a ç õ e s  com m a t r i z e s  e  t e n t a r  f o r m u l a r  e s t a s  o p e  - 

r a ç õ e s  a o  n 7 v e l  m a t e m á t i  c o  u t i  1  i z a n d o  a s  c o n c l u s õ e s  a p r e s e n t a  - 

d a s  n e s t e  c a p i t u l o .  



O o b j e t i v o  d e s t e  c a p ? t u l o  é o  d e  d e f i n i r  a l -  

g u n s  t e r m o s  q u e  s e r ã o  u t i l i z a d o s  em t o d o  o  t r a b a l h o  q u e  s e  s e  - 
g u e ,  d i s c u t i r  a s  p r i n c i p a i s  o p e r a g õ e s  r e a l i z a d a s  com m a t r i z e s  

e, u t i l  i z a n d o  a s  c o n c l u s õ e s  do c a p r t u l o  a n t e r i o r ,  c o n s t r u i  r a1  - 

g o r ? t m o s  q u e  s e j a m  a p r o p r i a d o s  p a r a  t r a t a r  g r a n d e s  m a t r i z e s  

em s i s t e m a s  q u e  t r a b a l h a m  com memór ia  v i r t u a l .  P a r a  a n a l i z a r -  

mos o s  a l g o r r t m o s ,  a l g u m a s  h i p ó t e s e s  f o r a m  a s s u m i d a s ,  e x c e t o  

q u a n d o  e s p e c i f i c a d o  em c o n t r a r i o ,  P r o p o s i t a d a m e n t e ,  d e i x a m o s  

p a r a  o  c a p ? t u l o  c i n c o  o  t r a t a m e n t o  d e  m a t r i z e s  e s p a r s a s ,  o n d e  

o  a s s u n t o  s e r á  a p r e c i a d o  com m a i o r  p r o f u n d i d a d e .  

P a r a  q u e  s e  p o s s a  c o m p a r a r  a l g o r i t m o s  e  p a r a  r e  - 

d u z i r  a  demanda p o r  p á g i n a s ,  s u p o n h a m o s  q u e  c a d a  m a t r i z  s e j a  

a r m a z e n a d a  no i n i c i o  d e  uma p á g i n a  e  q u e  uma p á g i n a  c o n t e n h a  

um número  i n t e i r o  d e  c o l u n a s  d a  m a t r i z .  Em a p l i c a ç õ e s  d e  p r o -  

b l  emas r e a i s ,  d e p e n d e n d o  d a s  d i m e n s õ e s  d a  m a t r i z ,  a s  c o l u n a s  

d a s  m a t r i z e s  podem c o m e ç a r  e  t e r m i n a r  em q u a l q u e r  p a r t e  d e  p á  - 

g i n a s  a l o c a d a s  p a r a  s e u  a r m a z e n a m e n t o  sem q u e  o  u s u á r i o  p o s s a  

e x e r c e r  q u a l q u e r  c o n t r o l e  s o b r e  o  f a t o ,  porém o s  a l g o r f t m o s  

f u n c i o n a r ã o  c o r r e t a m e n t e ,  podendo  s e r  a p r i m o r a d o s  p a r a  s i t u a -  

ç õ e s  e s p e c y f i c a s .  E s t e s  r e f i n a m e n t o s ,  no e n t a n t o ,  n ã o  a l t e r a -  

r ã o  a  o rdem d e  g r a n d e z a  da demanda d e  p á g i n a s  r e q u e r i d a s  p e -  

l o s  mesmos .  P a r a  s i m p l i f i c a r  a  a p r e s e n t a ~ ã o  d o s  a l g o r 7 t m o s  não 

i n c o r p o r a m o s  e s t a s  c a r a c t e r i s t i  c a s  d e  o t i m i z a ç ã o ,  a s s i m  como 

não  n o s  p r e o c u p a m o s  em m o s t r a r  r o t i n a s  d e  e r r o s ,  t r a t a m e n t o  

e  " o v e r f l o w s "  e  d e  " u n d e r f l o w s " ,  e  i m p r e s s ã o  d e  a v i s o s  em c a -  

s o s  d e  mal f u n c i o n a m e n t o  d o s  a l g o r i t m o s  como c o n s e q d ê n c i a  d e  

e r r o s  d e  d a d o s ,  P a r a  u t i l i z a ~ ã o  de  t a i s  a l g o r T t m o s  em a p l i c a -  



ç õ e s ,  t a i s  c u i d a d o s  d e v e r i a m  s e r  t o m a d o s  p e l o  u s u á r i o ,  

Os c á l c u l o  d e  demanda d e  p á g i n a s  a p r e s e n t a d o s  

p a r a  o s  a l g o r ~ t m o s  f o r a m  f e i t o s  p a r a  uma m a t r i z  d e f i n i d a  p o r  

DIMENSION A ( 1 2 8 ,  1 2 8 )  em um s i s t e m a  h i p o t é t i c o  o n d e  s u a  p á g i -  

na mede 1 0 2 4  p a l a v r a s .  Nas f 6 r m u l a s  a p r e s e n t a d a s ,  n  é a  ordem 
/ 

d a  m a t r i z  c o n s i d e r a d a ,  d  é o  v a l o r  d a  p r i m e i r a  d i m e n s ã o ,  w e  

o  número d e  p a l a v r a s  c o n t i d a s  em uma p á g i n a  da  memór ia  v i r -  

t u a l ,  k é o  número  d e  c o l u n a s  da  m a t r i z  c o n t i d a s  em uma p á g i -  

na ( v a l o r  i n t e i r o  p o r  h i p ó t e s e ) ,  e  p  é o  número  d e  p á g i n a s  que 

a  m a t r i z  o c u p a  no t o t a l .  

O c o n c e i t o  d e  m a t r i z  tem s i d o  u s a d o  d e s d e  o  s é -  

c u l o  XIX. E m  1 8 5 8  um a l g e b r i s t a  chamado Arthur C a y l e y  p u b l i -  

c o u  um t r a b a l h o  q u e  chamou " ~ e m õ r i a  s o b r e  a  t e o r i a  d e  n i a t r i -  

z e s "  e  q u e  m o d i f i c o u  s e g u n d o  1181 m u i t o s  d o s  c o n c e i t o s  e s t a b e  - 

l e c i d o s  a t é  à q u e l a  é p o c a .  H o j e  e s t e s  c o n c e i t o s  s ã o  l a r g a m e n t e  

u t i l i z a d o s  em e n g e n h a r i a ,  q u l m i c a  e f y s i c a ,  e s t a t T s t i c a  e  p r o  - 

g r a m a ç ã o  m a t e m á t i  c a ,  

Uma m a t r i z  de  m p o r  n  ou ( m , n )  é u m  c d n j u n t o  r e  - 

t a n g u l a r  d e  e l e m e n t o s  a r r a n j a d o s  em m l i n h a s  e  n  c o l u n a s ,  po-  

d e n d o  s e r  r e p r e s e n t a d a  a s s i m :  

a l  1  a1  2  e.. 

a 2 1  a 2 2  * a .  

A = I a .  . I  = 
1 J  . a * ,  . . e  

:i. 1 
* a s  



Dizemos  q u e  d u a s  m a t r i z e s  s ã o  do mesmo t a m a n h o  

s e  p o s s u i r e m  o  mesmo número  d e  l i n h a s  e  d e  c o l u n a s .  

Duas m a t r i z e s  s ã o  i g u a i s  s e  e  s o m e n t e  s e  e l a s  

f o r e m  i d ê n t i c a s ;  i s t o  é, s e  e  s o m e n t e  s e  t i v e r e m  o  mesmo nú-  

mero  d e  l i n h a s  e  d e  c01  u n a s ,  e  s e  t o d o s  o s  s e u s  e l e m e n t o s  d e  

mesma p o s i ç ã o  f o r e m  i g u a i s .  

Uma m a t r i z  f o r m a d a  p o r  a p e n a s  uma l i n h a  é chama - 

da d e  m a t r i z  l i n h a .  Uma m a t r i z  f o r m a d a  d e  a p e n a s  uma c o l u n a  é 

chamada  d e  m a t r i z  c o l u n a .  Ambas s ã o  g e r a l m e n t e  c h a m a d a s  d e  v e  - 

t o r e s .  

Uma m a t r i z  q u e  p o s s u a  i g u a l  número  d e  l i n h a s  e  

d e  c o l u n a s  é chamada  d e  m a t r i z  q u a d r a d a .  

P a r a  uma m a t r i z  A = ( a i j )  d e  - m l i n h a s  e  d e  - n  c o  e 

l u n a s ,  o n d e  t e m o s  i = 1  , 2 j 3 9 . .  . ,m e  tambeni j = 1 , 2 , 3 , . .  . , n  

a  m a t r i z  r e p r e s e n t a d a  p o r  = ( a j i )  d e  - n  l i n h a s  e  d e  - m c o l u -  

n a s  é também chamada  d e  m a t r i z  t r a n s p o s t a .  

A s e q t l ê n c i a  d e  e l e m e n t o s  a l l  > a 2 * .  a 3 3 .  * .  , a n n  

d e  uma m a t r i z  q u a d r a d a  é chamada  d e  d i a g o n a l  p r i n c i p a l .  

P o r  d e f i n i ç ã o ,  um d e t e r m i n a n t e  é uma f u n ç ã o  d e -  

f i n i d a  s o b r e  uma m a t r i z  q u a d r a d a ,  c a l c u l a d a  de a c o r d o  com u m  

c o n j u n t o  d e  r e g r a s  p a r a  c o m b i n a r  o s  e l e m e n t o s  d a  m a t r i z .  O d e  - 

t e r m i n a n t e  d e  uma m a t r i z  A é r e p r e s e n t a d o  p o r  d e t  A o u  também 

p o r  / , A [ ,  O d e t e r m i n a n t e  d e  uma m a t r i z  5 um numero  e s c a l a r  e  

n ã o  d e v e  s e r  c o n f u n d i d o  com a  p r ó p r i a  m a t r i z  A .  A r e g r a  u t i l i  - 

z a d a  p a r a  c o m b i n a r  o s  e l e m e n t o s  p a r a  o  c ~ l c u l o  é a  s e g u i n t e :  

O d e t e r m i n a n t e  d e  uma m a t r i z  q u a d r a d a  d e  d i m e n -  

s ã o  - n  p o r  - n  é o b t i d o  p e l a  f o r m a ç ã o  da soma d o s  p r o d u t o s  d e  t o  - 



d a s  a s  p o s s ? v e i s  combinações de e lementos  tomados - n de cada 

v e z ,  um e lemento  sendo tomado de cada l i n h a  e  de cada c o l u n a .  

I s t o  i m p l i c a  na r e s t r i ç ã o  de  que d o i s  o u  mais  e l emen tos  não 

podem s e r  tomados de  uma mesma l i n h a  ou c o l u n a .  Se os  elemen- 

t o s  são  tomados d a s  l i n h a s  em ordem, i s t o  é ,  

e n t ã o  o  s i n a l  de cada p rodu to  é dado por  onde p é o  n Ú  - 

mero t o t a l  de i n v e r s õ e s  na seqt iência  dos s u b s c r i t o s  das  c o l u -  

nas j l y  j 2 ,  j 3 ,  . .., j n y  i s t o  é,  o  numero t o t a l  de vezes  que 

algum s u b s c r i t o  j i  p recede  u m  s u b s c r i t o  menor. 

Consideremos a  a v a l i a ç ã o  de u m  d e t e r m i n a n t e  de 

ordem t r ê s ,  

Analisemos o  s e x t o  t e rmo ,  por exemplo, onde os  

v a l o r e s  de j são  3 ,  2 ,  e  1 .  Existem 3  i n v e r s õ e s ,  por i s s o  t e -  

mos o  s i n a l  n e g a t i v o  pa ra  a q u e l e  te rmo.  

Após e s t a s  d e f i n i ç õ e s  b á s i c a s  passemos a  a n a l i -  

s a r  a s  ope rações  com m a t r i z e s .  



3 . 2  ADIÇAO D E  MATRIZES 

Por d e f i n i ç ã o ,  os e l emen tos  c i j  de  C = A  t B s ã o  

formados p e l a  r e g r a  c i j  - - a i j  + b i j .  As m a t r i z e s  A e  B de-  

vem t e r  a s  mesmas d imensões .  A soma de m a t r i z e s  6 a s s o c i a t i v a  

e  c o m u t a t i v a ,  i s t o  é :  

A s u b t r a ç ã o  é dada p o r  c i j  = a i j  - b i  * 

Como c o n s e q d ê n c i a ,  a  m a t r i z  r e s u l t a n t e  da sub-  

t r a ç ã o  A - A  é chamada de m a t r i z  z e r o  ou nu1 a .  Ela  p o s s u i  as mes - 

mas dimensões de  A ,  porém t o d o s  os  s e u s  e l emen tos  s ã o  n u l o s .  

Podemos e x p r e s s a r  a  soma de duas m a t r i z e s  A e  B 

guardando o  r e s u l t a d o  em C de  d o i s  modos b á s i c o s :  po r  l i n h a  e  

por  c o l u n a ,  chegando aos  mesmos r e s u l t a d o s  f i n a i s ,  Porém o  

mesmo não a c o n t e c e  quanto  à e f i c i ê n c i a  dos a l g o r i t m o s  quando 

implementados em F O R T R A N  conforme a n á l i s e s  e f e t u a d a s  no c a p í -  

t u l o  a n t e r i o r .  Anal isemos o s  d o i s  c a s o s  a  s e g u i r :  

Imaginemos que em ambos o s  c a s o s  tenhamos A ,  B e  

C com dimensões de ( 1 2 8 ,  1 2 8 )  r e s p e c t i v a m e n t e ,  e  que sÕ e x i s  - 

t e  e spaço  na memória p r i n c i p a l  pa ra  uma pág ina  de cada m a t r i z  

c o n s i d e r a d a  nos a l g o r i t m o s .  



DO 20 J=1, N C O L U N  I DO 20 I = l ,  NLINHA I 

Algoritmo I  

DO 10 I = l ,  NLINHA 

CONTINUE CONTINUE 

Algor7tmo I1 

DO' 10 J=1,  NCOLUN 

10 CONTINUE 10 CONTINUE 

A s i m p l e s  f o* rmu lação  do a l g o r ~ t m o  de d u a s  f o r -  

mas d i v e r s a s ,  p o r  l i n h a  e  p o r  c o l u n a  c o n d u z i u  a  d u a s  s i t u a -  

ç õ e s  bem d i v e r s a s  em t e r m o s  d e  s o b r e c a r g a  p a r a  o  s i s t e m a  o p e -  
- 

r a c i o n a l  da máquina  h i p o t é t i c a  do exemplo .  E i n t e r e s s a n t e  lem - 

b r a r ,  no e n t a n t o ,  que  s e  f o s s e  pos sTve1 ,  p o r  algum a r t i f y c i o  

m a n t e r  t o d a s  a s  m a t r i z e s  i n t e g r a l m e n t e  r e s i d e n t e s  na memória 

p r i n c i p a l ,  o s  d o i s  v a l o r e s  de  DP1 e  DP2 s e r i a m  i g u a i s ,  

( Demanda de pági nas=3np=2048x3=6144 

(DP1) 

3 . 3  MULTIPLICACÃO ESCALAR 

Demanda de pági nas=3p=16x3=48 

( DP2 

O p r o d u t o  de  u m  e s c a l a r  c  p o r  uma m a t r i z  A é d e  - 

f i n i d o  como uma m a t r i z  c u j o s  e l e m e n t o s  s ã o  r e s u l t a n t e s  da mul - 

t i p l  i c a ç ã o  c ( a i  j ) .  A mul t i p l i c a ç ã o  e s c a l a r  p o s s u i  a s  s e g u i n  - 

t e s  p r o p r i e d a d e s :  d i s t r i b u i t i v a ,  a s s o c i a t i v a  e  c o m u t a t i v a .  
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Assim como no c a s o  da a d i ~ ã o ,  podemos implemen- 

t a r  o  a lgory tmo de d o i s  modos d i s t i n t o s  a  s a b e r :  

DO 10 I = l ,  NLINHA 

DO 20 J=  

A(I,J)=A 

20 CONTINUE 

10 CONTINUE 

1, NCOLUN 

( L J )  * c 

DO 10 J=1, NCOLUN 

DO 20 1=13 NLINHA 

A(I,J)=A(I,J) * C 

20 CONTI PIUE 

10 CONTINUE 

Podemos o b s e r v a r  que e s t e  caso  de m u l t i p l i c a ç ã o  

e s c a l a r  é bem s i m i l a r  ao de  a d i ç ã o  em termos  de demanda de pá - 

g i n a s  ao s i s t e m a .  

3 . 4  P R O D U T O  D E  MATRIZES 

A d e f i n i ç ã o  de produto  de m a t r i z e s  é mais s im- 

p l e s  de s e r  a p r e s e n t a d a  s e  a n a l i z a r m o s  o  s e g u i n t e  exemplo: 

Neste  s i s t e m a  de t r ê s  equações  l i n e a r e s  s i m u l t â n e a s ,  podemos 

d i s t i n g u i r  t r ê s  m a t r i z e s .  A m a t r i z  de c o e f i c i e n t e s  A ,  o  v e t o r  

X e  o  v e t o r  C .  Podemos e n t ã o  e x p r e s s a r  o  s i s t e m a  como A X = C .  

Outro modo a i n d a  s e r i a :  



A m a t r i z  A m u l t i p l i c a d a  p e l o  v e t o r  X 
- 
e  i g u a l  a o  v e t o r  C .  P a r a  

c o n s e g u i r  o  v a l o r  d e  c i  b a s t a  m u l t i p l i c a r  a  1  i n h a  i d a  m a t r i z  

A p e l o  v e t o r  X ,  q u e  é um v e t o r  c01  u n a .  A mul t i  p l  i c a c ã o  é r e a -  

l i z a d a  t e r m o  a t e r m o ,  e  em s e g u i d a  o s  p r o d u t o s  i n d i v i d u a i s  s ão  

s o m a d o s ,  como s e  p o d e  v e r  no e x e m p l o ,  A m u l t i p l i c a ç ã o  d e  um 

v e t o r  p o r  uma m a t r i z  p o d e  s e r  a n a l i z a d a  n o s  d o i s  c a s o s  a  s e -  

g u i r :  

Nos d o i s  a l g o r i t m o s  a p r e s e n t a d o s ,  o  v e t o r  C ( i )  

Algoritmo I  

DO 10 I = l ,  NLINHA 

DO 20 J=1 ,  NCOLUN 

C(1) = C(I)+A(I , J )*X(J)  

20 CONTINUE 

1 0  CONTINUE 

DP1 = np = 2048 

d e v e  se r  z e r a d o  a n t e s  d e  e n t r a r  no p r i m e i r o  comando D O .  E m  a1  - 

g u n s  s i s t e m a s ,  como no B6700,  t o d a s  a s  v a r i á v e i s  s ã o  z e r a d a s  

p e l o  ~ r á p r i o  c o m p i l a d o r  s e  nenhum v a l o r  1 h e s  f o r  d a d o .  

A1 goritmo I 1  

DO 10 J=1 ,  NCOLUN 

DO 20 I = l ,  NLINHA 

C(I)=C(I)+X(J)*A(I , J )  

2  O CONTINUE 

10 CONTINUE 

DP2 = p  = 16 

Podemos p a s s a r  a g o r a  a o  c a s o  m a i s  g e r a l  d e  p r o -  

d u t o  d e  m a t r i z e s .  E m  m u i t o s  c a s o s  a  s e g u n d a  m a t r i z  s e  c o n s -  



t i  t u i  d e  m a i s  d e  uma c o l u n a .  O p r o d u t o  m a t r i c i a l  p o d e  s e r  e n -  

c a r a d o  como uma e x t e n s ã o  do  c a s o  j á  a n a l i s a d o  n e s t a  i n t r o d u -  

ç ã o .  

S e j a  A uma m a t r i z  d e  ( m , p )  e  B uma m a t r i z  d e  

( p , n ) .  O p r o d u t o  A B  é uma m a t r i z  ( m , n )  d e n o t a d a  p o r  C o n d e  c a  - 

da e l e m e n t o  c i  d e  C é o b t i d o  m u l t i p l i c a n d o  o s  e l e m e n t o s  c o r -  

r e s p o n d e n t e s  ã i - é s i m a  l i n h a  d e  A p e l o s  e l e m e n t o s  da  j - e s i m a  

c o l u n a  d e  B e, l o g o  a p ó s ,  somando  o s  r e s u l t a d o s .  D e s t e  modo,  

c a d a  e l e m e n t o  c i j  da m a t r i z  C é f o r m a d o  p e l a  r e g r a :  

e s t e  s e r i a  o  e l e m e n t o  c l l  da m a t r i z  C .  U m  e l e m e n t o  q u a l q u e r  

c i j  s e r i a  a s s i m :  

De uma f o r m a  g e r a l  podemos a p r e s e n t a r  c a d a  e l e m e n t o  r e s u l t a n -  

t e  d o  p r o d u t o  d e  A p o r  B d a n d o  a  m a t r i z  C do s e g u i n t e  modo: 

P 

C = a  b  , p a r a  i = 1 , 2  ,..., m ; j = 1 , 2 ,  ..., n  i j i k k j  
k = l  

O p r o d u t o  d e  A p o r  B não  e x i s t e  s e n ã o  q u a n d o  o  

número  d e  c o l u n a s  d e  A é i g u a l  a o  número  d e  l i n h a s  d e  B .  Nes-  

t e  c a s o ,  A e  B s ã o  c h a m a d a s  m a t r i z e s  c o n f o r m e s  p a r a  a  m u l t i -  

pl  i c a ç ã o .  

A m u l t i p l i c a ç ã o  d e  m a t r i z e s  é a s s o c i a t i v a  ou 



s e j a :  

para  m a t r i z e s  que sejam conformes .  

A mul t i p l i c a ç ã o  de m a t r i z e s  não é c o m u t a t i v a .  

As l e i s  de d i s t r i b u t i v i d a d e  são  a t e n d i d a s  p e l a  

m u l t i p l i c a ç ã o  d e  m a t r i z e s  ou s e j a :  

E m  v i r t u d e  da mul t i p l  i c a ç ã o  não s e r  comuta t iva  
/ 

e  n e c e s s á r i o  e s p e c i f i c a r  a  ordem das m a t r i z e s  sendo m u l t i p l i -  

c a d a s .  A ope ração  de pré-mul t i  pl i  cação de B por  A é o  r e s u l -  

t a d o  de A B ;  a  p ó s - m u l t i p l i c a ç ã o  de B por A é o  r e s u l t a d o  de  

B A .  

Passemos agora  a  a n a l i s a r  a  m u l t i p l i c a q ã o  de ma - 

t r i z e s  em termos  de possTveis  a l g o r f t m o s ,  como nos c a s o s  a n t e  - 

r i o r e s .  Para anã1 i s e  dos a lgo r? tmos  uma h i p ó t e s e  f o i  a s sumi -  

d a ;  e x i s t e  memória p r i n c i p a l  s u f i c i e n t e  para  acomodar uma pá- 

g i n a  pa ra  cada m a t r i z ,  o u  s e j a  há e spaço  para  t r ê s  p á g i n a s  na 

memória p r i n c i p a l  . 



DO 40 1=1 , NLINHA DO 40 J=1, NCOLUN 

DO 40 J=1,  N C O L U N  DO 10 1=13 NLINHA 

c ( 1 5 J )  = 0,o 

DO 30 K=l, NCOLUN DO 30 K=l , NCOLUN 

C(I,J)=C(I,J)+A(I,K)* DO 20 I = l ,  NLINHA 

1 40 CONTINUE 

40 CONTINUE 

I 

Agora que  a n a l i s a m o s  a s  p r i n c i p a i s  o p e r a ç õ e s  bá - 

s i c a s  com m a t r i z e s ,  como soma, s u b t r a ç ã o ,  m u l t i p l i c a ç ã o  de  ma - 

t r i z  po r  v e t o r  e  m u l t i p l i c a ç ã o  d e  d u a s  m a t r i z e s ,  devemos r e s -  

s a l  t a r  que l evamos  em c o n t a  m a t r i z e s  r e t a n g u l a r e s  onde  p r a t i -  

camente  t o d o s ,  ou q u a s e  t o d o s ,  o s  e1 ementos  eram d i f e r e n t e s  de 

z e r o .  No c a s o  de  m a t r i z e s  com c a r a c t e r 7 s t i c a s  d i f e r e n t e s ,  c u i  - 

dados  e s p e c i a i s  devem s e r  tomados com r e l a ç ã o  a  armazenamento 

e  mani pul a ç ã o ,  t e n d o - s e  em v i  s t a  e f i c i ê n c i a  de p r o c e s s a m e n t o  

e  m i n i m i z a ç ã o  d e  p a g i n a ç ã o .  Passemos e n t ã o  à s e ç ã o  s e g u i n t e  

onde vamos a n a l i s a r  t i p o s  e s p e c i a i s  d e  m a t r i z e s ,  s u a s  c a r a c t e  - 

r 7 s t i c a s  e  i m p a c t o  s o b r e  o s  a l g o r i t m o s  m a i s  comuns.  



3 . 5  TIPOS ESPECIAIS D E  MATRIZES 

E m  á l g e b r a  l i n e a r ,  p o r  e x e m p l o ,  e x i s t e m  m u i t a s  

a p l  i c a ç õ e s  p a r a  c e r t o s  t i p o s  d e  m a t r i z e s .  

Como j á  f o i  v i s t o  a n t e s , u m a  m a t r i z  q u e  p o s s u a  o  

mesmo número  d e  l i n h a s  e  d e  c o l u n a s  é chamada  d e  m a t r i z  q u a -  

d r a d a .  E m  uma m a t r i z  q u a d r a d a  o s  e l e m e n t o s  A ( l  , I ) ,  A(2,2) ,  ..., 
A ( n , n )  formam a  d i a g o n a l  p r i n c i p a l  d a  m a t r i z .  Uma m a t r i z  d i a -  

g o n a l  é uma m a t r i z  q u e  c o n t é m .  z e r o s  em t o d o s  o s  e l e m e n t o s ,  e x  - 

c e t o  a q u e l e s  q u e  p e r t e n c e m  à d i a g o n a l  p r i n c i p a l .  E m  uma ma- 

t r i z  d i a g o n a l  o n d e  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  pos suem o  mesmo v a l o r  é 

chamada  d e  m a t r i z  e s c a l a r .  U m  c a s o  e s p e c i a l  d e  m a t r i z e s  e s c a -  

l a r e s  é a q u e l e  em q u e  e s t e  número  é 1 .  E l a  é chamada  d e  ma- 

t r i z  i d e n t i d a d e  ou  m a t r i z  u n i t á r i a .  

Uma m a t r i z  com t o d o s  o s  e l e m e n t o s  i g u a i s  a  z e -  

r o  é chamada  d e  m a t r i z  n u l a .  

As m a t r i z e s  t r i a n g u l a r e s  c o r r e s p o n d e m  a  o u t r o  

c a s o  i m p o r t a n t e  d a s  m a t r i z e s  q u a d r a d a s ,  o n d e  t o d o s  o s  e l e m e n -  

t o s  d e  um l a d o  d a  d i a g o n a l  p r i n c i p a l  s ã o  n u l o s  e d o  o u t r o  s ã o  

d i f e r e n t e s  d e  z e r o .  Q u a n d o  em uma m a t r i z  A ,  o s  e l e m e n t o s  aij=O 

s e m p r e  q u e  i  f o r  m a i o r  q u e  j t e r e m o s  uma m a t r i z  t r i a n g u l a r  s u  - 

p e r i o r .  No c a s o  em q u e  a i j = O  p a r a  i m e n o r  q u e  j t e r e m o s  m a t r i  - 

z e s  t r i a n g u l a r e s  i n f e r i o r e s .  

As m a t r i z e s  i d e m p o t e n t e s  s ã o  a q u e l a s  q u e  o b e d e -  

cem à r e g r a  q u e  d i z  q u e  A ~ = A ,  p a r a  - n  i n t e i r o  e m a i o r  ou i g u a l  

a  1 .  

M a t r i z e s  n u l i p o t e n t e s  s ã o  a q u e l a s  o n d e  A ~ = o ,  po - 

rém A'-'+o. N e s t e  c a s o  a  m a t r i z  A é chamada  d e  n u l i p o t e n t e  d e  



g r a u  p .  

O u t r a  c l a s s e  d e  m a t r i z e s  é a  d a s  m a t r i z e s  t r a n s  - 

p o s t a s ,  o n d e  s e n d o  d a d a  uma m a t r i z  A ,  d e  n  l i n h a s  e  - m c o l u -  

n a s ,  podemos o b t e r  a  p a r t i r  d e  A uma nova  m a t r i z  d e  d i m e n s õ e s  

m p o r  n ,  chamada  t r a n s p o s t a  d e  A ,  t r o c a n d o - s e  a s  l i n h a s  p e -  - - - 
l a s  c o l u n a s  r e s p e c t i v a m e n t e ,  d e  t a l  modo q u e  p a r a  uma m a t r i z  

A = ( a . . )  t e n h a m o s  a  nova  m a t r i z  A = ( a j i )  I s t o  p o d e  s e r  v i s t o  
1 J 

como uma o p e r a ç ã o  d e  r e e s c r e v e r  o s  v e t o r e s - l i n h a  em v e t o r e s -  

c01  u n a .  

A m a t r i z  t r a n s p o s t a  s e r á  r e p r e s e n t a d a  n e s t e  t r a  - 
T b a l h o  p o r  A . 

Uma m a t r i z  q u a d r a d a  é chamada  d e  s i m é t r i c a  q u a n  - 
T do  A = A  . E s t a  d e n o m i n a ç ã o  vem do  f a t o  d e  q u e  o s  e l e m e n t o s  d e  

A s e r e m  s i m é t r i c o s  em r e l a ç ã o  d i a g o n a l  p r i n c i p a l .  

Q u a n d o  a c o n t e c e  o  f a t o  d e  uma m a t r i z  q u a d r a d a  
T A s e r  i g u a l  a  - A  chamamos a  m a t r i z  A d e  a n t i - s i m é t r i c a .  Nas 

m a t r i z e s  a n t i - s i m é t r i c a s  t e m o s  a  = -  i j  a j i  s e  i # j  e  q u e  a i j = O  s e  

i = j ,  

U m  d e t a l h e  i n t e r e s s a n t e  é q u e  q u a l q u e r  m a t r i z  

q u a d r a d a  pode  s e r  d e c o m p o s t a  na soma d e  uma m a t r i z  s i m e t r i c a  

e  d e  uma m a t r i z  a n t i - s i m é t r i c a  e  t a l  d e c o m p o s i ç ã o  é ú n i c a .  A 

m a t r i z  s i m é t r i c a  S p o d e  s e r  c a l c u l a d a  p o r :  

e  a  m a t r i z  a n t i - s i m é t r i c a  P pode  s e r  c a l c u l a d a  p o r :  

P a s s e m o s  a  a n a l i s a r  o  c a s o  d e  uma m a t r i z  A(m,n) 



e  de o u t r a  m a t r i z  B(m,m) t a l  que A B  = B A  = I,,,. Neste c a s o  a  
* 

m a t r i z  B é chamada de i n v e r s a  da m a t r i z  A .  A m a t r i z  I m  e  a  

m a t r i z  i d e n t i d a d e  ou u n i t á r i a ,  

Vamos r e p r e s e n t a r  a  m a t r i z  i n v e r s a  n e s t e  t r a b a -  

I ho por  A -  ' . 
Se uma m a t r i z  não admi te  i n v e r s a  e l a  é chamada 

de m a t r i z  s i n g u l a r ,  ou n ã o - i n v e r s ? v e l .  Se em uma m a t r i z  A(n,n) 

e x i s t e  uma m a t r i z  co luna  X não n u l a ,  onde A X = O ,  e n t ã o  a  ma- 

t r i z  A não admi te  i n v e r s a .  

Após t o d a s  e s t a s  d e f i n i ç õ e s  passemos a  a n a l i s a r  

como a l g u n s  d e s t e s  t i p o s  e s p e c i a i s  de m a t r i z e s  podem s e r  arma - 

zenados  v i sando  o t i m i z a r  o  uso de memória. De u m  modo g e r a l ,  

as  m a t r i z e s  comumente usadas  possuem todos  os  s e u s  e l emen tos  

armazenados.  Para a s  m a t r i z e s  s i m é t r i c a s  somente uma p a r t e  da 

m a t r i z  n e c e s s i t a  s e r  armazenada,  a  p a r t e  s u p e r i o r  o u  a  i n f e -  

r i o r ,  em p o s i ç õ e s  s e q u e n c i a i s  de  memória, p e r m i t i n d o  d e s t e  mo - 

do uma s u b s t a n c i a l  redução  do uso de memória, Para a s  m a t r i -  

zes  d i a g o n a i s  somente o s  e l emen tos  da d iagona l  são  armazena- 

d o s ,  v i s t o  que t o d o s  os demais s ã o  n u l o s .  

Passemos a  a n a l i s a r  como e s t e s  t i p o s  e s p e c i a i s  

de m a t r i z e s  podem s e r  armazenados s e q u e n c i a l m e n t e  na memória. 

As m a t r i z e s  s i m é t r i c a s  e  a s  m a t r i z e s  t r i a n g u l a -  

r e s  s u p e r i o r e s  ou i n f e r i o r e s  podem s e r  armazenadas do mesmo 

modo. Somente a  p a r t e  que s e j a  d i f e r e n t e  de z e r o  p r e c i s a  s e r  

guardada  nas m a t r i z e s  t r i a n g u l a r e s .  Uma m a t r i z  s i m é t r i  ca de 

ordem n pode s e r  armazenada em um v e t o r  de  comprimento 

N*(N+1)/2 ao i n v é s  de N * N  p o s i ç õ e s  como em o u t r o s  t i p o s  de  

m a t r i z e s .  Para uma m a t r i z  de ordem 128 ,  usarTamos apenas  8256 



p o s i ç õ e s  a o  i n v é s  d e  1 6 3 8 4  p a r a  a r m a z e n a r  t o d a  a  m a t r i z .  I s t o  

r e p r e s e n t a  um g a n h o  d e  c e r c a  d e  5 0  p o r  c e n t o  em m a t r i z e s  d e  

m a i o r  t a m a n h o .  V e j a  a  f i g u r a  3 . 1 .  

Quando p a s s a m o s  a  u s a r  e s t a  t é c n i c a  em m a t r i z e s  

d i a g o n a i s  o s  g a n h o s  d e  memór ia  s ã o  a i n d a  m a i o r e s .  M a t r i z e s  

d i a g o n a i s  d e  o rdem - n  podem s e r  a r m a z e n a d a s  em a p e n a s  n  p o s i -  

ç õ e s .  

E s t e  é o  p r o c e s s o  u t i l i z a d o  n a s  s u b r o t i n a s  ARRAY 

e  L O C  p e r t e n c e n t e s  a o  IBM S c i e n t i f i c  S u b r o u t i n e  P a c k a g e  p a r a  

a r m a z e n a m e n t o  e  m a n i p u l a ç ã o  d e  m a t r i z e s  d e  modo a  o t i m i z a r  o  

u s o  d e  memór ia  p r i n c i p a l .  

Os a l g o r ~ t m o s  a p r e s e n t a d o s  p a r a  r e a l i z a r  a s  o p e  - 

r a ç õ e s  com m a t r i z e s  podem s e r  a d a p t a d o s  sem nenhuma d i f i c u l d a  - 

d e  p e l o s  l e i t o r e s ,  p o r  i s s o  n ã o  o s  a p r e s e n t a r e m o s  a q u i ,  a p e -  

s a r  d e  o s  t e r m o s  t e s t a d o s  também,  com u m  s u b s t a n c i a l  g a n h o  d e  

memór ia  e  m i n i m i z a ç ã o  d a s  o p e r a ç õ e s  d e  p a g i n a ç ã o  u s a n d o  o s  

mesmos c o n c e i t o s  a p r e s e n t a d o s  no c a p y t u l  o  d o i  S .  

E m  t o d o s  o s  t i p o s  d e  m a t r i z e s  c i t a d o s ,  p r o c u -  

r o u - s e  r e s s a l t a r  s u a s  p r i n c i p a i s  c a r a c t e r ? s t i c a s  sem no e n t a n  - 

t o  c o n s t i t u i r  um e s t u d o  e x a u s t i v o .  M a i o r e s  i n f o r m a ç õ e s  podem 

s e r  o b t i d a s  em 1 1 5 1 ,  1181 ,  1191 e  em 121 1 .  

De ixamos  p r o p o s i t a d a m e n t e  o  t r a t a m e n t o  d e  ma- 

t r i z e s  e s p a r s a s  p a r a  o  c a p í t u l o  c i n c o  d e s t e  t r a b a l h o .  

3 . 6  TRATAMENTO D E  MATRIZES P O R  PARTIÇÃO E M  BLOCOS 

Q u a n d o  o s  c o e f i c i e n t e s  d e  uma m a t r i z  q u a l q u e r  

não  podem s e r  a r m a z e n a d o s  d e  uma só  v e z  na memór ia  p r i n c i p a l ,  



MATRIZ A 
SIMÉTRICA 

MATRIZ 6 
DIAGONAL 

ARMAZENAMENTO 

EM UM VETOR 

- COLUNA I 

I COLUNA 2 

COLUNA 3 

ARMAZENAMENTO 

EM UM VETOR 

- COLUNA I 

- COLUNA 2 

~ i g u r a  3.1 - Armazenamento de matrizes especiais 
em vetor (~e t i rado  de [E] 1 



p o r  l i m i t a ç ã o  d e  s u a  c o n f i g u r a ç ã o ,  o  q u e  é comum em p e q u e n a s  

m á q u i n a s ,  podemos u t i l i z a r  a  t é c n i c a  d e  d i v i d i r  e s t a  m a t r i z  

em b l o c o s  d e  d i m e n s õ e s  q u e  possam s e r  t r a t a d o s  na memór ia  

p r i n c i p a l  d i s p o n i v e l  . Apenas  o s  b l o c o s  n e c e s s ã r i o s  a o  p r o c e s -  

s a m e n t o  em u m  d a d o  i n s t a n t e  s e r ã o  m a n t i d o s  r e s i d e n t e s  e  t o d o s  

o s  d e m a i s  s e r ã o  a r m a z e n a d o s  em m e m ó r i a  a u x i l i a r .  

E x i s t e m  d i v e r s a s  p r o p o s i ç õ e s  na 1  i  t e r a t u r a  d e  

como e f e t u a r  e s t a  p a r t i ç ã o  e  a  e f i c i ê n c i a  d e  c a d a  e s q u e m a  e  

t a n t o  m a i o r  q u a n t o  menor  f o r  o  g a s t o  d e  memór ia  p r i n c i p a l  e  o  

d e  t r a n s f e r ê n c i a s  p a r a  a  memór ia  a u x i l i a r  e  v i c e - v e r s a .  A l g u -  

mas r e f e r ê n c i a s  m a i s  p r o f u n d a s  podem s e r  e n c o n t r a d a s  em 1181 

e  em 1221.  

A f i l o s o f i a  b á s i c a  é bem s i m p l e s  e  p a r a  uma 

q u a l q u e r  m a t r i z  A ,  podemos s u b d i v i d i - 1  a  em m a t r i z e s  m e n o r e s  

c h a m a d a s  b l o c o s  o u  s u b m a t r i z e s  d e  A .  Dada uma m a t r i z  qualquer ,  

e l a  pode  s e r  s u b d i v i d i d a  em b l o c o s  d e  d i v e r s o s  modos d i f e r e n -  

t e s .  Ve jamos  em s e g u i d a  um e x e m p l o  d e  como t a l  o p e r a ç ã o  pode  

s e r  r e a l  i  z a d a :  

Exemplo:  S e j a  a  m a t r i z  A 



Se d e f i n i  rmos, 

- 
N1l - 

a  m a t r i z  A pode s e r  e s c r i t a  

I- 

n a  s egu in t e  forma: 

-1 

onde N 1  , ?I1 2 .  N Z 1  e  N Z 2  são submatr izes  d a  ma t r i z  o r i g i n a l  A. 

Observemos que N 1  e  N Z 1  possuem o mesmo número de co lunas ,  

e  N I 2  e  N Z 2  igualmente o  mesmo número de co lunas .  Podemos ve- 

r i f i c a r  também que N l l  e  N12,e N 2 1  e  N 2 2  também possuem o mes - 

mo número de l i n h a s .  

Consideremos agora o  caso de uma ma t r i z  M ,  de 

r  l i n h a s  e  de c  co lunas ,  a  qual desejamos s u b d i v i d i r  em 4 blo - - 

tos da s egu in t e  maneira :  

onde A ,  B ,  C ,  e  D são submatr izes  de ordem p x q ,  P X ( C - ~ )  3 



( r - p ) x q ,  e  ( . r - p ) x ( x - q )  r e s p e c t i v a m e n t e .  

No c a s o  mais  ge ra1  de uma m a t r i z  Z ,  de dimen- 

s õ e s  pxq, e l a  pode s e r  s u b d i v i d i d a  em r l i n h a s  e  c c o l u n a s  de - - 

s u b m a t r i z e s  como: 

- 
onde Mi e  a  s u b m a t r i z  na i - é s ima  l i n h a  e  j - é s ima  coluna  de 

s u b m a t r i z e s .  Se a  i - é s ima  l i n h a  de  s u b m a t r i z e s  tem p i  l i n h a s  

de  e lementos  e  a  j - é s i m a  co luna  de s u b m a t r i z e s  tem q colunas, 
j 

e n t ã o  M i j  é de ordem p x q j ,  onde temos a s  s e g u i n t e s  r e l a -  
i  

ç õ e s :  

e  também, 

Os r e s u l t a d o s  das  o p e r a ç õ e s  s o b r e  m a t r i z e s  d i v i  - 

d i d a s  em b l o c o s ,  podem s e r  o b t i d o s  f a z e n d o - s e  a s  o p e r a ç õ e s  so  - 

b r e  o s  b l o c o s ,  como s e  fossem o s  e l emen tos  da m a t r i z .  

Dada uma m a t r i z  M s u b d i v i d i d a  em b l o c o s  como a  

s e g u i r :  



1 .  . . . . . . . . . . e . . . .  

. . . . . . . . . . . . .  Mm -I M,, Mm * 

s e  m u l t i p l i c a r m o s  cada b loco  por u m  e s c a l a r  - K ,  t o d o s  os  e l e -  

mentos d e  M f i c a m  m u l t i p l i c a d o s  por  - k ,  como most rado  a  s e -  

g u i r :  

kM = 

Suponhamos a g o r a ,  que é dada uma o u t r a  m a t r i z  - N 

s u b d i v i d i d a  no mesmo número de b locos  que a  m a t r i z  - M anter ior ,  

e  que o s  b locos  de M e d e  N possuem o s  mesmos tamanhos,  ou a s  

mesmas d imensões .  Somando os  b l o c o s  c o r r e s p o n d e n t e s ,  e s t a r e -  

mos somando os  e l emen tos  c o r r e s p o n d e n t e s  de M e  de N ,  e  a ma- 

t r i z  r e s u l t a n t e  s e r á  da s e g u i n t e  forma:  



A s u b d i v i s ã o  de m a t r i z e s  em b l o c o s  é de g r a n d e  

u t i l i d a d e  na m u l t i p l i c a ç ã o  de m a t r i z e s ,  p o i s  s e  duas  m a t r i z e s  

A e  B ,  são  d i v i d i d a s  em s u b m a t r i z e s ,  a s  q u a i s  s ã o  a p r o p r i a d a -  

mente confo rmãve i s  para  a mul t i p l i c a c ã o ,  o p rodu to  A B  pode 

s e r  e x p r e s s o  como uma m a t r i z  s u b d i v i d i d a ,  t endo  s u b m a t r i z e s  

que são  funções  d a s  s u b m a t r i z e s  de A e  de B ,  E x i s t e  u m  t e o r e -  

ma que d i z  que é p o s s i v e l  m u l t i p l i c a r  m a t r i z e s  " r e p a r t i d a s "  

como s e  a s  s u b m a t r i z e s  fossem e lemen tos  ( e s c a l a r e s )  sempre que 

a  p a r t i ç ã o  s e j a  f e i t a  de t a l  forma que os p rodu tos  a p r o p r i a -  

dos possam s e r  f e i t o s .  E m  a l g u n s  c a s o s  s i m p l e s  i s t o  pode s e r  

v i s t o  sem d i f i c u l d a d e  como: 

O c a s o  g e r a l  segue  por r e p e t i ç õ e s  s u c e s s i v a s  os t r ê s  c a s o s  a -  

p r e s e n t a d o s .  Os d e t a l h e s  s ã o  b a s t a n t e  l a b o r i o s o s  e  suge r imos  

ao l e i t o r  que v e r i f i q u e  os c a s o s  g e r a i s  em 1181, em 1221, em 

191 ou em 1 1 1 ] .  

Ana1 isemos um exemplo de como t a i s  o p e r a ç õ e s  po - 

dem s e r  r e a l i z a d a s  pa ra  a s  m a t r i z e s  A e  B do c a s o  a  s e g u i r :  



e  também temos a s  s u b m a t r i z e s  s e g u i n t e s :  

As m a t r i z e s  A e  B podem s e r  e x p r e s s a s  e n t ã o  d o  s e g u i n t e  mo- 

do: 

Caso A i j  e  B i j  para  i = l  ,2 e j = 1  ,2  fossem e s c a l a r e s ,  t e r í a -  

mos que : 

A p a r t i r  do produto  das m a t r i z e s  o r i g i n a i s  A e  B ou e n t ã o  a  

p a r t i r  das  mul t i p l i c a ç õ e s  das  s u b m a t r i z e s  como most rado  acima 

chegar íamos  ao mesmo r e s u l  t ado  que é o  s e g u i n t e :  



como podem os  l e i t o r e s  v e r i f i c a r  com f a c i l i d a d e .  

Es ta  f a c i l  i dade  de s u b d i v i d i r  m a t r i z e s  em b l o -  

cos  ou s u b m a t r i z e s  é muito  u t i l  quando por  exemplo em s i s t e -  

mas f i s i c o s  que podem s e r  s u b d i v i d i d o s  em s u b s i s t e m a s  com i n -  

t e r c o n e x õ e s ,  o  comportamento do s i s t e m a  todo pode s e r  f req t ien  - 

t emente  d e s c r i t o  por  uma m a t r i z  g l o b a l  r e p a r t i d a  de t a l  manei - 

r a  que a s  s u b m a t r i z e s  ao longo da d i a g o n a l  descrevem a s  p a r -  

t e s  s e p a r a d a s  de todo  o  s i s t e m a ,  e  a s  s u b m a t r i z e s  que não e s -  

t ã o  na d i  agonal r ep resen tam as  i n t e r c o n e x õ e s  dos s u b s i s t e m a s .  

I s t o  pode s e r  usado p a r a  e s t u d a r  a  e s t r u t u r a  de um s i s t e m a  

complexo. 

r ú t i l  d i v i d i r  uma m a t r i z  em s u b m a t r i z e s  quan- 

do a l g u n s  dos b l o c o s  forem a  m a t r i z  O ( z e r o ) .  Vejamos o  exem- 

p l o  a  s e g u i r :  

e temos e n t ã o :  



e  podemos d i z e r  q u e  M é a  soma d i r e t a  d e  M l l  e  d e  M 2 Z  

O u t r a  v a n t a g e m  da p a r t i c ã o  d e  m a t r i z e s  em b l o -  

c o s  é o  f a t o  d e  p o d e r - s e  e s t u d a r  a s  s u a s  p r o p r i e d a d e s ,  e x a m i -  

nando  a s  p r o p r i e d a d e s  d a s  s u b m a t r i z e s .  

P a r a  o  e s c o p o  d e s t e  t r a b a l h o  e s t a s  n o ç õ e s  b a s i -  

c a s  s o b r e  d i v i s ã o  d e  m a t r i z e s  p o r  b l o c o s  s ã o  s u f i c i e n t e s  e  

não  d e s c e r e m o s  a  u m  n i v e l  d e  d e t a l h a m e n t o  m a i s  p r o f u n d o ,  O 

q u e  d e i x a m o s  a o  c a r g o  d o  l e i t o r  q u e  p o d e r ;  s e  u t i l i z a r  d a s  r e  - 

f e r ê n c i a s  j á  f o r n e c i d a s  a n t e r i o r m e n t e .  

P a s s e m o s  ago . r a  a o  e s t u d o  d o s  s i s t e m a s  d e  e q u a -  

ç õ e s  l i n e a r e s  e  d o s  m é t o d o s  u t i l i z a d o s  p a r a  s u a  s o l u ç ã o .  



4 .  S ISTEMAS DE EQUAÇÕES L I N E A R E S  

A s o l u ç ã o  de u m  s i s t e m a  de  equações l i n e a r e s  s i  - 

mul tâneas  pode s e r  n e c e s s á r i a  para  s e  r e s o l v e r  problemas va- 

r i a d o s  em e n g e n h a r i a  como por exemplo: a n ã l i s e  de t e n s õ e s  em 

uma e s t r u t u r a ,  o  e s t u d o  de c i r c u i t o s  e l é t r i c o s  complexos,  a  

s o l u ç ã o  de problemas de  m i s t u r a s  q u ~ m i c a s ,  e  a n a l i s e  de v i b r a  - 

ç õ e s  em s i s t e m a s  mecân icos .  

Gera lmente  t a i s  s i s t e m a s  s ã o  dados na forma 

A X = C  onde os  a i j  s ão  c o e f i c i e n t e s  c o n h e c i d o s ,  os c i  s ão  cons-  

t a n t e s  conhec idas  e  o s  xi s ão  a s  i n c ó g n i t a s  das  equações  a  s e  

rem r e s o l  v i d a s .  

Neste  t r a b a l h o  t r a t a r e m o s  de d o i s  t i p o s  de  méto - 

dos pa ra  s o l u c i o n a r  u m  s i s t e m a  de equações  l i n e a r e s ,  os meto- 

dos de  e l i m i n a ç ã o  e  o s  i t e r a t i v o s .  Os métodos de e l i m i n a ç ã o  

t e o r i c a m e n t e  fornecem a  s o l u ç ã o  e x a t a ,  a  menos dos e r r o s  de  

a r redondamento .  Os métodos i t e r a t i v o s ,  podem s e r  de ex t rema - u 

t i l i d a d e  em mui tos  problemas p r á t i c o s  onde s e  busca uma s o l u -  

ç ã o ,  que a p e s a r  de não s e r  e x a t a ,  s e  aproxima da s o l u ç ã o  d e s e  - 

j a d a  com um g r a u  de e r r o  a c e i t á v e l .  E m  d i v e r s o s  c a s o s  pa ra  
d 

chegar  a  uma p r e c i s ã o  d e s e j a d a ,  e  n e c e s s á r i o  um grande  número 
- 

de i n t e r a ç õ e s  e  f e l i z m e n t e  para  i s t o  temos os  computadores  a  

nossa  d i s p o s i ç ã o .  

A n á l i s e s  mais ap ro fundadas  s o b r e  os t ó p i c o s  a -  

p r e s e n t a d o s  de forma s i n t é t i c a  n e s t e  c a p 7 t u l o  podem s e r  encon - 

t r a d a s  em 1 1 6 ] ,  ] 1 7 1 ,  ] 1 8 1 ,  ] 1 9 1 ,  1201 e  121 1 .  Procuramos 

a p r e s e n t a r  apenas  a q u e l e s  c o n c e i t o s  que nos parecem mais  im- 

p o r t a n t e s  p a r a  o  t r a b a l h o  de p e s q u i s a  em d i s c u s s ã o .  



4 . 1  NOÇÕES PRELIMINARES 

Os c o n c e i t o s  b â s i c o s  s o b r e  m a t r i z e s  a p r e ç e n t a -  

d o s  no c a p T t u l o  a n t e r i o r  s e r ã o  d e  g r a n d e  u t i l i d a d e  em t o d o  o  

d e c o r r e r  d e s t e  c a p y t u l o .  P a r a  um s i s t e m a  A X = B ,  o s  c o e f i c i e n -  

t e s  a i j  formam a m a t r i z  q u a d r a d a  A .  Os e l e m e n t o s  a i  o n d e  

i = j ,  formam a  d i a g o n a l  p r i n c i p a l .  Uma m a t r i z  f o r m a d a  p o r  t a i s  

e l e m e n t o s  e  o n d e  t o d o s  o s  d e m a i s  s e j a m  n u l o s  f o r m a  uma m a t r i z  

d i a g o n a l  q u e  r e p r e s e n t a r e m o s  p o r  D .  A n a l o g a m e n t e ,  podemos d e  - 

f i n i r  d u a s  o u t r a s  m a t r i z e s  e s t r i t a m e n t e  t r i a n g u l a r e s  i n f e r i o r  

e  s u p e r i o r .  Chamemos d e  L a  m a t r i z  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r ,  o n d e  

a i j = O  s e  i = j  e  s e  i < j .  P a r a  a  m a t r i z  o n d e  a i j = O  s e  i > j  u s e -  

mos o  sTmbolo  U q u e  r e p r e s e n t a  a  m a t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r .  

As m a t r i z e s  D ,  L e  U formam ou c o r r e s p o n d e m  ã p a r t i ç õ e s  da  ma - 

t r i z  A ,  t a l  q u e  A = B + L + U .  

Podemos c o m e ç a r  a g o r a  a  f a l a r  d o s  s i s t e m a s  l i -  

n e a r e s  p r o p r i a m e n t e  d i t o s .  

A s o l u ç ã o  d e  u m  s i s t e m a  l i n e a r  é u m  c o n j u n t o  d e  

v a l o r e s  d a s  n  i n c ó g n i t a s  q u e  s a t i s f a z  a  t o d a s  a s  e q u a ç õ e s .  Se  
d d 

e s t e  c o n j u n t o  e  u n i c o ,  o  s i s t e m a  é d i t o  d e t e r m i n a n d o  ou  n ã o  

s i n g u l a r .  S e  e x i s t e  uma i n f i n i d a d e  d e  t a i s  c o n j u n t o s ,  o  s i s -  

t e m a  é d i t o  i n d e t e r m i n a d o ,  e  s e  n ã o  e x i s t e  nenhum c o n j u n t o ,  

e l e  é d i t o  i m p o s s T v e 1  e  n ã o  tem s o l u ç ã o .  P a r a  o s  d o i s  ú1 t i m o s  

c a s o s  c i t a d o s ,  o  d e t e r m i n a n t e  da  m a t r i z  do s i s t e m a  é n u l o .  O 

s i s t e m a  A X - B  é d i t o  s i n g u l a r  s e  d e t  A = O .  

As c o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  u n i c i d a d e  ou  n ã o  da  s o l u  - 

ç ã o  s ã o  u m  t a n t o  t e ó r i c a s ,  p o i s  a o  t r a t a r m o s  p r o b l e m a s  numé- 

r i c o s ,  podem o c o r r e r  a p r o x i m a ç õ e s  q u e  n o s  conduzam a  s o l u ç õ e s  



d i v e r s a s ,  e  em m u i t o s  c a s o s ,  c o m p l e t a m e n t e  e r r a d a s  1161 ,  I s t o  

p o d e  o c o r r e r  n o s  c a s o s  d e  q u a s e  s i n g u l a r i d a d e ,  o n d e  o d e t  A é 
d 

q u a s e  n u l o .  C o s t u m a - s e  d i z e r  q u e  a  m a t r i z  d e  t a i s  s i s t e m a s  e  

"mal c o n d i c i o n a d a " .  E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  o  d e t e r m i n a n t e  d e  uma 

m a t r i z  mal c o n d i c i o n a d a  e prBximo d e  z e r o .  

Pode  o c o r r e r  em u m  d a d o  e x e m p l o  q u e  t e n h a m o s  

q u e  r e s o l v e r  um s i s t e m a  c u j a  m a t r i z  d e  e o e f i e n t e s  s e j a  A e  ou  - 
d 

t r o  c u j a  m a t r i z  d e  c o e f i c i e n t e  s e j a  B .  Podemos d i z e r  q u e  A e  

p io r  c o n d i c i o n a d a  q u e  B s e  o b s e r v a r m o s  q u e :  

I d e t  A (  I d e t  B I  

Mesmo s e  i s t o  s e  o b s e r v a r ,  sõ p o d e r e m o s  s u s p e i t a r  q u e  a o  r e -  

s o l v e r m o s  o  s i s t e m a  A ,  o  e f e i t o  d e  e r r o  s e r á  m a i o r  do q u e  o  

r e s p e c t i v o  d e  um s i s t e m a  B .  

Como p r i n c i p a l  a l e r t a  p a r a  o s  p r o b l e m a s  q u e  v a -  

mos e n f r e n t a r ,  r e s s a l t a m o s  a  n e c e s s i d a d e  d e  s e  t r a b a l h a r  com 

v a l o r e s  t ã o  e x a t o s  q u a n t o  p o s s í v e l  p a r a  o s  c o e f i c i e n t e s  do 

s i s t e m a .  Porém não  podemos  n o s  e s q u e c e r  q u e  o s  c i t a d o s  c o e f i -  

c i e n t e s  s ã o  o b t i d o s  em m u i t o s  c a s o s  d e  modo e x p e r i m e n t a l  e  1 0  - 

g o  s ã o  a p r o x i m a d o s .  O u t r o  p r o b l e m a  é o  e f e i t o  d e  a ~ r e d o n d a m e n  - 

t o  na s o l u ç ã o .  C u i d a d o s  devem s e r  t o m a d o s , p o i s  i s t o  pode  d i m i  - 

n u i r  a  e x a t i d ã o  da s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a .  

P a r a  o  c a s o  d e  u m  s i s t e m a  A X = C  a p r e s e n t a r  t o d o s  

o s  c i  i g u a i s  a  z e r o ,  a s  e q u a ç õ e s  s ã o  d i t a s  h o m o g ê n e a s .  

Os m é t o d o s  a p r e s e n t a d o s  a s e g u i r  s ã o  a p r o p r i a -  



dos pa ra  s i s t e m a s  l i n e a r e s  de equações  s i m u l t â n e a s ,  não homo- 

g ê n e a s ,  não s i n g u l a r e s  e  i n d e p e n d e n t e s .  

0 s  métodos de e1 iminação ou d i r e t o s  s e  c a r a c t e  - 

rizam p e l a  anu lação  de c e r t o s  c o e f i c i e n t e s  a i  p o r  meio de a- 

d i ç õ e s  d a s  equações  dos s i s t e m a s ,  modif icando seu a s p e c t o  p r i  - 

m i t i v o ,  mas t r ans fo rmando-o  em um s i s t e m a  de s o l u ç ã o  mais  f á -  

c i l .  

Ana1 i  semos u m  exemplo pa ra  melhor  compreensão 

dos t õ p i c o s  s e g u i n t e s .  A s o l u ç ã o  de um s i s t e m a  de duas equa-  

ções  s i m u l t â n e a s  da forma:  

poder i a  s e r  f e i t a  a s s im:  

- Resolva a  p r i m e i r a  equação  pa ra  x l  em termos  de x 2 ,  

- S u b s t i t u a  e s t a  na segunda equação ,  

- C a l c u l e  o  v a l o r  de x 2  da segunda equação ,  

- S u b s t i t u a  a q u e l e  v a l o r  de v01 t a  na p r i m e i r a  e q u a ç ã o ,  

- Fina lmen te  c a l c u l e  o  v a l o r  de x l  da p r i m e i r a  equação .  

I s t o  pode s e r  most rado  a s s i m :  



Considerações  sob re  os v a l o r e s  dos numeradores 

e  denominadores são ap re sen t ados  pos t e r i o rmen te .  

Outro método de so lução  é o  s e g u i n t e ,  onde obvia - 

mente chegamos aos mesmos r e s u l t a d o s  passando p o r  passos d i -  

f e r e n t e s  : 

- Mul t i p l i que  a  p r ime i r a  equação por  a21 

- Mul t i  pl ique  a segunda equação por  a l  , 

- S u b t r a i a  a  segunda equação da p r ime i r a  e  chegamos ao 

mesmo r e s u l t a d o  a n t e r i o r ,  como s e  pode v e r .  



Para  o  caso  de cl  e  c  serem i g u a i s  a  z e r o ,  a s  e  2 - 
quações  são  chamadas homogêneas. E m  ambas a s  equações os  deno - 

minadores  s ã o  i g u a i s .  Se o  denominador f o r  d i f e r e n t e  de z e r o  

teremos e n t ã o  os  v a l o r e s  de xl e  de x 2 .  Caso o  denominador s e  - 
j a  i g u a l  a  z e r o ,  a s  equações  s ã o  chamadas de s i n g u l a r e s .  No 

caso  dos numerados serem i g u a i s  a  z e r o ,  não e x i s t e  s o l u ç ã o  pa - 

r a  o  s i s t e m a  de equações  l i n e a r e s .  Temos a i n d a  o  caso  em que 

ambos, o numerador e  o denominador s ã o  i g u a i s  a  z e r o ,  s i t u a -  

ção onde e x i s t e m  i n f i n i t a s  s o l u ç õ e s  pa ra  o s i s t e m a  e  a s  equa-  

ções  são  chamadas d e p e n d e n t e s ,  ou s e j a  uma equação pode s e r  

o b t i d a  de o u t r a  a t r a v é s  de algumas ope rações  a l g e b r i c a s .  

Os r e s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s  no exemplo podem s e r  

g e n e r a l i z a d o s  pa ra  u m  número q u a l q u e r  de equações .  U m  s i s t e m a  

de - n equações  pode s e r  t o r n a d o  homogêneo s e  o s  v a l o r e s  de c i  

forem t o r n a d o s  i g u a i s  a  z e r o .  A s o l u ç ã o  de s i s t e m a  de equa -  

ções  l i n e a r e s  6 u m  c o n j u n t o  de v a l o r e s  de  x i  que têm a  forma 

s e g u i n t e :  

A função  g ( a i j )  é a  mesma pa ra  cada x i ,  e  s e  segue  que no ca -  

so  de t a l  denominador s e r  i g u a l  a  z e r o ,  o  s i s t e m a  é d i t o  s i n -  

g u l a r .  F i n a l m e n t e ,  s e  o  numerador e  o  denominador são  n u l o s ,  



a s  equações não são  t o d a s  i n d e p e n d e n t e s .  

4 . 2 . 1  MÉTODO D E  "GAUSS" 

O método usado no exemplo a n t e r i o r  pode s e r  ex-  

t e n d i d o  pa ra  u m  s i s t e m a  de mais  de duas equagões .  Na p r a t i c a ,  

no e n t a n t o ,  o  método pode s e r  s i m p l i f i c a d o  e  condensado,  u t i -  

l i z a n d o - s e  uma t e c n i c a  a t r i b u i d a  a  GAUSS, que vamos agora  ana - 
l i s a r .  

O método de QAUSS c o n s i s t e  em t r a n s f o r m a r  a  ma- 

t r i z  do s i s t e m a  em uma m a t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r .  Antes  de  

de ta lha rmos  o  método c i t a d o ,  vejamos q u a i s  o p e r a ç õ e s  b á s i c a s  

podem s e r  e x e c u t a d a s  em um s i s t e m a  sem que a  s o l u ç ã o  s e j a  a l -  

t e r a d a  11 9 1 .  E1 a s  são  a s  s e g u i n t e s :  

1 ,  A p o s i ç ã o  de  q u a i s q u e r  d a s  duas equações  do s i s t e m a  pode 

s e r  t r o c a d a .  A ordem na qua l  a s  equações são  e s c r i t a s  é a r  - 

b i t r á r i a .  Porém a  ordem na qual e l a s  são  r e s o l v i d a s  pode 

a f e t a r  o  r e s u l t a d o  por causa  de e r r o s  de a r redondamento  e  

t runcamento ,  acumulados d u r a n t e  os  c á l c u l o s  e f e t u a d o s  nos 

d i v e r s o s  p a s s o s .  

2 .  Q u a l q u e r  equação pode s e r  m u l t i p l i c a d a  ou d i v i d i d a  em qual  - 

quer  i n s t a n t e  por uma c o n s t a n t e  d i f e r e n t e  de z e r o .  

3 .  Q u a l q u e r  equação pode s e r  a d i c i o n a d a  a  o u t r a ,  e  a  equação  

r e s u l t a n t e  pode e n t ã o  s u b s t i t u i r  q u a l q u e r  uma das  duas  e -  

quações o r i g i n a i s  do s i s t e m a .  Igualmente  a s  r e g r a s  2 e  3 

podem s e r  combinadas,  de t a l  modo que uma equação s e j a  mul - 

t i p l i c a d a  por  uma c o n s t a n t e  e  em s e g u i d a  a d i c i o n a d a  a  qual  - 

q u e r  o u t r a  equação e s c o l h i d a .  E m  v i r t u d e  de e s t a rmos  t r a -  



b a l h a n d o  com o s  c o e f i c i e n t e s  d e  A e  d e  C ,  podemos  o m i t i r  

o s  s i m b o l o s  x i  d a s  e q u a ç õ e s ,  a s s i m  como o s  s i n a i s  d e  i g u a l .  

A  m a t r i z  A é chamada  d e  m a t r i z  d e  c o e f i c i e n t e s ,  e  a  m a t r i z  

C d e  v e t o r  d e  c o n s t a n t e s ,  P a r a  s i m p l i f i c a r  a s  e x p r e s s õ e s ,  

podemos c h a m a r  c l  d e  a l  n + l  c 2  d e  a * ,  n + 2 3  e  a s s i m  

s u c e s s i v a m e n t e  a t é  c n  d e  a n 5  n + l .  A  m a t r i z  d o s  e l e m e n t o s  

a i j  a g o r a  s e r á  chamada  d e  m a t r i z  e x t e n d i d a  A ( n ,  n t l ) ,  o n -  

d e  a  ú l t i m a  c o l u n a  é o  v e t o r  C .  No m é t o d o  d e  e l i m i n a ç ã o  

d e  GAUSS,  em c a d a  p a s s o  a m a t r i z  6 t r a n s f o r m a d a  p o r  a l g u -  

mas o p e r a ç õ e s  n a s  l i n h a s .  A  l i n h a  u s a d a  p a r a  a l t e r a r  a s  ou - 

t r a s  l i n h a s  é chamada  d e  l i n h a  p i v ô .  O e l e m e n t o  u s a d o  em 
/ 

c a d a  p a s s o ,  a i j ,  e  chamado d e  e l e m e n t o  p i v Ô .  

O p r o c e d i m e n t o  u s a d o  no s i m b o l o  d e  e l i m i n a ç ã o  

d e  GAUSS é o  s e g u i n t e :  começamos a s  t r a n s f o r m a ç õ e s  a n u l a n d o  

o s  e l e m e n t o s  a b a i x o  d e  a l l  d a  m a t r i z ,  ou  s e j a ,  o s  e l e m e n t o s  

d a  mesma c o l u n a .  I s t o  é chamado d e  l a .  e l i m i n a ç ã o  e  o e l e m e n -  
- 

t o  a l l  e  chamado d e  p ivÔ d e s s a  e l i m i n a ç ã o ,  q u e  é r e a l i z a d a  d o  

s e g u i n t e  modo 1 6  : 

- D i v i d i r  a  l i n h a  1  ( e l )  p e l o  p i v Ô ,  o  q u e  g e r a  umanova  ll. 

- Somar l2 a  ll pré -mul  t i  p l  i c a d a  p o r  - a Z 1  d e  modo a  e l i m i  - 

n a r  o  e l e m e n t o  a Z l  d a  m a t r i z .  

O p r o c e s s o  p o d e  s e r  e x t e n d i d o  a  t o d a s  a s  l i n h a s  

d e  modo q u e  a o  f i n a l  da p r i m e i r a  e l i m i n a ç ã o  a  m a t r i z  e x t e n d i -  

d a  e s t a r á  t r a n s f o r m a d a  d e  t a l  modo q u e  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  d a  

p r i m e i r a  c o l u n a ,  a b a i x o  d e  a l l  e s t a r ã o  t r a n s f o r m a d o s  em z e r o .  

A s e g u n d a  e l i m i n a ç ã o  c o n s i s t e  em e l i m i n a r  t o d o s  



o s  e l e m e n t o s  d a  s e g u n d a  c o l u n a  a b a i x o  d e  a z 2  d e n o m i n a d o  p i v õ  

d e s t a  e l i m i n a ç ã o ,  P a r a  r e a l i z a - l a  b a s t a  r e p e t i r  o p r o c e d i m e n -  

t o  da  p r i m e i r a  e l i m i n i s C o .  Ao f i n a 9  d a  s e g u n d a  e l i m i n a ç ã o  t e -  

r emos  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  d a  s e g u n d a  c o l u n a ,  a b a i x o  d e  a z p  t o r  - 

n a d o s  n u l o s .  P r o s s e g u i m o s  a t e  a l c a n ç a r  a  U l t i m a  l i n h a  r e p e t i n  

do em c a d a  p a s s o  o s  mesmos p r o c e d i m e n t o s  v i s t o s .  Ao f i n a l  t e -  

r e m o s  uma m a t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  e  podemos ,  sem d i f i c u l d a  - 

d e s ,  r e s o l v e r  a s  e q u a ç õ e s  do s i s t e m a .  E m  r e s u m o ,  a o  f i n a l  da  
- 
u l t i m a  e1 i m i n a ç ã o  a  m a t r i z  e s t a v a  t r i a n g u l a r i z a d a .  V i s t o  d e  

o u t r o  modo,  a  f i m  d e  c a d a  e l i m i n a ç ã o  um novo e l e m e n t o  e r a  t o r  - 

n a d o  i g u a l  a  1  na  d i a g o n a l  p r i n c i p a l  e  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  a -  

b a i x o  d e l e  t o r n a d o s  i g u a i s  a  z e r o  na mesma c o l u n a .  As o p e r a -  

ç õ e s  d e  e l i m i n a ç ã o  v i s a m  a  t r i a n g u l a r i z a ç ã o  da m a t r i z  d e  c o e -  

f i c i e n t e s .  E m  s e g u i d a  r e a l i z a m o s  a  s u b s t i t u i ç ã o  d o s  v a l o r e s  

c a l c u l a d o s  d e  x i  a  p a r t i r  da  Ú l t i m a  e q u a ç ã o  a t é  a  p r i m e i r a ,  

ou s e j a  d e  b a i x o  p a r a  c i m a .  E s t a  s u b s t i t u i ç ã o  a o  c o n t r á f - i o  ou 
a 

d e  b a i x o  p a r a  c i m a ,  e  r e f e r e n c i a d a  na 1  i  t e r a t u r a  como "Backward 

s u b s t i t u t i o n "  e  a  e l i m i n a ç ã o  como " F o r w a r d  e l i m i n a t i o n " .  Ao 

i n v é s  d e  s e  r e a l i z a r  a  s u b s t i t u i ç ã o  a o  c o n t r á r i o  p a r a  d e t e r m i  - 

n a r  o s  v a l o r e s  d e  x i ,  e x i s t e  um p r o c e d i m e n t o  a l t e r n a t i v o  d e  

c o n t i n u a r  u s a n d o  o  p r o c e s s o  d e  e l i m i n a ç ã o  p a r a  c o n v e r t e r  o s  

c o e f i c i e n t e s  da m a t r i z  d e  t a l  f o r m a  q u e  o s  e l e m e n t o s  da  d i a g o  - 

na1  s e j a m  d i f e r e n t e s  d e  z e r o  e  o s  d e m a i s  t o d o s  n u l o s ,  e x c e t o  

a q u e l e s  q u e  f a z e m  p a r t e  d o  v e t o r  d e  c o n s t a n t e s ,  o n d e  e s t a r ã o  

a s  s o l u ç õ e s .  

É i m p o r t a n t e  o b s e r v a r  q u e  nenhum d o s  e l e m e n t o s  

q u e  s e r v e m  d e  p i v 6  numa e l i m i n a ç ã o  p o d e  s e r  i g u a l  a  z e r o .  S e  

i s t o  o c o r r e r ,  devemos  t r o c a r  a  p o s i ç ã o  da  l i n h a  em q u e s t ã o  



com a s  q u e  e s t ã o  a b a i x o ,  d e  t a l  modo q u e  t a i s  e l e m e n t o s  n ã o  

s e j a m  n u l o s ,  E s t a  o p e r a ç ã o  não  a l t e r a  a  s o l u ç ã o  do s i s t e m a ,  

Só não podemos t r o c a r  a  l i n h a  em q u e s t ã o  p o r  l i n h a s  q u e  j á  t e  - 
nham s i d o  t r a t a d a s  e  q u e  e s t e j a m  a c i m a ,  p o i s  i s t o  a f e t a r i a  o  

r e s u l t a d o  d a s  e l i m i n a ç õ e s  a n t e r i o r e s .  Q u a n d o  e s t e  p r s c e d i m e n  - 

t o  não  f o r  p o s s y v e l  p o r q u e  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  d a  c o l u n a  do p i  - 

v 6  a b a i x o  da d i a g o n a l  p r i n c i p a l  s ã o  n u l o s ,  o  s i s t e m a  é s i n g u -  

l a r .  

O m ê t o d o  d e  GAUSS d e  e l i m i n a ç ã o ,  como m e n c i o n a -  

d o  a n t e s  p a r a  d i a g o n a l i z a r  a  m a t r i z  d e  c o e f i c i e n t e s  p o d e  s e r  

v i s t o  no f l u x o g r a m a  a p r e s e n t a d o  na  f i g u r a  4 . 1 .  

No f l u x o g r a m a ,  - k é o  número  da  l i n h a  s e n d o  u s a -  

da  p a r a  e l i m i n a r  o s  c o e f i c i e n t e s  d a  k - é s i m a  c o l u n a  n a s  l i n h a s  

m a i s  b a i x a s .  A n t e s  d e  s e r  u s a d a ,  no e n t a n t o ,  a  l i n h a  é d i v i d i  - 

da  p e l o  s e u  p r ó p r i o  e l e m e n t o  d a  d i a g o n a l  a k k  d e  t a l  modo que 

a  m a t r i z  f i n a l  s e r á  f o r m a d a  p o r  e l e m e n t o s  i g u a i s  a  1  na d i a g o  - 

na1 p r i n c i p a l  e  a  c o l u n a  d a s  c o n s t a n t e s  d a r á  d i r è t a m e n t e  o s  

v a l o r e s  d a s  i n c ó g n i t a s .  E s t a  d i v i s ã o  é m o s t r a d a  na p r i m e i r a  

c o l u n a ,  A e l i m i n a ç ã o  é d a d a  na s e g u n d a  c o l u n a  do f l u x o g r a m a  - a  

t r a v é s  d e  t r ê s  comandos  D O  e m b u t i d o s .  A e l i m i n a ç ã o  a o  c o n t r a -  

r i o ,  e s t á  n o s  t r ê s  comandos  D O  e m b u t i d o s  da  t e r c e i r a  c o l u n a  

do  f l u x o g r a m a .  Os Y n d i c e s  - i  e  - j r e f e r e n c i a m  a  1  i n h a  e  a c o l u -  

na do e l e m e n t o  a i  j .  O c á l c u l o  do  f a t o r  - s é r e a l i z a d o  f o r a  d e  

c a d a  c i c l o ,  C a s o  e s t e  p a s s o  f o s s e  i n c l u y d o  no c i c l o ,  o s  e l e -  

m e n t o s  da  d i a g o n a l  s e r i a m  a l t e r a d o s  a n t e s  q u e  f o s s e m  u s a d o s  

p a r a  m o d i f i c a r  o s  e l e m e n t o s  d a  l i n h a  em q u e s t ã o .  



Figura 4.1 - Fluxograma do método de GAUSS . 
( Retirado de C191 1 



4 . 2 . 2  METODO D E  ELIMINAÇÃO D E  GAUSS-JORDAN 

As e l i m i n a ç õ e s  v i s t a s  no mgtodo  a n t e r i o r  podem 

s e r  c o m b i n a d a s  d e  t a l  modo q u e  formem um p r o c e d i m e n t o  u n i c o  

c o n h e c i d o  como o  m é t o d o  d e  GAUSS-JORDAN. A v a r i a ç ã o  em r e l a -  

ç ã o  a o  m é t o d o  a n t e r i o r  5 q u e  a  k-Gsima l i n h a  é u s a d a  p a r a  e l i  - 

m i n a r  o s  e l e m e n t o s  da  k - e s i m a  c o l u n a ,  n ã o  s o m e n t e  a b a i x o  do 

e l e m e n t o  a k k .  mas também a c i m a  d e l e .  A s s i m ,  a o  f i m  d e  u m  ú n i -  

c o  p a s s o  a o  l o n g o  d a  m a t r i z ,  o s  ú n i c o s  e l e m e n t o s  q u e  s o b r a m  

s ã o  o s  e l e m e n t o s  d o  v e t o r  c o l u n a  e  o s  e l e m e n t o s  da  d i a g o n a l  

v a l e n d o  1 .  

O m é t o d o  d e  GAUSS-JORDAN e m o s t r a d o  no f l u x o g r a  - 

ma da f i g u r a  4 . 2  o n d e  a  n o t a ç ã o  6 a  mesma u t i l i z a d a  no f l u x o -  

g rama  da f i g u r a  4 . 1 .  O c i c l o  d e  e l i m i n a ç ã o  p r i n c i p a l  s e m p r e  

começa  na l i n h a  1  e  p r o s s e g u e  a t e  a  l i n h a  n ,  p u l a n d o  a  l i n h a  - 

k ,  q u e  é a  q u e  e s t á  s e n d o  u s a d a  p a r a  a  l i n h a  p i v õ .  - 

A l g u n s  d o s  p a s s o s  i n d i c a d o s  n a s  f i g u r a s  4 . 1  e  

4 . 2  não  s ã o  r e a l m e n t e  n e c e s s ã r i o s  p a r a  a  o b t e n ç ã o  da  s o l u -  

ç ã o .  Uma a n á l i s e  d e t a l h a d a  p e r m i t e  v e r i f i c a r  q u e  o  a r m a z e n a -  

m e n t o  d o s  z e r o s  na m a t r i z  d e  c o e f i c i e n t e s  é t r a b a l h o  d e s n e c e s  - 

s á r i o ,  p o r q u e  t a i s  e l e m e n t o s  n u n c a  m a i s  s e r ã o  c o n s u l t a d o s  ou 

u s a d o s .  Os Ú n i c o s  e l e m e n t o s  q u e  i n t e r e s s a m  a o  f i n a l  da  o p e r a -  

ç ã o  m o s t r a d a ,  s ã o  o s  e l e m e n t o s  d a  Ú l t i m a  c o l u n a ,  o  v e t o r  d a s  

c o n s t a n t e s  d a  m a t r i z  e x t e n d i d a ,  q u e  f o i  t r a n s f o r m a d o  p e l a s  

o p e r a ç õ e s  com a s  1  i n h a s  em u m  v e t o r  q u e  c o n t é m  a s  s o l u ç õ e s .  

Um novo f l u x o g r a m a  é a p r e s e n t a d o  na f i g u r a  4 . 3  com e s t a s  modi - 

f i c a ç õ e s  no m é t o d o  d e  GAUSS-JORDAN. 



Figura 4.2 - Fluxograma do método de GAUSS- JORDAN 

( Retirado de [i91 ) 



4 - 2 . 3  P R O B L E M A S  D E  A R R E D O N D A M E N T O  

A s o l u ç ã o  de um s i s t e m a  de equações  l i n e a r e s  po - 
de s e r  mui to  p r e j u d i c a d a  p e l o s  e r r o s  que g e r a l m e n t e  ocorrem 

causados  por  t runcamentos  e  a r redondamentos  d u r a n t e  o  p r o c e s -  

samento,  devido  ao f a t o  de que os computadores  u t i l i z a m  um n ú  - 

mero f i x o  de d i g i t o s  para  a rmazenar  cada número, U m  c a s o  que 

a c o n t e c e  com alguma f r e q d ê n c i a  a q u e l e  em que o  e l emen to  p i -  

v6 não é z e r o ,  mas é muito pequeno. Os e r r o s  comet idos  duran-  

t e  o s  c á l c u l o s  podem c o n d u z i r  a  uma s o l u ç ã o  com u m  e r r o  r e l a -  

t i v o  g r a n d e .  Algumas a l t e r n a t i v a s  foram s u g e r i d a s  em 1161 e  

em 1191 para min imiza r  e s t e s  problemas e  que s ã o  a s  seguintes: 

- A l t e r n a t i v a  1 :  p r o c u r a r  em cada passo  p e l o  e l emen to  de 

maior  magnitude na co luna  do pivÔ ( e l e m e n t o s  da l i n h a  do pivÔ 

e  a q u e l a s  a b a i x o )  e t r o c a r  a s  l i n h a s  de t a l  modo que s e  possa  

u s á - l o  como e lemen to  pivÔ. U m  c i c l o  pode s e r  f a c i l m e n t e  i n s -  

c r i t o  nos f luxogramas  m o s t r a d o s ,  a n t e s  da d i v i s ã o  por  a k k .  

- A l t e r n a t i v a  2 :  p r o c u r a r  em t o d a  a  m a t r i z  de c o e f i c i e n t e s  

p e l o  e lemento  de máxima magni tude .  E m  s e g u i d a  t r o c a r  l i n h a s  e  

c o l u n a s  a t e  c o n s e g u i r  mover a q u e l e  e l emen to  a t é  a  p o s i ç ã o  do 

pivÔ a l l  Após a  e l i m i n a ç ã o  dos e l emen tos  aba ixo  de a l l  p ro -  

c u r a r  na nova s u b m a t r i z  quadrada começando p e l a  segunda l i n h a  

e  segunda coluna  o  novo e lemento  de máxima magni tude .  O e l e -  

mento e n c o n t r a d o  é movido pa ra  a  p o s i ç ã o  do novo pivÔ a Z 2  e  o  

p r o c e s s o  é r e p e t i d o .  Como a  mudança de c o l u n a s  c o r r e s p o n d e  a  
# 

mudanças na ordem d a s  v a r i a v e i s  nas  equações  o r i g i n a i s ,  e  ne- 

c e s s á r i o  manter  um h i s t ó r i c o  para  c o l o c a r  a s  r e s p o s t a s  f i n a i s  

na ordem o r i g i n a l .  



- A l t e r n a t i v a  3:  d i v i d i r  o s  e l e m e n t o s  d e  c a d a  l i n h a  no  i -  

n 7 c i o  p o r  um f a t o r  d e  e s c a l a  q u e  d e p e n d e  da m a g n i t u d e  d o s  e l e  - 

m e n t o s  da  l i n h a  em q u e s t z o ,  Algumas  v a r i a ç õ e s  p o s s T v e i s  s ã o :  

u s a r  o  e l e m e n t o  d e  m a i o r  m a g n i t u d e  d a q u e l a  1  i n h a  como d i v i -  

s o r ;  u s a r  a  r a i z  q u a d r a d a  do p r o d u t o  d a s  m a g n i t u d e s  d o s  d o i s  

e l e m e n t o s  d e  m a i o r  e  d e  m e n o r  m a g n i t u d e ,  ou s e j a ,  s u a  m é d i a  

g e o m é t r i c a .  ApOs a  d i v i s ã o  p o r  um f a t o r  d e  e s c a l a  d e  t o d a s  a s  
- 

1  i n h a s ,  e  v a n t a j o s o  r e p e t i  r a  o p e r a c ã o  p a r a  q u a l q u e r  c o l u n a  

o n d e  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  s e  d i f e r e n c i a m  p o r  m a i s  do  q u e  um f a -  

t o r  l i m i t e ,  t a l  como 1 0 ~ ~  d e  e l e m e n t o s  d e  o u t r a s  c o l u n a s .  Es -  

t a  o p e r a ç ã o  d e  e s c a l a  r e p r e s e n t a  uma mudança  na  v a r i á v e l  o r i -  

g i n a l  d a q u e l a  c o l u n a ,  e  d e v e  s e r  c o n s i d e r a d a  n o s  r e s u l t a d o s  

f i n a i s .  

Vamos a n a l  i s a r  um e x e m p l o  p a r a  m e l h o r  a p r e c i a r  

o  q u e  f o i  d i t o  s o b r e  t a i s  e r r o s  d e  a r r e d o n d a m e n t o  e t r u n c a -  

m e n t o ,  P r o c u r e m o s  r e s o l v e r  um s i s t e m a  p e l o  m é t o d o  d e  GAUSS u -  

s a n d o  n o s  c ~ l c u l o s  3 d í g i t o s  s i g n i f i c a t i v o s .  

A s o l u ç ã o  e x a t a  d e  t a l  s i s t e m a  é x, = 1 ;  x = - I ;  x  = 1 2 3 

I n i c i a l m e n t e  t e m o s  a  s e g u i n t e  m a t r i z  e s t e n d i d a :  



ApÓs a  p r i m e i r a  e1 iminação te remos  a 

Após a  segunda e1 iminação  t e remos :  

ApÓs a  t e r c e i r a  e l i m i n a ç ã o  t e remos :  

U t i l i z a n d o  a  s u b s t i t u i ç ã o  ao c o n t r a r i o ,  te remos:  

O que 5 ,  como s e  pode v e r i f i c a r ,  uma s o l u ç ã o  completamente e r  - 

r a d a .  Se u t i l i z a r m o s  a  a l t e r n a t i v a  número 1 te remos  o  s e g u i n -  

t e  : 



- In i c i amos  t r o c a n d o  a  p r i m e i r a  e  a  segunda l i n h a s  e  t e remos :  

- Após a  p r i m e i r a  e l i m i n a ç ã o  t e r e m o s :  

- Trocando-se a  segunda e  a  t e r c e i r a  l i n h a s  t e remos :  

- Após a  segunda e l i m i n a ç ã o  t e remos :  

- Ap8s a  t e r c e i r a  e l i m i n a ç ã o  t e r e m o s :  



- Rea l  i z a n d o  a  s u b s t i t u i ç ã o  a o  c o n t r á t i o  t e r e m o s :  

A p e s a r  d e  não  s e r  uma s o l u ç ã o  e x a t a  é uma a p r o x i m a ç ã o  m u i t o  

m e l h o r  do q u e  a  e n c o n t r a d a  a n t e r i o r m e n t e .  Podemos e n t ã o ,  com 

b a s e  n e s t e  exemplo ,  c o m p r e e n d e r  q u e , a p e s a r  d e  q u e  o s  c o m p u t a d o  - 
r e s  u t i l i z a m  c e r c a  d e  8 d y g i t o s  s i g n i f i c a t i v o s  ou  a t é  m a i s ,  

s ó  s e  p r o c u r a  u t i l  i z a r  c o m p u t a d o r e s  p a r a  s o l u c i o n a r  s i s t e m a s  

com u m  número  d e  e q u a ç õ e s  m u i t o  s u p e r i o r  a  t r ê s ,  como m o s t r a -  

do no e x e m p l o ,  e  p a r a  s i s t e m a s  d e  p o r t e  m a i o r  o  número  d e  a l -  

g a r i s m o s  s i g n i f i c a t i v o s  do c o m p u t a d o r  u s a d o  pode  n ã o  s e r  s u -  

f i c i e n t e .  

A a p r o x i m a ç ã o  d a  s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a  p o d e  s e r  me - 
I h o r a d a  s e  a l g u n s  c u i d a d o s  f o r e m  t o m a d o s .  O v e t o r  s o l u ç ã o  a -  

p r o x i m a d o  p o d e  s e r  a p l i c a d o  no s i s t e m a  o r i g i n a l  e  o s  n o v o s  v a  - 

lares d a s  c o n s t a n t e s  podem s e r  a v a l i a d o s  a s s i m ;  

Podemos a g o r a  c a l c u l a r  o s  r e s i d u o s  e n t r e  o s  v a l o r e s  o r i g i n a i s  

d a s  c o n s t a n t e s  e  o s  v a l o r e s  a p r o x i m a d o s  o b t i d o s  a s s i m :  



As c o r r e ç ó e s  p a r a  o s  v a l o r e s  d e  x i  podem s e r  o b t i d a s  a  p a r t i r  
- 

d a  s o l u ç ã o  do novo  s i s t e m a  p e l o  mesmo m e t o d o  a s s i m :  

A s o l u ç ã o  do novo s i s t e m a  f o r n e c e  como s o l u ç ã o :  e l  = 0 , 1 7 0 ;  

e 2  = - 0 , 0 5 6 9  e  e 3  = 0 , 0 0 0 0 1 6 0 ,  l o g o  a  nova  s o l u ç ã o  c o r r i g i -  

da é i g u a l  a :  

x 3  = x 3  + e 3  = 1,O + 0 , 0 0 0 0 1 6  = 1 , 0 0 ,  q u e  é m u i t o  

mai.s p r ó x i m a  d a  s o l u ç ã o  r e a l  do q u e  a  a n t e r i o r .  G e r a l m e n t e  

p a r a  uma ou  d u a s  a p r o x i m a ç õ e s  é p o s s y v e l  a t i n g i r  uma p r e c i s ã o  

a c e i t á v e l  p a r a  a  p r e c i s ã o  d e s e j a d a ,  em t e r m o s  d e  número  d e  a1  - 

g a r i s m o s  s i g n i f i c a t i v o s ,  mui t o  e m b o r a  p o s s a m o s  r e p e t i r  o  p r o -  

c e s s o  t a n t a s  v e z e s  q u a n t o  o  d e s e j a d o  p a r a  uma a p l i c a ç ã o .  

Uma c o m p a r a ç ã o  e n t r e  o  m é t o d o  de  GAUSS e  o  mé- 

t o d o  de  GAUSS-JORDAN é a p r e s e n t a d o  em 1161 em t e r m o s  d e  e s f o r  - 

ç o  c o m p u t a c i o n a l  (EC)  p a r a  a  s o l u ç ã o  d e  u m  s i s t e m a  q u a l ; q u e r ,  

e  a p r e s e n t a  o s  s e g u i n t e s  r e s u l t a d o s  : 

- Método d e  GAUSS - E C 1  = ( n 3  + 3 n 2  - n )  / 3  

- ~ é t o d o  d e  GAUSS-JORDAN - E C 2  
2  

= (2 /3)  ( ( n 2  + 2n - l ) / ( n  + n ) )  

o n d e  - n  é o  número  d e  e q u a ç õ e s  do s i s t e m a  e  t o m o u - s e  como b a s e  

p a r a  o s  c ã l c u l o s  d e  E C  o  numero de m u l t i p l i c a ç õ e s  e f e t u a d a s  



em cada método. 

Para s i s t e m a s  com grande  numero de equações  po- 

d e - s e  a f i r m a r  que o  e s f o r ç o  computaciona1 d o  Metodo de GAUSS 
- 
e  2 / 3  do r e s p e c t i v o  e s f o r ç o  do Método de GAUSS-JORBAN. 

O metodo de GAUSS-JORDAN é com alguma freqflên-  

c i a  u t i l i z a d o  para  i n v e r s ã o  de m a t r i z e s ,  após algumas a d a p t a -  

ç õ e s .  

Caso o  s i s t e m a  de equações  s e j a  s i n g u l a r ,  não 

e x i s t e  i n v e r s a  pa ra  a  m a t r i z  de c o e f i c i e n t e .  I s t o  pode s e r  

compreendi do p o i s  a s  mesmas ope rações  r e a l  i z a d a s  nas 1  i  nhas 

pa ra  a  i n v e r s ã o  de uma q u a l q u e r  m a t r i z  s ã o  a s  mesmas r e a l i -  

zadas  no Método de GAUSS-JORDAN para  c o n s e g u i r  a s  e1 imina-  

ç õ e s ,  Se e s t a s  ope rações  levarem a u m  termo nu lo  na d i a g o n a l ,  

que não possa s e r  removido a t r a v g s  de t r o c a s  de l i n h a s ,  O 

s i s t e m a  é d i t o  s i n g u l a r  e  m a t r i z  i n v e r s a  não e x i s t e .  

A s o l u ~ ã o  de um s i s t e m a  de equações  l i n e a r e s  s i  - 

mul tâneas  a t r a v é s  de i n v e r s ã o  e  m u l t i p l i c a ç ã o  de m a t r i z e s  s e  

t o r n a  mui to  i n t e r e s s a n t e  quando temos v á r i o s  s i s t e m a s  a  r e -  

s o l v e r ,  t o d o s  possu indo  a  mesma m a t r i z  de c o e f i c i e n t e s ,  mas 

v e t o r e s  de c o n s t a n t e s  d i f e r e n t e s .  É n e c e s s á r i o  c a l c u l a r  a  ma- 

t r i z  i n v e r s a  apenas  uma vez n e s t e  caso  e  em s e g u i d a  u s á - l a  

como um p r é - m u l t i p l i c a d o r  pa ra  cada u m  dos v e t o r e s  de cons-  

t a n t e s .  O p rocedimento  é o  s e g u i n t e :  pa ra  o  s i s t e m a  A X  = C ,  

pré-mul t i p l  icamos ambos os  l a d o s  p e l a  m a t r i z  i n v e r s a  de A e  

temos A - '  A X  = A - '  C .  Apl icando a  d e f i n i ç ã o  de m a t r i z  i d e n -  

t i d a d e  ou m a t r i z  u n i t á r i a ,  temos f i n a l m e n t e  que X = A - '  C .  

Des te  modo a  m u l t i p l i c a ç ã o  da i n v e r s a  de A p e l o  v e t o r  de cons - 

t a n t e s  C f o r n e c e  v e t o r  co luna  X com a s  s o l u ç ã o  do s i s t e m a  pro  - 



p o s t o .  

Os f l u x o g r a m a s  d a s  f i g u r a s  4 . 1  e  4 . 2  podem s e r  

a d a p t a d o s  p a r a  c a l c u l a r  a m a t r i z  i n v e r s a  do s e g u i n t e  modo,  e x  - 

p o s t o  como uma a 1  t e r a ç ã o  n a  m a t r i z  d e  c o e f i c i e n t e s ,  n ã o  p e l a  

i n c l u s ã o  do v e t o r  d e  c o n s t a n t e s  mas p e l a  i n c l u s ã o  d e  - n  c o l u -  

n a s  d a  m a t r i z  i d e n t i d a d e  a o  l a d o  d i r e i t o  da m a t r i z  d e  c o e f i -  

c i e n t e s .  Cada nova  l i n h a  a g o r a  p a s s a  a  t e r  2n e l e m e n t o s .  Ao 

f i n a l  d a s  e l i m i n a ç õ e s ,  q u a n d o  a  m a t r i z  d e  c o e f i c i e n t e s  f o i  

c o n v e r t i d a  a  uma m a t r i z  i d e n t i d a d e ,  o s  c o e f i c i e n t e s  da  m a t r i z  

i n v e r t i d a  o c u p a r ã o  a s  p o s i ç õ e s  q u e  a n t e s  e ram o c u p a d a s  p e l a  

m a t r i z  i d e n t i d a d e .  U m  f l u x o g r a m a  p a r a  a  i n v e r s ã o  d e  uma ma- 

t r i z  d e  n  p o r  n  p e l o  m é t o d o  d e  GAUSS-JORDAN é v i s t o  na f i g u r a  

4 . 4 .  O p r i m e i r o  c i c l o  d e  comando DO c r i a  a  m a t r i z  e x t e n d i d a  

e  o  r e s t o  é s i m i l a r  a o  p r o c e d i m e n t o  m o s t r a d o  a n t e r i o r m e n t e ,  

com a  e x c e ç ã o  d a s  a l t e r a ç õ e s  em r n d i c e s  o n d e  a p r o p r i a d o .  U m  

c i c l o  a d i c i o n a l  pode  s e r  a d i c i o n a d o ,  s e  d e s e j a d o ,  p a r a  mover  

o s  e l e m e n t o s  da m a t r i z  i n v e r s a  p a r a  uma m a t r i z  B .  

4 . 3  M É T O D O S  ITERATIVOS 

Após uma a n á l i s e  d o s  m 6 t o d o s  d i r e t o s  ou d e  e l i -  

m i n a ç ã o  na s e ç ã o  a n t e r i o r ,  p a r a  a  s o l u ç ã o  de  s i s t e m a s  d e  e -  

q u a ç õ e s  1  i n e a r e s  s i m u l t â n e a s ,  p a s s a m o s  a g o r a  a  c o n s i d e r a r  o s  

m é t o d o s  i t e r a t i v o s  ou  i n d i r e t o s .  E x a t a m e n t e  como no c a s o  d e  

m é t o d o s  i t e r a t i v o s  p a r a  c á l c u l o  d e  r a r z e s  d e  p o l i n Õ m i o s ,  a q u i  

uma a p r o x i m a ç ã o  d a s  i n c ó g n i t a s  e d a d a  i n i c i a l m e n t e  e  em s e g u i  - 

d a ,  a t r a v é s  d e  a l g u m a s  t é c n i c a s  q u e  vamos e s t u d a r ,  p r o c u r a -  

s e  c h e g a r  a  uma m e l h o r  a p r o x i m a ç ã o  d a  s o l u ç ã o  d e s e j a d a ,  r e p e -  

t i n d o - s e  o  p r o c e d i m e n t o  a t e  q u e ,  no c a s o  d e  h a v e r  c o n v e r g ê n -  



Figura 4.4 - Inversão de matrizes pelo método de 

GAUSS - JORDAN. ( ~ e t i r a d o  de [19] ) 



c i a ,  a  d i f e r e n ç a  e n t r e  duas  aproximações  s u c e s s i v a s  s e j a  i n f e  - 

r i o r  do que uma p r e c i s ã o  e s p e c i f i c a d a  por  nós ao i n 7 c i o  do 

p r o c e s s o ,  No caso  de s i s t e m a s  de equações  l i n e a r e s ,  f o r n e c e -  

mos no i n y c i o ,  u m  c o n j u n t o  de v a l o r e s  pa ra  X como p r i m e i r a  

aproximação para  a  s o l u ç ã o  do s i s t e m a ,  Para que possamos p r o s  - 
- 

s e g u i r ,  e  n e c e s s ã r i o  que t o d a s  a s  i n c ó g n i t a s  e n v o l v i d a s  t e -  

nham convergênc ia  s a t i  s f a t õ r i a ,  

A f i l o s o f i a  b a s i c a  dos metodos i t e r a t i v o s  pa ra  

a  s o l u ç ã o  de s i s t e m a s  de equações  l i n e a r e s  é t e n t a r  e s c r e v ê -  

1 0 s  da s e g u i n t e  forma:  

onde F é uma m a t r i z  de ( n , n )  e  - d é um v e t o r  do A p a r t i r  

de uma aproximação i n i c i a l  x o ,  p e r t e n c e n t e  ao r e a l i z a m o s  

um c o n j u n t o  de i t e r a ç õ e s  do s e g u i n t e  modo: 

de t a l  modo que chegamos a  uma fórmula  de r e c o r r ê n c i a  e x p r e s -  

s a  por 

Para o  caso  onde l im  x ( k )  - x = 0, podemos d i z e r  que a  seqdên 
k +c0 

c i a  de aproximações  de x ( 1 )  a t é  x ( k )  converge  para  a  s o l u ç ã o  

d e s e j a d a  x , 

Algum cu idado  deve s e r  tomado pa ra  o  c a s o  da s e  - 

qdênc ia  não c o n v e r g i r ,  ou p a r a  d e c i d i r  quando p a r a r  no caso  

de c o n v e r g ê n c i a ,  



U m  c r i t é r i o  que pode s e r  usado para  d e c i d i  r 

quando p a r a r  o  p rocesso  em c a s o  de convergênc ia  é comparar com 

uma c e r t a  t o l e r â n c i a ,  a d i f e r e n ç a  e n t r e  o s  v a l e r e s  s u c e s s i v o s  

d a s  aproximaqões .  Quando a  d i f e r e n c a  f o r  i n f e r i o r  ã t o l e r ê n -  

c i a  d e f i  n i d a ,  podemos e n c e r r a r  o p r o c e s s o .  

Out ra  manei ra  e c a l c u l a r  o  e r r o  a b s o l u t o  máximo 

e n t r e  duas i t e r a ç õ e s  e  compara-lo com uma t o l e r z n c i a  p r e v i a -  

mente d e t e r m i n a d a ,  

A m a t r i z  F e comumente chamada de m a t r i z  d e  i t e  - 

r ação  e  a  convergênc ia  do p r o c e s s o  depende de s u a s  p r o p r i e d a -  

d e s .  

Passemos a o s  métodos i t e r a t i v o s  p r o p r i a m e n t e  d i  - 

t o s  nas  s e ~ õ e s  que seguem, 

4.3.1 M É T O D O  D E  "JACOBI" 

O Método de JACOBI também 6 conhecido  como Méto - 

do dos des locamen tos  s i m u l t ã n e o s  (Method of s i m u l t a n e o u s  d i s -  

p l a c e m e n t s )  ou também como "To ta l  s t e p  i t e r a t i o n "  nos l i v r o s  

de Cá1 c u l o  NÚmérico. 

I n i c i a l m e n t e  o  s i s t e m a  A X  = C é r e a r r a n j a d o  pa- 

r a  que a  p r i m e i r a  equação r e s o l v i d a  para x l ,  a  segunda pa ra  

X 2 '  a t é  chegarmos a  ú1 t ima equação .  Seguindo e s t e  passo t e -  

mos: 



Anal i sando  a s  r e s p o s t a  o b t i d a s  vemos que a  ma- 

t r i z  de i t e r a ç ã o  é a s e g u i n t e :  

A m a t r i z  F de i t e r a ç ã o  o b t i d a  a p r e s e n t a  a  c a r a c t e r í s t i c a  de 

que f i j = O  pa ra  i = j .  Os demais  e l emen tos  f i j = a i j / a i i  para i#j.  

- 
O v e t o r  - d quando expressamos a s  i t e r a ç õ e s  por x = F x  + d e  f o r  - 

mado por  c l / a l 1 9  c 2 / a Z 2 >  . . . ,  c n / a n n .  De uma forma g e r a l  po- 

demos e x p r e s s a r  a s  i t e r a ç õ e s  do s e g u i n t e  modo: 



I xl ( k t l )  = - (C ,  - a  x  (k) - a13x3(k) - ... - a  x ( k )  
a l  1  12 2  1n n 

1  x n ( k t l )  = - (cn - a  x ( k )  - a  x (k) - ... - a  nl 1 n 2  2  n,n-1 x n-1 (k)  

Os Tnd ices  - k e  k t l  que aparecem e n t r e  pa rên -  

t e s e s  indicam o  número da i  t e r a ç ã o  e  servem também para  d i f e -  

r e n c i a r  o s  c o n j u n t o s  de v a l o r e s  de - x o b t i d o s  ao longo das  v ã -  

r i a s  i t e r a ç õ e s .  O p r o c e s s o  c o n t i n u a  a t é  que a  d i f e r e n ç a  e n t r e  

os  v a l o r e s  de duas  i t e r a ç õ e s  c o n s e c u t i v a s  e s t e j a  d e n t r o  de um 

l i m i t e  p r é - e s t a b e l e c i d o .  Como j á  f o i  d i t o  a n t e s ,  e x i s t e m  vá-  

r i o s  modos de s e  f a z e r  i s t o .  Além d a q u e l e s  j a  mencionados no 

i n f c i o  da s e ç ã o  4 . 3 ,  e x i s t e  um que é o b t i d o  a t r a v é s  da soma 

dos v a l o r e s  a b s o l u t o s  dos d e s v i o s  r e l a t i v o s  e n t r e  t o d a s  a s  i -  

t e r a ç õ e s  j á  r e a l i z a d a s  e  compará - l a s  com u m  d e s v i o  p e r m i t i d o  

e  j á  f i x a d o .  I s t o  pode s e r  e x p r e s s o  por :  

X, (k+l ) - xl (k) xZ(k+l ) - x2(k) xn(k+l)  - x n ( k )  
t + ... + = S 2 0  

e  para  a  soma c a l c u l a d a  S temos S 6 d e s v i o  p e r m i t i d o ,  

Como s e  pode o b s e r v a r  o  ~ é t o d o  de JACOBI é mui- 

t o  f á c i l  de s e r  programado e  apenas  a l g u n s  cu idados  devem s e r  

tomados pa ra  d e c i d i r  quando i n t e r r o m p e r  o p r o c e s s o ,  p o r  t e r  s i  

d o  observado que o  mesmo d i v e r g e n t e  ou porque chegamos a  

uma p r e c i s ã o  c o n s i d e r a d a  como a c e i t á v e l  p a r a  nossa  ap l  i  cação 

e s p e c y f i c a .  



4 . 3 - 2  M É T O D O  D E  GAUSS-SEIDEL 

E s t e  m é t o d o  p o d e  s e r  c o n s i d e r a d o  come uma v a -  

r i a n t e  r e f i n a d a  do  m é t o d o  a n t e r i o r m e n t e  d í s c u t i d o ,  Ao i n v é s  

d e  u s a r  t o d o s  o  c o j u n t o  d e  v a l o r e s  o b t i d o s  p a r a  x  na i t e r a -  - 
d 

ç ã o  a n t e r i o r ,  e  d e  s e  e s p e r a r  q u e  s e j a  v a n t a j o s o  u t i l i z a r  o  

v a l o r  m a i s  r e c e n t e  d e  c a d a  v a r i s v e l  c a l c u l a d a  no p a s s o  a n t e -  

r i o r .  Podemos e n t ã o  e x p r e s s a r  a s  i t e r a ç õ e s  d e  u m  modo g e r a l  

a s s i m :  

I x l ( k + l )  = -- (C, - a  x ( k )  - a  x ( k )  - ... - a l n x n ( k ) )  
al  1  12 2  1 3  3 

O Método d e  GAUSS-SEIDEL é m o s t r a d o  a t r a v é s  d e  

f l u x o g r a m a  na f i g u r a  4 . 5  o n d e  f o r a m  c o l o c a d o s  t e s t e s  a p r o p r i a  - 

d o s  p a r a  e n c e r r a r  o  p r o c e s s a m e n t o  em c a s o  d e  d i v e r g g n c i a  ou 

d e  s e  c h e g a r  a  uma s o l u ç ã o  a c e i t á v e l .  

A p e s a r  d e  n ã o  i n c l u y d o  no f l u x o g r a m a  m o s t r a d o  

na f i g u r a  4 . 5 ,  t a n t o  n e s t e  m é t o d o  q u a n t o  no a n t e r i o r ,  a s  e q u a  - 

ç õ e s  d e v e r i a m  s e r  a r r a n j a d a s  d e  t a l  modo q u e  o  c o e f i c i e n t e  d e  

x1 d e  m a i o r  m a g n i t u d e  o c o r r a  na p r i m e i r a  e q u a ç ã o ,  o  c o e f i c i e n  - 

t e  d e  x 2  d e  m a i o r  m a g n i t u d e  o c o r r a  na  s e g u n d a  e q u a ç ã o  e  o  mes - 

mo o c o r r a  n a s  d e m a i s  e q u a ç õ e s .  E s t a  r e c o m e n d a ç ã o  s e  d e v e  a o  

f a t o  d e  a f e t a r  a  c o n v e r g ê n c i a  d e  ambos o s  m é t o d o s  a p r e s e n t a -  

d o s  e  u m  e s t u d o  m a i s  p r o f u n d o  pode  s e r  v i s t o  em 1 1 9 1 .  
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4 . 3 . 3  P R O B L E M A S  D E  C O N V E R E N C I A  DOS M É T O D O S  

O metodo i n i c i a l m e n t e  a n a l i s a d o ,  o de JACOBI; - a  

p r e s e n t a  a  s e g u i n t e  m a t r i z  de  i t e r a q ã o :  

Se cons ide ra rmos  a  m a t r i z  d i agona l  D ,  a  s u a  i n -  

v e r s a  s e r á  D - '  t e r emos :  

O -9 2 4  1 e . . . .  - a i  nIai i  

- a 2 1 / a 2 2  o . . . . .  - a ~ n l a ~ ~  

- a n i  I a n n  - a n ~ l a n n  . a * . .  o 

E s t a  Últ ima m a t r i z ,  a  m a t r i z  de  i t e r a ç ã o  d o  mé- 

todo  de JACOBI pode s e r  e x p r e s s a  po r :  

da equação x  = Fx + D ,  e  temos também que d = D - ' c ,  onde c  

r e p r e s e n t a  o  v e t o r  de  c o n s t a n t e s  do s i s t e m a .  



O Método  d e  GAUSS-SEIDEL a p r e s e n t a  a  s e g u i n t e  

m a t r i z  d e  i t e r a ç ã o :  

e o  v e t o r  d  t e m o s  a  s e g u i n t e  e s t r u t u r a :  

E s t a s  c o n s i d e r a ~ õ e s  i n i c i a i s  s o b r e  m a t r i z e s  d e  

i t e r a ç ã o  f o r a m  a p r e s e n t a d a s  p o i s  no e s t u d o  d e  c o n v e r g ê n c i a  dos 

m é t o d o s ,  e l a s  têm uma i m p o r t â n c i a  f u n d a m e n t a l ,  p o i s  d e l a s  d e -  

p e n d e  a  c o n v e r g ê n c i a  ou  n ã o  d e  um d o s  m ~ t o d o s .  

P a r a  um s i s t e m a  m o d i f i c a d o  e e x p r e s s o  na  f o r m a  

x  = Fx + d ,  o n d e  a s  i t e r a ç õ e s  s ã o  d e f i n i d a s  p o r :  

x ( k + l )  = F x ( k )  + d ,  p a r a  k =  1 , 2 ,  .... 

e x i s t e m  a l g u m a s  c o n d i ç õ e s  q u e  s ã o  s u f i c i e n t e s  p a r a  s u a  c o n v e r -  

g ê n c i a  e q u e  s ã o :  

p a r a  t o d o  i ,  ( i = l ,  2 ,  . . ., n  1 

p a r a  t o d o  j ,  ( i = l ,  2 ,  . . . , n 1 



E s t a s  c o n d i ~ õ e s  e  o u t r a s  s ã o  m o s t r a d a s  em 1161 

e  em 1191 com m a i o r e s  d e t a l h e s  e  a l i  tambem d a d a s  n o v a s  r e f e -  

r G n c i a s .  

P a r a  q u e  O S  m e t o d o s  a p r e s e n t a d o s  possam c o n v e r -  
- 

g i r ,  e  c o n d i ç ã o  s u f i c i e n t e  tambem q u e  a m a t r i z  do  s i s t e m a  s e -  

j a  d i a g o n a l m e n t e  d o m i n a n t e  como p r o p o s t o  em 4 . 2 . 3  e  i r r e d u t y  - 

v e l  p a r a  q u a l q u e r  e s c o l h a  do v e t o r  i n i c i a l  x ( 0 )  e  p a r a  q u a l -  

q u e r  v e t o r  C .  N e s t e  c a s o ,  o  Metodo d e  GAUSS-SEIDEL c o n v e r g e  

m a i s  r a p i d a m e n t e  d o  q u e  o  Método  d e  JACOBI. U m  c u i d a d o  d e v e  

s e r  t omado  q u a n d o  comparamos  o s  p r i m e i r o s  r e s u l t a d o s  d e  ambos  

o s  m é t o d o s  p o i s  n ã o  s e  p o d e  g a r a n t i r  q u e  o s  r e s u l t a d o s  o b t i -  

d o s  n a s  p r i m e i r a s  i t e r a ç õ e s  d o  ~ é t o d o  d e  GAUSS-SEIDEL s e j a m  

m e l h o r e s  do q u e  a q u e l a s  o b s e r v a d a s  no Método d e  JACOBI. 

4 . 4  CONSIDERAÇÕES SOBRE OS M É T O D O S  

Cada uma d a s  t é c n i c a s  c o n s i d e r a d a s ,  d e  e l i m i n a -  

ç ã o  e  i t e r a t i v a s ,  possuem v a n t a g e n s  e  d e s v a n t a g e n s  q u e  p r o c u -  

r a m o s  s u m a r i z a r  a q u i :  

a )  Os m é t o d o s  d e  e l i m i n a ç ã o  a p r e s e n t a m  a  v a n t a g e m  d e  p o d e r e m  

s e m p r e  s e r  a p l i c a d o s .  O mesmo não  s e  p o d e  d i z e r  d o s  m é t o d o s  

i t e r a t i v o s  q u e  dependem da c o n v e r g ê n c i a .  Os m é t o d o s  d e  e l i m i -  

n a ç ã o  possuem a  c a r a c t e r y s t i c a  d e  q u e  u t i l i z a m o s  um número  

f i x o  d e  o p e r a ç õ e s  p a r a  u m  d e t e r m i n a d o  número  d e  e q u a ç õ e s ,  n ã o  

i m p o r t a n d o  q u a i s  s e j a m  o s  n ú m e r o s  e n v o l v i d o s .  

b )  É p o s s T v e l  d e t e t a r  a  s i n g u l a r i d a d e  d e  um s i s t e m a  n o s  m e t o  - 

d o s  d e  e l i m i n a ç ã o .  O mesmo não  a c o n t e c e  com o s  m é t o d o s  i t e r a  - 

t i v o s .  



U m  q u a l q u e r  s i s t e m a  em q u e s t ã o ,  pode s e r  i n d e -  

t e rminado  ou i m p s s s ~ v e l  e  não percebemos i s t o  quando u t i l i z a -  

mos um método i t e r a t i v o ,  

c )  Os métodos i t e r a t i v o s  são  menos a f e t a d o s  p e l o s  e r r o s  de a r  - 

redondamento do que o s  métodos d i r e t s s .  Nos métodos de e l i m i -  

nação os  c o e f i c i e n t e s  são  a l t e r a d o s  p e r i o d i c a m e n t e  e  o  mesmo 

não a c o n t e c e  nos métodos i t e r a t i v o s .  I s t o  pode s e r  minimizado 

p e l a  r e o r g a n i z a ç ã o  d a s  equações d e  modo a  manter  o s  e l emen tos  

de maior  magni tude  na d iagona l  mas, mesmo a s s i m ,  i s t o  r e p r e -  

s e n t a  u m  s é r i o  problema no manuseio de  g randes  m a t r i z e s .  

d )  Para os  s i s t e m a s  e s p a r s o s ,  onde ex i s t em um g r a n d e  número 

de c o e f i c i e n t e s  n u l o s ,  o número de ope rações  é grandemente r e  - 

d u z i d o ,  e  os  métodos i t e r a t i v o s  apresentam uma g r a n d e  v a n t a -  

gem s o b r e  os métodos de e l i m i n a ç ã o ,  

Para os s i s t e m a s  d e  g rande  p o r t e  s e r i a  mais  r e -  

comendável t r a b a l h a r  com métodos i  t e r a t i v o s ,  d e s d e  que  h a j a  

c o n v e r g ê n c i a ,  p o i s  os  s i s t e m a s  podem t e r  sua  s o l u ç ã o  comple ta  - 

mente d i s t o r c i d a  p e l o s  e r r o s  de  a r redondamento  e  t runcamento  

dos  métodos de e l i m i n a ç ã o .  

Agora que a n a l i s a m o s  os  p r i n c i p a i s  pon tos  con- 

s i d e r a d o s  fundamenta i s  para o  escopo d e s t e  t r a b a l h o ,  ( n o s  c a -  

p í t u l o s  de u m  a t é  o  q u a t r o ) ,  e  que concluimos que os  s i s t e m a s  

i t e r a t i v o s  são  o s  mais adequados para  g randes  s i s t e m a s  por  i n  - 

t roduz i rem menor q u a n t i d a d e  de e r r o s  de a r redondamento  e  de 

t runcamento ,  alem de serem o s  mais  a p r o p r i a d o s  p a r a  s i s t e m a s  

e s p a r s o s ,  passemos ao c a p f t u l o  s e g u i n t e  onde o s  s i s t e m a s  e s -  

p a r s o s  s e r ã o  a n a l i z a d o s  com maior  d e t a l h e .  



5 .  MATRIZES ESPARSAS 

As m a t r i z e s  e s p a r s a s  a p a r e c e m  em d i v e r s o s  t i p o s  

d e  p r o b l e m a s  como: n a  a n a l i s e  d e  e s t r u t u r a s  r e t i c u l  a d a s  o u  

c o n t i n u a s  p e l o  m é t o d o  d o s  e l e m e n t o s  f i n i t o s ;  na  a p l i c a ç ã o  d o  

m é t o d o  d e  Newton e q u a ç s e s  a l g e b r i e a s  n ã o  1 i n e a r e s :  n a  a n ã -  

l i s e  d e  s i s t e m a s  d e  f o r ç a  e  d e  r e d e s  e l z t r i c a s ;  no  p r o j e t o  d e  

c i r c u i t o s  i n t e g r a d o s  d e  c o m p u t a d o r e s  e m u i t o s  o u t r o s .  

P o r  s e r  o  p o n t o  c e n t r a l  d e s t a  p e s q u i s a ,  i n i c i a l  - 

m e n t e  vamos c a r a c t e r i z a r  m e l h o r  o  q u e  s ã o  m a t r i z e s  e s p a r s a s  

e  o s  p r o b l e m a s  q u e  n o r m a l m e n t e  s ã o  e n c o n t r a d o s  em s u a  m a n i p u -  

l a ç ã o  q u a n d o  se  d e s e n v o l v e m  a p l i c a ç õ e s  em q u e  e l a s  o c o r r e m .  

E m  s e g u i d a ,  vamos a n a l i s a r  a s  p r i n c i p a i s  a l t e r n a t i v a s  d e  a r -  

m a z e n a m e n t o  s u g e r i d a s  p o r  d i v e r s o s  a u t o r e s  e  a p o n t a r  s u a s  

p r , i n c i p a i s  v a n t a g e n s  e d e s v a n t a g e n s .  Com b a s e  n e s t a  a n ã l i  s e  

p a s s a m o s  em s e g u i d a  a  a n a l i s a r  o  i m p a c t o  d a  c a r a c t e r y s t i c a  d e  

e s p a r s i d a d e  d a s  m a t r i z e s  s o b r e  o s  p r i n c i p a i s  a l g o r ~ t m o s  c o n h e -  

c i d o s  p a r a  mani  p u l  a ç ã o  d e  m a t r i z e s  . A p r e s e n t a m o s  também como 

f o r a m  r e a l i z a d o s  o s  t e s t e s  e  o s  a l g o r i t m o s  u s a d o s  no B6700 d o  

NCE/UFRJ e s c r i t o s  em FORTRAN e  f i n a l i z a m o s  e s t e  c a p y t u l o  d i s -  

c u t i n d o  o s  p r o b l e m a s  e n c o n t r a d o s  na  i m p l a n t a ç ã o  d e  t a i s  a l g o -  

r 7 t m o s  d e  t a l  modo q u e  o s  l e i t o r e s  p o s s a m  u t i l i z a r  o  c o n h e c i -  

m e n t o  a d q u i r i  do  a o  1  o n g o  d e s t e  t r a b a l h o  p a r a  a d a p t a r e m ,  s e  

f o r  o  c a s o ,  o s  a l g o r i t m o s  e a s  i d é i a s  p a r a  o u t r a s  l i n g u q g e n s  

e  o u t r o s  e q u i p a m e n t o s  d i s p o n i v e i s  em s u a s  i n s t a l a ç õ e s  d e  o r i -  

gem. 



5.1 O Q U E  S Ã O  M A T R I Z E S  E S P A R S A S  

Uma m a t r i z  s e r s  d i t a  e s p a r s a  quando a p r e s e n t a r  

uma pequena percentagem de e l emen tos  não n u l o s .  Outra  forma 

de a p r e s e n t a r  e s t a  i d é i a  pode s e r  compreendida no caso  de t e r  - 

mos uma m a t r i z  quadrada  A de ordem n com r  e l emen tos  não n u -  - - 
2 1 0 s .  A  m a t r i z  A s e r á  d i t a  e s p a r s a  s e  t ivermos  r << n . O i n -  

t e r e s s e  em f o r m u l a r  s o l u ç õ e s  p a r a  problemas de t r a t a m e n t o  de 

m a t r i z e s  e s p a r s a s  tem l a r g a  ap l  i c a ç ã o ,  como j á  f o i  d i t o ,  e  ge 
ra lmen te  probl emas i m p o r t a n t e s  não podem s e r  r e s o l  v i  dos por-  

que conduzem a  g r a n d e s  m a t r i z e s  que não podem s e r  i n v e r t i d a s  

por  f a l t a  de memória ou porque t a i s  p rocessos  s e r i a m  c a r o s  
- 

demais .  Como em mui tos  c a s o s  e s t a s  m a t r i z e s  s ã o  e s p a r s a s ,  e  

muito i m p o r t a n t e  conhecer  as  t é c n i c a s  e x i s t e n t e s  p a r a  t r a t á -  

l a s .  Dependendo de cada a p l i c a ~ ã o  e  de s u a s  c a r a c t e r r s t i c a s  

e s p e c i f i c a s  poderá o  l e i t o r  e s c o l h e r  a  que mais l h e  a p r o u v e r .  

Chamaremos, n e s t e  t r a b a l h o ,  de Í n d i c e  d e  Espar  - 
s i d a d e  a  percentagem de e l emen tos  nu los  d e n t r o  da m a t r i z .  D u  - 

r a n t e  as  ope rações  r e a l i z a d a s  pa ra  s o l u c i o n a r  s i s t e m a s  de  e- 

quações ,  o  i n d i c e  de e s p a r s i d a d e  d e  uma m a t r i z  g e r a l m e n t e  

v a r i a .  E s t e  i n d i c e  pode s e r  um e x c e l e n t e  i n d i c a d o r  da e f i -  

c i ê n c i a  dos c r i t é r i o s  ado tados  p a r a  a rmazenar  a  m a t r i z  em 

q u e s t ã o  e  também do a lgor7tmo usado para r e s o l v e r  o  p r o b l e -  

ma. A c a r a c t e r T s t i  ca de e s p a r s i d a d e  das  m a t r i z e s  e n v o l v i d a s  

deve s e r  a p r o v e i t a d a  e  a  f i l o s o f i a  b á s i c a  é a  de e v i t a r  o  

armazenamento e  ope ração  com todos  o s  c o e f i c i e n t e s  nu los  ou 

com grande  p a r t e  d e l e s ,  Os a l g o r r t m o s  p r o j e t a d o s  pa ra  m a t r i -  

zes  e s p a r s a s  devem s e  p reocupar  com a  e s p a r s i d a d e  das  mesmas 



d u r a n t e  a s  t r a n s f o r m a ç õ e s .  Porém uma das g randes  d i  f i  cu l  da- 

des  é j u s t a m e n t e  manter  e s t a  c a r a c t e r T s t i c a ,  p o i s  m u i t a s  ope- 

r a ç õ e s  com c o e f i c i e n t e s  nu los  acabam t r ans fo rmando-os  em não 

n u l o s .  I s t o  e p a r t i  cul armente acentuado nos métodos d i  r e t o s  

de r e s o l u ç ã o  de s i s t e m a s  de e q u a ~ õ e s .  E m  metodos i  t e r a t i v o s  

e s t e  i n d i c e  não s e  a l t e r a  d u r a n t e  a s  i t e r a ç õ e s  s u c e s s i v a s .  

Quando o  u s u á r i o  t r a b a l h a  com u m  t i p o  e s p e c i a l  

de m a t r i z  e s p a r s a ,  e l e  pode e x p l o r a r  suas  p r o p r i e d a d e s  e s p e -  

c i a i s  e  i n t r o d u z 7 - l a s  nos s e u s  a l g o r i t m o s .  Quando não s e  co-  

nhece à p r i o r i  o  t i p o  de m a t r i z  e s p a r s a  que vamos l i d a r ,  t e -  

mos que  c o n s t r u i r  a l g o r i t m o s  que se jam g e r a i s  mas que i n c o r p o  - 

rem a s  i d e i a s  e s t u d a d a s  em capitulas a n t e r i o r e s  ass im como 

as que s e r ã o  d i s c u t i d a s  n e s t a  p a r t e  do t r a b a l h o .  Todas a s  a -  

n á l i s e s  a p r e s e n t a d a s  daqui  em d i a n t e  s e r ã o  pa ra  g randes  m a t r i  - 

z e s  e s p a r s a s  em um equipamento que u t i l i z e  memória v i r t u a l .  

Ou t ra  h i p ó t e s e  de t r a b a l h o  é a  de que não conhecemos p r i o r i  

a s  c a r a c t e r i s t i c a s  da m a t r i z  e s p a r s a  e  nossos  algorTtmos s e -  

r ã o  g e r a i s ,  i s t o  e ,  não s e r ã o  f e i t o s  e s p e c i a l m e n t e  pa ra  e x p l o  - 

r a r  p r o p r i e d a d e s  p a r t i c u l a r e s  de de te rminadas  formas de m a t r i  - 

z e s  e s p a r s a s .  O 1  e i  t o r  poderá i n t r o d u z i  r t a i  s  melhoramentos se  

c o n s i d e r a r  n e c e s s á r i o  em s u a s  p r ó p r i a s  a p l i  c a ç õ e s .  

Em mui tos  t i p o s  de problemas surgem ma t r i  zes  

com um número s i g n i f i c a n t e  de e l emen tos  n u l o s .  Exemplos co- 

muns s ã o  a  m a t r i z  d i a g o n a l ,  que pode s e r  c o n s i d e r a d a  como u m  

v e t o r ,  e  a  m a t r i z  t r i a n g u l a r ,  onde b a s t a  e s p e c i f i c a r  a  p a r t e  

s u p e r i o r  ou i n f e r i o r  conforme o  caso em q u e s t ã o .  E m  t a i s  ca -  

s o s  é i n t e r e s s a n t e  e n c o n t r a r  uma forma de armazenamento que 

não n e c e s s i t e  de espaço  p a r a  os  e l emen tos  n u l o s .  Para o  caso 



da m a t r i z  d i a g o n a l  a  s o l u ç ã o  é t r i v i a l ,  b a s t a n d o  u t i l i z a r - s e  

um v e t o r  de n componentes  p a r a  a r m a z e n a r  uma m a t r i z  d i a g o n a l  - 

de ordem - n ,  P a r a  o  c a s o  de uma m a t r i z  t r i a n g u l a r ,  i n f e r i o r  

po r  exemplo ,  i s t o  pode s e r  f e i t o  a t r ã v e s  de u m  v e t o r  de 

n ( n + 1 ) / 2  e l e m e n t o s ,  o n d e  cada  e l e m e n t o  da m a t r i z  o r i g i n a l  po- 

de s e r  r e c u r p e r a d o  a t r a v g s  do s e g u i n t e  a r t i f f c i o  d e  c á l c u l o :  

o n d e ,  I d i < n ,  l < j < i  e  também d ( i , j )  r e p r e s e n t a  o  ende -  

r e ç o  do e l e m e n t o  ( i , j )  da  m a t r i z  o r i g i n a l  e  d ( 1 , l )  é o  e n d e -  

r e ç o  do e l e m e n t o  ( 1  , I )  da m a t r i z  o r i g i n a l .  O u t r o  t i p o  também 
- 

comum de m a t r i z  com um g r a n d e  n imero  de e l e m e n t o s  n u l o s  e  a  

m a t r i z  t r i d i a g o n a l  onde  a s  s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s  s ã o  v á q i d a s  

p a r a  u m  e l e m e n t o  ( i ,  j )  de uma m a t r i z  de  ordem 1: l < i , < n ;  

j = l  ,2 p a r a  i = l ;  j = i - 1 ,  i ,  i + l  p a r a  i s i < n ,  e  j = n - 1 ,  n p a r a  

i = n .  P a r a  a r m a z e n a r  t a l  m a t r i z  podemos u s a r  u m  v e t o r  onde  ca -  

da e l e m e n t o  pode s e r  r e c u p e r a d o  a t r a v é s  da s e g u i n t e  f õ r m u l a  

d e  c á l c u l o  

O v e t o r  t e r i a  3n-2 e l e m e n t o s  não n u l o s .  O u t r a  f o rma  de arma- 

z e n a r  uma m a t r i z  t r i d i a g o n a l  é c o n s i d e r á - l a  como fo rmada  p o r  

t r ê s  v e t o r e s  de - n componen t e s ,  onde o s  e l e m e n t o s  s ã o  d e f i n i -  

dos p o r  d ( i + l , i ) ,  d ( i , i ) ,  e  d ( i , i + l ) .  P a r a  c a d a  um dos  v e t o -  

r e s  menc ionados  d e f i n i  r í amos  uma fõ rmu l  a  p a r a  r e c u p e r a ç ã o  de 

e1 ementos  da m a t r i z  o r i g i  na1 . Porém n a s  a p l i c a ç õ e s  p r á t i  c a s  

su rgem também d i v e r s o s  o u t r o s  t i p o s  de m a t r i z e s  com um g r a n d e  



número de e l e m e n t o s  n u l a s .  Tewarson 11 I a p r e s e n t a  10 fo rmas  

c a n õ n i c a s  de  m a t r i z e s  e s p a r s a s  em s u a  o b r a ,  fo rmas  e s s a s  que 

não s ã o  t ã o  t r i v i a i s  como a s  que  fo r am a p r e s e n t a d a s  em t e r m o s  

de s e  e n c o n t r a r  uma fo rma  de armazenamento e  de r e c u p e r a ç ã o  

p a r a  s e u s  e l e m e n t o s  não n u l o s .  Cada uma das  m a t r i z e s  menc iona  - 

d a s  c o n s t i t u e m  c a s o s  p a r t i c u l a r e s  de m a t r i z e s  b l o c a d a s  de ca -  

r ã t e r  m a i s  g e r a l ,  Po r  exemp lo ,  s e  c o n s i d e r a r m o s  uma m a t r i z  

di agona l  de  ordem - n ,  e1 a  é u m  c a s o  p a r t i c u l a r  de uma m a t r i z  

d i  a g o n a l  b l o c a d a  com a  s e g u i n t e  f o r m a :  

onde  D1, D2, ..., Dn s ã o  m a t r i z e s  q u a d r a d a s  e  o s  z e r o s  r e p r e -  

s e n t a m  m a t r i z e s  c u j o s  componentes  s ã o  t o d o s  n u l o s .  A lguns  t i -  

pos  d e  m a t r i z e s  a p r e s e n t a d a s  em 11 I podem s e r  v i s t a s  na f i g u -  

r a  5 . 1  . No c a s o  mai s  g e r a l  e n t ã o ,  s e  N e o  número de e lemen-  

t o s  não n u l o s  d e  uma m a t r i z  D de d i m e n s õ e s  ( i l  , i 2 , .  . . , i s ) ,  on - 

de l < i l < n  J , . . . ,  l < i  < n  ,a m a t r i z  . se . rá  d i  t a  e s p a r s a  s e :  s  S '  

Uma m a t r i z  pode a p r e s e n t a r  um número r a z o a v e l  

de  e l e m e n t o s  n u l o s  e  não s e r  e s p a r s a ,  como p o r  exemplo  a ma- 

t r i z  t r i a n g u l a r ,  Uma m a t r i z  q u e  p o s s u a  um número s i g n i f i c a t i -  

vo de e l e m e n t o s  n u l o s  pode s e r  c o n v e r t i d a  a  uma d a s  f o r m a s  ca - 

n o n i c a s  a t r a v e s  da pe rmu tação  de l i n h a s  e  c o l u n a s .  A o p e r a ç ã o  



A) Diagonal Bloca- 
da ( B D F )  

D) Diagonal Bloca- 

da limitada 

(SBBDF)  

G )  Matriz de Ban- 
da triangular blo- 

cada 

(BBNTF) 

B) Triangular Blo- 
cada ( B T F )  

E) Diagonal Blocada 

duplamente limita- 

da (DBBDF) 

H) Matriz de Ban- 
da limitada 

(SBBF) 

Figura 5.1 - Matrizes blocadas típicas 

C) Matriz de Ban- 
da ( B F )  

F )   ri angular Blo- 

cada e limitada 

( B B T F )  

1)Matriz de Ban- 
da duplamente 

limitada 

(DBBF)  

(Retirado de [I] 1 



de r e d u z i r  uma m a t r i z  a  uma das formas c a n ô n i c a s  é u m  p r o b l e -  

ma c o m b i n a t ó r i o  11 1 .  A e s c o l h a  da f o r m a  canõn ica  mais adequa - 
da p a r a  um c e r t o  caso  depende do conhecimento maior  ou menor 

s o b r e  a  a p l i c a ç ã o  em e s t u d o  e  não e x i s t e  uma r e c e i t a  p a r a  s o -  

l u c i o n a r  t a l  q u e s t ã o .  Passemos em s e g u i d a  a  a n a l i s a r  as  d i v e r  - 
s a s  formas  de armazenar  m a t r i z e s  e s p a r s a s .  O i d e a l  s e r i a  con- 

s e g u i r  um meio..de min imiza r  t a n t o  a  á r e a  t o t a l i  usada e  o  tem- 

po t o t a l  de processamento .  De um modo g e r a l ,  e s t e s  r e q u i s i -  
/ 

t o s ,  a r e a  .de memória mTnima e  tempo t o t a l  mi-nimo s ã o  incompa- 

t ? v e i s  e  uma s o l u ç ã o  de compromisso deve s e r  t e n t a d a .  

5 . 2  ALTERNATIVAS D E  A R M A Z E N A M E N T O  

Após a s  c o n s i d e r a ç õ e s  f e i t a s  s o b r e  a  n e c e s s i d a -  

de de s e  p r o c u r a r  meios p a r a  a rmazenar  m a t r i z e s  e s p a r s a s  que 

minimi zem o  uso de memóri a  p r i n c i p a l  e  que reduzam, por  conse-  

qltência,  o  tempo de processamento  em v i r t u d e  do t r a t a m e n t o  ape - 

nas dos e lementos  n ã o - n u l o s ,  passamos agora  a  t r a t a r  e s p e c i f i  - 

camente do pro  b l  ema de armazenamento. 

Grandes m a t r i  zes  e s p a r s a s  são  g e r a l m e n t e  armaze 

nadas de modo comprimido, ou s e j a ,  apenas  os  e l emen tos  não n u -  

l o s  s ã o  armazenados ass im como algumas informações  de c o n t r o -  

l e  que permitam sua  r e c u p e r a ç ã o  quando n e c e s s á r i o .  Tewarson 

11 I a p r e s e n t a  q u a t r o  r a z õ e s  b á s i c a s  pa ra  o  uso de armazenamen - 

t o  de forma comprimida e  que s ã o :  

a )  Maiores  m a t r i z e s  podem s e r  armazenadas e  t r a t a d a s  na memó- 

r i a  p r i n c i p a l ,  o  que s e r i a  i m p o s s ~ v e l  de o u t r o  modo. 



b )  Ex i s t em c a s o s  em q u e  mesmo em forma comprimida a s  m a t r i -  

z e s  não cabem na memória p r i n c i p a l ,  como no c a s o  de  s i s t e -  

mas de " t i m e  s h a r i n g "  e  e n e e e s s ~ r i a  s e  u t i l i z a r  memoria 

a u x i l i a r  como d i s c o s  ou f i t a s .  As o p e r a ç õ e s  de t r a n s f e r ê n -  

c i a  de dados  de  t a i s  meios  e x t e r n o s  p a r a  a  memoria p r i n c i -  

pa l  s ã o  o p e r a ç õ e s  l e n t a s  quando comparadas  com o p e r a ç õ e s  

na memória p r i n c i p a l .  I s t o  é mais  uma r a z ã o  p a r a  s e  u s a r  a  

forma comprimida de armazenamento p a r a  memóri a  a u x i  1  i ar ,  pa - 

r a  r edução  do tempo de e n t r a d a  e  s a r d a  e  r e d u ç ã o  do U S O  

de memória a u x i l i a r .  

c )  Uma r e d u ç ã o  s u b s t a n c i a l  do tempo de p roces samen to  pode s e r  

c o n s e g u i d a  s e  a s  o p e r a ç õ e s  com e l e m e n t o s  n u l o s  não fo rem 

r e a l  i z a d a s  . I s t o  é c o n s e g u i d o  a t r a v e s  de um p r o c e s s a m e n t o  

s imbÕl i  co onde  a p e n a s  o p e r a ç õ e s  t r i v i a i  s  como t e s t e s  s ã o  

r e a l  i  z a d a s  . 

d )  A i n v e r s a  de uma m a t r i z  e x p r e s s a  como r e s u l t a n t e  do p r o d u -  

t o  de  duas  m a t r i z e s  e l e m e n t a r e s  ( o n d e  somente  o s  e l e m e n t o s  

não t r i v i a i s  s ã o  a rmazenados  em fo rma  compr imida) ,  g e r a l m e n  

t e  n e c e s s i t a  de menos memória do que a  i n v e r s a  e x p I T c i  t a  

de  uma m a t r i z ,  mesmo que e s t e j a  a rmazenada  de modo compr i -  

mi do .  

E m  d i v e r s o s  a1 gory tmos  p r e p a r a d o s  p a r a  t r a n s -  

f o r m a r  uma c e r t a  m a t r i z  de uma forma p a r a  o u t r a  d e s e j a d a ,  e l e  - 

mentes a d i c i o n a i s  não n u l o s  s ã o  c r i a d o s  ao l ongo  d o s  v á r i o s  

p a s s o s  do p r o c e d i m e n t o .  Des t e  modo o s  a l g o r i t m o s  p a r a  t r a -  

t a r  e s t a  forma comprimida de armazenarnento devem e s t a r  p r e p a -  

r a d o s  p a r a  a  s i t u a ç ã o  em e l e m e n t o s  novos e  não n u l o s  devem 
- 

s e r  i n s e r i d o s  nas  l i n h a s  ou c o l u n a s ,  a  medida que  o s  p a s s o s  



d o  procedimento  são  e x e c u t a d o s l  

E m  q u a l q u e r  das  a3 t e r n a t i . v a s  d i . s cu t idaç  n e s t e  

t r a b a l h o ,  ou em o u t r a s  p r o j e t a d a s  p e l o  l e i t o r ,  s e r i a  i n t e r e s -  

s a n t e  n o t a r  que pa ra  v a l e r  a  pena o  e s f o r ç o  computac ional  

de compactar  a s  informacões  de c o n t r o l e  e  o s  v a l o r e s  p r o p r i a -  

mente d i t o s  em um de terminado modo, a cond ição  d e s e j a v e l  para  

o  problema de armazenamento é que a  á r e a  u t i l i z a d a  s e j a  s u b s -  

t a n c i a l m e n t e  menor que a  a r e a  t o t a l  que a m a t r i z  o c u p a r i a  s e  

e s t i v e s s e  deseompactada ,  o u  s e j a ,  s e  u t i l  i za rmss  3 p o s i ç 6 e s  

para a rmazenar  cada e lemento  A ( 1 , J )  de uma m a t r i z  A de k  e l e -  - 

mentos não n u l o s ,  e n t ã o  a  á r e a  t o t a l  s e r á  de 3 k  e1 ementos ,  

Para que h a j a  van tagens  no procedimento  de compactacão deve- 

mos t e r  3 k  muito  menor do que n 2  s e  a  m a t r i z  A é de ordem n .  - 
Outro modo de d i z e r  i s t o  é que e x i s t e  um c e r t o  l i m i t e  p a r a  o  

qual o  uso do metodo não aconse l  hãvel p o i s  ocupa t a n t a  memó - 

r i a  quanto  armazenar  a  p r ó p r i a  m a t r i z  de forma descompactada.  

Para s o l u c i o n a r  t a i s  problemas s e r i a  d e s e j g v e l  

e n c o n t r a r  um método que o t i m i z a s s e  o uso de memória e  de tem- 

po de processamento  dos programas ao mesmo tempo, Tal a l t e r -  

n a t i v a  p a r e c e  não e x i s t i r  e  como t a l  uma s o l u ç ã o ,  p e l o  menos 

p a r c i a l ,  deve s e r  t e n t a d a .  

5 .2.1 USO D E  LISTAS LINK!,DAS 

O uso de l i s t a s  l i n k a d a s  para  armazenamento de 

m a t r i z e s  e s p a r s a s  pode s e r  e n c o n t r a d o  em ] I ]  e  em ] I 0 1  de f o r  - 

ma mais ampla e  d i d a t i c a ,  Procuramos a p r e s e n t a r  aqui  e s t a  a l -  

t e r n a t i v a  de modo compacto,  sem, no e n t a n t o ,  o m i t i r  s u a s  p r i n -  



cipais  p r o p r i  e d a d e s ,  

+, 

Consideremos uma m a t r i z  A onde cada e lemento  e 

r e f e r e n c í a d o  por  A ( I , J ) ,  Por h i p s t e s e  a  m a t r i z  psssuT - k e l e -  

mentos não nu los  e  e de ordem - n ,  Cada e lemento  da m a t r i z  5 a r  - 

mazenado na t r i p l a  ( i  , a , p ) , o n d e  - i  5 s s u b s c r i t o  da l i n h a ,  

a  é o  v a l o r  do e lemento  A ( 1 , J )  e  p  Z s endereço  prõximo do e -  - - 

lemento não nulo  da c o l u n a  - j .  Cada e lemento  A ( 1 , J )  5 armazena - 

do como um e lemento de sua  coluna - j, ou s e j a ,  o  armazenamento 
d 

e  f e i t o  por  c o l u n a .  I s t o  pode s e r  v i s t o  na f i g u r a  5 . 2  a p r e -  

Figura 5.2 Estrutura de cada elemento da l i s t a  linkada (Retirado de 11 1 )  

A e s t r u t u r a  da l i s t a  p r o p o s t a  é a  s e g u i n t e :  Uma 
- 
a r e a  r e s e r v a d a  pa ra  a rmazenar  o  e n d e r e ç o  de i n i c i o  do p r i m e i -  

ro  e lemento  não nulo de cada coluna  é c r i a d a  e  mantida ao lon  - 

go das ope rações  com a  m a t r i z .  Es t a  á r e a  tem - n p o s i ç õ e s  con- 
a 

t i g u a s .  Outra  ã r e a  que também f a z  p a r t e  da l i s t a  é uma a r e a  

para armazenamento das  t r i p l a s  como d e f i n i  das  a n t e r i o r p e n t e .  

Como ex i s t em - k e l emen tos  não nu los  na m a t r i z  A ,  u t i l i z a r e m o s  

uma á r e a  t o t a l  de n+3k e lementos  pa ra  a r m a z e n a - l a .  



O procedimento  de r e c u p e r a ç ã o  de q u a l q u e r  e l e -  

mento d e n t r o  d a  l i s t a  mui to  si.mpIes, Chamemos a p r imeara  s e  - 

r i e  de "ares de e n d e r e ç o s i i *  e  a segunda de " ã r e a  de armazena- 

mento",  A Zrea  de e n d e r e ç o s  6' cont?qua e c a d a  p o s i ç ã o  apon ta  

pa ra  o  p r i m e i r o  e lemento  nZo nulo  da co luna  r e s p e c t i v a .  Por 

exemplo, a  j -és ima pss iç i io  da ã r e a  de ende reços  possu7 como 

c o n t e i d o  o  ende reço  do p r i m e i r o  e lemento  nao nulo  da co luna  - j 

da m a t r i z  o r i g i n a l .  O e lemento  apontado e s t a  na a r e a  de arma- 

zenamento e  ocupa 3 p o s i ç õ e s  que sao os  componentes da t r i p l a  

( i  , a , p )  d e f i n i d a  a n t e r i o r m e n t e ,  As t r i p l a s  armazenadas n e s t a  
- 
a r e a  não n e c e s s i t a m  s e r  c s n t ~ g u a s ,  v i s t o  que são  t o d a s  do mes - 

mo comprimento e  possuem um a p o n t a d o r  pa ra  a  próxima t r i p l a .  

A p r i n c i p a l  vantacem d e s t e  método que d u r a n t e  os  c ~ l c u l o s  

podem a p a r e c e r  e l emen tos  n Z o  nu los  e  o  armazenamento de novas 

t r i p l a s  s e  f a z  apenas  a l t e r a n d o  o s  conteúdos  de a p o n t a d o r e s  

r e l a c i o n a d o s ,  sem a  n e c e s s i d a d e  de movimentação das  t r i p l a s  

j á  e x i s t e n t e s  para  uma ope ração  de i n s e r ç ã o  n o  meio da 1  i s t a .  

Igua lmente ,  s e  d u r a n t e  o s  c á l c u l o s  algum e lemento  s e  t o r n a r  n u  - 

1 0 ,  a  á r e a  ocupada p e l a  t r i p l a  c o r r e s p o n d e n t e  pode s e r  l i b e -  

rada  e  quando n e c e s s á r i o  poderá s e r  usada para  a rmazenar  ou- 

t r a  q u a l q u e r  t r i p l a .  Out ra  n e c e s s i d a d e  s e r á  a  de manter  uma 

l i s t a  de á r e a  d i spon?ve l  para  e v i t a r  problemas de l o c a l i z a r  

um espaço  d i spon7ve l  p a r a  g u a r d a r  uma t r i p l a .  E m  resumo, t e r e  - 

mos duas  l i s t a s :  uma de a r e a  em uso e  o u t r a  de a r e a  d i s p o n i -  

ve l  pa ra  u t i  1 izarmos e s t a  a1 t e r n a t i v a  como d e s c r i  t o  em ] 11. Pa - 

ra  o  caso  de uma m a t r i z  A de 500 por 500, onde e x i s t a m  t r ê s  

e l emen tos  não nu los  por  l i n h a  teremos a  s e g u i n t e  s i t u a ç ã o :  

a )  Area t o t a l  que s e r i a  u t i l i z a d a  = 250.000 p o s i ç õ e s ,  

b)  Elementos não nu los  = 9500, 



c )  Ãyea t o t a l  c o m p a c t a d a  = 500 + 3  * 1 5 0 0  = 5 , 0 0 0  p o s i -  

d )  P e r c e n t a g e m  d a  a r e a  t o t a l  u t i l i z a d a  = 2%, 

e )  f n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  = 9 9 , 4 0 %  

N e s t a  s i t u a q ã o  o  m e t o d o  c o n d u z i r i a  a  uma r e d u q ã o  do u s o  d e  me - 

m ó r i a  r e a l m e n t e  s u b s t a n c i a l ,  

A n a l i s e m o s  o u t r a  s i t u a ç ã o  o n d e  uma m a t r i z  A d e  

ordem 500  p o s s u a ,  p o r  e x e m p l o ,  1 6 6  e l e m e n t o s  não  n u l o s  p o r  l i  - 

n h a .  T e r e m o s  o  s e g u i n t e  q u a d r o :  

a )  A r e a  t o t a l  q u e  s e r i a  u t i l i z a d a  = 250 .000  p o s i q õ e s .  

b )  E l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  = 1 6 6  :k 5 0 0  = 8 3 . 0 0 0  

c )  Â r e a  t o t a l  c o m p a c t a d a  = 500  + 3  * 8 3 . 0 0 0  = 2 4 9 . 5 0 0  

p o s i ç õ e s .  

d )  P e r c e n t a g e m  da  a r e a  t o t a l  u t i l i z a d a  = 9 9 , 8 0 % .  

e )  Í n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  = 6 6 , 8 0 % .  

O b s e r v a n d o  o s  d o i s  c a s o s  m o s t r a d o s ,  vemos q u e  

a t é  u m  y n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  d e  66% e s t e  m e t o d o  p o d e  s e r  van -  

t a j o s o ,  p o r é m , a b a i x o  d e  66% c e r t a m e n t e  q u e  e s t e  m é t o d o  c o n d u -  

z i r á  a  u m  g a s t o  e x c e s s i v o  d e  memór ia  p r i n c i p a l  e t a l v e z  s e j a  

m a i s  a d e q u a d o  a lgum o u t r o  m é t o d o  a p r e s e n t a d o  n e s t e  t r a b a l h o ,  
- 
E i m p o r t a n t e  l e m b r a r  q u e  chamamos d e  f n d i c e  d e  E s p a r s i d a d e  de  

uma m a t r i z ,  n e s t e  t r a b a l h o ,  a  p e r c e n t a g e m  d e  e l e m e n t o s  n u l o s  

e x i s t e n t e s  na m a t r i z ,  

Podemos e n t ã o ,  com b a s e  n e s t a  a n a l i s e ,  t e r  uma 

boa i d e i a  d a s  v a n t a g e n s  d e s t e  m<todo ,em t e r m o s  d e  u s o  d e  mem6 - 

r i a  e  d e  f a c i l i d a d e  d e  i n s e r ç ã o  e  r e t i r a d a  d e  e l e m e n t o s  da 



e s t r u t u r a  a p r e s e n t a d a ,  a t r a v e s  da manipulação  de apon tado-  

r e s .  Es ta  segunda c a r a c t e r ? s . t i c a  do metodo deve s e r  l e v a d a  em 

con ta  em v i r t u d e  d o  apa rec imen to  de e l emen tos  não nu los  que 

g e r a l m e n t e  surgem em m u i t a s  ope rações  b s s l e a s  eon m a t r i z e s ,  

Para consegui rmos  e s t e  o b j e t i v o  devemos manter  s c o n t r o l e  s o -  

b r e  duas l i s t a s ,  uma de s r e a s  em uso e  o u t r a  de a r e a s  d i s p o n ?  - 

v e i s .  

5 .2 .1 .1  ASPECTOS COMPUYACIONAIS 

Para r e a l i z a r m o s  algumas o u t r a s  c o n s i d e r a ç õ e s  

sob o  ponto de v i s t a  computae ional ,  tomemos a  m a t r i z  e s p a r s a  a  

segui  r como exemplo : 

U t i l i z e m o s  a  a l t e r n a t i v a  p r o p o s t a  a t r a v é s  do  

uso de l i s t a s  l i n k a d a s ,  onde cada l i s t a  r e p r e s e n t a  o s  elemen- 

t o s  não n u l o s  da co luna  - i  e  é endereçada  pe lo  apontador VETCOL 

( I ) .  Consideremos e n t ã o  a  r e p r e s e n t a c ã o  g r á f i c a  das  l i s t a s  que 

r ep resen tam a  implementação da m a t r i z  A ,  do exemplo: 



A l i s t a  l i n k a d a  f o i  e s t r u t u r a d a  c r i a n d o - s e  u m  v e t o r  V E T C O L  de 

a p o n t a d o r e s  e  de uma m a t r i z  XINFO que contem a s  s e g u i n t e s  i n -  

formações : 

XINFO ( J 3 1 )  contém o  s u b s c r i t o  da l i n h a .  

XINFO ( J 3 2 )  contém o v a l o r  d o  e l emen to  não n u l o .  

CINFO ( J , 3 )  contém o a p o n t a d o r  ou endereço  d o  prõximo e-  

lemento não nulo da c o l u n a .  Conterá  o  v a l o r  

z e r o  s e  f o r  o  Úl t imo.  

Agora que ja  temos uma compreensão maior  de co- 

mo pode s e r  f e i t a  a  implementação de t a i s  i d é i a s  em F O R T R A N ,  

vejamos como podemos o p e r a r  a s  m a t r i z e s  segundo e s t a s  d e f i -  

n i ç õ e s .  Para exempl i f i c a r ,  cons ideremos  o  produto  e s c a l a r  co- 

mo u m  procedimento  b a s i c o  para  nossas  a n a l i s e s .  I n i c i a l m e n t e  

desenvolvemos u m  a l g o r i t m o  segundo os  c r i t é r i o s  t r a d i c i o n a i s  

armazenando toda  a  m a t r i z  F , ,  e  r e a l i z a m o s  d i v e r s a s  medições 

que s e r ã o  mos t radas  a s e g u i r .  Desenvolvemos3 tambem, o u t r o  



a l g o r 7 t m o  u s a n d o  a  f i l o s o f i a  d e  l i ç t a s l i n k a d a s  p a r a  r e a l i z a r  

a mesma o p e r a c ã o  d e  p r o d u t o  e s c a l a r ,  O a l g o r T t m o  t r a d i c i o n a l  

t i n h a  a  s e g u i n t e  e s t r u t u r a  b a s i c a  em FORTRAN: 

m B s . * * s ~ m , ~  

ILIMIT = M A X  + 1  

X P R O D  = 0 .  

1 = 1  

I F  ( I  . E Q .  IL IMIT)  G O  TO 20 

X P R O D  = X P R O D  + CONST ( I )  * A ( I ,  ICOL) 

I = I + 1  

G O  TO 1 0  

CONTINUE 

P r o c u r a m o s ,  em s e g u i d a ,  t e s t a r  o  novo  a l g o r 7 t m o  

q u e  p o s s u ~ a  a  s e g u i n t e  e s t r u t u r a  b á s i c a  em FORTRAN i g u a l m e n t e :  

* o o . * a , e , e s  

X P R O D  = 0 .  

PONTEI = VETCOL ( ICOL)  

I F  (PONTEI . E O .  0 )  G O  TO 2 0  

X P R O D  = X P R O D  + C O N S T ( I F I X ( P O N T E I , 1 ) ) )  * 

* XINFO (PONTEI, 2 )  

PONTEI = IF IX  (XII\!FO (PONTEI, 3 ) )  

G O  TO 1 0  

CONTINUE 



P a r a  q u e  p o s s a m o s  c o m p a r a r  o s  d o i s .  a l g o r Y t m o s  

a p r e s e n t a d o s  c o n s i d e r e m o s  q u e  a  m a t r i z  A p o s . s u i  uma d e n s i d a d e  

m é d i a  p o r  c o l u n a  i g u a l  a  - k e  q u e  v a m o s  c o n s i d e r a r  o  n u m e r o  d e  

o p e r a ç õ e s  n e c e s s á r i a s  a o s  ~ ~ l c ~ l o s , e m  a m b o s  o s  c a s o s ,  a s s i m  

como o  t e m p o  d e  C P U  d o  B 6 7 0 0  em m i l i s e g u n d o s  p a r a  o  c o m p i l a -  

d o r  FORTRAN u t i l i z a d o ,  e  c o n s e g u i m o s , a s s i m ,  o  s e g u i n t e  q u a -  

d r o  : 

OPERACÕES REAL IZADAS USANDO LISTAS LINKADAS METODO TRADICIONAL 

NUMERO DE TEMPO DE CPU NOYERO DE TEMPO DE CPU EM FORTRAN/B6700 O P E R A C U E ~  
( m W  OPERAGÕES (mseg 

Ad i ções  kM k?1(3 $1 8 )  2Pl+l (2M+1) (3 ,18)  

Produtos  kM kM(6,03) M 6,03F? 

Consul ta  do Ve to r  l+kM (1+kM)4,10 ?4 4,lOM 

Consul ta  a  m a t r i z  3kM (3kM)12,30 12,30M 

IF (cond)  GO TO kM 5,20kM Mt-1 (M+1) 5 ,20 

I n i c i a l i z a ç õ e s  r e a i s  1  2 , 2  1  2 ,2  

I n i c i a l i z a ç õ e s  i n t e i r a s  O 090 1  2 , o  

T O T A L  57,41 kM+6,3 35,99M+12,58 

O b s e r v a m o s  q u e  à m e d i d a  q u e  a  o r d e m  d a s  m a t r i -  

z e s  ( M )  u t i l i z a d a s  n o s  t e s t e s  a u m e n t a v a ,  a  r e l a ç ã o  e n t r e  o s  

t e m p o s  d e  CPU s e  c o m p o r t a v a  d o  s e g u i n t e  m o d o :  

Tempo d e  C P U  u s a n d o  l i s t a s / t e m p o  d e  CPU t r a d i c i o n a l  = 

= 5 7 . 4 1 k / 3 5 . 9 9 ,  o n d e  - k r e p r e s e n t a  a d e n s i d a d e  d a  m a t r i z  



c o n s i d e r a d a ,  Para  o s  t e s t e s  f o i  usada uma m a t r i z  de 10% de 

dens idade  e  observamos que o  t e s t e  f e i . t ~  em 20  c o r r i d a s  permi - 

t i u  r e a l i z a r  o  produto  e s c a l a r  usando 1 i s t a s  em aproximadamen - 

t e  1 6 %  do tempo g a s t o  u t i l i z a n d o - - s e  o  p r o c e s s o  t r a d i c i o n a l ,  

Após e s t a s  c o n s i d e r a ~ õ e s  s o b r e  o  problema com- 

p u t a c i o n a l  d e s t a  a1 t e r n a t i v a ,  passemos a  ana l  i s a r  o u t r o s  méto - 

dos p o s s i v e i s  para  compressão dos dados ,  a  eonseqden te  r edu-  

ção de memória p r i n c i p a l  n e c e s s á r i a  e  p o s s i v e l m e n t e  uma redu-  

ção do tempo de C P U ,  como observamos n e s t e  c a s o .  As o u t r a s  a l -  

t e r n a t i v a s  a  serem e s t u d a d a s  não s e  baseiam em l i s t a s  l i n k a -  

d a s .  

5 . 2 . 2  OUTROS M E T O D O S  D E  COMPRESSA0 

O t r a t a m e n t o  de  g r a n d e s  m a t r i z e s  e s p a r s a s  pode 

c o n d u z i r  à s i t u a ç õ e s  onde o  método a n t e r i o r  não s e j a  adequa-  

do, p r i n c i p a l m e n t e  s e  a  d i s p o n i b i l i d a d e  de memória p r i n c i p a l  

f o r  pequena quando comparada com a s  dimensões da m a t r i z  em 

q u e s t ã o .  Os métodos de  compressão que vamos e s t u d a r  a g o r a ,  u -  

t i l i z a m  menos memõria, porém têm o  g rande  problema de a p r e s e n  - 

tarem uma r e l a t i v a  d i f i c u l d a d e  para r e s o l v e r  a s  s i t u a ç õ e s  de 

i n s e r ç õ e s  e  r e t i r a d a s  de o1 ementos d u r a n t e  o  p rocessamen to ,  

Operações de movimentação f y s i c a  de dados são  f r e q d e n t e m e n t e  

u t i l i z a d a s  na memória e  i s t o  pode s e r  uma das  r a z õ e s  que con- 

duzam a  um aumento s u b s t a n c i a l  para  o aumento do tempo de 

processamento ,  Existem c a s o s  onde somente p a r t e  da m a t r i z  po- 

de s e r  c a r r e g a d a  na mem6ria p r i n c i p a l  e  e n t ã o  te remos  que l i -  

d a r  com o  problema do aumento do tempo de e n t r a d a  e  s a y d a .  



5 . 2 . 2 . 1  A R M A Z E N A M E N T O  COMPRIMIDO E M  VETOR 

N e s t e  m é t o d o  c a d a  e l e m e n t o  n ã o  n u l o  da  ma- 

t r i z  e s p a r s a  u t i l i z a  d u a s  p o s i ç õ e s  d o  v e t o r ,  A p r i m e i r a  p o s i -  

ç ã o  c o n t é m  o  s u b s c r i t o  d a  l i n h a  e  a  s e g u n d a  p s s i c ã o  c o n t e m  o  

v a l o r  do e l e m e n t o .  O a r m a z e n a m e n t o  e f e i t o  p o r  c o l u n a s .  P a r a  

i n d i c a r  o  f i m  d e  uma c o l u n a  u t i l i z a - s e  um v a l o r  z e r o  no s u b s -  

c r i t o  da l i n h a .  P a r a  i n d i c a r  q u a l  a  p r z x i m a  c o l u n a  u t i l i z a - s e  

a  s e g u n d a  p o s i ç ã o ,  O u t r o  c u i d a d o  5 a  i n d i c a ç ã o  d e  f i m  d a  ma- 

t r i z  q u e  p o d e  s e r  c o n s e g u i d o  a t r a v e s  da  c o l o c a ç ã o  d e ,  p o r  e -  

x e m p l o ,  d o i s  v a l o r e s  z e r o s  s e g u i d o s .  E s t e  m e t o d o  u t i l i z a  p a -  

r a  m a t r i z  A d e  ordem n  e  d e  k e1 e m e n t o s  não  n u l o s ,  (n  + k + 1)*2 - - 

p o s i ç õ e s  d e  m e m ó r i a .  

A n a l i z e m o s  o  e x e m p l o  d e  uma m a t r i z  A d e  o r  - 

dem 200 e  q u e  p o s s u a  7 e l e m e n t o s  não  n u l o s  a  s a b e r :  a Z 1 ,  a41 ,  

a 5 2 ,  a 1 3 ,  a 3 3 .  a Z 4  e  a 4 5 .  O v e t o r  r e s u l t a n t e  t e r i a  a  s e g u i n -  

t e  e s t r u t u r a :  

(0 ,1 ;2,a21 ;0,2;59a52;0,3; l  ,a,3;3~a33;~,4;~9a24;~,5;4,a45;~~O). 

O v e t o r  r e s u l t a n t e  a p r e s e n t o u  i n f o r m a ç õ e s  d e  c o n t r o l e  p a r a  a s  

c i n c o  c o l u n a s  q u e  possuem e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s ,  um i n d i c a d o r  

d e  f i m  da  m a t r i z  e  também i n f o r m a ç õ e s  s o b r e  o s  s e t e  e l e m e n t o s  

não  n u l o s ,  t o d a s  a s  d e m a i s  c o l u n a s  q u e  não  p o s s u e m  e l e m e n t o s  

não  n u l o s ,  n ã o  n e c e s s i t a m  s e r  m e n c i o n a d a s  n e s t e  p r o c e s s o .  

P a r a  o  e x e m p l o  m o s t r a d o  t e m o s  a s  s e g u i n t e s  

m e d i d a s :  

a )  T o t a l  d e  e l e m e n t o s  da m a t r i z  = 4 0 . 0 0 0  ( 4 0 . 0 0 0  p o s i -  

ç õ e s ) ,  

b )  E l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  = 7 .  



c )  A r e a  t o t a l  u s a d a  = ( 5 + 7 + 1 ) * 2  = 26 p o s i ç õ e s .  

d )  P e r c e n t a g e m  da  â r e a  t o t a l  u t i l i z a d a  = 0 . 0 9 7 5 %  e  

e )  f n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  = 9 9 , 9 8 %  

Suponhamos  o u t r o  e x e m p l o  o n d e  t e m o s  uma Ma - 

t r i z  A d e  o rdem 2 0 0 , o n d e  e x i s t e m  98  e l e m e n t o s  n a s  n u l o s  p o r  

c o l u n a .  P a r a  e s t a  s i t u a ç i i o  t e r l a r n o s  a s  s e g u i n t e s  m e d i d a s :  

a )  T o t a l  d e  e l e m e n t o s  da  m a t r i z  = 4 0 . 0 0 0  ( 4 0 . 0 0 0  p o s i -  

ç õ e s ) ,  

b )  E l e m e n t o s  não  n u l o s  = 9 8  * 200 = 1 9 . 6 0 0 .  

c )  A r e a  t o t a l  c o m p a c t a d a  = ( 2 0 0  + 1 9 . 6 0 0  + 1 )  * 2  = 

= 3 9 , 6 0 2  p o s i ç õ e s .  

d )  P e r c e n t a g e m  d a  g r e a  t o t a l  u t i l i z a d a  = 9 9 %  e  

e )  f n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  = 5 1 %  

Podemos c o n c l u i r  d e s t e s  d o i s  e x e m p l o s  a p r e  - 

s e n t a d o s  q u e  e s t e  m é t o d o  pode  s e r  u s a d o  com v a n t a g e n s  p a r a  ma - 

t r i z e s  com um T n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  m a i o r  ou  i g u a l  a  5 1 % .  

5 . 2 . 2 . 2  ARMAZENAMENTO COMPRIMIDO C O M  T R Ê S  VETORES 

E s t e  m é t o d o  u t i l i z a  t r ê s  v e t o r e s  p a r a  a r -  

m a z e n a r  uma m a t r i z  e s p a r s a  q u a l q u e r  a  s a b e r :  u m  v e t o r  p a r a  a r  - 

m a z e n a r  o s  v a l o r e s  d o s  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s ;  um v e t o r  p a r a  a r -  

m a z e n a r  o s  s u b s c r i t o s  d a s  l i n h a s  r e s p e c t i v a s  e  o u t r o  v e t o r  pa - 

r a  a r m a z e n a r  a  p o s i s ã o  do p r i m e i r o  e l e m e n t o  não  n u l o  d e n t r o  

d e  c a d a  c o l u n a  a r m a z e n a d o  no p r i m e i r o  v e t o r .  P a r a  uma m a t r i z  

A d e  o rdem - n  e  q u e  a p r e s e n t e  - k e l e m e n t o s  não  n u l o s  u t i l i z a r e -  

mos uma ã r e a  d e  2k + n  p o s i ç õ e s  p a r a  a r m a z e n a r  a  m a t r i z .  To-  

memos, p o r  e x e m p l o ,  uma m a t r i z  A d e  o r d e m  200  e  com o s  s e g u i n  - 

t e s  e1  e m e n t o s  n ã o  n u l o s :  aZ1, aq13  a52, a I 3 '  a33. aZ4 e  a45. A ma- 



t r i z  s e r ;  a r m a z e n a d a  p o r  c o l u n a s  como s e  p o d e  f a c i l m e n t e  v e -  

r i f i c a r ,  Os v e t o r e s  s e r ã o  da s e g u i n t e  f o r m a :  

LINHA = ( 2 ,  4 ,  5 ,  1 ,  3 ,  2 ,  4 )  

INDCOL= ( 1 ,  3 ,  4 ,  6 ,  7 )  

Os v e t o r e s  V A L O R  e  LINHA possuem o  mesmo niimero d e  e l e m e n t o s .  

A c a d a  e l e m e n t o  de  V A L O R  c o r r e s p o n d e  u m  v a l o r  r e s p e c t i v o  em 

LINHA,que i n f o r m a  o  v a l o r  a s s o c i a d o  da  l i n h a .  No v e t o r  INDCOL 

t e r e m o s  em c a d a  um d o s  s e u s  - n c o m p o n e n t e s  o  v a l o r  do p r i m e i r o  

e l e m e n t o  n ã o  n u l o  em t e r m o s  d e  p o s i ç ã o  no v e t o r  V A L O R .  I s t o  
- 
e ,  o  e l e m e n t o  a Z 1  e s t á  na l i n h a  2  e  na c o l u n a  1  da m a t r i z  o r i  - 

g i n a l .  S e u  v a l o r  e s t á  a r m a z e n a d o  em V A L O R  ( 1 )  e  é o  p r i m e i r o  

e l e m e n t o  n ã o  n u l o  da c o l u n a  1 .  No v e t o r  LINHA t e m o s  em LINHA 

( 1 )  o  v a l o r  d a  l i n h a  c o r r e s p o n d e n t e  a o  e l e m e n t o  a r m a z e n a d o  em 

V A L O R  ( 1 ) .  Temos em INDCOL ( 1 )  a  p o s i ç ã o  do p r i m e i r o  e l e m e n t o  

n ã o  n u l o  da p r i m e i r a  c o l u n a  a r m a z e n a d o  em V A L O R .  O u t r o  modo 

d e  v i s u a l  i z a r m o s  o  p r o c e s s o  6 o  s e g u i n t e :  p a r a  r e c u p e r a r  o  e -  

l e m e n t o  a 3 3  e n t r a m o s  em INDCOL ( 3 )  e  o b t e m o s  o  v a l o r  4 .  De 

p o s s e  d e s t e  v a l o r  e n t r a m o s  em LINHA ( 4 )  e  o b t e m o s  o  v a l o r  1 .  

E s t e  é o  v a l o r  d a  l i n h a  do p r i m e i r o  e l e m e n t o  não n u l o  da c o l u -  

na 3 .  D e s t e  modo,  LINHA ( 4 )  ou u m  d e  s e u s  e l e m e n t o s  s e g u i n -  

t e s , q u e  s e j a m  a n t e r i o r e s  a o  p r i m e i r o  e l e m e n t o  não  n u l o  d a  c o -  

l u n a  4 ,  c o n t e m  o  v a l o r  d e s e j a d o  3  p a r a  a  l i n h a ,  d e s d e  q u e  

a 3 3  s e j a  # O .  N e s t e  c a s o  LINHA ( 5 )  = 3 ,  e  e n t ã o  em V A L O R  ( 5 )  

o b t e m o s  o  v a l o r  d e  a 3 3  p r o c u r a d o .  P a r a  o  e x e m p l o  t e m o s  a s  s e -  

g u i n t e s  m e d i d a s :  

a )  T o t a l  d e  e l e m e n t o s  = 4 0 . 0 0 0  ( 4 0 . 0 0 0  p o s i ç õ e s ) ,  

b )  E l e m e n t o s  não  n u l o s  = 7 



c )  Ã r e a  t o t a l  c o m p a c t a d a  = 2  * 7  + 5  = 1 9  p o s i ç õ e s ,  

d )  P e r c e n t a g e m  d a  ã r e a  t o t a l  u t i l i z a d a  = 0 , 0 4 7 5 %  e  

e )  T n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  = 9 9 , 9 8 2 5 % ,  

Ana1 i  semos ,  a g o r a ,  o u t r a  s i t u a ç ã o  o n d e ,  p a r a  

uma m a t r i z  A d e  o r d e m  2 0 0 , t e m o s  99  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  P o r  

l i n h a .  Agora  t e m o s  a s  s e g u i n t e s  m e d i d a s :  

a )  T o t a l  d e  e l e m e n t o s  = 4 0 . 0 0 0  ( 4 0 . 0 0 0  p o s i ç õ e s ) .  

b )  E l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  = 99 * 200  = 1 9 . 8 0 0  p o s i ç õ e s .  

c )  A r e a  t o t a l  c o m p a c t a d a  = 2  * 99 * 200 + 200 = 3 9 . 8 0 0  

p o s i ç õ e s .  

d )  P e r c e n t a g e m  da á r e a  t o t a l  u t i l i z a d a  = 9 9 . 5 0 % .  

e )  Í n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  = 5 0 . 5 0 % ,  

P a r a  e s t e  m é t o d o  u m  T n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  m a i o r  ou  i g u a l  a  

5 0 . 5 0 %  a c e i t á v e l .  P a r a  Y n d i c e s  m e n o r e s  do q u e  e s t e  l i m i t e  

s e r i a  m e l h o r  u t i l i z a r m o s  a l g u m  o u t r o  p r o c e s s o .  

5 . 2 . 2 . 3  ARMAZENAMENTO COMPRIMIDO C O M  DOIS VETORES 

E s t e  m é t o d o  c a r a c t e r i z a - s e  p o r  a s s o c i a r  a  

c a d a  e l e m e n t o  n ã o  n u l o  d e  uma m a t r i z  e s p a r s a  um número  i n t e i -  

r o  Ü n i c o  d e s i g n a d o  p o r  - t , c a l c u l a d o  do s e g u i n t e  modo: 

o n d e  a i j  # O 

P a r a  a r m a z e n a r  a  m a t r i z  u s a - s e  d o i s  v e t o r e s :  um chamado V A L O R  

o n d e  e s t ã o  o s  v a l o r e s  d o s  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s ,  e  o u t r o  chama-  

do  IND, o n d e  e s t ã o  o s  v a l o r e s  d e  t c a l c u l a d o s  como e x p o s t o  a c i  - - 

ma. O v e t o r  IND c o n t e m  o s  v a l o r e s  d e  - t c o r r e s p o n d e n t e s  a o s  

v a l o r e s  d e  a i  q u e  e s t ã o  a r m a z e n a d o s  em V A L O R  ( J ) ,  o n d e  



J = 1 ,  2 ,  k e  k é o  numero d e  e l e m e n t o s  não  n u l o s  da  - 

m a t r i z .  

A n a l i s e m o s  o  s e g u i n t e  e x e m p l o  o n d e  uma m a t r i z  

A d e  ordem 200 a p r e s e n t a  o s  s e g u i n t e s  e l e m e n t o s  não  n u l o s :  

a21  "41' '52"l 3"33' 9 4  e  a  4 5 .  Os v e t o r e s  m e n c i o n a d o s  

s ã o  o s  s e g u i n t e s :  

V A L O R  = 9 a 4 i  5 a 5 2 .  a339 a 2 4 1  a 4 5 )  

IND = ( 2 ,  4 ,  2 0 5 ,  4 0 1 ,  4 0 3 ,  6 0 2 ,  8 0 4 )  

Suponhamos q u e  h a j a  n e c e s s i d a d e  d e  r e c u p e r a r  

o  q u i n t o  e l e m e n t o  do  v e t o r  V A L O R .  I n i c i a l m e n t e  e n t r a m o s  em 

IND ( 5 )  e  o b t e m o s  o  v a l o r  4 0 3 .  Qual o  v a l o r  d e  j e  d e  i p a r a  

d e f i n i r m o s  o  e l e m e n t o  a i  p r o c u r a d o ?  O v a l o r  de  - j pode  s e r  

c a l c u l a d o  corno s e n d o  o  menor  i n t e i r o  m a i o r  ou  i g u a l  a  t / n .  O 

v a l o r  d e  - i pode  s e r  c a l c u l a d o  p o r  i  = t ( i ,  j )  - ( j  - 1 ) n .  O 

i n t e i r o  m a i o r  ou i g u a l  a  4031200  3 ,  e  n e s t e  c a s o  j = 3 .  O 

v a l o r  d e  i  é ( 4 0 3  - ( 3 - 1 )  2 0 0 )  = 3 .  C o n c l u ~ m o s  e n t ã o ,  q u e  

o  e l e m e n t o  a r m a z e n a d o  em V A L O R  ( 5 )  5 o  c o r r e s p o n d e n t e  a o  e l e -  

m e n t o  a g 3  da  m a t r i z  o r i g i n a l .  

P a r a  o  e x e m p l o  em e s t u d o  t e m o s  a s  s e g u i n t e s  me - 

d i d a s :  

a )  T o t a l  de  e l e m e n t o s  = 4 0 . 0 0 0  ( 4 0 . 0 0 0  p o s i ç õ e s ) .  

b )  E l e m e n t o s  não  n u l o s  = 7 .  

c )  A r e a  t o t a l  c o m p a c t a d a  = 1 4  p o s i ç õ e s .  

d )  P e r c e n t a g e m  da  á r e a  t o t a l  u t i l i z a d a  = 0 , 0 3 5 0 % ,  

e )  l n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  = 9 9 , 9 8 2 5 % .  

C o n s i d e r e m o s  a g o r a  o u t r a  s i t u a ç ã o  d e  uma ma- 

t r i z  A q u e  p o s s u a  ordem 200 e  a p r e s e n t e  1 0 0  e l e m e n t o s  não  nu-  

l o s  p o r  l i n h a .  P a s s a m o s  a t e r  a s  s e g u i n t e s  m e d i d a s :  



a )  T o t a l  d e  e l e m e n t o s  = 40..000 ( 4 0 . 0 0 0  p o s i ç õ e s ) .  

b )  E l e m e n t o s ,  não  n u l o s  = 1 0 0  * 2 0 0  = 20,O-00, 

c )  R r e a  t o t a l  c o m p a c t a d a  = 2 * 2 0 , 0 0 0  = 4 0 , 0 0 6  p o s i ç õ e s .  

d )  P e r c e n t a g e m  da  a r e a  t o t a l  u t i l i z a d a  = 1 0 0 % ,  

e )  f n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  = 5 0 . 0 % .  

No m é t o d o  em e s t u d o  podemos u t i l  i z a r  m a t r i z e s  

com e s p a r s i d a d e  m a i o r  ou i g u a l  a  5 0 % .  

V o l t a m o s  a  l e m b r a r  que p a r a  m a t r i z e s  com c a r a c  - 

t e r y s  t i  c a s  p a r t i c u l a r e s  o u t r o s  p r o c e d i m e n t o s  p o d e r i a m  s e r  b u s  - 

c a d o s .  No n o s s o  c a s o , c o m o  e s t a m o s  f a z e n d o  uma a n á l i s e  g e r a l  e  

n ã o  sabemos, à p r i o r i ,  o  t i p o  d e  m a t r i z  e s p a r s a  q u e  vamos t r a -  

t a r ,  p r o c u r a m o s  não  l e v a r  em c o n t a  e s t a s  c a r a c t e r y s t i c a s  e s p e  - 

c i a i s .  

5 . 2 . 2 . 4  ARMAZENAMENTO C O M  UH VETOR C O M P A C T A D O  

N e s t e  m é t o d o  o s  e l e m e n t o s  não  n u l o s  d e  uma ma- 

t r i z  e s p a r s a  s ã o  a r m a z e n a d o s  em um v e t o r  chamado,  p o r  e x e m p l o ,  

d e  V A L O R ,  e  é u s a d o  um o u t r o  v e t o r  c h a m a d o ,  p o r  e x e m p l o ,  d e  

IND, o n d e  e s t ã o  o s  s u b s c r i t o s  d a s  c o l u n a s  d o s  e l e m e n t o s  c o r r e s  - 

p o n d e n t e s .  A d i c i o n a l m e n t e  c e r t a s  i n f o r m a ç õ e s  d e  c o n t r o l e  s ã o  

a r m a z e n a d a s  em IND também. 

E m  c o m p u t a d o r e s  como o  8 6 7 0 0  o n d e  a  p a l a v r a  o u  

p o s i ç ã o  d e  memór ia  tem um c o m p r i m e n t o  q u e  p e r m i t a  a r m a z e n a r  
d 

v a l o r e s  i n t e i r o s  com m a i s  d e  d e z  d y g i t o s ,  e  p o s s T v e 1 ,  a t r a v é s  

d e  a l g u n s  a r t i f T e i o s  m a t e m ~ t i ç o s ,  a r m a z e n a r  d o i s  v a l o r e s  na  

mesma p a l a v r a  com um c o m p r i m e n t o ,  c a d a  um, d e  c i n c o  dTg i  t o s .  No 



B6700 a  p a l a v r a  m e d e  4 8  b i t s  o u  6  b y t e s .  P a r a  e n t e n d e r  o  m e t o  

d o  b a s t a  i m a g i n a r  q u e  um n u m e r o  s e r 5  a r m a z e n a d o  n o s  p r i m e i r o s  

24 b i t s  o u  n a  m e t a d e ,  a d i r e i t a ,  e q u e  o u t r a  n u m e r o  ser; a r -  
- 

m a z e n a d o  n o s  o u t r o s  24 b i t s  o u  n a  m e t a d e ,  a  e s q u e r d a  d a  mes- 

ma p a l a v r a  d o  B6700 ,  No c a ç o  d e  B6700,  a  p a l a v r a  p o d e  a r m a z e  - 

n a r  um v a l o r  i n t e i r o  d e  a t  1 2  d T g i t o s  v a l e n d o ,  n o  máximo,  

54975581  3887 .  Vol t a n d o  a o  m e t o d o ,  p o d e m o s  a n a l  i s a r  a g o r a  a  

e s t r u t u r a  d o  v e t o r  IND, o b s e r v a n d o  o  g r á f i c o  a  s e g u i r :  

Pal a v r a  Metade esquerda  Me t a d e  d i  rei t a  
- 

( 1 )  N ú m e r o d e l i n h a s  Número de c01 unas  

( 2 )  ~Úmero  t o t a l  d e  e lementos  não nu los  armazenados no v e t o r  

( 3 )  Número de  e l ementos  não Número d e  e l ementos  não 
n u l o s  na 1  i n h a  1  n u l o s  na l i n h a  2  

( 4 )  Número d e  e lementos  não ....................... 
n u l o s  na  l i n h a  3  ....................... 

Numero de e1 emento não 
nu los  na  61 t ima 1  i nha 

(Ii-1) Número da co luna  do p r i m e i r o  Número da c01 una do segundo 
e1 emen t o  armazenado e1 emento armazenado 

(Ii-2) Número d a  c o l u n a  do t e r c e i r o  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
e1 emento armazenado ........................... 

Número da c01 una do Ú1 t imo 
e1 emento armazenado 

Não podem h a v e r  e s p a ç o s  em b r a n c o  n o  v e t o r  IND, 

i s t o  6 ,  s e  o  n z r n e r o  d e  1  i n h a s  d a  m a t r i z  6 T m p a r ,  o  i n d i c e  d a  

p r i m e i r a  c o l u n a  d e v e  a p a r e c e r  n a  m e t a d e  d i r e i t a  d a  p a l a v r a  

q u e  c o n t e m  " N ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  d a  Ú l t i m a  1  i n h a "  n a  



m e t a d e  e s q u e r d a .  

O v e t o r  I N B  o c u p a  uma g r e a  i g u a l  a  ( 4  + (núme-  

r o  d e  l i n h a s )  + ( n ü m e r o  d e  e l e m e n t o s  1150 n u l o s )  + 1 )  / 2 ,  a r  - 

r e d o n d a n d o  o  r e s u l t a d o ,  s e  f r a c i o n a r i o ,  p a r a  b a i x o ,  p a r a  o  i n  - 

t e i r o  m a i s  p r z x i m o ,  

C o n s i d e r e m o s  o  e x e m p l o  a  s e g u i r ,  o n d e  uma ma- 

t r i z  A d e  d i m e n s õ e s  ( 4 , 3 )  cujòç o s  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  s ã o  o s  

s e g u i n t e s :  a l  , a1  3.  a Z 1  a Z 2 >  a 4 2  Os v e t o r e s  t e r ã o  a  se -  

g u i n t e  e s t r u t u r a :  

V A L O R  = ( I . ,  2. ,  2 . ,  3 . ,  1 , )  

IND = ( 4 0 0 0 0 3 ,  5 ,  2 0 0 0 0 2 ,  0 0 0 0 0 l ,  1 0 0 0 0 3 ,  1 0 0 0 0 2 ,  2 0 0 0 0 0 )  

P a r a  c o m p r e e n d e r  a  f o r m a ç ã o  do v e t o r  IND b a s t a  

s e g u i r  a s  i n s t r u ç õ e s  d a d a s  p a r a  s u a  f o r m a ç ã o  a n t e r i o r .  Es- 

t a m o s  c o n s i d e r a n d o , n o  e x e m p l o ,  q u e  c a d a  m e i a  p a l a v r a  a r m a z e -  

na  um número  d e  c i n c o  d i g i t o s .  

A n a l i s e m o s  um s e g u n d o  e x e m p l o ,  o n d e  uma m a t r i z  

A d e  o rdem 200  p o s s u i  t r ê s  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  p o r  l i n h a .  Pa -  

r a  e s t e  c a s o  t e m o s  a s  s e g u i n t e s  m e d i d a s :  

a )  T o t a l  d e  e l e m e n t o s  = 4 0 . 0 0 0  ( 4 0 . 0 0 0  p o s i ç õ e s ) .  

b )  E l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  = 3 * 2 0 0  = 6 0 0 .  

c )  A r e a  t o t a l  c o m p a c t a d a  = 6 0 0  + ( 4  + 200  + 6 0 0  + 1 )  / 2  

= 1 . 0 0 2  p o s i ç õ e s .  

d )  P e r c e n t a g e m  da  á r e a  t o t a l  u s a d a  = 2 . 5 0 5 % .  

e )  f n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  = 9 8 . 5 % ,  

P a r a  e f e i t o  d e  c o m p a r a ç ã o  c o n s i d e r e m o s  uma ma- 

t r i z  A d e  o rdem 2 0 0  q u e  a p r e s e n t e  1 3 2  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  p o r  

l i n h a .  As m e d i d a s  p a r a  e s t e  c a s o  s e r ã o :  



a )  T o t a l  d e  e l e m e n t o s  = 4 0 , 0 0 0  ( 4 0 , 0 0 0  p o s i ç õ e s ) ,  

b )  E l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  = 1 3 2  * 2 0 0  = 2 6 . 4 0 0 .  

c )  x r e a  t o t a l  c o m p a c t a d a  = 2 6 , 4 0 0  + ( 4  + 2 0 0  + 2 6 , 4 0 0  + 

1 )  / 2  = 3 9 . 7 0 2 .  

d )  P e r c e n t a g e m  d a  a r e a  t o t a l  u s a d a  = 9 9 . 2 5 5 % -  

e )  I n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  = 3 4 % .  

P o d e m o s  o b s e r v a r  q u e  e s t e  m é t o d o  s e  a p l i c a  p a -  

r a  m a t r i z e s  com T n d i c e s  d e  e s p a r s i d a d e s  m a i o r e s  o u  i g u a i s  a  

3 4 %  com v a n t a g e n s  d e  r e d u ç ã o  d e  m e m o r i a .  

E s t e  Gl t i m o  m e t o d o  f o i  p r o p o s t o  p o r  1231  e  o s  

d e m a i s  p o r  111.  T e n d o  em v i s t a  q u e  p r e t e n d e m o s  t r a t a r  m a t r i -  

z e s  e s p a r s a s  d e  c a r á t e r  g e r a l  e  que,  à p r i o r i ,  n ã o  s a b e m o s  n a d a  

s o b r e  e l a s ,  nem s e u  i n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  e nem s u a s  d i m e n -  

s õ e s ,  a c h a m o s  q u e  e s t e  c 1  tims m g t o d o  s e j a  o  m a i s  a p r o p r i a d o  

p a r a  a  c o n s t r u ç ã o  d e  n o s s o s  a l g o r i t m o s  p a r a  t r a t a m e n t o  d e  ma- 

t r i z e s  e s p a r s a s  no  B 6 7 0 0 .  O b s e r v e  o  l e i t o r  q u e  p a r a  o  m é t o d o  

e s c o l h i d o  p o d e m o s  t r a b a l h a r  com m a t r i z e s  d e  a t é  9 9 . 9 9 9  l i n h a s  

p o r  9 9 . 9 9 9  c o l u n a s  e com T n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  m a i o r  o u  i g u a l  

a  3 4 % ,  o  q u e  n o s  d á  uma a m p l a  f a i x a  d e  f u n c i o n a m e n t o .  P a s s a -  

r e m o s ,  em s e g u i n d a ,  a  a n a l i s a r  a s  p r i n c i p a i s  o p e r a ç õ e s  a  s e r e m  

r e a l i z a d a s  com m a t r i z e s  e s p a r s a s  n e s t a  p e s q u i s a  e  t ambém a  

f i l o s o f i a  u s a d a  p a r a  a  c o n s t r u ç ã o  d o s  a l g o r í t m o s  a  s e r e m  a p r e  - 

s e n t a d o s  e d i s c u t i  d o s  p o s t e r i o r m e n t e ,  

5 . 3  OPERACÕES C O M  MATRIZES ESPARSAS 

A c o n s t r u ç ã o  d o s  a l g o r T t m o s  d i s c u t i d o s  p o s t e -  

r i o r m e n t e ,  no  i t em 5 , 4 ,  t e v e  como d i r e t r i z  b a s i c a  o  m é t o d o  



s e l e c i o n a d o  na seção  a n t e r i o r  e  que f o i  a q u e l e  expos to  n o  

i tem 5 . 2 . 2 . 4 ,  onde eram u t i l i z a d o s  d o i s  v e t o r e s :  um pa ra  arma - 

zenamento dos v a l o r e s  não nu los  e  um o u t r o  para armazenamento 

de Tndices  e  informações  de c o n t r o l e ,  Para a n a l i s a r  a s  o p e r a -  

ções  com m a t r i z e s  e s p a r s a s  e  o  seu  impacto nos a l g o r i t m o s ,  de- 

vemos l embra r  o  que f o i  a p r e s e n t a d o  no c a p i t u l o  2 s o b r e  memó- 

r i a  v i r t u a l  e  os problemas de paginação  que devemos e v i t a r .  

As c o n s i d e r a ç õ e s  f e i t a s  naque le  c a p t t u l o  s o b r e  o  modo como o  

compi lador  F O R T R A N  armazena m a t r i z e s ,  também deve s e r  c o n s i -  

de rado  para  que  possamos a t i n g i r  um padrão de e f i c i ê n c i a  a c e i  - 

t á v e l .  U m  a s p e c t o  i m p o r t a n t e  em nosso t r a b a l h o  que podemos 

empregar  o mêtodo e x p o s t o  no Ftem 5 , 2 . 2 4 ,  armazenando a  ma- 

t r i z  e s p a r s a  por  l i n h a s  em um v e t o r  e  d e s t e  modo os  algoritmos 

poderão c o n t i n u a r  a  s e r  e s c r i t o s  por  1  i n h a s ,  sem nenhuma a1 t e  - 

r a ç ã o .  O Único t r a b a l h o  a d i c i o n a l  s e r á  o  de r e a l i z a r m o s  a s  o-  

p e r a ç õ e s  de  armazenamento e  de  r e c u p e r a ç ã o  dos e l emen tos  não 

nu los  a t r a v é s  de r o t i n a s  e s p e c i a l m e n t e  p r e p a r a d a s  pa ra  i s t o ,  

e  não d e i x a r  que o  p r ó p r i o  compi l ador  c o n s t r u a  s e u s  p r ó p r i o s  

procedimentos  p a r a  t a l .  

Desta  m a n e i r a , o s  a l g o r i t m o s  p r o j e t a d o s  visam - u 

t i l  i z a r  todos  o s  e l emen tos  não nu los  de uma l i n h a  e  das  s e -  

g u i n t e s  que e s t e j a m  armazenados no mesmo segmento c a r r e g a d o  

na memória, e  somente s e r á  r e q u i s i t a d o  um novo segmento quan- 

do o  a n t e r i o r  j á  e s t i v e r  e s g o t a d o  em termos  de u t i l i d a d e  pa ra  

o  processamento .  Des ta  m a n e i r a ,  f i c a  e v i d e n c i a d a  a  preocupa - 

ção  em c o n s t r u i r  a l g o r t t m o s  que procurem u m  ba lanceamento  en- 

t r e  o  uso de memória p r i n c i p a l  tempo de e n t r a d a  e  s a y d a ,  r e  

dução das ope rações  de  paginação  e  também a  busca  de s o l u ç õ e s  

que não in t roduzam grande  complexidade nos a l g o r ~ t m o s ,  v i s t o  



que poderao s e r  usados  por u s u a r i o s  de á r e a s  das  mais  d i v e r -  

s a s  e  que não n e c e s s a r i a m e n t e  são  e x p e r t s  em computação,  

A s e g u i r ,  passamos a  d e s c r e v e r  a s  o p e r a ç õ e s  

que julgamos s e r  a s  mais i m p o r t a n t e s  no manuseio de m a t r i z e s  

e s p a r s a s ,  sem,no e n t a n t ~ ~ r e c o n h e c e r  que para a p l i c a ç õ e s  espe-  

c i a i s  t a l v e z  o u t r a s  devessem s e r  c o n s t r u ? d a s  e  ana l  i  s a d a s .  

Gostar?amos de l embra r  tambem que e s t e  t r a b a l h o  não tem por 

o b j e t i  vo r e s o l v e r  s i s t e m a s  de equações  1  i n e a r e s ,  mas, apenas, 

a p r e s e n t a r  de u m  modo c l a r o  e  e f i c i e n t e , f o r m a s  de armaze- 

n a r ,  r e c u p e r a r  e  t r a t a r  m a t r i z e s  e s p a r s a s .  

5 , 3 . 1  LEITURA D E  U M A  MATRIZ 

Julgamos s e r  fundamental  a  e x i s t ê n c i a  de uma 

r o t i n a  que pe rmi ta  ao u s u á r i o  f o r n e c e r  ao s i s t e m a  d e s e n v o l v i -  

do,  o s  v a l o r e s  não nu los  e  t o d a s  a s  informacões  de c o n t r o l e  

n e c e s s á r i a s  para a  montagem d o  v e t o r  com os v a l o r e s  não nu los  

e  para  o  v e t o r  de c o n t r o l e .  As informações  s o b r e  os  v a l o r e s  

não n u l o s  e  a s  de c o n t r o l e  podem s e r  f o r n e c i d a s  v i a  c a r t õ e s  

p e r f u r a d o s  ou também p o r  d i s c o ,  f i t a  ou s i m i l a r , d e s d e  que o s  

r e g i s t r o s  ap resen tem um l a y - o u t  compatYve1 com a q u e l e  d e s c r i -  

t o  n e s t e  :tem. A s u b r o t i n a  LEIA p e r m i t e  a  e n t r a d a  de  uma ma- 

t r i z  e s p a r s a ,  com os  e lementos  f o r n e c i d o s  por l i n h a  em ordem 

a s c e n d e n t e  de c o l u n a s .  Após o  t é rmino  de cada l i n h a ,  um sen-  

t i n e l a  deve s e r  f o r n e c i d o  e  que pode s e r  u m  q u a l q u e r  v a l o r .  

Para d e f i n i ç ã o  de cada e lemento  não nu lo  d e n t r o  de uma c e r t a  
d -i 

l i n h a ,  e  n e c e s s á r i o  f o r n e c e r  o seu v a l o r  e  em s e g u i d a  u m  i n -  

d i c e  que d e f i n a  a  co luna  a que e1 e  p e r t e n c e  d e n t r o  daque la  1  - i  



nha.  Após a  c o l o c a ç ã o  de um s e n t i n e l a  para  i n d i c a r  f im de l i -  

nha, usamos u m  Tnd ice  da forma 90-000 + I ,  onde I < o numero 

da l i n h a .  Para i n d i c a r  o  fim da m a t r i z  usamos um s e n t i n e l a  

que pode s e r  q u a l q u e r  numero segu ido  de um r n d l e e  9 9 9 9 9 ,  Os 

e l emen tos  são  f o r n e c i d o s  ao s i s t e m a  no formato  4 ( E 1 5 . 8 , 1 5 ) ,  

sendo d e f i n i d o s  em p a r e s  com o  v a l o r  do e lemento  não nulo  s e -  

guido  de u m  i n d i c e  de c o l u n a .  Antes de s e  p a r t i r  pa ra  a  d e f i -  

n i ção  dos e l emen tos  não nu los  deve - se  f o r n e c e r  ao s i s t e m a  o  

número de l i n h a s  da m a t r i z ,  o  número de c o l u n a s ,  e  o número 

de e l emen tos  não n u l o s  da m a t r i z .  E s t a s  informações  devem s e r  

f o r n e c i d a s  n o  fo rma to  ( 5 ,  15 ,  1 5 )  e  servem para  e f e t u a r  um 

c o n t r o l e  s o b r e  os  e l emen tos  d e f i n i d o s ,  a  s e g u i r ,  em termos  de  

l i n h a s ,  c o l u n a s  d e  número t o t a l  de e l emen tos  da m a t r i z .  

E s t a  s u b r o t i n a  r e c e b e  uma m a t r i z  na forma d e s  

c r i t a  e  armazena a s  informações  l i d a s  em um v e t o r  pa ra  os  va-  

l o r e s  não nu los  e  o u t r o  v e t o r  para  a s  informações  de c o n t r o l e  

e  y n d i c e s .  Ela f o i  cons t ruyda  para  p e r m i t i r  a  manipulação  de 

m a t r i z e s  de a t é  9 9 9 9  l i n h a s  e  9 9 9 9  c o l u n a s ,  e  p e r m i t e  que s e  

d e f i n a  a t é  65 .535 e l emen tos  não n u l o s .  Se f o r  n e c e s s á r i o  t r a -  

b a l h a r  com um número s u p e r i o r  de e l emen tos  não nu los ,  b a s t a  

r e a l i z a r  algumas pequenas a l t e r a ç õ e s  de t a l  modo que s e  u t i l i  - 

ze  mais  de  u m  v e t o r  de c o n t r o l e  e  mais  de u m  v e t o r  de armaze - 

namento de v a l o r e s ,  porém e s t e  t r a b a l h o  não procurou  s o l u c i o -  

nar  problemas d e  t a l  ordem. Para que s e  tenha  uma i d é i a  das  

p o t e n c i a l i d a d e s  do método e s c o l h i d o ,  a p r e s e n t a r e m o s ,  a g o r a ,  

algumas c o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  o  p o r t e  das  m a t r i z e s  que podemos 

t r a t a r  d i r e t a m e n t e  sem a  i n t r o d u ç ã o  de  q u a i s q u e r  modi f i c a -  

ções  nos a lgo rT tmos ,  I n i c i a l m e n t e  gostarYamos de mencionar  

que a  1 i m i t a ç ã o  de a t é  no máxima 65.535 e l emen tos  não nu los  



s e  d e v e  a o  f a t o  do c o m p i l a d o r  FORTRAN q u e  u t i l i z a m o s  no B6700 

do NCE/UFRJ p e r m i t e  q u e  q u a l q u e r  " a r r a y "  t e n h a  no mãximo a q u e  - 

l e  c o m p r i m e n t o ,  e  u t i l  i r a m o s ,  p o r  c o m o d i d a d e  na i m p l e m e n t a ç ã o  

d o s  a ' l g o r ? t m o s ,  a p e n a s  u m  " a r r a y "  d a q u e l e  t a m a n h o  p a r a  a r m a z e -  

n a m e n t o  d o s  v a l o r e s  n ã o  n u l o s ,  Da? s e  p o d e  c o m p r e e n d e r  q u e  

p a r a  a r m a z e n a r  um numero  s u p e r i o r  d e  e l e m e n t o s  não  n u l o s  b a s -  

t a  u t i l i z a r  um ou m a i s  v e t o r e s  d e  a r m a z e n a m e n t o  e  a p l i c a r  o  

mesmo c r i t é r i o  p a r a  a r m a z e n a r  a s  i n f o r m a ç õ e s  d e  c o n t r o l e  em 

m a i s  d e  u m  v e t o r ,  

P a r a  p o d e r m o s  a v a l i a r  m e l h o r  o  m é t o d o  u s a d o ,  

l e m b r e m o s  q u e  f o i  d e f i n i d o  a n t e r i o r m e n t e  o  i n d i c e  d e  e s p a r s i -  

d a d e  como s e n d o  a  p e r c e n t a g e m  d e  e l e m e n t o s  n u l o s  em r e l a ç ã o  

a o  numero  t o t a l  d e  e l e m e n t o s  d a  m a t r i z .  Vamos u t i l i z a r ,  t am-  

bém, u m  i n d i c e  q u e  pode  s e r  v i s t o  como o  c o m p l e m e n t o  do Ynd i -  

c e  d e  e s p a r s i d a d e ,  q u e  d o r a v a n t e  chamaremos  d e  d e n s i d a d e  ou 
-.- 

i n d i c e  d e  o c u p a ç ã o .  E n t r e  o  T n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  I 1  e  o  i n -  

d i c e  d e  o c u p a c ã o  I 2  e x i s t e  a  s e g u i n t e  r e l a ç ã o :  I 1  + I 2  = 1 .  

P o r  i s s o  d i s s e m o s  q u e  s ã o  c o m p l e m e n t a r e s .  Tomemos o  c a s o  d e  

uma m a t r i z  q u a d r a d a  d e  o rdem 2 5 5 ,  q u e  e o  m a i o r  t a m a n h o  d e  

m a t r i z  q u e  o  c o m p i l a d o r  FQRTRAN u s a d o  p o d e  t r a t a r  d i r e t a m e n t e .  

T a l  m a t r i z  p o s s u 7  6 5 . 0 2 5  e l e m e n t o s  no t o t a l .  Façamos  v a r i a r  o  

numero d e  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  e  p r o c u r e m o s  v e r i f i c a r  como s e  

compor t am o s  i n d i c e s  d e  e s p a r s i d a d e  e  d e  o c u p a ç ã o .  O u t r o  f a -  

t o r  q u e  pode  s e r  d e  m u i t o  i n t e r e s s e  é a  á r e a  t o t a l  u s a d a  p a r a  

a r m a z e n a r  o s  e l e m e n t o s  não  n u l o s  e  a s  i n f o r m a ç õ e s  d e  c o n t r o -  

l e .  



4 - 
N o  e lemen tos  I n d i c e  de  I n d i c e  de Xr ea 

não n u l a s  E s p a r s i  dade  O s u p a c Z o  Ocupada 

P o d e m ~ s  o b s e r v a r  que pa ra  m a t r i z e s  de ordem 

menor ou i g u a l  a  255 ,  que poderiam s e r  armazenadas i n t e g r a l -  

mente na memória, v i s t o  que o  compi lador  t r a t a  m a t r i z e s  a t é  

a q u e l a  dimensão,  o  método s e  adequada p e r f e i t a m e n t e  pa ra  r n d i  - 

ces  de  e s p a r s i d a d e  m a i o r e s  ou i g u a i s  a  aproximadamente 33,47%. 

Para aumentar  a s  dimensões das  m a t r i z e s  a  s e -  

rem t r a t a d a s ,  devemos i n i c i a l m e n t e  f r i s a r  que o  u s u á r i o  não 

poderá u t i l i z a r  o  compi lador  d i r e t a m e n t e , p o i s  f o r a  do l i m i t e  

e s p e c i f i c a d o  para  " a r r a y s "  a  r e s p o n s a b i l  i d a d e  e do u s u á r i o .  

Por opção de c o n s t r u ç ã o  estamos armazenando os  e l emen tos  não 

nulos  em u m  v e t o r  a p e n a s ,  e  por  i s s o  es tamos  l i m i t a d o s  em, no 

máximo, 65.535 e lementos  p o r  v e t o r .  Para observarmos  o  impacto 

de t a l  d e c i s ã o  de c o n s t r u ~ ã o  do s i s t e m a ,  procuremos a n a l i s a r  

o  que a c o n t e c e  com o  i n d i c e  de e s p a r s i d a d e  e  o  t n d i c e  de  ocu- 

pação à medida que t r a t a m o s  m a t r i z e s  de  um p o r t e  m a i o r ,  O qua - 

dro a  s e g u i r  most ra  a s  l i m i t a c õ e s  e  p o t e n c i a l i d a d e s  do méto- 

do quando usado para o  t r a t a m e n t o  de um p o r t e  maior  e  que não 

poderiam s e r  a l o c a d a s  d i r e t a m e n t e  na memória em u m  Unico 



" a r r a y "  em FORTRAN. 

Ordem d a  Número de Tndice de ~ s p a r  I'ndice de GÜ- 
M a t r i z  e1 ernentos s idade  - MínimÕ pação - Máximo 

A p e n a s  p a r a  d a r  uma i  1  u s t r a ç ã o  a d i c i o n a l  , c o n  - 

s i d e r e m o s  o  c a s o  d e  t r a t a r m o s  uma m a t r i z  d e  o rdem 9 . 9 9 9 .  P a r a  

o  a r m a z e n a m e n t o  d e  t a l  m a t r i z  com u m  i n d i c e  d e  e s p a r s i d a d e  d e  

9 9 , 9 4 %  u t i l  i z a r f a m o s  a  s e g u i n t e  q u a n t i d a d e  d e  memór ia  p r i n c i -  

p a l  : 

65.535 + ( 4  + 9999 + 65.535 + 1 )  / 2 = 65.535 + 37.769 = 103.304 posições. 

V o l t a m o s  a  d i z e r  q u e  podemos t r a t a r  m a t r i z e s  

m a i o r e s  a i n d a  d o  q u e  e s t a s  m e n c i o n a d a s  no q u a d r o ,  porém a c r e -  

d i t a m o s  q u e  d a  f o r m a  q u e  o  s i s t e m a  f o i  c a l i b r a d o ,  j á  podemos  

a t e n d e r  a  uma v a s t a  gama d e  p r o b l e m a s  p r á t i c o s ,  



5 . 3 . 2  IMPRESSÃO D E  U?4A MATRIZ ESPARSA 

P a r a  f a c i l i t a r  a  c o n f e r ê n c i a  e  a  p r e p a r a ç ã o  

d e  s a l d a s  q u e  possam s e r  a p r o v e i t a d a s  d i r e t a m e n t e  em r e l a t o -  

r i o s  t é c n i c o s ,  o  s i s t e m a  o f e r e c e  uma s u b r o t i n a  p a r a  i m p r e s s ã o  

d a  m a t r i z  em e s t u d o  em um f o r m a t o  q u e  f a c i l i t e  também a  l e i -  

t u r a .  S o m e n t e  o s  e l e m e n t o s  não  n u l o s  s ã o  i m p r e s s o s ,  l i n h a  p o r  

l i n h a ,  e  com c i n c o  e l e m e n t o s  p o r  l i n h a .  Cada e l e m e n t o  é s e g u i  - 
do p e l o  s e u  Y n d i e e  d e  c o l u n a ,  Cada l i n h a  '6 p r e c e d i d a  p e l o  c a -  

b e ç a l h o  " L i n h a  número  I "  e '  em c a d a  i n 7 c i o  d e  p á g i n a ,  a p a r e c e  

uma c a b e ç a l h o  e s c o l h i d o  p e l o  u s u a r i o ,  O t amanho  da p á g i n a  q u e  

f o i  a j u s t a d o  p a r a  5 0  1  i n h a s  pode  s e r  f a c i l m e n t e  a d a p t a d o  p a r a  

q u a l q u e r  o u t r o  v a l o r .  

P a r a  a  i m p r e s s ã o  da m a t r i z  e s p a r s a  em e s t u d o ,  

o  v e t o r  com i n f o r m a ç õ e s  d e  c o n t r o l e  tem d e  s e r  c o n s u l t a d o  e  

p o r  i s s o  não  é i m p r e s s o  também. O nome d e s t a  s u b r o t i n a  é 

IMPR IM. 

5 . 3 . 3  IMPRESSÃO D O  V E T O R  D E  C O N T R O L E  

E s t a  s u b r o t i  na a u x i  1  i a r  f o i  impl  e m e n t a d a  p a r a  

p e r m i t i r  a  f á c i l  c o n f e r ê n c i a  d o s  v a l o r e s  i m p r e s s o s  p e l a  s u b r o  - 

t i n a  d e s c r i t a  em 5 . 3 . 2 .  i3 v e t o r  é i m p r e s s o  s e q t l e n c i a l m e n t e ,  

com m e n s a g e n s  q u e  f a c i l i t a m  a  c o m p r e e n s ã o  e  p a r a  s u a  montagem 

é u s a d o  o  esquema a p r e s e n t a d o  em 5 . 2 . 2 , 4 .  O nome d e s t a  s u b r o  - 

t i n a  é MOSTRA. 



P a r a  p e r m i t i r  q u e  a  m a t r i z  e s p a r s a  p o s s a  s e r  

u s a d a  em v ã r i o s  p r o c e s s a m e n t o s  não  c o n s e c u t i v o s  e  t a m b h  p a r a  

f a c i l i t a r  e  m e l h o r a r  a s  o p e r a ç õ e s  d e  e n t r a d a ,  o  s i s t e m a  o f e r e  - 

s e  uma s u b r o t i n a  q u e  p e r m i t e  a  g r a v a c ã o  da m a t r i z  e s p a r s a  em 

d i s c o ,  f i t a  ou s i m i l a r  em f o r m a t o  c o m p r i m i d o ,  T a n t o  a m a t r i z  

e s p a r s a  como s e u  v e t o r  d e  c o n t r o l e  s ã o  a r m a z e n a d o s  em u m  a r -  

q u i v o  d e  numero  N d e f i n i d o  p e l o  u s u ã r i o ,  E s t a  s u b r o t i n a  é m u i  - 

t o  a p r o p r i a d a  p a r a  o  c a s o  em q u e  d e s e j a m o s  m a n i p u l a r  v á r i a s  

m a t r i z e s  e s p a r s a s  num mesmo p r o c e s s a m e n t o  e  não  h2 m e m ó r i a  

p r i n c i p a l  s u f i c i e n t e  p a r a  c o n t e r  t o d a s  e l a s ,  mesmo e s t a n d o  em 

f o r m a t o  c o m p r i m i d o ,  O nome d e s t a  r o t i n a  é G R A V E .  

5 . 3 . 5  LEITURA D E  MATRIZ D A  MEMÕRIA AUXILIAR 

P a r a  p o s s i  b i l  i t a r  a  r e c u p e r a ç ã o  d e  m a t r i z e s  

e s p a r s a s  a r m a z e n a d a s  em f o r m a  c o m p r i m i d a  a  p a r t i r  da  memór ia  

a u x i l i a r  e x i s t e  a s u b r o t i n a  P E G U E  q u e  r e c u p e r a  uma m a t r i z  g r a  - 

v a d a  no a r q u i v o  N d e f i n i d o  e  c r i a d o  a n t e r i o r m e n t e .  O v e t o r  d e  

c o n t r o l e  d a  m a t r i z  é r e c u p e r a d o  i g u a l m e n t e .  O u s o  c o n j u g a d o  

d e s t a  s u b r o t i n a  com a q u e l a  d e f i n i d a  em 5 . 3 . 4  p o d e  p e r m i t i r  a  

r e s o l u ç ã o  d e  m u i t o s  c a s o s  em u m  Ü n i c o  p r o c e s s a m e n t o  a p e s a r  

d a s  r e s t r i ç õ e s  d e  memór ia  p r i n c i p a l .  

5 . 3 . 6  C A L C U L O  D A  TRANSPOSTA D A  MATRIZ 

Uma o p e r a c ã o  m u i t o  comum é a  d e f  i n i ç ã o  



t r a n s p o s t a  d e  uma d a d a  m a t r i z ,  P a r a  uma c e r t a  m a t r i z  d a d a  c o -  

mo e n t r a d a  p a r a  a r o t i n a , ;  d e f i n i d o  como s a y d a ;  s u a  m a t r i z  

t r a n s p o s t a  e s e u  r e s p e c t i v o  v e t o r  d e  c o n t r o l e .  E m  c a s o  d e  e r -  

r o s  m a i s  comuns  a r o t i n a  f o r n e c e  m e n s a g e n s  a p r o p r i a d a s  p a r a  

c o r r e ç ã o  p o r  p a r t e  do u s u ã r i o .  O nome d e s t a  r o t i n a  TRANSP, 

A m a t r i z  o r i g i n a l  c o n t i n u a  i n t a c t a  a p õ s  a  o p e r a ç ã o .  

5 . 3 . 7  M O V E R  U M A  MATRIZ ESPARSA P A R A  OUTRA 

E s t a  r o t i n a  r e c e b e  como e n t r a d a  uma c e r t a  ma- 

t r i z  e s p a r s a  e  o  s e u  v e t o r  d e  c o n t r o l e  e  move o  s e u  c o n t e ú d o  
- 

p a r a  o u t r a  a r e a  d e f i n i d a  p e l o  u s u ã r i o .  A o p e r a ç ã o  também e  
+ 

r e a l i z a d a  p a r a  o  v e t o r  d e  c o n t r o l e .  O nome d e s t a  r o t i n a  e  

M O V A .  Após  o  t é r m i n o  da  o p e r a ç ã o  a  m a t r i z  o r i g i n a l  c o n t i n u a  

i n t a c t a .  

5 . 3 . 8  COPIAR U M A  LINHA D A  MATRIZ 

P a r a  c o p i a r  uma q u a l q u e r  l i n h a  d e  uma m a t r i z  
- 

e s p a r s a  o  s i s t e m a  o f e r e c e  a  s u b r o t i n a  COPIAL. O r e s u l t a d o  e  

a r m a z e n a d o  em u m  v e t o r  d e f i n i d o  p e l o  u s u á r i o ,  em f o r m a  d e s -  

c o m p a c t a d a ,  i s t o  é, i n c l u i n d o  t o d o s  o s  e l e m e ~ t o s  n u l o s .  T e s -  

t e s  s ã o  f e i t o s  p a r a  v e r i f i c a r  a  c o m p a t i b i l i d a d e  d o s  t a m a n h o s  

d a s  á r e a s  m a n i p u l a d a s  e ,  em c a s o  d e  e r r o ,  m e n s a g e n s  a p r o p r i a d a s  

s ã o  e n v i a d a s  p a r a  o  u s u z r i o  p r o c e d e r  a s  c o r r e ç õ e s  n e c e s s á -  

r i a s .  



5 . 3 . 9  COPIAR U M A  C O L U N A  D A  MATRIZ 

P a r a  c o p i a r  uma q u a l q u e r  c o l u n a  da m a t r i z  e s -  

p a r s a  d e f i n i d a  na e n t r a d a ,  o  s i s t e m a  o f e r e c e  a  s u b r o t i n a  

COPIAC. O r e s u l t a d o  é a r m a z e n a d o  em u m  v e t o r  d e f i n i d o  p e l o  

u s u a r i o ,  em f o r m a  d e s c o m p a e t a d a ,  i s t o  5, i n c l u i n d o  t o d o s  o s  - e  

l e m e n t o s  n u l o s .  E m  c a s o  d e  e r r o  d e  t a m a n h o  d e  á r e a  a l o c a d a ,  

m e n s a g e n s  a p r o p r i a d a s  s ã o  e n v i a d a s  a o  u s u á r i o  p a r a  a s  d e v i d a s  

c o r r e ç õ e s .  

5 . 3 . 1 0  TROCAR O C O N T E O D O  D E  DUAS LINHAS 

P a r a  t r o c a r  o  c o n t e ú d o  de  d u a s  l i n h a s  e s p e c i -  

f i c a d a s  d e  uma d a d a  m a t r i z  e s p a r s a ,  o  s i s t e m a  o f e r e c e  a  s u b r o  - 
# 

t i n a  TROCAL. O r e s u l t a d o  é a r m a z e n a d o  em uma o u t r a  a r e a  d e f i -  

n i d a  p e l o  u s u á r i o ,  m o n t a n d o  tambgm s e u  r e s p e c t i v o  v e t o r  d e  

c o n t r o l e .  A m a t r i z  o r i g i n a l  c o n t i n u a  i n t a c t a .  

5 . 3 . 1  1  TROCAR O C O N T E U D O  D E  DUAS COLUNAS 

P a r a  t r o c a r  o  c o n t e ú d o  d e  d u a s  c o l u n a s  e s p e -  

c i f i c a d a s  d e  uma d a d a  m a t r i z  e s p a r s a ,  o  s i s t e m a  o f e r e c e  a  
- 

s u b r o t i n a  TROCAC. O r e s u l t a d o  é a r m a z e n a d o  em uma o u t r a  a r e a  

d e f i n i d a  p e l o  u s u á r i o ,  e  o  s e u  v e t o r  d e  c o n t r o l e  r e s p e c t i v o  

também é c r i a d o .  A m a t r i z  o r i g i n a l  c o n t i n u a  i n t a c t a .  



5 . 3 . 1 2  P E R M U T A R  A S  L I N H A S  D E  UMA M A T R I Z  

P a r a  p e r m i t i r  a  p e r n u t a ç ã o  d a s  l i n h a s  d e  uma 

d a d a  m a t r i z  e s p a r s a ,  o  s i s t e m a  o f e r e c e  uma s u b r o t i n a  chamada  

P E R M L ,  q u e  e f e t u a  a s  t r o c a s  n e c e s s á r i a s  s e g u i n d o  a s  i n f o r m a -  
& ç õ e s  f o r n e c i d a s  p e l o  u s u á r i o  no v e t o r  d e  p e r m u t a ç õ e s  q u e  e  

f o r n e c i d o  como p a r â m e t r o  d e  e n t r a d a ,  O r e s u l t a d o  da o p e r a ç ã o  
- 
e  a r m a z e n a d o  em uma á r e a  d e f i n i d a  p e l o  u s u á r i o  p a r a  c o n t e r  a  

nova m a t r i z  e  o u t r a  p a r a  o  s e u  v e t o r  d e  c a n t r o l e .  A  m a t r i z  o -  

r i g i n a l  c o n t i n u a  i n t a c t a ,  T e s t e s  s ã o  f e i t o s  p a r a  d e t e t a r  p o s -  

s T v e i s  e r r o s  d e  d i m e n s i o n a m e n t o  d e  á r e a s  ou no v e t o r  d e  p e r -  

m u t a ç õ e s  f o r n e c i d o  p e l o  u s u a r i o ,  e n v i a n d o  m e n s a g e n s  a p r o p r i a -  

d a s  em c a d a  c a s o .  

5 . 3 . 1 3  P E R M U T A R  A S  C O L U N A S  D E  UMA M A T R I Z  

P a r a  p o s s i b i l i t a r  a  p e r m u t a c ã o  d a s  c o l u n a s  d e  

uma d a d a  m a t r i z  e s p a r s a  o  s i s t e m a  o f e r e c e  uma s u b r o t i n a  chama - 

da P E R M C .  As o p e r a ç õ e s  s ã o  e f e t u a d a s  com b a s e  em um v e t o r  c o n  - 

t e n d o  i n f o r m a ç õ e s  d a d a s  p e l o  u s u z r i o  p a r a  a s  t r o c a s  n e c e s s ã -  

r i a s .  O r e s u l t a d o  s e r á  a r m a z e n a d o  em uma á r e a  d e f i n i d a  p e l o  
- 

u s u á r i o ,  a r e a  e s t a  p a r a  c o n t e r  a  nova  m a t r i z  e  o u t r a  p a r a  o  

s e u  r e s p e c t i v o  v e t o r  d e  c o n t r o l e .  A  m a t r i z  o r i g i n a l  c o n t i n u a  

i n t a c t a .  

5 . 3 . 1 4  S O M A  D E  D U A S  M A T R I Z E S  E S P A R S A S  

P a r a  p e r m i t i r  a  soma d e  d u a s  m a t r i z e s  e s p a r -  



s a s  q u a i s q u e r ,  o  s i s t e m a  o f e r e c e  a  s u b r o t i n a  S O M E  que a rmaze -  

na o  r e s u l t a d o  em uma a r e a  d e f i n i d a  p e l o  usuaris  p a r a  c o n t e r  

a  nova m a t r i z  e  o u t r a  p a r a  o  s e u  r e s p e c t i v o  v e t o r  d e  e o n t r a -  

l e .  T e s t e s  s ã o  realiza dos^ p a r a  t e s t a r  a  v a l i d a d e  d a s  a r e a s  d i  

mens ionadas  p e l o  u s u a r i o  e,em c a s o  de e r r o ,  mensagens  a p r o -  

p r i a d a s  s ã o  e n v i a d a s  p a r a  a s  c o r r e ç õ e s  n e c e s s a r i a s ,  As m a t r i -  

z e s  o r i g i n a i s  c o n t i n u a m  i n t a c t a s ,  

5 . 3 . 1 5  S O M A R  U M A  LINHA I1 A U M A  LINHA I 2  - n V E Z E S  

P a r a  s e  c o n s e g u i r  somar uma l i n h a  I1 - n v e z e s  

a  uma l i n h a  I 2  d e  uma c e r t a  m a t r i z  e s p a r s a ,  o  s i s t e m a  o f e r e c e  

a  s u b r o t i n a  S O M E L .  A soma e acumulada na l i n h a  1 2 .  E s t a  r o t i -  

na a rmazena  a  m a t r i z  r e s u l t a n t e  em uma á r e a  d e f i n i d a  p e l o  u -  

s u á r i o  e  o u t r a  p a r a  o  s e u  r e s p e c t i v o  v e t o r  de c o n t r o l e .  A ma- 

t r i z  o r i g i n a l  c o n t i n u a  i n t a c t a  após  o  t é r m i n o  d a s  o p e r a ç õ e s .  

5 . 3 . 1 6  SOMAR U M A  C O L U N A  C1 A U M A  C O L U N A  C2 - n V E Z E S  

P a r a  s e  c o n s e g u i r  somar  uma c o l u n a  C1 - n ve -  

z e s  a  uma o u t r a  c o l u n a  C2 o  s i s t e m a  o f e r e c e  a  s u b r o t i n a  SOMEC. 

A soma é acumulada  na c o l u n a  C2. Pa r a  c o n t e r  o s  r e s u l t a d o s  o  
d 

u s u á r i o  d e v e  d i m e n s i o n a r  uma a r e a  p a r a  a  nova m a t r i z  e  o u t r a  

p a r a  o  seu  r e s p e c t i v o  v e t o r .  A m a t r i z  o r i g i n a l  c o n t i n u a  i n t a c  - 

t a  a p ó s  o  t e r m i n o  d a s  o p e r a ç õ e s .  T e s t e s  s ã o  e f e t u a d o s  e ,  em 

c a s o  d e  e r r o s ,  mensagens  a p r o p r i a d a s  s ã o  e n v i a d a s  p a r a  e f e -  

t u a r  a s  c o r r e ç õ e s  n e c e s s 5 r i a s .  



5 . 3 . 1 7  MULTIPLICAR U M A  LINHA D A  MATRIZ P O R  U M  ESCALAR 

P a r a  p e r m i t i r  a m u l t i p 9 i c a ç ã s  de  uma q u a l q u e r  

l i n h a  d e  uma m a t r i z  e s p a r s a  p o r  u m  e s c a l a r  d e f i n i d o  p e l o  u s u s  -- - 

r i o  o  s i s t e m a  o f e r e c e  uma s u b r o t i n a  chamada  MULTL, q u e  a r m a z e  - 

na o s  r e s u l t a d o s  em uma o u t r a  ã r e a  d e f i n i d a  p e l o  u s u ~ r i o  p a r a  

c o n t e r  a  nova  m a t r i z  e o  s e u  v e t o r  d e  c o n t r o l e .  A m a t r i z  o r i -  

g i n a l  c o n t i n u a  i n t a c t a .  T e s t e s  s ã o  f e i t o s  e, em c a s o  d e  e r r o s  

m a i s  comuns ,  m e n s a g e n s  a p r o p r i a d a s  s ã o  e n v i a d a s  a o  u s u á r i o  pa - 

r a  c o r r e ç õ e s  d e v i d a s .  

5 . 3 . 1 8  MULTIPLICAR U M A  C O L U N A  D A  MATRIZ P O R  U M  ESCALRR 

A m u l t i p l i c a ç ã o  d e  uma q u a l q u e r  c o l u n a  d e  uma 

m a t r i z  e s p a r s a  pode  s e r  f e i t a  a t r a v é s  da s u b r o t i n a  chamada  

MULTC, q u e  a r m a z e n a  o s  r e s u l t a d o s  em uma á r e a  d e f i n i d a  p e l o  

u s u á r i o  c a p a z  d e  c o n t e r  a  nova  m a t r i z  e  o  s e u  r e s p e c t i v o  v e -  

t o r  d e  c o n t r o l e .  A n i t i t r i z  o r i g i n a l  c o n t i n u a  i n t a c t a .  T e s t e s  

s ã o  r e a l i z a d o s  p a r a  g a r a n t i r  a  v a l i d a d e  d a s  á r e a s  d i m e n s i o n a -  

d a s  e , em c a s o  d e  e r r o s  m a i s  comuns ,  m e n s a g e n s  a p r o p r i a d a s  s ã o  

e n v i a d a s  p a r a  q u e  o  u s u á r i o  f a ç a  a s  c o r r e ç õ e s  a p r o p r i a d a s .  

5 . 3 . 1 9  MULTIPLICAR TODOS OS ELEMENTOS D E  U M A  MATRIZ P O R  U M  

ESCALAR 

A m u l t i p l i c a ç ã o  d e  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  d e  uma 

m a t r i z  e s p a r s a  p o r  um e s c a l a r  d e f i n i d o  p e l o  u s u ~ r i o  p o d e  s e r  

f e i t a  a t r a v e s  do  u s o  d e  uma s u b r o t i n a  chamada  MULTES, q u e  a r -  



mazena os r e s u l t a d o s  em uma á r e a  d e f i n i d a  pe lo  u s u á r i o ,  capaz  

de c o n t e r  a  nova m a t r i z  e  o  seu r e s p e c t i v o  u e t o r  de c a n t r o l e .  

A m a t r i z  o r i g i n a l  c o n t i n u a  i n t a c t a ,  T e s t e s  s ã o  e f e t u a d o s  pa ra  

g a r a n t i r  a  v a l i d a d e  das  a r e a s  d imens ianadas  e ,  em caso  de erros  

mais comuns, mensagens a p r o p r i a d a s  s ã o  e n v i a d a s  ao u s u á r i o  pa - 

r a  que e l e  possa e f e t u a r  a s  c o r r e ç õ e s  n e c e s s ã r i a s .  

Para e f e t u a r  a  mul t i p l  i c a ç ã o  de duas m a t r i z e s  

e s p a r s a s ,  o  s i s t e m a  o f e r e c e  a s u b r o t i n a  MULTIP que m u l t i p l i c a  

uma m a t r i z  A p e l a  m a t r i z  t r a n s p o s t a  de B armazenando o  r e s u l -  

t a d o  em C ,  c r i a n d o  também o v e t o r  de c o n t r o l e  r e s p e c t i v o .  A 

m a t r i z  deve e s t a r  armazenada em c o l u n a s  para  e f e t u a r  a  m u l t i -  

p l i c a ç ã o .  As m a t r i z e s  o r i g i n a i s  permanecem i n t a c t a s .  T e s t e s  

são  f e i t o s  para g a r a n t i r  a  v a l i d a d e  das  ã r e a s  d imens ionadas  

pe lo  u s u á r i o  e,em caso  de e r r o ,  mensagens a p r o p r i a d a s  s ã o  f o r  - 

n e c i d a s  para p o s s i b i l i t a r  a s  c o r r e ç õ e s  n e c e s s á r i a s .  

5 .3 .21  A R M A Z E N A M E N T O  D E  INFORMAÇÔES N O  V E T O R  D E  C O N T R O L E  

Para que s e  possa a rmazenar  in fo rmações  no ve 

t o r  de c o n t r o l e  de uma m a t r i z  e s p a r s a ,  o  s i s t e m a  o f e r e c e  a  

s u b r o t i n a  C O M P A C  que armazena a s  informações  d e s c r i t a s  em 

5 . 2 , 2 . 4 ,  usando p a r t e  da p a l a v r a  c o r r e s p o n d e n t e  pa ra  f i n s  d e  

redução do uso de mem6ria. Es ta  s u b r o t i n a  é usada para  a  maio - 

r i a  das  o u t r a s  s u b r o t i n a s  mencionadas a n t e r i o r m e n t e .  



Uma vez d e f i n i d o  e  c r i a d o  o v e t o r  de c o n t r o l e  

de uma m a t r i z  e s p a r s a  qua l .quer ,  b a s t a  u s a r  a função  R E T I R A  

P para  r e c u p e r a r  a s  i n fo rmações  d e f i n i d a s  p e l a  s u b r o t i n a  do i -  

tem 5 . 3 . 2 1 ,  E s t a  f u n ç ã o  é u t i l i z a d a  em d i v e r s a s  s u b r o t i n a s  

mencionadas a n t e r i o r m e n t e .  

Mencionamos a n t e r i o r m e n t e  a  p o s s i b i l i d a d e  de  

r e a l i z a r  permutações  de l i n h a s  e  de c o l u n a s  de uma m a t r i z  e s -  

p a r s a  a  p a r t i r  de u m  v e t o r  de permutações  f o r n e c i d o  p e l o  usuá - 

r i o .  O  s i s t e m a  o f e r e c e  tambzm uma s u b r o t i n a  pa ra  r e a l i z a r  a  

i n v e r s ã o  de uma c e r t a  pe rmutação ,  que é chamada de I N V P E R .  O  
- 

r e s u l t a d o  é armazenado em o u t r o  v e t o r  e  o  v e t o r  o r i g i n a l  e  

de ixado  i n t a c t o  após  o  t é r m i n o  das  o p e r a ç õ e s .  

5 . 3 . 2 4  I N V E R S A 0  D E  UMA ?IATRIZ E S P A R S A  

A  i n v e r s ã o  de uma m a t r i z  e s p a r s a  pode s e r  

consegu ida  a t r a v é s  da u t i l i z a ç ã o  da s u b r o t i n a  I N V E R T  que r e -  

c e b e  uma m a t r i z  e ç p a r s a  q u a l q u e r  e  s eu  v e t o r  de c o n t r o l e  como 

pa râme t ros  d e  e n t r a d a  e  d e v o l v e  a  m a t r i z  r e s u l t a n t e  e  o  seu  

v e t o r  de  c o n t r o l e .  A  i n v e r s ã o  não uma o p e r a ç ã o  t r i v i a l  e  po - 

demos r e c a i r  em um c a s o  onde a m a t r i z  d e  e n t r a d a  não e i nve r -  

s7ve l  ou e n t ã o  a  m a t r i z  de sa7da  não 5 e s p a r s a  ou a i n d a  não 

a p r e s e n t a  a s  c a r a c t e r ~ s t i c a s  de e s p a r s i d a d e  d e s e j a d a s  de  t a l  



modo que s e j a  c o m p a t ~ v e l  com o s  r e c u r s o s  de s o f t w a r e  e  de 

hardware d i s p o n 7 v e i ç  nas i n s t a l a ç õ e s  do u s u < r i o ,  Como d i s -  

cu t imos  a n t e r i o r m e n t e  n o  c a p y t u l o ,  o s  metodos d i r e t o ç  reduzem 

a  espar-s idade ou ,  em o u t r a s  p a l a v r a s ,  aumentam a  d e n s i d a d e  de 

m a t r i z e s  e s p a r s a s  e  não s ã o  recomend5veis p a r a  e s t e  t i p o  de 

o p e r a ç ã o .  Os métodos i n t e r a t i v o s  por sua  vez podem t e r  p r o b l e  - 

mas s é r i o s  de c o n v e r g ê n c i a  muito l e n t a  ou de não convergi rem 

r e a l m e n t e  para a1 guns c a s o s  a n a l  i ç a d o s  p e l o s  a u t o r e s  c i t a d o s  

no c a p y t u l o  q u a t r o .  Para e fe tua rmos  a  i n v e r s ã o  de m a t r i z e s  u -  

t i l i z a m o s  o metodo p r o p o s t o  em 1351 que p r o c u r a  manter  a  ma- 

t r i z  i n v e r s a  t ã o  e s p a r s a  quan to  p o s s 7 v e l .  O metodo é chamado 

p e l o s  a u t o r e s  de  " I n v e r s ã o  de m a t r i z e s  p e l a  forma d o  p rodu to  

da i n v e r s a  ( P F I ) " .  Es tudos  mais  profundos  s o b r e  e s t e  a s s u n t o  

podem s e r  e n c o n t r a d o s  em 135 1 e  em I1 1 que a n a l i s a m ,  i n c l u s i -  

ve ,  casos  p a r t i c u l a r e s  de m a t r i z e s  e s p a r s a s ,  o  que não é o  

nosso o b j e t i v o  n e s t a  p e s q u i s a .  

A P O S  e s t a  b r e v e  d e s c r i ç ã o  das  ope rações  s e l e -  

c i o n a d a s  para implementação,  por  cons ide ra rmos  que s ã o  a s  

mais i m p o r t a n t e s  para o  tema c e n t r a l  d e s t e  t r a b a l h o ,  passamos 

em s e g u i d a  a  a p r e s e n t a r  os  a lgo r? tmos  d e s e n v o l v i d o s  em FOR-  

T R A N  para o  B6700 do NCE/UFRJ. Para não t o r n a r  o  t e x t o  mui to  

e x t e n s o  e  também para r e s s a l t a r  o s  a s p e c t o s  i n t e r e s s a n t e s  dos  

mesmos, inclu'?mos na d i s c u s s ã o  apenas a q u e l a s  p a r t e s  que nos 

pareceram mai s  r e l e v a n t e s .  

Para maiores  informações  ou ob tenção  de có-  

p i a s  dos mesmos b a s t a  e n t r a r  em c o n t a c t o  com o s  a u t o r e s  d e s t e  

t r a b a l  ho. 



5.4 O P Ç Õ E S  D E  OTIMIZA$ÃO D O  F O R T R A N  

A P O S  a s  d e f i n i ~ õ e s  f e i t a s  no c a g ? t u l o  a n t e -  

r i o r ,  passamos a  e l a b o r a r  a l g o r i t m o s  capazes  de  r e a l i z a r  a s  

ope rações  j u l g a d a s  como a s  mais  comuns e de maior  i m p o r t â n c i a  

na s o l u ç ã o  de problemas que aparecam em m a t r i z e s  e s p a r s a s .  

r e v i d e n t e  que na impl ementação dos a1 gor i tmos ,  procuramos t i  - 

t a r  p a r t i d o  das  c a r a c t e r T s t i c a s  e s p e c i f i c a s  do B6700 buscando 

uma o t i m i z a ç ã o  sempre que p o s s ? v e l ,  com a s  opções o f e r e c i d a s  

pe lo  p r ó p r i o  compi lador  e  a s  c a r a c t e r 7 s t i c a s  d e  "ha rdware"  do 

B6700. I s t o  não s i g n i f i c a ,  no e n t a n t o ,  que procuramos u t i l i -  

z a r  comandos do F O R T R A N  que sejam p a r t i c u l a r e s ,  apenas  para ta l  

equipamento.  Sempre que poss?vel  , procuramos u t i  l  i  z a r  .i n s t r u -  

ções  b á s i c a s  da 1  inguagem, f a c i l i t a n d o ,  d e s t e  modo, f u t u r a s  t a  - 

r e f a s  de conver são  para  o u t r o  t i p o  de equipamento .  Como p r i n -  

c i p a i  s  c a r a c t e r ? s t i c a s  usadas  pa ra  o t i m i z a r  o s  a lgo r7 tmos  pro - 

j e t a d o s  e  implementados no B6700 podemos c i t a r  a s  s e g u i n t e s :  

5 .4 .1  O P Ç Ã O  D E  OTMIZAÇÃO D O  COMPILADOR 

O compi lador  F O R T R A N  do B6700, como em mui tos  

o u t r o s  s i s t e m a s  conhec idos ,  o f e r e c e  aos  u s u á r i o s  uma opção de 

compi lação  r e p r e s e n t a d a  p o r  O P T ,  que pode s e r  usada para  a l -  

t e r a r  o  cód igo  o b j e t o  ge rado  pa ra  um programa a t r a v é s  da a l -  

t e r a ç ã o  do modo como o  compi l ador  t r a t a  i n s t r u ç õ e s  i n d i v i -  

d u a i s  e  também grupos  de i n s t r u ç õ e s  f o r n e c i d a s  no programa fon - 

t e  do u s u á r i o .  A forma de s e  p e d i r  e s t a  o t i m i z a ç ã o  é a  s e g u i n  

t e :  

$SET O P T  n ou e n t ã o ,  $ SET O P T  = n 



o n d e  o  v a l o r  do a r g u m e n t o  ( n )  p o d e  a s s u m i r  o s  v a l o r e s  0,-1 e 1, 

P r ~ c u r a m o s  u t i l i z a r ,  s e m p r e  q u e  p o s s ? v e l ,  o  v a l o r  d e  ( n )  i g u a l  

a  1  q u e  n o s  c o n d u z  a  uma o t i m i z a ç ã o  m u i t o  m a i s  p o d e r o s a ,  E s t a  

o p ç ã o  d e v e  s e r  P s r n e c i d a  a o  i n y c i o  d e  u m  p r o g r a m a  ou s u b p r o -  

g r a m a .  No c a s o  d e  s u b p r o g r a m a s  q u e  possuam um " l â b e l "  como um 

p a r â m e t r o  f o r m a l ,  ou q u a l q u e r  o u t r o  s u b p r o g r a m a  q u e  r e f e r e n -  

c i e  t a l  s u b p r o g r a m a  como d e s c r i t o ,  n ã o  pode  s e r  o t i , m i z a d o .  

E m  c a s o s  o n d e  o c o m p i l a d o r  não  c o n s e g u e  r e a l i  - 

z a r  a  o t i m i z a ç ã o  p e d i d a ,  s e r á  g e r a d o  um e r r o  d e  s i n t a x e .  Como 

a  o p ç ã o  p o d e  s e r  d e f i n i d a  p a r a  c a d a  f u n ç ã o ,  s u b p r o g r a m a  o  u 

s u b r o t i n a  s e p a r a d a m e n t e ,  n a d a  i m p e d e  s u a  u t i l i z a ç ã o  n a s  módu- 

1 0 s  a d e q u a d o s  mesmo q u e  a l g u n s  não  s e j a m  a p r o p r i a d o s  p a r a  t a l  

o t i m i z a ç ã o .  P a r a  m a i o r e s  i n f o r m a ç õ e s  s o b r e  o  u s o  d e s t a  o p ç ã o  

d e  c o m p i l a ç ã o ,  b a s t a  r e c o r r e r  a  1 1 3 1 ,  

5 , 4 . 2  SEGMENTACKO D E  MATRIZES 

Como j á  f o i  d i s c u t i d o  no c a p i t u l o  d o i s ,  o  s i s  - 

t ema B6700 r e a l  i  z a  s e g m e n t a ç ã o  a u t o m á t i  c a  d e  m a t r i z e s  a c i m a  

de  4095  p a l a v r a s  sem a  i n t e r v e n ç ã o  do u s u á r i o .  S e  n o s  r e p o r t a r  - 
mos a o  t ó p i c o  5 . 3 ,  v e r e m o s  q u e  em t o d o s  o s  c a s o s  e s t a m o s  u s a n  - 

do  o  esquema e s c o l h i d o  em 5 . 2 . 2 , 4  o n d e ,  b a s i c a m e n t e , t e m o s  um 

v e t o r  p a r a  a r m a z e n a r  o s  v a l o r e s  n ã o  n u l o s  da m a t r i z  e s p a r s a  e  

u m  s e g u n d o  v e t o r  p a r a  g u a r d a r  a s  i n f o r m a ç õ e s  d e  c o n t r o l e  d a  

p r ó p r i a  m a t r i z .  E m  nenhum c a s o  f o i  n e c e s s á r i o  u t i l i z a r  v e t o -  

r e s  m a i o r e s  do  q u e  6 5 . 5 3 5  p a l a v r a s ,  q u e  c o n s t i t u e m  o  m ~ x i m o  

p e r m i t i d o  n e s t a  impl  e m e n t a ç ã o  do c o m p i l a d o r  FORTRAN d i  s p o n i -  

v e l o  
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d e p e n d e n d o  d e  q u a l  d o s  d o i s  v a l o r e s  f o r  m e n o r ,  t a l  s e g m e n t a -  

ç ã o  o c o r r e r a ,  O c 6 d i g o  p a r a  o  p r o g r a m a  s b j e t o  e n t ã o  c o n t i d o  

em d o i s  s e g m e n t o s  d e  p r o g r a m a .  E s t a  ç e g r n e n t a ç Z o  p o d e  o c o r r e r  

m a i s  d e  uma v e z ,  d e p e n d e n d o  d o  t a m a n h o  d o  m 6 d u I o  em q u e s t ã o .  

No c a s o  em q u e  o  p r o g r a m a  p r i n c i p a l  f o r  c o m p i  - 

l a d o  s e p a r a d a m e n t e  d a s  s u b r o t i n a s  e s u b p r o g r a m a s ,  t a l  s e g m e n  - 

t a ç ã o  s6 o c o r r e r a  p a r a  o  p r o g r a m a  p r i n c i p a l .  

O p a r a m e t r o  AREASIZE m e n c i o n a d o  a n t e r i o r m e n t e  

i n d i c a  o  n u m e r o  d e  r e g i s t r o s  1 6 g i c o s  em uma Z r e a  d e  um a r q u i -  

v o  em d i s c o ,  D e v e  s e r  s e m p r e  um n u m e r o  i n t e i r o  e p a r a  um me- 

l h o r  a p r o v e i t a m e n t o  d e  e s p a ç o ,  d e v e  s e r  d i v i s i v e l  p e l o  B L O -  

CKSIZE q u e  é o  t a g a n h o  d o  b l o c o ,  O v a l o r  a s s u m i d o  p o r  o m i s s ã o  

é o  n ú m e r o  m a i s  p r 6 x i m o  a  1 0 0 0  q u e  s e j a  d i v i s y v e l  p e l o  BLO- 

CKSIZE.  S e u  v a l o r  m á x i m o  e 1  0 4 8  5 7 5 .  

N o r m a l m e n t e ,  t o d o  a r q u i v o  d e v e r i a  t e r  d e t e r -  

m i n a d o s  a t r i b u t o s  d e f i n i d o s  p e l o  p r c p r i o  u s u á r i o  q u e  tem m u i -  

t o  m a i s  c o n d i ç ã o  d e  f a z e r  uma b o a  e s c o l h a  d o  q u e  d e i x a r  o  s i s  - 

t e m a  f a z ê - l o  p o i s ,  c e r t a m e n t e ,  s u a  e f i c i ê n c i a  n ã o  s e r á  t ã o  

b o a  j á  q u e  n ã o  c o n t a  com t o d a s  a s  i n f o r m a c õ e s  n e c e s s á r i a s  

p a r a  e s p e c i f i  c á - 1  o s ,  T a i  s p a r â m e t r o s  s ã o  o s  s e g u i n t e s :  

a )  MAXRECSIZE 

Es te  a t r i b u t o  e s p e c i f i c a  o  t a m a n h o  m á x i m o  d o  

r e g i s t r o  l ó g i c o ,  l e v a n d o - s e  em c o n t a  o s  a t r i b u t o s  INTMODE e  

UNITS,  

O a t r i b u t o  INTNOBE e s p e c i f i c a  o  modo i n t e r n o  

d e  a r m a z e n a m e n t o  d o s  c a r a c t e r e s  e p o d e  a s s u m i r  o s  s e g u i n t e s  

v a l  o r e s  : 



O  - p a l a v r a  b i n z r i a  d e  4 8  b i  t s  

2  - H E X  ( 4  b i t s )  

3 - B C L  ( 6  b i t s )  

4  - E B C D I C  ( 8  b i t s )  

5 - A S C I I  ( 8  b i t s )  

O a t r i b u t o  U N I Y S  i n d i c a  o  t i p o  d e  r e p r e s e n t a -  

ç ã o  q u e  p o d e  s e r  em c a r a c t e r e s  o u  em p a l a v r a s  q u e  t e r ã o  o s  a -  

t r i b u t o s  N A X R E C S I Z E  e B L O C K S I Z E ,  O a t r i b u t o  U M I T S  p o d e  a s s u -  

m i r  o s  s e g u i  n t e s  v a l o r e s :  

O  - WORDS ( p a l a v r a s  d e  4 8  b i  t s )  

1  - C H A R A C T E R S  ( n o  c z d i g o  d e f i n i d o  p o r  I N T M O B E )  

O  t a m a n h o  m ã x i m o  p e r m i t i d o  p a r a  s M A X R E C S I Z E  
- 
e 6 5  535 .  Q u a n d o  n ã o  e e s p e c i f i c a d o  o u  p o s s u a  v a l o r  z e r o ,  um 

v a l o r  s e r a  a t r i b u T d o  pe lo  s i s t e m a  que d e p e n d e r .  d o  t i p o  d e  p e r i -  

f é r i c o  em u s o  e  t ambem d o  v a l o r  do  B L B C K S I Z E .  Se a m b o s  f o r e m  

o m i t i d o s  o u  n u l o s ,  s e r ã o  e s c o l h i d o s  em f u n ç ã o  d o  t i p o  d e  p e r i  - 

f é r i c o  em u s o ,  como s e  p o d e  v e r  a  s e g u i r :  

PERIFERICO 

D I S C O  

T E R F I N A L  

I? . IPRESSORA 

L E I T O R A  C A R T Õ E S  

P E 9 F U R A D O R A  

F I T A  MAGNÉTICA 

M A X R E C S X I Z E  B L O C K S  I Z E  

3 0  30 

1 2  1 2  

2 2  2 2  

1 4  1 4  

1 4  1 4  

1 0  1 o 

Os v a l o r e s  m e n c i o n a d o s  e s t ã o  t o d o s  em p a l a v r a s  d e  4 8  b i  t s .  



b )  BLOCKSIZE 

E s t e  p a r a m e t r o  i n d i s a  o  t a m a n h o  do  r e g i s t r a  

f f s i c o .  S e  o  p a r â m e t r o  UNITS f o ~  i g u a l  a 7 o  BLOCKSIZE e d a d o  

em u n i d a d e s  d o  a t r i b u t o  PPJTFSODE, S e  o  v a l o r  d e  UNITS f o r  i g u a l  

a  z e r o  e n t ã o  t e r e m o s  o  v a l o r  d e  BLOCKSIZE em p a l a v r a s  d e  48 

b i t s .  O v a l o r  m ã x i m o  d e  BLOCKSIZE 5 6 5  5 3 5  p a l a v r a s .  Q u a n d o  

n ã o  5 e s p e c i f i c a d o ,  a s  c o n s i d e r a ç õ e s  f e i t a s  p a r a  o ?IAXRECSIZE 

tambêm a q u i  s e  a p l i c a m .  Uma b o a  n o r m a  e d e f i n i r  o  v a l o r  d o  

BLOCKSIZE como mul t i p l o  d e  3 0  p a l a v r a s  p a r a  q u e  n ã o  p e r c a m o s  

e s p a ç o  d e v i d o  a o  a l i n h a m e n t o  em s e g m e n t o s  n o  d i s c o .  U m  c u i d a -  

d o  d e v e  s e r  t o m a d o  p o i s  o c r e s c i m e n t o  d o  BLOCKSIZE i m p l i c a  

em uma a l o c a ç ã o  m a i o r  d e  m e m o r i a  p r i n c i p a l ,  

c )  AREASIZE 

E s t e  p a r % n e t r o  i n d i c a  o  n ú m e r o  d e  r e g i s t r o s  

l õ g i c o s  em uma a r e a  d e  um a r q u i v o  em d i s c o .  D e v e  s e r  s e m p r e  

um n u m e r o  i n t e i r o  e  p a r a  m e l h o r  u t i l i z a ~ ã o  d a  á r e a  em d i s c o ,  

d e v e  s e r  d i v i s y v e l  p e l o  BLOCKSIZE. O v a l o r  q u e  o  s i s t e m a  a t r i  - 

b u l  p o r  o m i s s ã o  d e s t e  p a r ã m e t r o  é i g u a l  a  um n u m e r o  m a i s  p r 6 -  

x i m o  p o s s ? v e l  a  1 0 0 0  q u e  s e j a  d i v i s y v e l  p e l o  BLOCKSIZE. S e u  

v a l o r  máximo é 1 O48 5 7 5 .  

d )  AREAS 

O p a r a m e t r o  AREAS i n d i c a  o  n u m e r o  máximo d e  

a r e a s  q u e  um a r q u i v o  em d i s c o  p o d e  t e r .  No c a s o  do  FORTRAN, 

q u a n d o  s e u  v a l o r  é o m i t i d o  o  s i s t e m a  a s s u m e  AREAS=20. S e u  v a  - 



l o r  m s x i m o  p e r m i t i d o  e 1 0 O O n  Uma b o a  n o r m a  p a r a  a p l i  c a ç o e s  e s  - 
a t Z t i c a s  o n d e  o n u m e r o  d e  r e g i s t r o s  n S o  v a r i a  com o t e m p o  e 

m a n t e r  o v a l o r  d e  AREAS e n t r e  2 5  e  3 0 ,  P a r a  a r q u i v o s  d i n i m i -  

c o s  q u e  não  a t e n d a m  a s  c a r a c t e r ? ç t i ç a s  d o  t i p o  a n t e r i o r ,  d e v e  - 
mos t e r  AREAS e n t r e  30 e 9 5 0  d e s d e  q u e  e a  um v a l o r  d e  A R E A -  

S I Z E  n ã o  s e j a  s u p e r i o r  a 3 6 0 0  s e g m e n t o s ,  C a d a  s e g m e n t o  m e n c i o  - 

n a d o  em t o d o  o  p r e s e n t e  c a p i t u l o  a s s u m i m o s  o  v a l o r  d e  3 0  p a -  

1  a v r a s  . 

E m  r e s u m o ,  p a r a  um c e r t o  v a l o r  d e  MAXRECSIZE 

c o n h e c i d o  e i g u a l  a  !I e  p a r a  UNIYS=O, q u e  é a s s u m i d o  p e l o  s i s  - 

t e m a ,  o  v a l o r  do  BLOCKSIZE p o d e  s e r  c a l c u l a d o  l e m b r a n d o - s e  que 

d e v e  s e r  m ú l t i p l o  do  FIAXRECSIZE e  d o  t a m a n h o  d o  f a t o r  d e  b l o -  

c o s  d o  s i s t e m a  q u e  i g u a l  a 3 0  p a l a v r a s .  I s t o  p o d e  s e r  d i t o  

d o  s e g u i n t e  m o d o :  

( M  * N )  M O D  3 0  = 0 ,  o n d e  N e um n u m e r o  i n t e i r o  e  d e  p r e f e r ê n  - 

c i a  m e n o r  do  q u e  3 0 0  p a r a  e v i t a r  um e x c e s s i v o  c o n s u m o  d e  memÕ - 

r i a  p r i n c i p a l .  E m  s e g u i d a ,  p o d e m o s  c a l c u l a r  o  v a l o r  d a  A R E A -  

S I Z E  p o r  AREASIZE = (BLOCKSIZE * H )  / MAXRECSIZE, o n d e  L4 d e v e  

a s s u m i r  um v a l o r  m e n o r  o u  i g u a l  a o  n ú m e r o  d e  r e g i s t r o s  d o  a r -  

q u i v o .  O v a l o r  d e  W d e v e  s e r  t a l  q u e  o v a l o r  c a l c u l a d o  p a r a  

o  p a r â m e t r o  AREAS f i q u e  e n t r e  25 e  3 0  p a r a  a r q u i v o s  e s t á t i c o s  

e e n t r e  3 0  e  1 5 0  p a r a  a r q u i v o s  d i n â m i c o s .  P a s s a m o s ,  em s e g u i -  

d a ,  p a r a  o  c á l c u l o  d e  AEEAS, o n d e  AREAS = ( N ú m e r o  d e  r e g i s -  

t r o s )  / AREASIZE e ,  n o  c a s o  d e  n u m e r o  f r a c i o n á r i o  como r e s p o s  - 

t a , d e v e m o s  a r r e d o n d a r  p a r a  c i m a  p a r a  c h e g a r m o s  a um n u m e r o  

i n t e i r o .  

E s t a s  c o n s i d e r a ~ õ e s  s o b r e  t a i s  p a r â m e t r o s  f o -  

r a m  a p r e s e n t a d a s  n e s t e  t r a b a l h o  p o i s  d e v e m  a f e t a r  c o n s i d e r a -  



v e l m e n t e  a  execuçiio em t e r m o s  de  s o b r e c a r g a  p a r a  o  s i s t e m a ,  

que  p o d e r i a  s e r  rninimizada s e  o u s u ~ r i o  tiye,s.s,e a  e u i  d a d o  de 

p r e p a r a r  uma e s p e c i f i c a c ã o  adequada  p a r a  o a r q u i v o  que c o n t e n  

a  saTda da c o m p i l a ~ Z o  e, d e s t e  modo, a j u d a r  ao  s i s t e m a  nas  t a r e  - 

f a s  de  segmentação  e  d e  f u t u r a s  o p e r a ç Q e s  de  e n t r a d a  e  s a y d a .  

O que ja vimos a n t e r i o r m e n t e  pode s e r  um problema f o r m i d z v e l ,  

p r i n c i p a l m e n t e  em n o s s o  c a s o  que t r a t a m o s  de m a t r i z e s  de  g r a n  - 

d e s  d imensões  e  de c a r a e t e r ~ s t i c a s  bem p a r t i c u l a r e s  de e s p a r -  

s i d a d e .  Uma e s c o l h a  adequada  pode s e r  uma e x c e l e n t e  c o n t r i b u i  - 

ção  p a r a  chegarmos a  um p a d r z o  de o t i m i z a ç ã o  d u r a n t e  o  p r o s e s  - 

s  amen t o ,  

5 , 4 . 4  SEGMENTACÃO C O N T R O L A D A  P E L O  U S U A R I O  

Os p r o c e d i m e n t o s  a p r e s e n t a d o s  em 5 . 4 . 3  podem 

s e r  a l t e r a d o s  a t r a v é s  da opção  de c o m p i l a ç ã o  chamada SEGMEN- 

T A T I O N  que p e r m i t e  s e g m e n t a r  u m  programa de forma d i v e r s a .  A 

forma de  u s á - l a  e a  s e g u i n t e :  

$SET SEGMEMTAPION = n 

onde  ( n )  e o  tamanho do segmento  em p a l a v r a s *  E m  vez  de  um n ú  - 

mero podemos u s a r  a  p a l a v r a  M A X ,  que  s e r á  i n t e r p r e t a d a  como - i  

g u a l  a  6 5  535 p a l a v r a s .  No c a s o  de h a v e r  d i s p o n i b i l i d a d e  de 

memória ,  como é o  n o s s o  c a s o ,  e s t a  é uma boa opção  e  deve s e r  

c o n s i d e r a d a .  

O u t r a  opçzo  a s s o c i a d a  que  f o r ç a  a  s egmen tação  

de forma d i v e r s a  da que  f o i  e x p o s t a  a n t e r i o r m e n t e  é a q u e l a  

que  pode s e r  c o n s e g u i d a  a t r a v e s  do uso da opção NEWSEGMENT. 



O apa rec imen to  da opção $SET N E W S E G P I E N T  em meio ao programa 

f o n t e ,  f o r c a  que a s  i n s t r u ç õ e s .  fo rnec idas .  em segu ida  se jam a r -  

mazenadas em um novo segmento d o  a r q u i v o  de cód iyo ,  E s t a  o p ~ $ % ~  

sõ pode s e r  usada no programa ~ r i n c i p a l ,  Se d u r a n t e  a exeçu-  

ção uma r e f e r s n c i a  f o r  f e i t a  a  um segmento não r e s i d e n t e ,  uma 

operaçiio de  " s v e r l a y "  deve rã  s e r  r e a l i z a d a ,  P o r  i s t o  a  e s c o -  

l h a  do l o c a l  onde t a 1  opgãs deve s e r  co locada  no programa de- 

ve s e r  c r i t e r i o s a m e n t e  e s c o l h i d a ,  Por exemplo, t a l  opção não 

d e v e r i a  s e r  co locada  d e n t r o  de u m  c i c l o  de um comando D O  p o i s  

i s t o  pode g e r a r  o p e r a s õ e s  d e s n e c e s s 5 r i a s  pa ra  o  s i s t e m a  ope ra  - 

c i o n a l .  

5 . 4 - 5  COMPILAÇÕES S E P A R A D A S  

Ao i n v e s  de escrevermos  um programa e  t o d a s  

a s  s u b r o t i n a s  n e c e s s a r i a s  pa ra  r e a l i z a r  a s  funções  d e f i  ni.das 

na seção  a n t e r i o r  em 5 . 3  e  compilarmos tudo j u n t o  o  que pode- 

r i a  g e r a r  u m  codigo  muito e x t e n s o ,  podemos u s a r  a  opção SEPA- 

R A T E  que p e r m i t e  a  g e r a ç ã o  de u m  a r q u i v o  de código  o b j e t o  pa- 

r a  cada mõdulo do p a c o t e  para  manipulação  de m a t r i z e s  e s p a r -  

s a s  que vamos implemen ta r .  T a i s  a r q u i v o s  de c ó d i ~ o s  i s o l a d o s  

podem s e r  unidos  a  o u t r o s  do p r õ p r i o  u s u á r i o  ou de o u t r o s  

a t r a v é s  do uso de BINDER. E s t a  opção pode s e r  l i g a d a  ou d e s l i  - 

gada a t r a v é s  de $SET SEPARATE ou $RESET SEPARATE. Tal opção 
- 
e  v á l i d a  pa ra  todos  os  m ~ d u l o s  do programa f o n t e  e  não pode 

s e r  e s p e c i f i  cada p a r a  a l g u n s  mõdulos e s p e c i f i  c o s .  



5 . 4 . 6  USO D O  'VECTO!? M O D E '  

O V e c t o r  Wode 5 uma a p ~ i i a  d e  " h a r d w a r e "  d e  a 1  - 

g u n s  s i s t e w a s  i36700 q u e  podem p e r m i t i r  um a u m e n t o  s i g n i f i ç a n -  

t e  na  e f i c i g n c i ã  do  t r a t a m e n t o  d e  m a t r i z e s  e d e  c i c l o s  como 

o s  f o r m a d o s  p e l o s  c o m a n d o s  D O  o u  IFJGOTO, E s t a  o p ç ã o  d e  h a r d -  

w a r e  s<  p o d e  s e r  u s a d a  d e n t r o  d e  d e t e r m i n a d a s  s i t u a ç õ e s  q u e  

p r o c u r a r e m o s  r e s u m i r  a q u i ,  p o r é m  q u a n d o  t a i s  r e s t r i ç õ e s  s ã o  

a t e n d i d a s ,  e s t a  o p ç ã o  d e  m u i t a  v a l i a ,  Uma d i s c u s s ã o  m a i s  

p r o f u n d a  p o d e  s e r  v i s t a  em 1 9  3 )  , As c o n d i ç õ e s  b ã s i  c a s  p a r a  

u s o  d o  VECTOR M O D E  s Z o  a s  s e g u i n t e s :  

a )  O c o m p i l a d o r  FORTRAN t e n h a  s i d o  c o m p i l a d o  com a s  

o p ç õ e s  OPTLSS1 e  VECTORMODEISALLOWED, s e n d o  a  p r i m e i r a  d e s l i -  

g a d a  e  a  s e g u n d a  l i g a d a .  

b )  A o p ç ã o  OPT d e v e  s e r  l i g a d a  com um v a l o r  m a i o r  do  q u e  

z e r o  p a r a  o  m o d u l o  r e s p e c t i v o  e  q u e  t a l  o t i i r l i z a q a o  s e j a  p o s s 7 -  

v e l  . 

c )  A o p ç ã o  VECTORMODE t e n h a  s i d o  l i g a d a  p a r a  o  m ó d u l o  em 

q u e s t ã o .  

d )  Além d e s t a s  r e s t r i ç õ e s  g e r a i s ,  a  p r ó p r i a  e s t r u t u r a  do 

~ Ó d u l o  d e v e  a t e n d e r  a d e t e r m i n a d a s  c a r a c t e r y s t i  c a s  m a n d a t a -  

r i a s  e  q u e  s ã o  a s  s e g u i n t e s :  

$ , I )  O m ó d u l o  d e v e  p o s s u i r  um c i c l o  ( " l o o p " )  f o r m a d o  p o r  

um c o m a n d o  D O  o u  f o r m a d o  p e l o  u s o  c o n j u g a d o  d e  IF/GOTO. 

d . 2 )  Só é p o s s 7 v e l  e n t r a r  n o  c i c l o  p o r  m e i o  d o  s e u  p r i -  

m e i r o  c o m a n d o  e  n u n c a  em um p o n t o  q u a l q u e r ,  i n t e r m e d i a r i o ,  den - 

t i - o  do ç i c l  o ,  



d , 3 )  A v a r i á v e l  de c o n t r o l e  d o  c i c l o  não pode a s s u m i r  

v a l o r e s  para a incre.mento s u p e r i o r  a 3 ,  

d - 4 )  Os v a l o r e s  i n i c i a l ,  f i n a l  e  o  incremento  devem s e r  

i n t e i r o s  e  não podem s e r  a1 t e r a d o s  d e n t r o  d o  p r õ p r i o  c i c l o  

para  a  v a r i ã v e l  de c o n t r o l e  do c i c l o ,  

d 

d . 5 )  A v a r i z v e l  de c o n t r o l e  nZo pode e s t a r  em uma a r e a  

de u m  comando CO!4MOM. 

d , 6 )  Dentro do c i c l o  não podem h a v e r  i n s t r u ç õ e s  dos t i -  

pos r e l a c i o n a d o s  a  s e g u i r a  

- C A L L  

- Comandos de e n t r a d a  e  sayda  

- PAUSE 

- Z I P  

- Comandos auxi  1  i a r e s  para  t r a t a m e n t o  de a r q u i  vos 

- R e f e r ê n c i a s  a funcões  

- R e f e r ê n c i a s  a i n t r T n s i c o s ,  i nc l .us ive  exponenciacão .  

d - 7 )  Caso e x i s t a m  m a t r i z e s  ou v a r i a v e i s  em C O M M O N  que s e  - 

jam a1 t e r a d a s  d e n t r o  de um c i c l o ,  o u  mesmo que sejam apenas 

r e f e r e n c i a d a s  d e n t r o  do c i c l o  usando s u b s c r i t o s  que var iem a  

cada i t e r a ç ã o ,  t a i s  o p e r a ç õ e s  devem e s t a r  l i m i t a d a s  a  u m  má- 

ximo de t r ê s .  I s t o  não s i g n i f i c a  que un! máximo de t r & s  ma t r i  zes  

pode s e r  usado em u m  c i c l o ,  

d . 8 )  Todas as m a t r i z e s  devem s e r  d e c l a r a d a s  com a  opção 

L O N G  pa ra  e v i t a r  que sejam segmentadas ,  

d . 9 )  Somente os  c i c l o s  mais i n t e r n o s  são  a p r o p r i a d o s  

pa ra  t r a t a m e n t o  por  V E C T O W P i O D E .  



Mais i m p o r t a n t e  d o  que t o d a s  e s t a s  c s n s i d e r a -  

ções. f e i t a s  e a  de que, pa ra  que a apção Y E C T B R M O B E  s e j a  pass?  - 

v e l , Z  n e c e s ç ã r i s  que o  processamento  e s t e j a  equ ipada  com O 

'%ardwarel '  p r õ p r i o  pa ra  t r a t x m e n t o  d e s t a  s p c z o ,  sem o  qual  o  

programa t e r m i n a r ã  de modo anormal .  Um t r a t a m e n t o  mais profun  - 

d o  d e s t e  a s s u n t o  pode s e r  encon t rado  em 1131 onde ma io res  e -  

xemplos s ã o  a p r e s e n t a d o s .  U m  e s t u d o  mais  profundo s o b r e  os t o  - 

p i c o s  abordados em todo o  i t e m  5 - 4  pode s e r  e n c o n t r a d o  em 

134 1 e  em 1371 onde s u g e s t õ e s  e s p e ç T f i c a s  s ã o  a p r e s e n t a d a s  pe - 

1 0 s  a u t o r e s  para  b u s c a r  u m  padrão de e f i c i ê n c i a  ma io r  em 

apl i cacões  de t i p o s  v a r i  a d s s  . 

5  - 5  ALGORITMOS IMPLEMEMPADOS 

Com base  nas d e f i n i ç õ e s  e  i n t e n ç õ e s  a p r e s e n -  

t a d a s  em 5 . 3  onde f a l amos  de o p e r a ç õ e s  com m a t r i z  e s p a r s a s  

pudemos impl ementar  os  s e g u i n t e s  a1 gorYtmos: 

1  - Ent rada  de dados de forma c o n v e r s a c i o n a l  a p r o v e i t a n d o  a s  

c a r a c t e r ? s t i c a s  de " t ime  s h a r i n g "  que o B6700 p rocura  o f e r e -  

c e r  a o s  s e u s  u s u ã r i o s .  E s t e  mõdulo p e r m i t e  também que o  usua-  

r i o  ob tenha  uma l i s t a y e m  do a r q u i v o  c r i a d o  eo  d i s c o  e  que au-  

tomat icamente  s e  t o r n a  d i sponyve l  p a r a  t r a t a m e n t o  p e l a s  de- 

mais r o t i n a s  d o  s i s t e m a  de t r a t a m e n t o  de m a t r i z e s  e s p a r s a s ,  O 

a r q u i v o  c r i a d o  contem a  p r z p r i a  m a t r i z  de forma descompactada 

e  que pode s e r  l i d o  p e l a  r o t i n a  d e s c r i t a  a  s e g u i r .  

2 - L e i t u r a  de u m  a r q u i v o  (em c a r t õ e s ,  d i s c o ,  f i t a ,  ) que 

contenha  a  m a t r i z  e s p a r s a  de forma descompactada ,  com todos  



o s  s e u s  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  e  e s t a  5 a r m a z e n a d a  a o  f i n a l  em 

d o i s  v e t s r e s ,  um p a r a  o s  v a l o r e s  p r ~ p r i - a m e n t e  d i t a s  e o u t r o  

p a r a  a s  i n f o r m a ç E e s  d e  c s n t r s l e  da  matini z ,  

3 - I m p r e s s â s  da  m a t r i z  e s p a r s a  a r m a z e n a d a  em d o i s  v e t o r e s  

c o n f o r m e  d e s c r i t o  em (2)- P a r a  a  i m p r e s s ã o  do r e l a t ó r i o  e s t a  

r o t i n a  p e r m i t e ,  a i n d a ,  q u e  um t T t u l o  s e j a  f o r n e c i d o  p a r a  o  c a  - 

b e ç a l  ho i d e n t i f i  c a n d o  a  m a t r i  z  o u  o  p r o c e s s a m e n t o  r e a l  i z a d o  

com a  m a t r i z .  

4 - I m p r e s s ã o  do v e t o r  q u e  c o n t & n  a s  i n f o r m a ç õ e s  d e  c o n t r o l e .  

E s t a  r o t i n a  s e  m o s t r a  bem Ü t i l  p a r a  a u x i l i a r  na d e p u r a ç ã o  e  

c o n f e r ê n c i a s  n e c e s s a r i a s  p o r  p a r t e  do u s u ã r i o .  

5  - ~ r a v a ç ã o  da  m a t r i z  d e  fo rma  c o m p a c t a d a  em um a r q u i v o  de  

modo a  p e r m i t i r  s u a  f u t u r a  u t i l i z a ç ã o .  

6 - L e i t u r a  de  uma m a t r i z  e s p a r s a  na  f o r m a  c o m p a c t a d a  a  p a r -  

t i r  d e  um a r q u i v o  c r i a d o  p e l a  r o t i n a  d e s c r i t a  em ( 5 ) .  

7 - C 5 l c u l o  da t r a n s p o s t a  d e  uma m a t r i z  e s p a r s a  d a d a  sem d e s -  

t r u i - l a .  Uma n o v a  m a t r i z  ê c r i a d a  com s e u  v e t o r  d e  c o n t r o l e  

p r o p r i  o .  

8 - H o v i n i e n t a ç ã o  d e  uma m a t r i z  e s p a r s a  de  uma S r e a  p a r a  o u -  

t r a  d e f i n i d a  p e l o  u s u a r i o .  Uma nova  m a t r i z  i g u a l  a n t e r i o r  é 

c r i a d a  sem d e s t r u i r  a  m a t r i z  o r i g i n a l .  

9 - C ó p i a  de  uma q u a l q u e r  l i n h a  d e  uma m a t r i z  e s p a r s a  e s c o -  

l h i d a  e  o  r e s u l t a d o  e a r m a z e n a d o  em um v e t o r  d e s c o m p a c t a d o ,  

i s t o  6 ,  com t o d o s  o s  s e u s  e l e m e n t o s  n u l o s  e  n ã o  n u l o s .  



1 0  - C o p i a  d e  uma q u a l q u e r  c o l u n a  de  uma m a t r i z  e s p a r s a  e s c s -  

l h i d a  e  o  r e s u l t a d o  2 f o r n e c i d o  d a  mesma forma* q u e  a d e s c r i  - 
t a  em ( 9 ) -  

11  - T r o c a r  o c o n t e i d o  d e  d u a s  l i n h a s  q u a i s q u e r  de  uma m a t r i z  

e s p a r s a  e s c o l h i d a  p e l o  u s u a r f o  c r i a n d o  uma nova  m a t r i z  sem no 

e n t a n t o  d e s t r u i r  a  m a t r i z  o r i g i n a l ,  

1 2  - T r o c a r  d u a s  c o l u n a s  q u a i s q u e r  d e  uma m a t r i z  e s p a r s a  e s c 0  - 

l h i d a  p e l o  u s u ã r i o  c r i a n d o  uma n o v a  m a t r i z  sem d e s t r u i r  a  ma- 

t r i z  o r i g i n a l ,  

1 3  - P e r m u t a r  a s  l i n h a s  d e  uma m a t r i z  e s p a r s a  e s c o l h i d a  p e l o  

u s u ~ r i o ,  c r i a n d o  uma n o v a  m a t r i z  sem d e t r u i r  a  m a t r i z  o r i g i -  

n a l .  As p e r m u t a ç õ e s  a  s e r e m  r e a l i z a d a s  s ã o  d e f i n i d a s  p e l o  u s u  - 

a r i o  a t r a v e s  d e  um v e t o r  d e  p e r m u t a ç õ e s  f o r n e c i d o  como e n t r a -  

d a .  

1 4  - P e r m u t a r  a s  c o l u n a s  d e  uma m a t r i z  e s p a r s a  e s c o l h i d a  p e l o  

u s u á r i o  e  uma n o v a  m a t r i z  s e r á  c r i a d a  em o u t r a  á r e a ,  sem d e s -  

t r u i r  a  m a t r i z  o r i g i n a l .  As p e r m u t a ç õ e s  s ã o  d e f i n i d a s  p e l  o  

u s u a r i o  a t r a v é s  de  u m  v e t o r  de  p e r m u t a ç õ e s .  

1 5  - Somar uma l i n h a  d e  uma m a t r i z  e s p a r s a  a  o u t r a ,  ambas  e s -  

c o l h i d a s  p e l o  u s u a r i o  t a n t a s  v e z e s  q u a n t o  f o r  p e d i d o ,  c r i a n d o  

uma nova  m a t r i z  sem d e s t r u i r  a  m a t r i z  o r i g i n a l .  

1 6  - Somar uma c o l u n a  o u t r a  d e  uma m a t r i z  e s p a r s a  e s c o l h i d a  

p e l o  u s u ã r i o  um d e t e r m i n a d o  numero  d e  v e z e s  e  a r m a z e n a n d o  a  

nova  m a t r i z  em o u t r a  Z r e a ,  m a n t e n d o  a s s i m  a  m a t r i z  o r i g i n a l  i n  - 

t a c t a  p a r a  f u t u r a s  u t i  1  i z a ~ õ e ç ,  



1 7  - C o m p a c t a ç ã o  d o s  s u b s c r i t o s  d a s  c o l u n a s  no v e t o r  d e  c o n -  

t r o l e  da  m a t r i z  e s p a r s a  u t i l i z a n d ~  um e s q u e m a  d e  m a n i p u l a ç ã o  

p a r c i a l  d e  p a l a v r a s  como d e s c r i t o  em 5 . 2 ,  

1 8  - D e s c o m p a c t a ç a o  d a s  i n f o r m a c õ e s  do v e t o r  d e  c o n t r o l e  de  

uma m a t r i z  e s p a r s a  e s c o l h i d a  p e l o  u s u ã r i o  e  f o r n e c e n d o  a  i n -  

f o r m a ç ã o  d e s e j a d a  sem d e s t r u i r  o  v e t o r  d e  c o n t r o l e *  

1 9  - I n v e r s ã o  d e  uma p e r m u t a ç ã o  a r m a z e n a d a  em um v e t o r  f o r n e -  

c i d o  p e l o  u s u a r i o  na e n t r a d a  e  um novo  v e t o r  5 c r i a d o  sem d e s  

t r u i r  o  a n t e r i o r .  

20  - C ã l c u l o  da  sorna d e  d u a s  m a t r i z e s  e s p a r s a s  e s c o l h i d a s  p e -  

l o  u s u ã r i o  e o  r e s u l t a d o  e a r m a z e n a d o  em uma t e r c e i r a  m a t r i z  

d e f i n i d a  tambem p e l o  u s u a r i o .  

21 - M u l t i p l i c a ç ã o  d e  uma d e t e r m i n a d a  l i n h a  d e  uma m a t r i z  p o r  

uma c o n s t a n t e  d e f i n i d a  p e l o  u s u a r i o  e  a  m a t r i z  r e s u l t a n t e  s e -  

r; a r m a z e n a d a  em uma ares d e f i n i d a  de  modo a  não  d e s t r u i r  a  

m a t r i z  o r i g i n a l .  

22 - M u l t i p l i c a ç ã o  d e  uma d e t e r m i n a d a  c o l  una d e  uma m a t r i z  e s  - 

p a r s a  p o r  uma c o n s t a n t e  c r i a n d o  uma n o v a  m a t r i z  sem d e s t r u i r  

a q u e l a  q u e  f o i  f o r n e c i d a  como p a r â m e t r o  d e  e n t r a d a  p a r a  a  r o -  

t i  n a .  

23 - ?lu1 t i  p l i c a ç ã o  d e  uma m a t r i z  e s p a r s a  p o r  um e s c a l a r  q u a l -  

q u e r  d e f i n i d o  p e l o  u s u a r i o  c r i a n d o  uma nova  m a t r i z  sem d e s -  

t r u i r  a  m a t r i z  o r i g i n a l .  

24  - PIul t i p l i c a c ã o  d e  d u a s  m a t r i z e s  e ç p a r s a s  c r i a n d o  uma t e r -  

c e i r a  m a t r i z  e  m a n t e n d o  a s  d u a s  m a t r i z e s  o r i g i n a i s  i n t a c t a s ,  



2 5  - S u b t r a ç ã o  de uma m a t r i z  e s p a r s a  de o u t r a  o a t r i z  e s p a r s a  

armazenando o  res,ul t a d o  em uma t e r c e i r a  m a t r i z  d e f i n i d a  p e l o  

u s u a r i o .  As m a t r i z e s  de e n t r a d a  s ã o  conse rvadas  i n t a c t a s  para 

f u t u r a s  u t i 7  i  z a ç ã e s ,  

26 - I n v e r s ã o  de uma m a t r i z  e s p a r s a  armazenando o  r e s u l t a d o  

em uma o u t r a  m a t r i z  de f in i ' da  p e l o  u s u ã r i o  e  conservando a  ma- 

t r i z  de e n t r a d a  i n t a c t a  apõs  o t e rmino  das o p e r a ç õ e s .  

Os programas desenvol  vi dos e  impl ementados no 

B6700 niio foram i n t r o d u z i d o s  no corpo  do t e x t o ,  p o i s  t o r n a r i a  

o  mesmo e x t e n s o  demais ,  e  s e  houver i n t e r e s s e  do l e i t o r ,  os 

mesmos podem s e r  consegu idos  com os a u t o r e s  d e s t a  pesquisa que 

pertencem à COPPE/UF!?J. 

0s a l g o r f t m o s  p r o p o s t o s  em 5 . 3  foram desenvol  - 

v idos  e  t e s t a d o s  usando-se  pa ra  i s t o  m a t r i z e s  de d i v e r s o s  t a -  

manhos e  d e d i f e r e n t e s  g r a u s  de e s p a r s i d a d e  e  nos pareceram s e r  

adequados para  a s  a p l i c a g õ e s  que u t i l i z a m o s .  Acredi tamos  que ,  

na medida em que t a i s  r o t i n a s  sejam u t i l i z a d a s  por  uma gama 

de u s u á r i o s  de á r e a s  d i v e r s a s ,  a s  mesmas possam s e r  depura - 

das  em s i t u a ç õ e s  que t a l v e z  não t i v e s s e m  s i d o  p e r c e b i d a s  pe- 

l o s  a u t o r e s  e  tambem a c r e d i t a m o s  que possam s e r  a d a p t a d a s  a  

problemas p a r t i c u l a r e s  pa ra  t i r a r  vantagem das c a r a c t e r ~ s t i c a s  

e s p e c 7 f i  cas  de c e r t o s  t i p o s  de m a t r i z e s  e s p a r s a s .  Obviamente, 

a d a p t a ç õ e s  poderão s e r  f e i t a s  de modo a  e x p l o r a r  melhor  as  

c a r a c t e r y s t i  cas  do equipamento à d i s p o s i ç ã o  do u s u á r i o .  Lem- 

bramos ao l e i t o r  que procuramos u s a r  a s  opqões b ã s i c a s  do 

F O R T R A N  pa ra  P a c i l i  t a r  a  conver são  e  i m p l e r e n t a ~ ã o  dos a l g o -  

r i tmos  c i t a d o s  em o u t r a s  i n s t a l a ç õ e s  que não apenas  a  que u t i  - 



1 i  zamos, B N C E / U F R J .  

Fi na lmente ,  gss ta rTamos  de r e s s a l t a r  que não 

f o i  nosso o b j e t i v o  c ~ n s t r u i r  um s i s t e m a  que c o b r i s s e  t o d a s  a s  

o p e r a ~ o e s  p s s s i v e i s  com m a t r i z e s  e s p ã r s a s ,  mas apenas m o s t r a r  

que são  possTve i s  e  açred3tamos  que mui t a s  o u t r a s  podem s e r  

c r i a d a s  p e l o  1 e i  t o r .  



6, CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES PARA A IMPLANTACÃO DE CODIGOS 

EH PRQGRAMACÃO LINEAR 

A h i p ó t e s e  i m p l i e i t a  n e s t a  p e s q u i s a  a  de 

que é p o s s ~ v e l  a  c r i a ç ã o  de aIgor? tmos  p a r t i c u l a r e s  p a r a  ma- 

t r i z e s  e s p a r s a s  que nermitam um nTvel de e f i c i ê n c i a  (em t e r -  

mos de tempo de processamento ,  de tempo de e n t r a d a  e  s a l d a  e  

de u t i l i z a ç ã o  de memoria) que s e j a  s u p e r i o r  aos Tnd ices  que 

os métodos d e s e n v o l v i d o s  para  m a t r i z e s  de a l t a  d e n s i d a d e  a p r e  - 

sentam,  Para compreensão dos metodos t r a d i c i o n a i s  para  manipu - 
l a ç ã o  de m a t r i z e s  não e s p a r s a s  desenvolvemos os c a p ~ t u l o s  qua - 

t r o  e  c i n c o .  Para i d e n t i f i c a ç ã o  dos problemas que a s  a p l i c a -  

ções  t r a d i c i o n a i s  normalmente ap resen tam em termos de p r o c e s -  

samento ,  desenvolvemos o  c a p ? t u l o  d o i s .  

F i n a l m e n t e ,  procuramos c a r a c t e r i z a r  melhor  

os c o n c e i t o s  r e l a c i o n a d o s  à m a t r i z e s  e s p a r s a s  no c a p y t u l o  c i n  - 

co .  Algumas a1 t e r n a t i v a s  de armazenamento foram a p r e s e n t a  d a s  

e  d i s c u t i d a s .  Una das a l t e r n a t i v a s  f o i  e s c o l h i d a  e  d i v e r s o s  

algorTtmos foram p r o j e t a d o s  e  d e s e n v o l v i d o s  l u z  dos c o n c e i -  

t o s  a p r e s e n t a d o s  no c a p y t u l o  d o i s .  

E m  s egu i  d a ,  impl ementamos os a1 gorytmos em 

F O R T R A N  do B6700 do NCE/UFRJ e  r e a l i z a m o s  d i v e r s o s  t e s t e s  com 

os métodos t r a d i c i o n a i s  usando r o t i n a s  d e s e n v o l v i d a s  e  de l a r  - 

go uso pa ra  manipul acão de m a t r i z e s  de a1 t a  dens idade  como a -  

q u e l a s  .do IPILS, do SSP  e  o u t r a s  a p r e s e n t a d a s  em l i v r o s  de Cal - 

cu lo  Numêrico e  nossas  r o t i n a s  mostraram s e r  mais e f i c i e n t e s  

do que as  demais no t r a t a m e n t o  de m a t r i z e s  e s p a r s a s ,  p r i n c i -  



palmente quando o  í ' nd ice  de e s p a r s i d a d e  6 e l e v a d o ,  Ã medida 

que a s  m a t r i z e s  vãa s e  to rnando  mais d e n s a s ,  a s  a1 gsr? tmos  

vão p io rando  em termos de p e r f o m a n c e ,  mais a i n d a ,  sãs  compa- 

r ã v e i  s  com os  a l g o r ~ t m o s  t r a d i c i o n a i s ,  Para compreendermos a  

qual  idade  dos a l g o r ~ t m u s  ãesenvol  v i d s s ,  d i v e r s o s  t e s t e s  t i v e -  

ram que s e r  r e a l i z a d o s  e com base naque les  t e s t e s  pudemos t i -  

r a r  u m  c o n j u n t o  de c o n c l u s õ e s  que passamos a  enumerar a  s e -  

g u i r ,  e  sempre que poss7ve9,  a p r e s e n t a n d o  a s  j u s t i f i c a t i v a s  

que nos parecem mais adequadas ,  Acredi tamos que muitos  o u t r o s  

t e s t e s  podem e  devem s e r  r e a l  i nados  e  que es tamos  apenas  co-  

meçando a  p e s q u i s a r  e  b u s c a r  s o l u ç õ e s  na p r a t i c a  para  t a l  a s -  

s u n t o  que d e s p e r t a  t a n t o  i n t e r e s s e  de ã r e a s  das  mais d i v e r -  

s a s .  Como p r i n c i p a i s  c o n c l u s õ e s  do p r e s e n t e  t r a b a l h o  podemos 

c i  t a r  a s  s e g u i n t e s :  

1  - O s i m p l e s  f a t o  de u m  computador p o s s u i r  memoria v i r t u a l  

não l i b e r a  o  u s u á r i o  de t e r  que e x e r c e r  um c o n t r o l e  no desen-  

volvimento de s u a s  apl  i c a ç õ e s  para  e v i t a r  s i t u a ç õ e s  a1 tamen- 

t e  i n d e s e j á v e i s ,  onde o  tempo dedicado à s  o p e r a ç õ e s  de e n t r a d a  

e  sayda ,  e x e c u t a d a s  p e l o  s i s t e m a  o p e r a c i o n a l ,  s e  t o r n a  e x c e s s i -  

vo. E m  a p l i c a ç õ e s  com m a t r i z e s  de pequenas dimensões i s t o  po- 

de p a s s a r  a t é  d e s a p e r c e b i d o  por  p a r t e  do u s u á r i o ,  mas no c a s o  

de a p l i c a ç õ e s  onde g randes  m a t r i z e s ,  e  no nosso  caso  e s p a r -  

s a s ,  são  t r a t a d a s ,  e s t e  problema s e  t o r n a  mui to  mais s é r i o .  

E m  á r e a s  como Engenhar ia  C i v i l ,  Engenharia  E l é t r i c a  e  o u t r a s  

e s t e  problema a t e  mui to  comum, Ouando ao  i n v g s  de um compu- 

t a d o r  de grande  p o r t e  e com memsria v i r t u a l ,  o  u s u a r i o  d i s p õ e  

em sua i n s t a l a ç ã o  de um computador com uma r e d u z i d a  memÓria,o 

problema de g e r e n c i a r  o  uso de memória s e  t o r n a  m a n d a t a r i o .  



N e s t e  t r a b a l  ho p r o c u r a m o s ,  s e m p r e  q u e  p o s s ~ v e l ,  d a r  f a c i  1  i d a -  

d e s  aa u s u ã r i a  p a r a  m a n i p u l a r  m a t r i z e s  e s - p a r s + a s  d e  g r a n d e s  d i  - 

m e n s õ e s ,  sem, no e n t a n t o , u t i l i z a r  a r e a s  d e  mem6r ia  d e  f o r m a  d e s  - 

n e c e s s á r i a ,  ou s e j a ,  p r o c u r a m o s  m i n i m i z a r  s u s o  d e s t e  r e c u r s o  

t Z o  i m p o r t a n t e  em um s i s t e m a  d e  p r o c e s s a m e n t o  de  d a d o s ,  

2 - O c o n h e c i m e n t o  d e  como o  c o m p i l a d o r  e m p r e g a d o  p a r a  d e s e n -  

v o l v e r  uma a p l i c a ç ã o  do t i p o  q u e  t r a t a m o s  n e s t e  t r a b a l h o  e  

f u n d a m e n t a l  p a r a  a  c r i a ç ã o  d e  a l g o r T t m o s  m a i s  e f i c i e n t e s  q u e  

a q u e l e s  q u e  s ã o  u s u a l m e n t e  a p r e s e n t a d o s  em l i v r o s  d e  c á l c u l o  

n u m e r i c o  p a r a  t r a t a m e n t o  d e  m a t r i z e s  d e n s a s ,  S e  o  c o m p i l a d o r  

e s c o l h i d o  p a r a  o  p r o j e t o ,  o  FORTRAN em n o s s o  c a s o ,  a r m a z e n a  

uma m a t r i z  d e  u m  d e t e r m i n a d a  f o r m a  e  t o d o s  o s  a l g o r 7 t r n o s  n ã o  

p r o c u r a m  t i r a r  p r o v e i t o  d e s t a  i n f o r m a ç ã o ,  i s t o ,  c e r t a m e n t e ,  

c o n d u z i r á  a  uma s u b - u t i l i z a ç ã o  d o s  r e c u r s o s  c o m p u t a c i o n a i s  e -  

x i s t e n t e s .  P a r a  o  n o s s o  e s t u d o  c o n c l u ~ m o s  q u e  p a r a  u s a r  o  a r -  

mazenamen to  p o r  c o l u n a s ,  q u e  e r e g u l a r m e n t e  u s a d o  p e l o  c o m p i l a  

d o r  FORTRAN,os a l g o r T t m o s  d e v e r i a m  s e r  r e e s c r i t o s  p a r a  t r a t a r  

a s  v a r i á v e i s  i n d e x a d a s  p o r  c o l u n a s  e  não  p o r  l i n h a s  como s ã o  

u s u a l m e n t e  a p r e s e n t a d a s  n o s  l i v r o s  t e x t o s .  P a r a  f a z e r m o s  t a i s  

a f i r m a ç õ e s  a l g u m a s  a n á l i s e s  c o n c e i t u a i s  f o r a m  r e a l i z a d a s  no 

c a p T t u l o  d o i s  e  t e s t e s  r e s p e c t i v o s  f o r a m  r e a l i z a d o s  no B6700 

p a r a  c o m p r o v a r  t a i s  a f i r m a ç õ e s .  E m  n o s s o  s i s t e m a  o p t a m o s  p o r  

o u t r a  f o r m a  d e  a r m a z e n a m e n t o  q u e  f o i  p o r  l i n h a .  Os a l g o r 7 t m o s  

a s s i m ,  e s t ã o  como s ã o  u s u a l m e n t e  a p r e s e n t a d o s  n o s  l i v r o s  q u e  

t r a t a m  do a s s u n t o  d e  m a t r i z e s .  A p e n a s  p r o c u r a m o s  a p r o v e i t a r  

a s  c a r a c t e r 7 s t i c a s  d e  e s p a r s i  d a d e  d a s  m a t r i z e s  e  c o n s t r u ~ m o s  

a lgo r? ' tmos  q u e  m a n i p u l a s s e m  a p e n a s  o s  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  d a s  

m a t r i z e s  em q u e s t ã o .  D e s t a  m a n e i r a ,  o  a r m a z e n a m e n t o  e  a  r e c u -  



peração  de e l emen tos  da m a t r i z  e s p a r s a  s ã o  f e i t o s  por r o t i n a s  

que fazem p a r t e  do s i s t e m a  e  não deixamos que o  FORTRAN c r i e  

ou u t i l i z e  s e u s  p r ó p r i o s  procedimentos  para  e x e c u t a r  t a i s  t a -  

r e f a s .  

3  - O armazenamento de m a t r i z e s  sob a  forma v e t o r i a l  s e  mos- 

t r o u  adequado pa ra  o  t r a t a m e n t o  das m a t r i z e s  e s p a r s a s ,  sem au-  

mentar  demasiadamente a  complexidade dos a1 gor i tmos  impl emen- 

t a d o s  n o  B6700, Notamos, no e n t a n t o ,  que ao armazenarmos uma 

m a t r i z  e s p a r s a  por  l i n h a ,  como f o i  o  nosso c a s o ,  a  r e c u p e r a -  

ção de a l g u n s  e l emen tos  por co luna  s e  t o r n a  uma ope ração  i n e -  
- 

f i c i e n t e  quando comparada com a  r e c u p e r a ç ã o  por l i n h a ,  que  e  

a  forma empregada no s i s t e m a ,  Nos c a s o s  em que julgamos neces  - 
s á r i o  u t i l i z a r  r e c u p e r a ç ã o  por  c o l u n a s ,  optamos por  t r a b a l h a r  

com a  t r a n s p o s t a  da m a t r i z  p a r a  e n t ã o  r e c a i r m o s  naque le  caso  

onde nossos  a lgo r? tmos  são  mais  e f i c i  e n t e s .  

4 - A d e c i s ã o  de c r i a r  uma s u b r o t i n a  para  t r a t a r  cada uma das 

ope rações  d e f i n i d a s  em 5 .3  pa ra  as  m a t r i z e s  mos t rou- se  mui to  

r a z o á v e l ,  p o i s  f o r n e c e  uma f l e x i b i l i d a d e  maior  ao u s u á r i o  que 

pode chamar em seu  programa apenas  a q u e l a s  s u b r o t i n a s  que l h e  

i n t e r e s s a m  pa ra  um processamento  e s p e c y f i c o .  

5 - A ope ração  de i n v e r s ã o  de uma m a t r i z  e s p a r s a  não é uma o- 

pe ração  t r i v i a l  e  g e r a l m e n t e  caymos no c a s o  da m a t r i z  i n v e r s a  

não a p r e s e n t a r  um í n d i c e  de e s p a r s i d a d e  compat ive l  com a s  r e s  - 

t r i ç õ e s  de  memoria p r i n c i p a l  e x i s t e n t e ,  o  que c e r t a m e n t e  o b r i  - 

ga o  u s u ã r i o  a  t e r  um conhecimento mui to  mais profundo s o b r e  

o  t r a t a m e n t o  de m a t r i z e s  i n v e r s a s  como d i s c u t i d o  em 111 e em 

1351. Como js vimos, os mêtodos d i r e t o s  pa ra  d e f i n i ç 9 o  da ma - 



t r i z  i n v e r s a  que  são  conhec idos  conduzem a  e r r o s  de a r r e d o n -  

damento que podem d i s v i r t u a r  t o t a l m e n t e  a s  ço luq6es  e n c o n t r a -  

d a s .  As operaç i ies  de " s c a l i n g "  das  l i n h a s  e  também das  c ~ l u -  

nas  tem s i d o  c o n t e s t a d o  por a l g u n s  a u t o r e s  111 por  ju lga rem 

e l e s  que t a i s  o p e r a ç õ e s  n ã o  conduzem,em t o d o s  os casos ,  a  uma 

s i t u a ç ã o  de e q u i l i b r i o .  Os métodos i t e r a t i v o s  por  sua v e z ,  pg 

dem t e r  s e r i o s  problemas de convergênc ia  e  não podemos g a r a n -  

t i r  nada p r i o r i .  Existem e s t u d o s  que procuram c r i a r  c o n d i -  

ções  para  c o n t o r n a r  e s t e  problema como d e s c r i  t o  em 119 1 . A -  

c r ed i t amos  que pa ra  s o l u c i o n a r  problemas de programação 1  i -  

n e a r ,  t a l v e z  s e j a  mais adequado u t i l i z a r  os  métodos c o n h e c i -  

dos para s o l u ç ã o  de s i s t e m a s  e  i n t r o d u z i n d o  a s  dev idas  a d a p t a  - 

ções  para  o  c a s o  de m a t r i z e s  e s p a r s a s , e m  termos  de armazena-  

mento,como apresen tamos  n e s t e  t r a b a l h o ,  do que t e n t a r  i  n v e r t e r  

uma m a t r i z  e s p a r s a  e  e s b a r r a r  n u m  problema de encontrarmos uma 

m a t r i z  i n v e r s a  que a p r e s e n t e  uma a l t a  dens idade  e  não poder -  

mos r e s o l v e r  o  problema.  

6 - As s u b r o t i n a s  d e s e n v o l v i d a s  procuram t r a t a r  m a t r i z e s  e s -  

p a r s a s  d e  q u a i s q u e r  t i p o s ,  p o i s  não conhecemos a s  c a r a c t e r 7 s -  

t i c a s  que a s  mesmas podem a p r e s e n t a r  ii p r i o r i .  de s e  e s p e -  

r a r  que s e  a s  d e v i d a s  a d a p t a ç õ e s  forem i n t r o d u z i d a s  pa ra  t i -  

r a r  p r o v e i t o  das  c a r a c t e r ? ' s t i c a s  e s p e c ? f i c a s  de de te rminados  

t i p o s  de m a t r i z e s  e s p a r s a s , q u e  os  a lgo r? tmos  possam t e r  sua  

performance melhorada para  a q u e l e  caso  c o n s i d e r a d o .  Por exem- 

p l o ,  o  t r a t a m e n t o  de m a t r i z e s  s i m é t r i c a s ,  d i a g o n a i s  ou de u m  

dos t i p o s  a p r e s e n t a d o s  em 3 . 5  e  c u j o  t r a t a m e n t o  5 a n a l i s a d o  

em 11 1 .  



7 - A u t i l i z a ç ã o  de uma opção de compilação que pe rmi ta  que 

o  v e t s r  que contem a  m a t r i z  e s p a r s a  e s t e j a  i n t e g r a l m e n t e  na 

memoria p r i n c i p a l ,  sem s e r  segmentado, gerando ope rações  desne -  

c e s s á r i a s  de pag inação ,  mostrou s e r  de mui ta  u t i l i d a d e  e con- 

t r i b u i u  s e n s i v e l m e n t e  para  r e d u z i r  CI " e l a p s e d  t ime"  dos t e s -  

t e s .  No nosso c a s o  e s t a  opçiío f o i  a  opção L B N G  d e s c r i  t a  em 

5 .4 .2 .  

8 - A con jugação  da opção L O N G  e  da opção O P T  de o t i m i z a ç ã o  

i  n t r o d u z i d a  p e l o  p r ó p r i o  compi lador  t r o u x e  r eduções  do tempo 

de  processamento  e  de e n t r a d a  e  saTda,em a l g u n s  casos  de mais 

de 10% dos tempos a n t e r i o r m e n t e  o b t i d o s  sem o  uso de t a i s  

opções ,  

9 - Não pudemos u t i l i z a r  em t o d o s  os  a lgo ry tmos  d e s e n v o l v i d o s  

a  opção V E C T O R M O D D E  em v i r t u d e  da q u a n t i d a d e  de cond ições  im- 

p o s t a s  para seu uso ,  porém nos c a s o s  em que pudemos c o n j u g a r  

o  uso d e s t a  opção com a s  d e s c r i t a s  em ( 8 )  obt ivemos uma redu-  

ção de tempo de processamento  de e n t r a d a  e  s a i d a  e  também de 

" e l a p s e d  t ime"  que v a r i a r a m  numa f a i x a  de 5% a  20%. Não f o i  

possTvel chega r  a  v a l o r e s  muito p r e c i s o s  em função  da d i f i c u l  - 
dade de comparação de d o i s  a lgor7 tmos  n u m  s i s t e m a  como o  

B6700 do N C E / U F R J ,  onde e x i s t e  uma c a r g a  v a r i á v e l  de t r a b a l h o  

ao  longo d o  d i a ,  ca rga  e s t a  que v a r i a  também em função  do d i a  

da semana como pudemos o b s e r v a r .  Como nunca pudemos rodar  dois 

a l g o r ~ t m o s  s o z i n h o s , d e n t r o  da rnáquina,não podemos chega r  a  va - 

l o r e s  p r e c i s o s  em termos da o t i m i z a ç ã o  o b t i d a  em termos de 

tempo. E m  termos de memoria, f i c a  u m  pouco mais f á c i l  a n a l i -  

s a r , n a  mGdia,o g a s t o  que os algorTtmos a p r e s e n t a r a m ,  p o i s  o  

p r ó p r i o  s i s t e m a  c a l c u l a  e f o r n e c e  t a i s  e s t a t ~ s t i e a s  e  a s  ne- 



c e s s i d a d e s  d o s  p r o g r a m a s  nzo  v a r i a m  d e  u m  p r o c e s s a m e n t o  p a r a  

o u t r o .  De uma f o r m a  g e r a l ,  q u a n d o  p a s s a m o s  a e m p r e g a r  a s  o p -  

ç õ e s  o f e r e c i d a s  p e l o  p r o p r i o  c o m p i l a d o r  p a r a  ~ t i m i z a ç ã o ,  o s  

t e m p o s  f o r a m  r e d u z i d o s  d e  f o r m a  s e n s ? v e l ,  i s t o  podemos  a f i r -  

m a r .  

1 0  - O c o n h e c i m e n t o  d e  como d e f i n i r  a d e q u a d a m e n t e  o s  a r q u i v o s  

d e  s a y d a  do c o m p i l a d o r  com b a s e  n a s  o b s e r v a ç õ e s  a p r e s e n t a d a s  

em 5 . 4 . 3 .  p e r m i t i r a m  q u e  o  c 6 d i g o  g e r a d o  f o s s e  d e  m a i o r  e f i -  

c i ê n c i a ,  do q u e  d e i x a n d o  o  própr io  c o m p i l a d o r  d e f i n i r  a s  c a r a c -  

t e r T s t i c a s  d o s  a r q u i v o s  p o r  l l d e f a u l t " , c o m o  a  m a i o r i a  d o s  u s u á  - 

r i o s  d e i x a m  a c o n t e c e r  em n o s s a  i n s t a 1  a ç ã o .  

1 1  - O t a m a n h o  da p a l a v r a  do B6700 e d e  t a l  o rdem q u e  n ã o  t i -  

vemos p r o b l e m a s  em i m p l e m e n t a r  a  f i l o s o f i a  do v e t o r  d e  c o n t r o  - 

l e  a p r e s e n t a d a  em 5 . 2 . 2 - 4 ,  u t i  1  i  z a n d o  m a n i p u l a ç ã o  p a r c i a l  d e  

p a l a v r a  com p o s s i b i l i d a d e  d e  t r a t a m e n t o  d e  m a t r i z e s  d e  o rdem 

a t é  9  9 9 9 ,  e , c e r t a m e n t e ,  p o d e r 7 a m o s  a u m e n t a r  t a l  o rdem d e  g r a n  - 

d e z a ,  p o r 6 m , a c r e d i t a m o s  já h a v e r  c h e g a d o  a  um l i m i t e  c o n s i d e -  

r á v e l ,  o n d e  a  m a i o r i a  d o s  p r o b l e m a s  p r á t i  c o s  cos tumam c h e g a r .  

Pudemos i m p l e m e n t a r  e s t a  f i l o s o f i a  sem t e r  a  n e c e s s i d a d e  d e  

u t i l i z a r  A L G O L  o u  ASSEMBLER do  B6700 p a r a  t a i s  o p e r a ç Õ e s , u s a n  - 

d o  t ã o  s o m e n t e  i n s t r u ç õ e s  b á s i c a s  do FORTRAN. 

E s t a s  c o n c l u s õ e s  a p r e s e n t a d a s  f o r a m  a q u e l a s  

q u e  m a i s  n o s  chamaram a  a t e n ç ã o  e n t r e  a s  v á r i a s  f a c e t a s  do 

t r a b a l h o  d e s e n v o l v i d o  e i m p l e m e n t a d o  em FORTRAN do  e q u i p a m e n -  

t o  B6700 do NCE/UFRJ, 

Não e s p e r a m o s ,  no e n t a n t o ,  h a v e r  e s g o t a d o  o  

a s s u n t o ,  mas em v e r d a d e  a p e n a s  começado  a  a n a l i s a r  e  v e r i f i c a r  



os problemas p r á t i c o s  e x i s t e n t e s  na grande  á r e a  de Programa- 

çaõ  L i n e a r .  Tratamos de um pequeno t ó p i c o  s o b r e  a s  m a t r i z e s  

e s p a r s a s ,  Muitas  o u t r a s  i d e i a s  foram s u g e r i d a s  em 111 e que 

não t ivemos a  o p o r t u n i d a d e  de c o l o c a r  em p r á t i c a ,  E s t a  f o i  uma 

p r i m e i r a  aproximaçzo do problema;  não que tenhamos a p r e t e n -  

 sã^ de s e r  o r i g i n a i s  ou de d a r  uma grande  c o n t r i b u i ç ã o  à c i ê n  - 

tia, mas de e s t u d a r  u m  a s s u n t o  i n t e r e s s a n t e  e  de r e a l  a p l i c a -  

ção p r á t i c a  a  c u r t o  prazo  por  nossos  c o l e g a s , q u e  s e  def rontam 

com e s t e  problema de t r a t a r  m a t r i z e s  e s p a r s a s  em s u a s  a p l i c a -  

ções  em á r e a s  d i v e r s a s  e  de d a r  como produto  f i n a l  não s ó  a s  

c o n c l u s õ e s  do e s t u d o ,  mas também um paco te  pa ra  r e a l i z a r  aque - 

l a s  o p e r a ç õ e s  que nos parecem a s  mais comuns no manuseio de 

m a t r i  zes  e s p a r s a s  de uma forma g e r a l ,  Pedimos, também, que toda  

e  q u a l q u e r  omissão e n c o n t r a d a  nas a n a l i s e s  e f e t u a d a s  e  nos a1 - 

gorytmos implementados possam s e r  t r a z i d a s  ao nosso  conhec i -  

mento pa ra  que a s  a d a p t a ç õ e s  n e c e s s á r i a s  possam s e r  r e a l i z a -  

das  e  novamente d i v u l g a d a s  pa ra  o s  i n t e r e s s a d o s  n e s t e  t r a b a -  

l h o  e  s e u s  r e s u l t a d o s .  

Fi na lmente ,  gos taryamos de d e s t a c a r  qua i  s  f o -  

ram a s  p r i n c i p a i s  c o n t r i b u i ç õ e s  d e s t e  t r a b a l h o  de p e s q u i s a  e  

como podem s e r  u t i l  i  zadas  p e l a  comunidade. 

O p r i m e i r o  ponto a  r e s s a l t a r  é que c o l e g a s  de 

d i v e r s a s  á r e a s  do conhecimento e sba r ram no t r a t a m e n t o  de ma- 

t r i z e s  e s p a r s a s  quando ten tam r e s o l v e r  problemas que  s e  redu-  

zem 2 s o l u ç ã o  de u m  s i s t e m a  de equações  l i n e a r e s .  Por i s s o  a -  

c r e d i t a m o s  que o s  r e s u l t a d o s  aqui  o b t i d o s  podem i n t e r e s s a r  a s  

s e g u i n t e s  á r e a s :  Engenharia  Civi 1 ,  Engenhar ia  de S i s t e m a s ,  em 

problemas de Ot imização ,  Platemãti ca A p l i c a d a ,  Engenhar ia  E l é -  



t r i c a ,  ~ ê t o d o s  Quanti  t a t i v s s  ap l  i c a d o s  Admi n i s t r a ç ã o ,  e,  pss  - 

s i v e l m e n t e ,  o u t r a s  que não conseguimos i d e n t i f i c a r ,  

O segundo ponto i m p o r t a n t e  e que a q u e l a s  pes -  

s o a s  nem sempre possuem conhecimentos proPundos de  computação 

e  e s t a õ  muito mais preocup,adas em s o l u c i o n a r  s e u s  problemas 

do que p r o j e t a r  a lgo r? tmos  s o f i s t i c a d o s  a p r o p r i a d o s  pa ra  ma- 

t r i z e s  e s p a r s a s .  Observamos mesmo que t a i  s  p e s s o a s  g e r a l m e n t e  

conhecem a  l inguagem FORTRAN ou s i m i l a r  como o  BASIC, como con 

s e q h ê n c i a  de terem p a r t i c i p a d o s  de c u r s o s  d a q u l e  t i p o  em s u a s  

u n i v e r s i d a d e s  de or igem.  

O t e r c e i r o  ponto a  d e s t a c a r  que a q u e l a  po- 

pul ação i d e n t i f i c a d a  s e  l o c a l i z a  p a r c i a l m e n t e  em U n i v e r s i d a -  

d e s  e s p a l h a d a s  p e l o  p a r s  e  também em empresas que com ba ixa  

f reqUênci  a  possuem equipamentos de grande  p o r t e .  Geralmente 

o s  equipamentos d a q u e l a s  i n s t a l a ç õ e s  possuem o  compi lador  F O R  

T R A N  ou o  BASIC e  igua lmen te  dispõem de pouca memória p r i n c i -  

p a l .  

O q u a r t o  ponto r e l e v a n t e  pa ra  e s t a  p e s q u i s a  
- 
e  que o  Governo B r a s i l e i r o ,  ao c r i a r  a  r e s e r v a  de mercado pa-  

r a  o s  f a b r i c a n t e s  n a c i o n a i s  de mi ni -computadores ,  p e r m i t i u  que 

mui t a s  empresas  pequenas e  medi as a d q u i r i s s e m  aquel  es equi  pa-  

mentos.  E m  p a r t e  d a q u e l a s  empresas ,  certamente haverá  necess  i  

dade de r e s o l v e r  problemas que reca iam no uso de m a t r i z e s  e s -  

p a r s a s  ,como d e s c r i  t o  a n t e r i o r m e n t e .  Na tu ra lmen te ,  o s  mi ni -com - 

p u t a d o r e s  não possuem uma e x t e n s a  memória p r i n c i p a l ,  e  i s t o  

pode s e  c o n s t i t u i r  numa grande  r e s t r i ç ã o  à r e s o l u ç ã o  de pro-  

blemas de i n t e r e s s e  p r a t i c o ,  

Com base  nos q u a t r o  pontos  a p r e s e n t a d o s  a n t e -  



r i o r m e n t e ,  a f i r m a m o s  q u e  a s  p r i n c i p a i s  c o n t r i  b u i ç õ e s  d e s t a  pes - 

q u i s a  f o r a m  a s  s e g u i n t e s :  

a )  D i s c u t i r  a1  t e r n a t i v a s  d e  a r m a z e n a m e n t o  d e  m a t r i z e s  e s p a r -  

s a s  q u e  podem s e r  i m p l e m e n t a d a s  em c o m p u t a d o r e s  com pouca  me- 

m õ r i a  e  mesmo em m i n i - c o m p u t a d o r e s ,  Q u a l q u e r  uma d a s  a l t e r n a -  

t i v a s  d i s c u t i  d a s  p o d e  s e r  i m p l e m e n t a d a  numa l i n g u a g e m  como o  

FORTRAN q u e  é a m p l a m e n t e  c o n h e c i d a .  As a1 t e r n a t i v a s  p e r m i t e m  

u m  u s o  r e d u z i d o  d e  memór ia  p r i n c i p a l  p a r a  a r m a z e n a r  i n a t r i z e s  

e s p a r s a s , q u a n d o  c o m p a r a d o s  com o s  a l g o r y t m o s  t r a d i c i o n a i s .  Pa - 

r a  f i n s  d e  v e r i f i c a ç ã o  e m p y r i c a ,  uma d a s  a l t e r n a t i v a s  f o i  s e l e  v 

c i o n a d a  e  o s  a l g o r ~ t m o s  f o r a m  i m p l e r n e n t a d o s  em FORTRAN no e -  

q u i  pamen to  da  NCE/UFRJ. 

b )  O p r o b l e m a  d e  p a g i n a ç ã o  q u e  o c o r r e  q u a n d o  o s  a l g o r T t m o s  s ã o  

p r o g r a m a d o s  em FORTRAN, d e v i d o  5 f o r m a  como o  c o m p i l a d o r  a r m a  - 

z e n a  m a t r i z e s  ( p o r  c o l u n a s ) ,  f o i  r e s o l v i d o  a o  s e  a r m a z e n a r  a  

m a t r i z  e s p a r s a  p o r  1  i n h a ,  em f o r m a  v e t o r i  a l ,  com a p e n a s  um i n -  

d i c e  ou s u b s c r i t o .  D e s t e  modo, o s  a l g o r y t m o s  e s c r i t o s ,  g e r a l -  

m e n t e  p o r  l i n h a ,  n ã o  p r e c i s a r a m  s e r  m o d i f i c a d o s .  

c )  A i m p l e m e n t a ç ã o  de  u m  c o n j u n t o  d e  s u b r o t i n a s ,  e s c r i t a s  em 

FORTRAN, p a r a  o  t r a t a m e n t o  d e  m a t r i z e s  e s p a r s a s  u t i l i z a n d o  um 

v o l u m e  r e d u z i d o  d e  memór ia  p r i n c i p a l  e  r e d u z i n d o  a  n e c e s s i d a -  

d e  d e  p a g i n a ~ ã o ~ c o n s t i t u ~  um p r o d u t o  q u e  c e r t a m e n t o  p o d e  s e r  

u s a d o ,  de  modo r e l a t i v a m e n t e  s i m p l e s ,  p o r  p a r t e  da p o p u l a ç ã o  des - 

c r i  t a  a n t e r i o r m e n t e .  

A c r e d i t a m o s ,  d e s t e  modo, t e r  p r o d u z i d o  u m  t r a  - 

b a l h o  q u e  pode  s e r  a b s o r v i d o  sem m a i o r e s  d i f i c u l d a d e s  p o r  p a r  - 
t e  d a  c o m u n i d a d e  a c a d ê m i c a  e  e m p r e s a r i a l  e ,  p a r a  i s t o ,  n o s  c o  - 

- 
l o c a m o s ,  m a i s  uma v e z ,  a  d i s p o s i ç ã o  p a r a  d a r  o  s u p o r t e  n e c e s -  



s ã r i o  p a r a  que t a l  a b s o r ç ã o  r e a l m e n t e  o c o r r a .  
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