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Neste trab.alho nós enfocamos o  problema d a  mochi- 

l a ,  c a r a c t e r i z a n d o  s u a  impor t ânc i a ,  seus  métodos de s o l u ç ã o ,  

t é c n i c a s  e  vantagens n a  t ransformação de um programa i n t e i r o  

de v á r i a s  r e s t r i ç õ e s  em um problema mochi la ,  destacamos a  ne- 

cess idade  de uma so lução  aproximada p a r a  s o c o r r e r  problemas 

de grande p o r t e  e  desenvolvemos um método de so lução  apoiado 

em grupos gerados p o r  u m  determinado elemento e  c l a s s e s  l a t e -  

r a i s .  

É f e i t o  um es tudo  sob re  o  " cu t t i ng - s tock  problem", 

r e s s a l t a n d o  a  impor tânc ia  da  t é c n i c a  de geração de co lunas ,  

a  q u a l  r e s o l v e  o  embaraço causado p e l a  quant idade exagerada 

de modelos de c o r t e s .  Es sa  t é c n i c a  f a z  s u r g i r  a  cada passo 

um problema mochi la  c u j a  r ap idez  de solução é fundamental  pa- 

r a  obtenção do ótimo do " c u t t i n g - s t o c k  problem". Des ta  f e i t a  

a  so lução  aproximada s e  t o r n a  a  mais i nd i cada .  Usamos, p o r  

conseguinte  , um algor i tmo extremamente r áp ido  quanto  aproxima - 

do. 

A t é c n i c a  de programação dinâmica é des envolvi  da 

e  i l u s t r a d a  com exemplos s imples  que nos permitem a p l i c a r  

sem embaraços os a l g o r i  tmos e l abo rados .  I s t o  con t r i bu iu  p a r a  

que s e  c o n t r u i s s e  a  cada pas so  um a lgor i tmo mais e f i c i e n t e  

computacionalmente. Neste caso a  p ropr iedade  é de 

r e l e v a n t e  impor t ânc i a ,  p o i s  minimiza,  como conclui'mos, as com - 

put  ações .  

A ap l i cação  da t e o r i a  dos grupos no desenvolvimen - 

t o  de o u t r a  t é c n i c a  de so lução  é p r e c e d i d a  de uma c a r a c t e r i z a  - 

ção a l g é b r i c a  dos elementos u t i l i z a d o s .  D e f i n i ç õ e s ,  p r o p r i e -  



dades, e  teoremas da  á l g e h r a  s ão  amplamente abordados. Pos te -  

r io rmente  5 cons t rução  do a lgo r i tmo  r e l a t i v o  a e s t a  t é c n i c a ,  

fazemos uma comparação e n t r e  os problemas mochi la  s imples  e o 

mochi la  grupo,  dando ê n f a s e  à u t i l i z a ç ã o  de um ou o u t r o  p ro-  

cesso  de so lução  quanto  ao aspecto  ope rac inna l .  

A impor tânc ia  do problema mochila f i c o u  j u s t i f i c a  - 

da p e l a  s u a  u t i l i z a ç ã o  em v á r i a s  s i t u a ç õ e s  p r á t i c a s .  O 

" c u t t i n g - s  tock problem" é a s i t u a ç ã o  r e a l  e s c o l h i d a  p a r a  r e s -  

s a l t a r  a  importAancia do problema, bem como a necess idade  de 

busca  de so luções  extremamente r á p i d a s  p a r a  o problema mochi- 

l a ,  o q u a l  é usado como r o t i n a  mui t í s s imo s o l i c i t a d a  no a lgo-  

r i tmo e l abo rado .  

O mgtodo dos m u l t i p l i c a d o r e s  de Lagrange den t ro  

da  abordagem cons ide ráve l  f e i t a  n e s t e  t r a b a l h o ,  s e  a p r e s e n t a  

como método s u f i c i e n t e  p a r a  redimensionar  mochilas e e s t i m a r  

dados. A p a r t i r  do momento em que se jam conhecidos os dados 

( d a í  não poder  s e u  usado no "cu t t i ng - s tock  problem") mostra-  

mos que ex i s t em so luções  f o r a  da r e g i ã o  v i á v e l  que podem s e r  

e s c o l h i d a s  com vantagens como so lução  aproximada. Caso e x i s -  

t a  uma s o l u ç ã o  f o r a  da r eg i ão  v i á v e l  mas s u f i c i e n t e m e n t e  pró-  

xima de b pode-se pensa r  n a  p o s s i b i l i d a d e  de a l t e r a r  b ( r e  - 

dimens i o n a r  a mochila) . 



ABSTRACT 

I n  t h i s  work we approach t h e  knapsack Problem ., 

and c h a r a c t e r i z e  i t s  importance , s o l u t i o n  methods and the  

advantages i n  t h e  t r ans fo rma t ion  o f  an i n t e g e r  program i n t o  

a  knapsack problem. We p o i n t  o u t  t h e  need f o r  approximate 

s o l u t i o n s  t o  h e l p  s o l v i n g  l a r g e - s  c a l e  prob lems and develop 

a  s o l u t i o n  method based  on groups genera ted  by an e  lement 

and on l a t e r a l  c1ass:es. 

We s tudy  the  "cu t t i ng - s tock  problem" and focus 

on the importance o f  column-generat ion,  t h a t  s o l v e s  the  

d i f f i c u l t i e s  brought  by t he  exage ra t e  number o f  d i f f e r e n t  

c u t t i n g  models. This  technique g ives  r i s e  a t  each s t e p  t o  

a  knapsack problem t h a t  must be s o l v e d  by a  f a s t  me thod.  

This i n d i c a t e s  t h e  convenience of  an approximate s o l u t i o n .  

Dynami c  programming technique i s  p r e s  en ted  and 

i l l u s t r a t e d  wi th  some s imple  examples f o  t a c i l i t a t e  the  

comprehens ion of  the  proposed a l g o r i  thms . We p r e s  en ted  a  

s e r i e s  o f  i n c r e a s i n g l y  computationaly e f f i c i e n t  a lgor i thms  

u s i n g  b e s i d e s  o t h e r  p r o p e r t i e s  t he  p e r i o d i c e  t o  min i m i  ze 

t he  number of  the  computations.  

Theore t i c a l  group methods a r e  t h e n  p r e s  en t ed  

fo l l owing  a n a l g e b r a i c  c h a r a c t e r i z a t i o n  of  the  i nvo  lve  d  

elements.  A f t e r  an a lgo r i t hm u s i n g  t h i s  technique i s  b u i l t ,  

we compare i t s  per&ormance i n  the  s o l u t i o n  of knapsack 

problem w i t h  t h a t  of a  simple knapsack problem a lgor i thm.  

The knapsack problem has  s e v e r a 1  p r a c t i c a l .  

Among them we choose t he  c u t t i n g  s t o c k  problem t o  show i t s  

relevante. For t h i s  l a s t  problem we develop a  p roces s  wfiich 



demands extremely f a s t  s o l u t i o n s  of knapsack problems . F i n a l l y  

Lagrange m u l t i p l i e r s  method i s  proved t o  be a  e f f i c i e n t  method 

f o r  the  es t imat ion  of the da ta  and t o  change i f  necessary the 

s i z e  o f  the knapsack. This i s  done when an almost f e a s i b l e  

poin t  which can be considered as an approximate s o l u t i o n  i s  

f ound. 
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1. Formulação do Problema 

Consideremos a  segu in te  s i t u a ç ã o :  

"Uma t r anspor t adora  supor t a  uma carga máxima 

"b". Existem - a d i f e r e n t e s  t i p o s  de i t e n s  

a  serem t r anspor t ados ,  sendo a  e  c .  r e s -  
j  J 

pectivamente o  peso e  o  v a l o r  r e l a t i v o  do 

i tem j  , Queremos s e l e c i o n a r  e s s e s  i t e n s ,  de 

t a l  modo que a  carga a  s e r  t r anspor t ada  s e -  

j a  t a l  que a  soma de todos os va lo res  r e l a -  

t i v o s  é M A X I M A ~ ~ .  

A modelagem é s imples .  Se ja  x a  quantidade do 
j  

i tem j  a  s e r  t r anspor t ada  e  sejam os demais parâmetros in -  

t e i r o s .  Essas considerações  concorrem pa ra  a  formulação do 

seguin te  problema de programação i n t e i r a :  

MAXIMIZAR 1, c j  x j  
4 = 1  

x .  > O e  i n t e i r o  ( j = l , 2 , ,  . . , n )  
3 - 

onde a  c  e  b são i n t e i r o s .  
j' j  

a 

O modelo acima, que r e so lve  a  s i tuação  c r i a d a ,  e  

do t i p o :  



n 
MAXIMIZAR 1 c j  x j  

j  =i 

s u j e i t o  a :  a j  x j  2 b 
j  =i 

x .  > O e  i n t e i r o  ( j = 1 , 2  ,... ,n )  
J - 

onde os c a e b são i n t e i r o s ,  sendo que cada 
j '  j  

a  ( j , 2 , . .  n )  e b são p o s i t i v o s .  
j  

O problema de programação i n t e i r a  com uma r e s t r i -  

ção (1) é chamado "Problema da Mochila". Es te  nome é devido 

ao f a t o  de le  e s t a r  re lacionado com o enchimento de uma mochi - 

l a  que pode s u p o r t a r  um peso máximo b , O r e f e r i d o  problema - 
cons i s t e  em enchê-la  de t a l  s o r t e  que não s e j a  excedida sua 

capacidade e s e  maximize a soma dos seus va lo res  r e l a t i v o s  

c , sendo a o peso de cada i tem j , Supõe-se que e x i s -  
j  j  

tam - n t i p o s  de i t e n s .  

O problema da t r anspor t adora  c i t a d o  in i c i a lmen te  
a 

e ,  p o r t a n t o ,  um problema do t i p o  mochila, 

Em muitas s i tuações  os c se rão  também p o s i t i -  
j  

vos. Caso c = O , o x correspondente é igualmente nu lo ,  
. j  j 

pois  não há s e n t i d o  t r a n s p o r t a r  um i tem sem v a l o r  r e l a t i v o ,  

s e  queremos maximizar a soma desses  va lo res  r e l a t i v o s .  

2 .  Sua Importância 

Embora o problema t i p o  mochila s e j a  o mais s i m -  

p l e s  programa i n t e i r o ,  e l e  merece es tudo e s p e c i a l  p o i s ,  além 

de s e r  r e p r e s e n t a t i v o  de muitas s i tuações  i n d u s t r i a i s ,  e  l e  

aparece em muitos a lgori tmos como subprograma. A busca de 



so luções  que t i r e m  p r o v e i t o  da e x i s t ê n c i a  de apenas uma r e s -  

t r i ç ã o  f i c a  p o r t a n t o  jus  t i f i c a d a ,  

Antes de passarmos ao c a p í t u l o  s e g u i n t e ,  no  qua l  

estudaremos a lgor i tmos  e s p e c í f i c o s ,  nos permit i remos maior 

motivação fazendo uma modelagem t i p o  mochila ao ana l i sa rmos  o  

c l á s s i c o  problema de inves t imento  que segue:  

"Existem - n  p o s s i b i l i d a d e s  de inves t imento  inde-  

pendentes .  O problema c o n s i s t e  da e s c o l h a  e n t r e  e s s a s  - n  

p o s s i b i l i d a d e s  de inves t imento  de t a l  forma a  maximizar o  l u -  

c ro  t o t a l  dos inves t imentos  s u j e i t o  a  r e s t r i ç ã o  do cap i t a1 

d i s p o n í v e l , "  

A s s i m  sendo sejam: 

c  o  l u c r o  p roven ien t e  do p r o j e t o  j  
j  

a  o c u s t o d o p r o j e t o  j  
j  

b  o  c a p i t a l  d i s p o n í v e l  

x  = 1 - + o p r o j e t o  6 a c e i t o  
j  

x  = O -+ o  p r o j e t o  é r e j e i t a d o  
j  

O modelo b á s i c o  6 en tão :  

n  
MAXIMIZAR 1 c j  x j  

j = l  

s u j e i t o  a :  1 a j  x j  < b  
j  =i 

o  qua l  é um problema mochila com v a r i á v e i s  ZERO-UM, 0 s  p a r 2  - 

metros c  , a  e  b  d e v e m s e r  tomados c o m o p o s i t i v o s  e  i n  
j  j  - 

t e i r o s ,  



P a r a  maior  e s c l a r e c i m e n t o  v a l e  r e s s a l t a r  a q u i  

duas e x t e n s õ e s  p a r a  o  modelo,  a s s u n t o  d i s c u t i v o  em L o r i e  

and Savage I 2 l 1  e  W e i n g a r t n e r  1 2 8 1 .  

1Q c a s o :  imaginemos a  s i t u a ç ã o  de i n v e s t i m e n t o  acima d i v i d i -  - 
da em v á r i o s  p e r í o d o s  com c u s t o s  e  c a p i t a l  d i s p o n í v e l  v o l t a -  

dos p a r a  a  e x i g ê n c i a  do p e r í o d o ,  Neste  c a s o ,  temos:  

a  ( j = l , .  . . , n  ; t = l , .  , . ,T)  + c u s t o  não  n e g a t i v o  do p r o j e  i j  - 

t o  j  no  p e r í o d o  t 

bt  -+ c a p i t a l  d i s p o n í v e l  no ~ e r í o d o  t ( t = l , .  . . , T )  

E s t e  c a s o  é s o l u c i o n a d o  p e l o  modelo: 

MAXIMI ZAR 1 C j  x j  
j =i 

n  
s u j e i t o  a :  1 a t j  x j  2 b t  ( t = l , .  . . ,T) 

j  =i 

O problema ac ima ,  c a s o  T # 1 ,  é um programa i n -  

t e i r o  p a d r ã o  ZERO-UM com uma m a t r i z  de r e s t r i ç ã o .  Txn não 

n e g a t i v a ,  Caso T = 1 t o r n a - s e  um programa m o c h i l a ,  

2 9  c a s o :  imaginemos que a s  - n  p o s s i b i l i d a d e s  de i n v e s t i m e n -  

t o  s ã o  p a r t i c i o n a d a s  em s u b c o n j u n t o s  d i s j u n t o s  n l , .  . . . . . . , 
n  (P 5 n )  e  é e s p e c i f i c a d o  que p r e c i s a m e n t e  um p r o j e t o  e m  P 
cada  s u b c o n j u n t o  deve s e r  s e l e c i o n a d o ,  Considerando a i n d a  a  

d i v i s ã o  p o r  p e r í o d o  c a r a c t e r i z a d a  no c a s o  1 9 ,  temos a  s e g u i n  

t e  s o l u ç ã o :  



n 
MAXIMIZAR 1 c j  x j  

j =i 

sujeito a: 



MÉTODOS DE SOLUÇÃO 
7 



1. T é c n i c a s  de Programação Dinâmica 

Recordemos, i n i c i a l m e n t e ,  a fo rmulação  do p r o b l e -  

m a  moch i l a  p a r a  f a c i l i d a d e  de r e f e r ê n c i a :  

MAXIMIZAR c j  x j  
j = l  

> O e i n t e i r a ,  j = I , ,  . . , n  
j - 

onde os  c a e b s ã o  i n t e i r o s ,  sendo que cada  a ( j = l ,  
j '  j  j  

..., n )  e b s ã o  p o s i t i v o s .  

Definamos f ( k ,  g) como sendo o máximo v a l o r  da f u n  - 

çõa  o b j e t i v o  usando o s  p r i m e i r o s  k e g ,  onde k = l , .  . . , n  e 

g = O , l , .  . . , b .  F e i t o  i s t o ,  temos que:  

x .  > O e i n t e i r o  ( j = l , .  .. , k )  
J - 

Podemos, p o r t a n t o ,  e n c o n t r a r  f ( k ,  g) p a r a  k = l , .  

l e g = O , l ,  ..., b ,  

Nosso o b j e t i v o  é a c h a r  f ( n , b )  onde n é o núme- 

r o  de i t e n s  e b é o l i m i t e  máximo de p e s o .  I s t o  s e r á  conse - 

gu ido  e n c o n t r a n d o - s e  todos  os f ( k , g )  a p a r t i r  de k = l ,  . . . , n 

e g=O , 1 ,  ., , , b  . É f á c i l  e n t e n d e r  que f ( k ,  O) =O, vk , p o i s  

s e  o l i m i t e  de p e s o  é ZERO e n t ã o  i t e n s  não podem s e r  c o n s i d e -  

r a d o s  e ev iden temente  não  há o que maximizar .  



1.1. Problemas com v a r i á v e i s  l imi t adas  

Embora x j  5 [ g / a . l  p a r a  todo j  , p o i s  a  p o s i t i  
J - 

vidade de a ( j = l ,  n )  e  de g  n ã o p e r m i t e m q u e  x  s e j a  
J j  

maior que aquele v a l o r ,  em c e r t o s  modelos torna-se  n e c e s s á r i a  

a  r e s t r i ç ã o  a d i c i o n a l  x .  < r .  < [g /a j ]  , r j  i n t e i r o  p o s i t i -  
1 -  7 -  

vo. Como exemplo podemos c i t a r  o  caso de um problema 0-1,  

onde r = 1. 
j  

Estudo da t é c n i c a  de programação dinâmica a p l i c á v e l  a  e s ses  

casos 

Suponhamos que p a r a  um determinado k  (k=2, ..., 
n) , os va lo res  f (k-1 , g) são conhecidos pa ra  todo g = 0 , 1 , .  . . , 
b  . Nosso i n t u i t o  é achar f  (k ,g)  pa ra  um dado g  . Para 

t a l  podemos começar escrevendo : 

s u j e i t  

Xk 

< g  - ak Xk 

x .  > O e  i n t e i r o  ( j = l , . . ,  ,k 
J - - 

obs.  : s e  um l i m i t e  s u p e r i o r  rk < [g/ak] e x i s t e ,  então 

e l e  s u b s t i t u i r á  [g/ak] em f ( k , g )  e  assim < r X k -  k *  

Para  um v a l o r  i n t e i r o  conhecido Xk 

(O 5 xk 5 [g/ak] ) , f (k ,  g) reduz-se à forma abaixo,  j  á que 

Xk deixa de s e r  i ncógn i t a ,  



- 

f (k , g) = ck xk + MXIMO 

s u j e i t o  a :  

( j = l , . . , k - 1 )  

E n t r e t a n t o  a  e x p r e s s ã o  e n t r e  c o l c h e t e s  é p r e c i s a -  

mente f  (k-1 ,  g-a  x  ) ,  a  q u a l  é conhec ida  v i s t o  que g  - akxk k k  

é um i n t e i r o  não  n e g a t i v o  não  excedendo b  . P o r  exemplo: no - 

c á l c u l o  de f  ( 2 , 4 )  a p a r e c e  f  ( 1 , 4 )  que j á  f o i  c a l c u l a d o  

a n t e r i o r m e n t e .  Podemos e s c r e v e r ,  e n t ã o  : 

P a r a  cada  k  = 2 , 3 ,  ..., n  a  equação (2) pode s e r  

usada  p a r a  a c h a r  f  ( k , g )  p a r a  g  = O , l , .  . . , b .  

obs .  : 1 )  Quando k  = O e n t ã o  f  ( k ,  g) = O , p o i s  não  e x i s t e m  

i t e n s .  Podemos e n t ã o  d e f i n i r ,  sem p e r d a  de s i g n i f i c a d o ,  

f (O , g )  = O e  a  equação (2) pode s e r  usada  p a r a  k  = 1 ,  d i r e -  

t amen te ,  

2) Quando ak > g  + rg/ak] = O .  E n t ã o ,  p o r  (2) temos 

que : 

f ( k , g )  = f ( k - 1 , g )  com xk = O 

Lembrando que f  ( k ,  O) = O ,  #k, podemos s o l u c i o n a r  

problemas  com v a r i á v e i s  l i m i t a d a s  a p l i c a n d o  a equação ( 2 ) ,  p a  - 

r a  c a d a  k = 1 , 2 ,  ..., n  e  t e n d o  como cond ições  i n i c i a i s :  



f ( O , g )  = O ,  Vg 

f ( k , O )  = O , Vk , com xk = O 
i 

EXEMPLO : 

MAXIMI ZAR 10xl  + 16x2 + x 
3 

s u j e i t o  a :  2x1 + 3x2 -I- 2x < 4  3 - 

> O e i n t e i r o .  X1,X2,X3 - 

Como xl  e x não  podem e x c e d e r  1, s u b s t i t u i r e  2 - 
mos [g/ak] p o r  1 sempre que Lg/ak] 2 1 ,  k = 1 , 2 .  P a r a  k=3 

não há r e s t r i ç õ e s ,  o l i m i t e  é dado p o r  [g/a3] . 
Condições i n i c i a i s  : f (O, g)=O , Vg 

f (k ,O)=O , #k , com xk = O 

Todos os  f (k , g )  s e r ã o  o b t i d o s ,  p o r t a n t o ,  f azendo  

uso  da  equação ( 2 ) .  

Temos a l  = 2 e cl = 10 

Obtenção dos l i m i t e s  p a r a  xl : 

O p a r a  g = 0 , 1  

Obtenção dos f ( 1 , g ) :  

f ( 1 , O )  = O com xl  = O 

f ( 1 , l )  = 1 0 . 0  + f ( 0 , l )  -+ f ( 1 , l )  = O com xl = O 



g  = 2 , 3 , 4  + f ( l , Z ) = f ( 1 , 3 ) = f ( 1 , 4 ) = 1 0  com xl = 1 

Temos a 2  = 3  e  c2 = 16 

Obtenção dos l i m i t e s  p a r a  x2 : 

r O p a r a  g = O , ~ , Z  

Obtenção dos f ( 2 , g ) :  

f ( 2 , O )  = O com x2 = O 

f ( 2 , g )  = 16.0  + f ( 1 , g - 3 , O )  = f ( 1 , g )  p a r a  g = 1 , 2  c o m x  = O 2 

f ( 2 , l )  = . O  
com x = O 2 

f ( 2 , g )  = MÃX1M0(16x2 + f ( 1 , g - 3 x 2 ) ) ,  g  = 3 , 4  

X2 = 0 , l  

f ( 2 , 3 )  = MX1M0(16x2+f ( 1 ,  3-3x2))  =MhXI~0(10 ,16)=16  com x2  = 1 

X 2  = 0 , l  

f  ( 2 , 4 )  = MXIMO (16x2+f  ( 1 ,  4-3x2))  =MÃXIM0(10,16)=16 com x2 = 1 

x  = 0 , l  2 

Temos a 3 = 2  e c 3 = 1  

Obtenção dos l i m i t e s  p a r a  x 3  : 



O p a r a  g  = 0 , l  

rg/a31 = W l  = 1 p a r a  g  = 2 , 3  

2 p a r a  g  = 4  

Ob t e n s ã o  dos f  (3 ,  g)  : 

f ( 3 , O )  = O com x3 = O 

f ( 3 , l )  = 1 . 0  + f ( 2 , l - 2 . 0 )  = f ( 2 , l )  = O com x3 = O 

A s s i m :  

f ( 3 , 2 )  = m X I M O ( f ( 2 , 2 ) , 1  + f ( 2 , O ) )  = 10 com x3 = O 

f ( 3 , 3 )  = M X I M O ( f ( 2 , 3 ) , 1  + f ( 2 , l ) )  = 16 com x 3  = O 

f ( 3 , 4 )  = M X I M O ( X ~ + ~  (2 ,4 -2x3) )=~ÃXIM0(f  ( 2 , 4 )  , l+f(2,2)  ,2+f(2,0)) 

x3=o ,  1 , 2  

= MAXIMO(16,11,2) = 16  com x3 = O 

Formando um quadro  com os  v a l o r e s  e n c o n t r a d o s  t e -  

mos : 

A s o l u ç ã o  Ótima .é f ( 3 , 4 )  = 16.  Em p r i n c í p i o  s a -  



bemos apenas  que x 3  = O .  P rec isamos  conhece r  os  v a l o r e s  das 

demais v a r i á v e i s .  E f á c i l  percebermos que o s  v a l o r e s  das va-  

r i á v e i s  Xk- l  s ã o  o b t i d o s  p o r  i n t e r m é d i o  de f / k - 1 ,  g  - akxk) .  

E s t a  c o n c l u s ã o  é d e v i d a  ao  f a t o  de cons iderarmos  o  problema 

sem o  i t e m  K e  ev iden temente  com um l i m i t e  de p e s o  d i m i n u i -  

do do p e s o  d e s s e s  i t e n s  K , ou s e j a ,  g  - akxk . E s t a  i d é i a  

nos p e r m i t e  c a l c u l a r  a s  demais v a r i á v e i s  c o r r e s p o n d e n t e s  a  

e s s e  Ó T I M O  o b t i d o .  

Como a  s o l u ç ã o  ÓTIMA é f  ( 3 , 4 )  = 16 com x 3  = O , 

temos:  k  = 3 e  g = 4. E a s s im:  

Com o  mesmo r a c i o c í n i o ,  temos: k  = 2 e  g  = 4  e  

e n t a o  : 

Logo a  s o l u ç ã o  OTIMA p a r a  o  problema é :  

f ( 3 , 4 )  = 16 com x  = x  = O e  x2 = 1. 1 3  

Caso em que a  r e s t r i ç ã o  é uma i g u a l d a d e  

Nes te  c a s o  os  v a l o r e s  f  ( k , g )  deverão  s e r  compu- 

t a d o s  de t a l  forma que o  xk c o r r e s p o n d e n t e  s e j a  t a l  que 

não p e r m i t a  f o l g a  n a  moch i l a .  A s s i m  s e n d o ,  o  v a l o r  

f ( k - 1 ,  g-akxk) que a p a r e c e  no c á l c u l o  de f  ( k , g )  s ó  d e v e r á  

s e r  computado s e  g  = akxk p a r a  um dos p o s s í v e i s  v a l o r e s  de 

Xk' Caso c o n t r á r i o ,  xk não s e r á  r e g i s t r a d o  e  p a r a  e f e i t o  

de c á l c u l o ,  como veremos,  s e r á  a t r i b u i d o  a  f  ( k , g )  o  v a l o r  

-Oo e D e s t a  forma f ( k , g )  = - ~ o  s i g n i f i c a  não  h a v e r  s o l u ç ã o  

que e v i t e  a f o l g a ,  ou s e j a ,  que s a t i s f a ç a  a  i g u a l d a d e ,  e  p o r -  



t a n t o  o  v a l o r  de xk não é r e g i s t r a d o .  

O r a c i o c í n i o  acima nos t o r n a  p o s s í v e l  r e s o l v e r  

o  problema fazendo uso da equação (2) , desde que a c r e s c e n t e -  

mos a  condição i n i c i a l  f  (O , g )  = -a , g  = 1 , .  . . , b  além de 

f (k ,O)  = 0 ,  Vk, com xk = O .  

EXEMPLO : 

M A X I M I  ZAR 10xl + 16x2 + x  
3 

s u j e i t o  a :  2x1 + 3x2 
+ 2x3 = 4 

x 13X2'X3 - > O e  i n t e i r o  

O c á l c u l o  dos l i m i t e s  p a r a  a s  v a r i á v e i s  X1' X2 

e  x3 j á  f o i  e f e tuado  no exemplo a n t e r i o r  e  por  conseguin te  

não s e r á  r e p e t i d o .  

Condições i n i c i a i s  : 

Temos a l  = 2  e  c  = 1 0  1 

r O p a r a  g = 0 , 1  

p a r a  

Obtenção dos f ( 1 , g ) :  

f (1 ,O)  = O com x  = O 1 

f ( 1 , l )  = 1 0 . 0  + f ( 0 , l - 2 . 0 )  = f ( 0 , l )  = -a 



A s s i m :  

f ( 1 , 2 )  = M X L M O ( - ~ , ~ O )  = 10 com x  = 1 1 

f ( 1 , 3 )  = MAXIMO(-m,10+(-m)) = -m 

Temos a 2  = 3  e  c2  = 16 

I O p a r a  g  = 0 , 1 , 2  

1 p a r a  g  = 3 , 4  

Obtenção dos f ( 2 , g ) :  

f ( 2 , O )  = O com x2 = O 

f ( 2 , g )  = f ( L g )  , g  = 1 , 2  

f ( 2 , l )  = 

f ( 2 , 2 )  = 10 com x2 = O 

f ( 2 , g )  = M A ~ 1 ~ 0 ( 1 6 x ~ + f ( l , g - 3 ~ ~ ) )  

x 2 = o , 1  

f  ( 2 , 3 )  = ~ h X 1 ~ 0 ( - m , l 6 + 0 ) = 1 6  com x2  = 1 

Temos a3  = 2  e  c 3  = 1 

O p a r a  g  = 0 , l  

X3  1 p a r a  g = 2 , 3  
2 p a r a  g  = 4 

Obtenção dos f ( 3 , g ) :  

f ( 3 , O )  = O com x3 = O 



f (3,2) = ~ X I M O ( ~  (2, 2) ,l+f (2,O) =10 com x3 = O 

f(3,3) = ~Ã~I~0(f(2,3),l+f(2,1))=16 com x3 = O 

f (3,4) = MÃXIMO (x3+f (2, 4-2x3)) 

x =0,1,2 3 

= ~~1~O(f(2,4),l+f(2,2),2+f(Z,O))=ll com x3 = 1 

Formando um quadro com esses valores, temos: 

A solução ótima é f(3,4) = 11 com x3 = 1. Ob- 

teremos a partir daí os valores ótimos para X2 1 ' 

Obtenção de x2 . ( k 3 ;  g = 4 ;  x 3 = 1 )  

f (k-1 , g-akxk) =f (2 , 4-2 1) =f (2 , 2) =10 com x2 = 0 

Obtenção de xl: (k = 2; g = 2; x = 0) 2 

f(k-l,g-ak~k)=f(l,2-3.0)=f(1,2)=10 com X1 = 1 



Solução ótima p a r a  o  problema: 

f ( 3 , 4 )  = 11 

- 
X1 - X3 = 1 

X 2  = 0 

OBSERVAÇAO: Embora a  t é c n i c a  ap re sen t ada  s e j a  impor t an t e ,  v i s  - 

t o  que e l a  pode t r a t a r  problemas com v a r i á v e i s  l i m i t a d a s ,  a  

mesmanão t i r a  vantagem da l i n e a r i d a d e  da função o b j e t i v o  e  

da r e s t r i ç ã o .  E l a  pode envolver  muitos c á l c u l o s ,  especia lmen - 

t e  s e  - b  é grande e  s e  a s  v a r i á v e i s  podem tomar mui tos  v a l o  - 

r e s .  E s t e  procedimento é consideravelmente  mais e f i c i e n t e  

quando não s e  a p r e s e n t a  l i m i t e s  às v a r i á v e i s ,  como veremos a  

s e g u i r .  

1 . 2 .  Problemas com v a r i á v e i s  não l i m i t a d a s  

S e j a  f (k -1 ,g )  conhecido p a r a  todo g  e  k = 2 , .  . 
l . Nosso o b j e t i v o  é c a l c u l a r  f ( k , g ) ,  a  p a r t i r  de s sa  i n -  

formação. Como f  (k-1 , g) é supos to  conhecido podemos compa- 

r á - l o  com a  expressão  ck+f  (k ,g-ak)  , que r e p r e s e n t a  o  v a l o r  

de f ( k , g )  p a r a  x k = l  (por  ( 2 ) ) .  Pode o c o r r e r :  

Se oco r r e  ( i )  en t ão  não houve melhora n a s  bus-  

cas  implicando em xk=O e  f  ( k ,  g ) = f  (k-1 ,g)  , Se o c o r r e  ( i i )  

s i g n i f i c a  que houve melhora e  en t ão  xk deve s e r  no mínimo 

i g u a l  a  1 ( t a l  que não v i o l e  a  r e s t r i ç ã o )  e  f ( k , g ) =  ck + 

+ f ( k , g m a k ) *  

A s s i m :  



Como f ( k , g )  é uma s o l u ç ã o  máxima, temos:  

f  ( k ,  g) = MAXIMO (f ( k - 1 ,  g) , ck+f ( k ,  g-ak)) p a r a  g  2 ak (3)  

A e x p r e s s ã o  (3) nos  p e r m i t e  computar f  ( k , g )  pa- 

r a  k = l ,  , , . , n  e  g=O, 1 ,  , . , , b  com a s  cond ições  i n i c i a i s  c i t a  - 

das a b a i x o  e  j á  a n a l i s a d a s  a n t e r i o r m e n t e .  

f ( k , O )  = O , Vk, com xk = O 

f ( 0 , g )  = o ,  Vg 

EXEMPLO : 

M A X I M I  ZAR 10xl  + 16x2 + X3 

s u j e i t o  a :  2x1 + 3x2 + 2x3 - < 4 

> O e  i n t e i r o s  X17X2,X3  - 

(r) 
Temos a  = 2 e  1 C1 = 10 

f ( 1 , O )  = O com x  = O 1 

f ( 1 , g )  = M x I M O { ~ ( O , ~ )  , 1 0 + f ( l , g - 2 )  p a r a  g  - > 21,  g = 1 , 2 , 3 , 4  

f ( 1 , l )  = f ( 0 , 1 ) = 0  com x1 = 0  

f ( 1 , Z )  = M Ã X I M O ~ ~ ( O , ~ ) , ~ O + ~ ( ~ , ~ ) ~ = ~ O  com xl 2 1 

f ( 1 , 3 )  = ~ X 1 ~ O { f ( 0 , 3 ) , l O + f ( 1 , 1 ) ) = 1 0  com x  1 - > 1 

f ( 1 , 4 )  = ~ X I M O { f ( 0 , 3 ) , 1 0 + f ( l , 2 ) ) = 2 0  com x  > 1 1 - 



Temos a2 = 3  e c = 1 6  2 

f(2,O) = O com x2 = O 

f(2,g) = MhXIMO{f(l,g) ,16+f(2,g-3) para g - > 31 

f(2,l) = f(1,l) = O com x2 = O 

f(2,2) = f(1,2) = 10 com x2 = O 

f(2,3) = M ~ x I M o { ~ ( ~ , ~ )  ,16+f(2,0)) = 16 com X2 ?. 

f(2,4) = ~h~1~0{f(l,4),16+f(2,1)1 = 20 com x = O 2 

Temos a3 = 2  e c 3 = 1  

f(3,O) = O com x3 = O 

f (3, g) = MXIMO ' {f (2, g) , l+f (3, g-2) para g > 21 

f(3,l) = f(2,l) = O com x = O 3 

f(3,2) = MXI~O{f(2,2),l+f(3,0)} = 10 com x3 = O 

f(3,3) = ~XIM0{f(2,3),l+f(3,1)) = 16 com x 3 = O 

f(3,4) = MÃXIMO{f(2,4),l+f(3,2)1 = 20 com x3 = O 

As setas in 
dicam as bus- 
cas horizontal 
e vertical efe 
tuadas no pro- 
cesso de recu- 
peração de so- 
lução ótima, 



~ e c u p e r a ç ã o  dos Apontadores 

Neste caso devemos examinar os va lo res  de f ( k , g ) ,  

a p a r t i r  de f ( n , b ) .  Se f ( k , g )  é t a l  que xk = O i s t o  s i g  - 

n i f i c a  que não houve melhora nas buscas e  assim f k g )  = 

f  (k-1,g) e  começamos o  cá l cu lo  de x ~ - ~  a t r avés  f  (k-1 ,g) , 

po i s  xk = O . Se no en tan to  xk = 1 , i s t o  s i g n i f i c a  p e l o  

que vimos ao determinar e s t a  t é c n i c a ,  que Xk é no mínimo -- 
i g u a l  a  1. Assim sendo precisamos examinar o  v a l o r  de Xk 

r e l a t i v o  a  f ( k , g - a k ) .  Se f o r  ZERO s i g n i f i c a  que xk deve 

receber  o v a l o r  1 ,  e  passamos a  examinar o  v a l o r  de Xk- l  

a t r avés  f  (k-1,  g-ak) . Se ao c o n t r á r i o  de xk = O t ivéssemos 

encontrado novamente xk = 1 ,  xk s e r i a  incrementado de uma 

unidade e  p a s s a r i a  en tão  a  v a l e r  2 .  Nesse caso calculamos 

o novo g  = g-ak ( a  proporção que encontramos x k = l  g é  

diminuido de ak) e  f  (k ,  g-ak) é novamente examinado p a r a  ve - 

r i f i c a r  s e  xk s o f r e  o u t r a  incrementaçáo (se  f o r  - 1) ou s e  

recebe o  v a l o r  a n t e r i o r  ( se  f o r  - 0) nos permit indo a n a l i s a r ,  

en tão ,  x ~ - ~  a t r a v é s  f  (k-1,  g-ak) , repe t indo  o  mesmo r a c i o c í  - 

n io .  Tendo por  base a  t a b e l a  estamos efetuando busca v e r t i -  

c a l  quando subtraimos ak de g e  busca h o r i z o n t a l  quando 

subtraimos 1 de k  . 
Este  r a c i o c í n i o  nos conduz ao segu in te  PROCEDIMEN - 

TO: 

PASSO 1: Faça k  = n , g  = b ,  j = O e  determine xk a  pa r -  

t i r  de f ( k , g ) .  Se xk = O vá pa ra  o  PASSO 2 ,  Senão vá pa- 

r a  o  PASSO 3. 

PASSO 2: Faça k  = k-1. Se k  = O ,  PARE. Senão determine xk 

a  p a r t i r  de f ( k , g )  e  vá pa ra  o  PASSO 3. 



PASSO 3:  Se xk = 1 -faça g = g-ak , j = j + 1  e vá p a r a  o 

PASSO 4. Se xk = O  f a ç a  x k =  j , j = O  e vá p a r a  o PAS- 

SO 2 .  

PASSO 4: Determine xk p o r  f ( k , g )  e v o l t e  ao PASSO 3. 

APLI CAÇÃO AO EXEMPLO 

(1) k = 3 ; g = 4 ;  j = O  

Como x 3  = O  vá p a r a  o PASSO 2.  

(2 .1)  k = 3-1 + k  = 2 

x2 = O  . Vá p a r a  o PASSO 3 

(3 .1)  Como x = O e j = O  + x 2  = O  e vá p a r a  o PASSO 2 2 

(2.2) k = k - 1 + k = 1 

x = 1 . vá p a r a  o PASSO 3 1 

(3 .2 )  Como x1 = 1 f a ç a  g = g-al + g = 4-2 = 2 

j = j + l  j 1 e v á p a r a  o 

PASSO 4 

(4 .1)  x1 = 1 e v o l t e  p a r a  o PASSO 3. 

(3.3.1)  Como xl = 1 f a ç a  g = g - a  + g = O  1 

j = j + l  +- j = 2 e vá p a r a  O 

p q s s o  4 

(4 .1 .1 )  xl = O  e v o l t e  p a r a  o PASSO 3,  

(3 .3 .2)  Como xl = O  e j = 2 + x = 2 , j = O 1 e v á  para  

o PASSO 2 ,  

(2 .3)  k = k - 1  +- k = O -t PARE 

S o l u ç ã o  Ótima: f ( 3 , 4 )  =20 com x3 = x2  = O  e xl = 2 



Caso em que a  r e s t r i ç ã o  é uma igualdade 

Para  r e s o l v e r  problemas desse  t i p o  a  -Única modif i -  

cação n a t u r a l  s e  encon t r a  nas condições i n i c i a i s .  Como j á  ana 

l isamos an t e r io rmen te ,  devemos t o r n a r  f  (k ,g )  = -.. e  não r e -  

g i s t r a r  o  v a l o r  correspondente  de xk sempre que a  f o l g a  não 

puder s e r  e v i t a d a .  Sendo assim o  problema s e  r e s o l v e  com a  

ap l i cação  de (3) e  das condições i n i c i a i s  s e g u i n t e s :  

f (k ,O)  = O ,  Vk, com xk = O  

f ( 0 , g )  = , g = 1 , 2 ,  ..., n 

EXEMPLO : 

M A X I M I  ZAR 10xl + 16x2 + x3 

s u j e i t o  a :  2x1 + 3x2 + 2x3 = 4 

> O e  i n t e i r o s  X1,X27X3 - 

Aproveitando os c á l c u l o s  f e i t o s  no exemplo imedia- 

tamente a n t e r i o r ,  temos: 

Temos al = 2  e  c  = 1 0  1 

f (1 ,O)  = O com xl = O 

f ( 1 , l )  = -03 

f ( 1 , 2 )  = 1 0  com xl 2 1 

f ( 1 , 3 )  = -03 

f ( 1 , 4 )  = 2 0  com xl 2 1 



T e m o s  a2 = 3  e c2 = 16 

f(2,O) = O c o m  x2 = O 

f(2,l) = -a 

f(2,2) = 10 c o m  x2 = O 

f(2,3) = MhXIMO{f(1,3) ,16+f(2,0)} = 16 c o m  x > 1 
2 - 

f(2,4) = MAXIMÓ{f(l,4),16+f(2,1)} = 20 c o m  x2 = O 

T e m o s  a3 = 2 e c3 = 1 

f(3,O) = O c o m  x3 = O 

f(3,l) = -a 

f(3,2) = 10 c o m  x3 = O 

f(3,3) = MXIMO{f(2,3),l+f(3,1)} = 16 c o m  x3 = O 

f(3,4) = F/rAXI~O{f(2,4),l+f(3,2)} = 20 c o m  x = O 
3 



~ e c u p e r a ç ã o  dos apontadores 

A a n á l i s e  f e i t a  p a r a  o  caso da desigualdade deve- 

s e  a c r e s c e n t a r ,  na tura lmente ,  o  f a t o  de que s e  f ( n , b )  = -rn 

então não há solução.  Se f ( n , b )  f então  e s t á  ga ran t ido  

que f (k ,g -ak )  é sempre d i f e r e n t e  de -rn (busca v e r t i c a l ) ,  

assim como f (k -1 ,g )  f -rn (busca h o r i z o n t a l ) .  I s t o  é f á c i l  

de s e r  percebido ,  po i s  s e  na mochila de tamanho b cabem sem 

f o l g a  3  i t e n s  de peso ai  , 2 i t e n s  de peso a  e  4 de peso 
j  

ak , e é r e t i r a d o ,  por  exemplo, 1 item de peso ai , então 

f  (k,g-ai)  f -a , po i s  não haverá  f o l g a  nessa  mochila. E la  

passa  a  comportar exatamente 2 i t e n s  de peso ai , 2 de peso 

a  e 4  d e p e s o  ak.  
j  

De acordo com as  considerações acima podemos f o r -  

mular a  segu in te  sequência  de passos :  

PASSO 1 :  Faça k=n,  g=b . Se f ( k , g )  = , PARE. Senão f a -  

ça  j=O e determine xk a  p a r t i r  de f ( k , g ) .  Se xk = O vá 

pa ra  o  PASSO 2 .  Senão vá p a r a  o  passo 3. 

PASSO 2 : Faça k = k-1 . Se k=O , PARE. Senão I !  determine 

xk a  p a r t i r  de f ( k , g )  e  vá pa ra  o  PASSO 3. 

PASSO 3: Se xk = 1 f a ç a  g=g-ak,  j = j + l  e  v á p a r a  o  PASSO 

4 .  Se xk = O f aça  xk = j ,  j=O e vá p a r a  o  PASSO 2 .  

PASSO 4: Determine xk por  f  ( k ,  g) e  v o l t e  ao PASSO 3. 

APLICAÇÃO AO EXEMPLO 

(1) k=3 ; g=4 

Como f ( k , g )  f - r n ,  f a ç a  j=O 

X3 
= O  . Logo vá p a r a  o  PASSO 2 ,  



( 2 . 1 )  k=3-1  +- k=2 .  

x  = O  . vá p a r a  o  p a s s o  3. 2 

( 3 . 1 )  Como x2=0  f a ç a  x 2 = j = 0  e  v á  p a r a  o  p a s s o  2 

x l = l  vá p a r a  o  p a s s o  3. 

(3.2)  Como x =1 f a ç a  g=g-al=2 , j = j + l = l  e  v á  p a r a  o  p a s s o  1 

4 .  

(4 .1)  x l = l  . V o l t e  ao p a s s o  3. 

(3 .3)  Como x  =1 f a ç a  g=g-al=O , j = j + l = 2  e  v á  p a r a  o  p a s s o  1 

4 .  

(4 .2)  xl=O . V o l t e  ao  p a s s o  3. 

(3.4)  xl=O . Faça x  = j = 2  , j=O 1 e  v á  p a r a  o  p a s s o  2 .  

(2 .3 )  k = k - 1  +- k=O . Como k=O , PARE. 

Obs.: A s  s e t a s  desenhadas n a  t a b e l a  ind icam a s  b u s c a s  v e r t i -  

c a l  e  h o r i z o n t a l  e f e t u a d a s .  

1 . 3 .  Algor i tmos  I e  I1 

Um a l g o r i t m o  p a r a  o  problema com v a r i á v e i s  não  li - 

mitadas  t o r n a - s e  s i m p l e s  j á  que e s s e  t i p o  de programa envo lve  

a  comparação e n t r e  somente d o i s  números. 



Algoritmo I 

Tendo po r  base  o  es tudo  f e i t o  p a r a  so lução  de 

problemas com v a r i á v e i s  não l i m i t a d a s ,  formulamos um a l g o r i t  - 

mo p a r a  o  caso  e s p e c í f i c o  em que a  r e s t r i ç ã o  é uma des igua l -  

dade, lembrando que pode s e r  ap l i cado  com mínimas modif ica-  

ções no caso  da r e s t r i ç ã o  s e r  uma igua ldade ,  como f o i  f e i t o  

an t e r io rmen te .  

Sabemos que a  cada v a l o r  de f ( k , g )  computado 

s e  a s s o c i a  um número que c a r a c t e r i z a  Xk * 
Esse número, 

como vimos, pode s e r  ZERO ou UM. Sendo UM s i g n i f i c a  que 

Xk é no mínimo i g u a l  a  e s s e  v a l o r .  Embora sabendo que 

f  ( k ,g )  é não n e g a t i v o ,  in t roduz i remos  um s i n a l  nega t ivo  a  

f r e n t e  de s e u  v a l o r  com o  o b j e t i v o  de f a z e r  corresponder  a  

e s s a  quan t idade  n e g a t i v a  o  v a l o r  UM p a r a  xk . Assim u t i l i  - 

zaremos a CONVENÇÃO aba ixo ,  a  qua l  t o r n a r á  t a r e f a  b a s t a n t e  

s imples  a busca  da so lução  Ótima, após t e r  s i d o  computada 

f ( n , b )  

Xk = O senão 

Como, segundo a  convenção ado tada ,  xk é i n c r e -  

mentado de uma unidade s e  f ( k , g )  < O , é n a t u r a l  que s e  f a -  

ç a  uso de um contador  j p a r a  s e  computar o  v a l o r  Ótimo de 

xk , após a  obtenção de todos  e s s e s  v a l o r e s  convencionais  

f ( k , g )  . Assim s e  f ( k , g )  < O , faremos j = j+l . Esse 

processo  s e  r e p e t e  s e  p a r a  g  = g-ak , f  ( k ,g )  f o r  novamente 

"negativo" , O v a l o r  Ótimo p a r a  xk é i g u a l  a  j quando 

o  p rocesso  das incrementações ,  chega a  s e u  término ou quando 

não s e  f a z  n e c e s s á r i o .  Ambos os casos  são  c a r a c t e r i z a d o s  



p o r  f  ( k , g )  não  n e g a t i v o ,  segundo a  convenção a d o t a d a .  

F e i t a s  e s s a s  c o n s i d e r a ç õ e s ,  passemos s e q u ê n c i a  

l ó g i c a  de p a s s o s  do a l g o r i t m o  em q u e s t ã o .  Alguns comentá- 

r i o s  acompanham a  formulação.  

PASSO 1: I n i c i a l i z a ç ã o :  k=O 

f (O, g) =O, g=O , 1 ,  . . , , b  

PASSO 2 :  Faça  k = k + l  

Faça f ( k , g ) = l f ( k - 1 , g ) l  p a r a  t o d o  g  < a k  

C O M E N T h R I 0: e s s a s  o r d e n s  decorrem da  f ó r m u l a  - - - - - - - - - -  

3 ,  já que c + f ( k , g - a k )  s ó  f a z  s e n t i d o  s e  g  > ak . k  A u t i l i -  

zação do módulo s e  t o r n a  i m p e r i o s a  p o i s  n e s t e  caso  xk=Oe 

PASSO 3: C a l c u l e  M = c  + I f  ( k ,g -ak)  1 k  

Se M > I f ( k - 1 , g ) l  f a ç a  f ( k , g ) =  -M 

Senão f a ç a  f ( k , g )  = I f ( k - 1 , g ) I  

C O M E N T h R I 0 :  e s s e  p a s s o  compara . - - - - - - - - - -  cada  

d o i s  v a l o r e s  p o s s í v e i s  p a r a  f ( k , g ) ,  e s c o l h e n d o  o  melhor ,  Co - 

mo o  s i n a l  n e g a t i v o  c a r a c t e r i z a  apenas  xk > 1 , t o r n a - s e  

i m p e r i o s o  t r a b a l h a r  com o  módulo de de te rminadas  e x p r e s s õ e s  

como f i zemos .  

PASSO 4 :  Se g  < b  , f a ç a  g  = g + l  e  v á  p a r a  o  p a s s o  3. 

s e n ã o  vá  p a r a  o  p a s s o  5 .  

C O M E N T h R I 0 :  a q u i  ga ran t imos  o  c á l c u l o  

p a r a  um de te rminado  k  dos f ( k , g )  , g  2 ak . Lembremos que 

os  f  ( k , g )  , g < ak foram computados em 2 .  



PASSO 5: Se k  < n  vá  p a r a  o  p a s s o  2 .  

Senão f a ç a  j=O 

C O M E N T h R I 0 :  execu tado  e s s e  p a s s o  p e l a  

ú l t i m a  v e z ,  t o d o s  o s  f  (k ,g )  t e r ã o  s i d o  computados,  e  n a t u -  

r a lmen te  obt ivemos o  v a l o r  p r o c u r a d o ,  q u a l  s e j a :  f ( n , b )  . 

PASSO 6 :  Se f ( k , g )  < O f a ç a  j = j + l  e  vá  p a r a  o  p a s s o  7 .  

Senão vá  p a r a  o  p a s s o  8. 

PASSO 7:  Faça  g  = g-ak e  v á  p a r a  o  p a s s o  6 .  

PASSO 8 :  Faça x k = j  e  j=O. 

Se k  > 1 f a ç a  k=k-1  e  vá  p a r a  o  p a s s o  6 .  

Se k = l  , f a ç a  f ( n , b ) = l f ( n , b ) l  e  PARE. 

C O M E N T h R I O :  os  p a s s o s  6 , 7  e  8 acham os  - - - - - - - - - -  

v a l o r e s  Ótimos p a r a  os  x k t s  a  p a r t i r  de k=n . Se 

f ( k , g )  2 O e n t ã o  x  = O ; s e  f ( k , g )  < O e n t ã o  passamos n  

à f a s e  das  inc rementações  p a r a  o b t e r  o  v a l o r  Ótimo p a r a  x  n* 
Após o b t i d o  e s s e  ó t imo ,  o  p r o c e s s o  s e  r e p e t e  p a r a  que s e j a  

computado o  v a l o r  ót imo de x ~ - ~  , e  as s im a t é  o  c á l c u l o  do 

ótimo p a r a  x 1 ' Conseguindo e s s e  v a l o r  fa remos  f ( n , b )  = 

= I f ( n , b ) l ,  p o i s  f ( k , g )  é não  n e g a t i v o ,  p a r a  t o d o s  k  e  g ,  

e  e n c e r r a - s e  o  p rocessamento .  Alguns v a l o r e s  de f  ( k , g )  f o -  

rdm tomados n e g a t i v o s  apenas  como um a r t i f í c i o  p a r a  c a r a c t e -  

r i z a r  xk - > 1 . 



A p l i c a ç ã o  d o  ALGORITMO I 

MAXIMI ZAR 1 0 x l  + 1 6 x 2  + x 
3  

s u j e i t o  a :  2x1 + 3 x 2  + 2 x 3  - < 4 

1. I n i c i a l i z a ç ã o :  k=O 

f ( O , O ) = O  

f ( 0 , 1 ) = 0  

f ( O , 2 ) = 0  

f ( 0 , 3 ) = 0  

f ( 0 , 4 ) = 0  

2 . 1 . 0  k = k + l  + k = l  

f ( l , g ) = f ( O , g ) ,  g = 0 , 1  + f ( 1 , 0 ) = 0  e f ( 1 ! , 1 ) = 0  

g = a l  + g = 2  

3 . 1 . 0  M=10 + l f ( 1 , O ) I  + M = 1 0  

Como M > f ( 0 , 2 )  + f ( 1 , 2 ) =  - 1 0  

4 . 1 . 0  Como g  < 4  +- g = g + l  + g = 3  vá p a r a  3 

3 . 1 . 2  M=10 + I f ( 1 , l )  1 + M=10 

Como M > l f ( 0 , 3 ) 1  + f ( 1 , 3 ) =  - 1 0  

4 . 1 . 2  Como g  < 3  +- g = g + l  + g = 4  vá pa ra  3  

3 . 1 . 3  M=10 + l f ( 1 , 2 ) 1  + M = 2 0  

Como M > l f ( O , 3 )  1 + f ( 1 , 4 ) =  - 2 0  

4 . 1 . 3  Como g = 4  vá para  5 

5 . 1 . 0  Como k  < 3  vá p a r a  2  



k = k + l  -+ k = 2  

f ( 2 , g ) = l f ( l , g )  1 ,  g = 0 , 1 , 2  +- f ( 2 , 0 ) =  O 

f ( 2 , 1 ) =  O 

f ( 2 , 2 )  = 1 0  

g = 3  

M=16 + 1 f ( 2 , 0 )  1 + M=16 

Como M > l f ( 1 , 3 )  1 +- f ( 2 , 3 ) =  - 1 6  

Como g  4 -+ g = g + l  -+ g = 4  vá pa ra  3  

M=16 + ] f ( 2  , I )  ] + M=16 

Como M < 1 f ( 1 , 4 ) 1  -+ f ( 2 , 4 ) =  2 0  

Como g = 4  vá para  5 

Como k  < 3  vá p a r a  2  

M = l  + l f ( 3 , O ) I  +- M = l  

Como M < I f ( 2 , 2 ) 1 + -  f ( 3 , 2 ) =  1 0  

Como g  < 4  -+ g = g + l  -+ g = 3  vá pa ra  3  

Como g  < 4  +- g = g + l  -+ g = 4  vá pa ra  3  

M=l  + l f ( 3 , 2 )  1 -+ M = l l  

Como M < l f ( 2 , 4 ) 1  -+ f ( 3 , 4 ) =  20  

Como g = 4  vá pa ra  5 

Como k = 3  -+ j = O  



f ( 3 , 4 )  > O +- v á p a r a  8 

x = O  ; j=O 3 

Como k  > 1 +- k=k-1  +- k=2 vá  p a r a  6 

f ( 2 , 4 )  > O + v á  p a r a  8 

x = O  e  j=O 2 

Como k  > 1 +- k=k-1  +- k = l  vá p a r a  6 

f ( 1 , 4 )  < O +- j = j + l  -+ j = l  v á  p a r a  7 

g=4-2 + g=2 vá  p a r a  6 

f ( 1 , Z )  < O +- j = j + l  -t j=2  vá p a r a  7 

g=2-2 + g=O v á  p a r a  6 

f ( 1 , 0 ) = 0  +- vá  p a r a  8 

x = 2  ; j = O  3 

Como k = l  +- f ( 3 , 4 ) =  20 . PARE 

ALGORITMO I1 

Nossa a t e n ç ã o  a g o r a  e s t a r á  v o l t a d a  p a r a  a  a n á l i s e  

de um a l g o r i t m o  que não  s e  p reocupa  com a ob tenção  do s 

f ( k , g )  , mas s i m  do ó t imo p o r  p e s o  g  . A s s i m  sendo t e r e m o s ,  

em r e l a ç ã o  ao a l g o r i t m o  a n t e r i o r ,  kg  v a l o r e s  a  menos armaze- 

nados .  

S u ~ o r t e  t e ó r i c o  

Consideremos : 

F(g)  = v a l o r  da  moch i l a  Ótima de tamanho g  

D(g) = { k l x k  > O em alguma s o l u ç ã o  Ótima p a r a  o  problema com 

moch i l a  de tamanho g l .  



C O  M E N T A R I O :  D(g) = @ + não há so lução .  - - - - - - - - - -  
Fis icamente  s i g n i f i c a  não s e r  a mochila s u f i c i e n t e  p a r a  com- 

p o r t a r  algum i t em,  

Supondo F(g) f O , podemos e s c r e v e r :  

 aí segue que: D(g) C S(g) 

Por (A), (B) e (C) podemos e s c r e v e r :  

C O  M E N T A R I 0 :  e s t a  fórmula compara t a n t o s  

números quantos  i t e n s  cabem n a  mochi la ,  ou s e j a ,  há I s (g)  I 
comparações, 

O  o b j e t i v o  do a lgor i tmo é c a l c u l a r  F(g) r e p e t i -  

damente p a r a  g = l , , , . , b  . A p a r t i r  da i n i c i a l i z a ç ã o  F(O)=O, 

o p rocesso  tem s e u  começo. 

Como v i s t o  acima o número de comparações depende 

do número de elementos de S(g)  . Tendo por  base  d iminu i r  o 

número de c á l c u l o s  e comparações buscamos num conjunto  

Q(g) t a l  que: 



E s s e  c o n j u n t o  Q(g) deve s e r  cuidadosamente e s -  

c o l h i d o ,  a  f i m  de que f i g u r e  e n t r e  s e u s  e l ementos  o  i t e m  

j  que f o r n e ç a  o  máximo p r o c u r a d o ,  - O i t e m  ( i i ) ,  s a t i s f e i t o ,  

nos  g a r a n t e  que s e  Q(g) = (4 e n t ã o  F(g) = O , senão  v e j a -  

mos: 

Q (g) =(4 + Q (g) n D (g) =@ + D (g) =@ -. NÃO 'Hh SOLUÇÃO 

A s s i m  (D) pode s e r  e s c r i t o :  

A fó rmula  (E)  r e q u e r  não  m a i s ,  e  ge ra lmen te  

menos, computações que a  (D). 

Obtenção de um a p r o p r i a d o  Q(g) 

S e j a :  

com a  d e f i n i ç ã o  de d (g )  temos que d ( g )  2 d ( g - a j ) .  

Então  um a p r o p r i a d o  Q ( g )  é: 

A p a r t i r  d a  e x p r e s s ã o  (F) observamos que e s s e  

p roced imen to  s e r á  mais  e f i c i e n t e  quando os d ( g )  forem pe-  



quenos, p o i s  Q(g) s e r á  composto de um menor número de e l e -  

mentos. Assim é mais dese jáve l  indexar  as v a r i á v e i s  de t a l  

forma que aquelas  com pequenos í n d i c e s  provavelmente apare- 

cem na solução ótima. Uma razoável  ordem é o b t i d a  fazendo 

j 
= c . / a  e  indexando as v a r i á v e i s  t a l  que p l  p z  > . . 

J j 

C O M E N T A R I O :  de acordo com a de f in i ção  

de d(g) e  do Q(g) considerados devemos ordenar as  v a r i á -  

v e i s  de t a l  forma que aquelas que forem as p r i n c i p a i s  respon - 

s á v e i s  p e l o  acréscimo da função o b j e t i v o  tenham os menores 

í n d i c e s .  ~ o d e r í a m o s  pensar  em ordená-las  segundo seus  cus- 

t o s ,  ou s e j a :  c  > c2  > ... 1 > 'n . Ent re t an to  o  exemplo 

abaixo prova a  i n e f i c á c i a  desse procedimento. 

Se j  a:  

MAXIMIZAR 10xl + 4x2 + 3x3 

É f á c i l  v e r i f i c a r  que a  solução ótima é ob t ida  

com x 3 = l l  . Sendo assim uma ordenação conveniente s e r i a :  

MAXIMIZAR: 3x1 + 4x2 + 10x3 

Esse exemplo to rna  c l a r a  a  necessidade de s e  l e -  

var  também em consideração os a  ' s  Como s e  pode s e n t i r ,  
j  

a  razão c . / a  é uma medida b a s t a n t e  razoável  p a r a  s e  conse 
J j  - 

g u i r  t o r n a r  pequenos os índ ices  das v a r i á v e i s  não nu las  na 

solução Ótima. Além d i s so  a  e sco lha  dos j - d(g -a j )  e s t á  

j u s t i f i c a d a  com e s s a  ordenação. Em ou t r a s  p a l a v r a s ,  os 



i t e n s  são numerados a p a r t i r  de 1 ,  levando-se em considera-  

ção o quanto e l e s  aumentam a função o b j e t i v o  r e spe i t ados  O 

l i m i t e  g e o acréscimo que a e s t a  mesma função o b j e t i v o  pro - 

votam os demais i t e n s .  O que procuramos é deixar  por  Último 

os i t e n s  que provavelmente não cons ta rão  na mochila Ótima, 

Passemos agora à sequência  de passos do algori tmo 

em a n á l i s e .  Alguns comentários acompanham a formulação 

PASSO 1 :  Faça F[g)=O e d(g) =n p a r a  todo g . 
> p 2  2 . e .  Ordene as v a r i á v e i s  t a l  que p 1 - - > 'n 

Faça g = l  e j = l  

C O M E N T h R I O: A i n i c i a l i z a ç ã o  d(g)=n j u s t i  - - - - - - - - - -  - 

f i c a - s e  p o i s ,  de acordo com a ordenação, o maior j  (no caso 

n) é o que menos colabora pa ra  o acréscimo da função o b j e t i -  

vo.  aí começarmos com e s t e  v a l o r  pa ra  a obtenção do conjun- 

> O e  j  < d(g -a . )  vá pa ra  3. Senão v á p a -  PASSO 2 :  Se g-aj  - - 
I 

PASSO 3: Calcule M =  F (g -a - )  + c Se M <  F(g) vá pa ra  
J j  - 

4 .  senão f a ç a  F(g)=M , d ( g ) = j  e vá pa ra  4 .  

C O M E N T h R I O: O passo 2 determina - - - - - - - - - -  s e  

j ~ Q ( g )  e o passo 3 f a z  as  devidas comparações pa ra  aprimorar 

o v a l o r  de F(g) , 

- 
PASSO 4 :  Se j  n , f a ç a  j = j + l  e v o l t e  pa ra  2 .  Senão va 

pa ra  5 .  



PASSO 5:  Se g  < b , f a ç a  j = l  , g=g+l  e  v o l t e  p a r a  o  passo 

2 .  

Se g=b , vá para  6 .  

C O M E N T h R I  O: O passo 4 quando executado pe- - - - - - - - - - -  

l a  ú l t ima  vez em cada i t e r a ç ã o  ence r ra  os cá l cu los  p a r a  a  ob- 

tenção de um determinado Q(g) . O passo 5 ordena o cá l cu lo  

de F(g) pa ra  o  g  imediatamente segu in te ,  Quando o passo 

5 é executado p e l a  ú l t ima vez ,  F(b) é encontrado. 

PASSO 6 :  I n i c i a l i z e  g=b e  x.=O , j = l ,  ..., n. 
7 

PASSO 7: Se F(g)=O , PARE 

Senão vá p a r a  o  passo 8. 

C O M E N T h R I  O: O s  passos  6 , 7  e  8 determinam o - - - - - - - - - -  

v a l o r  ótimo das v a r i á v e i s .  O s  x  f O s e rão  encontrados no 
j  

passo 8 ,  po i s  sendo F(g) f O o  d(g) corresponde ao j  com 

x f O . A v a r i á v e l  x  s e r á  incrementada de uma un i  dade 
. j j  
quando d(g) = d(g-ad(g)  ) I s t o  pode s e r  observado na a p l i c a  - 

ção do algori tmo no exemplo considerado e  que vem a s e g u i r .  

Aplicação do Algoritmo I 1  

MAXIMIZAR 10xl + 16x2 + x 3 

> O e  i n t e i r o s  X1' X 2 '  X3 - 



1. F  (4) =F(3) =F (2) =F( l )  =FCO) = O  

d (4)=d(3)  =d(2) =d(3) =d(0)=3 

D e  acordo com a  ordenação o  problema t ransforma-se em: 

MAXIMIZAR 16x1 + 10x2 + x 3  

s . a . :  3x1 + 2~~ + 2~~ I 4  

g-al < O +- vá pa ra  passo 4 

j  < 4 -+ j  = j + l = 2  +- vá p a r a  passo 2 

g-a2 < O + vá p a r a  o  passo 4 

j  < 4 + j = j + l = 3  -+ vá p a r a  o  passo 2 

g-a3 < O + vá pa ra  passo 4 

j = 3  -+ vá p a r a  passo 5 

g  < 4 f a ç a :  j = l  

g=g+l=2 + vá pa ra  passo 2 

g-al < O + vá pa ra  passo 4 

j < 3  , f a ç a  j = j + l = 2  + v á p a r a p a s s o  2 

g-a2=0 e  j < d(0) + vá p a r a  passo 3  

M = F(0) + c2 = 1 0  

M > F(2) +- F(2) = 1 0  e  d(2)=2 -+ vá pa ra  4 

j < 3  +- j = j + l = 3  +- vá pa ra  passo 2 

g-a3=0 e  j=d(O) +- vá pa ra  passo 3  

M = F(0) + C 3  = 1 

M < F(2) + vá pa ra  passo 4 

4.2.3.  j = 3  -+ vá p a r a  passo 5 



g < 4  -t j = 1  e g = g + l = 3  + vá p a r a  p a s s o  2 

M > F(3)  -t F(3)  = 16 e d ( 3 )  = 1 -t vá p a r a  4  

j < 3  + j = j + l = 2  -t vá p a r a  p a s s o  2 

g-a  =1 e j  < d ( 1 )  + vá p a r a  p a s s o  3 2 

M = F(1)  + c2  = 10 

M < F(3)  -t vá p a r a  p a s s o  4  

g - a 3 = l  e j = d ( l )  + vá p a r a  p a s s o  3  

M = F(1)  + c 3  = 1 

M < F(3)  + vá p a r a  p a s s o  4  

j = 3  + vá p a r a  p a s s o  5 

Como g  < 4  f a ç a  j = l  e g = g + l = 4  -+ vá p a r a  2 

g-a  =1 e j  < d ( 1 )  + vá p a r a  p a s s o  3  1 

M = F(1)  + cl = 16 

M > F(4)  -t F(4)=16 e d ( 4 ) = 1  -t vá p a r a  4 

j  < 3  + j = j + l = 2  + vá p a r a  p a s s o  2 

2 .4 .2 .  g-a2=2 e j = d ( 2 )  + vá p a r a  p a s s o  3  

3.4.2 M = F(2)  + c2  = 10 + 10 = 20 

M > F(4)  -t F(4)  = 20 e d ( 4 )  = 2 -+ vá p a r a  4  

4 . 4 . 2  j  < 3 -t j = j + l = 3  + vá p a r a  p a s s o  2 

2 . 4 . 3  g-a3=2 e j  > d ( 2 )  -t vá p a r a  p a s s o  4 

4 . 4 . 3  j = 3  + vá p a r a  5 



6 . 1  g=4 ; x =x =x =O 1 2 3  

7 . 1  ~ ( 4 )  = 2 0  + vá p a r a  passo  8  

8 . 1  - 

Xd(4) - Xd(4) 
+ 1  -t x = l  

2 

g=g-a = 4 - 2 = 2  -t vá p a r a  passo  7 2 

7 . 2  F(2) = 1 0  + vá p a r a  passo 8  

8.2 - 
Xd(2) 

- + 1  + x = 2  
X w )  2 

g = g - a 2  = o -t vá p a r a  passo 7 

7.3. F(0) = O . PARE 

1 . 4 .  Uma P r o ~ r i e d a d e  P e r i ó d i c a  

S e j a  o  exemplo aba ixo ,  c i t a d o  em 

Programming de Robert S .  Ga r f inke l  e  George L .  Nemhauser", o  

q u a l  j u s t i f i c a  a  necess idade  do s u p o r t e  t e ó r i c o  que faremos 

logo após sua  so lução .  

MAX Xo = l l x l  + 7x2 + 5x3 + x4 

s . o . :  6x1 + 4xZ + 3x3 + x < 25 4 - 

x1 ,x2 ,x3 ,x4  1 O e  i n t e i r o s  

Ver i f i cando  a  t a b e l a  que a p r e s e n t a  a  so lução  encon- 

t r a d a  p a r a  o  mesmo observamos que p a r a  todo g  2 9 , d ( g ) = l .  

E s t a  secção preocupa-se com um determinado g * ,  t a l  

que g  2 g* é t a l  que d ( g ) = l  . A e x i s t ê n c i a ,  a  i d e n t i f i c a -  

ção e o uso d e s t e  g* é o b j e t i v o  do es tudo  que segue.  



TABELA DOS VALORES OBTIDOS 

C O M E N T A R I O :  - - - - - - - - - -  

O s  número e n v o l v i d o s  p o r  um c í r c u l o  expressam os 

r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p e l o  p r o c e s s o  de r e c u p e r a ç ã o  dos apontado-  



r e s  , indicam onde há incrementação. Consultando, e n t ã o ,  a 

t a b e l a  obtemos : 

F(25) = 45 com x =4 , x =x = O  , x =1 1 2 3 4 

F(19) = 34 com x1=3 , x =x = O  , x =1 2 3 4 

Suponhamos que as v a r i á v e i s  e s t ã o  indexadas t a l  

que p, > p2 - > ... - > pn . Mostraremos que s e  p l  > p 2  , e x i s  - 

t e  um pequeno g* t a l  que p a r a  todo g L g* , uma mochila 

Ótima de tamanho g tem x > 1 , ou s e j a ,  d ( g ) = l  . 1 - 

Para uma mochila de tamanho g , uma solução v iá -  

v e l  é xl = [g/al] e x.=O , j=2 , . . . ,  n , senão vejamos: 
J 

Fazendo 
j  

= a . x  , no problema: 
J j  

MAX .E- C j  X j  
j  =i 

L X -  > O ( j = l , .  . . ,n )  , temos: 
J - 

a 

Como p l  6 o maior dos 
j  

a  solução ótima e 

yl=g e y .=O , j  = 2 , .  . . , n  ou s e j a  e x .  = O  , j  =2,  
J J 

. . . , n  , são soluções  p a r a  o programa i n t e i r o  equ iva len te .  

Denotando o v a l o r  da função o b j e t i v o  do programa 



i n t e i r o  e q u i v a l e n t e  p o r  F1 , temos: 

Segundo a ordenação das v a r i á v e i s  podemos a f i r m a r  

que um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o v a l o r  de uma mochila de tama- 

4 

nho g com x = O  e :  
1 

A s s i m  sendo ,  uma condição s u f i c i e n t e  p a r a  uma mo- 
A 

c h i l a  ó t ima de tamanho g t e r  xl 2 1 e :  

Acabamos de mos t r a r  que p a r a  todo g s u p e r i o r  ou 

i g u a l  a c l / ( p l  - p2)  , d(g) = 1. E n t r e t a n t o  é p o s s í v e l  que 

e s s e  f a t o  o c o r r a  a n t e s  do v a l o r  e s t a b e l e c i d o ,  j á  que,  com o 

o b j e t i v o  de p rova r  sua  e x i s t ê n c i a ,  nos apoiamos 

no l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  a função o b j e t i v o ,  qua l  s e j a  p 2 g , c 2  

s o  x = O  . Sendo ass im o l i m i t e  p a r a  g* é dado p o r  aque l a  1 

expre s são ,  ou s e j a ,  g* e x i s t e  e é t a l  que:  

Consideremos, ago ra ,  uma mochi la  de tamanho g+kal 

k = 1 , 2 ,  ..., onde g ? g * - a l  (Assim temos que g+al  > g* e 

consequentemente g+kal 2 g*) . V i s t o  que d(g) =l p a r a  todo 

g 2 g* , segue a p a r t i r  da expressão :  



F(gckal)  = kcl + F(g+kal-kal)  , k = 1 , 2 , .  . . , ou s e j a :  

F(g+kal )  = kcl  + F(g)  , k = 1 , 2 , . . .  (1) 

Sendo ass im,  s e  xl , x 2 , .  . . , x  6 uma s o l u ç ã o  Ótima 
n 

a 

p a r a  a  moch i l a  de tamanho g  , e n t ã o ,  (xl+k) , x 2 , .  . . , xn e  

uma s o l u ç ã o  ó t i m a  p a r a  a  moch i l a  de tamanho g+kal  . Com 

exceção p a r a  o  termo l i n e a r  kc l  , o  v a l o r  Ótimo é p e r i ó d i c o  

com p e r í o d o  al p a r a  t o d o  g  L g*. Conhecendo-se g* e  

uma s o l u ç ã o  Ótima p a r a  t o d o  g  2 g* , é t r i v i a l ,  a  p a r t i r  de 

( I ) ,  c a l c u l a r  a  s o l u ç ã o  ó t i m a  p a r a  um g  > g* , U t i l i z a n d o  

a  t a b e l a  a n t e r i o r ,  ap l iquemos o  r e s u l t a d o  o b t i d o .  S e j a ,  

p o r  exemplo,  c a l c u l a r  FC13). 

Temos que g* = 9 , segundo a  t a b e l a .  Como 1 3  .> g* 

podemos a p l i c a r  [ I ) .  A s s i m :  

F(13)  = kc l  + F(g)  p o r  ( I )  

Sendo a l  = 6 podemos e s c r e v e r :  13=g+ka 1 

Podemos p e n s a r  em: 1 3  = 1 + 2x6 + g = l  e  k=2 

Sendo cl = 11 , temos ,  a  p a r t i r  de ( I)  ac ima :  



De acordo com os  dados da t a b e l a  obtivemos g* = 9 .  

Usando o  l i m i t e  p a r a  g* : 

Podemos en t ão  a f i rmar  que o  l i m i t e  dado p o r  aque l a  

expressão  p a r a  g* é geralmente  muito i n e f i c a z .  Contudo 

o  a lgor i tmo I1 v i s t o  n a  secção  a n t e r i o r  fo rnece  g* . 
S e j a  ak = max a  e  suponha d(g) =1, g0 < g <gO+a  

j  - k '  

~ n t ã o  a p a r t i r  da fórmula:  

nós temos: 

4 

F(gO+ak) = max c  + F(gO + ak - a;) , pois s e  ak e  O 

j  j  

O 
o m a i o r  dos a + a  - a  > O + g + ak - a .  > O -f 

j  k  j -  J - 

s (gO ak) # 0 

O 
Então d(gO+ak) = 1 ,  p o i s  F(g +ak-a j )  é t a l  que 

O O 
> 1 , j á  que g0 - g +ak-a j  < g + a k g  Se x1 2 1 em X1 - 

o 
) + x > 1 em ~ ( g  + a k ) ,  ou s e j a  d(gO+ak)= 1 . 1 - 

Quer  d i z e r ,  consideramos que d(g) =l p a r a  

g0 5 g < g"+ak ( t raba lhando  com o maior i n t e r v a l o ,  j  que 

ak = max a  .)  e provamos que d(g0+ak) =l. Enfim podemos a f i r -  
J 

mar que d(g) = 1 ,  p a r a  todo g 2 g0 , ou s e j a ,  g0 - > g* . Se 

d(g"-1) > 1 ,  g0 = g*' , p o i s  p a r a  tudo r g  2 g0 temos x  > 1. 
1 - 



A s s i m  sendo quando ak suces s ivos  va lo re s  de g  

t iverem d ( g ) = l  , o a lgor i tmo pode s e r  encerrado.  

U t i l i zando  a  conclusão d e s t e  e s tudo ,  o  a lgor i tmo 

I1 ap l i cado  ao ú l t imo exemplo considerado p a r a r i a  em g=14, 

p o i s  d(g) =1 j á  e s t a r i a  s e  r epe t indo  desde g=9, p o r t a n t o  

6 vezes .  E s t e  v a l o r  6 é ob t ido  p o r  al=max a  . 
j  j 

Como v i s t o  an te r io rmente  o l i m i t e  i n f e r i o r  encon- 

t r a d o  p a r a  g* f o i  132. A s s i m  sendo o  es tudo  f e i t o  acima 

nos o f e r e c e  um c r i t é r i o  de parada  b a s t a n t e  cons ide ráve l  p a r a  

obtenção de g* . 

1.5.  ALGORITMO I11 

De acordo com o es tudo  desenvolvido n a  secção an te -  

r i o r  formularemos um novo a lgo r i tmo ,  o  mais e f i c i e n t e  den t r e  

os apresen tados .  

PASSO 1: Faça F(g)=O e  d(g)=n  p a r a  todo g. 

Faça a  k  =máximo{al ,a  2 , . . . , a n }  

Ordene a s  v a r i á v e i s  t a l  que p ,  > p ,  - > . . . - > pn 

Faça: g = l  , j = l  , i = O  

PASSO 2 :  Se g-a > O e  j < d ( g - a - )  vá  p a r a  3. 
j  - 

- J 

Senão vá p a r a  4 .  

PASSO 3 :  Calcule  M = F(g -a - )  + c Se M < F(g) vá  p a r a  4, 
J j - 

Senão f a ç a  F(g) = M , d(g) = j  e  vá p a r a  4.. 



PASSO 4 :  Se j  < n  f a ç a  j = j + l  e  v o l t e  p a r a  2 

Senão vá p a r a  5 

PASSO 5 :  Se d ( g ) = l  f a ç a  i=i+l 

Senão f a ç a  i = O  

C O M E N T h R I O :  In t roduz imos  um c o n t a d o r  i 

p a r a  o b t e r  q u a n t a s  v e z e s  c o n s e c u t i v a s  d (g )  =l 

PASSO 6 :  Se i = a k  vá  p a r a  7 

Senão f a ç a  j = l ,  g = g + l  e  v o l t e  p a r a  2 

C O M E N T h R I 0 :  Quando i = a k  e n c e r r a - s e  - - - - - - - - - -  O 

p r o c e s s o  de ob tenção  dos F(g) , p o i s  a  p r o p r i e d a d e  p e r i ó d i -  

c a  n o s  p e r m i t e  a  p a r t i r  d a í  o b t e r  q u a l q u e r  F(gl)  , gl > g ,  

u t i l i z a n d o  p a r a  i s s o  a fó rmula  ( I )  o b t i d a  n a  s e ç ã o  a n t e r i o r .  

PASSO 7 :  Faça  x.=O , j = l , 2 , .  . . , n  
J 

PASSO 8 :  Se  F(g) = O  , v á  p a r a  10 

Senão v á  p a r a  o  p a s s o  9 

PASSO 9 :  Faça - 
X d ~ s )  - Xd(g)  + 1 e  g  = % - ad(g)  

vá p a r a  8 

PASSO 10 : Faça :  k  = [b/al]  

g '  = b - 
al 

E(b) = ka l  + F ( g l )  

- 
X1 - X1 + k  

C O M E N T h R I O :  Como b  = kal + g '  pode s e r  - - - - - - - - - -  

o b t i d o  p a r a  v á r i o s  v a l o r e s  de k  e  g '  mas g '  pode ser tal que 

F ( g t )  n ã o  t e n h a  a i n d a  s i d o  computado, tamamos k  o  máximo 

i n t e i r o  c o n t i d o  em b / a l  e  ev i tamos  que e s s e  f a t o  o c o r r a .  A 





c i e n t e ,  j  á que c l /a l  > . . . - > cn/an 

(29) Fazendo j = l  + < a u  Y l -  1 1  

Expressando e s s e  r e s u l t a d o  em termo de x vem: 
j '  

( i i )  Quando alvl - < b , a solução Ótima do programa l i n e a r  é 

encontrada fazendo-se y . = a .  ( 1 ,  . , t > 1)  , yt+l  - - 
J ~j  

t 
b - J a . p  e y.=O ( j = t + 2 , .  . . , n ) .  Es t e  r a c i o c í n i o  e v i t a  

j;l ~j  J 

< b . A s s i m  sendo t 6 esc0 f o l g a  na mochila,  j á  que alvl - - 

l h ido  de t a l  forma que s e j a  o menor í n d i c e  t a l  que: 

Expressando es se  r e su l t ado  em termos de x..: 
J 

2 9  caso:  E x i s t e  l i m i t e  i n f e r i o r  i n t e i r o  p o s i t i v o  



Se o l i m i t e  i n f e r i o r  i n t e i r o  p o s i t i v o  e x i s t e ,  

en tão  uma desigualdade da forma x .  > y .  pode s e r  t r a t a d a  
1 -  J 

impl ic i tamente  in t roduz indo  uma v a r i á v e l  de complemento x .  = 
J 

- > O s u b s t i t u i n d o  - x j  - v j  - x j  p o r  r i j  + F j  na  r e s t r i ç ã o  

do problema mochila e na  função o b j e t i v o .  I s t o  simplesmente 

reduz b de a . p  . Se b - a . p  < O o p rob lemanão  tem 
J j  J j  

so lução ,  v i s t o  que a > O , V . Se b - a . ~ .  > O nós  t e -  
j  j  J J -  

mos um problema mochila padrão e um programa l i n e a r  a s s o c i a -  

do. Vejamos: 

A r e s t r i ~ ã o  o r i g i n a l  é :  

a l x l +  .,. + a - x  + ... 
+ anxn = b  

J j 

Fazendo x = v j  + F , temos: 
j  j  

Sendo b - a . ~  > O a  so lução  do programa a s s o c i a  
~ j -  - 

do é :  

Mostramos en tão  que um problema mochila com ou 

sem v a r i á v e i s  l i m i t a d a s  pode s e r  r e s o l v i d o  como um programa 

l i n e a r  p o r  inspeção .  Então um procedimento n a t u r a l  p a r a  r e -  

s o l v e r  o programa i n t e i r o  é p o r  uma enumeração de "branch 

and bound". Se nós adotamos o "Dakin branch and bound" o 

v a l o r  de xl  = b/ é i n i c i a l m e n t e  examinado. Se e l e  é i n -  
a 1 
I 

t e i r o ,  o problema mochila e s t á  r e s o l v i d o .  Caso . c o n t r á r i o  



dois nós são c r iados  - o  pr imei ro  por  i n t r o d u z i r  a  r e s t r i ç ã o  

x < [b/al] e  o  segundo impondo a  r e s t r i ç ã o  xl 2 [b/al] + 1. 1 - 

O programa l i n e a r  p a r a  cada um desses nós é r e so lv ido  por  

inspeção,  e  o  processo cont inua .  I s t o  é, nós são c r i ados  

sempre que e l e s  podem produz i r  uma solução i n t e i r a  melhorada; 

por exemplo, quando a  solução do PPL não é i n t e i r a  e  seus  va - 

lares excedem o  v a l o r  da melhor solução i n t e i r a  a t é  en tão .  

Como x  = [b/al] , x.=O ( j f l )  é uma solução in te i ra ,um l i m i  1 J - 

t e  i n f e r i o r  i n i c i a l  na função ob je t ivo  é cl [b/al] . ~ambém, 

observe que s e  a  solução do PPL não é i n t e i r a ,  há exatamen- 

t e  uma v a r i á v e l  (denominada xl ou x l+ l )  a  qua l  é f r a c i o -  

n á r i a  e  então é esco lh ida  p a r a  c r i a r  nós. 

Façamos agora uma re l ação  dos c r i t é r i o s  a  serem 

u t i l i z a d o s  na solução de um problema mochila,  tomando Por 

base o  es tudo f e i t o  anter iormente .  A enumeração desses c r i -  

t é r i o s  v i s a  e s c l a r e c e r  a inda mais a  t é c n i c a  desenvolvida nes - 

t a  seção.  

(1) 1~1c.10: Fazer X = (b/al  , O ,  O ,  . . , O )  

Obter o  l i m i t e  i n f e r i o r  i n i c i a l  pa ra  a  função 

o b j e t i v o ,  

I  M P O R T A N T E: Se xl é i n t e i r o  o  problema mochila e s  - - - - - - - - - -  - 

t á  r e so lv ido .  

( 2 )  LIMITES DA V A R I ~ V E L  FRACION~RIA 

x .  < [xi] 
I - 

Considera-se , onde i é o  índ ice  
x .  > [xi] + 1 

I - 

da v a r i á v e l  f r a c i o n á r i a  no nó a n t e r i o r  



(3) OBTENÇÃO DE UM NÓ RESULTANTE DE UMA EXPANShO 

(i) F a z e r  o r e t r o s p e c t r o  d o s  p o s s ~ v e i s  v a l o r e s  ~ 1 5 .  pa 
1 

xa ver  se  há v i a b i l i d a d e ;  

(ii) Se e x i s t e  l i m i t e  s u p e r i o r  i n t e i r o  , i s t o  é ,  pa- 
j 

r a  x u j  , t e m - s e  que: 
j - 

X = (u l ,  - .  , u t ,  ( l / a t+ l )  (b-  1 a - V  .) , O , .  . . , O )  s e  a < b 
j = l  J J 1 1 -  

(iii) Se e x i s t e  l i m i t e  i n f e r i o r  i n t e i r o  
'j 

, i s t o  é ,  pa- 

r a  x .  > u .  , t e m - s e  que:  
1 -  J 

OBS. :  CASO UMA VARIAVEL xk ,  k 6 { l , j }  , JA E S T E J A  DETERMINA- 

DA QUANDO DA OBTENÇhO DE UM N ó ,  O VALOR PARA xl PASSA A S E R :  

CASO HAJA MAIS DE UMA VARIAVEL J A  DETERMINADA, E X I S T I R A  

MAIS DE UMA PARCELA akxk A S E R  SUBTRAIDA. 

(VER OBTENÇÃO DO NÓ 1 7 ,  NO EXEMPLO RESOLVIDO ADIANTE,NO 

QUAL E S S E  RACIOC~NIO S E  FAZ N E C E S S h R I O ) ,  

( 4 )  CRITERIO PARA FORMACA0 DA L I S T A  DE NOS ATIVOS 

A p ó s  o b t e r m o s  a F . O . L .  e a F . O , I *  c o r r e s p o n d e n  - 

t e s  a um d e t e r m i n a d o  N ó ,  e l e  s e r á  c l a s s i f i c a d o  c o m o  NÓ ATIYO 

s e :  



Obs. : 

Chamamos de F.0.L o  v a l o r  da função o b j e t i v o  cor-  

respondente  ao v a l o r  de X o b t i d o  em um nó. 

Chamamos de F ,O, I  o  v a l o r  da função o b j e t i v o  o b t i  - 

da tomando-se o  máximo i n t e i r o  con t ido  em cada xi de X. 

Chamamos de de F.O.1" o  máximo v a l o r  das F .O .1  

a t é  o  nó considerado.  

C O M E N T A R I O :  - - - - - - - - - -  

Como os nós a t i v o s  são  aque les  que poderão s e r  

expandidos ,  ou s e j a ,  aque les  que poderão o f e r e c e r  uma melhor 

so lução  p a r a  o problema, t o rna - se  c l a r o  o  c r i t é r i o  usado 

p a r a  formação da  l i s t a  de nós a t i v o s ,  j á  que s e  um nó o fe r e -  

ce uma F.0.L i n f e r i o r  a  F .O,I* ,  e l e  nada a c r e s c e n t a  em t e r -  

mos de so lução  mais f a v o r á v e l .  

(5)  CRITERIO DE CORTES NA LISTA DE NÓS ATIVOS 

A proporção que os nós s e  sucedem, a  F.O.1" c r e s  - 

ce em v a l o r  e  determinados nós a t i v o s  perdem em i n t e r e s s e .  

A s s i m  sendo a  l i s t a  deve s e r  a  cada i t e r a ç ã o  submetida a  

c o r t e s .  Todo nó cu jo  máximo i n t e i r o  con t ido  em F . O . L .  f o r  

i g u a l  ou menor que F,O.I* ,  não pode o f e r e c e r  so luções  mais 

f a v o r á v e i s  que e s t a  , e  deve en t ão  s e r  desprezado,  Ou s e j a ,  

todo nó t a l  que v e r i f i q u e  a  des igualdade abaixo s e r á  co r t ado .  

Obs. : a  af i rmação sub l inhada  
F . O , L ,  - F.O,I* < 1 deve-se ao f a t o  dos 

cus tos  serem i n t e i r o s .  



(6) CRITERIO PARA ESCOLHA DO PRÓXIMO NÓ A SER EXPANDIDO 

"Escolha o mais r ecen te  nó c r iado  pe r t encen te  a 

l i s t a  dos nós a t i v o s  com a mais a l t a  solução l i n e a r , "  

( 7 )  CRITERIO DE PARADA 

Não há mais nó a t i v o  

EXEMPLO: (Hu,T. ; I n t e g e r  Programming and Network Flows) 

MAXIMI ZAR 18x1 + 14x2 + 8x3 + 4x4 

s u j e i t o  a :  15x1 + 12x2 + 7x3 + 4x 4 - < 33 

x x x > O e i n t e i r o s  X1' 2 '  3' 4 - 

Obtenção do nó 1 :  xl = b/a í  -+ x = 33/15 1 

Obtenção do nó 2:  xl ( 2 

E x i s t e  o l i m i t e  s u p e r i o r  i n t e i r o  p1 = 2 e 

all-il 
< b . A s s i m :  



Obtenção do Nó 3 : xl > 3 

Obtenção do nó 4 :  x2=0 ; x < 2 1 - 

E x i s t e  o l i m i t e  s u p e r i o r  i n t e i r o  u 2 = 0  e a < b .  1 1  

, Assim: 

Obtenção do nó 5 :  x2  > 1 , x < 2 1 - 

E x i s t e  l i m i t e  i n f e r i o r  i n t e i r o  p 2 = 1  . Então: 

- x2 - + x =1 e x =x = O  A s s i m :  X = (- 2 3 4 21 15 , 1 , 0 , 0 )  

PELO CRITERIO DE ESCOLHA DOS Nó, O NÓ 4 SERh EXPANDIDO 

4) EXPANSÃO DO NO 4 :  

x < 13/71 + x3 < O -+ NÓ 6 
3 - - 

x > [3/7] + 1 + x3 > 1 + NÓ 7 
3 - - 

Obtenção do nó 6 :  x3=0 , x2=0 , x < 2 1 - 



E x i s t e  l i m i t e  s u p e r i o r  i n t e i r o  u3=0 e  a  v < b.  1 1  

Assim: 

< 2 Obtenção do nó 7 :  x3 > 1, x2=0 , x1 - 

E x i s t e  l i m i t e  i n f e r i o r  i n t e i r o  v3=1 .  Então:  

x  = (b - a3p3)/al + x = (33 - 7.1)/15 + x1 = 26/15 
1 1 

- 
X3 - v3 + x j = l  e  x  =x = O  . Assim: X=(-- 2 4 26  25 , O , l , o )  

PELO CRITERIO DE ESCOLHA DOS NOS, O NO 7 SERA EXPANDIDO 

5)  EXPANSÃO DO NO 7 : 

x  < [26/15] -+ x  < 1 + NÓ 8  1 - 1 - 

x  > [26/15] + 1 + x  > 2 + NÓ 9 1 - 1 - 

Obtenção do nó 8 :  xl  5 1 ,  x3  2 1 , x2=0 

E x i s t e  l i m i t e  s u p e r i o r  i n t e i r o  v l = l  e  alui < b. 

A s s i m :  

; F . O . I = 3 4  ; F . O . I * = 3 6  F.O.L. = 38 - 7 



Obtenção do nó 9 :  x1=2 , x > 1 , x = O  3 - 2 

I N V I ~ V E L  

PELO CRITERIO DE ESCOLHA DOS NÓS, O NÓ 5 S E M  EXPANDIDO 

6) EXPANSÃO DO NO 5 :  

O b t e n ç ã o d o N Ó 1 0 :  x < I ,  x > 1  1 - 2 - 

E x i s t e  l i m i t e  s u p e r i o r  i n t e i r o  V =1 e a V < b .  
1 1 1  

A s s i m :  

Obtenção do NÓ 11: xl=2 , x > 1 2 - 

INVIAVEL 

PELO CRITERIO DE ESCOLHA DOS NÓS, O NÓ 10  S E M  EXPANDIDO 

EXPANSÃO DO NÓ 10  : 

Obtenção do NÓ 1 2 :  x < 1 , x2=1 1 - 

E x i s t e  l i m i n t e  s u p e r i o r  i n t e i r o  v 2 = 1  e a 1 1  V < b .  

A s s i m :  



Obtenção do nó 13: xl ( 1  , x  > 2 - 2 - 

E x i s t e  l i m i t e  i n f e r i o r  i n t e i r o  p 2 = 2  

X 1 = (b - a2ii21/al + X  1 = (33-12.2)/15 
+ xl = 3/5 

- x2 - p2 + X =2  2 e  x  =x ,  -O . Assim: X=(3/5 ,2 ,0 ,0)  3  4- 

PELO CRITERIO DE ESCOLHA DOS NOS, O N o  6 S E m  EXPANDIDO 

8) EXPANSÃO DO Nó 6 :  

x  < [3/4] + x4 ( o 4 - -+ Nó 1 4  

> [3/4] + 1 + x  > 1 + NO 1 5  X4  - 4 - 

Obtenção do NO 14:  x4=0 , xl=O , x = O  , x  < 2 2 1 - 

E x i s t e  l i m i t e  s u p e r i o r  i n t e i r o  p4  e  alpl < b .  

Assim: 

Obtenção do NO 1 5 :  x4 2 1 , x  = O  , x2=0 , x  < 2 3  1 - 

E x i s t e  l i m i t e  i n f e r i o r  i n t e i r o  u 4 = l  

X 1 = (b - a 4 ~ ) / a l  -t X1 = (33-4.1)/15 + xl = 29/15 

x2 = x = O e  x4 = p 4  = 1 . Assim: X = (29 /15 ,0 ,0 ,1 )  3  



PELO CRITÉRIO DE ESCOLHA DOS NÓS,O NO 1 2   SER^ EXPANDIDO 

9) EXPANSÃO DO NÓ 1 2 :  

Obtenção do NÓ 16 :  x3=0 , x =1 , x < 1 2 1 - 

E x i s t e  l i m i t e  s u p e r i o r  i n t e i r o  p3=0 e a lVl < b .  

A s s i m :  

Obtenção do NÓ 1 7 :  x 3 L 1  , xl ( 1  , x =1 2 

E x i s t e  l i m i t e  i n f e r i o r  i n t e i r o  p 3 = l  

E n t r e t a n t o ,  como x 2 = 1  , temos: 

A s s i m :  

PELO CRITERIO DE ESCOLHA DE NÓS,O NÓ 1 7  SE@ EXPANDIDO 



O b t e n ç ã o  d o  NO 1 8 :  xl=O ; x3 - > 1 ; x =1 2 

E x i s t e  l i m i t e  s u p e r i o r  ul=O e allJ.l < b .  A s s i m :  

OBS. : ( 1 )  DE ACORDO COM OS VALORES ENCONTRADO PARA 

F . 0 . L  e F . O . I * ,  ESSE NÓ INGRESSA NA L I S T A  DE NÓS 

ATIVOS. 

( 2 )  COMO F . O . I *  = 3 8  E AS F . 0 . L  ANTERIORES 

SÃO T A I S  QUE F . 0 . L  - F . O . 1 "  < 1 , OS NOS QUE CONS- 

TAM DA L I S T A  DE NÓS ATIVOS SÃO CORTADOS. 

COMO A L I S T A  DE NÓS ATIVOS ESTA VAZIA, MAIS NE- 

NHUM NÓ H h  PARA SER EXPANDIDO, A SOLUÇÃO ÓTIMA FOI  ENCONTRA- 

DA NO NÓ 1 8 .  

F .O .  = 3 8  

x1 = O ; X2 = 1 ; x 3 = 3 ; x 4 = O  



ARBORESCENCIA ASSOCIADA Às COMPUTAÇUES 

INTEIRA ÓTIMA 

X=(0,1,3,0) com F.O=38 

3 ,  ~ é t o d o  dos Mul t ip l i cadores  de Lagrange 

Um r e s u l t a d o  devido a  E v e r e t t  1 9 1 é agora  apre-  

sen tado  permitindo-nos r e s o l v e r  um programa i n t e i r o ,  e  en tão  

um problema mochila impondo a  ex igênc ia  da i n t e g r i d a d e  e  não 

nega t iv idade  das v a r i á v e i s .  



TEOREMA: S e j a  o  problema l i n e a r  i n t e i r o :  

M A X I M I  ZAR f (2) 

x > O e  i n t e i r o  - - 

S e j a  X - > O . Se - x0 r e so lve  o  problema: 

MAXIMI ZAR f (2) - h g(2)  

s u j e i t o  a :  x  > O e  i n t e i r o  , - 

então  e l e  também r e s o l v e  o  problema: 

M A X I M I  ZAR f (&I 

s u j e i t o  a :  g(2) 5 g(xO) 

x > O e  i n t e i r o  - - 

OBS. : Se h é encontrado t a l  que (3) = b , o problema o r i  -- 

g i n a l  e s t á  r e s o l v i d o ,  com - x0 sendo o  ÓTIMO. 

DEMONSTMÇÃO : 

Se x0 maximiza a  FUNÇAO LAGRANGEANA f  (x) - 
- X g(2) , en tão :  

Se a  desigualdade acima é v e r d a d e i r a  p a r a  todo 

x > O , en tão  e l a  é s a t i s f e i t a  p a r a  g(xO) - g(&)  > O . - - 



Sendo X - > O e  como g(xO) - g(x) > O s a t i s f a z  

a desigualdade a n t e r i o r ,  conc lu~mos  que : 

f  (xO) - - > f  (x) - , vx > O - - 

Como vimos acima f  (xO) - > f  (x) é s a t i s f e i t a  pa- 

r a  g(xO) - g(5) 2 0 ,  o u s e j a :  f ( x O )  -- - > f ( x )  - mesmo que 

O g ( 5  ) 2 g(5) . Ou como queríamos demonstrar ,  zo s a t i s f a z  

o problema: 

MAXIMI ZAR f (5) 

s u j e i t o  a :  g(5)  < g(xO) 

x > O e  i n t e i r o  ( c .q ,d )  - - 

Se o m u l t i p l i c a d o r  X é se lec ionado  t a l  que 

b = g(xO)  - , nós podemos r e s o l v e r  o programa i n t e i r o  sem a 

r e s t r i ç ã o  desigualdade.  Es t e  problema é consideravelmente 

mais f á c i l  p a r a  r e s o l v e r .  
a 

A d i f i c u l d a d e  com a aproximação LAGRANGEANA e 

que nem sempre é p o s s í v e l  encon t r a r  h t a l  que g(xO)  = b , 

E v e r e t t  provou e s t a  a f i r m a t i v a  e demonstrou um Teorema que 

nos g a r a n t e  o s e g u i n t e :  SE - x* I! PRÓXIMO DO BTIMO DA LAGRANGE - 

ANA, - x* TAMBÉM É PRÓXIMO DO Ó T I M O  DO PROBLEMA ORIGINAL COM 

RESTRIÇÃO . 
Esse r e s u l t a d o  nos permi te  formular  o s e g u i n t e  

a lgor i tmo : 

PASSO 1 :  Escolha X - > O 

PASSO 2 :  Ache o x que maximiza a FUNÇÃO LAGRANGEANA pa - 

r a  e s t e  v a l o r  de X 



PASSO 3 : Se g ( x )  - é próximo SUFICIENTEMWTE de b , PARE. Senão escolha 

novo X - > O e  volte ao passo 2.  

Um processo de solução por inspeção 

De acordo com o teorema estudado nosso problema é :  

MAXIMIZAR 1 c x - 1  1 a x  
j j j  j  j =i j = l  

x > O e  i n t e i r o  , j = l ,  . . . ,  n 
j  - 

ou en tão :  

MAXIMIZAR ( c j  - h a . ) x  
j  =i J j  

x .  > O e  i n t e i r o  , j = l ,  ..., n 
J - 

Como nosso o b j e t i v o  é maximizar a expressão 

(c1 - h + . . . + (cn - A an)xn podemos f a z e r :  

( i )  x.=O s e  c - h a  < O  
J j  j 

( i i )  x .  =v  s e  c - h a  > O , onde 
j  '?i 

é o máximo va- 
J j 4 

l o r  que x assumir 
j  

( i i i )  x E [O,vj] s e  c - h a = O ( i s t o  é devido ao 
j  j  j  

f a t o  de ,  n e s t e  caso ,  o v a l o r  de x não i n t e r f e r i r  na  função 
j 

o b j e t i v o )  

A p a r t i r  d a í  apenas dois  f a t o s  passam a i n t e r e s -  

s a r :  a) o s i n a l  de c - h a  
j  j  

b) o máximo v a l o r  que x pode assumir 
j 

a) Para  d e f i n i r  o s i n a l  de c - h a  precisamos a v a l i a r  os 
j  j 

va lo res  de h . 
Suponhamos que c e a são p o s i t i v o s  e que as 

j  j  



v a r i á v e i s  e s t ã o  ordenadas de t a l  forma que cl/al  - > c / a  - > 

. . . > cn/an . O s  va lo res  assumidos por  h s e rão  : O, cn/an,  

C n - l l an -1 '  c l /a l  , onde c l /a l  é O máximo v a l o r  que 

X assume. Como x v a r i a  somente quando c  - h a  = O ,ou - j j  
s e j a ,  quando h = c . / a  , o  v a l o r  pa ra  x permanece constan 

J j - - 
t e  nos i n t e r v a l o s :  

A s s i m  obtemos x  p a r a  X = O e  sabemos então - 
que e s t e  x s e  conserva cons tan te  a t é  que h assuma o  va- - 
l o r  cn /a  , implicando então em um novo v a l o r  pa ra  o  v e t o r  

n  
x  , que s e  conservará  cons tan te  a t e  que A assuma o  v a l o r  - 

'n- i / an -  1 , e  assim por  d i a n t e .  Como dissemos a  pouco, as  

únicos va lo res  a  serem t e s t a d o s  s e  correspondem com os se -  

gu in tes  v a l o r e s  assumidos por  h : O, cn /an , .  . . , c2 /a2  , 

b) Valores máximo v i  que os xi podem assumir 

Caso c  - A a  ? O en tão  x . = p  que é 
j j  J j  

O 

maior v a l o r  p o s s í v e l  p a r a  x . Vejamos uma forma de es t imá 
j  - 

10. 

Se os l i m i t e s  supe r io res  
j 

não são conheci- 

dos, e l e s  podem s e r  tomados como [b /a . ] .  En t re t an to  ao con- 
I 

siderarmos 1 a jxp  , e s t e  v a l o r  pode s e r  consideravelmente 

maior que b  . Acrescido do f a t o  de que x  pode 
j  

tomar 

qualquer  v a l o r  desde o  menor a t é  o  maior ,  s e  c  - h a  = O , 
j  j 

então aquele  somatõrio c resce  a inda mais. Desta f e i t a  os 

mul t ip l i cadores  de Lagrange são normalmente usados quando 



são conhecidos os valores máximos das variáveis, por exem- 

EXEMPLO 

MAXIMI ZAR 15x1 + 13x2 + 7x3 + 5x4 

< 37 -sujeito a: 17x1 + llxZ + 7x3 + 4x4 - 

X1 x2, X3, X4 E {O,lI 

Ordenando as variáveis, temos : 

MAXIMI ZAR 5x1 + 13x2 + 7x3 f 15x4 

sujeito a: 4x1 + llx2 + 7x3 + 17x4 ( 37 

x E {OJI X1, X2' X3' 4 

Valores assumidos por h : 0,15/17, 717, 13/11, 514 

(1) Para X = O ou para X E [O ,15117) 

SINAL DE c - X a : sempre positivo 
j j 

Valores dos x : x1=xZ=x3=x4=l +- x = (l,l,l ,I) 
j - 



(2) Para  A = 1 5 / 1 7  ou pa ra  X E [15/17,1) 

S i n a l d e  c - A a  : p o s i t i v o  pa ra  j = 1 , 2 , 3  
j  j  

nu lo  pa ra  j=4 

Valores dos x  : x  =x =x =1 1 2 3  x = ( l y l y 1 , O )  
j  - 

O U  x4=o ou 1 

x  - = ( l y l y l , l )  

1 a . x  = 39 pa ra  x  = ( 1 , 1 , 1 , 1 )  
J j - 

j  =i 

2 a . x  = 2 2  pa ra  x  = ( 1 , 1 , 1 , 0 )  
J j  - 

j  =i 

4 
b - 1 a . x  = 37-39 = - 2  pa ra  x  = ( 1 , 1 , 1 , 1 )  

J j  j  =i 

b - 1 a . x  = 37-22 = 15 p a r a  x  = ( 1 , 1 , 1 , 0 )  
J j  - 

j  =i 

4 
1 c - x  = 5.1+13.1+7.1+15.1 = 4 0  p a r a  x  = ~ 1 , 1 , 1 , 1 )  

I j  - 
j  =i 

4 
1 c-x = 5.1+13.1+7.1+15,0 = 2 5  p a r a  x  = ( 1 , 1 , 1 , 0 )  

J j j  =i 

(3) Pa ra  X = 1 ou p a r a  X E [1,13/11) 

S i n a l  de c  - X a  : 
j  j  

p o s i t i v o  pa ra  j =1,2 

nulo pa ra  j = 3  

negat ivo  p a r a  j=4 

Valores dos x  : x  = ( 1 , 1 , 0 , 0 )  
j  - 

ou 

x  - = ( l y l y 1 , O )  



1 a . x .  = 22 para  x = ( l , l , l , O )  
J J  e 

j-1 

a - x  = 1 5  pa ra  x  = ( 1 , 1 , 0 , 0 )  
J j  - 

j  =i 

b -  a . x  = 3 7 - 2 2 = 1 5  p a r a  x = ( l , l , l , O )  
J j  e 

j  =i 

b - a . x  = 37-15 = 2 2  pa ra  x  = ( 1 , 1 , 0 , 0 )  
J j  - 

j  =i 

1 c - x  = 25 pa ra  x  = ( l , l , l , O )  
I j  - 

j  =i 

c . x  = 18 pa ra  x  = ( 1 , 1 , 0 , 0 )  
J j  e 

j  =i 

( 4 )  Pa ra  X = 13/11 ou p a r a  X E [13/11,5/4] 

S i n a l  de c - X a  : 
j  j  

p o s i t i v o  p a r a  j = l  

nulo pa ra  j=2 

negat ivo p a r a  j=3 ,4  

Valores dos x  : X = ( 1 , 0 , 0 , 0 )  
j  

x  = ( 1 , 1 , 0 , 0 )  

1 a . x  = 4 pa ra  x  = ( 1 , 0 , 0 , 0 )  
J j  j  =i 

a . x  = 1 5  pa ra  x  = (1 ,1 ,0 ,0 )  
J j  e 

j  =i 

4 
b - 1 a - x  = 37-4 = 33 p a r a  x  = ( 1 , 0 , 0 , 0 )  

I j  - 
j  =i 



b - 1 a . x  = 3 7 - 1 5  = 2 2  pa ra  x = ( 1 , 1 , 0 , 0 )  
J j - 

j =i 

2 C . X  = 1 8  p a r a  x = C 1 , 1 , 0 , 0 )  
J j - 

j =i 

E C . X  = 5  pa ra  x =  ( 1 , 0 , 0 , 0 )  
J j - 

j =i 

( 5)  Para  X = 5 / 4  ou pa ra  X E 1 5 1 4  ,+m] 

[ n u l o  p a r a  j = l  S i n a l  de c  - X a  : 
j 

L nega t ivo  pa ra  j = 2 , 3 , 4  

Valores dos x : x  = [ O , O , O , O )  
j 

O U  

= ( 1 , 0 , 0 , 0 )  

1 a . x .  = O p a r a  x  = ( 0 , 0 , 0 , 0 )  - j = l  J J  

b - a . x  = 3 7 - 0  = 3 7  p a r a  x  = ( 0 , 0 , 0 , 0 )  
J j j =i 

b - 1 a . x  = 3 7 - 4 = 3 3  p a r a  x  = [ 1 , 0  , O  ,O) 
J j j =i 

1 c . x  = O pa ra  x  = ( 0 , 0 , 0 , 0 )  
J j j =i 

4  
1 c . x  = 5  p a r a  x = ( 1 , 0 , 0 , 0 )  

J j - 
j =i 



SOLUÇÕES ENCONTRADAS 

F(x) = 40 com b - 1 a - x  = - 2  
j =i J j  

4 
F(X) = 25 com b  - 1 a . x  = 1 5  

j = l  J j  

F(x) = 5 com b  - a . x  = 33  
j =i J j 

F(x) = O com b  - a . x  = 37 
j =i J j 

Como ver i f icamos e x i s t e  a  p o s s i b i l i d a d e  de 

1 a j X j  
c a i r  f o r a  da reg ião  v i á v e l .  No exemplo acima consta-  

j  
tamos, de acordo com a  solução apresentada p e l a  t é c n i c a  u t i l i  - 
zada, que a  solução mais f avoráve l  exige um aumento no tama- 

nho da mochila de 3 7  pa ra  40, o  que t o r n a r i a  a  solução exa ta .  

OBS.: ESTE PROCEDIMENTO É ESPECIALMENTE USADO QUANDO OS 

DADOS (em p a r t i c u l a r  b )  ESTA0 SENDO ESTIMADOS. 

A melhor solução encontrada,  t a l  que b - 1 a j x j  
4 

e s t á  mais próximo de ZERO, e :  

F " ( x )  = 4 0  com x  = ( 1 , 1 , 1 , 1 )  - 

Apliquemos, agora a  t é c n i c a  dos mul t ip l i cadores  

de Lagrange na  solução do exemplo abaixo,  no qua l  abandonamos 

a  ex igência  da p o s i t i v i d a d e  dos c  e  a  
j  j  



MAXIMI ZAR -18x1 + 14x2 + 8x3 + 4x4 

s u j e i t o  a :  -15x1 + 12x2 + 7x3 + 4x4 ( 33 

Temos, en tão:  

MAX (-18+15h)xl + ( 1 4 - 1 2 1 ) ~ ~  + (8-7X)x3 + (4-4h)x4 

s u j e i t o  a :  x  ~ ' { 0 , 1 }  
j 

Identicamente ao problema a n t e r i o r  b a s t a  a n a l i s a r :  

O quadro abaixo apresenta  os va lores  encontrados : 

A melhor solução encontrada é F(x) = 8 com 

x = ( 1 1 , l l )  Ent re tanto  ve-se claramente s e r  x  - = ( O , l , l , l )  

o  ponto Ótimo com F(x)=26 . Este f a t o  deixa c l a r a  a  necess i -  

dade da pos i t iv idade  dos a  e  c  pa ra  u t i l i z a ç ã o  do méto- 
j j  



do d e s c r i t o  nessa  secção.  

4 .  comentário sobre  os métodos apresentados 

O procedimento de programação dinâmica,  embora s e  - 

j a  consideravelmente mais e f i c i e n t e  quando não s e  apresenta  

l i m i t e s  às v a r i á v e i s ,  tem como aspecto negat ivo a quant idade 

de va lo res  que necessi tam s e r  amazenados na memória, do compu - 

t ador .  Mesmo no ALGORITMO 11 ,  onde há kg va lo res  a menos 

pa ra  serem armazenados (k=nQ de v a r i á v e i s  e g=tamanho da 

mochi la ) ,  p e r s i s t e  e s t e  impasse. Por tan to  pa ra  problemas 

com muitas v a r i ã v e i s  e -- b de tamanho expressivo e s t a  t é c n i c a ,  

de f á c i l  programação e entendimento pe lo  u s u á r i o ,  t o rna - se  

INEFICIENTE COMPUTACIONALMENTE. O uso da propriedade p e r i ó d i  

ca (caso do ALGORITMO 111) quando p o s s ~ v e l ,  pode diminuir  con - 

s ideravelmente  a quantidade de va lo res  a serem armazenados, 

e n t r e t a n t o  s e  o número - k de v a r i á v e i s  f o r  muito grande v a i  

impl icar  em um bom tempo de processamento, o que t o r n a  o meca - 

nismo i n e f i c i e n t e  pa ra  problemas de grande p o r t e .  
a 

Para problemas de pequeno p o r t e  e s t a  t é c n i c a  e 

a l tamente  e f i c i e n t e .  Neste caso o ALGORITMO I1  é b a s t a n t e  

e f i c a z .  Se a propriedade p e r i ó d i c a  puder s e r  u t i l i z a d a  (o t a  - 

manha da mochila e o cus to  cl  podem t o r n a r  n u l a  e s s a  vanta-  

gem) a e f i c i ê n c i a  aumenta. 

No caso de problemas de médio p o r t e  o ALGORITMO 

I11 s e  puder s e r  usado não é de todo i n e f i c a z ;  a não s e r  que 

o problema mochila em questão s e j a  um subprograma b a s t a n t e  

s o l i c i t a d o ,  

A t é c n i c a  de "branch and bound" pe los  mesmos mo- 



t i v o s  expos tos  acima deve apenas s e r  usada em problemas de 

pequeno p o r t e  e ,  t a l v e z ,  de médio p o r t e .  

O método dos m u l t i p l i c a d o r e s  de Lagrange pode 

s e r  ap rove i t ado  no caso de s e r  s u f i c i e n t e  uma so lução  ap rox i -  

mada. O tempo de processamento e  a  necess idade  de armazena- 

mento são b a s t a n t e  f a v o r á v e i s .  Torna-se i n e f i c a z ,  e n t r e t a n t o ,  

caso a  so lução  encont rada  c a i a  f o r a  da r eg i ão  v i á v e l  e  b  

não possa  s e r  modificado p a r a  absorve- la .  No caso de s e r  

usado como t é c n i c a  p a r a  um subprograma muito s o l i c i t a d o ,  a  

p o s s i b i l i d a d e  da  so lução  c a i r  f o r a  da r eg i ão  v i á v e l  pode s e r  

consideravelmente  n e g a t i v a .  

Como pudemos obse rva r ,  cada problema r eque r  um 

cuidado e s p e c i a l  na  e sco lha  da t é c n i c a  de so lução .  No caso  

de problemas de grande p o r t e  a  necess idade  da busca  de s o l u -  

ções aproximadas a p l i c á v e i s  a  cada caso su rge  a t é  como um 

d e s a f i o .  Podemos c i t a r  "The c u t t i n g  s t o c k  problem" p a r a  O 

qua l  formularemos um a lgo r i tmo  p a r a  obtenção de uma so lução  

aproximada p a r a  os problemas mochila que surgem como subpro- 

gramas. I s t o  s e r á  f e i t o  em c a p í t u l o  f u t u r o .  



TRANSFORMAÇÃO DE UM PROBLEMA DE PROGRAMAÇÃO 

INTEIRA COM - m RESTRIÇÕES EM UM PROBLEMA MOCHILA 



1. O problema da transformação de um sistema de equações line- 

ares em uma única equação linear 

Considere as "m" equações lineares : 

amlxl + am2x2 + ' . .  
+ amnxn = b  m 

'Om aij 
e bi inteiros. 

Multiplicando as "m" equações respectivamente por 

W; , i=l, . . . ,  m , obtemos a equação matricial: 

Adicionando as "m" equações lineares resultantes 

desta equação matricial e expressando sob a forma de somató- 

rio, temos: 

Observamos que as equacões (1) implicam (2), toda 

solução (e particularmente inteira e positiva) para (1) é uma 

soluqão para (2). Atribuindo valores arbitrários para OS 

w 's , contudo, o conjunto dos inteiros náo negativos i 



x  = ( x l , .  ' .  ,xn) sa t i s f azendo  2 é geralmente maior que o  con- - 

junto sa t i s f azendo  1. 

Como exemplo citamos abaixo o  problema cons tan te  

em Balas 1 1 .  
O problema i n i c i a l  t i n h a  t r ê s  r e s t r i ç õ e s  d e s i -  

gualdades com cinco v a r i á v e i s  ZERO-UM, Para o b t e r  as equa- 

ções adicionamos v a r i á v e i s  de f o l g a  não negat ivas  x 6 ,  x7 e  

x  , as qua i s  devem s e r  i n t e i r a s  s e  os c o e f i c i e n t e s  8 
também 

i n t e i r o s .  O r e s u l t a d o  é :  

MINIMIZAR 5x1 + 7x2 + 10x3 + 3x4 + x  
5 

-x + 3xZ - 5x3 - x4 + 4x5 x6 = - 2  s . a . :  1 

2x1 - 6x2 + 3x3 + 2x - 2x5 4 
+ X 7 = o 

5 
Existem 2 =32 p o s s ~ v e i s  va lo res  - x  = (x 1 ,x2 ,X3 ,  

x 4 , x 5 ) .  (Arranjo completo de 2 ,  5  a  5. Exemplo: (0 ,O ,O, 1 ,O) 

e  (0 ,O ,O, 0 , l ) ) .  Por enumeração completa, as  Únicas soluções  

b i n á r i a s  são ( 0 , 1 , 1  ,O ,O) e  ( 1 , 1 , 1  ,O ,O) . Se nós a rb i t r a r i amen  - 

t e  escolhemos os va lo res  wl= l ,  w 2 =1 e w 3  = 1 ,  teremos, a p l i c a  - 

do ( 2 )  : 

a  qua l  tem as  duas soluções ZERO-UM acima mais 5  o u t r a s ,  a  s a  - 

b e r :  ( 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ) ,  [ O , l , l , O , l ) ,  ( O , l , l , l , O l ,  ( l , O , ~ , O , O l  e  

( l , L l , ~ , O )  

A s s i m  sendo nosso problema s e  resume em encon- 



t r a r  va lo res  pa ra  os wi 's  t a l  que cada solução i n t e i r a  e 

p o s i t i v a  da equação l i n e a r  r e s u l t a n t e  s e j a  também solução do 

s i s tema que l h e  deu origem. 

Evidentemente, s e  o  problema mochila r e s u l t a n t e  

é mais f á c i l  p a r a  r e s o l v e r  que o  programa i n t e i r o  i n i c i a l  e  

sua  construção pode s e r  e fe tuada  em um número razoável  de tem - 

po,  a  transformação é prove i tosa .  

2 .  Teorema de Mathews; Processo de agregação I 

Es te  processo tem por  base um teorema o r i g i n á r i o  

em Mathews 1 22 1 ,  O qual encunciaremos e provaremos a  s e g u i r .  

Teorema : 

Considere um s i s tema de duas equações : 

com c o e f i c i e n t e s  i n t e i r o s  a  ( i = 1 , 2  e  j = 1 , 2 , ,  . . ,n)  e  e s t r i t a  i j  - 
mente p o s i t i v o s .  

(a) s e  exis tem va lo res  não negat ivos  x l , .  . . ,xn sa t i s f azendo  

E1 e  E , então :  2 

> b  pa ra  no mínimo um j (1  < j  < n) 
b 2 a i j / a 2 j  - 1 - - 

(b) s e  w é um i n t e i r o  p o s i t i v o  t a l  que 

w > b2  máximo I a l j / a Z j 1  



então o  conjunto solução de E1 e  E 2  em v a r i á v e i s  i n t e i r a s  

não nega t ivas  é o mesmo da Única equação: 

Demonstração : 

(a) Suponha b  a .  . / a  pa ra  cada j  . Como a l j  > O e  2 ij 2j  

a Z j  > O , para  x. > O , temos que: 
J - 

O somatório sobre j  nos dá: 

, p a r a  todo x .  > O 
j = l  j = l  J - 

Mas, por  h i p ó t e s e ,  e x i s t e  no mínimo uma solução 

O não nega t iva ,  x , para  E1 e  E2 , t a l  que: 
j 

Subs t i tu indo-se  na Última inequação obtemos 

b  b  < blb2 , O que é uma CONTRADIÇAO. 
2 1 

(b) Para toda solução de E1 e  E 2  nós temos sl=bl e  s2=b2 , 

o que s i g n i f i c a  que ws2=wb2 e  s l + w s  2 = bl + wb2 , ou s e j a ,  

6 também uma solução pa ra  E 3  . 
Para provar  a  r ec íp roca  (solução de E 3  -t so lu-  

ção de E1 e  E 2 ) ,  consideremos uma solução i n t e i r a  não n e g a t i -  

O va ,  x , p a r a  E 3  . Se e s t a  solução x0 não é uma solução 
j j 

i n t e i r a  pa ra  E1 e  E 2  , então s2  f b2 , po i s  s e  s2=b2  se -  



g u i r i a  que w s 2  = wb2, e  s u b t r a i n d o  e s t a  Última de E 3  t e r í a -  

o  mos s =b 
1 1 '  

logo x s e r i a  so lução  i n t e i r a  p a r a  E1 e  E 2  . 
j  

A s s i m  sendo s e  provarmos que uma so lução  i n t e i  - 

r a  não n e g a t i v a  p a r a  E é t a l  que s  =b e s t a r á  provado 3  2 2 

que e s t a  é também uma so lução  p a r a  E1 e  E 2 '  

n  o  
Se s 2  = 1 a Z j x j  # b 2  en tão  há um i n t e i r o  

j  =i 

não nu lo  q  t a l  que s2  = b2+q.  Subs t i t u indo - se  e s t a  ex- 

O p r e s s ã o  em E3 , com x .=x  , temos : 
J j  

Se provarmos que q=O concluiremos ,então, ;que,  

uma so lução  i n t e i r a  não n e g a t i v a  p a r a  E3 +- s = b2 , 2 e  

consequentemente é so lução  p a r a  E1 e E 2  

Sabemos que s e  os  c o e f i c i e n t e s  ai j  são  p o s i t i  - 

vos:  

p a r a  qua lquer  so lução  não n e g a t i v a  (no caso i n t e i r a ) ,  p o i s  

(1) Ver i f icaremos agora  s e  q  6 p o s i t i v o  

Para  q  > O a d e s i g u a l d a d e  b  -w > O  +- 

1 q -  
> wq . Mas po r  (a)  temos que w > bl . Logo bl  2 wq + bl - 



s ó  pode s e r  verdade i ro  s e  O < q  < 1, Como q é i n t e i r o  t e -  

4 

mos que > wq é uma C O N T M D I Ç A O ,  Assim sendo q  não e  
bl - 

p o s i t i v o ,  

.a 

(2) Ver i f icaremos agora  s e  q e  nega t ivo  

Quando q  < O , e l e  deve s e r  - 1 , - 2 , - 3 ,  e t c ,  e  

en t ão  s l=  bl - wq -t s  > b  + w , p o i s  o  menor v a l o r  1 -  1 
da 

a 

expressão  bl - wq e  bl  + W .  

Mas, po r  d e f i n i ç ã o :  w > b2 max a  
j  

i j / a 2  j  

~ a í ,  temos: w > b2 a l j / a Z j  , j = l , .  . . , n  + 

wa2 j > bZ a  , ' j 1 , .  . n .  Podemos também e s c r e v e r :  ' 

1 j 

w a  2 j  x j  > b2 a l j  x j  , ou,  também: 

Se blb2 2 O en t ão :  w s2  > b2 s1 - l b 2  

Subs t i t u indo- se  s l  po r  bl+w a  desigualdade 

> b  + w .  Assim: acima cont inua  v á l i d a  p o i s  vimos que s l  - 

Mas s 2  = b2 + q e  q < O . Logo s2  > b2 e  

uma CONTRADIÇÃO . 
De acordo com os r e s u l t a d o s  de (1) e  (2) conc lu í  - 

mos que q=O . A s s i m  sendo provamos que s 2  = b2 p a r a  uma 

so lução  i n t e i r a ,  não nega t iva  de E3 . Logo e s t a  é também 

uma so lução  i n t e i r a  não n e g a t i v a  p a r a  E1 e  E 2 .  



Apliquemos o  r e s u l t a d o  desse  teorema no exemplo : 

De acordo com o  exemplo, temos: 

Obtenção do l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o  i n t e i r o  w :  

w > b2  máximo {a  i d a 2 i  a i 2 / a 2 2 1  

w > 3 máximo {2 /1 ,  3 /2 )  

S e j a , e n t ã o :  w = 7  . Assim: 

A so lução  i n t e i r a  de (111) é xl=x2=l  , mesma 

so lução  de ( I )  e  ( 1 1 ) .  

OBSERVAÇÃO 1 : 

O teorema es tudado s ó  pode s e r  a p l i c a d o ,  como 

vimos, a s  duas equações com c o e f i c i e n t e s  i n t e i r o s  e  e s t r i t a -  

mente p o s i t i v o s .  Mathews observou,  e n t r e t a n t o ,  que duas 
I 

equações com c o e f i c i e n t e s  i n t e i r o s  e  não nega t ivos  (mas não 

necessar iamente  todos  p o s i t i v o s )  s  =b e  s =b podem, por  1 1  2 2 

in te rmédio  da adaptação s u g e r i d a  aba ixo ,  tornarem-se  equa- 



ções com c o e f i c i e n t e s  e s t r i t a m e n t e  p o s i t i v o s .  A r e f e r i d a  

adaptação é a s e p i n t e :  

A s  equações "E1" e "E2(' tem c o e f i c i e n t e s  e s t r i -  

tamente p o s i t i v o s  v i s t o  que e l a s  são da forma a l j  + a ~ j  

(em "Ell') e a + 2a (em "E2") , e pa ra  cada j ( j = l ,  ,n)  , 
1 j 2 j  

a > O p a r a  no mínimo i ( i = 1 , 2 )  . Então,  e s t a s  equações i j 

podem s e r  chamadas de E1 e E quando da ap l icação  do t e o r e  2 - 
I! i, (I  11 

ma de Mathews. ~ambém, note  que uma solução p a r a  E1 e E 2  

é uma solução pa ra  E1 e E (e  reciprocamente) .  Para 2 ve r 

i s t o  b a s t a  s u b t r a i r  "E1" de "E2" p a r a  ob te r  s2=b2  e en- 

t ã o ,  por  "E1" , s =b 1 1' . 

OBSERVAÇÃO 2 : 

Elmaghraby e Wig 1 * 1 notaram que o Teorema 

de Mathews pode s e r  usado pa ra  u n i r  um s i s tema de equações 

com c o e f i c i e n t e s  não negat ivos  usando repetidamente a cons- 

t rução  "E1" e "E2" . I s t o  é ,  as duas pr imei ras  equações do 

s i s tema são s u b s t i t u i d a s  por "E1" e "E2'' e então unidas de 

acordo com o teorema de Mathews. A equação agregada vem a 

s e r  a p r ime i ra  equação e s u b s t i t u i  a s  duas p r i m e i r a s ,  t a l  
A 

que o s i s tema agora tem uma equação a menos. O processo e 

então r epe t ido  a t é  que uma única equação é achada. 

OBSERVAÇÃO 3:  Nós também podemos u s a r  o processo de união de 

forma p a r  acima pa ra  equações contendo c o e f i c i e n t e s  n e g a t i -  



vos desde que l i m i t e s  supe r io res  pa ra  as correspondentes va- 

A r i á v e i s  possam s e r  achados, Em p a r t i c u l a r ,  s e  a  < O e e  
1 j 

sabido que x < v .  [ v j  é um l i m i t e  s u p e r i o r  posi t ivo) ,  en- 
j -  J 

- 
tão s u b s t i t u i n d o  x por y - x  na r e s t r i ç ã o  1, onde a  

j j j 
- 

v a r i á v e l  complementar x  = y - x  , muda-se o  s i n a l  
j j  j 

a  
l j  

. Observe que e s t e  f a t o  e  as  exigências  do teorema de 

Mathews s ign i f i cam que todo programa i n t e i r o  o  qua l  tem uma 

l imi t ada  reg ião  v i á v e l  da programação l i n e a r  com no ,mínimo 

um ponto i n t e i r o  pode s e r  transformado em um equ iva len te  pro - 

blema mochila. 

De acordo com a  t e o r i a  acima, a  sequência  de 

passos abaixo pode s e r  usada pa ra  r e d u z i r  a  uma as v á r i a s  

r e s t r i ç õ e s  de um programa l i n e a r  i n t e i r o .  

1 9  PASSO: I n t r o d u z i r  v a r i á v e i s  complementares, tornando po- 

s i t i v o s  os c o e f i c i e n t e s  nega t ivos .  

C O M E  N T A R 1 0 :  e s t e  passo ,  e  evidentemen- 

t e  e s t e  a lgor i tmo,  s ~ ' ~ o d e  s e r  efetuado s e  as  v a r i á v e i s  cor-  

respondentes aos c o e f i c i e n t e s  nega t ivos  t iverem um l i m i t e  

s u p e r i o r  i n t e i r o  3 

2 9  PASSO: S u b s t i t u i r  as  duas pr imei ras  equações por  "E1'' e  

s  + 2 s 2  = bl +2b2 
1 

["E I ' )  



39 PASSO: Se lec iona r  w > b2 max { a i j / a Z j }  , i n t e i r o ,  e 
j 

agregar  "E1'' e t l E 2 t 1  a 

C O M E N T A R I O: a s  duas pr imei ras  equações - - - - - - - - - -  
dão origem a uma Única equação. A cada i t e r a ç ã o  haverá ,  por-  

t a n t o ,  uma equação a menos. 

49 PASSO: Se s ó  houver uma equação vá para  o 50 PASSO. 

senão vá pa ra  o passo 2 .  

C O M E N T h R I O: a p r ime i ra  equação do s i s t e  - - - - - - - - - -  - 

ma 6 agora E* e a segunda equação é a pr imei ra  que ainda 

não f o i  s o l i c i t a d a .  

- 
50 PASSO: Substitua as v a r i á v e i s  complementares x 

j 

1 - x e PARE. 
j 

APLICACÃO DESTE ALGORITMO 

Se ja  o exemplo da secção 1 des t e  c a p í t u l o :  

MINIMIZAR 5x1+7x2 +10x3 +3x4+ x5 

s . a . :  -x +3x2- 5x3- x4+$x + X  = - 2  1 5 6 

Sx -6x2+ 3x +2x4-2x 1 3 5 
+ X  7 = o 

x2-  2x3+ x + x 4 5 
+x = -1 

8 

x.=O ou 1 ( j = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 )  
7 

x > O e i n t e i r o  Cj=6,7,8) 
j - 



1 9  PASSO: Como as  cinco pr imeiras  va r i áve i s  são O ou 1, 

nós temos y . = l  ( j = 1 , ,  , , , 5 ) .  Para e l iminar  os c o e f i c i e n t e s  
J 

- 
negat ivos nas t r ê s  r e s t r i ç õ e s ,  faremos x = 1 - x 

j  j '  
para 

j  t a l  que a  s e j a  negat ivo ,  ou s e j a :  
j  

Sendo assim as  r e s t r i ç õ e s  tomam o  aspecto :  

2 9  PASSO: Obtenção de "E1" e  "EZ". 

39 PASSO: Obtenção de w e  E *  

w > 2 1  max I a i j / a z j }  = 2 1  ( l / l )  
j  

Se ja  w = 2 2  . Então E *  = "E1" + 2 2  I 1 E 2 I 1 ,  f i c a :  



4 9  PASSO: Como sobraram duas equações ,  E*  e  E3,  vol taremos a  

e f e t u a r  o  PASSO 2 ,  

2 9  PASSO (2: ITERAÇAO) 

A e s t a  a l t u r a  temos que:  

' I E l f 1  = E *  + E3 e "E2" = E *  + 2 E 3  . Obtemos, ass im:  

39 PASSO (2: ITERAÇAO) 

S e j a  w=478 . Então E * *  = "E1" + 478. "E2" , f i c a :  

4 9  PASSO (2: ITERAÇAO) 

Como r e s t a  uma Única equação passamos ao 5 9  passo .  

- 
5 9  PASSO: Subs i tu indo  x por  1-x p a r a  j = 1 , 2 , 3 , 4 , 5  t e -  

j j 
mos : 



E x i s t e  somente duas so luções  (xl , x2  ,x3  , x4  ,x5)  

p a r a  a  equação acima, a s  qua i s  são as  mesmas das t r ê s  

equações o r i g i n a i s  a  c inco  v a r i á v e i s  : (0 , 1 , 1 , 0  ,O) e  

( L L l , O , O )  

OBSERVAÇÃO l ? :  

Vimos, po r  in te rmédio  desse  exemplo, que a  equa- 

ção r e s u l t a n t e  do processo  de agregação pode t e r  c o e f i c i e n -  

t e s  n e g a t i v o s .  Então,  s e  o  programa i n t e i r o  é p a r a  s e r  r e s o l  - 

vido como um problema mochila com v a l o r e s  p o s i t i v o s  p a r a  os 

c o e f i c i e n t e s  das r e s t r i ç õ e s ,  l i m i t e s  s u p e r i o r e s  devem e x i s t i r  

p a r a  as  v a r i á v e i s  correspondentes  a  e s s e s  c o e f i c i e n t e s  nega- 

t i v o s ,  t a i s  que seus  complementos possam s e r  i n t r o d u z i d o s .  

Tendo o  problema uma so lução  não n e g a t i v a ,  o  v a l o r  de b  vem 

a  s e r  p o s i t i v o  após a  complementação. 

Na equação r e s u l t a n t e  do exemplo desenvolvido ti- 

nhamos -95322 < O e  x  < l . Int roduzindo l - X 2  no luga r  2 - 

de x2  , vem: 

MINIMIZAR 5x1-7X2+10x3+3x +x + 7  4 5 

s . a . :  3 2 0 9 3 ~ ~ + 9 5 3 2 2 ~ ~ + 7 6 6 6 ~ ~ + 3 3 0 5 0 ~ ~ + 1 9 1 5 x ~  + 

11O17x6+21555x7+95 7xg = 72331 
- 

< l  , x 5 c l  < I ,  x 2 5 1 ,  X 3 1 1 ,  x 4 -  X1 - 

x 1 , - . , x  > O e  i n t e i r o s  8 - 

Como M I N  FCx) = -MAX(-F(x)) , temos: 

M I N  5x +7X2+10x3+3x + X  + 7  = -MAX -5x1+7X2-10x3-3x -x - 7  1 4 5 4 5 

Ou s e j a :  



M I N  5x1-7X +lOx +3x +x c7 = 7- lvJAx-5~ + 7 2  -10x3-3x -x 2 3  4 5  1 2  4 5  

Nosso problema tornou-se  um programa' de maximiza- 

ção. Note que e s t e  problema tem v a l o r e s  nega t ivos  p a r a  os 

cus tos  e  l i m i t e s  s u p e r i o r e s  p a r a  c e r t a s  v a r i á v e i s ,  Assim, 

s e  e l e  deve s e r  r e s o l v i d o  como um problema mochi la ,  a  t é c n i c a  

de so lução  deve p e r m i t i r  p o i s  v a l o r e s  nega t ivos  p a r a  os cus- 

t o s  e  l i m i t e s  s u p e r i o r e s  p a r a  as v a r i á v e i s .  ~ambém deve pe r -  

m i t i r  uma igua ldade ,  p re fe r ive lmen te  do que uma inequação , 

como r e s t r i ç ã o .  

OBSERVAÇAO 2: : 

0s  c o e f i c i e n t e s  de x 6 ,  x7 e  x  são respectivamen- 8 

t e  os m u l t i p l i c a d o r e s  das r e s t r i ç õ e s  E1,E2 e  E 3  do programa 

i n t e i r o  i n i c i a l  t a i s  que fornecem a  equação r e s u l t a n t e  d e s e j a  

da. Senão,  vejamos: 

OB~ERVAÇAO 3:: 

Vimos que e s s e  r ecu r so  de agregação a c a r r e t a  um 

crescimento muito ráp ido  dos c o e f i c i e n t e s .  De acordo com ma- 

t é r i a  v i s t a  em Glover e  Woolsey 1 1 4 1 ,  o  r e s u l t a d o  de r e p e t i -  

das agregações de - m equações f o r n e c e r á  uma equação t a l  que 

b  excede zUbV , onde = 3(2m-2) e  v  = 2 m- 1 . E s t e  nú- 

mero é claramente  astronômico p a r a  não mais que 7 equações.  

Es t e s  números enormes causam e r r o s  de arredondamento e  super-  



abundância (.overflow) no computador, Sendo assim, o  processo 

estudado perde em e f i c i ê n c i a ,  

3. Teorema de Glover; Processo de agregação, I1 

v á r i o s  a r t i g o s  têm aparecido d iscu t indo  t é c n i c a s  

de agregação as  qua is  tendem a  fo rnece r  menores gas tos  compu- 

t a c i o n a i s  . Apresentaremos agora um r e s u l t a d o  devido a  

Glover 1 1 3  1 , o  q u a l ,  o ferece  um favoráve l  procedimento de r e -  

dução. É parec ido  com o  a n t e r i o r  no que s e  r e f e r e  a  união 

aos p a r e s .  

Teorema: 

Considere um s i s tema de duas equações: 

onde todos os c o e f i c i e n t e s  a i j  e  todos os bi são i n t e i -  

r o s ,  e  no mínimo um dos bi é não nulo .  Sejam wl e  W2 

i n t e i r o s  primos e n t r e  s i .  Se e x i s t e  no mínimo uma solução 

não nega t iva  p a r a  El  e  E 2  , então  toda solução i n t e i r a  não 

nega t iva  p a r a :  

é uma solução i n t e i r a  não nega t iva  p a r a  E1 e  E2  , e  r e c i -  

procamente, desde que: 



para  1 . n  , e  ( i )  mantenha-se "es t r i t amen te  uma ine -  

quação" p a r a  j E J , onde J é um subconjunto não vazio 

de { 1 , 2 ,  ..., n} t a l  que toda solução não nega t iva  p a r a  E 3  

s a t i s f a z  x  > O p a r a  no mínimo um j E J . 
j  

C O M E N T A R I O :  Se exis tem cinco v a r i á v e i s  

e  ( 0 , 1 , 0  , O  ,2)  é uma so lução ,  J é d i f e r e n t e  de { 1 , 3 , 4 )  , po i s  

x1=x3=x4=0 . 

Demonstração : 

~ s t á  c l a r o  que E1 e  E 2  implicam em E3 . A s -  

s i m  toda solução ( i n t e i r a  não negat iva)  de E1 e  E 2  s a t i s -  

f az  E 3  . Para mostrar  a  r ec íp roca ,  e sco lha  soluçáo i n t e i r a  

não nega t iva  x  ( j  1 , .  . n )  p a r a  E g  e  mul t ip l ique  ambos os 
J 

lados de ( i )  por  x -  = ! x j  I t a l  que: 
J 

Passando ao somatório sobre  j  , temos: 

( i i )  

onde a  e s t r i t a  inequação segue da de f in i ção  de J , 

(Por ( i )  cada c o e f i c i e n t e  da r e s t r i ç ã o  agregada é 

não negat ivo .  Então x.=O ( j = l ,  . . , ,n)  é a  Única soluçáo s e  
J 

e  somente s e  Wlbl + w2b2 = O . Nós estamos ignorando e s t a  

p o s s i b i l i d a d e ,  logo x  > O pa ra  algum j em cada solução 
j 



p a r a  E3). 

Agora suponhamos sl  f bl , o  q u a l  imp l i ca  s2  f b2 

(e  v i ce -ve r sa )  , Então sejam a  e  $ todos os i n t e i r o s  t a i s  

que : 

S u b s t i t u i n d o - s e  e s s e s  v a l o r e s  em E g  , temos: 

w d l  + wla + wf12 + w 2 B  = wfi1 + w&2 

wla =-w28 (**I 

Como, po r  h i p ó t e s e ,  wl e  w são  primos 2 e n t r e  

s i ,  é n e c e s s á r i o  que façamos: 

a = q w 2  e  $ = q  w1 , q  i n t e i r o ,  a  f im de que ( * * )  

s e j a  v e r d a d e i r a .  

Subs t i t u indo - se  a  e  6 em ( * )  , temos : 

S u b s t i t u i n d o - s e ,  ago ra ,  e s s a s  novas expressões  de 

S 1 e  s2  em ( i i ) ,  vem: 

wlbl + w/Pt iZ  + w2bz - w A w l  > Ib#l + b29w2 - b 4 2  + blqwll 

wlbl + ~ $ 2  > 191 Iwlbl + w2b21 

Sendo ass im,  I q l  = O ou q  = O , Logo, po r  ,(***) 

s1 = bl e  s2  = b2 . 

CONCLUSÃO : 

Escolhemos uma so lução  x p a r a  E 3  . Considera-  
j  



mos a  expressão L i )  obedecida e  a  p a r t i r  d e l a  obtivemos uma 

nova expressão que chamamos de ( i i )  . A p a r t i r  d a í  supomos 

S1 + bl e  s2  # b2 . Ut i l i zando  a  equação E3 fomos fo rça -  

dos a  d e f i n i r  novas expressões  pa ra  s e  s2  , as qua i s  quan- 1 

do s u b s t i t u i d a s  em ( i i )  implicaram em sl = bl e  s2  = b2 a 

Ou s e j a  x  solução de E 3  implicam em s  = bl e  s2 = b 2 .  
j  1 

~ o g o  x  é solução de E1 e  E 2  , como queríamos demonstrar. 
j  

OBSERVAÇÃQ : 

(1:)  través da expressão:  

observamos s e r  o  c o e f i c i e n t e  de x  em E 3  da forma wlalj+ 
j  

+ w2a2j  . 

(2:) O teorema impl ica  por  ( i i )  que wl e w2 s e  - 

jam escolh idos  t a i s  que wlbl + w2b2 > O . Também, por  ( i )  

os c o e f i c i e n t e s  em E 3  , i s t o  é,  w a  + w2aZj 1 l j  pa ra  

j = l ,  ..., n  , são não negat ivos .  E n t r e t a n t o ,  cada solução i n -  

t e i r a  não nega t iva  p a r a  E 3  deve t e r  x  > O p a r a  no mínimo 
j  

um j  onde seu  c o e f i c i e n t e  em E 3  é p o s i t i v o .  Consequente- 

mente o  conjunto J deve c o n s i s t i r  daqueles j  pa ra  OS 

qua is  w a  + w a  > O .  1 l j  2 2 j  

(3:) Por ( i ) ,  uma condição s u f i c i e n t e  mas não 

n e c e s s á r i a  pa ra  e x i s t ê n c i a  dos primos r e l a t i v o s  wl e W2 

é que os c o e f i c i e n t e s  a i j  sejam não negat ivos .  Para e s c l a -  

r e c e r ,  suponhamos que p a r a  um determinado j  E J tenhamos 

a  e  a  
2 j  

nega t ivos .  Logo w a  + w2a2 1 l j  é negat ivo  e  a  
l j  



equação ( i )  não 6 s a t i s f e i t a  pa ra  nenhum w w i n t e i r o  e  1' 2 

p o s i t i v o s .  Como i s t o  pode não o c o r r e r ,  a  condição não é ne- 

c e s s á r i a .  

Es t e  es tudo nos permite  formular o  seguin te  ALGO- 

RITMO : 

1 9  PASSO: I n t r o d u z i r  v a r i á v e i s  complementares, tornando p o s i -  

t i v o s  os c o e f i c i e n t e s  nega t ivos .  

C O M E N T h R I O: Es te  passo favorece a  obten- 

ção dos mul t ip l i cadores  w e  w 1 2 

2 9  PASSO: Obter os mul t ip l i cadores  wl e  w2 a  p a r t i r  de: 

Wlalj + w 2 a Z j  > Ib2alj - blaZjI , para  j  E J e  t a i s  

que wlbl + w2b2 > O e  w e  w primos e n t r e  s i .  1 2 

30 PASSO: Obtenção da equação agregada: 

C O M E N T A R I  0 :  assim como no algori tmo ante-  - - - - - - - - - -  

r i o r ,  E *  p a s s a  a  s e r  a  pr imei ra  equação do s i s tema r e s u l t a n t e  

após a  s u b s t i t u i ç ã o  das duas p r ime i ra s  equações. 

4 9  PASSO: Se s ó  houver uma equação vá p a r a  o  5 9  passo.  

Senão v o l t e  ao 2 9  passo.  

- 
5 0  PASSO: S u b s t i t u a  as  v a r i á v e i s  complementares x 

j 

1 - x e  PARE. 
j 



APLI CAÇÃO DESTE ALGORITMO 

S e j a  o  mesmo exemplo d a  secção  a n t e r i o r  c u j a s  r e s -  

t r i ç õ e s  s ã o :  

- x  + 3x2 - 5x3 - X 4  + 4x3 + X6 = - 2  
1 

2x1 - 6x2 + 3x3 + 2x4 - 2x5 + X 7  = O 

x2  - 2x3 + X4 + x 5  + x  = -1 8  

x E { 0 , 1 }  , j = 1 , 2 , 3 , 4 , 5  
j  

x .  > O e  i n t e i r o  , j = 6 , 7 , 8  
J - 

1 9  PASSO: Sendo i g u a l  ao do a l g o r i t m o  a n t e r i o r  podemos p a s s a r  

d i r e t a m e n t e  a o  r e s u l t a d o  j á  conseguido:  

2 9  PASSO: Obtenção dos m u l t i p l i c a d o r e s  wl e  w 2 

S e j a  J = {I ,  ..., 7 1  



A p a r t i r  d a í  v e r i f i c a m o s  que:  

w = 8 + n  
1 1 

e  w2 = 5 + n 2  , n1>n2  E { 1 , 2 , 3 ,  ... 1 

s ina l  de wlbl+w2b2 w 1 2  e  w são primos entre s i ?  

1 2 > O SIM 

Logo wl = 9 e  w2 = 7 

39 PASSO: Obtenção da  equação agregada  E *  

4 ?  PASSO: Como há a i n d a  duas equações ,  q u a i s  s e j a m  E* e  E 3  

vo l t a remos  ao  p a s s o  2 ,  

29 PASSO: (2: ITERAÇÃO) 

Obtenção dos m u l t i p l i c a d o r e s  w e  w2 . 1 

J = { i ,  ..., 81, 

S e j a  



Assim: 

w = l + n l  1 
e  w 2  = 101+n2 , n1,n2 E { 1 , 2 , 3  , . . .  1 

nl n2 s inal  de wlbl+wZb2 w e  w são primos entre s i  ? 1 . 2  

SIM 

Logo w = 2  e  w2=103 , os qua i s  s a t i s f a z e m  
1 

as  

demais inequações da p r i m e i r a  t a b e l a .  



30 PASSO: (2: ITERAÇÃO) 

4VASSO: (2: ITERAÇÃO) 

Como r e s t a  uma Única equação executaremos o  Ú l t i -  

mo passo.  

- 
5QPASSO: Subs t i tu indo  x  por  1-x , para  j = 1 , 2 , 3 , 4 , 5  

j  j  

vem a  equação desejada: 

OBSERVAÇAO 1: : E s t a  t é c n i c a  nos oferece  uma equação r e s u l t a n  - 

t e  com c o e f i c i e n t e s  bem menores que os da equação r e s u l t a n t e  

quando da ap l i cação  da t é c n i c a  a n t e r i o r ,  Mais computaçÕes,no 

en tan to ,  são n e c e s s á r i a s  levando-se em conta os c ~ l c u l o s  pa ra  

obtenção dos mul t ip l i cadores .  

OBSERVAÇAO 2? : O s  c o e f i c i e n t e s  de x 6 ,  x 7 ,  x8 são r e s p e c t i -  

vamente os mul t ip l i cadores  das r e s t r i ç õ e s  E1, E 2  e  E 3  do 

programa i n t e i r o  i n i c i a l  t a i s  que fornecem a  equação r e s u l t a n  - 

t e  desejada.  Senão vejamos : 



- 
OBSERVAÇAO 3: - : A s u b s t i t u i ç ã o  x  = 1 - x , com o  o b j e t i v o  

j j 

de t o r n a r  não nega t ivos  os c o e f i c i e n t e s  ai j , pode con t r ibu -  

i r  p a r a  um acréscimo nos v a l o r e s  dos c o e f i c i e n t e s  da Última 

equação agregada.  I s t o  porque os va lo re s  dos b i s  podem 

aumentar e ,  consequentemente, a  expressão I b Z a i j  - b l a 2 j  I 9 

que aparece na  desigualdade ( i ) ,  pode s o f r e r  um acréscimo 

que p rovoca r i a  maiores v a l o r e s  p a r a  os m u l t i p l i c a d o r e s  w i ' s .  

E n t r e t a n t o  aque la  s u b s t i t u i ç ã o  ga ran te  a  e x i s t ê n c i a  . desses  

m u l t i p l i c a d o r e s .  Mesmo ass im,  como vimos, e s s a  t é c n i c a  a inda  

fornece  uma equação f i n a l  bem mais f avo ráve l  que a  o b t i d a  pe- 

l o  p rocesso  a n t e r i o r .  

- 
OBSERVAÇAO 4: : Subs t i t u indo  x3 po r  1 - x na equação ob- 3  

t i d a ,  com o  o b j e t i v o  de t o r n a r  a 3  e  b  p o s i t i v o s ,  encon t r a  - 

mos: 

Caso não pudéssemos t o r n a r  a 3  e b  p o s i t i v o s  

( s e  a3 f o s s e  menor que b) a  i n v i a b i l i d a d e  do problema e s t a  - 
r i a  comprovada. 



TEORIA DOS GRUPOS EM PROGRAMAÇÃO 

I N T E I R A  A UMA RESTRIÇÃO 



Introdução 

1.1. Congruências em Z ( Z  - conjunto dos i n t e i r o s )  

Definição: Sejam - a e  - b número i n t e i r o s  e  - m i n t e i r o  pos i  - 

t i v o .  Dizemos que - a e  -- b são congruentes segundo o módu- 

10 - m s e ,  e  somente s e ,  a  d i fe rença  a-b é d i v i s í v e l  Por 

m e - 

Escreve-se:  

Le-se: - a é congruente a  - b módulo - m . 
Por tan to ,  temos : 

Exemplos : 

8 2 (mod 3) 

3  E O (mod 3) 

Em p a r t i c u l a r ,  s e  a  6 mul i t ip lo  de m , escreve - 

s e :  

a  E O (mod m) , pois  a  = km , k E Z 

Teorema: 
A 

A re lação  em Z d e f i n i d a  por a  E b (mod m) e  

uma re lação  de equiva lência  em Z, denominada CONGRUÊNCIA MO- 

DULO m . 

Demons t r acão  : 

Uma re lação  chama-se de equivalência  s e ,  e  somen- 



t e  s e ,  é ao mesmo tempo r e f l e x i v a ,  s i m é t r i c a  e  t r a n s i t i v o .  

Devemos e n t ã o  demons t r a r  que : 

( i )  a  E a(mod m) 

( i i )  a  b  (mod m) -+ b  E a(mod m) 

( i i i )  a  - b(mod m) e  b  E c(mod m) + a  E c(mod m) 

( i )  #a E Z : a  a  (mod m), p o i s  a - a  = O e  O é d i v i s í v e l  

p o r  m , 

( i i )  Va,b E Z : a  5 b  (mod m) + a-b d i v i s í v e l  p o r  m -+ 

- (a-b)  d i v i s í v e l  p o r  m -+ b-a  d i v i s í v e l  m -+ b  E a(mod m) 

( i i i )  V a , b , c  E Z 

a  b(mod m) -+ a  - b  d i v i s í v e l  p o r  m 

b  E c(mod m) -+ b  - c  d i v i s í v e l  p o r  m 

Assim: ( a -b )+ (b - c )  d i v i d e  m -+ a-c  d i v i d e  m + 

a  E c(mod m) 

s  das congruênc ias  módulo m 

( i )  a  E b  (mod m) -t a + c  b + c  (mod m) 

c + a  E c+b (mod m) 

( i i )  a  b  (mod m) -+ a  c  bc  [mod m) 
c  a  cb (mod m) 

( i i i )  a  b  (mod m) e  c  r d  (mod m) -+ ac  - bd (mod m) 

Demonstração : 

a  E b  (mod m) + a c  b c  (mod m) 1 + a c  E bd (mod m) 

c  E d  (mod m) -+ b c  E bd (mod m) _I 



Classes  de equ iva l ênc i a  em Z ; Conjunto Quociente Z m  

Def in ição :  

Chama-se c l a s s e  de equ iva l ênc i a  segundo uma con- 

g ruênc ia  módulo m de um elemento a  E Z , ao conjun to  de 

todos os elementos x  E Z , t a i s  que a  F x (mod m). 

- 
Notação: a  + c l a s s e  de equ iva l ênc i a  de a  

Assim: 

- 
a = {X E Z I a  x  (mod m)) 

OBSERVAÇÃO : 

Cada congruência mõdulo - m de f ine  - m c l a s s e s  

de equ iva l ênc i a  d i s t i n t o s .  Vejamos: 

A s s i m  - a é o r e s t o  da d i v i s ã o  de - x po r  fi e 

t a l  O < a < m .  - 
De acordo com a observação acima, a  congruência 

- 
módulo 3 de f ine  3  c l a s s e s  de equ iva l ênc i a :  Õ , i , 2 . 

S e j a  c o n s t r u i r  as  c l a s s e s  de equ iva l ênc i a :  

- 
a = {x E Z I a  x  (mod 3 ) )  

Sabemos que s ã o  3  c l a s s e s  assim d e f i n i d a s :  

O = { X E Z  I x = O + 3 k , k ~ Z )  

- 
~ = { x E Z  1 ~ = 1 + 3 k , k ~ Z )  

- 
2 = ( x ~ Z 1 ~ = 2 + 3 k , k ~ Z l  



Logo : 

- 
O = I,,,,-9,-6,-3,0,3,6,9,,..) 

- 
1 = {see,-8,-5,-2,134,7,10,ea.} 

- 
'2 = {.,,,-7,-4,-l,2,5,8,11,,.s} 

OBSERVAÇÃO : 
- 

Verificamos que: O 1 = Õ A 2 = i R 7 = 

- 
e  O v i u 2  = Z . E s t e  f a t o  s e  apoia  no TEOREMA FUNDAMENTAL 

SOBRE AS RELAÇÕES DE EQUIVALÉNCIA cujo  enunciado segue:  

"A t oda  r e l a ç ã o  de equ iva l ênc i a  em um conjunto 

corresponde uma decomposição do conjunto em c l a s s e s  de equiva - 

l ê n c i a  d i s j u n t a s  duas a  duas e  c u j a  união reproduz o  conjun- 

to". 

Def in ição :  

Chama-se conjunto-quociente  Z ao conjunto das m 

c l a s s e s  de equ iva l ênc i a  de Z segundo uma congruência  módulo 

Exemplos : 

OBSERVAÇÃO: Se chamássemos a  congruência  mÓdulo m de r e l a -  

ção R , o conjunto Zm pode r i a  s e r  representando po r  Z / R  

e  chamado conjunto das c l a s s e s  de equ iva l ênc i a  de Z segundo 

R . E s t a  nomenclatura e s t á  mais de acordo com a  denomina- 

ção de CONJUNTO-QUOCIENTE. 



S e j a  m > 1 um número i n t e i r o  e consideremos o - 
conjunto  quoc i en t e  Z m  de Z p e l a  congruência  módulo m: 

onde cada elemento i n t e i r o  e n t r e  O e  m - 1  i n d i c a  a c l a s s e  

de r e s t o s  módulo m determinada p o r  e s s e  i n t e i r o ,  

Adição módulo m :  
- - A 

Sejam a , b  E Z m  . A operação adição em Z m  e  

assim d e f i n i d a :  

Redução módulo m: indicando-se  p o r  "r" o r e s t o  da d i v i s ã o  

de "a" p o r  "m" , tem-se: 

Como exemp10,seja m=10, a=13 . Logo r = 3  . Em 

z l o  a s  c l a s s e s  de e q u i v a l ê n c i a  do elemento 13  e do elemento 
- 

3 são  i g u a i s ,  ou s e j a :  1 3  = 3 , 
- 

U t i l i z a n d o  a REDUÇÃO MODULO m , a soma a + 6 

pode s e r  f e i t a  desprezando-se os m ú l t i p l o s  de m , como vere-  

mos abaixo.  

Sejam r e p , respec t ivamente ,  as r e s t o s  da 

d i v i s ã o  e u c l i d i a n a  de a e b p o r  m , Assim, temos: 

S e j a ,  ago ra ,  v o r e s t o  da d i v i s ã o  e u c l i d i a n a  de 

r+p  po r  m . Temos: 



Logo, podemos escrever :  

- 
Por tan to ,  a  + b pode s e r  f e i t a  desprezando-se os 

múl t ip los  de m , razão p e l a  qua l  é d i t a  SOMA MODULO m e  

a  operação + em Z m  6 d i t a  ADIÇÃO MODULO m . 

Exemplo : 
- - 

Em Z 1 O  
, temos: 1 4  + 29 = 4 + 9 = 13 = 3 

Em o u t r a  no tação ,  podemos e sc reve r :  

1 4  (mod 10) +29 (mod 10) =4 (mod 10) +9  (mod 10) =l3(mod 10) =3 (mod 10) 

1 . 2 .  Operação B i n á r i a ;  Grupo Abeliano 

Definição:  Uma OPERAÇAO BINARIA em um conjunto não vaz io  V 

é uma apl icação  f :  V x V -+ V , 

Por tan to  a  cada p a r  ordenado ( v i , v . )  E V x V cor  
J - 

responde um, e somente um vk E V .  

Sendo * uma operação b i n á r i a ,  #vi , v E V en 
j  - 

t ão  vi * V  E V .  
j  

Definição:  S e j a  V = {vo ,v  l , . . . , v  )um conjunto f i n i t o  e  \ V I  -1 

s e j a  * uma operação b i n á r i a .  Dizemos que o conjunto V 

munido da operação * 6 um GRUPO ABELIANO s e  a  operação 

b i n á r i a  * s a t i s f a z  as  segu in te s  propriedades : 



*v = Vi , )IVi E V ( i i )  3vo E V t a l  que v. i 

( i i i )  3 v k  E V t a l  que vk*vi = V o , #vi E V 

( i v )  v i*v j  = v *v Yvi, V E V  j i '  j 

OBSERVAÇÃO: A q u a r t a  p r o p r i e d a d e  c a r a c t e r i z a  o GRUPO ABELIA- 

NO.  

O grupo acima é denotado p o r  G = (V, *) e s u a  

ordem (número de e l ementos  de V) p o r  I G !  = ] V I .  

EXEMPLO : (Zm, +) é um GRUPO ABELIANO, denominado GRUPO ADITL - 

V0 DOS INTEIROS MODULO m . Senão,  vejamos.  

A ope ração  + em Zm é uma operação  b i n á r i a ,  
- 

p o i s  : O - < ( i + j )  (mod m) < . A s  q u a t r o  p r o p r i e d a d e s  s e  

v e r i f i c a m :  

( i )  ( ( i + j )  (mod m)+k) (mod m) = ( i + ( j + k )  (mod m)) (mod m) = 

= ( i + j + k )  (mod m) 

( i i )  O é t a l  que (mod m) = i (mod m) 

- 
( i i l )  ( (m-i) + i )  (mod m) = O 

( i v )  ( i + j )  (mod m) = ( j + i )  (mod m) 

- 
OBSERVAÇÃO: i = i (mod m) 



1 .3 ,  Grupo p a r t i c u l a r  GCm) 

Aplicando Teor i a  dos Grupos em Programação I n t e i  - 

r a ,  somente o grupo G(m), que iremos d e f i n i r ,  e  c e r t o s  gru- 

pos der ivados  de le  precisam s e r  considerados .  

* S e j a  V = ~ v ~ , v ~ , . . . , v ~ - ~  } e vi '.=V J (i+j)(modm)' 

Mostraremos que G = (V, *) 6 um grupo a b e l i a n o ,  

o q u a l  s e r á  denotado pa r t i cu l a rmen te  po r  G(m) . 
A operação * é b i n á r i a ,  po i s  O < (i+j)(mod m) < m 

Vejamos as  p ropr iedades  : 

* ( i )  (vi v . )  *v  =V *v =v 
J k ( i + j )  (mod m) k ( ( i + j )  (mod m)+k) (mod m) 

* * - vi ( v j  vk)=v  i *vj*vk (a  p a r t i r  da demonstração da pro  - 

pr i edade  ( i )  p a r a  o grupo (Zm, +))  

*v = v ("'1 V(m-i) i m (mod m) - v~ 

- 
( i v )  v i*vj  = V ( i + j )  (mod m) = V ( j  + i )  (mod m) - vj*vi  

Po r t an to  G(m) = (V ,* ) ,  onde V = { v o , v l , .  . ' Vm- i 1 

e v * v  = v  i j  ( i + j )  (mod m) 
, 6 um GRUPO ABELIANO. 

1 . 4 .  Subgrupos; Subgrupos de GCm) 

Def in ição :  S e j a  o grupo G = (.V,*) e M V . Se M muni - 
4 

do da operação b i n á r i a  de G é um grupo en tão  H = (M,*) e 

d i t o  subgrupo de G = (V, *) . 



Teorema: S e j a  G = (.V, *) e M V . Dizemos que H = (M, *) 

é um subgrupo de G s e ,  e somente s e :  

( i )  Vvi,vj E M -+ vi*v E M 
j  

( i i )  v E M ,  onde v é t a l  que v *v = v  o i i ' v E M 
O o 

( i i i )  Vvi E M -+ vk E M , onde Vk é t a l  que vk*vi = V o 

OBSERVAÇÃO: A demonstração do teorema imediata  a p a r t i r  da 

d e f i n i ç ã o  de subgrupo. 

Exemplo: S e j a  o grupo G(8) e M = ~ v ~ , v ~ , v ~ ~ v ~ } .  Então 

H = (M,*) , onde * é a operação b i n á r i a  de G , é um subgru - 

po de G(8) , a p a r t i r  do teorema a n t e r i o r .  

Subgrupo gerado po r  um elemento vi de V 

Defina:  

(1) n vi = vi * v  * 
i " o  * vi (n termos) 

(2) o vi = v. 

Em G(m) , a p a r t i r  da d e f i n i ç ã o  acima, temos: 

n v i = v  ( n i )  (mod m) 

S e j a  agora :  

Afirmação : H (vi 

l v j  = n v i p a r a  algum n )  

) = (M(vi),*) é um subgrupo de G(m). 



Prova:  Basta  que sejam v e r i f i c a d o s  os 3 i t e n s  do 

teorema a n t e r i o r ,  

- ( i )  Sejam v = n l v i  e  v k - n 2 v i .  De acordo com a de- 
j  

f i n i ç ã o  (1) podemos e s c r e v e r :  

nL termos n2 termos 

= (n +n ) v  , o que nos permi te  c o n c l u i r  que:  1 2 i  

( i i )  Pa ra  n=O , temos: n  vi = v , a p a r t i r  da de f in i ção  o  

(2) , o que nos permi te  a f i rmar  que v  E M(vi). 
O 

n  - - m-n 
( i i i )  S e j a  v  = - v Fazendo vk vi , temos: 

j  i i i 

- v * m-n - m - -  - - - - v j  *vk i i i vi i vi = V (+i) (mod m) 

= v m (mod m) = v 
O 

OBSERVAÇAO: H(vi) é chamado SUBGRUPO GERADO po r  vi . A o r -  

dem de H(vi) é chamada de ordem de vi e  é denotada Por  

EXEMPLO : 

Consideremos o  grupo G(m) p a r a  m=8 , ou s e j a :  



G(8) = ( V , * ) ,  onde: 

Vimos que [M, *) , M = .  {vo ,v2  , v 4 , v 6 }  6 subgrupo 

de G(8). Além d i s s o  temos que: 

v  = 4v2 = v  o  (4x2) (mod 8) 

- v4 = 2v2 - 
V (2x 2) (mod 8) 

v6 = 3v2 = v  (3x2) (mod 8) 

+ v  E M e x i s t e  n  t a l  
j 

que v  = nv2 
j 

O subgrupo (M,*) pode s e r ,  e n t ã o ,  denotado por  

H(v2) = (M(v2) , *) , OU s e j a  subgrupo gerado po r  v2 . Como 
.- 

podemos o b s e r v a r ,  a  ordem de H(vZ) e  ( v 2 \  = 4 . 

4 

OBSERVAÇÃO: A ordem de vi , gerador  de (M(v$,*) , e  um 

d i v i s o r  da ordem de GCm) . I s t o  imp l i ca  em: 

Def in ição :  Um grupo G = (V,*) é d i t o  c I C L I C O  s e  e x i s t e  

vi E V , t a l  que vi g e r a  G . 

Afirmação: G(m) 6 C I C L I C O .  

prova:  Sendo G(m) = ( V , * )  , temos a  p a r t i r  da 
.- 

de f in i ção  da operação b i n á r i a  * , que qualquer  V E V e  
j  

t a l  que v  = n  vl . A s s i m  sendo vl ge ra  o  grupo G(m) . Lo - 
j 

go G(m) 6 C ~ C L I C O  p a r a  todo m . 



1 . 5 .  Grupo p a r t i c u l a r  G(ml,m2 ,..., m ) n 

Sejam: 

Af i rmação:  G(ml,mZ) = (V,*) d e f i n e  um grupo de ordem mlm2 

d i t o  SOMA DIRETA de G(ml) e  G(m2) 

p r o v a :  A ope ração  * d e f i n i d a  p a r a  o s  e l ementos  

de V é uma operação  b i n á r i a  p o i s  q u a i s q u e r  que s e j a m  os e l e  - 

mentos (a i  ,bk)  e  ( a j  ,be) de V e n t ã o  (a i ,bk)  * ( a j  ,be) tam - 

bém é um e lemento  de V . A s  demais p r o p r i e d a d e s  de grupo 

s e  v e r i f i c a m ,  como podemos v e r  a  s e g u i r .  

( i i )  3 ( a o , b O )  EV t a l  que ( a o , b o )  * ( a i , b k ) = ( a i , b n )  p a r a  todo  

( i i i )  ](aml-i ,bm2-k) E V t a l  q u e :  

Logo G(m m ) = (V, *)  tem e s t r u t u r a  de g rupo .  1' 2 

Sendo ml o  número de e l ementos  ai e  m2 o  

número de e l ementos  bk temos um t o t a l  de mlm2 e l ementos  



OBSERVAÇAO: G(ml ,m2) é um grupo a b e l i a n o .  

Seguindo o  mesmo r a c i o c í n i o  podemos c o n t r u i r  

grupo soma d i r e t a  G(ml,mZ, . . . ,  mn) c u j a  ordem é:  

NOTAÇAO: 0 s  e l emen tos  ( a i , b k )  s e r ã o  d e n o t a d o s ,  daqu i  P o r  

d i a n t e ,  p o r  V i , k  . Sendo as s im:  

V = ' { v i , k  i = ~ , . . . ,  - 1  e  k=O ,... ,m2-11 

EXEMPLO: S e j a  o  grupo G ( 2 , 3 ) .  Nes te  c a s o  temos:  

v  v  v = { V O , O '  1 , O '  v O , l '  1 , l '  V 0 , 2  ' v 1 , 2 }  

P a r a  c o n s t r u i r  a  t a b e l a  de G(2,3)  lembremos q u e :  
/ 

v * 
i , k  v  

j  ,R 
= v  

c . i+ j )  (mod 21 ,  (k+R) (mod 3) 

TABELA DE G(2,3)  



A p a r t i r  da  c o n s t r u ç ã o  da t a b e l a  p a r a  n  v  com 
i k  

n=O , I , .  . . , I G ]  -1 v e r i f i c a m o s  que G(2,3)  é c í c l i c o  , v i s t o  

que é g e r a d o ,  p o r  v  
1,1 

e  v  
1 , 2  

I Tabe la  de n  vi ,k  p a r a  G.(2,3) 

OBSERVAÇÃO: Provamos a n t e r i o r m e n t e  que G(m) é C ~ C L I C O .  En- 

t r e t a n t o  o  mesmo não pode s e r  f e i t o  p a r a  o  grupo G(mllm2,. s e  

. ,mn) , s a l v o  exce  ç õ e s .  

Genera l i zando  podemos d e n o t a r  os  e lementos  do g r u  - 

po G ( m l , m Z , * e . , m )  = (V,*) da  s e g u i n t e  forma:  n  

v  E V , onde O < ik - < mk , k = 1 , 2 , .  . . ,n  i l , i 2 ,  . - ,  i, 

EXEMPLO: Considerando o  grupo GC2,3,4) s e u s  e l ementos  são  , e n  - 

t ã o ,  deno tados  como: 

, onde: v i l , i 2  ,i3 0 < i 2 < 3  I - 



Ao operarmos d o i s  e lementos  de G = (ml ,m2 , .  . ,mn) 

e fe tua remos  "n" a d i ç õ e s  módulo mi , i = l , Z ,  e , n  e 

1 , 6 ,  Isomorfismo 

D e f i n i ç ã o :  Sejam os  grupos  G = (A,") e  G '  = ( B , o )  , Um 

ISOMORFISMO de G em G '  6 t o d a  função  b i j e t o r a  f  :G + G '  

t a l  que s e  tem: 

A e x i s t ê n c i a  de ao menos um isomorf ismo e n t r e  

d o i s  grupos  s i g n i f i c a  q u e ,  do pon to  de v i s t a  a l g é b r i c o ,  e l e s  

têm o  mesmo comportamento. Nes te  c a s o ,  os  grupos s ã o  d i t o s  

ISOMORFOS, Costuma-se d i z e r  também que e l e s  s ã o  i g u a i s  "a 

menos de um isomorfismo".  

EXEMPLO: G(6) é i somor fo  a  G[2,3) .  Senão vejamos:  

Sendo G(6) i somor fo  a G(2 ,3)  e n t ã o  G(6) s e n -  



do C I C L I C O  i m p l i c a  em G(2,3)  CÍCLICO. 

CONTRA-EXEMPLO: S e j a  a  t a b e l a  de n  v  i , k  p a r a  o  

G ( 2 , 2 ) ,  a b a i x o :  

grupo 

Ver i f i camos  que nenhum elemento  g e r a  o  grupo.  Lo - 

go G(2,2)  não  é C I C L I C O .  Como G(4) 6 c í c l i c o  e n t ã o  G(2,Z) 

não é i s o m o r f o  a  G ( 4 ) .  

OBSERVAÇÃO: N o t a - s e ,  sem embaraços ,  que o' grupo G ( l , * . . , l ,  

ml , -  . *,mn) é ISOMORFO a  G(ml, ..., mn) 

Um i m p o r t a n t e  r e s u l t a d o  t e ó r i c o  de grupos  p a r a  

PROGRAMAÇAO INTEIRA é que cada  grupo soma d i r e t a  G(mi,. . ,mn) 

de ordem maio r  que 1 é i somor fo  a  um Único grupo soma d i r e t a  

G ( s l , , . . , s k )  t a l  que :  

( i i )  1 < sl  < ... s - k 

( i i i )  s é um d i v i s o r  de i 
, i = l , * *  , , k - 1  



O grupo G(sl, .. e , s k )  é chamado represen tação  CA - 

NONICA de todos  os grupos isomorfos a  e l e .  Mais a  f r e n t e  s e -  

r á  apresen tado  um método p a r a  o b t e r  a  forma canônica ,  Note 

que,  a  p a r t i r  da propr iedade  ( iv )  , a r ep re sen tação  canônica  

envolve um número mínimo de ad ições  módulo sobre  todas  as  r e -  

p resen tações  isomorfas .  

1 . 7 .  Classes  L a t e r a i s  

Def inição:  S e j a  H = (M, *) um subgrupo de G = (V, *) . Uma 

c l a s s e  l a t e r a l  à esquerda de H em G é um conjunto cu jos  

elementos são  da forma v*vj ,v  E G e  V E H , O < j  < ] H [ - 1 .  
j  - - 

Denotaremos uma c l a s s e  l a t e r a l  à esquerda p o r  v*H . 

EXEMPLO: S e j a  o  subgrupo de G(m) gerado p o r  vi , H(vi) = 

= (M(vi) , *) . A c l a s s e  l a t e r a l  à esquerda r ep re sen tada  p e l o  

elemento v  E G é o conjunto:  

Mv(vi) = I r  t a l  que r = v*n v , O n  < ( v i l - 1 )  
. i - 

Teorema: S e j a  H = ( M , * )  subgrupo de G = (V,*) e  cons ide-  

remos do i s  elementos v1,v2 E V . Sendo vl # v2 en tão  ou 

vl*H = v *H ou v  *Hn v2 *H = fl . (Da mesma forma: ou H*vl= 2 1 

Demonstração : 

Suponhamos vl *Hnvl*H # @ . S e j a  xavl *H n v2*H. 

Então x = v *v = v2*vk , V e Vk 
E H , p o i s  xrvl*H e  

i j  j  



Com 

- 
- 1 o vk*vj E H en tão  vi l*vl  E H 

~ p l i c a ç ã o :  A união de todas  a s  c l a s s e s  l a t e r a i s  à esquerda  

(ou à d i r e i t a )  de H = (M,*) em G(V,*) reproduz o  conjunto 

v .  

Outros r e s u l t a d o s  impor tan tes :  1" S e j a  H um subconjunto de 

G . O número de c l a s s e s  l a t e r a i s  à esquerda de H em 

co inc ide  com o  número de c l a s s e s  l a t e r a i s  à d i r e i t a  de H 

G ,  

20) Sendo. H um subgrupo d e '  G , o ncmero 

c l a s s e s  l a t e r a i s  esquerda d i s t i n t a s  de H em G 

l G l / l H l  

De acordo com os r e s u l t a d o s  apresentados  as  d i f e -  

r e n t e s  c l a s s e s  l a t e r a i s  à esquerda (ou à d i r e i t a )  de M(vi) 

em G(m) f o r n e c e m u m a p a r t i ç ã o  de V em ] ~ ( m ) I / l v ~ I  sub- 

conjun tos .  Cada um desses  subconjuntos  tem c a r d i n a l i d a d e  

] v i ] .  Por exemplo, em G(2,2) , temos: 



A s  c l a s s e s  l a t e r a i s  à esquerda de H(vOil) em 

G(2,2) s ã o :  

Hv 
0 7 0  ( v o , l )  = ~ v ~ , o * v o , o ~ ' o , o * v o , ~ ~  =.{'O,o'vO,l} 

H v (vo ,  = {vo,  l * ~ o ,  0 , v o ,  l*vo, = {v 
0 9 1  0 , 1 ' ~ 0 , 0 ~  

H v 
1 , o  ( v o , l )  = ~ v l , o * v o , o ~ v l , O * ~ O , l ~  = { ~ 1 , 0 ' ~ 1 , 1 }  

I-IV 
1 , 1  ( v o , l )  = ' ~ v l , l * " o , o ~ v l , l * v O , l ~  = { ~ 1 , 1 ' ~ 1 , 0 }  

Observamos que a união dessas  c l a s s e s  l a t e r a i s  r e  - 

produz o conjunto V de G(2,2) . 
Verificamos também que o número de c l a s s e s  l a t e -  

r a i s  d i s t i n t a s  de H(vO em G(2,2) 6 dado por :  

2 .  ~ o r m u l a ç ã o  e Estudo do Problema Grupo Mochila 

2 , l .  Formulação do Problema Grupo Mochila 

Sejam: ( i )  G = ( V , * )  um grupo abe l iano  f i n i t o  

não necessariamente c z c l i c o ;  

( i i )  (V' , * )  , onde V '  = {vi l ,v i2 , .  . . , v  C V, i s  

não necessariamente um subgrupo de G , 



O Dado v  E V e  I = I i l , i 2 ,  ... , i  1 n o s s o  o b j e t i  
S - 

vo é a c h a r  i n t e i r o s  n ã o - n e g a t i v o s  r , p = l ,  . * .  , s , t a i s  
i p  

que : 

Temos q u e ,  p a r a  i n t e i r o s  a  e  n  t a i s  que 

a  + n l v k l  - > O : 

Sendo ass im,  s e  ( I )  tem uma s o l u ç ã o  com rk = a ,  

e x i s t e m  s o i u ç õ e s  com rk = a  + n l v k l  p a r a  t o d o  n  t a l  que 

a  + n j v k /  > O . 

Podemos, a s s im,  f o r m u l a r  o  s e g u i n t e  problema de 

programação l i n e a r  : 

r .  > O e  i n t e i r o ,  j E I 
J - 

O s  v a l o r e s  de b .  > O s ã o  dados p a r a  todo 
J - 

IMPORTANTE: (1)  Sendo os b .  > O , e n t ã o ,  s e  (11) tem uma 
1 - 

s o l u ç ã o ,  e l e  tem uma s o l u ç ã o  Ótima com r < / v - 1  p a r a  todo  
j J 

j ~ 1 ,  



EXEMPLO: Consideremos G(2,4)  e  V '  V = {v 
0 , 2 ' ~ 0 , 3 ~ ~ l , l ~ ~  

S e j a  o  problema:  

f ( 3 , ~ ~ ~ ~ )  = M I N  2 r  
092 

+ 3 r  
0 , 3  

+ 2 r  
1 , 1  

Temos que r 
072 

= r 
0 , 3  

= O  e  r 
1 , 1  

= 7  é t a l  

que : 

E n t r e t a n t o  : r 
0 , 2  

= r 
1 7 1  

= 1  e  r 
0 , 3  

= O é uma 

s o l u ç ã o  ó t ima  p a r a  o  problema c o n s i d e r a d o  e  t a l  que 

r 
o ,  2 I V ~ , ~ I  e r 1 , 1  < Iv1 ,1 l*  

( 2 )  Se algum b .  é n e g a t i v o  e  (11) tem uma s o l u  
7 - 

ç ã o ,  e l e  6 ILIMITADO, 

Suponhamos que no problema s u g e r i d o  a n t e r i o r m e n -  

t e  tenhamos b 0 , 3  < O . Consideremos o  s o l u ç ã o  r - 
0 , 2  - r0,3 '  

= O  e  r 
1 , l  

= 7  , Vimos que sendo r 
0 , 3  

= O uma s o l u ç ã o ,  

e n t ã o  e x i s t e m  s o l u ç õ e s  com r 
o ,  3  

= O + n I ~ ~ , ~ 1  p a r a  todo  n  

t a l  que O + " ] v O  3 1  2 O . Logo ( 0 , 4 n , 7 )  é a  s o l u ç ã o  que 
7 

Torna mínima a  função  2 r  
0 ,2  + b 0 , 3 r 0 , 3  

+ 2 r  
1 3 1  

com b O ,  3<0.  

Sendo a s s i m  o  problema é ILIMITADO, p o i s  4n é sempre p o s i -  

t i v o  p a r a  n > O . 



2 . 2 .  Técnicas de Solução 

Mostraremos que o r ecu r so  de PROGRAMAÇÃO DINÂMICA 

pode s e r  usado p a r a  o caso do PROBLEMA GRUPO MOCHILA. 

2 . 2 . 1 .  Técnica I  

S e j a  I  = { i ,  e . .  i , k = 1 , .  . . ,S  . Para qua l -  

quer  que s e j a  v , temos: 

f ( k , v )  =MIN 1 b - r  
j & I k  I j 

r .  > O e  i n t e i r o ,  j  E Ik  
J - 

Observamos que (11) tem uma solução com rik = a 

s e ,  e somente s e :  

e r . v  = V * ( - a  vi ) , r .  > O e  i n t e i r o ,  j E Ik- l  
~ E I ~ - ~  J j  k J - 

tem uma so lução  (IV) 

Combinando (111) e [IV) obtemos p a r a  todo v e 

k = 2 , . . , , n  : 

f ( k , v )  = MÍNIMO (bi ri + f ( k - l , v * - ( r  ik v ik ) ) )  
r O , . ,  1-1 k k 

ik Vik  

Se v pe r t ence  ao subgrupo gerado por  vil , en- 

t ã o :  



o  f  ( 1 , v )  = bi ri , onde r O é o  menor i n t e i r o  não n e g a t i  
1 1  il 

vo t a l  que r v  = v  , Caso c o n t r á r i o :  f ( 1 , v )  = M , M a r -  il il 

b i t r a r i a m e n t e  grande,  

Pa ra  ex tender  (V) no caso de k = l  , i n i c i a l i z e :  

Como um problema s imples  de mochi la ,  (111) pode 

s e r  r e s o l v i d o  p a r a  todo v  achando f ( s , v )  p a r a  todo v  . 
A t é c n i c a  deco r r en t e  de (111) é aná loga  a  desen- 

v o l v i d a  p a r a :  

máximo (ckxk+f (k-1,  g-akxk)) no caso 
x k  = O , l , . * * , [ g / a k ]  

do problema mochila s imples .  

Pa ra  um problema mochila grupo,  a  e f i c i ê n c i a  de 

um a lgo r i tmo  depende da e s t r u t u r a  do grupo. A t é c n i c a  decor-  

r e n t e  de (V) é v a n t a j o s a  s e  ] v j  I , j  E I , e  pequena,  como 

em G(2,2 ,..., 2 ) .  

EXEMPLO: S e j a  d e f i n i r  a  fórmula  (V) considerando o  grupo 

G(2,2) 

A fórmula [V) assume, e n t ã o ,  o  a spec to :  



Como p a r a  e s t e  grupo:  

iVj*" j  = 
L V j  = - v  

j  
, temos:  

APLICAÇAO: Consideremos o problema:  

MINIMIZAR 5r1,  + 3 r  
0 , l  

+ r 
1,1 

r > O e  i n t e i r o  i , j  - 
s o b r e  G(2 ,2)  

INI CIALIZACÃO : 

I, = I ( 1 , O ) I  +- ik = (1,O) 

f ( l , v o , , )  = MINIf(O,vo,O) ,  bl,O + f ( 0 , v  0 , o  * = o 

f ( l , v , , , )  = MIN{f(O,v 1 , 0 ) '  b l , O  + f ( o , ~ ~ , ~  * V1,o)} = 

= MINIM, 5 + ~ ( O , V ~ , ~ ) }  = 5 



= MIN {M,5+M,3+5} = 8 



Obtenção dos va lo res  dos rik 

A solução f ( 3  = 4 é ob t ida  pa ra  i k = ( l , l ) ,  

Sendo assim r 
1 , 1  

6 a v a r i á v e l  correspondente a  e s t a  solução.  

De acordo com a fórmula ( V I ) ,  r 
1 , l  

pode s e r  O o u l .  E! - O 

s e  o  mínimo f o r  o  elemento f (k -1 ,  v  ) e 1 s e  o  mínimo I ,o - 
f o r  o  elemento bik + f (k-1, vl ,O*vik) . Como n e s t e  caso o 

mínimo é o elemento bik + f ( k - 1 ,  v  * v  i ,O ik )  ' onde ik = ( 1 , l )  , 

r 
1 , l  

assume o v a l o r  1 . A fim de obtermos os demais valo-  

r e s  pa ra  os r i k  procederemos como no caso do problema de 

mochila s imples .  Assim, temos : 

f ( 3 , ~ ~ , ~ )  = 4 com r 
1 , l  

= 1 

1 ,o  - V  1 = F ( ~ , v ~ , O * V ~ , ~ ) =  f ( k - l , v  * - 1 , 1 1 , 1  = f ( 2 , ~ ~ , ~ *  1 , l  

= f ( 2 , ~ ~ , ~ )  = 3 . Como e s t a  solução é ob t ida  

p a r a  ik = (O, 1) , então r 
0 , l  

é a v a r i á v e l  

correspondente ,  e  n e s t e  caso r 
0 , 1  

= l .  

f ( k - l , v  * 
0 , 1  ( - r o  ,lvO,l))=f ( L v O , l * ~ O , l ~ = f ( l , v O , o  

) = o .  Co- 

mo e s t a  solução é o b t i d a  pa ra  ik = ( 1 , 0 ) ,  e g  

t ã o  r 1 , o  
é a v a r i á v e l  correspondente ,  e  

n e s t e  caso r 
1 , o  

= o .  

Assim, temos: 



Se r = O r e s o l v e  [V) p a r a  um dado k e 
ik 

v E V , então  f /k ,v )  = f (k-1 , v ) .  Por ou t ro  l a d o ,  s e  rik,l 

é uma so lução  Ótima p a r a  (V), en t ão :  

Desta f e i t a ,  analogamente 5 fórmula o b t i d a  no e s -  

tudo das t é c n i c a s  de programação dinâmica p a r a  o problema 

mochila s imp les ,  temos p a r a  todo v e k = l , .  . . , n  : 

A condição i n i c i a l  con t inua  sendo: 

Para  computar f ( k , v )  a p a r t i r  de VII ,  

f ( k , v * - v  ) deve s e r  conhecido e os elementos do grupo de- 
ik 

vem e s t a r  ordenados t a i s  que v* - v precede v . Embora, 
i k  

em g e r a l ,  uma ordenação p a r a  todo v E V não s e j a  p o s s í v e l ,  

nós podemos ordenar  os elementos de uma c l a s s e  l a t e r a l .  A s  

computações de f (k ,v)  são  f e i t a s  separadamente p a r a  cada 

c l a s s e  d i s t i n t a  e pode s e r  d i v i d i d a  em do i s  casos ,  

1 9  CASO: v E M (V ) , subgrupo gerado por  v 
ik ik ' 

Então e x i s t e  n , O i n < Iv 1 t a l  - 
ik 



v = n v  i k  ' Assim: 

V * - V .  = n  v  * - v  = [n - 1 ) ~ .  e  p a r a  
1 

k  ik ik "k 
todo 

V E M(vi ) , V I 1  pode s e r  e s c r i t a  como: 
k  

f ( k , n  v .  ) = MIN { f ( k - 1 , n  v .  ) ,  b + f ( k , ( n - 1 ) v .  ) ]  
I k  l k  ik I k  

(VI I I) 

V i s t o  que f ( k , ~ ~ , ~ )  = O , Vk, (VI I I )  pode s e r  

usada  p a r a  c a l c u l a r  f  ( k , v )  , Yv E M(v. ) , começando com 
I k  

n  = 1 e  terminando com n  = Iv I - 1 . 
ik 

Obs.:  "Se !v i  I =  I G I  , VI11 f o r n e c e  f ( k , v )  p a r a  todo v" . 
k  

2 0  CASO: v  i M(vi ) 
k  

Consideremos a c l a s s e  l a t e r a l :  

MV(vi)  = { h j h  = v  * n v  , O < n  < ] v  11 i k  - k ik 

P a r a  todo h  E MV(v. ) , temos: 
I k  

h * - v  = v * n v  * - v  = v *  (n-1)v  
ik ik ik ik 

En tão ,  p a r a  n  = 1,. . . , \ v i  1 :l , (VII)  pode s e r  
k  

e s c r i t a :  



Pa ra  começar a a p l i c a r  I X ,  f ( k , v  * n  v  ) deve 
i k  

s e r  conhecido p a r a  algum n  . Demonstraremos a s e g u i r  um l e -  

ma que nos f o r n e c e  uma forma de o b t e r  e s t e  v a l o r .  

o  LEMA: Se f ( k - l , v  * n  v  ) =  M ~ N I M O  f ( k - 1 , v  * n  vi ) 
i k  ~ < n < l v  1 k  

( X) 

ik 

O en t ão :  f ( k , v  * nOv ) = f ( k - l , v * n  v  ) .  
ik ik 

Demonstração: 

A p a r t i r  de (V) podemos e s c r e v e r :  

A h i p ó t e s e  d e s t e  lema nos pe rmi t e  e s c r e v e r :  

f ( k - l , v  * nOv ) < f ( k - l , v  * n v .  ) , O < n  lv  I 
ik - l k  

- i 
k  

O Como n  v  * - r v  E MV(v. ) , temos: 
ik ik ik Ik  

o  f ( k - 1 , v  * nOv ) < f ( k - 1 , v  * n  v  * - r .  v . )  , i k  - ik l k  I k  
com 

o  o  r = O , . . . ,  [ v  1 - 1 ,  p o i s  n v  * - r  v  = (n  -ri ) V  e  
ik ik ik ik ik k ik 

Sendo ass im,  o  mínimo em (A) 6 ob t ido  p a r a :  



o Logo: f ( k , v  * n v ) = f ( k - i , v  * nOv ) 
ik ik 

A p a r t i r  desse  LEMA o caminho Óbvio p a r a  determi-  

n a r  no é resolvendo (X). Então (IX) pode r i a  s e r  r e s o l v i d a  

O p a r a  n = n + i , .  . . , no  + \ v i k ] - 1  . I s t o  :. f o r n e c e r i a  

f ( k , v  * nv. ) , n = O ,  . . . , I  vi 1-1 , v i s t o  que: 
l k  k 

IMPORTANTE 

O LEMA demonstrado acima embora o fe reça  r ecu r so  

pa ra  determinação do v a l o r  de f ( k , v *  (n-1)v.  ) , sem O 

Ik  
qual  a fórmula I X  é não f u n c i o n a l ,  imp l i ca  em um procedimen- 

t o  pouco e f i c a z  computacionalmente. ~ e r í a m o s  que r e a l i z a r  

p a r a  cada c á l c u l o  de f  (k ,v*n  v .  ) uma sequência  de compara 
Ik  

- 
O ções p a r a  a obtenção de n , com o q u a l ,  segundo o LEMA, 

f i c a r i a  determinado o termo desconhecido da fórmula I X ,  p o s s i  - 

b i l i t a n d o  a obtenção de f ( k , v * n  v ) I s t o  nos l e v a  a u t i l i  
ik 

- 

z a r  um o u t r o  procedimento,  o qua l  não envolve t a n t a s  computa- 

ções ,  

RECURSO ESPECIAL 

O procedimento que estudaremos a s e g u i r  determi-  

o na n , sem que sejam f e i t a s  t a n t a s  computações como sugere  



o LEMA, e  simultaneamente c a l c u l a  os va lo res  de f(k,v * n v. ) .  
lk 

Sendo assim e l e  6 DUPLAMENTE VANTAJOSO, 

S e j a  f ( k , v )  = f ( k - 1 , v ) .  A p a r t i r  d e s t a  conside- 

ração obtemos, usando a  fórmula IX, v a l o r e s ,  en tão ,  ESTIMADOS 

para  f ( k , v *  n v .  ) ,  que denotaremos f ( k , v *  n v  ) I s t o  
'-k ik 

fornece : 

PARA n  = 1 :  

Como: f ( k , v * v  ) = f ( k , v )  e  f ( k , v ) = f ( k - 1 , v )  pe 
0 ,o  - 

l a  consideração i n i c i a l ,  temos: 

PARA n  = 2 ,  . . . , I  vi 1-1 
k  

(XI 1) 

Como f ( k , v )  - < f (k -1 ,v )  , segue que p a r a  todo n :  

f '  (k ,v*n  v.  ) , f ( k , v * n  vi ) , po i s  os va lo res  ESTIMADOS 
l k  - k 

são obt idos  assumindo-se que f  (k ,v)  = f  (k-1,v) . 
Para n  = no (XII) t o rna - se :  

(XIII)  , ( lembremos 

O que n  é o menor n  t a l  que o  MÍNIMO em (XII) 



AFIRMAÇAO: Para n - > no , (XIII) implica em: 

PROVA : 

o Pelo lema i s t o  é verdade para  n = n , ou s e j a :  

o Para n = n + 1 , (XII f i c a )  : 

O 
f ' (k ,v* (n +1) v. ) =MIN{ f (k- 1,  V* (nO+l) v. 

ik' bik + f '  (k,v*n"v. ) 1 "k - lk 

A p a r t i r  de (A) a expressão acima f i c a :  

Por (IX) podemos escrever :  

Comparando ( B )  e ( C )  comprovamos que: 

o 
Para n = n + 2 , (XII) f i c a :  

f '  (k,v*(n0+2)v. ) = ~ 1 ~ { f ( k - l , v * ( n ~ + 2 ) v ~  , b + f '  (k,v*(nO+l)v. ) } (E) 
lk k ik Ik  



A p a r t i r  de (D) a  expressão  acima assume o aspec- 

t o :  

Obtendo o  v a l o r  de f (k ,v*(n"+2)v i  p e l a  fórmula 
k  

IX, como f o i  f e i t o  em [C) , conc lu~mos  que : 

O 
Continuando e s t e  r a c i o c í n i o  p a r a  n  = n + 3 , . . . ,  

O n  + Iv 1-1 , conciuimos que:  
ik 

E s t e  RECURSO ESPECIAL r e f e r e n t e  ao 2 9  caso  d e s t a  

TÉCNICA 1 1 ,  ou s e j a ,  quando v  d M(v. ) , nos suge re  o  s egu in  
I k  

- 

t e  procedimento p a r a  obtenção dos f ( k , v * n  v .  ) :  
l k  

PROCEDIMENTO ESPECIAL 

( i )  ESCOLHA UM v  g! M(v. ) 
l k  

(2) ASSUMA QUE f ( k , v )  = f ( k - 1 , v )  

(3)  CALCULE no APLICANDO (XI) e  (XII) 

OBS . : 
O Como n é o menor n  t a l  que o  mínimo em (XII) 

4 

e f (k-1 ,v*n vi ) , in ic iamos e s t e s  c á l c u l o s  com n = l  e  pa ra -  
k  



- 
mos quando o MINIMO r e f e r e n t e  a  fórmula X I I  fo r  e s t e  p r imei -  

O ro  elemento,  O n  t a l  que i s t o  o c o r r e r  é o v a l o r  de n  . 

(4) CALCULE OS VALORES DE f ( k , v  * n v ) 
ik 

OBS. : 

Duas s i t u a ç õ e s  podem o c o r r e r  e ,  p o r t a n t o ,  dois  

caminhos d i s t i n t o s  s u r g i r ã o  p a r a  obtenção dos v a l o r e s  de 

O l? SITUAÇAO: n < ] v i  
k 

I 

(4.1) Faça f ( k , v * n o v i )  = f l ( k , v * n o v  ) e en- 
k  ik 

O t ã o  use ( I X )  p a r a  c a l c u l a r  f  (k,v*nvik) p a r a  n  = n + I , .  . . . , 
no + [ v .  1-1 . Observe que no c á l c u l o  de f ( k , v * ( n o + l ) v .  ) = 

l k  I k  

=MIN(f (k-1 ,  v*(n"+l)vi) ,b  + f (k ,v*n"v ) , j á n ã o  mais 
k  ik ik 

e x i s t e  o  embaraço de f ( k , v * n  v .  ) s e r  desconhecido. 
l k  

o  2: SITUAÇAO: n = [ v i  I 
k 

CAMINHO A SEGUIR: 

o  OBS. : Neste caso os v a l o r e s  do n  e  f  (k ,v*n vi ) são  c a l -  
k  

culados simultaneamente.  Abaixo e s t e  procedimento 6 j u s t i f i -  

cado. 

O 
Como p a r a  n  - > n , f t ( k , v * n  vi ) = f ( k , v * n  v  ) ,  

k ik 



temos : 

PARA n  = no 

o  I i é equiva len te  a  n  = 0 ,  Sendo assim, no = v  
k  

po i s  : 

Logo deveríamos a p l i c a r  a  fórmula (IX) p a r a  ca l cu  

o  o  O a 

l a r  f ( k , v * n  vi ) , n = n  c l , . . . ,  n  + / v  1 .  Como n  = ( v  I e  
k  ik ik 

equiva len te '  a  no = O os cá l cu los  ser iam f e i t o s  pa ra  

n  = l , . .  . , \ v i  I .  E n t r e t a n t o  como no = \ v i  I , todos OS 

k k  
va lo res  f '  (k,v*n vi ) p a r a  n  = 1 , .  . . , / v  ) j á  foram ca lcu-  

k ik 
lados .  Sendo,para n  - > no , f  (k ,v*n vi ) = f  ' (k,v*n v  ) , 

k  ik 
mais nenhum c á l c u l o  n e c e s s i t a  s e r  e fe tuado;  b a s t a  t o r n a r  r e -  

a i s  os va lo res  es t imados,  ou s e j a :  

I M P O R T A N T E  - - - - - - - - - -  

Caso e x i s t a  algum vi não per tencente  à c l a s s e  

l a t e r a l  MV(vi ) , para  o  v  e sco lh ido ,  nova escolha  deverá 
k 

s e r  f e i t a ,  implicando em o u t r a  c l a s s e  l a t e r a l .  O PROCEDIMEN- 

TO ESPECIAL é então  r e p e t i d o ,  (Este  f a t o  ocor re  no exemplo 

r e so lv ido  a  s e g u i r ) ,  



Consideremos o seguinte problema sobre G(6) . 

MINIMI ZAR 3r3 + 1or2 + 5r5 

*r V *r V 
= V1 r3V3 2 2 5 5 

> O e inteiro r3,r29r5 

A TECNICA I1 CONSISTE EM OBTER PARA CADA vi O 
k 

SUBGRUPO M(vi ) E APLICAR O 19 CASO OU O 29 CASO, CONFORME 
k 

v1,v2,v3,v4,v5 PERTENÇAM OU NA0 A ESTE SUBGRUPO. 0s v 'S 
ik 

SAO CONSIDERADOS NA ORDEM APRESENTADA PELO PROBLEMA. ASSIM 

SENDO A ORDEM A SER OBEDECIDA E: v3 ,v2 ,v5 . 

Condições iniciais: f (0,v) = M , v # v0 I f(0,v) = O , v = v o 

- Subgrupo gerado por v3 - {vO ,v3} . Logo na ob- 

tenção de f (l,vo) e f (l,v3) utilizaremos a fórmula VIII, 

19 CASO. 

f(l,vo) = O (pela inicialização, sem necessidade de 

VIII) 

f(l,v3) = MIN/f(0,v3), 3 + f(l,0,v3)} + f(l,v3) = 3 



Como v l ,  v2 , v4 e  v5 não pertencem ao subgrupo 

gerado p o r  v3 , o cá l cu lo  de f  ( 1  ,vi) , i = 1 , 2 , 4  e  5 6 o b t i  - 

do p e l o  PROCEDIMENTO ESPECIAL r e l a t i v o  ao 2 9  CASO, 

(1) Escolha:  v  = v 2 

(2) f ( l , v 2 )  = f ( 0  , v2 )  = M 

(3) Cãlculo  de n  O 

- Como v2*3v3 - v5 e  v2*4v3 = v2 ver i f icamos  

que v2 e  v5 são  os únicos elementos da c l a s s e  l a t e r a l  

M (v3) . Obteremos en tão  os v a l o r e s  de f ( l , v 5 )  e  f ( l , v 2 )  
v2 

e ,  pos t e r io rmen te  faremos nova e sco lha  de v  o  que nos 

f o r n e c e r á  uma o u t r a  c l a s s e  l a t e r a l .  

Podemos cons ide ra r  no = 1 

(4) Cálculo  de f ( l , v 2 * n  v3) 
O Como n < Iv3 / = 2 , seguiremos o  procedimento 

indicado em 4 .1 ,  r e l a t i v o  5 1: SITUAÇAO. 



Usaremos, en tão ,  I X  para  obter  f ( l , v 2 * n  v3) pa - 

r a  n  = 2 . Assim: 

Como fal tam os va lores  de f  ( l , v l )  e  f ( l , v 4 )  no- 

va escolha  s e r á  f e i t a  pa ra  v . 

(1) Escolha: v  = v 1 

(2) f ( l , v l )  = f(O,vl)  = M 

(3) Cálculo de no : 

Podemos cons iderar  no = 1 

(4) Cálculo de f  (1  ,vl*n v3) 

O Como n < ( v 3 [  = 2 , seguiremos o procedimento 

incidado em 4.1,  r e l a t i v o  à 1: SITUAÇÃO. 

Usaremos, en tão ,  I X  para  ob te r  f ( l , v l * n  v3) pa- 

r a  n  = 2 . Assim: 



OBSERVAÇAO : 

Como pa ra  v  # v. ou v j  , v*n v3 # v. 

pa ra  todo n  , f  (1  ,vi) = M pa ra  i = 1 , 2 , 4 , 5  j á  p g  

d i a  s e r  considerado,  sem o s  cá lcu los  a n t e r i o r e s ,  

po i s  ( e  b a s t a  examinar as  fórmulas XI e  XII) a  

comparação p a r a  obtenção do mínimo é sempre f e i t a  

e n t r e  M e  b  + M fornecendo por t an to  M. O s  
ik 

cá lcu los  serv i ram,  no e n t a n t o ,  pa ra  comprovar e s t e  

f a t o .  

Também e s t e s  cá l cu los  mostraram a  neces- 

s idade  de uma nova escolha  p a r a  v  , e  consequente - 

mente a  r e p e t i ç ã o  do PROCEDIMENTO ESPECIAL, j á  

que v1 e  v4 não per tenciam à pr ime i ra  c l a s s e  

l a t e r a l  o b t i d a  com a  p r ime i ra  escolha  de v  . 

- Subgrupo gerado por  v2 - {v0 ,v2 ,v4}  . 
obtenção f  ( 2  ,v0)  , f ( 2  ,v2)  , f  (2 ,v4)  u t i l i za remos  a  

V I I I ,  1 9  CASO, 

(pe la  i n i c i a l i z a ç ã o )  

- 
Logo na 

fórmula 



Como vl ,v3,v5 M(v2) , o cá lcu lo  de f ( 2 , v i ) ,  

i = 1 , 3 , 5  é obt ido  pe lo  PROCEDIMENTO ESPECIAL r e l a t i v o  ao 

2 0  CASO. 

(1) Escolha:  v = v 1 

(2) f ( 2 , v l )  = f ( l , v l )  = M 

(3) Cálculo de no : 

~ o g o  : no = 1 

( 4 )  Cálculo de f ( 2  ,vl*n v2) 

O Como n < Iv21 = 3 , seguiremos o procedimento i n  - 

dicado em 4 . 1 ,  r e l a t i v o  ã 1: SITUAÇAO, 

Usaremos, en tão ,  IX p a r a  ob te r  f ( 2  ,vl*n v2)  pa ra  

n = 2 , 3  . A s s i m :  



OBSERVAÇÃO: R e p e t i n d o  esse PROCEDIMENTO ESPECIAL p a r a  a esco-  

l h a  v = v3 , t e m o s :  

(1) E s c o l h a :  v = v3 

( 2 )  f ( 2  ,v3) = f ( l , v 3 )  = 3 

(3)  ~ á i c u l o  de no : 

( 4 )  C á l c u l o  de f ( 2  ,v3*n v2)  

Como no = Ivi I , s e g u i r e m o s  o p r o c e d i m e n t o  i n d i  - 
k 

cado e m  4 . 2 ,  r e l a t i v o  à 2: SITUAÇÃO. S e n d o  a s s i m :  

CONCLUSÃO: DEPENDENDO DA ESCOLHA A OBTENÇÃO 

DE f (k  , v*n vi ) E MAIS SIMPLES.  
k 

V e r i f i c a m o s  que M(v5)  = {vO ,v1 ,v2  , v 3 , v 4 ,  v 1 . A ~  - 



s i m  sendo o c á l c u l o  de f(.3,n v5) é obt ido p e l a  fórmula 

V I I I ,  1 9  CASO. 

n = O : f(3,0.v5) = f(3,v0) = O (pela inicialização) 

De acordo com a fórmula IX temos que: 

f ( k , v * n  vi ) = f ( k - l , v * n  v ) com r = O 
k ik ik 

f ( k , v * n  vi ) = f (k ,v* (n -1 )v .  ) com r > 1 
k l k  ik - 

Podemos assim formar a t a b e l a  abaixo que envolve 

as computações r e l a t i v a s  ao exemplo acima desenvolvido : 



~ e c u p e r a ç ã o  da Solução ótima 

Procede-se de modo análogo ao caso do problema de 

mochila s imp les ,  onde há buscas v e r t i c a i s  e  h o r i z o n t a i s .  

Neste caso começamos com f ( 3 , v l ) ,  onde n=3  

b  = v1 , s e  quizermos f a z e r  uma comparação com a  mochila s i m -  

p l e s  na  qua l  fazemos n  = k e  g  = b  . 
Como f ( 3 , v l )  = 1 3  com r5 = 1 ,  in ic iamos uma 

busca v e r t i c a l ,  sub t r a indo  seguidamente v5 de vl a t é  ob- 

termos r5 = O , dando i n í c i o  à busca h o r i z o n t a l .  

f (3 ,v l*-v5)  = f ( 3 , v l * v l )  = f ( 3 , v 2 )  = 8 com r5 = 1 

- - Obs. : -v5 - vl , p o i s  v5*v1 - V. 

f ( 3 , v 2 * - v 5  = f (3 ,v2*v l )  = f ( 3 , v 3 )  = 3  com r5 = O 

Logo: r5 = 1+1 +- r5 = 2 

A busca h o r i z o n t a l  s e  c a r a c t e r i z a  p e l a  sub t r ação  

de uma unidade de k . A s s i m  devemos i n v e s t i g a r  f (3-1 ,v3)  = 

f ( 2  ,v3) ' 

f ( 2 , v 3 )  = 3  com r2 = O 

Logo r2 = O e  nova busca h o r i z o n t a l  s e  i n i c i a ,  

Então devemos i n v e s t i g a r :  f  (2-1 ,v3)  = f  ( 1  ,v3) . 
f ( l , v 3 )  = 3  com r = 1 . Assim inic iamos nova 

busca v e r t i c a l ,  sub t r a indo  v3  de v3  a t é  obtermos r3  = 0 .  

f ( l , v 3 * - v 3 )  = f ( l , v 3 * v 3 )  = f ( l , v o )  = O  com r 3  = O 

O p rocesso  de recuperação s e  e n c e r r a , p o i s  s u b t r a -  

indo uma unidade d e s t e  novo k , obtemos k = 0 .  



0%. : As s e t a s  desenhadas  n a  t a b e l a  ind icam a s  b u s c a s  

v e r t i c a l  e  h o r i z o n t a l  e f e t u a d a s .  

3. ~ o r m u l a ç ã o  do a l g o r i t m o  p a r a  s o l u ç ã o  do Programa Grupo Mo- 

c h i l a  

E s t e  a l g o r i t m o  é a n á l o g o  ao  ALGORITMO I formulado 

p a r a  o  p rob lema  m o c h i l a  s i m p l e s .  De forma q u e ,  embora saben-  

do que  f  ( k , v )  - > O , u t i l i z a r e m o s  a  "CONVENÇÃO" de t o r n á - l o  

n e g a t i v o  com o  o b j e t i v o  de f a z e r  c o r r e s p o n d e r  a  e s s a  q u a n t i d a  - 

de n e g a t i v a  o  v a l o r  - 1 p a r a  r . Logo f ( k , v )  < O i m p l i -  
ik 

c a  em i n c r e m e n t a ç ã o  no  v a l o r  de r 
ik ' 

L rik = O s e n ã o  

Faremos uso  p o r t a n t o  de um c o n t a d o r  j p a r a  ob- 

t e r  os  v a l o r e s  

ALGORITMO 

ó t imos  das  v a r i á v e i s  r 
ik ' 

PASSO 1: I n i c i a l i z a ç á o :  f ( 0  , v )  = M p a r a  v  # v. 

f ( O , v 0 )  = 0  

k = O  



PASSO 2 :  Faça k  = k + l  

n = l  

f ( k , v o )  = O 

PASSO 3: Calcule w  = b  + I f (k , (n -1 )v .  ) I .  Se w <  I f ( k - l , n v . ) I  
ik l k  Ik 

f a ç a  f ( k , n  v .  ) = - w  . Senão f a ç a  f ( k , n  vik ) = If(n-1,n v- )I 
l k  lk 

C O M E N T A R I O: Como o  s i n a l  nega t ivo ,  carac  - - - - - - - - - -  - 

t e r i z a  apenas r > 1 é necessá r io  t r a b a l h a r  com o  módulo ik - 
de determinadas expressões como fizemos. Como e s t e  a lgori tmo 

s e  b a s e i a  em um problema de minimização ocorre  que: 

f ( k , v )  = f (k -1 ,v )  + x k  = O (NA0 HOUVE MELHORA NAS 

BUSCAS) 

f ( k , ~ )  < f ( k - 1 , ~ )  + Xk 2 1 (HOUVE MELHORA NAS BUSCAS) 

Por e s t e  motivo temos que r > 1 s e  ik - 

b + f ( k , ( n - l ) v i  f o r  menor que f ( k - 1 , n  vi ) ,  o  que é r e -  
ik k  k  

presentado no algori tmo por  f  ( k , n  vi ) = -w 
k  

PASSO 4 :  Se n  < \ v  1-1 , f a ç a  n  = n + l  e  v o l t e  ao PASSO 
ik 

3. Se n = Iv 1-1 , v á p a r a  o  PASSO 5. 
ik 

PASSO 5 :  Se f ( k , v )  não f o i  computado p a r a  algum v  , vá pa ra  

o  PASSO 6 . Caso c o n t r á r i o  vá p a r a  o  PASSO 1 0 .  

C O M E N T A R I O: Os passo 3 , 4 , 5  referem-se 

s e  ao 1 9  CASO. Se algum v  f o r  t a l  que não pe r t ença  ao sub- 

grupo gerado por  v  o  2 9  caso s e r á  u t i l i z a d o  e  por  conse- 
ik 



gu in te  a  c l a s s e  l a t e r a l  desse elemento s e r á  cons t ru ída .  I r e -  

mos p o r t a n t o  p a r a  o  PASSO 6 que dá inicio a  e s s e  2 9  caso.  En- 

t r e t a n t o  s e  todos os f ( k , v )  t iverem s ido  computados, i s t o  

é, s e  todo v  pe r t ence  a  M(v. ) iremos p a r a  o  PASSO 
Ik  

onde s e  i n i c i a  a  busca da solução Ótima (recuperação dos apon - 

PASSO 6 : Escolha um v  ta'l  que 

tado .  Ponha f ( k , v )  = I f (k-1 ,v)  

C O M E N T A R I O  - - - - - - - - - -  

i n í c i o  do PROCEDIMENTO ESPECIAL 

f (k ,v) não tenha s i d o  compu - 

I , n = 1  e  n O = O .  

: Este  passo c a r a c t e r i z a  o  

(29 caso) .  Pelo f a t o  da con- 

venção usada p a r a  c a r a c t e r i z a r  r = O ou r > 1 , tornou 
ik ik - - 

s e  necessá r io  a  tomada do módulo de f ( k - 1  , v ) .  É necessá r io  

o  z e r a r  n  , p o i s  caso s e j a  p r e c i s o  c o n t r u i r  mais de uma c l a s -  

s e  l a t e r a l ,  no tem que s e r  novamente calculado.  

PASSO 7 :  Se n  < / v i  I vá p a r a  o PASSO 8.  Se ] v .  I < n  < - - 
O 

k  l k  
n  + Ivi I vá p a r a  o  passo 9 .  Se n  = no + / v i  I vá p a r a  

k  k  
o  PASSO 5 .  

PASSO 8 :  Calcule w = b  -+ I f ( k , v * ( n - l ) v i ) I .  
ik k  

w < I f ( k - l , v * n  vi ) I ,  f a ç a  f ( k , v * n  v .  ) = -w , n  = n + l  e  
k  l k  

v o l t e  ao PASSO 7 .  Caso c o n t r á r i o  ponha f ( k , v * n  vi ) = 

o  O 
k  

= I f  ( k - l ,v*n  vi ) , e ,  s e  n  = O , ponha n  = n  e  v o l t e  
k  

ao passo 7 .  

PASSO 9 :  Faça n '  = n  - ]v i  I .  Calcule  W = b  + 
k  ik 

+ / f ( k , v * ( n l - l ) v i  ) 1 .  Se w < ( f ( k - l , v * n f v i  ) I 
k  

7 

k  



f a ç a  fCk,v*n8vi ) = -vi . Caso c o n t r á r i o  ponha f ( k , v * n f v .  J= 
k I k  

= I f (k-l ,v*nv. ) 1 ,  f a c a  n=n+l- e  v o l t e  pa ra  7 .  
1 1 ,  

9 : OPASSO 8 - 

e s t e  motivo o  

T A R I O  S O B R E  O S  P A S S O S  7 , 8 ,  
- - - - - - v - v -  

O determina n  , c a l c u l a  f f ( k , v * n v i  ) , 
O 

k  
c a l c u l a  f ( k , v * n  v. ) , n  < n  < ] v i  ) .  - Por 

l k  k  
PASSO 7 ordena a  passagem ao PASSO 8 des de 

que n  - c ]v i  I . O PASSO 9 c a l c u l a  f  (k,v*n vi ) , I vi I < 
k  k  k  

n  < no + Ivi I j u s t i f i c a n d o  a  ordem dada ao PASSO 7 .  Como 
k  

podem haver a inda f ( k , v a )  desconhecidos,  i s t o  é, ve não 

pe r t ence  à c l a s s e  l a t e r a l  o b t i d a ,  o  PASSO 7 ordena que para  

o  n  = n  + Ivi I r e to rne - se  ao PASSO 5 ,  onde e s t a  v e r i f i c a ç ã o  
k  

é f e i t a .  

Observa-se que,  s e  no = Iv; I ,  os va lo res  de 
n 

f ( k , v * n  v.  ) p a r a  n  # n o  senão todos obt idos  pe lo  PASSO 
1 1 -  

K 

9 e ,  s e  no 1 ,  os va lo res  de f ( k , v * n  v. ) s e r ã o  todos o b t i  
1 l? 

- 

dos no PASSO 8 .  Verificamos assim a  necessidade do PASSO 9 

o  O p a r a  n  > 1, po i s  a t é  n = n  - 1 os va lo res  de f (k ,v*n  vi ) 
k 

são estimados e  representados  por  f '  (k,v*n vi ) . 
k  

0s módulos das expressões tornam-se necessá r ios  

p e l a  convenção usada p a r a  c a r a c t e r i z a r  os va lo res  de lik 

PASSO 10 :  Se K < N , v o l t e  ao PASSO 2 

Se K = N , vá p a r a  o  PASSO 11 

C O M E N T h R I O :  Quando e s t e  passo  f o r  r e a l i  
- - - - - - v - - -  v 

zado p e l a  Última vez,  teremos calculados todos os va lo res  

dos f ( k , v ) .  



o  PASSO 11: Faça v  = v  e  j  = O V; pa ra  o  PASSO 1 2 .  
P 

O 
C O M E N T Â R I O :  O v a l o r  de v  s e  correspon 
- - - - - - - - a -  - 

de com o  v a l o r  de b  na mochila s imples  (Ver fórmula 11) . U t i  - 

lizamos também aqui  um contador j  que acompanha as incremen - 

tações  de uma unidade das v a r i á v e i s  rik e 

PASSO 12: Se f ( k , v )  < O f a ç a  j = j + l  e  v á p a r a  o  PASSO 13. 

Senão vá p a r a  o  PASSO 1 4 .  

PASSO 13: Faça v  = v* - vik e  vá p a r a  o  PASSO 1 2 .  

C O M E N T h R I O: Es te  passo c a r a c t e r i z a  a  bus- 

ca v e r t i c a l .  

PASSO14: Faça r = j  e  j = O  
ik 

Se k  > 1 f a ç a  k=k-1 e  v o l t e  ao PASSO 1 2 .  

Se k = l  , f a ç a  f ( ~ , v O )  = l f ( ~ , v O ) I  e  PARE. 

C O M E N T A R I O :  Ficam os va lores  das var iáve-  

i s  r determinadas n e s t e  passo.  ~ p Ó s  o  cá l cu lo  de cada 
ik 

uma dessas  v a r i á v e i s ,  é f e i t a  a  busca h o r i z o n t a l  (k=k-1) e  

suge r ida  uma nova busca v e r t i c a  ( s e  k  > 1) ou encerram-se os 

cá lcu los  ( k = l ) .  Devemos tomar o  módulo de f ( ~ , v O )  po i s  

e s s a  quantidade pode e s t a r  acompanhada de um s i n a l  negat ivo 

por  causa da convenção usada. 



4. Relação e n t r e  o Problema Mochila Simples e o Problema Mo- 

c h i l a  Grupo 

Considerando o problema mochila s imples ,  temos 

a segu in te  formulação: 

n 
MAXIMIZAR X = 1 c . x  

O j  =I J j  

x. > O e  i n t e i r o  , j = l ,  . . , n  
J - 

Adicionando a v a r i á v e l  de f o l g a  * x ~ + ~  a fim de 

ob te r  uma igualdade como r e s t r i ç ã o ,  temos: 

MAXIMIZAR Xo = 1 c . x  
j =i J j 

x .  > O e  i n t e i r o ,  j = l , .  . . , n + l  
3 - 

- Fazendo p i  - ci /a i  e assumindo que as  v a r i á v e i s  

e s t ão  ordenadas de t a l  forma que p l  - > p - > . . .  > p n  , - uma 

solução ótima p a r a  o problema l i n e a r  correspondente a (1) é :  
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MINIMIZAR 1 (c a - - c . a  )x 
j  =2 1 1  ~1 j  

x .  > O e  i n t e i r o ,  j = 2 , .  . . , n + l  
J - 

Observe que: 

n + l  n + l  
MAX[plb- 1 ( p l a j - c j ) x . ] +  MIN 1 (p l a j - c . )x  + 

j  = 2  J j  = 2  J j  

-- - M I N  I ( c l a j - c l a l )x j  
j  =2 

Suponhamos agora que b  6 suf ic ien temente  grande 

t a l  que xl é certamente p o s i t i v o  na solução Ótima. Este  

f a t o  é ca rac te r i zado  por  d(g) = 1. (A obtenção de um g* t a l  

que todo b  > g* implique em xl > O f o i  v i s t a  no c a p í t u l o  

1 1 ,  seção  1 . 4 ) .  Sendo assim a  não negat iv idade  de xl pode 
- 

s e r  abandonada. Desta f e i t a  a  2a. r e s t r i ç ã o  do nosso proble-  

ma, t o rna - se :  

n + l  a . x  b  - -  C J j  i n t e i r o  
al j=2 al 

Sabemos que s e  dois  números a . e  b são congru- 

en te s  módulo m então a - b = km , k i n t e i r o .  Sendo a-b 

um'número i n t e i r o  então podemos e sc reve r  a-b = k .1  , ou s e j a  

a  b  (mod 1 ) .  A s s i m  por  (3) podemos e sc reve r :  



Como a  congruência módulo m é uma r e l a ç ã o  de 

equ iva lênc ia ,  temos : 

n + l  a . x .  
1 J 1 -  (mod 1) 

j  =2 al al 

Então: 

O que equiva le  a :  

a . x  b (mod al) 
j  =2 3 j 

Sendo assim ( 2 )  pode s e r  e s c r i t o :  

M I N I M I Z A R  I ( c l a j  - c . a  ) X  
j =2 J I  j  

n + l  
1 ( a j  (mod a l ) ) x  b(mod al) 

j  =2 j  

x .  > O e  i n t e i r o  , j  = 2 ,  * . .  , n + l  
J - 



Desenvolvendo C4) , vem: 

a2 (mod al)x2 + . . . + ancl(mod al)xncl b (mod al) ( 6 )  

Podemos e sc reve r  (6)  como uma equação de grupo 

sobre  o grupo G(al) da segu in te  forma: 

t v *...*v t = v 
a2 (mOd al) a2 (mod al) b (mod al) an+l (mod al) an+l (mod al) 

Ou s e j a :  

n + l  
1 ( a j  (mod a l ) )x  E b (mod al) 

j =2  j 

é equ iva len te  a: 

- - 
'a. (mod al) t a .  (mod al) vb(mod al) 

j =2  J I 

Es t a  expressão p a r a  t a -  (mod , a qua l  nos 
I 

oferece  uma re l ação  e n t r e  as v a r i á v e i s  x e t , é baseada 

no s e g u i n t e :  Suponhamos que p a r a  j =k e j=R ocorre  

ak(mod al)  = aR(mod al) = h . Então vhth aparece duas ve- 
- 

zes no desenvolvimento de (8) , e assim temos 2vhth - vZhth  

- implicando em th - xk + xL e 

Pe la  observação f e i t a  acima ver i f icamos que a 



v a r i á v e l  t pode determinar dire tamente  x  ou pode represen  - 

t a r  a  soma de v á r i a s  v a r i á v e i s  x  . Se  ocor re r  o  segundo caso 

b a s t a  lembrar que s e :  

a 

clak - ckal < C1aR - cRal + XR = O , po i s  nosso i n t u i t o  e  

n + l  
minimizar 1 ( c l a j  - c - a  ) x  . 

j  = 2  1 1  j  

Nosso o b j e t i v o  agora s e r á  o b t e r  uma expressão equi  - 

va len te  pa ra  a  função o b j e t i v o :  

n + l  
Como desejamos minimizar ( c l a j  - c a  ) X  , 

j =2 j l  j  

podemos t ransformar e s t a  expressão em: 

n + l  

MINIMIZAR j  =2 d a .  (mod al) t a .  (moa al) 
J J 

da .  (moa al) s e r á  agora ana l i sado ,  
J 

Lembrando que pode o c o r r e r  p a r a  j=k e  j=R : 

al<(mod al) = aC(mod al) = h , teriamos dh th surgindo 

duas vezes como p a r c e l a  em ( 9 ) ,  o  que é equiva len te  a  

2dhth 'Omo da .  (mod al) r ep resen ta  a  expressão c I a  j - c j a i  , 
J 

que v a l o r  deverá s e r  a t r i b u í d o  a  j  n e s t e  caso: k  ou R ? 

Como o problema é de minimização e s t e  impasse s e  desfaz desde 

que estabeleçamos que: 



d  = min ( c l a j  - c j a l )  
~ E T  

P  

Sendo assim j  r e c e b e r á ,  p o r  exemplo, o  v a l o r  

k s e  c  a  - ckal f o r  menor que 
1 1  C l a ~  

- cLal . 

Podemos en t ão  e s c r e v e r  (5)  como um problema de mo - 

c h i l a  grupo (desde que b  s e j a  su f i c i en t emen te  grande) da 

s e g u i n t e  forma: 

n+ 1 

MINIMIZAR I: d a .  (mod al) t a .  (mod al) j  =2  J J 

n+ 1 

V a .  (mod al)  t a .  (mod al) = v  
j  = 2  b(mod al) (10) 

1 J 

ta.(mod a  ) > O e  i n t e i r o ,  j = 2 , .  . , , n + l  
J 1 - 

A p a r t i r  da so lução  Ótima de (10) podemos o b t e r  

a  so lução  ót ima de ( I ) ,  p o i s  há uma equ iva l ênc i a  e n t r e  e s s e s  

do is  problemas como vimos, desde que b  s e j a  suf ic ien temen-  

t e  grande.  

IMPORTANTE : 

A vantagem em t r ans fo rmar  (1) em (10) é que sendo 

a  ordem do grupo al , onde al - < b  , pode a c a r r e t a r  em um 

número menor de c á l c u l o s ,  j á  que em (1) o  número de c á l c u l o s  

é proporc iona l  a  b  e  em (10) é proporc iona l  a  al . 



APLI CAÇÃO : 

Consideremos o  exemplo : 

MAXIMIZAR Xo = l lx l  + 7x + 5x3 2 + X4 

6x1 - 4x2 + 3x3 + x < 2 5  4  - 

> O e  i n t e i r o s  X 1 J 2  , X 3 J 4  - 

Como a4  = 1 o problema não s e  a l t e r a  s e  t o r n a r -  

mos a  r e s t r i ç ã o  numa igua ldade .  A so lução  ót ima do problema 

l i n e a r  correspondente  é :  

x  = 25/6 ; 1 x O = 2 7 5 / 6  ; x  = O  p a r a  j = 2 , 3 , 4  
j 

Não sendo e s t a  so lução  i n t e i r a  e  sendo b=25 su-  

f i c i e n t e m e n t e  grande,  como vimos no c a p í t u l o  I1 p a r á g r a f o  

1 . 4 ,  passemos a  t rans formá- lo  em um problema de mochila grupo. 

Pa ra  t a l  o  escreveremos n a  forma i n t e r m e d i á r i a  f o r n e c i d a  

por  (5) : 

M I N I M I Z A R  2x2 + 3x3 + 5x4 

4(mod 6 )x2  + 3(mod 6)x3  + l(mod 6 )x4  : 1 (mod 6) 

> O e  i n t e i r o  X23X39X4 - 

O problema de mochila grupo correspondente  é f o r -  

necido p o r  (10) : 

M I N I M I Z A R  d 4 t 4  + d 3 t 3  + d l t l  

- v 4 t 4  + v 3 t 3  + v l t l  - V1 

> O e  i n t e i r o s  t 4 , t 3 , t l  

Precisamos de te rminar  a inda  d4 ,d3 ,d l  , O que nos 



6 fo rnec ido  p o r  ( 9 a ) ,  e  o b t e r  a  cor respondênc ia  e n t r e  os 

x l s  e o s  
j  

t i ' s *  

Como t4  = 1 x  + t 4 = x  , t4  é c o r r e s -  
j&T4 j  

pondente a  x2 . 

Como d4 = m i n  ( c  a  - c - a )  + d4  = 2 
j  &T4 1 j  ~1 

Continuando os c á l c u l o s  acima p a r a  p = 3  e  p = l  , 

obtemos : 

MINIMIZAR Z t 4  + 3 t 3  + 5 t l  

~ 4 ~ 4  + v 3 t 3  + V l t l  = V 1 

> O e  i n t e i r o s  t 4 ' t 3 , t 1  - 

com t4  correspondente  a  x2 , t3  a  x e  t l  a  x4 . 3  

Por s imples  i n speção ,  uma so lução  Ótima p a r a  e s t e  

problema é :  

t3  = t4  = O e  tl = 1 com cus to  5  

Logo : 

x 2 = x  = O  e  x 4 = 1  3  

Por ( l a )  e  ( l b )  , temos: 



O B S E R V A Ç A O :  1) Outra  solução ótima 6 t3  = t4 _ _ - _ - L - - - -  

= l  e 

- tl = O , o que a c a r r e t a  x2=x =1 e x =O, com 
25 

X1 
- - -  

3 4 6 

2) Verificamos que o problema f o i  r e so lv ido  de 

forma mais simples u t i l i z a n d o  a transformação p a r a  mochila 

grupo. En t re t an to  i s t o  somente f o i  p o s s í v e l  por  s e r  b s u f i  

cientemente grande,  o que garante  a v i a b i l i d a d e  da so lução ,  

O U  s e j a ,  X1 6 CERTAMENTE P O S I T I V O .  



c 
INTEIRA EM UM PROBLEMA MOCHILA GRUPO 



1. I d é i a  do Processo - 

S e j a  um problema de programação i n t e i r a .  Relaxan - 

do-se a  i n t e g r i d a d e  das v a r i á v e i s  obtem-se um problema l i n e a r  

c u j a  so lução  ótima é conseguida po r  in te rmêdio  do MÉTODO 

SIMPLEX. Diante  d e s t a  so lução  Ótima (xB,xN) a  r e s t r i ç ã o  do 

problema i n i c i a l  é r e e s c r i t a  como: 

E s t a  equação t ransformada na  equ iva l en t e :  

B y = R(b-NxN) , sendo B matr iz  d i agona l ,  o  que é su-  

por tado  por  do i s  teoremas enunciados e  demonstrados n e s t e  ca-  

p í t u l o ,  que além d i s s o  oferecem subs íd ios  p a r a  a n á l i s e  e  f o r -  

mulação de um algor i tmo que d i agona l i za  B , calculando como 

veremos as  ma t r i ze s  e  R . 
Como y deve s e r  i n t e i r o ,  i s t o  ocor re  s e  e  somen - 

t e  s e :  

R(b-NxN) E 0 (mod A) A v e t o r  c u j a s  coordenadas são 

a  diagonal  p r i n c i p a l  de 9 . 

E s t a s  congruências módulo A i  permitem t r a n s f o r -  

mar o  en t ão  problema em um MOCHILA sobre  o  GRUPO G(Al, A 2 , .  . . , 



2 .  Suporte  ~ e ó r i c o  

TEOREMA I: 

S e j a  A uma ma t r i z  unimodular de ordem m . Pa- 

r a  cada v e t o r  i n t e i r o  y , e x i s t e  um único v e t o r  i n t e i r o  x 

t a l  que y = A x  . 

Demonstração : 

Sendo A ma t r i z  unimodular e n t ã o ,  A é i n t e i r a ,  

e x i s t e  A-' e  d e t  A = 1 . 
Tendo que: 

A-1 = a d j  A + A-l = ad j  A 
d e t  A 

Como a  ad jun ta  de uma ma t r i z  i n t e i r a  6 uma ma t r i z  

i n t e i r a  concluímos que A-' é i n t e i r a .  

-1 
Se y = A x  en tão  A y = x . Logo dado y i n -  

t e i r o  x  é i n t e i r o  e  Único, p o i s  r e s u l t a  de um produto e n t r e  

duas ma t r i ze s  i n t e i r a s .  

TEOREMA 2 :  

Sejam R e  C ma t r i ze s  unimodulares de ordem 

m e  s e j a  RBC = É? . Então B x  = b , x i n t e i r o ,  e 

By = Rb , y i n t e i r o ,  são  r ep re sen tações  e q u i v a l e n t e s .  

Demonstração : 

Mult ip l icando-se  B x  = b à esquerda po r  R , vem: 

RBx = Rb (1) 

V i s t o  que C é unimodular , C-' e x i s t e  e  p o r  



t ando : 

Subs t i t u indo  (-11) em ( I ) ,  temos: 

Consideremos agora:  

-1 y = C  x 

Sendo C uma ma t r i z  unimodular en tão  C-' é un i  - 

modular. Por i s s o ,  a  p a r t i r  do TEOREMA 1 , concluímos que 

e x i s t e  uma correspondência  um a  um e n t r e  os v a l o r e s  i n t e i r o s  

de x  e  y emCIV).  

Subs t i t u indo  (IV) em (111) , vem: 

Um v e t o r  i n t e i r o  y* r e so lve  (V) s e  e  somente 

s e  x* = C y* é t a l  que R B  x* = Rb . Como R é não s ingu  

l a r  en tão  e x i s t e  R e  po r  conseguinte  RBx* = Rb + 

+ Bx* = b , Logo y* r e s o l v e  (V) s e  e  somente s e  x* = CY * 

é t a l  que Bx* = b . 

3 .  Transformação I  

Suponhamos um problema de programação i n t e i r a .  Se - 

j a  a so lução  ó t ima ,  re laxando a  i n t e g r i d a d e  , (xB,xN) c o r r e s  

pondente à base  Ótima B . A p a r t i r  d a í  podemos e sc reve r  o  

conjunto das r e s t r i ç õ e s  do problema i n t e i r o  da s e g u i n t e  forma: 



B x ~  
+ NxN = b 

> O e  i n t e i r o  
X~ - 

> O e  i n t e i r o  
X~ - 

O U  

B x ~  
= b -  

N x ~  

> O e i n t e i r o  
X~ - 

x > O e  i n t e i r o  N - 

Sejam R e  C ma t r i ze s  i n v e r s í v e i s  t a i s  que:  

B = R - ~  B C" onde f3 é mat r i z  d iagona l .  

Deste modo a equação Bxg = b - NxN pode s e r  e s -  

c r i t a  como: 

R - ~  , C-' xB = b - NxN (VIU 

Mul t ip l icando  (VII) 5 esquerda po r  R , temos: 

B xB = R(b - NxN) 

O conjunto de r e s t r i ç ó e s  (VI) pode en tão  s e r  e s -  

c r i t o :  

B C-' xg = R(b - NxN 

> O e  i n t e i r o  
X~ - 

> O e  i n t e i r o  
X~ - 

Observando que B = R B ( b a s t a  m u l t i p l i c a r  

B = R - ~  B C" à esquerda por  R) ,  en t ão :  



o que ga ran te  a  não a l t e r a ç ã o  do conjunto so lução  de (VI) .  

S e j a  C-' uma m a t r i z  unimodular. Logo, pe 10 

TEOREMA 1 ,  dado y i n t e i r o  e x i s t e  um Único x  i n t e i r o  t a l  

que y = c-' x  . Por t an to  (,VII) pode s e r  e s c r i t o :  

y = R(b - NxN) 

y i n t e i r o  (VI I I )  

x  > O e  i n t e i r o  N - 

Exemplo : 

Consideremos o  s e g u i n t e  problema: 

MAXIMIZAR x  = 2x1 + x o 2 

s u j e i t o  a :  X1 + X 2 + X  3  

- X1 + X 2 + X 4 = o 

6x1 + 2x2 + X  = 2 1  5 

> O e  i n t e i r o  , i = 1 , 2 , 3 , 4 , 5  X i  - 

Apliquemos a  e s s e  exemplo a TRANSFORMAÇÃO acima 

apresen tada .  

O relaxamento da i n t e g r i d a d e  das v a r i á v e i s  i m -  

p l i c a  em um problema l i n e a r  c u j a  solução ótima é :  

-X5 -X 
correspondente  ao quadro ótimo: 3 



Sendo xl , x2 e x4 as va r i áve i s  bás icas  da 

solução ótima, a base ótima B correspondente é :  

Escrevendo as r e s t r i ç õ e s  do problema i n t e i r o  co- 

mo em (VI) ,  vem: 

i n t e i r o  

> O e  i n t e i r o  
X~ - 

Para escrevermos e s t a s  r e s t r i ç õ e s  como em (VIII)  

necessitamos de , matriz diagonal obt ida  a p a r t i r  de B , e 

de R , também o b t i d a  a p a r t i r  de B . Um algoritmo pa ra  ob- 

tenção dessas matr izes  s e r á  desenvolvido a f r e n t e .  Adiantare- 

mos, para atingirmos nosso o b j e t i v o ,  que: 

Com esses  elementos podemos escrever  as r e s t r i -  

ções em questão como em VI11 . Temos: 



y  i n t e i r o  

> O e  i n t e i r o  
X~ - 

I s t o  é ,  nosso conjunto de r e s t r i ç õ e s  t o rna - se :  

y1 = 5  - X3 

Y 2  
= 5 - x  3  

4y3 
= -9 + 6x3 - x 

5 

y1 , y2  ,y3 i n t e i r o s  

> O e  i n t e i r o s  X 3 y X 4  - 

4 .  Transformação I1 

A p a r t i r  das r e s t r i ç õ e s  e s c r i t a s  como em ( V I I I ) ,  

onde : 

ver i f icamos  que y  é i n t e i r o  s e  e  somente s e :  

Aplicando ao nosso exemplo, onde X1 = h 2  = 1 e  

A3 = 4 , temos y1,y2 e  y3 i n t e i r o s  s e  e  somente s e :  

5  - x3 I O (mod 1) 

-9  + 6x3 - x r O (mod 4) 
5 



Observando a s  demais r e s t r i ç õ e s  do p rob lema ,  con- 

c lu ímos  que (a)  é r e d u n d a n t e ,  p o i s  e x i g e  X3 i n t e i r o ,  o  que 

j á  f a z  p a r t e  do c o n j u n t o  de r e s t r i ç õ e s  do problema,  

A p a r t i r  da  obse rvação  acima v e r i f i c a m o s  que  a  

r e s t r i ç ã o  CONGRUENCIA MODULO A i  pode s e r  abandonada s e  

'i = l .  

D e s t a  forma as  r e s t r i ç õ e s  do n o s s o  exemplo redu-  

zem-se a :  

-9 + 6x3 - 5 E O (mod 4) 

> O e  i n t e i r o s  x3 'X5 - 

ou 

x3 - X5 E 9  (mod 4) 

> O e  i n t e i r o s  x3 'X5 - 

O U  

2x3 * 3x 1 (mod 4) 5 

> O e  i n t e i r o s  x3 'X5 - 

Observando o QUADRO OTIMO r e l a t i v o  5 s o l u ç ã o  li- 

n e a r  temos a  s e g u i n t e  função o b j e t i v o :  1 /2x3 + 1 /4x5  . Mul- 

t i p l i c a n d o  e s t a  f u n ç ã o  p o r  4 , temos Zx3 + x5 . Como OS 

p a r e s  (x3  ,x5 )  que minimizam ambas a s  f u n ç õ e s  s ã o  o s  mesmos, 

podemos e s c r e v e r  n o s s o  problema i n t e i r o ,  como: 

MINIMIZAR 2x3 + x 5 

s u j e i t o  a :  2x3 + 3x5 E l (mod 4) 

> O e  i n t e i r o s  X3yX5 - 

que pode s e r  v i s t o  como um problema do t i p o  moch i l a  s o b r e  o 



grupo G (4) , 

O problema acima pode en tão  s e r  e s c r i t o :  

t MINIMIZAR da3 (.mod 4) t a3  (mod 4) +da5 (mod 4) a5 (mod 4) 

> O e  i n t e i r o  , j = 3 , 5  
t a .  (mod 4)  - 

J 

MINIMIZAR d 2 t 2  + d 3 t 3  

s . a . :  V2 t 2  + v3 t3  = V 1 

> O e  i n t e i r o s  t2 ' t 3  - 

Procedimento p a r a  obtenção da ma t r i z  B - 

Como R e C são unimodulares ,  p o r t a n t o  i n t e i r a s ,  

c o n c l u h o s  s e r  B também i n t e i r a  p o i s  B = RBC , onde B tam- 

bém é i n t e i r a ,  j á  que r e s u l t a  de um problema i n t e i r o .  Desta 

forma a s  ma t r i ze s  o b t i d a s  em cada pas so  da d i agoná l i zação  de 

B devem s e r  i n t e i r a s .  Desta f e i t a  as  operações e lementa res  

l i n h a  u t i l i z a d o s  n a  obtenção de devem s e r  : 

( i )  TROCA DE LINHA (COLUNA). 

( i i )  SUBSTITUIR UMA L I N H A  (COLUNA) i POR ELA SOMADA COM 

UM MÚLTIPLQ INTEIRO DE OUTRA 

( i i i )  MULTIPLICAR UMA L I N H A  (COLUNA) POR - -1 . 

E s t a s  operações também s e  j u s t i f i c a m  p e l o  f a t o  de 

estarmos t raba lhando  den t ro  do con tex to  de um Z-módulo, p o i s  

G é um módulo sob re  Z (TODO GRUPO ABELIANO G I! UM MODULO 

SOBRE O ANEL DOS INTEIROS), 



O cuidado n a  formulação dessas  p ropr iedades  nos 

ga ran t e  que A i  é i n t e i r o  p a r a  todo i , o que nos p o s s i b i l i  - 

t a  c o n s i d e r a r ,  sem embaraços, as  congruências  módulo 
A i  . 

Obtenção de B a p a r t i r  de B 
- 

s e j a  B = d ] 
Trocando l i n h a s  e  ou colunas posicionamos . o 

menor elemento em v a l o r  abso lu to  e  d i f e r e n t e  de zero  em ( 1 , l ) .  

( i s t o  p e l a  conveniênc ia  de s e  o b t e r  A i  menor O 

que imp l i ca  em um grupo com menos elementos)  . Supondo j á r e a  

l i z a d a  e s s a  operação ,  fazemos: 

c = m a + n , O < n < a  - , n i n t e i r o  

b  = mla+  n ' ,  O < n ' <  a  - , n '  i n t e i r o  

(19) - Suponhamos n  = n '  = O . Desta  forma c  = ma e  b  = m'a ,  

i s t o  é :  

Aplicando a  operação l i n h a  ( i i )  em B , vem: 

L O 
d-mm' a  ] L~ = L,-, - r n ~ ~  

k 

S u j e i t a n d o  B* a  operação coluna ( i i ) ,  vem: 



( 2 9 )  - Suponhamos, ago ra ,  n  f O . Desta  forma, temos: 

Aplicando a  operação l i n h a  ( i i )  de forma a  subs-  

t i t u i r  L 2  po r  L2 - m L1 , obtemos : 

Após e s t a  operação temos a  c e r t e z a  de que e x i s t e  

p e l o  menos um elemento (n) menor em v a l o r  abso lu to  do que 

"a" ,  p o i s  e l e  é r e s t o  da d i v i s ã o  p o r  "a" , É p o s s í v e l  a t é ,  o  

que é mais conveniente  a inda ,  que "d-mb" s e j a  menor do que 

'hr1 em v a l o r  abso lu to .  

Transpondo d e s t a  f e i t a  l i n h a s  e  ou colunas  p o s i -  

cionamos e s t e  menor elemento em v a l o r  abso lu to  em ( l , l ) e  Su- 

pondo s e j a  "n" e s t e  e lemento,  temos, t raspondo L1 e  L2  : 

A p a r t i r  da? ,  recomeçamos o  p r o c e s s o ,  v e r i f i c a n -  
a 

do s e  t o d a  l i n h a  e  t oda  coluna de n  e  m ú l t i p l a  



i n t e i r a  de n Caço s e j a ,  recaímos no 1 9  caso .  

Caso c o n t r á r i o  repet imos o procedimento d e s t e  2 0  caso ,  

E x i s t e  tambgm a p o s s i b i l i d a d e  de "a" s e r  m ú l t i -  

p l o  i n t e i r o  de "n" e "d-mb" não o s e r .  Neste caso a ope- 

ração l i n h a  ( i i )  a p l i c a d a  no i n í c i o  d e s t e  2 9  caso é s u b s t i t u i  - 

da po r  uma operação coluna ( i i ) ,  e  o p rocesso  de reco locação  

do menor elemento em v a l o r  abso lu to  na  pos ição  ( 1 , l )  é i n i c i a  - 

do. 

CONCLUSÃO: A PARTIR DO MOMENTO EM QUE O MENOR ELEMENTO EM VA - 

LOR ABSOLUTO E DIFERENTE DE ZERO ESTA POSICIONADO EM ( 1 , l )  , A 

PROBABILIDADE DOS DEMAIS ELEMENTOS DE SUA LINHA E COLUNA SE- 

REM SEUS MÚLTIPLos INTEIROS É MUITO PEQUENA. SENDO ASSIM O 

PROCEDIMENTO DESENVOLVIDO NO 2 9  CASO TENDE A SER REPETITIVO.  

ISSO PODE CONDUZIR A RESTOS "n" CADA VEZ MENORES (CASO NA0 SE 

CONSIGA OS TAIS M~LTIPLOS ENFOCADOS PELO 1? CASO) O QUE NA 

PIOR DAS HIPÓTESES, TRABALHANDO COM RESTOS CADA VEZ MENORES, 

CHEGA-SE A UM RESTO 1, O QUE GARANTE A CONVERGÊNCIA DO PROCES - 

SO. 

Sendo = RBC , podemos cons ide ra r  i n i c i a l m e n t e  

o p roduto  I B I  e ,  por  in te rmédio  de operações l i n h a  e coluna 

ap l i cados  a B, o b t e r  R e  C , extendendo as  operações  li- 

nha à p r i m e i r a  ma t r i z  i d e n t i d a d e  e a s  operações coluna à s e -  

gunda m a t r i z  i d e n t i d a d e .  I s t o  porque toda  operação l i n h a  a- 

a p l i c a d a  a uma ma t r i z  A é equ iva l en t e  a a p l i c a r  e s t a  opera-  

ção l i n h a  na  ma t r i z  i d e n t i d a d e  e ,  em s e g u i d a ,  m u l t i p l i c a r  



e s t a  nova mat r iz  por  A . No caço da operação coluna,  a  equi  - 

va lênc ia  é o b t i d a  p e l a  ap l icação  d e s t a  operação na mat r iz  

ident idade  e ,  e m  seguida ,  e f e t u a r  a  m u l t i p l i c a ~ ã o  de A por  

e s s a  nova mat r iz  conseguida, 

Es t e  a lgor i tmo,  de acordo com o estudo f e i t o  no 

i tem a n t e r i o r ,  u sa rá  operações l i n h a  e  coluna sobre  a  mat r iz  

B e  as  que lhe  sucedem. Poderemos submeter as mat r izes  iden- 

t i dade  a  e s t a s  operações ,  como vimos no Último p a r á g r a f o ,  ca- 

s o  queiramos o b t e r  R e  C . 

ALGORI TMO 

PASSO 1 :  Faça k = l  

Se bll é o menor elemento em v a l o r  absolu to  da 

matr iz  e  d i f e r e n t e  de zero vá pa ra  o  PASSO 2 .  

Senão, usando l i n h a s  e /ou  colunas ,  coloque bll 

i g u a l  ao menor elemento em v a l o r  absolu to  da ma t r i z .  

PASSO 2 :  Se bll  d iv ide  bl t  , 1 < t - < n , vá p a r a  o  PASSO 

3 .  

Senão, p a r a  cada bl t  não d i v i s í v e l  por  bll f a ç a  

blt  = ktbll  + r t , r t  r e s t o  da d i v i s ã o  de bl t  por  bll* 

Real ize  então a  operação c t  - ktcl  , onde C1 e c  t s ão 

respectivamente as colunas 1 e t da mat r iz .  Volte ao PASSO 1. 

C O M E N T h R I O: A s  operações ct  - ktcl  , 

s e  n e c e s s á r i a s ,  tornam os novos blt  i g u a i s  aos r e s t o s  r t e  



PASSO 3:  Se bll d i v i d e  b  tl 1 < t - < n , vá p a r a  o  PASSO 

Senão, p a r a  cada bt l  não d iv i s í ' ve l  po r  bll 
f a ç a  

bt l  = ktbll + r 
t r t  

r e s t o  da d i v i s ã o  de bt l  po r  bl l .  

Rea l ize  en tão  a  operação L t  - KtL1 , onde L I  e  L t  são 

respect ivamente  as l i n h a s  1 e t da m a t r i z .  Vol te  ao PASSO 1. 

C O M E N T h R I O: A s  operações L t  - KtL1 , s e  
- - - v - - - - - -  

n e c e s s á r i a s ,  tornam os novos bt l  i g u a i s  aos r e s t o s  r t 

PASSO 4 :  Faça : c t  = c t - bltcl 
l < t < n  - 

t r i z  B em: 

B = 

C O M E N T h R I O: Es t e  passo  t ransforma a  ma- - - - - - - - - - -  

PASSO 5 :  Se bl l  < O m u l t i p l i q u e  a  l i n h a  

Faça: dkk = bll 

n = n - 1  

'nxn = B (n- 1) x  (n- 1)  

k = k + l  

1 p o r  -1 . 

C O M E N T h R I O: Es t e  passo  ordena o  armazena- 



mento dos elementos da diagonal e reduz a m a t r i z ,  abandonando 

a p r ime i ra  l i n h a  e a pr imei ra  coluna.  

PASSO 6:  Se Bnxn - tem ordem 1 e bll > O f aça  dkk - bll  e 

vá p a r a  o PASSO 7 .  

Se Bnxn tem ordem 1 e bll  < O , mul t ip l ique  bll 

por -1 , f aça  dkk = bll  e vá p a r a  o PASSO 7 . 

Se Bnxn tem ordem d i f e r e n t e  de 1 , v o l t e  a6 PASSO 

1. 

C O M E N T h R I O: Es te  passo ordena que o algo- - - - - - - - - - -  

ritmo s e  r e p i t a  a t é  que a matr iz  s e  r eduza  ao &ido elemento 

PASSO 7 : Faça: 

e PARE . 

Uso do ALGORITMO p a r a  o b t e r  R e B 

S e j a  a mat r iz  B do exemplo considerado anteriormen - 

t e ,  qua l  s e j a :  

Necessitamos, para  chegar a ( V I I I )  da transforma- 



são I ,  das  m a t r i z e s  e R . Vimos que:  

Como precisamos o b t e r  apenas R e  , cons ide r a -  

mos somente [I] [B] e  estendemos a  I e  sua s  de r i vadas  apenas 

a s  operagões  l i n h a  a p l i c a d o s  a  B e  sua s  d e r i v a d a s .  

Obtenção de R e  B 

Como bll  é o  menor elemen - 
t o  em v a l o r  a b s o l u t o  d i f e -  

0 0 1  r e n t e  de ZERO, vá p a r a  o  

PASSO 2 

(2 .2)  b l l  d i v i d e  blt  , t = 2 , 3  . p a r a  o  PASSO 3  . 

(3 .1)  bl l  d i v i d e  b t l  , t = 2 , 3  . V; p a r a  o  PASSO 4 . 

L 2  = L2 - ( - l )L1  vá p a r a  

o  PASSO 

L2 = L3 - 6 L1 -6  O 1 O - 4  O 5 



k = 2 . Vá p a r a  o  PASSO 6 

(6 .1)  Como B tem ordem 

- (1 .2)  Fazendo c2 - c l  + 

2 , v o l t e  ao PASSO 1 

vá p a r a  o  PASSO 2 .  

(2 .2)  Como bll  d i v i d e  b12 v á  p a r a  o  PASSO 3 

Como bl l  d i v i d e  bZ1 

- Fazendo c2  - c2  - Zcl 

v á  p a r a  o  PASSO 4 

p a r a  o  PASSO 5 

k = 3 . p a r a  o  PASSO 6 



( 6 . 2 )  Como bll  < O m u l t i p l i q u e - o  p o r  -1 Logo b l l  = 4 

vá p a r a  o PASSO 7 

7 .  C a r a c t e r i z a ç ã o  do P r o c e s s o  

Dado o problema de programação i n t e i r a :  

MAXIMIZAR CX 

AX = b 

X > O e i n t e i r o  - 

o b t e r  a s o l u ç ã o  ó t ima  d e :  

MAXIMIZAR CX 

AX = b 

X > O  - 

S e j a  (xB,xN)  a s o l u ç ã o  ó t i m a  p r o c u r a d a .  O p r o -  

blema i n t e i r o  f i c a  e n t ã o :  

MAXIMIZAR CBXB + CNXN 

BXB + NXN = b 

X X > O e i n t e i r o s  B '  N -  

A equação B X ~  + N X ~  = b + xB = B - ' ( ~ - N x ~ ) .  ~ u b s  - 

t i t u i n d o  n a  função  o b j e t i v o ,  temos : 



c B ~ - l [ ò - ~ x N )  + cNxN = c B ~ - l b  - ( . c B ~  -1 N cN) xN 

Mas : 

-1 - 1 MAX C ~ B  b - ( C ~ B  N - c ~ ) x ~  = M I N ( C ~ B - ~ N  - cN)xN 

O problema i n t e i r o  pode e n t ã o  s e r  e s c r i t o :  

BXB + NXN = b 

> O e i n t e i r o s  X B ' ~ ~  - 

P e l a  t r a n s f o r m a ç ã o  I : 

BX, + NXN = b + By = R(b - NXN) 

Então  passamos a t e r :  

By = R(b - NXN) 

y i n t e i r o  

XN L O e i n t e i r o  

Como: B = o problema assume a forma:  

MINIMIZAR ( c ~ B - ' N  - cN)xN 

R (b - xNN) : O (mod h) 

X > O e i n t e i r o  
N - 

sendo h = ( h l ,  h Z  , e ,hm) 



ou a inda :  

XN > O e  i n t e i r o  - 

sendo R a  j-ésima l i n h a  de R ,  
J 

OBSERVAÇÃO: Sempre que h .  =l a  r e s t r i ç ã o  pode s e r  abandonada 
J 

p o i s  é redundante ,  E s t e  f a t o  ocor reu  no exemplo apresen tado .  

Finalmente as r e s t r i ç õ e s  do problema dão origem a  

uma Única equação sobre  o  grupo G(hl, h Z ,  . . . , h m )  Caso, por  

in te rmédio  das t rans formações ,  a t ingíssemos as  r e s t r i ç õ e s :  

2x3 + X4 E O (mod 2) 

5x3 + 7x = 15  (mod 17) 4 - 

a  equação grupo s e r i a :  

v  - 
0 , s  tl * V 

- 
1 , 7  v ~ ,  15 sob re  o  grupo G(2.17) 



UMA APLICAÇÃO: "THE CUTTING STOCK PROBLEM" 



1, Em que c o n s i s t e  o problema 

Existem numerosas s i t u a ç õ e s  que consis tem em uma 

determinada quant idade de m a t e r i a l ,  que s e  encon t r a  em tama- 

nhos pad rões ,  t e r  que s e r  co r t ada  de acordo com c e r t a s  exigên-  

c i a s :  que s e  p e r c a  o mhimo p o s s í v e l  de m a t e r i a l  e  s e j a  s a t i s -  

f e i t o  o número de cada pedaço de comprimento Li demandado. 

Trataremos do caso que envolve c o r t e s  v e r t i c a i s .  

O m a t e r i a l  em es toque  não d i f e r e  em l a r g u r a .  Existem compri- 

mentos Li ( i = l ,  . . . ,m) , p a r a  a t ende r  a demanda de mercado. 

Um t i p o  de modelo de c o r t e  p a r a  um comprimento L 

é v i s t o  aba ixo :  

SOBRA 

Pa ra  e s t e  modelo de c o r t e  j podemos d e f i n i r  o 

s e g u i n t e  VETOR CORTE : 

- - - - - - - - - 

t 
LARGURA FIXA 

I - - - - - - - 

- 
a . .  
'-1 

a 
2j 

a 
3 j 

1 

onde a s i g n i f i c a  o número de pedaços de comprimento Li ob i j - 

t i d o s  no modelo de c o r t e  j . 
~á podemos c o n c l u i r  que ex i s tem "nu p o s s i b i l i d a -  

des de c o r t e  que c r e sce  in tensamente  5 proporção que o número 

3 3 3 3 3  1 

, 

4 

2 



"m" de comprimentos Li c r e s c e .  E s t e  c r e s c i m e n t o  é a i n d a  

mais i n t e n s o  s e  t ive rmos  mais  de um comprimento p a d r ã o ,  

2 .  ~ o r m u l a ç ã o  do Problema 

Se j am: 

- N ( i = l  m )  o número de pedaços  de comprimento li deman- 

dados.  

- x .  ( j  =1, . . . , n )  o  número de v e z e s  que o j -és imo modelo de c o r -  
J 

t e  é usado.  

- c o c u s t o  do m a t e r i a l  L que s o f r e u  o j -ésimo c o r t e .  
j  

Obs.: o s  c  podem s e r  t o d o s  i g u a i s  desde  que ha -  
j  

j  a  apenas um tamanho p a d r ã o  L . 

- a o número de pedaços  de comprimento li p r o d u z i d o s  cada  i j  

vez que o j -ésimo modelo de c o r t e  é usado ,  

O problema que s e  propõe  d e t e r m i n a r  o número de 

v e z e s  que cada  modelo de c o r t e  deve s e r  u s a d o ,  t a l  que a  de- 

manda do número de pedaços  de cada  comprimento li s e j a  s a t i s  - 

f e i t a  e  o c u s t o  t o t a l  do m a t e r i a l  s e j a  mínimo (o  que i m p l i c a  

em minimi z a r  a  PERDA DE MATERIAL) é : 

n 
M I N I M I Z A R  1 c - x  

j =i I j  

x > O e  i n t e i r o  j  =l , . . , n )  
j  - 



n 
A expressão 1 a i j x j  r e p r e s e n t a  a quan t idade  de 

j = l  

pedaços li determinada po r  todos  os modelos de c o r t e .  

Existem t a n t a s  r e s t r i ç õ e s  quanto forem os  pedaços 

de comprimento li . OU s e j a  ex i s tem "ml' r e s t r i ç õ e s .  

Nosso problema é i n t e i r o  como "m" r e s t r i ç õ e s .  

3 .  D i f i cu ldades  Apresentadas 

Há duas d i f i c u l d a d e s  : 

(1:) O número de modelos de c o r t e  6 excessivamente g rande .  E s  - - 

t e  f a t o .  raramente  permi te  que o programa s e j a  r e s o l v i d o  " d i r e -  

tamente". Como exemplo suponhamos p l a c a s  de 200 cm de compri- 

mento e demanda p a r a  40  d i f e r e n t e s  comprimentos desde 2 0  cm a 

80 cm. Neste caso o número de modelos de c o r t e  pode exceder  

1 0 0  mi lhões .  I s t o  nos p o d e r i a  o f e r e c e r  uma função o b j e t i v o  

com 1 0 0  milhões de p a r c e l a s  p a r a  s e r  minimizada, o que 6 i m -  

p r a t i c á v e l .  

(2:) O v a l o r  de x i n t e i r o  causa  mui ta  d i f i c u l d a d e  no pro-  
j  

cesso de so lução .  O arredondamento dos v a l o r e s  f r á c i o n á r i o s  

não causa  grandes danos ao programa. Especia lmente  no caso 

de problemas com demanda a l t a ,  os v a l o r e s  Ótimos f r a c i o n á r i o s  

de x são  b a s t a n t e  g randes ,  t a l  que perde-se  pouco ao a r r e -  
j  

dondá-10s p a r a  i n t e i r o s ,  Neste caso a d i f i c u l d a d e  ap re sen t ada  

tem so lução  s imples .  

Como vimos acima a segunda d i f i c u l d a d e  não nos 

causa embaraços, Encontra-se  contorno imediato  p a r a  o p r o b l e -  



ma s u r g i d o ,  f i c ando  nosso programa n a  forma l i n e a r ,  qua l  s e j a :  

M I N I M I Z A R  

s u j e i t o  a  

Quanto p r i m e i r a  d i f i c u l d a d e ,  o  número exces s ivo  

de modelos de c o r t e ,  iremos contorná-a  resolvendo o  problema 
- 

l i n e a r  acima com as colunas  a  "geradas" a  proporção que s e  
j  

tornam n e c e s s á r i a s .  I s t o  s e r á  v i s t o  com mais d e t a l h e s  a d i a n t e .  

Desta f e i t a  não precisaremos d e f i n i r  previamente todos os mode - 

10s de c o r t e .  

Importante  a tentarmos p a r a  o  f a t o  de que estamos 

t raba lhando  no espaço d! , ou s e j a ,  nossos  v e t o r e s  a  
j  

pos-  

suem "m" elementos e  definem um modelo de c o r t e  : 

Ao in i c i a rmos  o  problema conheceremos "m" , que s e  

r e f e r e  aos t i p o s  de tamanhos li . Não teremos,  e n t r e t a n t o  o  

v a l o r  de "nu , p o i s  não def ini remos os "a " previamente ,  O 
j 

p rocesso  de so lução  a  s e r  aqu i  desenvolvido não u s a r á  todos os 

modelos de c o r t e  p o s s í v e i s .  



4.  Estudo pa ra  obtenção da solução a ' s e r  dada 

Nosso problema é :  

n 
MINIMIZAR 1 c - x  

-j= 1 J j 

Suponhamos conhecida uma solução v i á v e l  b á s i c a  xB - 
para  a  equação: 

onde s é uma v a r i á v e l  de f o l g a  não negat iva .  i 

Usando o  SIMPLEX REVISADO, o quadro i n i c i a l  tem a 

forma: 

-1 
Lembremos que : . r r = c t .  B - B - 

Para obtermos os va lo res  pa ra  v a  - c  
- j v j 



-1 B a  precisamos determinar  o  a .  que e n t r a  na  base .  Neste 
j  - _h, 

caso o  c r i t é r i o  de e n t r a d a  na base  (OTIMALIDADE) é:  

Se todos a  - c .  < O + ÕTIMO . PARE - - j  J - 

Caso c o n t r á r i o  e n t r a  na base o  a  t a l  que j=k . 
j  - 

(As colunas 1 que determinam um modelo de c o r t e  

têm uma e s t r u t u r a  bem d e f i n i d a  e  pertencem a um de terminado 

conjunto X) 

SURGE AQUI O PROBLEMA CAUSADO PELA GRANDE QUAN- 

TIDADE DE MODELOS DE CORTE: É IMPRATICÁVEL A DEFINIÇÃO 

DE TODOS OS ELEMENTOS DO CONJUNTO X, O QUE COMPROMETE 

SOLUÇÃO ENCONTRADA: - GERAÇÃO DE COLUNAS ATRAVÉS SO- 

LUÇÃO DE PROBLEMAS MOCHILA 

Essa t é c n i c a  c o n s i s t e  em maximizar T a - c 
- j  - - j  ' 

sem a  necess idade  de s e  d i spo r  do conjunto X , Vamos a  e l a .  

O conjunto X compreende as  colunas  a  com e s -  
j - 

t r u t u r a  bem d e f i n i d a ,  ou s e j a ,  t a i s  que: 

> O e  i n t e i r o  a i j  . -  

L + comprimento da p l a c a  

li + comprimento do pedaço i 



a  +número  de pedaços de comprimento li do modelo j  . 
i j  

Como desejamos o b t e r  a  quemaximiza v a - c  
j - -2 j 

é s u f i c i e n t e  r e s o l v e r  o  problema mochila:  

m 
MAXIMI ZAR 1 Ti a i j  

i= 1 

a  > O e  i n t e i r o  i j  - 

Es te  problema mochila nos fornece a  coluna a  que 
j  - 

e n t r a  na  base  e ,  p o r t a n t o ,  nos permi te  completar o  QUADRO SIM- 

PLEX com os v a l o r e s  (n a  - c j )  e  B-' a  , caso não 
j  

s e j  a  
- j  
7 - 

a t i n g i d o  o  ÓTIMO. 

Nosso YRITÉRIO DE ENTRADA NA BASE" p a s s a  a  s e r  o  

s e g u i n t e  : 

(19) r e s o l v e - s e  o  problema mochila c r i ado  a  p a r t i r  do qua- 

dro s implex 

( 2 )  Se - n ai  - < O + QUADRO  TIM MO. PARE . 
7 

Se n a  - c  > O + a  e n t r a r á  na  base  
- - j  j  - j  

OBSERVAÇCIES: (1) Considerando ni o  c u s t o ,  a  cada i t e r a ç ã o , d o  

pedacinho li , f i c a  pe r f e i t amen te  j u s t i f i c a d o  o  c r i t é r i o  de 

paradas .  O cus to  t o t a l  v a .  vem s e  aproximando do cus to  
- 1  - 

c  da p l a c a .  Enquanto s e  desenvolve esse  processo  de aproxi -  
j  

mação, que 6 c a r a c t e r i z a d o  p o r  v a  > c  , vão s e  a l t e r a n d o  - j  j  

o s  a  da base .  No momento em que v a .  < c .  a t ingimos 
j  - - 2- J 

QUADRO ÓTIMO. Caso n a  = c  não há perda  de m a t e r i a l ;  
- - j  j  



a 

aproveitamento da chapa é t o t a l .  O v e t o r  a = ( a l , .  a .  ,nm) e 

a solução dual  correspondente ao programa l i n e a r ,  

( 2 )  No caso de haver mais de um tamanho padrão de 

chapa, teremos também mais de um problema mochila p a r a  r e s o l -  

ve r .  Neste caso o QUADRO OTIMO s ó  é a t ing ido  quando 

a a - c .  < c .  p a r a  cada problema mochila. Do c o n t r á r i o  a 
- - j I -  J 

coluna a que fo rnece r  o maior v a l o r  p o s i t i v o  
j 

pa ra  
- 

a a - c e n t r a  na base ,  I s t o  e s t á  em p e r f e i t o  a c o ~ d o  com 
- 3 j  

o c r i t é r i o  de en t r ada  do SIMPLEX.  liá ás não poder i a  s e r  de 

o u t r a  forma, 

S e j a ,  en tão ,  ak a próxima coluna a e n t r a r  na ba- 
- - - 

s e .  Nosso QUADRO SIMPLEX toma a forma: 

BASE 

QUEM SAI DA BASE PARA DAR ENTRADA A ak ? 
- 

Obtem-se o í n d i c e  s , t a l  que as s a i  da base ,  
. a .  

a p a r t i r  do c r i t e r i o :  

X X 
Bs = M I N I M O '  Bi t a l  que yi > O } +  j = s  

Ys i *i 

Obtido o as que s a i  da base dando en t r ada  p a r a  - 
ak , iniciamos o pivoteamento em torno  de Y s  . Terminado os 

cá l cu los  r epe te - se  o procedimento de s a í d a  e en t r ada  na base ,  



a t é  a  obtenção do QUADRO  TIM MO. 

Todo e s s e  estudo s e  baseou numa solução i n L c i a l  

X~ ' supos ta  conhecida, Nossa preocupação agora e s t á  vo l t ada  

pa ra  a  obtenção desse xg . Para o b t e r  e s s a  solução , b á s i c a  

i n i c i a l  introduziremos v a r i á v e i s  a r t i f i c i a i s  x  a i  não n e g a t i  - 

vas e  usaremos o  METODO DAS DUAS FASES. 

A p a r t i r  da formulação do problema, podemos e s c r e  

v e r :  

FASE I :  

s u j e i t o  a :  

... 

MINIMIZAR 'a = 1 X, i=l i 



QUADRO ' I N I C I A L  : 

Para determinarmos e s t a  ú l t ima co luna ,  ou s e j a ,  o 

"k" r e l a t i v o  a quem e n t r a  na base precisamos conhecer também 

todos os modelos de c o r t e  3 , p o i s :  

t a l  que nI a j  > O , 3 E X }  i -- 

Utilizamos também aqui a t é c n i c a  de geração de 

colunas ,  resolvendo o problema mochila: 

n 
MAXI M I  ZAR 'I 1 %  a i j  

i=l 

m 
s u j e i t o  a :  1 Li a i j  - < L 

i=l 

> O e  i n t e i r o  a i j  - 



S e r  a < O  + 
I j -  

FIM DA FASE I 
- - 

TESTE PARA VER SE HA SOLUÇÃO 

S e r  a > O  -t 
I j 

a .  e n t r a  na base 
- - 2 

OBS. : Como a FASE 1 termina quando (zj - c . )  < O para  os 
I - 

vetores  não básicos f i c a  j u s t i f i c a d o  o c r i t é r i o  usado. 

TESTE 

Três casos podem o c o r r e r :  

(2) Za = O e nenhum ve to r  a r t i f i c i a l  permenece na base 

( 3 )  Za = O e um ou mais ve tores  a r t i f i c i a i s  permanecem na 

base com x = O  a i  

Ocorrendo (1) o PROBLEMA ORIGINAL NA0 TEM SOLU- - 
ÇÃO. Se ocorrer  (2) ou (3) então ATINGIMOS SOLUÇÃO INICIAL - - 

OBS.: Como adicionamos a r e s t r i ç ã o  Z a  + 1 xai = O , não 

corremos o r i s c o  de x , que pode permanecer na base a n í -  a i 

ve l  zero no f i n a l  da FASE 1, v i r  assumir va lores  p o s i t i v o s  

nas i t e r a ç õ e s  segu in tes .  

No c r i t é r i o  de s a í d a  da base não há nada de no- 

vo a ac rescen ta r .  



FASE 11 :  

Nossa a tenção v o l t a - s e  p a r a  a  função o b j e t i v o  Z .  
a 

O c r i t é r i o  de e n t r a d a  na  base  e  o  u s u a l ,  ou s e j a ,  a  fun- 

ção o b j e t i v o  do problema mochila v o l t a  a  s e r :  

roximada p a r a  Solução dos Problemas Mochila - 

Algor i  tmo Guloso 

P e l a  a n á l i s e  da so lução  do problema em q u e s t ã o ,  

f e i t a  n a  secção a n t e r i o r ,  concluímos que a  e f i c i ê n c i a  do a l -  

gori tmo que o  s o l u c i o n a  depende c ruc ia lmente  da r a p i d e z  da 

so lução  dos problemas mochila. Usaremos uma t é c n i c a ,  que 

embora f o r n e ç a  uma r e s p o s t a  aproximada, tem como c a r a c t e r í s -  

t i c a s  p r i n c i p a i s  a  rap idez  e  a  s imp l i c idade  de so lução .  

O a l g o r i  tmo aproximado que usaremos 6 denominado 

guloso no s e n t i d o  de Edmonds 1 1 8 1 .  

ALGORITMO GULOSO 

S e j a  

MAXIMIZAR 

s u j e i t o  a :  

o  problema mochi la :  

n  
a . x .  < b  

j = l  J J -  

x .  > O e  i n t e i r o  , j = l , , , . , n  
J - 

onde a s  v a r i á v e i s  e s t ã o  ordenadas de forma que:  



Algoritmo : 

PASSO 1 :  

PASSO 2 :  

PASSO 3: 

PASSO 4 : 

Faça b = b  - a . x  
J j 

Se j=n  , PARE 

Senão f aça  j  = j + l  e  va p a r a  o  PASSO 2 

OBS.: O a lgor i tmo procura  dar  o  v a l o r  máximo p o s s l v e l  pr imei -  

ramente p a r a  x  (que e s t á  associado a  c l / a l ) ,  após,  e  com o 1 

que sobra  na mochila,  o  mesmo 6 f e i t o  com x2 (que e s t á  asso  - 

ciado a  c2 /a2  Ç C / a  ) e  assim em d i a n t e .  1 1  

APLI CAÇÃO 

MAXIMI ZAR 1 0 x 1 + 1 6 x 2  + x  3  



(3 .4)  j  = 3 + PARE 

Nem sempre, e n t r e t a n t o ,  a  solução v i a v e l  o b t i d a  6 

ÓTIMA. Precisamos en tão  t e r  uma i d é i a  quanto à aproximação 

o b t i d a .  

Relação e n t r e  a  so lução  6tima e  a  so lução  do Guloso 

Se j  am: 

Z *  -3 v a l o r  da função o b j e t i v o  da so lução  Ótima 

Z + v a l o r  da função o b j e t i v o  da solução do Guloso 

Sabemos que:  

b  b  A Z *  < c1 . - , p o i s  xl = - e  x  = O , j = 2 , , . . , n  e  - 
al al j  

a  so lução  do programa l i n e a r  correspondente  p e l o  relaxamento 

da i n t e g r i d a d e  das v a r i á v e i s :  

Temos que:  

Podemos tzmbém e s c r e v e r :  



Suporemos b/al 2 1 , caso c o n t r á r i o  faríamos 

x1 = O e passaríamos pa ra  um problema de menor tamanho. Se 

todos os b / a j  < 1 então a Gnica s o l u ~ ã o  v i á v e l  é x = O , 
j 

Sabemos que s e  x 6 t a l  que x > 1 en tão :  - 

Logo : 

Wl1 
- > -- I e e n t ã o :  

Finalmente : 

- 
OBSERVAÇÃO: A solução Z do Guloso pode s e r v i r  de l i m i t e  pa- - 
r a  um método de enumeração do t i p o  "branch and bound". 
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